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Resumo

O objetivo deste trabalho é introduzir o estudo dos semigrupos numéricos para es-
tudantes do ensino médio através de uma identificacao geométrica e apresentar uma
sequéncia didatica para professores trabalharem o tema proposto em turmas de ensino
médio. A sequéncia didatica tera como objeto motivador a resolucao de problemas
pelo Problema de Frobenius. Para isto, sera apresentado o conceito de semigrupo
numérico, destacando aqueles gerados por dois elementos, e as relagoes existentes entre
esses geradores e os invariantes do semigrupo numérico. Utiliza-se uma identificacao
geométrica para associar cada lacuna de um semigrupo numérico a um ponto de coor-
denadas inteiras nao negativas do plano cartesiano através de uma bijecao, o que nos
permite calcular alguns invariantes do semigrupo numérico, como o género, o condutor,

nimero de Frobenius, a profundidade e as coordenadas de Kunz.

Palavras-chave: resolucao de problemas, semigrupos numéricos, conjunto de lacu-
nas, identificacao geométrica, equacao da reta.



Abstract

The main goal of this work is to introduce the study of numerical semigroups to
high school students through a geometric identification and to present a didactic se-
quence for teachers to work on the proposed topic in high school classes. The teaching
sequence will have as its motivating objective the problem solving by the Frobenius
Problem. To this end, the concept of numerical semigroup will be presented, highligh-
ting those generated by two elements and the relationships between these generators
and the invariants of the numerical semigroup. A geometric identification is used to
associate each gap of a numerical semigroup to a point with non-negative integer co-
ordinates on the cartesian plane through a bijective map, which allows us to calculate
some invariants of the numerical semigroup, such as genus, conductor, Frobenius num-

ber, the depth and Kunz coordinates.

Keywords: problem solving, numerical semigroups, set of gaps, geometric identifi-

cation, straight line equation.



Lista de Simbolos

e Nj: conjunto dos niimeros inteiros nao negativos.

e S: semigrupo numeérico.

e Ny \ S: complemento de S em relagao a Np.

e G(9): conjunto de lacunas de S.

e g(S) : género de S.

e m(S) : multiplicidade de S.

e F(S) : numero de Frobenius de S.

e ¢(5): condutor de S.

e ¢(S5): profundidade de S.

e (a,b): semigrupo numérico gerado por a e b.

e Ap(S,n) : conjunto de Apéry de S em relacao a n.

e Ap(S): conjunto de Apéry de S em relagao a multiplicidade de S.
e Kunz(S,n): coordenadas de Kunz de S em relagao a n.

e Kunz(S): coordenadas de Kunz de S em relagdo a multiplicidade de S.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo principal de estudo os subconjuntos de Ny que
contém o elemento 0, sao fechados para a adigao e o complemento deste subconjunto em
Ny é um conjunto finito. Tais subconjuntos sao denominados semigrupos numéricos. Os
elementos de Ny que nao pertencem ao semigrupo numérico sao chamados de lacunas.
Um estudo sobre semigrupos numéricos esta mais detalhado no livro de Garcia-Sanchez
e Rosales [1].

Um importante estudo sobre semigrupos numéricos surge a partir do problema das
moedas de Frobenius, que tem como objetivo determinar o maior valor que nao pode
ser obtido através de combinagoes lineares nao negativas de nimeros primos entre si,
chamados geradores do semigrupo numérico. Tal problema foi resolvido por Sylvester
[2], em 1884, para o caso de duas moedas.

Em 2014, Kunz e Waldi [3] estudaram semigrupos numéricos, e uma das principais
abordagens trata sobre uma identificacao geométrica dos semigrupos numéricos gerados
por dois elementos.

Neste trabalho, mostraremos como encontrar os invariantes de um semigrupo numérico
gerado por a e b através da identificagao geométrica, associando as lacunas aos pontos
de coordenadas inteiras nao negativas que estao localizados abaixo da reta
a(x + 1)+ b(y + 1) = ab. Este trabalho tem como uma das propostas apresentar
uma forma de aplicar parte do conhecimento sobre semigrupos numéricos na educacao
bésica, em turmas de ensino médio. Para isto, sera utilizada uma revisao bibliografica
e uma proposta de sequéncia didatica com possibilidade de utilizagao do software Ge-
ogebra.

Apos esse breve resumo, veremos como esse trabalho foi dividido:

e Capitulo 1: Neste capitulo serao apresentados a definicao de semigrupo numérico
e exemplos de como reconhecer um subconjunto como semigrupo numérico. Serao
definidos também os invariantes, que sao elementos caracteristicos de um semi-
grupo numérico. Apresentaremos os geradores, que sao os elementos a partir dos
quais um semigrupo numérico é formado e definiremos o conjunto de Apéry e as

coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico.

e Capitulo 2: Neste capitulo sera abordada a formacao de semigrupos numéricos



a partir de dois geradores, definindo os invariantes através desses geradores. Além
disso, apresentaremos a forma como podemos reconhecer os invariantes de um se-
migrupo numérico através da identificacao geométrica, estabelecendo uma relacao
entre os invariantes e os pontos de coordenadas nao negativas localizadas abaixo
dareta a(x+1)+b(y+ 1) = ab, sendo a e b os geradores do semigrupo numérico.

Capitulo 3: Neste capitulo, apresentaremos uma sequéncia didatica sobre a

identificacao geométrica para ser desenvolvida com estudantes do ensino médio.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, sera introduzida a definicao de semigrupos numéricos, que sao
subconjuntos dos niimeros inteiros nao negativos com algumas propriedades especificas.
Apresentaremos os elementos que compoem um semigrupo numeérico, chamados de
invariantes e definiremos os geradores de um semigrupo numérico, o conjunto de Apéry
e as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico. Este capitulo tem como base
os trabalhos [I], [4], [5] e [6].

1.1 Definicoes

Definicao 1.1 Um subconjunto S de Ny é chamado de semigrupo numérico quando

apresenta as sequintes propriedades:

a) 0€S;
b) S € fechado para a adi¢ao, ou seja, dados a e b € S, tem-se a + b € S;

c) O complemento de S em Ny, representado por Ng \ S, € finito.

Usaremos a notacao — para indicar que, a partir do ultimo elemento enume-
rado, todos os demais inteiros nao negativos pertencem ao conjunto. Por exemplo,

se ay,ag,as,...,a, €L eay <as <...<a, <a,entdo usamos a notacao
{a1,a9,a3,...,an,a,—} = {ay,a9,as,...,a,} U{x € Z : x > a}.
Vejamos alguns exemplos de subconjuntos que sao ou nao semigrupos numéricos:

Exemplo 1.2 Seja o conjunto A = {0,3,4,6,—}. Observe que:

a) 0 € A;
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b) A € fechado para a adigdo, pois ao efetuarmos esta operagdo entre os elementos
pertencentes ao conjunto A, a soma sempre pertence a A. Na tabela abaizo
apresentamos os resultados da adicdo entre os elementos do conjunto A, tais que
0<b<a<d4.

Tabela 1.1: a+b,coma,be Aed<b<a<4

SND0(3]4
0l -1-
306 -
4178

Fonte: Autoria prépria

Observe que nao hd a necessidade de verificar as somas para os inteiros a partir
de 6, pois qualquer resultado dessa soma serd maior ou iqual a 6, e portanto,

pertencerd ao conjunto A.

c) No\ A={1,2,5} € finito.

Dessa forma, concluimos que A € um semigrupo numérico.
Exemplo 1.3 No conjunto B = {0, 3,5,6,8, =}, temos que:

a) 0 € B;

b) B € fechado para a adi¢ao, pois todas as somas entre os elementos de B pertencem

ao conjunto B. Veja a tabela abaizo em que 0 < b < a < 6;

Tabela 1.2: a4+ b, coma,be Be0<b<a<6

SNDlo|3] 56
0 |0]-]-1|-
3 136 - |-
5 |5(8|10] -
6 |6]9]11]12

Fonte: Autoria prépria

Observe que nao hd a necessidade de verificar as somas para os inteiros a partir
de 8, pois qualquer resultado dessa soma serd maior ou igual a 8, e portanto,

pertencerd ao conjunto B.
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¢) No\ B=1{1,2,4,7} € finito.

Portanto, B € um semigrupo numeérico.

Exemplo 1.4 No conjunto P = {2k : k € No} ={0,2,4,6,...}, observe que:
a) 0 € P;

b) O conjunto P é fechado para a adi¢do pois a,b € P —> Jx,y € Ny tal que a = 2z
eb=2y. Dai, a+b=2(x+y) € P comx+y € Ny.

c) No\P={2k+1:keNy}=1{1,3,5,7,...} €um conjunto infinito.

Dessa forma, P nao € um semigrupo numeérico.

1.2 Invariantes

Definicao 1.5 Um semigrupo numérico possui alguns elementos caracteristicos cha-
mados invariantes. A sequir, definiremos os invariantes que serdao mais utilizados em

nosso estudo sobre semigrupos numeéricos.

e Conjunto de lacunas: representado por G(S), o conjunto de lacunas é o comple-

mento de S em Ng. Os elementos de Ny \ S recebem o nome de lacunas. Assim,
G(S)=Ng\S.

e Género: o género g(S) de um semigrupo numérico S € a cardinalidade do conjunto

de lacunas, isto €,
9(5) = #G(S).

e Multiplicidade: representada por m(S), a multiplicidade é o menor elemento nao

nulo de S. Assim,
m(S) = min{s € S : s # 0}.
e Nimero de Frobenius: representado por F(S), é o maior inteiro em Z\ S, isto é
F(S) =max(Z\ S).

Para o caso em que S # Ny, F(S) é a maior lacuna, isto é, F(S) = maxG(S).
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e Condutor: O menor elemento de S a partir do qual todos os demais numeros

inteiros nao negativos pertencem a S € chamado de condutor e representado por
c(S), isto €,

c(S)=min{s € S:s+n e S,Vn € Ny}.

O condutor também pode ser definido por F(S) + 1, em que F(S) € o nimero de
Frobenius de S, isto ¢,

e Profundidade: a profundidade q(S) de um semigrupo numérico S € definida por:

o) =[],

em que c(S) € o condutor e m(S) é a multiplicidade do semigrupo numérico S.

Vejamos alguns exemplos de invariantes de semigrupos numéricos:

Exemplo 1.6 Seja C = {0,4,5,8, —}. Temos que C' € um semigrupo numérico, em
que:

a) O conjunto de lacunas é G(C) ={1,2,3,6,7};
b) O género é g(C) = 5;

c) A multiplicidade é m(C) = 4;

d) O nimero de Frobenius é F(C) =1;

e) O condutor é ¢(C) = 8§;

f) A profundidade ¢ ¢(C) = mw - @ — 9.

Exemplo 1.7 Seja D ={0,2,4,—}. Temos que D é um semigrupo numérico em que:
a) O conjunto de lacunas é G(D) = {1,3};

b) O género é g(D) = 2;
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c) A multiplicidade é m(D) = 2;
d) O numero de Frobenius F(D) = 3;

e) O condutor é ¢(D) = 4;

f) A profundidade ¢ q(D) = [C(Dw = H = 2.

1.3 Geradores

Um conjunto de geradores de um semigrupo numérico S é um conjunto de elementos
através dos quais cada elemento de S pode ser obtido a partir de alguma combinagao

linear desses elementos com coeficientes inteiros nao negativos.

Exemplo 1.8 Vamos construir um semigrupo numérico E a partir dos geradores 2 e
5:

O primeiro elemento do semigrupo numérico E € o 0. A partir dai, os demais
elementos sao obtidos pelas combinacgoes lineares nao negativas de 2 e 5. Sendo assim,
os elementos de F sao: 0,2,242=4,5,24242=6,245=7,2424+2+2=8,...
A partir do elemento 4, todos os demais nimeros naturais pertencem a FE. De fato, se
s =2k é par, entdao s € S para todo k € Ny. Se s =2k+1 = 2(k—2)+5 € impar, entao
s € S, para todo k € Ny com k > 2. Dessa forma, podemos escrever E = {0,2,4,—}.

Exemplo 1.9 Vamos construir o semigrupo numérico F a partir dos geradores 3 e 7:

O primeiro elemento do semigrupo numeérico F € o 0. A partir dai, os demais
elementos sao obtidos pelas combinacgoes lineares nao negativas de 3 e 7. Sendo assim,
os elementos de F sao 0, 3, 3+3=6,7,34+3+3=9,34+7=10,3+3+3+3 =12,
3+3+7=13,74+7=14,34+34+3+3+3 =15, 3+3+3+7=16,... A
partir do elemento 12 todos os demais niumeros naturais pertencem a F. De fato, se
s = 0 (mod 3), entdo s = 3k € F, para todo k € Ny. Se s = 1 (mod 3), entao
s=3k+1=3k—-2)+7€F, para todo k € N, com k > 2. Se s =2 (mod 3), entdo
s=3k+2=3(k—4)+14 € F, para todo k € N, com k > 4. Dessa forma, podemos
escrever F'={0,3,6,7,9,10,12, —}.

Exemplo 1.10 Vamos construir o semigrupo numérico G a partir dos geradores 4, 5
ev:

O primeiro elemento do semigrupo numérico G € 0. A partir dai, os demais ele-
mentos sao obtidos pelas combinacdes lineares nao negativas de 4, 5 e 7. Sendo assim,
os elementos de G sa00,4,5,7,4+4=28,445=9,5+5=10,447=11,5+7 =12,
44+4+5=13,74+7=14,54+54+5=15,4+5+4+7 =16,... A partir do elemento
8 todos os demais nimeros naturais pertencem a G. De fato, se s =0 (mod 4), entdo
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s =4k € G, para todo k € Ny. Se s =1 (mod 4), entdo s =4k+1=4(k—1)+5 € G,
para todo k € No, com k> 1. Ses =2 (mod 4), entdo s = 4k+2 =4(k—2)+10 € G,
para todo k € Ny, com k > 2. Ses =3 (mod 4), entdo s =4k+3=4k—-1)+7€ G
para todo k € Ny, com k > 1. Dessa forma, podemos escrever G = {0,4,5,7,8,—}.

Se um semigrupo numérico S é gerado por aq, as, ..., aj, €SCrevemos:
S ={a1x1 + agxs + ... + apxy : x; € No}

e denotamos S = (ay, as, ..., ax).

Utilizaremos esta notacao para representar semigrupos numeéricos formados a partir
de seus geradores.

Nos exemplos apresentados, temos E = (2,5), F = (3,7) e G = (4,5, 7).

1.4 Conjunto de Apéry

O conjunto de Apéry e as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico, que
serao definidos ao longo desta e da proxima secao, tém grande importancia na deter-

minacao do conjunto de geradores de um semigrupo numérico.

Definigao 1.11 Dados um semigrupo numérico S en € S, comn # 0, definimos como
conjunto de Apéry em rela¢ao a n, representado por Ap(S,n), o conjunto formado pelos

elementos minimais de S de cada classe de congruéncia modulo n. Assim,

Ap(S7 n) = {w07w17 ce awn—1}7

em que w; = min{s € S : s =i (mod n)}.

Como o elemento 0 sempre faz parte do conjunto de Apéry, temos que:

Ap(S, n) = {O, Wi, ... ,wn,l}.

Quando o conjunto de Apéry é determinado em relacao a multiplicidade m do
semigrupo numérico S, denotamos Ap(S,m) por Ap(S).
Apresentaremos a seguir, alguns exemplos de como determinar o conjunto de Apéry

de um semigrupo numérico.

Exemplo 1.12 Dado o semigrupo numérico A = {0,3,4,6,—}, vamos construir o

conjunto de Apéry em relacao a multiplicidade, que neste caso € 3.

e Ap(A,3) = Ap(A) = {0, wy, ws}.
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Devemos encontrar os elementos minimais de A congruentes a 1 (mod 3) e a 2
(mod 3). Como o menor elemento de A congruente a 1 (mod 3) € 4 e congruente a 2

(mod 3) € 8, entdo temos que:

Ap(4) = {0,4,8}.
Agora construiremos o conjunto de Apéry em relacao a 4.
e Ap(A,4) ={0,wy,wy, w3}.

Assim, devemos encontrar os elementos minimais de A congruentes a 1 (mod 4),
a2 (mod4) e a3 (mod4). Como o menor elemento de A congruente a 1 (mod 4) é

9, congruente a 2 (mod 4) € 6 e congruente a 3 (mod 4) € 3, entdo:
Ap(A,4) = {0,9,6,3).

Exemplo 1.13 Dado o semigrupo numérico C = {0,4,5,8, =}, vamos construir o

conjunto de Apéry em relacdo a 4.
e Ap(C,4) ={0,wy,wy, w3}.

Devemos encontrar os elementos minimais de S que sao congruentes a 1 (mod 4),
a2 (mod 4) e a3 (mod 4). Como o menor elemento de C congruente a 1 (mod 4) ¢
5, congruente a 2 (mod 4) é 10 e congruente a 3 (mod 4) € 11, o conjunto de Apéry
de C em 4 é:

Ap(C,4) = {0,5,10,11}.

Agora construiremos o conjunto de Apéry em relagcao a 5.

e Ap(C,5) = {0, w1, wa, w3, wy}.

Devemos encontrar os elementos minimais de C' congruentes a 1 (mod 5), a 2
(mod 5), a 3 (mod 5) e a 4 (mod 5). Como o menor elemento de C' congruente e 1
(mod 5) €11, a2 (mod 5) €12 , a3 (mod 5) é 8 ¢ a4 (mod 5) €4, o conjunto de
Apéry de C em 5 é:

Ap(C,5) = {0,11,12,8,4}.

A construcao do conjunto de Apéry pode ser usada na determinacao do conjunto
de geradores de um semigrupo numérico. A proposi¢ao a seguir apresenta como os
geradores de um semigrupo numérico sao determinados a partir do conjunto de Apéry.
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Proposicao 1.14 O conjunto de geradores de um semigrupo numérico S pode ser
obtido acrescentando-se o elemento n ao conjunto Ap(S,n)—{0}, ou seja, substituimos

o elemento 0 do conjunto de Apéry pelo valor n.

Demonstracao: Dado n € S\ {0} escreva Ap(S) = {0,wy,...,w,—1} e seja s € S.

Se n | s, entdo existe a € Ny tal que s = an. Logo s € (n,wy,...,w,_1). Se n{ s,
entao existem k € Ny e i € {1,...,n — 1} tais que s = nk + i. Pela minimalidade de
w;, existe k € Ny tal que s = w; + kn € (n,wy, wa, ..., wy_1).

Assim,

{n} U (Ap(S,n) — {0}) é um conjunto de geradores de S.

Um conjunto minimal de geradores de um semigrupo numérico S é o conjunto
formado pelos elementos {ay, as,...,a,} que ndo possui um subconjunto préprio que
gere S. O conjunto minimal de geradores de um semigrupo numérico é tnico. Veja
Teorema 2.7 de [1].

Exemplo 1.15 Seja o semigrupo numérico A ={0,3,4,6 —}.

Veja que Ap(A) = {0,4,8}. Observe que, nesse caso, o conjunto de Apéry foi
dado em relagao a multiplicidade. Dessa forma, temos que {3,4,8} € um conjunto de
geradores de A. Como 8 = 444, tem-se que {3,4} € o conjunto minimal de geradores
de A.

E possivel obter um conjunto de geradores de A via Ap(A,4) ={0,9,6,3}. Nesse
caso, A =(4,9,6,3). Como9=3+3+3 e6=23+3, podemos reescrever A = (3,4).
Temos, entao, que o conjunto minimal de geradores desse semigrupo numérico também
¢ {3,4}. De fato, independentemente do valor de n usado para determinar o conjunto
de Apéry, o conjunto minimal de geradores de um semigrupo numérico € sempre o

mesmo.

Exemplo 1.16 Seja o semigrupo numérico C = {0,4,5,8, —}.

Veja que para o semigrupo numérico C' = {0,4,5,8, —}, Ap(C) = {0,5,10,11}.
Dessa forma, temos que {4,5,10,11} € um conjunto de geradores de C. Como 10 =
5+ 5, tem-que {4,5,11} € o conjunto minimal de geradores de C.

Para representar um semigrupo numérico a partir de seus geradores, utilizaremos

sempre o conjunto minimal de geradores.
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1.5 Coordenadas de Kunz

Dados um semigrupo numérico S e n € S, com n # 0 e sendo Ap(S,n) =
{wo,wq,...,wy_1}, com w; = min{s € S : s =i (mod n)}, podemos escrever cada

w; como sendo
w; = k;.m + 1, em que k; € Ny.

Dessa forma, podemos definir as coordenadas de Kunz do semigrupo numérico S
como:

—1

Kunz(S,n) = (k1, ko, ..., kn_1), em que k; = o ,comi € {1,2,...,n—1}.

Nos casos em que as coordenadas de Kunz sao dadas em relacao a multiplicidade

m de S, denotaremos por:
Kunz(S) = (]fl, ]{32, ceey km—l)-

Vejamos alguns exemplos de como calcular as coordenadas de Kunz de semigrupos

numéricos:

Exemplo 1.17 Dado o semigrupo numérico A = {0,3,4,6,—}, temos que Ap(A) =
{0,4, 8}.
Vamos calcular as coordenadas de Kunz do semigrupo numérico A em 3:

Logo, as coordenadas de Kunz de A em 3 sdo:

Kunz(A) = (1, 2).

Exemplo 1.18 Dado o semigrupo numérico C' = {0,4,5,8, —}, temos que Ap(C) =
{0,5,10,11}.
Vamos calcular as coordenadas de Kunz do semigrupo numérico C' em 4:
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11-3
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Logo, as coordenadas de Kunz de C' em 4 sao:
Kunz(C) = (1,2,2).

Para qualquer semigrupo numérico de multiplicidade m dado, sempre podemos
determinar as suas coordenadas de Kunz em m, que é uma (m — 1)-upla em N1,
No entanto, nem sempre uma (m — 1)-upla em N"~! estard associada a um semigrupo
numeérico de multiplicidade m.

Vamos analisar como sao as coordenadas de Kunz para um semigrupo numérico de
multiplicidade 3:

Para um semigrupo numérico S de multiplicidade 3, o conjunto de Apéry de S tem
a forma Ap(S) = {0,3k; + 1, 3ky + 2} e as coordenadas de Kunz de S sdo Kunz(S) =
(K1, k2).

Observe que:

Como wy é o menor elemento de S congruente a 2 (mod 3), entdo temos que,
]{1 +l€1 - 2]€1 2 k’Q.
De forma anéloga,
Wy + W = (3]{32 + 2) + (3]{32 + 2) =1 (mod 3)
Como 3k; + 1 é o menor elemento de S congruente a 1 (mod 3), entdo

ko+ke+1=2ky+12>F.

Assim, temos que (ky, ko) satisfaz:

2k > ko

(1.1)
Uiy + 1> ky,

que sao as condigoes que devem ser satisfeitas para que uma dupla represente as coor-
denadas de Kunz de um semigrupo numérico. Assim, hd uma bijegdo entre o conjunto
de semigrupos numéricos de multiplicidade 3 e as duplas (ki, ko) € N? que satisfazem

o sistema acima.
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De forma geral, mostra-se que existe uma bijecao entre o conjunto de semigru-
pos numéricos de multiplicidade m e as (m — 1)-uplas (ky, ks, ..., kn_1) € N™! que

satisfazem o sistema abaixo:

ki+Fkj > kiyj,sel <j<m-—2comi+j<m
ka—l—k‘]—{—]_Zk'l_A'_]_m,SQ1§]§m-2,c0m2+]>m

Vejamos alguns exemplos de como verificar se as coordenadas dadas estao associadas
a um semigrupo numérico de multiplicidade 3:

Exemplo 1.19 As coordenadas (3,5) € N estdo associadas a um semigrupo numérico
S?

Devemos verificar se as coordenadas apresentadas satisfazem as condig¢oes .
Como2-3=6>5e2-5+1=11> 3, a dupla (3,5) estd associada a um semigrupo
numérico S, isto é, existe S tal que Kunz(S) = (3,5).

Vamos, entao, determinar esse semigrupo numérico. Como a multiplicidade de S
¢ 3, sabemos que Ap(S) € da forma {0,3k; + 1,3ky + 2}, e, portanto, o conjunto de
geradores de S € dado por S = (3,3k; + 1,3k + 2) = (3,10, 17).

Exemplo 1.20 As coordenadas (2,7) € N estao associadas a um semigrupo numérico
S?
Como ky = 2 e ko = 7, vamos verificar se as coordenadas apresentadas satisfazem

as condig¢oes necessarias:

2k1 > ko
2ko +1 > k.

Observe que 2 -2 = 4 < 7, o que nao atende a primeira condi¢do para que a
dupla (2,7) seja associada a um semigrupo numérico. Portanto, a dupla (2,7) ndo estd

associada a um SEMIGrupo NUMETICo.

O conjunto de Apéry de um semigrupo numérico em m é formado pelos elementos
minimais de S de cada classe de congruéncia (mod m). Temos assim, que cada w;
seré o primeiro elemento da classe de congruéncia (mod m) que pertence ao semigrupo
numérico. Ja as coordenadas de Kunz sao dadas pela cardinalidade de cada classe de

congruéncia (mod m) do conjunto de lacunas.

Proposicao 1.21 Seja S um semigrupo numérico com multiplicidade m e conjunto de
lacunas G(S), tal que Ap(S) = {wo, w1, wa, ..., Wy_1}. Entdo

w; =m+max{z € G(S):z2=1¢ (mod m)},
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sei#0 ewy=0. Além disso, se Kunz(S) = (ki, ka, ..., kn_1), entao
ki=#{z€ G(S):z=4 (mod m)},
para todo i € {1,2,...,m — 1}.

Demonstragao: Observe que wy = 0 e, pela definicao, w; = k;.m + ¢, para todo
i€{1,2,...,m—1}. Dessa forma, concluimos que G(S)N{z € N: z =4 (mod m)} =
{i,i+m,...,i+ (ki — 1)m}, uma vez que mx + i € S para todo z > k;. Portanto,
w; = m+ (k; —1)m+ 1 € S e a primeira parte do resultado segue. Além disso, o

conjunto G(S)N{z € N: z=1 (mod m)} possui k; elementos.
H

Exemplo 1.22 Pela Proposicao para o semigrupo numérico C' = {0,4,5,8, —},
em que G(C) ={1,2,3,6,7}, temos que:

o wy=4+1=5

e wy=4+6=10

e w3=4+7=11
Temos também que:

e H& 1 lacuna congruente a 1 (mod 4). Logo, k; = 1.
e H4 2 lacunas congruentes a 2 (mod 4). Logo, ky = 2.

e H4 2 lacunas congruentes a 3 (mod 4). Logo, k3 = 2.

Proposicao 1.23 Seja S um semigrupo numérico, com Kunz(S) = (k1, ko, ..., km_1),
género g e profundidade q. Entao g = Zf:ll ki e ¢ =max{k; : 1 <i<m—1}.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao [1.21, G(S) N {n € N: n =i (mod m)} possui k;
elementos, se i # 0 e G(S)NmN = @. Assim, a férmula para o género pode ser obtida
somando-se as coordenadas de Kunz(S). Portanto, g = > " k;.

Para a profundidade, vamos dividir o conjunto S N [0, gm] em ¢ intervalos de com-
primento m. Veja a Figura 1.1}

Vamos organizar cada um desses intervalos, chamando-os de niveis, e localizar as
lacunas que existem nesses intervalos de forma que tenhamos colunas de lacunas con-
gruentes a ¢ moédulo m, com 1 <7 < m — 1, conforme Figura u

Pela definicao do conjunto de Apéry, Ap(S) = {0,wi,..,w,_1}, em que

w; = k; -m +i. Assim, em cada coluna, haverd um w;, que sera o primeiro elemento a
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Figura 1.1: Intervalos de comprimento m

®oc
®s3
{ ]
L

Fonte: Autoria prépria

Figura 1.2: Niveis de Lacunas

nivel |

e ———
{ ]

m+4j

nivel 11

e @ ===

nivel q - 1

nivel q

F(S)

L LT B e, Sy S

Fonte: Autoria propria

partir do qual, todos os demais elementos dessa classe de congruéncia pertencerao ao
semigrupo numérico. Todos os elementos dessa coluna, que sao anteriores ao w;, sao
lacunas. Observe que na coluna do nimero de Frobenius hd uma lacuna em todos os
niveis anteriores ao que ele se encontra, pois, caso contrario, haveria um s € S, tal que
s+m €S, s+2m € S, e assim por diante, até chegarmos a s +d-m = F(S) € S,
para algum d € N, o que é um absurdo, pois F'(S) ¢ S.

Sabendo que o numero de Frobenius é F(S) = ¢ — 1 e o préximo elemento é o
condutor do semigrupo numérico, entdo todos os demais niveis a partir de F'(S) serao
formados apenas por elementos pertencentes ao semigrupo numérico. Dessa forma, o
numero de Frobenius pertence a coluna com o maior nimero de lacunas.

Sendo j a classe de congruéncia do ntimero de Frobenius, o préximo elemento dessa
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classe que é maior que o nimero de Frobenius ¢ w;, que por defini¢ao é w; = k;-m+j.
. c , . , .
Seja g = [—W e suponha que o nimero de Frobenius esta localizado em um certo
m

nivel ¢g. Dessa forma, o condutor estd localizado entre (¢ — 1) - m e gm, ou seja,

(g—1)-m<c<qgm.

Note que:

F(S)+m=k;-m+j,

isto é,

Como F(S) = ¢ — 1, entdo podemos concluir que:

(¢ —1)m < F(S) < gm,

logo,

(g—1)ym < (k;—1)-m+j < gm.

Dividindo tudo por m, temos:

I <4

m

Somando 1, temos:

q<kj+i<q+1.
m
Como 1 < j < m, entao,
0<i<1.
m

Além disso, como ¢, k; e ¢ + 1 sao ntimeros inteiros, concluimos que

kj:q.

Como k; = max{k; : 1 <i <m — 1}, segue a férmula para a profundidade.



Capitulo 2

Semigrupos numéricos gerados por

dois elementos

Neste capitulo, serao apresentadas as propriedades, proposicoes e teoremas relacio-
nados aos semigrupos numeéricos gerados por dois elementos. Veremos como representar
os invariantes de semigrupos numéricos através de seus dois geradores e como repre-
sentar as lacunas de semigrupos numéricos por meio da identificacao geométrica. Este
capitulo tem como base os trabalhos [1] e [3].

2.1 Propriedades e exemplos

Nesta secao, estudaremos os semigrupos numeéricos gerados por dois elementos e as
relacoes que existem entre os invariantes desses semigrupos numéricos e seus geradores.
Vejamos um exemplo dos invariantes de um semigrupo numérico gerado por dois

elementos, a partir das definigoes.

Exemplo 2.1 Dado o semigrupo numérico S = (3,5) tal que
S ={0,3,5,6,8, =} e G(S) ={1,2,4,7}, vamos encontrar a multiplicidade, o condu-
tor, o numero de Frobenius, o género e a profundidade de S':

a) m(S) =3
b) ¢(S) =38
c) F(S)=17
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No teorema a seguir, veremos como calcular alguns invariantes de semigrupos
numeéricos gerados por dois elementos sem a necessidade de especificar os elementos

do semigrupo numérico, utilizando apenas os seus geradores minimais.

Teorema 2.2 Dado S = (a,b), com mdc(a,b) =1 e 1 < a<b, tem-se que:

Demonstragao:

i) Como 1 < a < b e a multiplicidade m(S) é o menor elemento nao nulo de S, é
imediato que m(S) = a.

Na Definicao vimos que o nimero de Frobenius F(S) é o maior elemento do
conjunto Z\ S e o condutor ¢(S) é o menor elemento a partir do qual todos os demais
pertencem a S. Dessa forma, esses dois invariantes possuem defini¢oes relacionadas.
Por isso, a demonstracao do nimero de Frobenius e do condutor para semigrupos

formados por dois geradores serd feita simultaneamente, provando os itens ii) e iii).
e iii) Devemos mostrar que:

1) Sek>(a—1)-(b—1), entao k € {a,b);

2) (a—1)-(b—1)—1¢ (a,b).

Em 1), k € (a,b) significa dizer que k é uma combinacao linear de a e b, ou seja,
existem z,y € Ny, tais que ax + by = k. Como o mdc(a,b) = 1, entdo tal equagao tem

solucao em Z apresentadas da seguinte forma:

xr = xq+ bt,
Y=Y —at

em que t € Z, (xg,yo) é uma solugao particular.

Como nos semigrupos numéricos as combinacoes lineares sao nao negativas, devemos

garantir que x,y € Ny. Entao, devemos ter:
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—1—270

e 1o+ bt > —1, ou seja, t > 2

14y

e yo—at>—1,ouseja, t <

—-1- 1
Dessa forma, sempre que existir um t € Z no intervalo ( 2 xo, + yo> , existirao
a
x,y € Ny tais que ax + by = k.
—-1- 1
Observe que o comprimento do intervalo < 2 IO, i yo) ¢ dado por:
a
1+y 14z b+by+a+axry a+b+k
+ = = :
a b ab ab

Pela hipétese do item 1), temos que k > (a—1)-(b—1) =ab—a—b+ 1. Entao o
comprimento do intervalo sera:
a+b+k>a+b+ab—a—b—|—1 1

=14+ —=>1.
ab - ab +ab>

Logo, existe t € Z no intervalo. Portanto, existem x,y € Ny tais que azx + by = k,
isto é, k € (a,b).

Em 2), a demonstragdo segue os mesmos passos da demonstrac¢ao do item 1).

—1—z9 1
Nos calculos do item anterior vimos que o comprimento do intervalo < 2 0 , i yo)
a
a+b+k
é dado por +—
ab

No caso de termos k= (a— 1) - (b—1) — 1 = ab — a — b, esse comprimento sera:

atb+k at+b+ab—a—-0b
ab N ab a
—1—.250 1+y0
e
b a

1

sao inteiros.

Agora vamos mostrar que
Observe que azg + byg = ab — a — b. Temos entao que:

a(zo—b+1) =b(—1—1yo) = —b(1 + v).

Da igualdade acima, temos que a | —b(1+yp). Como mdc(a,b) = 1 entao a | 1 +ypo.

. 0 ...
Logo, o nimero ¢ inteiro.
a
+ Yo . o : . —1—x9 1+yo
Como ¢ um nimero inteiro e o comprimento do intervalo ( o )
a a
‘- —1 —x oy , C .
¢ igual a 1, temos que ———— também ¢é um numero inteiro. Portanto, no intervalo

considerado, nao existe nenhum nimero inteiro, ou seja, nao existem xz,y € Ny, tais
que ax + by = k.
Dessa forma, concluimos que ¢(S) =(a—1)-(b—1)e F(S)=(a—1)-(b—1) — 1.
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iv) Utilizando a férmula do calculo da profundidade e os itens provados em i) e ii),

temos que:

o[8[ oo 2]

v) A férmula do género serd demonstrada adiante como consequéncia da Proposigao
2.5

Vejamos um exemplo de como aplicar as férmulas do Teorema [2.2

Exemplo 2.3 Dado o semigrupo numérico P = (4,5), vamos calcular a multiplici-

dade, o condutor, o numero de Frobenius, o género e a profundidade de P:
a) m(P) = 4.

b) o(P)=(4—1)-(5—1) =12,

2.2 Identificacao geométrica

Nesta secao veremos como podemos associar cada lacuna de um semigrupo numérico

a uma coordenada de ponto do plano cartesiano. Posteriormente, utilizaremos figuras

construidas no aplicativo Geogebra para melhor ilustrar a identificacao geométrica das
lacunas.

A proposicao a seguir estabelece uma relagao entre o condutor ¢ de um semigrupo

numérico S e um elemento qualquer de S. A partir desta proposi¢ao sera possivel

escrever uma lacuna e associa-la a um ponto do plano cartesiano.

Proposicao 2.4 Seja S um semigrupo numérico de condutor c¢. Se s € S, entao

c—1—s¢S.

Demonstracao: Observe que,se s€ Sec—1—s€ S, entdos+(c—1—s)=c— 1.
Por um lado esse niimero esta em S, pela propriedade de fechamento. Por outro lado,

estd fora de S, pois ¢ —1 é o nimero de Frobenius. Logo, se s € S, entdo c—1—s ¢ S.
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Proposicao 2.5 Sejam a,b € N, com mdc(a,b) =1eS = (a,b) . Sec—1—s € G(9),

entdo s € S.

Demonstragao: Escreva ¢(S) = c¢. Se (z,y) € Z* satisfaz
ar+by=c—1—s (2.1)

entao x < 0 ou y < 0.
As solugoes inteiras da equagao diofantina ([2.1]) sdo:

T = x0+ bt
y:yo_a’ta

com t € Z e (z9,yo) uma solugao particular.

Sem perda de generalidade, suponha que yo < 0e yp+a > 0. Comoc—1—s > 0,
entao o > 0. Dai, como (z¢ — b, yp + a) é uma solugao de (2.1)), entdo xy —b < 0. Pelo
Teorema 2.2 ¢ = (a — 1)(b — 1). Logo,

s=c—1— (axo+ byo)
=ab—a—0b—axy— by
=ab—1—x9) +b(—1—yo).
Note que,
o - b<0=>b—20>0=b—20—1>0

e Yy <0=—y>0=—-1—1yy > 0.

Portanto, s € (a,b) = S.
H

Pelas Proposi¢oes[2.4]e[2.5] concluimos que, se S = (a,b) é um semigrupo numérico,
entdao s € S se, e somente se, c — 1 —s ¢ S.

A Proposicao 2.5 é valida apenas para semigrupos numéricos gerados por dois ele-
mentos, o que torna a identificagdo geométrica apresentada neste trabalho restrita a
esses semigrupos numéricos. Para semigrupos numeéricos gerados por mais de dois ele-
mentos, uma versao semelhante a Proposicao [2.5| é valida apenas para os semigrupos
numéricos simétricos (veja Capitulo 3 de [I]), portanto, ndo podemos estabelecer a

identificagao geométrica de forma geral.
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(a—l)-(b—l).

Corolério 2.6 Se S = (a,b), entdo g(S) = 5

Demonstracao: Seja F'(S) o numero de Frobenius, dado por F'(S) = (a—1)(b—1)—1.
O numero de elementos no intervalo [0, F/(S)|NZ é F(S) + 1, pois é acrescentado o
elemento 0. Como o numero de Frobenius é dado por (¢ — 1)(b — 1) — 1, entao,
F(S)+1=(a—1)(b—1). Como a e b sao primos entre si, entdo a — 1 ou b — 1 é par,
logo, o produto entre eles é par. Pelas Proposi¢oes[2.4 e 2.5] se k € [0, F(S)]NZ, entao
#{k,c—1—k} NS = 1. Portanto, a quantidade de lacunas coincide com metade da
quantidade de elementos do intervalo [0, F/(S)|NZ . Assim,

(a—1)(b-1)

o(8) = .

A partir de agora, trabalharemos com a identificacao geométrica das lacunas de um
semigrupo numérico, associando cada lacuna a um ponto de coordenadas inteiras nao

negativas. Veremos que a reta de equagao:
a(r+1)+b(y+ 1) = ab, (2.2)

em que a e b sao os geradores do semigrupo numérico, estabelece uma referéncia de
localizagao dos pontos associados as lacunas.

Seja [ uma lacuna de S. Pela Proposigao 2.5 existe s € S tal que l = ¢ —1—s.
Logo, existem z e y € Ny tais que [ = ¢ — 1 — (ax + by). Portanto, se S = (a,b) é um
semigrupo numérico, entao cada elemento [ de G(S) é dado por:

l=c—1—(ax+by), com z,y € Ny. (2.3)
Exemplo 2.7 Considere o semigrupo numérico S = (3,5).

Temos que S = {0,3,5,6,8, =}, G(S) ={1,2,4,7} = {1,4,7} U {2} e ¢(S) = 8.
Cada elemento [ de G(S) pode ser escrito como:

[=8—-1—(3z+ by),

com z,y € Nj.
Vamos organizar os elementos de G(S) de acordo com as classes de congruéncia
(mod 3):

a) [=1 (mod 3)

e 7=8—1—(3z+ 5y). Neste caso, z =0e y = 0.
e 4=8—1—(3z+5y). Neste caso, z =1ey = 0.
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e 1 =8—1—(3z+5y). Neste caso, z =2 ey =0.
b) [ =2 (mod 3)
e 2=8—1—(3z+5y). Neste caso, z=0ey=1.

Sendo z e y as coordenadas de pontos de N2, observamos que cada lacuna [ estd
associada a um ponto da seguinte forma:

e 7 estd associado a (0,0);
e 4 estd associado a (1,0);
e 1 estd associado a (2,0);
e 2 esta associado a (0, 1).

Ao construir a reta r determinada pela equacao 3(x + 1) 4+ 5(y + 1) = 15, conforme
mencionado em (2.2), e localizar no mesmo plano cartesiano os pontos associados as
lacunas do semigrupo numeérico, podemos observar que todos esses pontos estao loca-
lizados na regiao abaixo da reta. Dessa forma, podemos dizer que a quantidade de
pontos com coordenadas nao negativas que estao abaixo da reta r indica o género do
semigrupo numérico, ou seja, para o semigrupo numérico S = (3,5), g(S) = 4. A

localizagao da reta e dos pontos associados as lacunas estd descrita na Figura 2.1}

Figura 2.1: Representagao geométrica das lacunas do semigrupo numérico (3, 5)

® r:3(x+1)+5(y+1) =15
2 (0,1)

7 <—>‘(0,0) 4 <—>'(1,0)

@
m(z,(\

Fonte: Autoria propria

Sobre o eixo x, em que temos ordenada y = 0, estao localizados os pontos associados
aos valores de [ congruentes a 1 (mod 3).

Os pontos de ordenada y = 1 estao associados aos valores de [ congruentes a 2
(mod 3).
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Observe também, que temos 3 pontos associados a classe de congruéncia 1 (mod 3)
e temos 1 ponto associado a classe de congruéncia 2 (mod 3). Pelo Exemplo tais

valores formam as coordenadas de Kunz de S, isto é, Kunz(S) = (3, 1).
Exemplo 2.8 Considere o semigrupo numérico S = (4,5).

Temos que S = {0,4,5,8,9,10,12, =}, G(S) = {1,2,3,6,7,11} = {1} U {2,6} U
{3,7,11} e ¢(S) = 12. Cada elemento [ de G(.S) pode ser escrito como:

=12 —1— (4z + 5y),

com z,y € Nj.
Vamos organizar os elementos de G(S) de acordo com as classes de congruéncia

(mod 4):
a) [ =1 (mod 4)
e 1=12—1— (4 + 5y). Neste caso, r =0ey = 2.
b) [ =2 (mod 4)

e 6=12—1— (4 + 5y). Neste caso, r =0ey = 1.

e 2=12—1— (42 + 5y). Neste caso, r =1ey = 1.
¢) 1 =3 (mod 4)

e 11 =12—1— (4x + 5y). Neste caso, t =0e y = 0.

e 7=12—1— (42 + 5y). Neste caso, r =1 ey = 0.
e 3=12—1— (4 + 5y). Neste caso, x =2 ey = 0.

Sendo z e y as coordenadas de pontos de N2, observamos que cada lacuna [ estd

associada a um ponto da seguinte forma:
e 11 estd associado a (0,0);

e 7 estd associado a (1,0);

3 esta associado a (2,0);

6 estd associado a (0, 1);

2 esta associado a (1,1);

1 estd associado a (0, 2).
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Ao construir a reta determinada pela equacao 4(z + 1) + 5(y + 1) = 20 e localizar,
no mesmo plano cartesiano, os pontos associados as lacunas do semigrupo numeérico,
podemos observar que todos os pontos estao localizados na regiao abaixo da reta. Dessa
forma, podemos dizer que a quantidade de pontos com coordenadas nao negativas que
estdo abaixo da reta indica o género do semigrupo numérico, ou seja, g(S) = 6. A
localizagao da reta e dos pontos associados as lacunas estd descrita na Figura [2.2]

Figura 2.2: Representacao geométrica das lacunas do semigrupo numérico (4, 5)

N

1~

r:4(x+1)+5(y+1)=20

6 <—>‘(0,1) 2 <—>.(1,1)

o @ @
11 — (0,0) 7 — (1,0) 3 (270) \

Fonte: Autoria prépria

Observe que sobre o eixo x, em que temos ordenada y = 0, estao localizados os
pontos associados aos valores de [ congruentes a 3 (mod 4).

Os pontos de ordenada y = 1 estao associados aos valores de [ congruentes a 2
(mod 4). Os pontos de ordenada y = 2 estao associados aos valores de [ congruentes a
1 (mod 4).

Observe também, que temos 1 ponto associado a classe de congruéncia 1 (mod 4),
2 pontos associados a classe de congruéncia 2 (mod 4) e 3 pontos associados a classe de
congruéncia 1 (mod 4). Pelo Exemplo , tais valores, 1,2 e 3, formam as coordenadas
de Kunz de S, isto ¢, Kunz(S) = (1,2, 3).

Nos Exemplos e 2.8 percebemos que todas as lacunas do semigrupo numérico
estao associadas a pontos de coordenadas inteiras nao negativas localizados abaixo da
reta de equagao a(x + 1) +b(y + 1) = ab. Formalizaremos este resultado na proposigao

abaixo.
Teorema 2.9 Dado um semigrupo numérico S = (a,b), considere a reta
r:alx+ 1)+ by +1) = ab. FEntdo existe uma bijecdo entre o conjunto de lacu-

nas de S e 0s pontos de coordenadas inteiras nao negativas que estao localizados abaixo
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da reta r. Tal bijecao é dada por:

l=c—1—(ax+by) < (z,y).

Demonstragao: Sejal € G(5) e escreval = c—1—(ax+by), com z,y € Ny, conforme

([2-3). Como I € N, temos que:
c—1>ax+ by.
Pelo Teorema [2.2] temos que, ¢ = (a — 1)(b — 1). Entao,
(a—=1)-(b—1)—1>ax+by

ab—a—b>ax+by
ab>a(x+1)+by+1).

Assim, o ponto (x,y) associado a lacuna [ estd abaixo da reta 7.

Reciprocamente, um ponto (z,y) de coordenadas inteiras nao negativas e abaixo
da reta r estd associado a lacuna | = ¢ — 1 — (ax + by).

Portanto, concluimos que o conjunto de lacunas de um semigrupo numérico esta
em bijecao com o conjunto de pontos de coordenadas inteiras nao negativas que estao
abaixo da reta a(x + 1) + b(y + 1) = ab.

De acordo com as observagoes em relagao a posicao da reta a(x+1)+b(y+1) = ab
e dos pontos associados as lacunas, é possivel determinar alguns invariantes de um
semigrupo numérico S = (a, b).

Os Exemplos e mostram que as coordenadas de Kunz de um semigrupo
numérico podem ser representadas pela quantidade de pontos associados a cada classe
de congruéncia de [ = i (mod m), com i = {1,...,m — 1}. Dessa forma, podemos
calcular as coordenadas de Kunz sem a necessidade de usar o conjunto de Apéry,
utilizando apenas os pontos associados as lacunas. Esta demonstracao sera apresentada
mais adiante.

Um outro invariante que pode ser encontrado através da identificacao geométrica
das lacunas é a profundidade ¢ de um semigrupo numérico. Nos exemplos anteriores,
organizamos as lacunas de acordo com a classe de congruéncia (mod a). A maior
quantidade de lacunas encontrada numa das classes de congruéncia (mod a) representa
a profundidade do semigrupo numérico, conforme Proposi¢ao [[.23] No Exemplo 2.7 a
maior quantidade de lacunas foi encontrada na classe [ = 1 (mod 3), com 3 lacunas.
Dessa forma, a profundidade do semigrupo S é ¢ = 3. No Exemplo 2.8 a maior
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quantidade de lacunas foi encontrada na classe [ = 3 (mod 4), com 3 lacunas. Dessa
forma, a profundidade de S é ¢ = 3.

Em todos os exemplos apresentados nesta secao, verificamos que o nimero de Fro-
benius estd associado ao ponto (0,0). A partir do nimero de Frobenius, podemos
encontrar as lacunas do eixo = subtraindo o valor de a da lacuna imediatamente ante-
rior. As demais lacunas podem ser encontradas subtraindo-se o valor de b da lacuna
imediatamente abaixo. Veja a Figura [2.3] que mostra como calcular as lacunas do

semigrupo numérico S = (3,5).

Figura 2.3: Calculo das lacunas do semigrupo numérico (3, 5)

® r:3(x+1)+5(y+1)=15
2

—5

3

7= & = 1

Fonte: Autoria propria

Observe que, para calcular as lacunas do eixo z, a partir do nimero de Frobenius
subtrai-se de 3 em 3 unidades, enquanto for possivel obter um resultado inteiro nao
negativo, encontrando as lacunas 7,4 e 1. Para as lacunas acima do eixo x, subtrai-se
de 5 em 5 unidades, enquanto for possivel obter um resultado inteiro nao negativo,
encontrando a lacuna 2. Isso acontece porque, de acordo com a relacao [ = c — 1 —
(ax + by), ao aumentar uma unidade no eixo z, diminuimos uma unidade do valor de
a e ao aumentar uma unidade no eixo y, diminuimos uma unidade do valor de b.

Neste exemplo, é possivel encontrar as lacunas do eixo y, subtraindo-se de 5 em 5 a
partir do nimero de Frobenius, e em seguida encontrar as lacunas que estao a direita
do eixo y, subtraindo-se de 3 em 3 cada lacuna do eixo y.

A Figura traz a ilustracao de como calcular as lacunas do semigrupo numérico
S =(4,5).

Observe que, para calcular as lacunas do eixo z, a partir do nimero de Frobenius
subtrai-se de 4 em 4 unidades, enquanto for possivel obter um resultado inteiro nao

negativo, encontrando as lacunas 11,7 e 3. Para as lacunas acima do eixo x, subtrai-se
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Figura 2.4: Célculo das lacunas do semigrupo numérico (4, 5)

r:d4(x+1)+5(y+1)=20

Fonte: Autoria prépria

de 5 em 5 unidades, enquanto for possivel obter um resultado inteiro nao negativo,
encontrando as lacunas 6 e 2 e, depois, 1.

Neste exemplo, é possivel encontrar as lacunas do eixo y, subtraindo-se de 5 em 5 a
partir do nimero de Frobenius, e em seguida encontrar as lacunas que estao a direita
do eixo y, subtraindo-se de 4 em 4 cada lacuna do eixo y.

Cada conjunto de lacunas que esta localizado em cada reta y = k, com k €
{0,1,...,a — 2} pertence a uma determinada classe de congruéncia (mod a). Pode-
mos encontrar essa classe de congruéncia sem precisar calcular o valor de cada lacuna.
A proposicao apresentada a seguir sera utilizada na determinacgao das classes de con-
gruéncias das lacunas. A identificacao de tais classes de congruéncia sera utilizada no
calculo das coordenadas de Kunz do semigrupo numérico.

Proposicao 2.10 Sejam a,b € N, com mdc(a,b) =1 e S = (a,b). Entdo o nimero
de Frobenius de S satisfaz F\(S) = —b (mod a).

Demonstracao: Seja F' = (a —1)-(b—1) — 1 o nimero de Frobenius de S. Entao,
F=ab—a-b.
Portanto,
F=-b (mod a).
|

Usando a Proposicao[2.10], é possivel determinar a classe de congruéncia das lacunas
localizadas no eixo x e das lacunas localizadas nas retas y = k, com k € {0,1,...,a—2},

pois, pela Equacao ([2.3)):
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e cada lacuna sobre a reta y = 0 é escrita como [ = F' — ax, para algum x € Nj.
Logo,
I=F=-b (mod a).

e cada lacuna sobre a reta y = 1 é escrita como [ = F'—ax — b, para algum x € Nj.
Logo,
I=F—-b=-2b (mod a).

e cada lacuna sobre a reta y = 2 é escrita como [ = F'—ax —2b, para algum z € Nj.
Logo,
l=(F—-b—-b=F—-2b=-3b (mod a)

e Cada lacuna sobre a reta y = a — 2 é escrita como [ = F' — ax — (a — 2)b, para
algum z € Nj. Logo,

I=F—(a—2)b=—(a—1)b (mod a)

Note que se y > a—1ex € Ny, entdo ax+by > bla—1) =ab—b>ab—a—b= F(S).
Assim, nao havera outros pontos a serem considerados.

A partir dessas observacgoes, é possivel contar a quantidade de lacunas em cada
classe de congruéncia e, a partir disso, obter as coordenadas de Kunz do semigrupo

numeérico, conforme veremos nos exemplos a seguir.
Exemplo 2.11 Seja o semigrupo numérico S = (5,9).

Vamos construir a reta r : 5(x + 1) + 9(y + 1) = 45 e localizar todos os pontos de
coordenadas inteiras nao negativas que estao abaixo de r. Esses pontos representam
as lacunas de S. A localizacao da reta e dos pontos associados as lacunas esta descrita
na Figura 2.5

Observe que ha 16 pontos localizados abaixo da reta r. Entao g(S) = 16. No eixo x
h& 7 pontos e, paralelos ao eixo x, ha 5, 3 e 1 pontos, respectivamente, que representam
a quantidade de lacunas em cada classe [ =i (mod 5). Como a maior quantidade de
lacunas das classes de congruéncia representa a profundidade do semigrupo numeérico,
temos que ¢ = 7 e as coordenadas de Kunz sao formadas pelos niimeros 1,3,5 e 7, que
devem ser organizados de acordo com a classe de congruéncia (mod 5).

Observando a Figura [2.5| e usando a Proposicao [2.10] podemos organizar os valores
que formam as coordenadas de Kunz de acordo com a classe de congruéncia (mod 5).

Inicialmente, vamos determinar a classe de congruéncia do ntimero de Frobenius
e das lacunas localizadas no eixo y, na ordem em que sao apresentadas a partir do
nimero de Frobenius. Em seguida, vamos determinar a quantidade de pontos em cada
uma dessas classes de congruéncia.
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Figura 2.5: Representagao geométrica das lacunas do semigrupo numérico (5, 9)

r:5x+1)+9(y+1) =45

Fonte: Autoria prépria

e Para a reta y = 0, em que ha 7 pontos associados as lacunas, temos que:
F=-b=-9=1 (mod}5).
Assim, hé 7 lacunas na classe de congruéncia 1 (mod 5).
e Para a reta y = 1, em que ha 5 pontos associados as lacunas, temos que:
F—-b=-18=2 (mod5).
Assim, h4 5 lacunas na classe de congruéncia 2 (mod 5).
e Para a reta y = 2, em que ha 3 pontos associados as lacunas, temos que:
F—2b=-27=3 (mod 5).
Assim, hé 3 lacunas na classe de congruéncia 3 (mod 5).
e Para a reta y = 4, em que ha 1 ponto associado a lacuna, temos que:
F—-3b=-36=4 (mod5).
Assim, ha 1 lacuna na classe de congruéncia 4 (mod 5).

Dessa forma, organizando a quantidade de pontos de acordo com a classe de con-

gruéncia (mod 5), temos as coordenadas de Kunz do semigrupo numérico S = (5,9):

Kunz(S) = (7,5,3,1).
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Exemplo 2.12 Considere o semigrupo numérico S = (7,9).

Vamos construir a reta r : 7(x + 1) + 9(y + 1) = 45 e localizar todos os pontos de
coordenadas inteiras nao negativas que estao abaixo de r. Esses pontos representam
as lacunas de S. A localizacao da reta e dos pontos associados as lacunas esta descrita

na Figura [2.6]

Figura 2.6: Representagao geométrica das lacunas do semigrupo numérico (7, 9)

r:7(x+1)+9(y+1) =63

Fonte: Autoria propria

Observe que ha 24 pontos localizados abaixo da reta r. Entao g(S) = 24. No
eixo x, ha 7 pontos e paralelos ao eixo x, ha 6,5,3,2 e 1 pontos, respectivamente,
que representam a quantidade de lacunas em cada classe [ = i (mod 7). Como a
maior quantidade de lacunas das classes de congruéncia representa a profundidade do
semigrupo numeérico, temos que ¢ = 7 e as coordenadas de Kunz de S sao formadas
pelo nimeros 1, 2, 3, 5, 6, e 7, que devem ser organizados de acordo com a classe de
congruéncia (mod 7).

Usando a Proposicao[2.10, podemos organizar os valores que formam as coordenadas
de Kunz de acordo com a classe de congruéncia (mod 7).

Inicialmente, vamos determinar a classe de congruéncia do ntimero de Frobenius
e das lacunas localizadas no eixo y, na ordem em que sao apresentadas a partir do
nimero de Frobenius. Em seguida, vamos determinar a quantidade de pontos em cada

uma dessas classes de congruéncia.
e Para a reta y = 0, em que ha 7 pontos associados as lacunas, temos que:
F=-b=-9=5 (mod?7)

Assim, hé 7 pontos associados as lacunas na classe de congruéncia 5 (mod 7).
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Para a reta y = 1, em que ha 6 pontos associados as lacunas, temos que:

F—-b=-18=3 (mod7)

Assim, ha 6 pontos associados as lacunas na classe de congruéncia 3 (mod 7).

Para a reta y = 2, em que ha 5 pontos associados as lacunas, temos que:

F—-2b=-27=1 (mod?7)

Assim, ha 5 pontos associados as lacunas na classe de congruéncia 1 (mod 7).

Para a reta y = 3, em que ha 3 pontos associados as lacunas, temos que:

F—-3=-36=6 (mod?7)

Assim, ha 3 pontos associados as lacunas na classe de congruéncia 6 (mod 7).

Para a reta y = 4, em que ha 2 pontos associados as lacunas, temos que:

F—4b=—-45=4 (mod7)

Assim, ha 2 pontos associados as lacunas na classe de congruéncia 4 (mod 7).

Para a reta y = 5, em que ha 1 ponto associado a lacuna, temos que:
F—5b=-54=2 (mod7)

Assim, hé 1 ponto associado a lacuna na classe de congruéncia 2 (mod 7).

Dessa forma, organizando a quantidade de pontos de acordo com a classe de con-

gruéncia (mod 7), temos as coordenadas de Kunz do semigrupo numérico S = (7,9):

Kunz(S) = (5,1,6,2,7,3).

A partir dos exemplos sobre identificacdo geométrica apresentados neste trabalho,

observamos que é possivel reunir as informacgoes verificadas nos exemplos através do

teorema que apresentamos a seguir. Este teorema nao sera demonstrado formal-

mente, pois a demonstracao de cada item do teorema foi feita nesta secao a partir da

construcao da identificacao geométrica das lacunas.

Teorema 2.13 Seja um semigrupo numérico S = (a,b) e considere a reta r determi-
nada por r:a(x + 1)+ by + 1) = ab. Tem-se que:

i) O género g(S) é a quantidade de pontos com coordenadas inteiras nao negativas

que estao localizados abaixo da reta, isto ¢€,

g(S) = #{(z,y) e N* s a(x + 1) + b(y + 1) < ab}.
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ii)

iii)

o condutor c¢(S) € o dobro do nimero de pontos com coordenadas inteiras nao

negativas que estao localizados abaixo da reta r.

o numero de Frobenius é a lacuna que estd associada ao ponto (0,0), sendo de-

terminado por ¢ — 1.

a profundidade q(S) € dada pela quantidade de pontos de coordenadas inteiras

nao negativas localizados no eixo x e abaixo da reta r.

as coordenadas de Kunz sao dadas pela quantidade de pontos de coordenadas
inteiras nao negativas das retas y = k, em que k € {0,1,...,a — 2}, que estao
localizados abaixo da reta r e devem ser ordenadas de acordo com a classe de con-
gruéncia (mod a). Cada classe de congruéncia pode ser determinada utilizando

o comentdrio apos a Proposicao [2.10),



Capitulo 3
Atividade para o ensino basico

Ap06s o estudo sobre semigrupos numéricos, este capitulo tem como objetivo propor
atividades sobre esse assunto que podem ser trabalhadas com estudantes do ensino
médio. A proposta de sequéncia didatica que serd apresentada tem como objetivo
trazer para os professores do ensino médio uma forma de trabalhar a resolucao de
problemas associada ao estudo de graficos de funcoes do 1° grau e equacoes da reta.

Para isso, utilizaremos algumas propostas de atividades que podem ser resolvi-
das com o uso da identificacao geométrica das lacunas de um semigrupo numérico.
Como ferramenta para facilitar a construcao das repostas para as atividades propos-
tas, utilizaremos o aplicativo Geogebra. E importante salientar que o uso do aplicativo
tem a funcao de facilitar a resolucao das atividades, mas caso nao seja possivel a sua
utilizacao, pode-se fazer a representagao geométrica usando uma folha de papel qua-
driculado e os conhecimentos de graficos de retas do plano cartesiano.

A sequéncia didatica apresentada a seguir foi proposta para que o professor possa
trabalhar com semigrupos numéricos explorando algumas habilidades da BNCC [7],

tais como:

e (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,

usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

e (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 12 ou
29 graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

e (EM13MAT401) Converter representagdes algébricas de fung¢oes polinomiais de
19 grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou

aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.
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3.1 Proposta de sequéncia didatica

Piblico alvo: Estudantes do Ensino Médio.
Tempo estimado: 3 aulas de 50 minutos cada.
Objetivos:

e reconhecer problemas semelhantes ao problema das moedas de Frobenius;

e encontrar, por meio de tentativas, nimeros que nao podem ser formados pela

combinagao linear nao negativa de a e b;

e localizar, no plano cartesiano, retas da forma a(z+1)+b(y+1) = ab com auxilio

do aplicativo Geogebra ou na folha quadriculada;
e localizar pontos de uma determinada regiao do plano cartesiano.

Situagao-problema

Na festa junina de uma escola, os visitantes devem comprar fichas na entrada e
uséd-las para pagar os produtos que estarao a venda. Para isso, foram confeccionadas
apenas fichas com valores de 3 e 7 reais. A equipe da escola deseja colocar precos nos
produtos de modo que essas duas fichas possam ser usadas sem a necessidade de dar
nenhum troco. Pergunta-se:

Quantos e quais sao os valores que os produtos nao podem receber?
Desenvolvimento da atividade 1(Uma aula)

Como sequéncia para o desenvolvimento da atividade proposta, sugere-se que o
professor, apds apresentar o problema aos estudantes, faca o levantamento de alguns
valores que os estudantes podem dar como prego das mercadorias e alguns valores que
nao sao possiveis.

A partir da situacao-problema dada, o professor podera apresentar aos estudantes
o Problema das Moedas de Frobenius, fazendo uma relacao entre o famoso problema e
o problema proposto para a turma. Apds esse momento o professor pode explicar que
a resposta para o problema serd construida através de uma identificagao geométrica
utilizando como recurso o aplicativo Geogebra Online, frisando que esse procedimento
s6 € possivel quando os valores dados forem coprimos. Para agilizar a resolucao do
problema, a aula devera ser realizada no laboratorio de informatica da escola ou os
estudantes deverao ter um celular com acesso a internet.

O professor ird apresentando os seguintes passos para os estudantes na construcao

da resposta:

e chamar o menor valor dado para as fichas de a e o maior, de b;
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e construir a reta 3(z + 1) + 7(y + 1) = 21, no Geogebra;

e marcar todos os pontos com coordenadas inteiras nao negativas que estao abaixo

da reta que foi construida;

e utilizar a expressao (a — 1)(b— 1) — 1 para encontrar o valor associado a origem
do plano cartesiano. Explicar que esse serd o maior valor que nao podera ser
usado como preco das mercadorias. Neste momento, o professor pode dizer aos
estudantes que o valor encontrado é chamado de nimero de Frobenius.

e usando a explicacao ilustrada nas Figuras[2.3]e 2.4} o professor pode mostrar aos
estudantes como encontrar os valores das lacunas que estao associadas aos pontos

de coordenadas nao negativas.

e listar os valores encontrados em ordem crescente, observando que sao os valores

que nao podem ser utilizados como preco das mercadorias.

Caso a escola nao possua um laboratorio de informatica e os estudantes nao tenham
celulares com acesso a internet, a construcao da reta podera ser feita utilizando-se dos
conhecimento de Geometria Analitica, localizando no plano cartesiano os pontos (z,0) e
(0,y). Paraisso, os estudantes deverao utilizar a equacao da reta 3(x+1)+7(y+1) = 21,
substituindo o valor de y por 0 e encontrando o valor de x. Logo apds, deverao utilizar
novamente a reta 3(z+1)+7(y+1) = 21 e substituir o valor de = por 0, encontrando o
valor de y. Conhecendo os pontos que cortam os eixos x e y, e localizando-os no plano
cartesiano, basta tracar uma reta ligando esses dois pontos.

Desenvolvimento da Atividade 2 (Uma aula)

Agora que os estudantes realizaram a primeira atividade, o professor pode propor
a resolucao de outro problema semelhante, com as fichas usando outros valores de a e
b. O professor deve orientar os estudantes a seguir novamente os passos descritos na
Atividade 1. Sugere-se que sejam utilizados os seguintes valores:

a) a=4eb=0>;
b) a=5eb=T,
c)a=Teb=09;

Desenvolvimento da Atividade 3 (Uma aula)
Nesta atividade, o professor propora aos estudantes que formem grupos com até 4 es-
tudantes e elaborem um problema semelhante ao Problema das Moedas de Frobenius.
Em seguida, os grupos devem passar adiante os problemas elaborados e resolver um
problema que foi elaborado por outro grupo. Ao final, o professor recolhe os problemas



3.1 Proposta de sequéncia didatica 37

resolvidos e devolve cada um para o grupo que o criou para que possam fazer a correcao

comentando os acertos e erros do grupo que respondeu.

Sugestao de resposta para a atividade 1

e chamar o menor valor dado para as fichas de a e o maior, de b;

Resposta: a=3eb=T1.
e construir a reta 3(x + 1) + 7(y + 1) = 21, no Geogebra;

Figura 3.1: Reta 3(z+1)+7(y +1) =21

™~

Fonte: Autoria propria

e marcar todos os pontos com coordenadas inteiras nao negativas que estao abaixo

da reta que foi construida;

Figura 3.2: Localizagdo dos pontos abaixo da reta 3(x +1) + 7(y + 1) = 21

~

Fonte: Autoria prépria

e utilizar a expressao (a — 1)(b— 1) — 1 para encontrar o valor associado a origem
do plano cartesiano. Explicar que esse sera o maior valor que nao podera ser
usado como preco das mercadorias. Neste momento, o professor pode dizer aos

estudantes que o valor encontrado é chamado de nimero de Frobenius.

Resposta :
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(a—1)-b—-1)—-1=B-1)-(7T-1)—1=11

e usando a explicacao ilustrada nas Figuras[2.3]e [2.4] o professor pode mostrar aos
estudantes como encontrar os valores das lacunas que estao associadas aos pontos
de coordenadas nao negativas.

Figura 3.3: Lacunas do semigrupo numérico S = (3,7)

Fonte: Autoria propria

e listar os valores encontrados em ordem crescente, observando que sao os valores

que nao podem ser utilizados como preco das mercadorias.

Resposta : 1,2,4,5,8,11

Sugestao de resposta para a Atividade 2
As respostas dessa atividade estao descritas nos Exemplos e2.12

Sugestao de resposta para a Atividade 3
Resposta de acordo com a escolha dos valores de cada grupo. Utilizar o mesmo

passo a passo das atividades 1 e 2.



Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos uma forma de inserir em turmas de ensino médio o
estudo sobre semigrupos numéricos gerados por dois elementos, associando esse assunto
a resolucao de problemas, ao estudo de graficos de funcoes do 1° grau e equacoes da
reta.

Para isto, estudamos sobre os semigrupos numéricos, que sao subconjuntos de Ny
que possui as propriedades de possuir o elemento 0, ser fechado para a adicao e seu
complemento em Ny ser um conjunto finito. Apresentamos algumas propriedades en-
volvendo semigrupos numeéricos e seus geradores, tendo como principal foco aqueles
que sao gerados por dois elementos primos entre si. Estudamos sobre a identificagao
geométrica das lacunas de um semigrupo numérico, o que nos trouxe a possibilidade
de calcular alguns invariantes sem a necessidade de utilizar as defini¢oes tradicionais
dos invariantes. Na identificacao geométrica, cada lacuna [ do semigrupo numeérico ¢é
dada por | = ¢ — 1 — (az + by), o que forma uma bijegao entre os conjuntos de lacunas
do semigrupo numérico e os pontos de coordenadas inteiras nao negativas localizadas
abaixo da reta r : a(x + 1) + b(y + 1) = ab. A partir dessa bije¢ao e da identifica¢ao
geométrica das lacunas, estabelecemos algumas relagoes entre os pontos associados as

lacunas e o calculo de invariantes. Tais relagoes sao:

e O género do um semigrupo numérico é a quantidade de pontos com coordenadas

inteiras nao negativas que estao localizados abaixo da reta r.

e o condutor é o dobro do nimero de pontos com coordenadas inteiras nao negativas

que estao localizados abaixo da reta r.
e o nimero de Frobenius ¢ a lacuna que esta associada ao ponto (0, 0).

e a profundidade é dada pela quantidade de pontos localizados no eixo x e abaixo
dareta a(z + 1)+ b(y + 1) = ab.

e as coordenadas de Kunz sao dadas pela quantidade de pontos de coordenadas
inteiras nao negativas das retas y = k, com k € Ny, que estao localizados abaixo
dareta a(x+1)+b(y+1) = ab e devem ser ordenadas de acordo com a classe de
congruéncia (mod a). Vimos que a classe de congruéncia pode ser determinada
utilizando a Proposicao [2.10}



3.1 Proposta de sequéncia didatica 40

Essas relagoes trazem uma forma mais pratica de trabalhar com semigrupos numéricos
gerados por dois elementos, fazendo com que esse assunto possa ser inserido nas aulas

de mateméatica do ensino médio.
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