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Resumo

Visando disseminar a cultura da epidemiologia matematica, este trabalho trara uma
analise dos modelos compartimentais basicos de Kermack-Mackendrick SIS e SIR. Efeitos
demograficos e efeitos de vacinagao em pulso sobre a epidemia serao investigados utilizando
este ultimo modelo. Devido a sua importancia para os estudos epidemiolégicos, énfase
serd dada ao numero basico de reproducao da doenca e a seu significado como quanti-
dade de infecgoes secundarias provocadas por um individuo infeccioso. Além disso, serao
apresentadas duas propostas de introducao da epidemiologia matematica nas escolas de
ensino basico, uma com a apresentagao pontual dos modelos epidemioldgicos discretizados
como sequéncias recursivas acopladas, e a outra como projeto interdisciplinar envolvendo
programacao de computadores, matematica e disciplinas afins com o proposito de construir
modelos epidemiolégicos, implementa-los computacionalmente e estudar as dindmicas por

eles descritas.

Palavras-chaves: SIR; SIS; Numero de reproducgao; Python; Interdiciplinaridade.






Abstract

Aiming to disseminate the culture of mathematical epidemiology, this work will provide
an analysis of the basic Kermack-Mackendrick SIS and SIR compartmental models. De-
mographic effects and effects of pulse vaccination on the epidemic will be investigated
using this last model. Due to its importance for epidemiological studies, emphasis will be
placed on the basic reproduction number of the disease and its meaning as the number of
secondary infections caused by an infectious individual. Furthermore, two proposals for
introducing mathematical epidemiology in junior school and high school will be presented,
one with the specific presentation of epidemiological models discretized as coupled recursive
sequences, and the other as an interdisciplinary project involving computer programming,
mathematics and related disciplines, with the purpose to build epidemiological models,

implement them computationally and study the dynamics they describe.

Key-words: SIR model; SIS model; Reproduction Number; Python; interdisciplinarity.
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Introducao

Ha milhares de anos doencas infecciosas tem assolado a humanidade, provocando a
perda de milhoes de vidas, diversos problemas economicos e sociais e, em alguns casos,
mudando o curso da histéria. A praga antonina, 165-180 DC, supostamente um surto de
variola ou sarampo, exemplifica dramaticamente os problemas causados por este tipo de
doenca. Levada para Roma por soldados que retornavam do cerco da cidade mesopotamica
de Seleucia, no inverno de 165-166, esta doenga se disseminou tornando uma destrutiva
epidemia que assolou grande parte do império; a doenga ressurgiu em 169 e, no seu auge,
causou aproximadamente 2000 mortes por dia na cidade de Roma, vitimando entre 5
e 10 milhGes de pessoas em todo o império, sobretudo nas cidades e entre os soldados;
acredita-se que os efeitos desta epidemia foram tao intensos ao ponto de combalir as
forcas do império, facilitando a invasao de suas fronteiras pelos chamados povos barbaros
(LITTMAN; LITTMAN, 1973)). Surgida no século 12, a peste negra, possivelmente peste
bubonica, foi a epidemia conhecida que mais ceifou vidas; causando entre 75 e 200 milhoes
de morte, esta doenga teve origem na Asia e se espalhou por este continente, pela Europa
e norte da Africa, desestabilizando as regides onde se instalava; acredita-se que esta
doenca contribui significativamente para a crise da baixa idade média que culminou com
a desestruturagao do sistema feudal na Europa (JMVH, 2023); esta doenga reapareceu
diversas vezes em diversas regioes da Europa nos proximos 300 anos, sendo a grande
praga de Londres em 1666, seu retorno mais dramatico (BRITANNICA, 2023). Surgida no
Kansas, Estados Unidos, nos tltimos anos da primeira grande guerra, a gripe espanhola
foi a epidemia mais letal da histéria recente; provocando aproximadamente 500 milhoes
de infecgoes e 50 milhoes de mortes, esta doenga se espalhou pelo mundo utilizando os

soldados que retornavam da guerra como vetor, intensificando a destrui¢do provocada pela

guerra que chegava ao fim (HOMES, 2023) (YORKDAILYRECORD, 2023).

No inicio da década atual, um surto de Covid-19 surgido em Wuhan, na China,
se espalhou pelo mundo, provocando milhoes de mortes e induzindo transformagoes em
diversas sociedades (BUTANTAN, 2023). Uma das mudangas significativas provocadas
por essa pandemia foi a intensificacao do uso das telecomunicagoes e informatica para a
realizacao de diversas atividades que até entao ocorriam mediadas pelo contato fisico entre
pessoas. No Brasil, esta mudanca em particular teve consequéncias positivas e negativas:
por um lado, diversos setores tiveram suas atividades beneficiadas pela velocidade e
versatilidade das comunicagoes digitais; por outro lado, por ter acesso precario ou nenhum
acesso as tecnologias de telecomunicagoes, grande parte da populagao ficou a margem
destas mudancas em curso. Estes impactos negativos sao particularmente preocupantes no

contexto da educagao, haja visto que milhoes de criancas e jovens tiveram de interromper,
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ou prosseguir de maneira precaria, seus estudos e nao se sabe ao certo quais serao as

consequéncias para a sociedade das lacunas de aprendizagem criadas nesse periodo.

Assim como os surgimento de surtos epidemioldgicos conhecidos, o estudo da
epidemiologia pode ser rastreado até os escritos de Aristételes (384-322 AC) na antiguidade
classica, onde ideias sobre seres vivos invisiveis transmissores de doencas foi veiculada; esta
teoria foi desenvolvida no século 16 e a existéncia de micro organismos foi demonstrada
por Leeuwenhoek (1632-1723) com a utilizagao do primeiro microscopio. Muitos avangos
ocorreram na teoria dos germes desde entdao, merecendo destaque a contribuicao de Louis
Pasteur (1872-1875), que vao desde a descoberta das causas e meios de prevengao de

doencas a criacao da primeira vacina antirrabica.

Apesar de a epidemiologia possuir milhares de anos de existéncia, o estudo mate-
matico de doencas e de sua disseminacao é bem mais recente. O primeiro estudo estatistico
de doencas infecciosas é atribuido a John Graunt (1620-1674) e, um século depois, Daniel
Bernoulli usou métodos matematicos para analisar a mortalidade causada por variola; a
partir deste estudo Daniel Bernoulli publicou em 1766 o que é considerado o primeiro
modelo epidemiolégico (BERNOULLI, 1766). Sir Ronald Ross, em seus estudos sobre a
transmissao da malaria, demonstrou que a reducao da quantidade de mosquitos Anopheles
abaixo de um nivel critico era suficiente para eliminar a doenca; com essa, Ross introduziu
o conceito de niimero basico de reproducao, ideia central da epidemiologia matematica

atualmente (ROSS, 1911).

Um grande avango na epidemiologia matematica ocorreu com a publicacao dos
modelos de propagacao de doengas comunicaveis, enfermidades causadas por bactérias,
virus, parasitas ou outros patogenos que podem ser transmitidas direta ou indiretamente
de pessoa para pessoa, de Kermack e Mackendrick por volta de 1930. Nestas publicacoes
também sao apresentados conceitos basicos que orientam o processo de modelagem e uma

descricao simples e clara do fendmeno modelado:

Uma (ou mais) pessoa infectada é introduzida numa comunidade de
individuos, mais ou menos suscetiveis & doenga em questdo. A doenga se
espalhou dos afetados para os nao afetados pela infecgao de contato. Cada
pessoa infectada percorre o curso da sua doenca e, finalmente, é retirada
do nimero dos doentes, por recuperagao ou por morte. (KERMACK;
MCKENDRICK, 1927, tradugdo nossa).

Tendo em vista a magnitude dos impactos causados por epidemias na humanidade
durante sua histéria, e que as mudancas climaticas e destruicao dos ambientes naturais
criam perspectivas de que o surgimento de epidemias seja mais frequente (GUARDIAN,
2020), este trabalho foi elaborado com o propésito de contribuir com a disseminagao da
cultura da epidemiologia, sobretudo da epidemiologia matematica, visando favorecer o
desenvolvimento de condigoes que permitam mitigar os efeitos deletérios das pandemias

futuras.
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Na expectativa de atingir este proposito, a parte inicial desse trabalho apresenta
modelos compartimentais basicos e andlises das disseminagoes de doencas infecciosas por
eles modeladas; esta apresentagao visa o publico geral, mas a compreensao de algumas
passagens requer nogoes de calculo diferencial e integral. Na parte final sdo apresentadas
de maneira prescritiva duas propostas de introducao do estudo da epidemiologia matema-
tica na educacao basica; a primeira consiste em uma apresentagao pontual de modelos
epidemiolédgicos discretizados em meio ao estudo de sequéncias e a segunda consiste em
um projeto que mescla programagao de computadores e matematica com o propdésito de
construir e implementar computacionalmente os modelos matemaéaticos, para posterior

estudo da dindmica epidemioldgica modelada.
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1 Os Modelos Epidemioldgicos de Kermack-
McKendrick

Nas primeiras décadas do século passado, o bioquimico Willianm Ogilvy Ker-
mack e o médico Anderson Gray McKendrick publicaram uma série de artigos seminais
(KERMACK; MCKENDRICK, 1927; KERMACK; MCKENDRICK, 1932; KERMACK;
MCKENDRICK, 1933), onde apresentaram modelos mateméticos que descrevem a di-
namica do processo de contagio por doengas infecciosas. Nesses modelos, a evolucao das
epidemias sao descritas por equagoes diferenciais/integrais, cujos parametros (coeficientes)

internalizam as particularidades da doenca infecciosa e da populacao alvo da infecgao.

No estudo da dinédmica epidemioldgica é importante saber quantos individuos
sao suscetiveis a infecgao, quantos estarao infectados em um dado momento e quantos
individuos outrora infectados se recuperaram da doenca. Para identificar estas quantidades,
os modelos de Kermack e Mackendrick consideram a populacao dividida em classes disjuntas
(compartimentos) definidas a partir do estado de seus integrantes em relacao a doenga
infecciosa. E comum se considerar classe composta por individuos suscetiveis & infeccio
mas ainda nao infectados, S; a classe dos individuos infectados e passiveis de infectar
individuos suscetiveis I, e a classe composta por individuos outrora infectados/infectivos
que se recuperaram da infeccao R. Outros compartimentos podem ser incorporados aos
modelos a depender das caracteristicas da infeccao de interesse para o estudo, do nivel de

detalhamento do modelo ou da prépria maneira que o modelo foi concebido.

No decorrer do texto os compartimentos e a quantidade de individuos neles contidos
serao representados indistintamente pelo mesmo rotulo, exceto em situagoes em que nao

se possa inferir a partir do contexto a que o rétulo se refere.

1.1 O modelo SIR

O modelo SIR proposto por Kermack-McKendrick (KERMACK; MCKENDRICK,
1927) foi um dos primeiros grandes feitos da epidemiologia matematica por predizer
com extrema precisao o comportamento de iniimeras epidemias de doencgas que invadem
uma populagao, se espalha entre seus membros e desaparece deixando parte dos seus
individuos intocados (BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ; FENG, 2019). Este modelo foi
concebido para representar doencas que possuem uma escala temporal de propagacao
muito pequena comparada com a escala temporal da dinamica populacional, de modo
que efeitos demograficos, sejam devidos a nascimentos e mortes ou frutos de imigragoes

e/ou emigragoes, sao desconsiderados. Assume-se também que individuos recuperados
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da infeccao adquirem imunidade vitalicia; esta é uma caracteristica de algumas doencas

causadas por virus como influenza, sarampo e catapora (MA; LI, 2009).

O diagrama de fluxo na Figura 1 descreve o modelo SIR esquematicamente, in-
dicando por seta os fluxos entre as classes e por § e a 0os parametros associados a estes

fluxos. Tais parametros serdo assumidos constantes.

Figura 1 — Diagrama de fluxo do modelo SIR

Fonte: Proprio autor.

1.1.1 A Modelagem do Contagio

A quantidade de individuos que se tornam infectados por unidade de tempo é
chamada de incidéncia. Nos termos do modelo em estudo, a incidéncia é o fluxo de
individuos do compartimento S para o compartimento I por unidade de tempo. Uma
maneira simples de modelar este fluxo consiste assumir que em média, a quantidade de
contatos capazes de transmitir a doenga realizados por um individuo infectivo, por unidade
de tempo, seja proporcional ao tamanho da populagao; isto é, em uma populacao de
tamanho N, um individuo faz em média SN contatos capazes de transmitir a infec¢ao, por
unidade de tempo. Considerando que a probabilidade de um individuo infectivo realizar
um contato com um individuo suscetivel é de S/N, a quantidade de novos infectados
por unidade de tempo, por individuo infectivo é de (8N)(S/N) = 3S; logo, a taxa de
novas infecgoes por unidade de tempo, isto é, a quantidade de individuos que migram do

compartimento S para o compartimento I é
S = —BSI. (1.1)

O coeficiente 5 é a taxa de contdgio da doenga infeciosa (MARTCHEVA, 2015).

A equacao 1.1 é o analogo epidemiologico da lei de acao das massas da cinética
quimica. Este principio afirma que a velocidade de uma reacao quimica é proporcional
as concentragoes dos reagentes elevadas a certas poténcias (ATKINS; PAULA; KEELER,
2006).
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1.1.2 A Modelagem da Recuperacao

Assume-se, em primeira abordagem, que a quantidade de individuos que deixam
a classe I, isto é, individuos que se recuperam da doenca por unidade de tempo, seja
proporcional a I com fator de propor¢ao «. Com isso, a taxa de variacao de I e R podem
ser expressas por
I'=pBSI —al

1.2
R = al, (12

A constante «, denominada de taxa de recuperacao (MARTCHEVA, 2015), possui um
significado mais profundo nos estudos epidemioldgicos. Para compreender este significado,
considera-se uma certa quantidade de individuos infectados em determinando instante
to e assume-se que v(t) seja a quantidade de individuos que permanecem infectados no
instante ¢. Se uma fracao « de individuos se recupera por unidade de tempo, a quantidade

de individuos ainda infectados pode ser descrita pela equagao diferencial
v = —aw, (1.3)

cuja solucao ¢ dada por

v(t) = v(0)e . (1.4)

Com isso, para t > 0, v(t)/v(0) = e~ representa a fracdo de individuos que permanecem
infectivos no instante ¢, utilizando o vocabulario da probabilidade, e~ é a probabilidade de
um individuo ainda ser infectivo no instante t. Por sua vez, a probabilidade de recuperacao
(individuo deixar a classe I) no intervalo [0,¢) é F'(t) = 1 — e *". Assumindo que F(t) =0
para t < 0, F'(t) pode ser interpretada como uma distribuigao de probabilidade com funcao
densidade de probabilidade f(t) = % isto ¢

ft) = ae ™, (1.5)

dai, o tempo médio em que um individuo permanece infectado é dado pelo valor médio da
variavel aleatoria t. Utilizando a expressao para o valor médio de uma variavel aleatoria

(MEYER, 1983), [72° zf(x) dx temos

/+OO tf(t)dt = /+OO tae™ " dt = l (1.6)

—00 —00 «
A equagao 1.6 fornece uma informagao de extrema relevancia para os epidemiologis-
tas pois, como o tempo médio que um individuo se mantém infectado e/ou infectivo pode
ser facilmente determinado em campo, o pardmetro o pode ser determinado (estimado), o

que ¢ um passo para a modelagem em tempo real da propagacao da doenca infecciosa na

populacao.
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1.1.3 O Modelo SIR

Agrupando as equacoes 1.1 e 1.2 o modelo SIR é representado pelo sistema de
equagoes diferencias
S'=—pSI
I'=BSI — al, (1.7)
R =al.
com condigoes iniciais S(0) = Sy, 1(0) = Iy e R(0) = Ry.

Somando as equagoOes desse sistema pode se ver explicitamente a pressuposta
inexisténcia de efeitos demograficos sobre os membros dos compartimentos: N = S’ + I’ +
R =0.

A primeira equacao do sistema 1.7 mostra que a quantidade de individuos suscetiveis
é sempre decrescente ou nula (S’ < 0), independente da condigao inicial S(0); como
S >0, temos lim; o, S = So. A terceira equagdo mostra que a quantidade de individuos
recuperados é sempre crescente ou nula (R’ > 0), independente da condicao inicial R(0);
como R > 0, temos lim;_,. R = R,,. Para obtermos informacoes sobre os limites S, e
R, dividamos a primeira equac¢ao do sistema 1.7 pela terceira, para obter a equacao

diferencial
dsS B _@

dR~  «a

cuja solucao é S = S(O)e_% > S(O)e_% > 0. Com isso conclui-se que S., 0 indicador

(1.8)

do tamanho final da epidemia, é maior do que zero, o que mostra que parte da populacao

¢é deixada intocada pela epidemia.

A quantidade de individuos infectados pode apresentar dois comportamentos dis-
tintos, a depender dos parametros da segunda equagao: I pode decrescer monotonicamente
para zero ou crescer monotonicamente até atingir um valor maximo e entao decrescer para
zero. Estes dois comportamentos sdo determinados por I'(0) = (55(0) — «)I(0); quanto
I'(0) < 0, isto é, %(0)< 1 o primeiro comportamento é observado e, quando %(0) > 1,
observa-se o segundo. O crescimento subito da quantidade de individuos infectados seguido
de um declinio para zero é a caracteristica tipica da dinamica de uma epidemia e a
identificacdo de uma grandeza cujo atingimento de um limiar seja o indicador de um
surto epidemioldgico é um importante propésito de muitos estudos epidemioldgicos. Esta

grandeza costuma ser chamada de ntimero de reproducao.

A Figura 2 mostra a evolugao das quantidades I e S com o passar do tempo. O
grafico a esquerda mostra que a quantidade de individuos infectados decresce exponencial-
mente, conduzindo a doenca a extin¢ao. O grafico a direita mostra que a quantidade de
individuos suscetiveis também decresce exponencialmente; infere-se desta figura que os
individuos infectados se recuperam a taxa maior do que a que os individuos suscetiveis

sao infectados.
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Figura 2 — Evolucao da quantidade de individuos infectados para as condigoes:
N = 20 + 107, S(0) ~ 107, I(0) = 20 e %(0) = 0,9. Valores de I e S

normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

A Figura 3 mostra o comportamento epidémico da doencga. O gréfico a direita

sugere que parte dos individuos suscetiveis permanecerao intocados pela infecgao. O

N

grafico a esquerda mostra que a doenca desaparecerd com o passar do tempo, isto é,

lim; .o, I = I, = 0. Para se enxergar esta informacao de maneira mais clara, integra-se a

Figura 3 — Evolucao da quantidade de individuos infectados para as condigoes:
N = 20 + 107, S(0) = 107, I(0) = 20 e %(0) = 1,8. Valores de [ ¢ S
normalizados por S(0).
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primeira equagao do sistema 1.7 de zero ao infinito, obtendo

/O°° S'(t)dt = -3 /0°° SOI(t) dt =
So— So = 5/000 SI(t) dt = (1.9)
So — S > S /0°° I(t) dt.
Isso mostra que I, = 0 pois, se nao fosse, a integral [;° I(t) dt — 0o, 0 que contradiz a
desigualdade dada na equacao 1.9.

Além da caracterizagdo do surto epidemiolégico, o modelo pode lancar luz sobre
duas outras questoes de extrema importancia para os epidemiologistas: Quantas pessoas
estarao infectadas no momento mais critico da epidemia e quantas pessoas serao infectadas

no transcorrer da epidemia.

Para responder a segunda pergunta, somemos as duas equagoes do sistema 1.7 e,

em seguida, integremos o resultado de zero ao infinito:

/ (S+ 1V dt=—(So+Io) + Sec = —a/ I(t) dt; (1.10)
0 0
dividamos agora a primeira equac¢ao do sistema 1.7 por S e integremos, novamente, zero
ao infinito: o
Z dt = In(S) — In(Sp) = _3/ I(t) dt; (1.11)
0

combinando as equacoes 1.10 e 1.11, obtemos:

S() + Io — Soo 1I1(So) — IH(SOO) —

a A (1.12)

So+ Io — See = g(ln(So) —In(Sx)).

A equacao 1.12 estabelece as caracteristicas finais da epidemia e, uma de suas virtudes é

tornar claro quantas pessoas foram infectadas durante a dindmica epidemioldgica. Como
N =5y + Ip, temos N — Seo = 5(In(So) — In(5x)). Outro aspecto importante da equagéo
1.12 reside na possibilidade de se determinar (estimar) o parametro [ para uma epidemia
cujo transcurso foi observado; para tanto, basta reorganiza-la da forma

g In(s)

LY [ SN 1.1
« So+[0—SOO ( 3)

e tomar-se i como o tempo médio em que um individuo se mantém infectado/infectivo.

O segundo questionamento referido, qual serd o valor maximo de individuos infecta-
dos simultaneamente (1,4, ), pode ser investigado somando-se as duas primeiras equagoes

do sistema 1.7 e integrando a soma de 0 a ¢:

/Ot(s 1) dt = —a /th(t) dt = S(t) + I(t) — Sy — Iy = —a /Otl(t) dt; (1.14)
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divida a primeira equagao do sistema 1.7 por S e integre o resultado de 0 a ¢

OtS/dt —5/ dtéln( ) 5/ (1.15)

Combinando as equagoes 1.14 e 1.15, obtemos
So )
, (1.16)
(st

N —S5(t) — I(t)
(t) = §, obtemos

1
a "B
S(t
N g = o (%) > L = N = § (1 +ln (is())) . (1.17)
B

e, como I, ocorrerd quando I'(t) = 0, isto é,
A anadlise do sistema 1.7 e das premissas que o acompanha mostra que a equagao

R = ol é redundante por ser desacoplada das outras equacoes e pelo fato de termos

R(t) = N — I(t) — S(t); logo, tal sistema poderia ser reduzido para

S = —BSI

45T —al (1.18)

com condigoes iniciais S(0) = Sy e 1(0) = Iy, sem prejuizo para a andlise feita acima.

1.2 O modelo SIS

Ao contrario do que ocorre com infecgoes virais, individuos acometidos por doencas
causadas por bactérias, como encefalite e gonorreia (Neisseria gonorrhoeae), nao costumam
adquirir imunidade & agao destes agentes patdgenos apds recuperar-se da infegdo (MA; LI,
2009). Com o propésito de estudar a evolugao deste tipo de doengas em meio a populagoes,
Kermack e Mackendrick propuseram o modelo SIS em 1932 (KERMACK; MCKENDRICK,
1932).

O diagrama de fluxo na Figura 4 descreve o Modelo SIS esquematicamente, onde as
setas representam os fluxos entre os compartimentos e os a e 8 os parametros caracteristicos

destes fluxos.

As quantidades de individuos infectados e recuperados por unidade de tempo sao
modeladas do mesmo modo realizado para o modelo SIR e é assumido que individuos
recuperados retornam ao compartimento S, isto é, tornam-se novamente suscetiveis a
infeccdo. ApoOs estas consideragoes, o modelo pode ser representado pelo sistema de
equagoes diferenciais

S'=—pSI+al

s el (1.19)

com condigoes iniciais 1(0) = Iy e S(0) = Sp.
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Figura 4 — Diagrama de fluxo do modelo SIS

o

Fonte: Proprio autor.

Somando as duas equagoes do sistema 1.19 obtém-se N’ = 5"+ I’ = 0. Isso significa
que nao ocorrem mortes devido a doenga e efeitos demograficos (nascimentos, mortes
por outras causas e fluxos migratérios) sdo inexistentes; com isso a populagdo permanece
constante durante toda a dindmica epidemiolégica (N = S + I). Este resultado permite
reduzir o sistema 1.19 a uma unica equacao; para tanto basta substituir S por N — I em

sua segunda equacao, obtendo

I'= (BN — o)l (1— Nfg), (1.20)
B

que é a equacao logistica, I’ = rl (1 — %), comr=0N—-aeK=N — % A solucgao

desta equacgao pode ser explicitamente determinada utilizando separagoes de variaveis
(ANTON, 2000) e, considerando I(0) = Iy, tém-se
Kl KI,

= = . 1.21
K- ]0 + Ioe” ]0 + (K — Io)e_” ( )

1(t)

A andlise da solugao (1.21) da equagao logistica (1.20) nos revela que se r > 0,
isto é, % > 1, I(t) tende para o limite K quando t — o0o; isso caracteriza um estado de
estabilidade perene da doenca na populagdo. A Figura 5 mostra este comportamento do
modelo e os valores limites das quantidades I e S; inicialmente a curva dos individuos
infectados apresenta crescimento exponencial e, em seguida, a taxa de crescimento diminui
progressivamente até atingir um valor nulo, instante em que a quantidade de individuos
infectados se estabiliza, e a partir de entdao se mantém constante; a curva dos individuos
suscetiveis apresenta comportamento semelhante, decresce exponencialmente no inicio, a
taxa de decrescimento diminui, tendendo a zero.

BN
e

t — 00; temos a situacao em que a doenga é erradicada do meio de convivio da populagao.

Por sua vez, se < 1, qualquer solucao com Iy > 0 tende para a zero quando

A Figura 6 realca estas caracteristicas ao mostrar os valores limites de I e S.
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Figura 5 — Evolucdo da quantidade de individuos infectados e suscetiveis:
N = 20+ 107, S(0) = 107, 1(0) = 20 e 22@ = 1/8. Valores de I e S

normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

Figura 6 — Evolugdo da quantidade de individuos infectados e suscetiveis.
N = 204107, S(0) = 107, 1(0) = 20 e 229 = 0.9. Valores de I e
S normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

Em ambos os casos se tem que, independentemente de seu valor inicial, a quanti-
dade I(t) sempre atingird um limite menor do que a populacao total, sendo este limite
determinado pela quantidade % Em termos epidemiolégicos, se a quantidade % for
menor do que 1 a epidemia extingue-se, isto é, a quantidade de individuos infectivos
tendera a zero; esta solugao constante I(t) = 0 é chamada de equilibrio livre da doenga.
Por outro lado, se a quantidade % exceder a unidade, a epidemia persistira e a solugao

e

constante [ = N 3 ¢ chamada de equilibrio endémico.
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1.2.1 O ndmero basico de Reproducao

Tende em vista que nos primeiros estiagios da epidemia os valores Sy e N sao
muito préximos, pode se dizer que em ambos os modelos a quantidade %V determina o
comportamento da dinadmica epidemioldgica. Esta grandeza é conhecida como niimero

basico de reproducao e é denotada por

Ry =", (1.22)

O namero béasico de reprodugao é interpretado epidemiologicamente como a quan-
tidade de infecgoes secundarias causadas por um individuo infectado no periodo em que
se mantém infectivo. Esta interpretacao fica clara ao se observar que SN representa a
quantidade de contatos capazes de transmitir a doenca feitos por um individuo infectivo
por unidade de tempo e que i representa o periodo em que um individuo permanece

infectivo (MARTCHEVA, 2015).

Por suas caracteristicas, o nimero basico de reproducao desempenha um papel
central no estudo de modelos de doencas infecciosas. Isto por que, para o modelo SIS,
o valor de Ry determina um limiar a partir do qual a doenga persistird em meio a
populagao ou desaparecerd (Ry > 1 e Ry < 1, respectivamente); no modelo SIR este limiar
determina se a quantidade de individuos infectados crescera exponencialmente e depois
decrescera tendendo a zero em um tipico surto epidemioldgico ou se diminuira desde o
inicio exponencialmente, até que a doenca seja extinta. Além disso, Ry desempenha um
importante papel na implementacao de politicas de satide publica que visam o controle de
doencas, pois, qualquer tentativa de evitar a propagacao da infeccao passa pela reducao

de R().
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2 SIR Com Efeitos Demograficos

Os modelos analisados previamente consideram que a escala de tempo do ciclo
epidemiologico é muito maior do que a escala de tempo da dinamica populacional, de
modo que nascimentos, mortes e fluxos migratérios foram desconsiderados. Esta suposicao
é valida para doencas como influenza e algumas doencas infantis. Entretanto, existem
doencas, como a provocada pelo HIV, tuberculose e hepatite C, que se desenvolvem
durante um longo periodo de tempo. Nestes casos o tamanho da populacdo nao se mantém
contante por longo periodo de tempo e os modelos devem incorporar efeitos demograficos.
Ha doencgas que se mantém em equilibrio endémico durante longos periodos de tempo em
muitas regioes do planeta; nesses casos a dinamica populacional necessariamente precisa
se estudada em paralelo ao comportamento da doenga pelas autoridades sanitarias com o
propésito de estimar a quantidade de individuos infectados em um dado instante futuro,
bem como para planejar estratégias para reduzir o nimero de infectados e, eventualmente
erradicar a doenga (BRAUER; DRIESSCHE.; WU, 2008).

2.1 O modelo SIR

O modelo SIR proposto por Kermack e Mackendrick (KERMACK; MCKENDRICK,
1932) inclufa quantidade de nascimentos no compartimento dos individuos suscetiveis
proporcional ao total da populacao e o total de mortes em cada compartimento proporcional
a quantidade de individuos nele contido. Este modelo permite que a populacao cresca
exponencialmente, ou seja, extinta caso as taxas de natalidade e mortalidade sejam
diferentes (BRAUER; DRIESSCHE.; WU, 2008; BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ; FENG,
2019). A Figura 7 contém o diagrama de fluxo do modelo SIR que incorpora efeitos

demograficos.

Figura 7 — Diagrama de fluxo do modelo SIR com influéncia da demografia.

Fonte: Proprio autor.
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A anélise que serd feita considerara mesma taxa natural de mortes, i, (a taxa que
existiria caso a doenga nao houvesse se instalado na populagdo) do modelo original mas

considerara a quantidade de nascimentos por unidade de tempo, A, constante.

Levando em conta estas consideragoes feitas, a dinamica epidemioldgica influenciada

por nascimentos e mortes pode ser representada pelo sistema de equacoes diferenciais

S = A— BSI— S
I'=38SI—al —pul (2.1)
R =al — uR,

com condigoes iniciais S(0) = Sy, I(0) = Iy e R(0) = Ry.

A soma das equagoes em 2.1 fornece a equagao que descreve a dinamica populacional
S'+I'+R =A—pu(S+I1+R) — N =A—uN, cuja solugdo é dada por N(t) = %—6*‘“.
Esta expressao mostra que as taxas de natalidade e morte natural estabelecem um limite

para a populagao limy_,., N(t) = % =K.

Assim como no modelo SIR simplificado, analisado no capitulo anterior, as duas
primeiras equagoes do sistema 2.1 sao independentes da terceira, de modo que essa pode
ser suprimida sem prejuizo para a analise que se seguira. Assim sendo, o sistema 2.1 pode
ser reescrito como

S = A — BSI — uS

(2.2)
I'=pSI —al —ul.

O modelo SIR com efeitos demograficos, compostos de equagoes nao lineares
autonomas, nao pode ser resolvido analiticamente, mas pode-se obter informagoes sobre
o comportamento de suas solu¢des. Uma maneira de se obter tais informagoes consiste
em linearizar o sistema na vizinhanca de seus pontos de equilibrio e analisar as solugoes
do sistema linearizado; espera-se que as solugoes do sistema linearizado se mantenham
préoximas das solugoes do sistema original de modo que as caracteristicas das solugoes
sejam semelhantes e que se chegue a conclusoes que possam ser extrapoladas para o sistema
original. Pode-se também fazer uma andlise grafica do modelo utilizando o plano de fase,

que enfatiza a compreensao dos aspectos qualitativos do sistema.

2.1.1 Linearizacdao do Modelo SIR

A linearizacao de um sistema de equacgoes consiste em aproxima-lo por meio de
um sistema linear na vizinhanca de seus pontos criticos. Pontos criticos de um sistema de
equagoes sao valores que correspondem a solugoes constantes, ou de equilibrio, do sistema
(BOYCE; DIPRIMA, 2002). Assim, representando o sistema 2.2 da forma genérica

S'= f(S,1)

I'— g(S.D) (2.3)
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os pontos onde f(S*,I*) =0 e g(S*, I*) = 0 sdo os pontos de equilibrio.

A segunda equacao do sistema 2.2 oferece duas alternativas para determinacao de
possiveis equilibrios. A primeira delas, I* = 0, determina o equilibrio livre da doenca e, a

partir da primeira equagao determina-se S* = %; a segunda alternativa, I* # 0, determina

um equilibrio endémico e, a partir da segunda equagao determina-se S* = aTJg“ e este
resultado, combinado com a primeira equacao, permite determinar /* = ﬁu — %

Para a linearizacao na vizinhada do ponto de equilibrio toma-se s = S — 5* e

1 =1 — I*, escreve-se o sistema em termos das variaveis s e 1,

s'=f(s+S*i+1I")
i :g(S+S*>Z+[*)7

expande-se o sistema em série de Taylor,

F(xvy) - F<a’b)+(x_a)Ffﬂ<avb)+<y_b)Fy(a7b>

(2.4)

+ (SU_Z“)QFM@ b) + (x — a)(y — b)Fyy(a, b) + ~2——

e tomar apenas os termos lineares e/ou de primeira ordem
s'= f(S*, ") + fs(S*, I*)s(t) + fr(S*, I*)i(t)
i =g(S",I") + gs(57, I")s(t) + gr(S™, I")i(2).

Considerando que, por representarem pontos de equilibrio, f(S*, I*) e g(S*, I*) o sistema

(2.6)

2.6 pode ser escrito matricialmente, em termos das variaveis originais do sistema, na forma

()= ) C)
7 gre (88 —a—m) \i

—(BI" + p) —p5”

A matriz J =
( pI- (BS* —a —p)

) é a matriz jacobiana do sistema em
estudo.

O sistema bidimensional 2.7 é linear, homogéneo, com coeficientes constantes, e
suas solugoes podem ser determinadas (STRANG, 1980; BOYCE; DIPRIMA, 2002).

Tal como para uma equagao diferencial linear, busca-se solugoes exponenciais,
s(t) = spe e i(t) = ipeM, para o sistema 2.7. Substituindo estas equacdes, o sistema

converte-se no sistema de equagoes lineares

(—aﬂ*+4n ~ps" ) <@)::A(gj‘ 2.9
BI* (BS* —a—pu)) \ig n

O sistema algébrico 2.8 precisa ter solugoes nao nulas para que se possa observar como o
sistema se comporta ao ter seu estado de equilibrio perturbado; isso ocorrera se
‘—@F+ww—k —B5"

= 0. (2.9)
ar (BS* —a—p) = A
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Expandindo o determinante 2.9 obtemos a equagao caracteristica do sistema

M+ pA+q=0, (2.10)
onde p = (BI* +u) — (BS* —u—a) = (I* — S*) + 2u + « é o trago da matriz J e
q=—(BI'u)(BS* —u—a) = B[I*(u+ a) — S*u| + u* + u + a é o seu determinante.

As solugoes de 2.10, os autovalores da matriz J, determinam o comportamento
do sistema 2.7; pelo fato da equacao 2.10 ser polinomial do segundo grau com solug¢oes

- £ i 4q, existem 3 possibilidades:

2

« Os autovalores sao reais e distintos: neste caso a solucao do sistema sera

S Ch it Cs Aot
- (E) e (0 s

onde (', (5, C3 e Cy sao constantes arbitrarias. Para que esta solucao tenda a zero,

isto é, o para que o sistema original retorne ao equilibrio, deve se ter A\; < 0e Ay < 0.

« Os autovalores sao reais e iguais: neste caso a solucao assumira a forma

(8) - (Cl) M+ (O3> teM:; (2.12)
i Cy Cy

esta solucao tendera a zero se A < 0.

« Os autovalores sao complexos conjugados: tem-se solugao na forma

‘? _ (B ple+imt 4 Bs el&—mt — @ et'sen(nt) + Cs e cos(nt),
1 Bg B4 Cg 04
(2.13)

que tendera a zero apenas se a parte real dos autovalores, &, for menor do que zero.

Em qualquer um dos trés casos, para que a solugao do sistema linearizado tenda
para zero, basta que a parte real dos autovalores da matriz jacobiana seja negativa. Em
termos do sistema original, esta condicao significa que o equilibrio é localmente assintético,

isto é, solucoes na vizinhanca de um ponto de equilibrio sao por ele atraidos.

2.1.1.1 Analise do Equilibrio Livre de Doenca

O equilibrio livre de doencga ocorrera quando, no sistema 2.2, tivermos S’ = 0,1’ =0

A

e I, = 0; com isso, o sistema se reduzira a equagdo A — uS* = 0, cuja solugao é S* = e

A matriz jacobiana do sistema linearizado assume a seguinte forma na vizinhanca

J= (_0” i A ) . (2.14)

W

do equilibrio
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Sua equagao caracteristica é —(u + )\)('%’\ —a —p— M) = 0, cujas solugoes sao

Alz—ue/\gz%—a—u.

O primeiro autovalor é claramente menor do que zero; o segundo autovalor sera
menor do que zero se [3 % < a+ p, isto €, % < 1. Satisfeita esta condic¢ao, o equilibrio
livre de doencas sera localmente estavel, isto é, caso o sistema sofre pequenas perturbagcoes,

sua solugao sera novamente atraida para esse equilibrio e a doenca tornara a desaparecer.

A dindmica do sistema nas condigdes que conduzem ao equilibrio livre de doenca
possui semelhancas e diferencas com a apresentada pelo modelo SIR béasico para ntimero
de reproducao menor do que 1; isso pode ser visto a partir da comparagao da figura 2
com a figura 8. As semelhancas sdo vistas nos comportamentos exponenciais decrescentes
nas quantidades de individuos infectados; as quantidades de individuos suscetiveis variam
de maneiras distintas: na Figura 2 h& decrescimento exponencial e, na Figura 8, ha

decrescimento exponencial seguido de crescimento semelhante ao logistico.

Figura 8 — Evolugdo da quantidade de individuos infectados e suscetiveis:
N = 20+ 107 , S(0) = 107, I(0) = 20, a = 0,08, 3 = 0,32, A = 0,1
e = 0,05. Valores de I normalizados por S(0).
o Equilibrio Livre de Doenga Te-6+0.0000e-1 Equillbrio Livre de Doenga

02

000 8a

0 5 il ] 100 125 150 175 n 0 p-) 0 I} 100 125 150 175 20

Fonte: Proprio autor.

2.1.1.2 Anélise do Equilibrio Endémico

No equilibrio endémico tém-se S" = 0, I’ = 0, S* # 0 e I* # 0. Sujeito a estas
restrigoes, o sistema 2.2 se reduz ao sistema formado pelas equagoes A — SS5*I* — uS* =0

e fS*I* — al* — pul* = 0, cujas solugao é

(2.15)
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O Jacobiano do sistema linearizado na vizinhanca deste equilibrio é
BA
—(a+
J=( T (a+m) (2.16)
'u+ a+H 0
A equacdo caracteristica de J é \? + )\ (o + p) + BA = 0, que possui solugdes da

_ BA BA \°
[y T e

forma

‘s L _ ( BAN?
A anélise do discriminante de 2.17, A = (a+u) — 4(BA — p(a+ p)), definem os

possiveis comportamentos do sistema linearizado

e Se A=0,\= aip < 0 e a solugao do sistema tera a forma da equagao 2.12. Nesse

caso, a solucao do 51stema tenderd a zero.

2
e Se A >0, devemos ter aﬁﬁ# > \/(fﬁ;) —4(BA — p(a + 1)) para que as solugdes do
sistema tendam a zero. Esta condi¢ao pode ser manipulada de modo a se tornar mais
significativa. Elevando esta expressao ao quadrado obtemos

2 2 _
(«:%Au) > (%) —4(BA — pla+ p)), que é equivalente a —4(BA — p(a + p)),

que por sua vez corresponde a —2o— > 1.

p(otp)
e A < 0, a solugdo sistema linearizado possui a forma 2.13, com € = —%
2
n= \/(chAu) — 4(BA — p(a + p)); essa solucao tendera a zero por meio de oscilagoes

amortecidas. O periodo dessas oscilacoes pode ser facilmente calculado tomando

2

(L8)?—a(BA—p(atp)

2nf = \/ aw — 4(BA — p(a + ), o que equivale a T = \/

A Figura 9 mostra a dinamica do sistema com parametros que caracterizam
equilibrio endémico. Inicialmente, a quantidade de infectados, bem como a quantidade
de novas infecgoes, é pequena e a quantidade de individuos suscetiveis cresce devido
aos nascimentos; em seguida ha um surto epidemioldgico e a quantidade de individuos
suscetiveis é reduzida bruscamente; apds o surto, a quantidade de infectados comeca a
diminuir até atingir a estabilidade, simultaneamente a quantidade de suscetiveis decresce
ao seu valor minimo, volta a crescer devido aos nascimentos, e se estabiliza em seu valor
limite. De acordo com a equacao 2.15, os valores terminais das quantidades S e I sao

S* =0,40625 e I = 0,61298; estas informagoes também podem ser vistas na figura 9.

Além disso, o valor limite da populacdo N = 2 éigual a 2. Isso pode ser confirmado

somado os valores de S, I e R na Figura 10.

2.1.1.3 O Ndmero Basico de Reproducao da Doenca

No estudo dos modelos basicos de Kermack-Mackendrick SIR (1.7) e SIS (1.19) foi

determinada a existéncia da importante grandeza Ry, cujo valor é um caracteriza se a
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Figura 9 —
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Evolucao da quantidade de individuos infectados e suscetiveis:
N = 20+ 107 , S(0) = 107, I(0) = 20, a = 0,08, 3 = 0,32, A = 0,1
e p = 0,05. Valores de I normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

Figura 10 — Evolucao da quantidade de individuos infectados, suscetiveis e recuperados:

N =107, S(0) = 107, I(0) = 20, a = 0,08, = 0,32, A = 0,1 e y = 0, 05.
Valores de S, I e R normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

doenca desaparecera, Ry < 1, ou se disseminara entre os membros da populacao Ry > 1.

De modo analogo, existe um ntimero basico de reprodugao para o modelo que incorpora a

efeitos demograficos; esta grandeza é representada por

[ (2.18)

pule+ p)’

O significado epidemiolégico do ntimero basico de reproducao é semelhante ao

visto para os modelos basicos. De modo andlogo a taxa de recuperacao no modelo bésico,
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(av+ ) é a taxa com que os individuos deixam a classe dos infectivos, logo, alTu é o tempo
médio que um individuo permanece nessa classe. % ¢ a quantidade limite de individuos
na populacao e SIS é a quantidade de novos infectados por unidade de tempo. Para um
unico individuo infectado, I = 1, e todos os demais infectivos, S = %, a quantidade de
BA
platp)
quantidade de infecgoes secundarias causadas por um individuo durante o periodo em que

novos individuos infectados por unidade de tempo sera ’%A; logo Ry = representa a

estiver infectivo.

Quanto ao comportamento da epidemia a médio/longo prazo, se Ry < 0, a quanti-
dade média de novas infecgoes reproduzidas por um individuo for menor do que 1, entao
a quantidade de infectados tenderd a diminuir e, eventualmente a doenca se extinguira;
tém-se entao o equilibrio livre da doenga. Se Ry > 0, a quantidade de infec¢oes secundarias
sera maior do que a quantidade de infectados em dado momento; logo a doenga tenderd a
persistir e, eventualmente, se estabilizara na populagao; tém-se, nesse caso, o equilibrio

endémico.

2.1.2 Analise no Plano de Fase do Modelo SIR

Uma forte compreensao qualitativa sobre o sistema pode ser desenvolvida interpre-
tando S(t) e I(t) como componentes de uma fungao vetorial F'(t) = (S(t), I(t)) com valores
determinados pelo parametro ¢. Esta funcao pode ser considerada como a representagao
paramétrica de uma curva no plano (S, I); este plano é chamado de plano de fase. Uma
curva no plano de fase pode ser interpretada como a trajetoria percorrida por um ponto
material com velocidade definida pelas equagoes do sistema 2.2; um conjunto representativo

de trajetérias é chamado de retrato de fase.

A confeccao de retratos de fase é uma tarefa &rdua e monétona, ainda que feita
com auxilio de computadores; mesmo sem langar mao deste recurso, muitas informacgoes
sobre o sistema podem ser extraidas do plano de fase ao se plotar vetores tangentes as
trajetorias, o que permitira visualizar as dire¢oes tomadas pelas trajetorias como o passar

do tempo. Esta representacao é chamada de campo de diregoes.

2.1.2.1 O Campo de Direcdes

O plano de fase mostra a inclinagao das trajetérias em um conjunto discreto de
pontos do plano (S, I); estas inclinagoes podem ser determinadas a partir das equagoes do

sistema 2.2. Dividindo estas equagoes, obtendo

s  f(S,1)

I ~ g(S.1)

O quociente em 2.19 é definido em todos os pontos do plano de fase, exceto nos pontos de

(2.19)

equilibrio; os valores deste quociente fornecem a magnitude do vetor tangente a trajetoria

em um ponto especifico. A direcdo do vetor pode ser determinada calculando arctg(%).
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Figura 11 — Equilibrio endémico com A = 0,1, a = 0,08, 3 =10,32, e 4t = 0,05
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Fonte: Proprio autor.

A Figura 11 mostra o campo de diregoes para o sistema 2.2. Para os valores de
parametros tém-se Ry = 4,923076, o que caracteriza o equilibrio endémico. Nesse equili-
brio, as quantidades de individuos suscetiveis e infectados, dados pela equacao 2.15, sao
S* =0,40625 e I* = 0,61298. A andlise do campo de dire¢oes nao permite identificar com

exatidao o ponto de equilibrio, mas deixa claro que as coordenadas deste ponto no plano
de fase sdo proximas aos valores calculados.
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3 Analise Numérica Dos Modelos

As varidveis nos modelos epidemiologicos analisados previamente relacionam-se
de maneira nao linear e, por conta disso, é invidvel determiné-las analiticamente. Apesar
desta limitacao, os diversos artificios disponiveis para a analise de equagoes diferenciais
permitem obter uma compreensao profunda dos modelos, o que os tornam poderosas
ferramentas a compreensao das epidemias e a tomada de decisao por parte das autoridades

sanitarias no gerenciamento de surtos infecciosos.

Tais modelos tém por objetivo representar o mais fidedignamente possivel o feno-
meno epidemiolégico; para que isso ocorra, devem ser incorporados diversos aspectos da
realidade (sociais, econdmicos, étnicos, geograficos, etdrios, comportamentais, etc) que
influenciam a dindmica epidemiolégica. Apesar de extremamente desejavel, o aumento da
precisao com que um modelo descreve a realidade vem acompanhado com o crescimento
de sua complexidade, consequentemente, as dificuldades inerentes a analise necessaria
para se obter uma compreensao relevante da realidade representada pelo modelo também
aumenta, exigindo a utilizacao de instrumentos matematicos mais sofisticados e que se

despenda mais tempo e esforgos no processo.

Uma alternativa para contornar os contratempos advindos do aumento da com-
plexidade do modelo consiste em discretiza-lo e determinar os valores assumidos por
suas variaveis de interesse numericamente. Devido a quantidade de operagoes aritméticas
que precisam ser realizadas para a obtencao de aproximacoes numéricas dos valores das
variaveis de interesse, esta abordagem também impde a realizagdo de grande esforco
mas, devido a imensa capacidade de processamento dos computadores digitais atuais e a
facilidade de se implementar algoritmos numéricos utilizando os recursos disponibilizados
pelas diversas linguagens de programacao disponiveis (Python, C, Matlab....), grande parte
do esfor¢o necessario a analise numérica pode ser automatizado, bem como a apresentacao

dos resultados obtidos, seja por meio de tabelas de dados, graficos, animacgoes, etc.

A maneira pela qual se concretiza a abordagem acima consiste em tomar uma
sequéncia de pontos sobre um intervalo de interesse da variavel independente (nesse caso o
tempo) e determinar, para cada valor da sequéncia, um valor aproximado para cada uma

das variaveis dependentes do modelo.

Deve-se observar que parte das informacoes contidas no modelo sera perdida
durante o processo; grande parte destas perdas esta relacionada ao fato de as fungoes
serem ignoradas na maior parte de seu dominio, por se saltar de um ponto do dominio para
outro desprezando o que ocorre entre estes dois pontos; outra parte se deve ao fato dos

valores calculados para as fun¢des na sequéncia de pontos escolhidos serem aproximagoes,
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ainda que precisas, mais nao seus valores exatos. O erro oriundo da primeira fonte citada
pode ser mitigado tomando mais amostras no dominio da fun¢ao, tornado as lacunas que
os separam menores; considerando que se estas lacunas forem reduzidas a zero teremos o
valor exato da funcao, espera-se que reducoes a valores pequenos, nao nulos, tornem as
informacoes proximas das informacoes fornecidas pela funcao. O erro fruto da aproximacao
numérica pode ser abrandado ao se utilizar algoritmos numéricos mais sofisticados em

conjunto com técnicas de extrapolagao (JR, 1992).

3.1 O Método de Euler

A aplicacao do procedimento supracitado aos sistemas de equagoes diferenciais que
modelam dinamicas epidemiologicas necessita da representacao das derivadas em termos
dos valores das variaveis do sistema a serem calculados em cada ponto da sequéncia de
valores tomados no dominio e da distancia entre valores sucessivos. Uma maneira de se

obter esta representagao é por meio da aproximagao pelo método de Euler (FILHO, 2007).

A deducgado do método de Euler para aproximacao de derivadas de primeira ordem
de uma funcao f(t) pode ser feita de diversas maneiras; uma delas consiste em tomar a

série de Taylor da funcao

fﬂ;fo)(t—to)2+fWB(!tO)(t_tO)g‘{"”a

e trunca-la a partir do segundo termo; com isso se obtém f(t) = f(to) + f'(to)(t — o). Essa

f(@t) = f(to) + f'(to)(t — to) +

expressao permite aproximar a derivada a partir da variagdo dos valores do dominio da
funcao e da variagao correspondente em seu contradominio,

£(t) = £(to)

Flto) ===

(3.1)

Em termos da sequéncia de pontos, a expressao 3.1 pode ser interpretada como:
A derivada em um ponto especifico ty, é aproximada pela diferenca entre o valor da
fungao calculada no ponto posterior e o valor da fungao calculada no ponto em questao
(f(t) — f(ty)) dividida pela distdncia entre estes dois pontos. Utilizando indices para
identificar os pontos de interesse do dominio e h para representar a distancia entre pontos

consecutivos (h =t — ty), a expressao 3.1 pode ser reescrita na forma

,_ S

y= (32)

3.2 SIR Discretizado

Durante a recente epidemia de Covid-19 que vivenciamos, a quantidade de individuos

infectados era contabilizada a cada periodo de um dia e, em geral, os estudos e praticas de
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gerenciamento de epidemias sao desenvolvidos considerando andlises e agoes periddicas,
de modo que a discretizacdo dos modelos matematicos nao s6 é necessaria para sua
implementacao computacional como incorpora as perspectivas dos infectologistas e gestores
da saude publica em suas abordagens dos fendmenos epidemiolégicos. Na discretizacao
do modelo SIR, sistema de equacoes 1.7, consideraremos amostras igualmente espacadas
no dominio, dispostas em intervalos unitérios, refletindo as andlises periddicas (didrias,
semanais, etc.) realizadas pelos epidemiologistas durante momentos mais criticos da
epidemia de Covid-19; sera utilizada a notacao S;, I;, e R; para representar as quantidades
de individuos suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente, no ¢'ésimo dia apos a

chegada de um individuo infectado em uma populacao suscetivel.

Tomando a primeira equacao do sistema 1.7, S’ = —3S1 e, utilizando a notacgao
acima e a aproximacao por diferencas finitas para a derivada teremos
Sit1 — 5
1

De maneira anédloga, as versoes discretas das outras duas equagoes sao I, = I;+ 35,1, —al;

= —pSili = Siv1 = Si — BSi L.

e Ri.1 = R; + al;. Agrupando estas 3 equagdes temos o sistema discreto
Sit1=15; — BSil;
Iy = Ii + BSiI; — al;, (3.3)
R,y = R; + al;.
com condigoes iniciais Sy = S(0), Iy = I(0) e Ry = R(0).

O apéndice B.1 traz um cédigo em Python que implementa o sistema 3.3. Este
codigo foi utilizado para investigar o efeito do niimero basico de reproducao dado pela
equacao 1.22, que determina os comportamentos da dinamica epidemiologica modelada

pelo modelo SIR baésico.

3.2.1 SIR Com Vacinacdo em Pulso

Estratégias de vacinagao sao amplamente planejadas e implementadas com propdsito
de controlar ou erradicar doencas infecciosas. No Brasil, bem como em diversos paises
do mundo, campanhas de vacinacao para combater doencgas especificas sao realizadas
periodicamente, como a campanha de vacinagao contra a gripe realizada anualmente, por
volta do més de maio. Quando esta estratégia de vacinagao consiste em vacinar certo
percentual da populagao em um curto intervalo de tempo, idealmente em um tnico instante,
tém-se a vacinagao em pulso (ZHIEN; LI, 2009).

Da perspectiva do modelo matematico, quando esta estratégia é posta em pratica
parte dos individuos suscetiveis é instantaneamente transportados do compartimento do
suscetiveis para o compartimento dos recuperados/imunes. O diagrama de fluxo do modelo

SIR que incorpora esta estratégia de vacinacao é mostrada na Figura 12.
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Figura 12 — Diagrama de fluxo do modelo SIR com vacinagdo em pulso

a(nt)

Fonte: Proprio autor.

e sua representacao matematica é dada pelo sistema 3.4

S" = —BST — 6(tg + nT)eS
I' = BSI — al; (3.4)
R'=al +(ty +nT)eS

onde ¢ representa a funcao delta de Dirac, ty é o momento em que ocorre a primeira
vacinagao, 1" é o periodo do ciclo de imunizacao, erepresenta a porcentagem dos individuos

suscetiveis vacinados em cada ciclo de vacinacao e n um niimero natural.

Por exigir a utilizacao de artificios matematicos mais sofisticados, a introducao da
funcao delta de Dirac torna a analise do modelo mais complexa; entretanto, do ponto de
vista da implementacao computacional o bloco que contém o d pode ser representado por
meio de uma estrutura condicional (if — else) que atribui um valor maior do que zero
ao parametro € nos instantes de interesse, n’, e mantém este parametro nulo nos demais

momentos.

3.2.1.1 Efeito da Vacinacdo em Pulso

O efeito da vacinacdo em pulso pode ser investigado comparando os resultados da
simulacao do sistema 1.7, com os resultados obtidos a partir do sistema 3.4. A Figura 13
mostra a dindmica modelada pelo modelo SIR basico; a Figura 14 mostra a dindmica do
modelo SIR bésico com vacinacao de 5% dos individuos suscetiveis a cada 40 unidades de

tempo.

A andlise dos tempos de transcurso da epidemia, isto é, o tempo necessario para
que a infeccao desapareca da populacao, mostra que a vacinacao em pulso nao afeta

significativamente este periodo.

Em relagao aos individuos infectados, a vacinacao em pulso reduziu sua quantidade
em todo transcurso da epidemia e, além disso, atrasou o instante em que esta quantidade

atinge seu valor maximo.
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Figura 13 — Evolugdo da quantidade de individuos infectados para as condigoes:
N =20+ 107, S(0) = 107, 1(0) = 20, 2@ = 12 ¢ § = 0. Valores de
S e I normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

Figura 14 — Evolucao da quantidade de individuos infectados para as condicoes:
N =107, S(0) = 107, 1(0) = 20, 2@ = 1,2 e § = 0,05. Valores de S
e I normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

A quantidade de individuos suscetiveis foi afetada tendo seu valor reduzido ins-
tantaneamente nos instantes miltiplos de 40; além disso a quantidade final de individuos
suscetiveis aumentou sutilmente. Este aumento pode ser visualizado com mais facilidade
a partir da Figura 15, onde as evolugoes de S, I e R estao sobrepostas no mesmo plano

cartesiano.
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Figura 15 — Evolucao da quantidade de individuos infectados, suscetiveis e recuperados:
N =107, 5(0) = 107, 1(0) = 20, Z2@ = 1,2, e § = 0,05. Valores de S, [ e R

normalizados por S(0).
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Fonte: Proprio autor.

3.2.1.2 Pontos de Equilibrio

Como visto anteriormente, o sistema esta em equilibrio quando os fluxos cessam,

isto é, quanto tivermos % = 0, % =0e ‘fl—f = 0. Numericamente este fenémeno é

caracterizado por interagoes de ponto fixo, isto é, iteragdes em que o préximo termo gerado

na “sequéncia” de pontos representativos da fungao ¢é igual ao termo anterior f;,; = f;.
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4 Transposicao Para a sala de Aula

A recente pandemia de Covid-19 trouxe luz sobre as limita¢oes dos sistemas de
saude de diversos paises, o que impediu o gerenciamento de uma crise sanitaria com as
proporgoes vistas. Aqui no Brasil, e em outros paises, além dessas limitacoes, ficou evidente
que os conceitos relacionados a epidemias, como ela se dissemina, como essa disseminacao
pode ser freada, eram desconhecidos por grande parte da populagao. Este desconhecimento
dificultou a gestao do surto por parte das autoridades sanitarias, pois as recomendagcoes
por essas feitas soavam confusas aos ouvidos da populagao; além disso, este ambiente
mostrou-se propicio a disseminagao de medidas profilaticas e terapéuticas pseudocientificas
que causaram grande confusao. Somado a isso, foram disseminadas intencionalmente uma
série de informagoes, tidas como falsas, que contribuiu para o recrudescimento do surto

epidemioldgico.

Diante deste quadro social e do efeito das mudancas climaticas e destruicao dos
biomas nativos que abrem a perspectiva do aumento da frequéncia do surgimento de
epidemias e da intensidade dos seus efeitos, a disseminacgao de nogoes basicas de epidemio-
logia para a massa da populagdao é imperativa para que os proximos surtos nao sejam tao

devastadores como o vivido recentemente.

Com o propésito de contribuir para a construgao desta cultura de gerenciamento de
doencas infecciosas entre os jovens em idade escolar, sdo propostas abaixo duas maneiras de
intervencao em sala de aula. A primeira dela possui carater pontual e consiste em apresentar
modelos matematicos de dindmicas epidemiologicas para os alunos como exemplos de
sequéncias recursivas contextualizadas. A segunda possui uma maior duragao e consiste
em um projeto de aprendizagem de programacao cuja énfase é posta na construgao e
implementacao de modelos epidemiolégicos e na discussao de parametros de controle
para manter os surtos epidemiologicos em patamares aceitaveis, idealmente extinguindo a

doencga.

Estas propostas sao orientadas pelas tendéncias na educacao, especialmente na
educacao matematica, apontadas por agéncias governamentais e nao governamentais em

seus normativos e recomendacoes.

4.1 Fundamentos Tedricos e Normativos das Propostas de Inter-
vencao

A proposta pedagogica a seguir tem por objetivos gerais contribuir a promocao da

educagao digital dos jovens e promover a integracao das disciplinas estudadas no ensino



50 Capitulo 4. Transposi¢cio Para a sala de Aula

bésico.

O primeiro objetivo é um imperativo imposto pelo surgimento e, principalmente,
expansao do mundo cibernético existente em paralelo ao mundo fisico em que vivemos;
esta realidade e as tecnologias que lhes dao suporte tém expandido as possibilidades
existentes e gerado uma série de novos desafios e, para o bom aproveitamento destas

oportunidades e o enfrentamento destes desafios, ter uma formagao sélida em tecnologias
digitais ¢ fundamental (UNESCO, 2015).

O segundo objetivo durante muito tempo foi apontado como a panaceia para os
sistemas educacionais; apesar de isso nao ser verdade, muitos problemas da educagao
podem ser mitigados com a integragao das disciplinas (FAZENDA, 1992). Apontamentos
para a efetivacdo da interdisciplinaridade, bem como para a integracao de tecnologias
digitais na educacao, sao encontrados em diversos normativos governamentais, entre eles a
Base Nacional Comum Curricular, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional e o
O curriculo Em Movimento do Novo Ensino Médio da Secretaria de Estado de Educacao
do Distrito Federal.

4.1.1 Base Nacional Comum Curricular

A Base Nacional Comum Curricular propde uma série de competéncias especificas
a serem desenvolvidas durante a educacio bésica. Em sua secdo 5.2.1 (MATEMATICA E
SUAS TECNOLOGIAS NO ENSINO MEDIO: COMPETENCIAS ESPECIFICAS E HA-
BILIDADES) duas competéncias merecem destaque (BRASIL, 2017). O desenvolvimento
da competéncia 2

Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contem-
pordneo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na
analise de problemas sociais, como os voltados a situacoes de satude, sus-
tentabilidade, das implicac¢des da tecnologia no mundo do trabalho, entre
outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e linguagens
préprios da Matemética (BRASIL, 2017, 531).

esta diretamente relacionada aos objetivos especificos da proposta pedagogica apresentada;
o desenvolvimento da competéncia 3

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos mateméticos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao
das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente
(BRASIL, 2017, 531).

apregoa explicitamente que se explore o carater interdisciplinar da matematica e funda-
mentou a metodologia utilizada para a implementacao das propostas pedagbgicas em sala

de aula.
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4.1.2 Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (BRASIL, 1996) aponta objetivos

em relacao especificos a serem atingidos pelos educandos ao fim do ensino médio:

Art 36. O curriculo do ensino médio observard o disposto na Secéo I
deste capitulo e as seguintes diretrizes:

()

§1°. Os contetdos, as metodologias e as formas de avaliagdo serdo organi-
zados de tal forma que ao final do ensino médio o educando demonstre:
1- dominio dos principios cientificos e tecnoldgicos que presidem a produ-
¢do moderna (BRASIL, 1996, 18);

estes objetivos vao ao encontro dos objetivos do projeto, tendo em vista a revolugao que
as tecnologias digitas estdao provocando nos sistemas de produgdo bem como a aplicacao

simultanea de conhecimentos diversos nos processos produtivos.

4.1.3 O curriculo Em Movimento do Novo Ensino Médio

O curriculo em movimento do novo ensino médio aplicado no Distrito federal (GDF,
2020) reforga a instrucao feita pela Lei de diretrizes e bases da educacao nacional em
relacao a educacao tecnoldgica. A este assunto o curriculo aponta:

A educagao, pela dinamicidade de sua natureza, transforma-se e aprimora-
se, visando acompanhar essas mudancas e atender aos imperativos deter-
minados pela vida moderna, na qual a tecnologia é usada diariamente.
Sendo assim, a tecnologia vinculada ao processo de ensino e aprendizagem
torna-se poderosa ferramenta para a construcio de conhecimentos no
ambito da Matematica.

Desde os Anos Iniciais do Ensino Fundamental, ja é proposto aos estu-
dantes o uso de tecnologias, como calculadoras e planilhas eletronicas,
para a resolucao de situagoes-problema. Tal valorizacao possibilita que
ao chegarem aos Anos Finais, eles possam ser estimulados a desenvolver
o0 pensamento computacional, por meio da interpretacdo e da elabora-
¢ao de algoritmos, incluindo aqueles que podem ser representados por
fluxogramas (GDF, 2020, 78).

4.2 Extensdo do Contelido de Sequéncias

Nesta primeira proposta de apresentacao dos modelos matematicos em sala de
aula, os modelos SIS e SIR sdo apresentados aos alunos como conjuntos de sequéncias em
que, um termo arbitrario de uma sequéncia qualquer, exceto o primeiro termo, depende
tanto do termo anterior na propria sequéncia quanto dos termos que ocupam posigoes
correspondentes a do termo anterior nas outras sequéncias. Como etapa introdutéria serd
apresentada a equacao logistica (TSOULARIS; WALLACE, 2002)

dN N
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como um modelo para o crescimento populacional limitado pela capacidade do ambiente.

E importante que os modelos sejam vistos logo apds o estudo das sequéncias,
tradicionalmente centrado em progressoes aritméticas e geométricas, de forma que os alunos
enxerguem os modelos como uma extensao do que foi visto. Uma prévia revisao/introdugao
sobre sequéncias recursivas deve ser realizada com o propoésito de tornar suave a transicao do
estudo das progressoes aritméticas e geométricas para a analise do modelo epidemiologico;
esta revisao pode ser feita partindo da questdao da reproduc¢ao de coelhos associadas a
sequéncia de Fibonacci, tendo por propdsito determinar em quanto tempo a populagao de

coelhos atingird o limite suportado pelo ambiente/fazenda de coelhos que habitam.

Esta abordagem possui como objetivo principal reforgar o aprendizado de sequéncias
por meio do trabalho ativo com sequéncias mutuamente dependentes e por meio da
exploragao dos aspectos recursivos do modelo discretizado, aspectos estes vagamente
discutidos na sétima série do ensino fundamental (OLIVEIRA; FUGITA, 2022) e ignorado
no ensino médio. O objetivo secundario consiste em aproveitar o carater interdisciplinar da
epidemiologia para estabelecer uma ligacao entre a matematica e as disciplinas relacionadas
as ciéncias naturais (fisica, quimica e biologia) e com a geografia, tornando possivel abordar,
mesmo que sem muita profundidade, temas relacionados as células, virus, dindmica de
invasao viral dos mecanismos celulares, mecanismos de agao de vacinas, dinamica de

populagdes e outros temas pertinentes.

As atividades referentes a esta proposta serdo desenvolvidas em trés aulas dupla de
90 minutos, que devem ser distribuidas durante a semana letiva. As atividades serdo com-
plementadas por tarefas extraclasse realizadas pelos alunos utilizando planilha eletronica

LibreOffice calc, ou similar.

4.2.1 A equacao logistica

No primeiro dia, os 90 minutos serao dedicados a equacao logistica e sua aplicagao

a ecologia das populacoes.

Os primeiros 15 minutos da apresentacdo devem ser dedicados a uma introducao a
demografia e aos fatores que determinam o crescimento populacional, taxa de natalidade e
mortalidade, e como as caracteristicas ambientais influenciam estes fatores. Para que o
assunto se torne mais claro, deve-se citar a atual crise ambiental que vivemos, que é um
forte indicador de que o ambiente atingiu a capacidade de suportar as atividades humanas
e que isso pode ser um fator limitante ao crescimento da populagdo no futuro préoximo.

Neste primeiro momento dois conceitos devem ser enfatizados:

(i) A populagao cresce a uma taxa especifica,

(ii) Existe um limite que a populacdo pode atingir.
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Os préximos 20 minutos devem ser dedicados a apresentacao da equagao logistica

discretizada

Ni

Por representar os dois conceitos destacados nos 15 minutos anteriores, deve-se realcar os

significados dos dois parametros fundamentais da equacao:

(i) r = Taxa de crescimento intrinseco,

(i) K = Capacidade de suporte do sistema, isto é, quantidade de individuos que o

ambiente é capaz de sustentar.

Para que os alunos adquiram maior familiaridade com a equagao logistica discre-
tizada, os 15 minutos seguintes devem ser dedicados ao calculo dos primeiros termos da

sequéncia recursiva definida pela equacao discretizada 4.2.

Nos 30 minutos restantes se destinarao a fazer alguns testes da equacgao logistica
utilizando a planilha eletronica. Os testes devem ser feitos variando a populagao inicial
P(0) e os pardmetros r e K. Cada parametro deve ser variado individualmente para que
seus efeitos particulares sobre a dindmica populacional sejam compreendidos e, nesse

primeiro momento, deve ser escolher P(0) < K.

Ao se realizar os testes, é importante que os alunos acompanhem o passo a passo do
preenchimento da planilha e que todo o procedimento seja explicado em detalhes para que
possa ser reproduzido por eles durante as atividades extraclasse. A Figura 16 exemplifica

como este preenchimento deve ser realizado; a célula que contém o rétulo t esta localizada

Figura 16 — Dados da simulacao da equacao logistica para: P(0) = 100, r = 1,2 e K = 350.

A B C D E F G H J K L M N
3
4 t 0 1 2 3 4 5 5 7 8 a 10 11 12
5 P 100 185.7143 290.3207 349.7246 350.0548 349.989 350.0022 349.9996 350.0001 350 350 350 350

Fonte: Proprio autor.

no “enderego” A4, a célula que contém o rétulo P esta localizada no enderego A5 e o calculo
do contetdo da célula C5 foi feito utilizando a expressao = B5 + 1.2 % B5 x (1 — B5/350);
a aplicacao desta expressdao para o intervalo de células “D5-N5” é feito selecionando a
célula C5, posicionando o “mouse” em sua extremidade inferior direita e o arrastando até
a célula N5 com o botao de selecao pressionado. Nesse primeiro momento os parametros

devem ser escolhidos de modo que P(0) < K e r > 1.

Apébs a realizagao de cada teste, os resultados obtidos devem ser analisados e

comparados para que fique claro qual o efeito da variagdo de cada parametro. Os resultados
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serao melhor compreendidos e as comparagoes realizadas com maior facilidade se auxiliados

por recursos graficos; A Figura 17 mostra o grafico gerado a partir dos dados na figura 17.

Figura 17 — Gréafico da simulagao da equagao logistica para: P(0) = 100, r = 1,2 e
K = 350.
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Fonte: Proprio autor.

Nos 10 minutos restantes as tarefas extra classe devem ser explicadas. Estas tarefas
consistirao em reproduzir os calculos feitos utilizando a planilha eletronica e na realizacao
de alguns testes para valores variados de P(0), r e K; os valores a serem testados devem
considerar ambos os casos P(0) < K e P(0) > K, para que os alunos cheguem a conclusiao
de que o ambiente atua limitando o crescimento da populacao e induzindo seu declinio
quando excedida a populagao limite; também devem ser consideradas as possibilidades
r <1ler > 1, para que o draméatico resultado de extin¢ao de uma espécie solidifique o
significado da taxa de crescimento intrinseco. Os graficos com os testes devem ser conferidos

na aula seguinte.

422 O Modelo SIS

O segundo dia deve ser iniciado com uma discussao dos resultados obtidos durante
as tarefas extraclasse. A énfase deve ser dada aos resultados obtidos ao se testar valores
de r maiores ou menores do que 1, e os resultados de P(0) maiores ou menores do que K.

Esta discussao deve tomar nao mais do que 10 minutos.

Os 25 minutos seguintes devem ser dedicados a explicacdao da dindmica de uma
doenca bacteriana se espalhando em uma populacdo. A énfase aqui deve ser dada ao

contagio realizado por contato entre individuos infectivos e suscetiveis e ao fato de apds a



4.2. Ezxtensao do Conteddo de Sequéncias 55

Figura 18 — Dados da simulacdo do modelo SIS para: N = 107, S(0) = 107, I(0) = 1 e
Ry =20 -1

A B C D E F €] H I J K L M

1 t 1 2 3 4 5 6 7 a 9 10 11 12

2 S 1 0.999999973 1 1 1 1 1 1 0.999999 0.9999939 0.999999 0.999999
!

0.0000001 1.26667E-07 1.6E-07 2.03E-07 2.57E-07 3.26E-07 4.13E-07 5.23E-07 6.63E-07 8.39E-07 1.06E-06 1.35E-06

Fonte: Proprio autor.

recuperacao os individuos nao adquirirem imunidade a doenga. O diagrama de fluxo do

modelo SIS na Figura 4 deve ser utilizado como recurso visual auxiliar.

Os proximos 25 minutos se destinarao a apresentacao do sistema de equagoes
discretas 4.3.
Sit1 =5 = BSil; + al;

(4.3)
Liy1 = I + BS;I; — ali,

que é composto pelas equagdes do sistema 1.19 discretizadas. Ao apresentar estas equagoes,
o digrama de fluxo na figura 4 deve estar visivel e deve ser feita uma conexao entre as
setas do diagrama e as partes que compdem as equacoes, de modo a ficar claro que as
equacoes descrevem a dinamica representada no diagrama. Além disso, parte deste tempo
deve ser destinado ao calculo manual dos primeiros termos das sequéncias do modelo,
para que os alunos se familiarizem com o acoplamento entre as sequéncias; iniciando-se os
calculos com os parametros « e 3 e com as condigoes iniciais do teste mostrado nas figuras
abaixo, pouco ou nenhuma diferenca serd vista entre termos consecutivos, e isso apontara
a necessidade de serem calculados muitos termos da sequéncia (médio/longo prazo) para

que se possa enxergar a dinamica epidemioldgica.

Nos 25 minutos subsequentes testes devem ser feitos para dois pares de valores de
a e . As quantidades iniciais de individuos infectivos e suscetiveis devem ser mantidas
fixas e estas devem ser normalizadas pela quantidade de individuos na populagao, que é
aproximadamente a mesma quantidade de individuos suscetiveis. Os valores inicias do
sistema normalizado devem ser Sy = 1 e Iy = 1077, o que correspondem a 1 individuo
infectivo em uma populacao de 10 milhdes de pessoas; os pares de parametros a serem
testados podem ser (« =1/3, =0,6) e (aa = 1/3, 5 =0, 3), que correspondem a niimeros
bésicos de reproducao 1,8 e 0,9, respectivamente. A Figura 18 mostra as primeiras 12
colunas do teste feito para o primeiro par de parametros; a célula que contém o rétulo ¢ esta
localizada no endereco Al, a célula que contém o rétulo S esta localizada no endereco A2, a
célula que contém o rotulo I estd localizada no endereco A3, o calculo do conteudo da célula
C2 foi feito utilizando a expressdo = B2—(0.6%x B2x B3)+(1/3)* B3 e o cdlculo do conteido
da célula C3 foi calculado utilizando a expressao = B3 + (0.6 x B2« B3) — (1/3) x B3; a
extensao destas expressoes para as células nas respectivas linhas é feita da mesma maneira

vista para a equacao logistica.
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A Figura 19 mostra graficamente os dados obtidos com o teste descrito acima. Os

Figura 19 — Gréficos da simulagdo do modelo SIS para: N = 107, S(0) = 107, I(0) =1 e
Ry=20 =138
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Fonte: Proprio autor.

resultados dos testes para os dois pares de parametros devem ser comparados evidenciando
suas diferencas. Por ser problematica do ponto de vista sanitario, a situagdo em que a

doenga se mantém endémica deve ser enfatizada.

Os ultimos 5 minutos devem ser destinados a indicar os testes a serem feitos em
casa. Os valores dos parametros a serem testados devem ser tais que o niimero basico de
reproducao estejam préximos de 1, acima e abaixo, para que as distingoes entre os dois

comportamentos da dindmica epidemioldgica sejam reforcadas.

42.3 O Modelo SIR

O terceiro e ultimo dia deve ser iniciado com a discussao dos resultados obtidos
durante a tarefa extra classe; neste momento deve ser apresentado o ntimero basico de
reproducao e comentado sobre o seu significado; o valor do nimero de reproducao deve ser
calculado para cada par de parametros testado e relacionado com o comportamento da

dinamica epidemiologica obtido. Esta discussao deve tomar nao mais do que 10 minutos.

O restante da apresentacao deve ser feito de modo semelhante ao feito no dia
anterior, mas levando-se em conta as particularidades do modelo SIR:
(i) O modelo descreve a dindmica de uma doenca viral,
(ii) Individuos recuperados adquirem imunidade a doenga,

(iii) Ocorréncia de surto epidémico e ndo de manutenc¢ao endémica da doenga na popula-

Gao.
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O diagrama de fluxo a ser utilizado durante as explica¢oes deve ser o encontrado

na figura 1 e as sequéncias acopladas devem ser as vistas no sistema 4.4

Siv1 =8 — BSiI;
Riy1 =R + od;
Os testes também podem ser feitos com os mesmos parametros utilizados para o modelo SIS.

A Figura 20 mostra as primeiras colunas do teste feito com o primeiro par de parametros

e a Figura 21 mostra os graficos gerados com os resultados obtidos neste teste; esta figura

Figura 20 — Dados da simulagdo do modelo SIR para: N = 107, S(0) = 107, I(0) = 1 e
Ry=29 =13

B © D E F €] H | J K L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.99999994 1 1 1 0.999999 0.999999 0.999999 0.999999 0.999998 0.999998 0.999997

1E-07 1.26667E-07 1.6E-07 2.03E-07 2.57E-07 3.26E-07 4.13E-07 5.23E-07 6.63E-07 2.39E-07 1.06E-06 1.35E-06
0 3.33333E-08 7.56E-08 1.29E-07 1.97E-07 2.83E-07 3.91E-07 5.20E-07 7.03E-07 9.24E-07 1.2E-06 1.56E-06

1w
A =T

Fonte: Proprio autor.

mostra claramente o comportamento epidémico da dinamica da doenca quando o niimero

bésico de reproducao é maior do que 1.

Figura 21 — Gréficos da simulagao do modelo SIR para: N = 107, S(0) = 107, I(0) =1 e
Ry="0 =13

Tuantidade de Individuos Infectadaos
Cuantidade de Individuos Suscetiveis

Fonte: Proprio autor.

Uma discussao adicional sobre o ntimero béasico de reproducgao deve ser feita
simultaneamente a comparacao dos resultados obtidos para esse modelo, de modo que a
importancia do nimero de reproducao seja ainda mais realgada; convém aqui se resgatar

as noticias sobre a recente epidemia de Covid-19, em que a “taxa de contagio” acima ou
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abaixo de 1 era apontada como como um critério adotado pelas autoridades sanitarias
para inibir a circulacdo de pessoas ou afrouxar esta e outras restrigbes que visassem o

controle da disseminac¢ao da epidemia.

4.3 Projeto Extraclasse

Nesta abordagem, o estudo dos modelos epidemiologicos ¢ realizado como parte de
um projeto multidisciplinar no qual é dada énfase a aprendizagem e aplicagdo dos recursos
de uma linguagem de programacao. Idealmente o projeto deve ser desenvolvido no contra
turno das aulas, ou como uma trilha de aprendizagem do novo ensino médio; essa escolha
proporcionaria maior disponibilidade de tempo (um encontro semanal de 120 minutos,
durante 8 semanas), o que permitiria nao s6 o estudo dos modelos epidemiolégicos como
também a retomada de topicos extremante importantes da matematica bésica, como razoes,
probabilidade, sequéncias, fungoes e geometria analitica. Simultaneamente a essa revisita
aos temas citados, serdo desenvolvidas expertises em desenvolvimento de algoritmos e na
utilizacao de uma linguagem de programagao para implementa-los; o desenvolvimento pari
passu destas duas atividades permitird um reforco simbidtico de ambos, visto que todos os
alunos possui uma no¢ao minima dos tépicos matematicos estudados, a compreensao e o
desenvolvimento de algoritmos que os implemente nao sera uma tarefa tao ardua mais
amena do que seria a tentativa de implementar computacionalmente algo totalmente novo
e, por sua vez, a implementacdo computacional de algoritmos relacionados aos topicos

matematicos permitird uma compreensao mais profunda destes tépicos.

A priori qualquer linguagem de programacao pode ser utilizada para o desenvol-
vimento do projeto, mas, por ser bastante popular, ser de facil aprendizagem, possuir
diversas bibliotecas gratuitas que facilitam o trabalho do programador e ser amplamente
utilizada nas empresas e universidades, Python é uma boa escolha para as implementacoes
a serem realizadas. Além disso, a aprendizagem de Python pora os alunos em contato com
o seu ecossistema de softwares, que sao instrumentos para atividades computacionais que
vao desde o processamento de imagens a ciéncias de dados. A escolha desta linguagem
também torna o trabalho do professor um pouco mais ameno, sobretudo dos professores
pouco familiarizados com programagao pois, tendo em vista que as implementacoes dos
modelos vistos nos capitulos precedentes podem ser realizadas sem a utilizacao de recursos
sofisticados da linguagem, o professor pode aprender tudo o que sera necessario para o

projeto em poucos dias sem que o acimulo desta nova atividade o sobrecarregue.

O projeto foi concebido para ser desenvolvido em duas etapas. A etapa inicial
consistira na retomada de temas matematicos relevantes do ensino fundamental e médio em
paralelo com o desenvolvimento de expertises em elaboragao de algoritmos e programacao

de computadores; esta etapa sera realizada em 5 encontros de 2 horas cada.
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A segunda etapa sera dedicada a construcao de um modelo matematico que
represente as dinamicas epidemioldgicas, sua implementagao e andlise dos resultados

gerados. Esta etapa sera realizada em 3 encontros de 2 horas cada.

Ao fim do projeto espera-se que os alunos tenham desenvolvido habilidades inter-
medidrias de programacao e utilizagao das funcionalidades de linguagem Python. Estes
resultados podem ser mensurados a partir dos programas produzidos pelos alunos e pelos

algoritmos concebidos para converter os problemas propostos nesses programas.

E esperado, também, que os alunos desenvolvam consciéncia da interacio entre
as disciplinas cientificas, de seus conceitos diretrizes e suas metodologias; em suma,
desenvolvam consciéncia da interdisciplinaridade das disciplinas estudadas em sala de
aula (FAZENDA, 1992). Dada a subjetividade do processo de concretiza¢ao, mensurar este
objetivo nao ¢ tarefa facil, sobretudo devido ao relativo curto periodo de tempo destinado

a realizacao do projeto.

4.3.1 Desenvolvimento de Habilidades de Programacao

Como visto anteriormente, a primeira etapa do projeto consistird em retomar
diversos contetdos ja vistos durante o ensino fundamental e médio, e explorar seus diversos

aspectos com o auxilio de uma linguagem de programacao.

Os topicos matematicos diretamente ligados ao modelo que serd posteriormente cons-
truido sao probabilidade, proporgoes, sequéncias, fungoes, geometria analitica e sistemas
de equagoes. Cada tépico deve ser desenvolvido enfatizando os aspectos/funcionalidades
da linguagem de programacao que codifique sua esséncia ou seja diretamente relacionado

a sua implementagdo computacional.

(i) O primeiro encontro desta etapa serd dedicado a apresentar o projeto de maneira
panoramica aos alunos, a esclarecer o que é uma linguagem de programacao, quais
suas potencialidades, a apresentar e instalar o Python nos computadores e a conhecer

seus recursos basicos.

A apresentagao do projeto deve ser feita em 30 minutos e deve cobrir o contexto
da disseminacao de doencas infecciosas em populagoes, os tépicos matematicos que
serao revistos e o modelo matematico que sera construido; A discussao sobre o que é
uma linguagem de programacao, suas funcionalidades e a escolha do Python como
linguagem para o projeto deve feita em 25 minutos, e deve enfatizar a possibilidade
de vivenciar experiéncias computacionais muito mais profundas que as de meros
usuarios, bem como a popularidade do Python e seu potencial de utilizagao nos mais

diversos contexto.



60

Capitulo 4. Transposi¢cio Para a sala de Aula

(i)

(iii)

Os proximos 45 minutos devem ser dedicados a instalagao do Python e ao estabe-
lecimento do primeiro contato dos alunos com a linguagem; deve-se instalar um
Ambiente de Desenvolvimento Integrado que permita digitar os codigos, depurar os
erros e visualizar as imagens; A escolha para este projeto foi o Spyder, mas qualquer
outro pode ser utilizado. Uma opgao que possibilita burlar essa etapa de instalagao
é a utilizagdo do Google Colaboratory (https://colab.research.google.com) onde se é
possivel realizar todo o projeto remotamente e sem a necessidade da instalagao local
do python, sendo necessarios apenas uma conexao com a internet e uma conta no

Google. Essa opcao ainda permite que os alunos trabalhem em casa ou no celular.

Nesse primeiro contato deve-se mostrar como escrever um programa basico, tra-
dicionalmente usa-se o “Hello World” como ponto de partida, como compila-lo e
como observar os resultados; em seguida deve-se rever proporcoes e probabilidades
e utilizar o Python como uma calculadora sofisticada que auxiliard os alunos na
resolucao de problemas; isso fard com que os alunos se familiarizem com a linguagem
e os tornard mais confiantes quanto a sua utilizagao. Os tépicos da linguagem a
serem introduzidos neste primeiro momento sao os operadores aritméticos, variaveis

e atribuicao de valores as variaveis.

Nos 20 minutos restantes os alunos devem brincar livremente com o Spyder para

ganharem maior familiaridade com seus recursos.

O segundo encontro deve ser dedicado a revisao de sequéncias numéricas. Para tanto,
nos primeiros 30 minutos deve ser feita uma revisao sobre sequéncias recursivas;
isso pode ser feito utilizando a sequéncia de Fibonacci, cujo calculo dos termos
oferece o contexto ideal para a introducao do lago de repeticao “while” ou do
lagco “for” associado com estruturas condicionais “if — else” para estabelecer
um critério de parada; os 20 minutos seguintes devem ser dedicados a calcular
termos de sequéncias recursivas diversas utilizando Python. Os préximos 30 minutos
devem ser dedicados a rever as sequéncias nao recursivas; neste tépico devem ser
introduzidos o uso de vetores e os recursos de visualizacao gréafica utilizando a
biblioteca “matplotlib”. O restante do tempo deve ser destinado a resolucao de
problemas do contexto das sequéncias e a representacao de seus pontos em planos

cartesianos.

No terceiro encontro fungoes e geometria analitica podem ser vistas em conjunto
e, ao abordar este topico, deve ficar claro que a impossibilidade do computador
lidar com fungoes continuas e que, para contornar este problema as func¢oes sao
aproximadas por muitos pontos de uma sequéncia nao recursiva. Forte énfase deve
ser dada a andlise de graficos das fungoes, ressaltando seus pontos criticos, regioes de
crescimento/decrescimento limites etc. Os primeiros 40 minutos do encontro devem

ser dedicados a revisao de algumas fungoes (polinomiais, exponenciais, logaritmicas),


https://colab.research.google.com
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como implementa-las utilizando vetores e a andlise das caracteristicas destas fungoes
a partir dos seus graficos; os proximos 40 minutos devem ser dedicados a como criar
func¢des em Python, neste caso fungao se refere a um conjunto de instrugoes que
podem ser chamadas em outra parte do codigo sem a necessidade de ser reescrito. O
trecho de codigo abaixo mostra o protétipo de uma fungdo em Python.

" Protétipo para uma funcgdo"

def minhafuncao (argumentos de entrada)

cédigo 1
cédigo n

" chamando a fungdo"

minhafuncao (argl ,arg2,..., argn)

Listing 4.1 — Protétipo de uma funcao em Python

O tempo restante deve ser dedicado a resolu¢ao de problemas diversos relacionados
as fungoes; entre estes problemas devem estar a determinacao das coordenadas de
maximos e minimos locais, a localizacdo da interseccao de duas fungoes e o calculo

da inclinagdo da funcao utilizando aproximacoes.

O quarto encontro deve ser dedicado aos sistemas de equagoes lineares. Dado do seu
teor instrutivo do ponto de vista da elaboracao de algoritmos (STRANG, 1980), a
eliminagao de Gauss deve ser a técnica enfatizada aqui. Os primeiros 30 minutos
devem ser dedicados a revisao de sistemas de equagoes a aplicacdo do algoritmo
de Gauss para a determinacao de suas solucoes; os préoximos 30 minutos devem ser
dedicados a representacao do sistema em Python e a implementacao do algoritmo
de Gauss computacionalmente; o restante do tempo deve ser destinado a resolugao
de sistemas lineares diversos. Apods a resolucado do primeiro sistema de equagoes,
deve ser enfatizada o reuso do algoritmo implementado para a resolugao de outros
sistemas, dado que o algoritmo é o mesmo, apenas algumas modificagoes devem se

feitas para a sua aplicacao a resolucao de outros sistemas.

Ao inicio do quinto encontro, os alunos devem ter dominio razoavel sobre os recursos

da linguagem, o que permitira analisar problema mais sofisticados.

Nos primeiros 40 minutos deste encontro, deve ser dedicado a determinacao da
velocidade de um objeto em movimento nao uniforme, em queda livre, por exemplo,
considerando a resisténcia do ar, conhecida a funcao que indica sua posigao. A solugao
computacional deste problema consiste em determinar a variagao média da posicao
do objeto em diversos intervalos do seu movimento e, esta ideia sera utilizada para
representar as derivadas na construcao do modelo epidemiolégico em um momento

futuro.
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Os proximos 40 minutos devem ser dedicados ao problema inverso: conhecida a
“velocidade” do objeto, determinar sua posi¢ao. Este problema inverso é na verdade
uma equacao diferencial e deve ser abordada a partir lei do resfriamento de Newton,
(ANTON, 2000); este problema pode ser motivado citando o contexto forense da
determinacao da hora do 6bito de um individuo a partir da medida da temperatura

do seu figado.

Os 1ltimos 40 minutos devem ser dedicados ao estudo do crescimento de uma
populacao de bactérias restringido pelos fatores ambientais; aqui a equacao logistica
deve ser apresentada e o significado de seus parametros r e K devem ser explicados;
a questao deve ser abordada pela perspectiva da determinagdo do tempo necessario

para que a populacao atinja o limite suportado pelo ambiente.

4.3.2 A Construcao do Modelo

Apods a consolidacao das habilidades basicas de programacao e modelagem de

fenomenos do mundo fisico, inicia-se a etapa de constru¢ao do modelo matematico.

(i) O primeiro encontro desta etapa deve ser dedicado a construgdo de um modelo

epidemiologico.

Inicialmente a questao de instalacdo de uma doenca infecciosa em uma populagao

deve ser apresentada. Uma maneira simples e clara de isso ser feito, encontrada em
(KERMACK; MCKENDRICK, 1927), e cintada explicitamente na introducao é:

Uma (ou mais) pessoa infectada é introduzida numa comunidade
de individuos, mais ou menos suscetiveis a doenga em questdo. A
doenga se espalhou dos afetados para os nao afetados pela infeccao
de contato. Cada pessoa infectada percorre o curso da sua doenca e,
finalmente, é retirada do niimero dos doentes, por recuperagao ou
por morte. (KERMACK; MCKENDRICK, 1927, tradugdo nossa).

Em seguida, os problemas fundamentais da epidemiologia devem ser postos: Existindo
alguns individuos infectados em uma populagdo, mesmo havendo novos contagios, os
infectados se recuperarao e a doenga desaparecera ou a doenca se disseminara em meio
a populacao, podendo se tornar uma epidemia? quais fatores sdo responsaveis por
determinam o curso que a doenca seguira? Essas questoes sao de extrema importancia
por apontarem os possiveis comportamentos da disseminacdo da doencga e por
indiretamente fazerem referéncia ao nimero basico de reproducao. Esta apresentagao

inicial deve ser feita nos primeiros 20 minutos do sexto encontro.

Por seu carater instrutivo, o modelo SIR é o candidato ideal para uma primeira
abordagem e, antes de se iniciar a construcao do modelo a dinamica epidemiolégica
deve ser explicada a partir do seu diagrama de fluxo 1. Neste estagio, deve ser

esclarecido que o interesse estd em determinar a quantidade de individuos que ocupa
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cada compartimento em cada instante e que estes instantes estarao igualmente
espacgados no tempo; considerando estas observacoes, as quantidades de individuos
poderao ser vistas como uma sequéncia de valores no tempo. Esta apresentagao deve

ser feita nos préoximos 20 minutos.

o Representacao das Derivadas: As derivadas do modelo, fluxo de individuos entre
dois compartimentos por unidade de tempo, deve ser vista como a variacao
média de individuos e, de modo analogo a velocidade média vista anteriormente,

. Nos programas mostrados no apéndice o periodo

ds
dt’

por exemplo, é representada como S;;1 — S;. Dada a familiaridade dos alunos

pode ser definida como w

de tempo entre dois termos da sequéncia é unitario, de modo que a derivada

com a representacao de derivadas como variagdes médias, este tépico pode ser

abordado em 15 minutos.

o Representagao dos Componentes dos Fluxos:

A Incidéncia é a quantidade de novos infectados por unidade de tempo (8ST)
e sua formulagao pode ser feita do modo analogo a feita no capitulo: Seja
p a quantidade de contatos capazes de transmitir a doenga feitos por um
individuo infectivo em uma populacao N; seja [ a razao entre a quantidade de
contatos realizados e o tamanho da populacao (8 = &), de modo que p = BN;
Considerando que a probabilidade de o contato realizado com um individuo
suscetivel é dada por %, a quantidade de novos infectados gerados por um
individuo infectivo por unidade de tempo é SN x % = 3S;; como existem [y
individuos infectivos no instante ¢, a quantidade de novas infec¢oes no instante
t+ 1 sera

BStly. (4.5)

Neste estagio do desenvolvimento do projeto, os tépicos matematicos aqui
utilizados, revistos e implementados computacionalmente, ja devem ter sido
dominados por todos, de modo que 20 minutos sera o tempo necessario para
esta exposicao.

A taxa de recuperacao a pode ser apresentada da mesma maneira feita para os
modelos basicos, como a fracao de individuos infectados que se recuperam por

unidade de tempo, de modo que
O(.[t (46)

represente a quantidade de individuos recuperados em cada periodo.

A simplicidade da exposicao acima permite que ela seja feita em 5 minutos;
outros 10 minutos devem ser dedicados a tecer alguns comentarios sobre o
inverso do coeficiente « representar o periodo médio em que um individuo

infectado se mantém infectivo; para que esta informacao adquira um carater
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concreto, pode-se fazer uma relagdo com as caracteristicas da Covid-19, em

que o periodo em que um individuo se mantém infectivo é de 14 dias, o que

1

11> €aso o dia seja assumido como unidade de tempo do modelo

implica em o =

matematico.

o A Consolidagao do Modelo: Os proximos 15 minutos devem ser dedicados
a construcao das equacgoes de S;1 = S; — BS;1;,[;.1 = I; + BS;I; — al; e

R;11 = R; + al;, que compoem o sistema de equacoes de recorréncias

Siy1 = S — BSil;
Iy = I; + BS:1; — alj, (4.7)
Riy1 = R+ od;

0 mesmo sistema visto em 3.3 e cujo uma possivel implementagao é mostrada

no apéndice.

Os 15 minutos restantes devem ser dedicados ao inicio da implementacao do sistema

4.7 computacionalmente.

O segundo encontro serd dedicado a investigacao epidemiologica.

Compreendida as caracteristicas do modelo SIR e tendo este sido implementado,
nao ¢é dificil agregar a ele outros aspectos da realidade, tornando mais sofisticado,
ou modifica-lo, ou transformando em um modelo diferente. Assim sendo, o grupo
de alunos do projeto pode ser dividido em subgrupos para que cada um desses
trabalhe com um modelo especifico e ao final apresente a comunidade escolar o

modelo analisado e as caracteristicas da dinamica de contagio por ele modelada.

Este encontro serda dedicado exclusivamente a implementacao dos modelos e da
realizacao de testes para valores especificos de parametros. A turma deve ser dividida
em trés grupos e um entre os modelos SIS, SIR e SIR com efeitos demograficos devem
ser escolhidos por um membro de cada grupo para a implementacao; o diagrama
de fluxo de cada modelo deve ser apresentado e as modificagoes a serem feitas no
modelo SIR para que se converta nos outros dois devem ser indicadas aos alunos. 60

minutos devem ser destinada a esta primeira etapa.

Apés a implementacao dos modelos a investigagao epidemiolégica propriamente
dita deve ser feita analisando os resultados gerados pelo modelo para diferentes
valores dos seus parametros; inicialmente a escolha dos parametros deve ser feita
livremente pelos alunos, para que eles percebam, a partir dos graficos gerados, o
efeito de cada parametro sobre a dindmica epidemiologica; isto deve ser feito em 15.
em um segundo momento, valores especificos de parametros devem ser testados com
o intuito de trazer a tona os distintos comportamentos da disseminacao da doenca; O

tempo destinado a esta etapa deve ser de 15 minutos. Nesta etapa é importante que
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(iii)

membros diferentes dos grupos facam testes com valores de parametros diferentes e

discutam as semelhancgas e diferencas dos resultados obtidos.

Estando claro que diferentes valores de parametros fazem com que os modelos apon-
tem dinamicas dissimilares, o nimero basico de reproducao deve ser apresentado e
seu significado como quantidade de infecgdes secundarias geradas por um individuo
infectivo deve ser discutida. A importancia desta grandeza deve ser evidenciada
relacionando-a as estratégias de contencao de propagacao de epidemias que, inva-
riavelmente, visam manter Ry < 1. Um carater mais concreto pode ser dado ao
numero de reproducao recordando as noticias veiculadas durante o pico da epidemia
de Covid-19, onde a chamada “taxa de contagio”, era apresentada com esse mesmo
significado e era monitorada por ser um indicativo da possivel evolucao da dindmica

de contagio. O tempo destinado a esta exposicao deve ser de 15 minutos.

Os 15 minutos restantes devem ser destinados a discussao de como os seus resultados

serao apresentados para a turma no dia seguinte.

No terceiro encontro desta etapa, e tltimo do projeto, os modelos de cada grupo
sera apresentado, bem como os resultados das simulagoes realizadas e as conclusoes
a que chegaram analisando os resultados. Cada grupo tera disponivel 30 minutos
para sua apresentacao e os ultimos 30 minutos devem ser dedicados a uma cerimonia
simbdlica de conclusao de curso, certificados serdo entregues aos alunos. Caso seja
de pleno acordo dos participantes do projeto, as apresentagoes devem ser feitas para
toda a escola e, para dar um carater solene a cerimonia de encerramento, o diretor

deve ser convidado a entregar os certificados aos alunos.
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Apesar de nao representarem de modo fidedigno todos os aspectos de epidemias
reais, os modelos simplificados de Kermack e Mackendrick captam as caracteristicas mais
relevantes das dindmicas epidemioldgicas representada, o que os torna 6timos pontos de
partida para o estudo da modelagem matematica de epidemias. Além disso, sua relativa
simplicidade permite sua introducao na educacao basica, o que favorece a consolidagao
dos toépicos aprendidos pelos alunos e o fortalecimento da interdisciplinaridade em sala
de aula. Partindo desta perspectiva, neste trabalho buscou-se disseminar os modelos
epidemiologicos basicos realcando a possibilidade de incorporacao de elementos que ca-
racterizam diversos aspectos da sociedade, tornando estes modelos mais sofisticados e
expandindo sua capacidade de representar com maior fidedignidade surtos epidemiologicos
reais; também foi dado destaque a existéncia de niimeros de reproducao das doencas,
limiares que determinam comportamentos dramaticamente diversos para a disseminacao

da doenca.

Conceitualmente o trabalho se divide em duas partes, uma dedicada ao piblico
em geral e outra dedicada aos professores de matematica da educacao basica. A parte
destinada ao publico em geral consiste na apresentacao dos modelos compartimentais
propriamente ditos, o estudo de suas caracteristicas e a interpretacao dos resultados por
eles gerados; esta primeira parte teve como propoésito a disseminacao dessas nogoes intro-
dutorias de epidemiologia com a expectativa de que isso contribua da alguma maneira para
o enfrentamento de surtos epidemiolégicos futuros. A parte dedicada aos professores de
matematica consiste em uma tentativa de propor maneiras de inserir o tema epidemiologia
matematica nas escolas da educacao bésica; duas abordagens foram sugeridas: a apre-
sentagao pontual de modelos epidemiolégicos discretizados como exemplo de sequéncias
recursivas acopladas e o desenvolvimento de um projeto interdisciplinar com foco em
programacao de computadores e na construgao e implementacao de modelos mateméaticos

que descrevem dinamicas epidemioldgicas;

Mais do que uma proposta de intervencao em sala de aula, a parte final desse
trabalho é um convite a todos os professores de matematica a proporem e implementarem
novas abordagens para o ensino de matematica, focadas nas questoes e problemas da

atualidade e com um olhar nos cenarios futuros apontados por estas problematicas.

Perspectivas Futuras

Apesar de introdutoério, este trabalho pode ser visto como ponto de partida para

diversos estudos e trabalhos futuros.



68 Consideracoes Finais

Um estudo mais aprofundado dos sistemas dindmicos se faz necessario para a
compreensao das caracteristicas mais sutis dos modelos estudados, bem como para o
estudo de modelos mais sofisticados e, eventualmente, a elaboracao de novos modelos.
A determinacgao dos parametros dos modelos também merece atenc¢ao; tendo em vista o
enorme volume de dados atualmente armazenados sobre os recentes surtos epidemiologicos
e o acelerado desenvolvimento das ferramentas computacionais para analise estatistica de
dados, este se mostra um campo que deve caminhar em paralelo ao estudo dos sistemas

dinamicos aplicados a epidemiologia.

Em sala de aula o desenvolvimento do projeto exposto acima é o caminho natural
a se seguir. Outra possibilidade promissora é o monitoramento das variaveis ambientais
(temperatura, umidade, volume de chuva...) utilizando sensores de baixo custo e microcon-
troladores (Arduino) com o propédsito de estabelecer uma relacao entre as caracteristicas

climaticas e os periodos de gripe e dengue na nossa regiao.
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APENDICE A - Cédigo Para o Modelo SIS

Basico

Abaixo é apresentado o cédigo que implementa o modelo SIS. O trecho do cédigo

que segue o comentario “Criacao dos graficos” deve ser copiado abaixo do comentario

idéntico dos outros codigos, sempre que esse nao vier seguido de um bloco que gera as

figuras correspondentes.

@0bjective:

Sobre o sistima SIS basico

S’ = -Bet *S*I + AlphxI
I’ Bet*S*I - Alphx*I

Pardmetros:

Alpha = Taxa de recuperagdo
Beta = Taxa de contagio
N = Tamanho da populacgéo

r Nimero basico de reproducgéo

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def

SIS (Alpha ,Beta,N):
""" Nimero basico de repordugdo"""
r = N*Beta/Alpha

print (r)
W
Vetores:
S = suscetiveis
I = Infectados/infectivos
t = Tempo

nmnn

S = np.zeros (150)
I
t = np.zeros (150)

np.zeros (150)

"""Condigdes iniciais normalizadas pelo tamanho da
s[ol=1
I[0]=2%10%%-6

"""Calculo dos valores de S, I e R"""
k = 1

Investigar os efeitos do numero basico de reproducéo

populagéoll nn
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61
62
63
64
65

66
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"""Teste do modelo para alguns valores dos pardmetros

whi

"""Criagdo dos graficos
plt.
plt.

plt

plt.
plt.
plt.
plt.

if

els

plt.

plt.
plt.
plt.
plt.

if

els

plt

le k < 150:

S[k] = S[k-1]- Beta*S[k-1]1*I[k-1] +I[k-1]*Alpha
I[k] = I[k-1] +Beta*I[k-1]*S[k-1]- I[k-1]*Alpha
tlk] = k

k = k+1

nmnn

figure ()
style.use("seaborn")
.figure(figsize = ((7, 7)))
figure ()

xlabel ("t")

ylabel ("I")
plot(t[:150],I[:150])
r > 1:

plt.title("Permanéncia Perene da Doenga")

(S

plt.title("Extingdo da Doencga")

show ()

figure ()

xlabel ("t")

ylabel ("S")

plot (t[:150] ,S[:150])
r > 1:

plt.title("Permanéncia perene da Doenga')

e:

plt.title("Exting&o da Doencga")

.show ()

67 SIS(1/3,.6,1)
68 SIS(1/3,.3,1)

Listing A.1 — Cédigo para resolucao numérica do sistema SIS basico utilizando Python 3.
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APENDICE B - Cédigos Para as Versdes do
Modelo SIR

As diversas versoes da implementacao foram postas abaixo para que se perceba
com pequenas modifica¢oes no codigo do modelo bésico sao suficientes para gerar as outras

Versaos.

B.1 SIR Basico

I import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt
| def SIR(Alpha,Beta,N):

5 "Parémetros"

6 r = N*Beta/Alpha

7 print ("R=",r)

9 "Definindo vetores a serem utilizados"
10 S = np.zeros (150)
11 I = np.zeros (150)

12 R = np.zeros (150)

13 t = np.zeros (150)

14 "Condigbes iniciais"
15 s[ol=1

16 I[0]=2%10*%*-6

18 "Loop"

19 k =1

20 while k < 150:

21 S[k] = S[k-1]- Beta*S[k-1]*I[k-1]

22 I[k] = I[k-1] +Beta*S[k-1]*I[k-1]- I[k-1]*Alpha
23 R[k] = R[k-1]+I[k-1]*Alpha

24 t[k] = k

25 k = k+1

2

27 """Criagdo dos graficos"""

28

29 """Teste do modelo para alguns valores dos pardmetros"""

30 SIR(1/3,.6,1)
31 SIR(1/3,.3,1)

Listing B.1 — Cédigo para resolugdo numérica do sistema SIR basico utilizando Python 3.
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B.2 SIR Com Vacinacdo em Pulso

I import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt
3

1 def SIRV(Alpha,Beta,N,Delta):

5 "coeficiente de vacinacgdo"
6 mu = 0

7 "Pardmetros"

8 r = N*Beta/Alpha

9 print ("R=",r)

11 "Definindo vetores a serem utilizados"

12 S = np.zeros (200)

13 I = np.zeros (200)

14 R = np.zeros (200)

15 t = np.linspace (0,199,200)

16 "Condigdes iniciais"

17 s[ol=1

18 I[0]=2%10%%*-6

19

20 "Loop"

21 k=1

22 while k < 200:

23 if (k%40) == O:

24 delta = Delta

25 cHiSicE:

26 delta = 0

27 S[k] = S[k-1]1- Betax*xS[k-1]*I[k-1]-delta*S[k-1]
28 I[k] = I[k-1] +I[k-1]#*Beta*S[k-1]- I[k-1]*Alpha
29 R[k] = R[k-1]1+I[k-1]*Alpha

30 k = k+1

31

32 """Criagdo dos graficos"""

33

34 """Teste do modelo para alguns valores dos pardmetros"""

35 SIRV(.5,0.6,1,0)
36 SIRV(.5,0.6,1,0.05)

Listing B.2 — Cédigo para resolucao numérica do sistema SIR que incorpora vacinacao em

pulso utilizando Python 3.

B.3 SIR Com Efeitos Demongraficos

B.3.1 Variaces em Cada Compartimento

I import numpy as np



B.3. SIR Com Efeitos Demongrdficos

79

import matplotlib.pyplot as plt

def SIRP(Alpha,Beta,Lambda,mu):

"Pardmetros"

r =

Lambda*Beta/ (mu* (Alpha+mu))

print ("R=",r)

"Definindo vetores a serem utilizados"

S =
I =
R =
t =

np.zeros (200)
np.zeros (200)
np.zeros (200)
np.zeros (200)

"Condigbes iniciais"
s[ol=1
I[0]=2%10%%-6

IILOOPII

k =

1

while k < 200:

"""Criagdo dos graficos

Lambda+ S[k-1]- Beta*S[k-1]1*I[k-1] - mux*S[k-1]
I[k-1] +Beta*xS[k-1]*I[k-1]- I[k-1]*Alpha -mu*I[k-1]

S[k] =

I[k] =

R[k] = R[k-1]+I[k-1]*Alpha - mu#*R[k-1]
t[k] = k

k = k+1

nmnn

"""Teste do modelo para alguns valores dos parédmetros"""
SIRP(.08,.32,.1,.05)
SIRP(.15,.11,.05,.05)

Listing B.3 — Cédigo para resolucdo numérica do sistema SIR que incorpora efeitos

demograficos utilizando Python 3.

B.3.2 Campo de Direcbes

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def SIRCD(alpha, beta,Delt,mu):

def

£f(Y, t):
s, i =Y

return [Delt -betax*x(s)*(i)-mux*s,

np.linspace(0,1,18)
np.linspace(0,1,18)

betax(s)* (i) -(alpha+mu)*i]
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12 S, = np.meshgrid(s,i)

13 t =0

14 u, = np.zeros(S.shape), np.zeros(I.shape)

15 NI, NJ = S.shape

16 for n in range(NI):

17 for j in range(NJ):

18 x = S[n, jl

19 y = I[n, j]

20 yprime = f([x, yl, t)

21 uln,jl] = yprime [0]

22 v[ln,jl] = yprimel[1]

23

24 """Criagdo dos graficos"""

25 plt.quiver (S, I, u, v, color=’navy’, headwidth=3, scale =1.5,
headlength=3)

26 plt.grid )

27 plt.grid(which="minor’, alpha=.8)

28 plt.xlabel (’$S$7)

29 plt.ylabel (°$I$’)

30 plt.xlim([0,1])

31 plt.ylim([0,1])

32 plt.title("Campo de Diregdes")

33

34 """Teste do modelo para alguns valores dos pardmetros"""

35 SIRCD(.08,.32,.1,.05)
36 SIRCD(.15,.11,.05,.05)

Listing B.4 — Codigo para para a confec¢ao de campo de dire¢oes do sistema SIR que

incorpora efeitos demograficos utilizando Python 3.
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