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Resumo

O objetivo desta dissertacao é fazer uma exposicao elementar sobre a irracionali-
dade de certos niimeros reais, a construcao de um nimero transcendente, além disso,
demonstrar a irracionalidade e transcendéncia do ntimero 7. Entre outras ferramentas,

utilizamos o Célculo Diferencial e Integral de uma variavel.

Palavras-chave: Algebra, Teoria dos Nameros, Nimeros Algébricos.



Abstract

The purpose of this dissertation is to present an elementary statement about irrati-
onality of certain real numbers, the construction of a transcendental number, further-
more demonstrate the irrationality and transcendence of the 7 number. Among other

tools, we have made use the Differential and Integral Calculus of one variable.

Keywords: Algebra, Number Theory, Algebraic Numbers.
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Introducao

Como se sabe 7, é o nimero mais famoso da histéria universal, o qual recebeu um
nome préprio, um nome grego, pois embora seja um nimero, nao pode ser escrito com
um numero finito de algarismos. O 7 representa a razao entre o perimetro de qualquer
circulo e seu diametro.

O ntmero 7 tem uma historia fascinante, que comecou milénios atras. No velho
testamento ( Primeiro Livro dos Reis 7 : 23 ) lé-se: "E ele ( Salomao ) fez também um
lago de dez cibitos, de margem a margem, circular, cinco cibitos de fundo, e trinta
cibitos em redor.” Este mesmo verso aparece também em (II Cronicas 4 : 2). Esta
passagem ocorre numa lista de especificacoes para a construcao do grande templo de
Salomao. A circunferéncia era, seis vezes o raio, ou trés vezes o diametro. Isto significa
que os antigos Hebreus se contentavam em atribuir a 7 o valor 3.

Este valor foi muito possivelmente encontrado por medicao. O valor 3 foi usado
durante muito tempo por motivos religiosos e culturais em certas civilizagoes, como a
dos Egipcios e a dos Babilonios, quando ja se conheciam, nessas mesmas civilizagoes
determinacoes melhores. Os melhores valores Egipcios e Babilonios que se conhecem
sdo respectivamente 4(8)? = 3,16 e 3+ 5 = 3,125.

No caso egipcio ignoramos como chegaram ao valor 4(%)2, que se encontra no Pa-
piro de Ahmes ou Rhind, gravado no segundo século a.C.. Curiosamente é este valor
que se obtém experimentalmente, medindo a circunferéncia de latas, pratos e cestas e
dividindo-a pelos diametros respectivos.

No caso Babilonio o valor 3—|—% deduz-se de uma das Placas de Susa, inico exemplo
conhecido nessas épocas do que parece ser familiaridade com um processo geral que,
em principio, permite determinacoes tao exatas quanto se queira. Nao sabemos de que
modo os Babilonios chegaram a esta boa aproximagcao.

Arquimedes de Siracusa ( 287-212 a.C. ), pds maos a obra com experimentos novos,
muito mais profundos. Sabia que 7 nao era racionalmente determinavel, ou, ao menos,
o suspeitava. Assim sendo, propds-se descobrir um processo para a determinacao de
m, 0 Método de Arquimedes, com a precisao que se desejasse. Ele usou, processos
geométricos, que dao limites inferiores e superiores para m. Arquimedes utilizou alguns
poligonos regulares, com um nimero crescente de lados, até chegar ao poligono de 96

lados, através do qual obteve a seguinte aproximagao de m,

3,1410 < 7 < 3, 1428.



A época do Renascimento Europeu trouxe, na altura devida, um novo mundo ma-
tematico. Entre os primeiros efeitos deste renascer estd a necessidade de encontrar
uma férmula para o m. Descobriu-se entao a definicao nao geométrica de 7 e do papel
"nao geométrico"deste valor. Assim se chegou & descoberta das representagoes de m

por séries infinitas. Um dos primeiros foi Wallis ( 1616-1703 ) com a férmula,

2 2 4 46 6
rT=2.(Z2.2.2.2.2.2. O I
1 3 3 5 5 7

Uma outra formula que é por vezes atribuida a Leibniz ( 1646-1716), mas que parece

ter sido primeiro descoberta por James Gregory (1638-1675 ) é

.ttt o

A série de Gregory converge lentamente, de tal forma que se pretendermos obter
quatro casas decimais corretas temos que ter cerca de 10000 termos da série. Esta
formula é mais apropriada para o calculo computacional do que para o calculo humano.
Contudo Gregory também demonstrou um resultado mais geral,

arctg(z) =0 — — + — — — + ..., 1<z <1,

entao usando o seguinte fato

conclui-se que,

5 - (:%5)' (1__(3%3)%_(5-;-3)__(7'3%3'3>+“”)

a qual converge mais rapidamente, pois para se obter quatro casas decimais corretas

necessitamos apenas de nove termos da série.

Em 1706, John Machin introduziu uma variacao da série de Gregory com um au-
mento significativo da convergéncia. Ele conseguiu calcular o 7 com 100 casas decimais.
A féormula de Machin é uma das que ainda hoje é usada, pelos programas de compu-

tadores, para calcular os digitos do 7. A férmula encontrada por Machin é dada por,

T4 aretq [ 1 to [
—=4d-arctg| = | —arctg | —= | .
4 I\ 5 9\ 239

Um inglés chamado Shanks, usou a formula de Machin para calcular 7 até as 707 ca-
sas decimais, das quais s6 527 estavam corretas, publicando o resultado do seu trabalho
em 1873.

Em 1949 um computador foi usado para calcular 7 até as 2000 casas decimais. Em
1961 conseguiu-se através de computacao a aproximacao de 7 através de 100 265 casas

decimais, mais tarde em 1967 aproximou-se até as 500 000 casas decimais.
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Recentemente, David Bailey, Peter Borwein e Simon Plouffe contabilizaram dez
bilhoes de casas decimais para 7 , usando uma férmula que da cada casa decimal do 7
individualmente, para cada n escolhido.

E ainda importante destacar, que o primeiro a usar o simbolo 7, com o significado
que este tem hoje em dia, foi 0 mateméatico inglés William Jones em 1706. O matema-
tico suico Leonhard Euler em 1737 adotou o simbolo que rapidamente se tornou uma
notacao padrao.

Apos esta Introducao a estrutura do trabalho foi organizada como segue:

No capitulo 2 iniciamos a teoria de inteiros algébricos, niimeros algébricos e ntimeros
transcendentais, bem como um exemplo de construcao de um ntimero transcendental.

No capitulo 3 demonstramos a irracionalidade do nimero 7.

No capitulo 4, a demonstracao de que o nimero 7 é transcendente, ¢ baseada na
demonstracao feita por R. Moritz, em Annals of Mathematics, vol. 2 (1901). Contudo
faremos uma substituicao na demonstracao de Moritz: no momento em que aplica o
teorema do valor médio para polindmios complexos substituiremos esse passo por uma
"desigualdade do valor médio".

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos uma sugestao de aula contendo os tépicos

abordados nos capitulos anteriores.



1 Sobre Teoria dos Niuumeros

Neste capitulo apresentamos topicos sobre teoria dos niimeros, os quais sao neces-

sarios aos demais.

Definic¢ao 1.1. Dados a,b € Z, dizemos que a divide b, e escrevemos alb, se existir

q € 7 tal que b = qa.
Exemplo 1.1. a =2, b=4;4=q2 — q = 2.

Definicao 1.2. (a) Um nimerop € N, p > 1, € primo se os unicos numeros inteiros
que o dividem sao ele proprio e o 1. Ou seja, p € primo se para todo b € N tal que b|p,

entao b=1p ou b= 1.

(b) Um nimerop € Z, p# 0 e p # £1, € primo se os unicos nimeros inteiros que o
dividem sao £p e £1.

Exemplo 1.2. p=7, b|7<=b=Toub=1.

Definicao 1.3. Seja a € Z. Um numero inteiro b é chamado maltiplo de a se b = aq,

para algum q € 7.

Exemplo 1.3. a =6,¢=3; b=6.3 = 0= 18. Logo, b é miltiplo de 6 e também
de 3.

Definicao 1.4. Dados a,b € Z, um numero natural d é chamado o mdzximo divisor

comum de a e b, denotado por d = m.d.c(a,b), se satisfaz as afirmacées abaizo:

(i) dla e dJb,

(ii) se r € Z, é tal que r|a e r|b, entdo r|d.

Exemplo 1.4. a = 16, b = 32 m.d.c.(16,32) = 16 = d. Pois 16|16 e 16|32 e além disso
se r|16 e |32 entdo 7|16 (por exemplo se r = 4, temos que 4|16, 4]32 e ainda que 4|16.

Observacao 1.1. O m.d.c(a,0) nao existe caso a seja nulo. Além disso, assumimos
que m.d.c(a,0) = a, se a # 0.

11
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Teorema 1.1. (Algoritmo da Divisdo). Se a,b € Z, com b # 0, entao existem (e

sao unicos) q,r € Z com 0 < r < |b|, tais que,

a=qb+r. (1)

Demonstracao. (i) Existéncia.

b > 0. Consideremos o conjunto dos nimeros miultiplos de b ordenados de acordo
com a ordem natural da reta, isto é, o conjunto ..., —3b, —2b, —b, 0, b, 2b, 3b, ...,

com,

=3 < =26 < -0 <0 LD <20 < 3b..

Note que disso decorre uma decomposicao da reta em intervalos disjuntos da forma

[qb, (¢ +1)b) ={x e R:gb <z < (¢+1)b, com q € Z}.

Por exemplo [—3b, —2b] = [-3b, (=3 + 1)b], [b, 2b] = [1b, (1 + 1)b],
[2b,30] = {zr € R:2b <z < 3b}.
Assim, dado a € Z, este pertence a apenas um desses intervalos e portanto ne-

cessariamente é da forma a = gb+r, comq € Zer > 0. E claro que r < (g+1)b—gb = b.

b < 0. Aplicamos o teorema no caso demonstrado em (i) para determinar ¢',r € Z,

com 0 < r < |b| para escrever:

a=d|b+r (2)

Fazendo ¢ = —¢/, como |b] = —b, (pois b < 0), obtemos de (2) a = ¢b+ r, onde
q¢,r€Ze0<r<lbl.

(77) Unicidade.

Resta demonstrar que ¢ e r, os quais satisfazem (1) sdo tnicos. De fato, suponha
quea=qgb+rea=qb+r;,com0 < r<|be0<r; <lb. Assim,

g+r=qpb+r =

r—ry=(q —q)b (3)
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Afirmamos que r = ry.

Com efeito, se r # ry, entdo: 0 < |r; —r|. Além disso, |1y — 7| < b. De fato,
vamos admitir, sem perda de generalidade que r < ry, consequentemente ry —r > 0
elry—rl=mr —r.

Assim, se ry —r = |b|, entdo r; = |[b| 4+ r e portanto r; > |b|, que é absurdo.

Também, se 7y —r > |b], entdo 1 > |b| + r > |b|, gerando novamente o absurdo
ry > b.

Logo pela Lei da Tricotomia,

lry —r|=ri—r < |b|.

Segue que
0< |ri—r] < 0] (4)

Agora de (3) obtemos,

e =7 = lar — gl|0]. (5)
Substituindo (5) em (4), obtemos,

0 < |q —qlfb] < [b].

Logo, 0 < |¢1 — ¢q| < 1, o que & um absurdo, pois |¢; — ¢| ¢ um nimero inteiro (pois
qgeq €7Zeem Zvale a Lei do Fechamento da Adicao).

Portanto r = ry.

Note que essa igualdade combinada com (3) implica ¢; = ¢, ja que 0 = (¢1 — q)b e
b # 0 por hipotese. n

Exemplo 1.5. a=11,b=5; ¢=2 r=1=— 11 =25+ 1.

Teorema 1.2. Dados a,b € Z, pelo menos um deles nao nulo, existem xq,yy € Z tais

que axg + byy = d, onde d = m.d.c(a,b).

Demonstracao. Limitando-se ao caso em que a > 0 e b > 0.

Seja L = {ax + by | z,y € Z}. Evidentemente existem elementos estritamente
positivos em L (faga-se, por exemplo, x = y = 1). Seja d o menor desses elementos,
d = min{ax+by € L,ax+by > 0}. Mostremos que d ¢ o maximo divisor comum entre
aeb.

(1) d é obviamente maior que zero;

(17) Como d € L, entdo existem g, yo € Z de maneira que d = axy+byg. Aplicando

o algoritmo da divisao aos elementos a e d:

a=dq+r, emque 0 <r <d.
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Das duas ultimas igualdades obtemos
a = (axg+ byo)q +r
ou, ainda
r=a(l—qxo) +b(—yo)g

0 que vem mostrar que r € L.

Agora sendo r positivo, chegamos a uma contradicdo, pois r < d, contraria a
minimalidade de d. A conclusao é que » = 0. Dai ficamos com a = dq o que mostra
que d|a. Analogamente se prova que d|b;

(i7i) Se d'|la e d'|b, como d = axy + byy, entdo é claro que d'|d, e portanto
d =m.d.c(a,b). O

Lema 1.1. Sejam a, o, b,yo,d € Z, se d|a e d|b, entao d|(axy+ byo).
Demonstra¢ao. Como d|a (pela defini¢ao 1.1) implica que existe ¢ € Z, tal que a = ¢d.
Também (pela defini¢do 1.1) d|b implica que existe p € Z, tal que b = pd.

Logo,

azo + byo = qdxo + pdyo = d(qzo + pyo).

Observe que K = (qzo + pyo) € Z, (pois vale a lei do fechamento da adigao e
multiplicacao em Z e ¢, zo,p, yo € Z).
Portanto, axg + byy = dK, K € 7Z, ou seja,

d|(axo + byg).

Exemplo 1.6. 2|4 ¢ 2|6 = 2|(4x¢ + 6yo), ¥ 20, Yo € Z.

Lema 1.2. Seja r € N um numero primo, e a,b € Z. Se r diwvide o produto ab entdao

r divide a ou b.

Demonstragao. Se r|a, nada temos que provar.
Suponhamos que r nao divide a, ou seja, r e a sao primos entre si.
Logo, pelo Teorema 1.2, existem xg,yg € Z tais que axg + ryy = 1.

Assim,

abxy + rbyg = b. (6)

Como r|ab (por hipotese) e claramente r|rb, logo pelo Lema 1.1, segue que,

r|(abxy + rbyp).

Portanto de (6) segue que r|b. O
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Exemplo 1.7. :
1) r=3,a=29, b=75, temos que 3/9.5 e também 3|9.

2)r=3,a=29, b= 06, temos que 3|9.6 ¢ também 3|9 e 3|6.
Corolario 1.1. Seja r € N um nidmero primo e a € Z. Se r|p"™, entdo r|p.

Demonstracao. Esse resultado segue usando o Principio da Indugao Finita.

Queremos mostrar a veracidade da sentencga.

P(n): “Serlp", entdo r|p,¥n € N”.

Facamos isso.

Note que, obviamente, P(1) é valida,

P() :rlp = r|p.

Além disso, observe que P(2) também ¢ valida pois se 7|p?, pelo Lema 1.2, se 7|p.p,

entao r|p ou r|p, isto é, r|p.
Hipo6tese de Indugao . Seja k € N, qualquer.

P(k) : “Se r[p*, entdo r|p.”

Usando a Hipotese de Inducdo queremos mostrar que P(k + 1) é valida, ou seja,

k+1

“Se r|p"™", entdo r|p.”

k+1

Observe que r|p*™! é o mesmo que r|p*.p.

Agora, pelo Lema 1.2, segue que r|p* ou r|p.
Por outro lado, temos por Hipétese de Indugdo que 7|p* implica que 7|p.

Portanto, r|p**!

implica r|p* ou r|p, isto &, 7|p. ]



2 Numeros Algébricos e Ntuimeros

Transcendentes

Neste capitulo apresentamos elementos essenciais para o tratamento dos proximos
capitulos.

Qualquer solucao de uma equacgao polinomial da forma
2" 4+ ap_ 12" 4+ ax + ag =0, (2.1)

onde os coeficientes ag, ..., a,_1 $80 nlimeros inteiros, é chamada um inteiro algébrico.

Exemplo 2.1. :

1) Qualquer niimero inteiro b é inteiro algébrico pois a equagao
r—b=0 (2.2)

tem b por solucao.

2) V3 e —/3 sdo inteiros algébricos, pois eles sdo as soluces da equacio
2 — 3 =0. (2.3)
3) Podemos verificar que \/m é um inteiro algébrico pois é uma solugao da equacao
vt — 42 +1=0. (2.4)

Para obtermos a equacio (2.4), basta escrever r = \/2+ /3 e mediante duas
quadraturas consecutivas livrar-se dos radicais. Apesar de usarmos no presente capi-
tulo inteiros algébricos que sejam nimeros reais, chamamos a atengao para o fato que
ha inteiros algébricos complexos.

4) i = /=1 e —i sao inteiros algébricos, pois sao as raizes de 2 + 1 = 0.

16
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5) Todo ntimero da forma v/2n, com n € N, é um inteiro algébrico.
De fato,

r=V2n=2"=(V2n)?=2*=2n=2"-2n=0,

e esta dltima é uma equagao do tipo (2.1), paran =1, ag = —2n.

6) Para cada a € Z*, o nimero complexo iy/a é um inteiro algébrico, pois é solugao da

equacao 22 +a = 0.

Observacao 2.1. Dos exemplos acima, podemos observar que todos os niimeros In-
teiros sao Inteiros Algébricos. Também, vimos que, existem Inteiros Algébricos Irra-

cionais e Complexos.

Nesse momento, vale a pena ressaltar que /3 é um nimero irracional, como de-

monstraremos a seguir. Para isso, antes precisamos do seguinte resultado.

Lema 2.1. . Se p? € maltiplo de 3, entio p é multiplo de 3.

Demonstracao. Vamos provar, usando a contrapositiva, que se p nao é multiplo de 3,
entdo p? nao é miltiplo de 3 .

Note que p nao multiplo de 3, pelo Teorema 1.5, significa que p = 3¢ + r, onde
g€ Zel<r<a.

Dai,
p? = (3q+r)? =
p? = 9¢° + 6qr + r? =
p* = 33 +2qr)+r* =

onde ¢ = (3¢*> + 2qr) € Z.

Estudemos o resto r, 0 <r < 3:
i)r=1

p* =3¢ + 1.

Logo, neste caso, p? nao é maltiplo de 3.
(i) r=2

pP=3¢+4=p"=3¢+3+1=p"=3¢"+1

onde ¢" = (¢ + 3) € Z.
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Também, neste caso, p? nao é miltiplo de 3.

Portanto, por (i) e (ii), segue que p? nao é miultiplo de 3. O

Observacao 2.2. De modo geral, usando o Algoritmo da Divis@o como acima, é

possivel mostrar que, se p? é multiplo de c, entdo p também o é.
Lema 2.2. \/§ € um numero irracional.

Demonstracdo. Suponhamos por absurdo que z = 4/3 & um ntmero racional. Logo,
existem p,q € Z, com g > 1 e (p,q) = 1, tal que = = P
q

Assim:

V9 = @ - (2.5)

P
3 = ? =
3¢ = p’

De (2.5), segue que p* é multiplo de 3. Logo, p é multiplo de 3. Consequentemente,
p pode ser escrito da forma p = 3a, para algum a € Z.
Substituindo p = 3a em (2.5), temos,

32 = 94> =
3¢ 9a?

3 3

¢ = 3d

Logo, ¢ é multiplo de 3, e assim, ¢ é multiplo de 3.
Portanto, p e ¢ sao multiplos de 3, o que é absurdo, ja que por hipotese p e ¢ sao

primos entre si. [

O Teorema a seguir caracteriza os Inteiros Algébricos Reais.

Teorema 2.1. Todo nimero inteiro algébrico real é um nimero inteiro ou irracional.

Demonstrac¢ao. Para provar que um inteiro algébrico nao pode ser um niimero racional
nao inteiro, usaremos o tipo de demonstracao indireta, a saber, reducao ao absurdo.

Suponha por absurdo, que o nimero racional x = b (p,g € Z),eq>1e (pq) =1]
q

satisfaca a equagdo do tipo (2.1), ou seja:

2" 4 ap 12"+ a4 ag = 0.



19

Entao,
n n—1
(g) + an1 (g) ot (—) ta =0 =
];_n+an1]q9n1+ tar +ao -0 =
pn pnil p
q q n—1 D
= gt e e — o) -
pho= (aeap" g = —apg" T —agg") =
pro= q(=an " — . —apg" T = apg" ).
Considerando,
J=(—n-1p" = = apg" ™ — aog" ),

temos que j € Z (pois vale a lei do fechamento, da adi¢do e multiplicacdo em Z) e que
p" = qj, ou seja, q|p"
Agora, seja r um fator primo de ¢, r # 1 (observe que se ¢ for primo podemos
considerar r = ¢); entao r divide p" e pelo Corolario 1.1 isso implica que r|p.
Portanto obtemos que, r|q e 7|p, o que contradiz o fato de (p,q) = 1, (o absurdo

ocorre quando admitimos P como solu¢do da equagao do tipo (2.1)). O
q
Definigao 2.1. (a) Qualquer solugcao de uma equagao polinomial da forma
an®" + ap_ 12"+t aw +ag =0, a; € Z, para todo i € {0,...,n}

é chamado um ndmero algébrico. Ou seja, um nimero « € algébrico quando é pos-

stvel encontrar uma equacao polinomial com coeficientes inteiros, da qual o seja raiz.

(b) Um nimero que nao € algébrico é denominado transcendente.

Exemplo 2.2. :
1) Qualquer niimero racional o« = 2—9, é algébrico porque « é a raiz da equacao gr—p = 0.
q

2) Qualquer inteiro algébrico é um numero algébrico.

No que segue, estamos interessados em mostrar a existéncia de nimeros transcen-

dentes. Para tal necessitamos de alguns conceitos.

Definicao 2.2. Um conjunto A é enumerdvel se seus elementos podem ser coloca-
dos em correspondéncia biunivoca com os numeros naturais. Mais precisamente, A €

enumerdvel se existir uma funcgao bijetiva, f: N — A.
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Exemplo 2.3. :

1) O conjunto dos nimeros pares positivos é enumeravel:

Seja P = {2n,n € N}, e considere a seguinte fungio

f+ N — P
n — 2n
(i) f é injetora, pois:
Suponha que f(x) = f(y). Queremos mostrar que = = y.

Como

fl@)=fly =2x=2y=a=y

Portanto f, é injetora.
(ii) f ¢é sobrejetora, isto ¢ f(N) = P. De fato:

- f(N) C P pela defini¢do de imagem.

-P C f(N), pois seja b € P, qualquer, entdo b = 2n( para algum ng € N. Tomando
T = ng, temos que f(z) = f(ng) = 2ng = b, ou seja, b € f(N), logo b = f(x).

Portanto f é sobrejetora.

Logo por (i) e (ii), f & bijetora.

2) O conjunto dos niimeros impares positivos ¢ enumeravel. Basta considerar a funcdo

f: N—1
n—2n—1

onde I = {2n—1,n € N.}
A demontragao pode ser feita de modo anélogo ao exemplo (1).

3) O conjunto Z ¢ enumeravel. Observe a correspondéncia abaixo

r 1T 1T 1111
7, 5 3 1

Esta correspondéncia pode ser descrita pela funcao definida por partes
f: Z — N
onde

2n, sen >0
f(n) =
—2n+1, sen<0
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(i) f é injetora, isto &, © # y = f(x) # f(y), pois:
-sex,y >0, f(z)=2z+#2y=f(y)
-sex,y<0, flx)=-20+1#-2y+1= f(y)
-sex>0ey <0, temos que f(x) =2z ef(y) = —2y+1
dai, f(z) =21 # 2y # =2y # 2y + 1 = f(y);
-se x < 0 ey >0, idem item anterior;
sex=0ey>0(ouy=0ex>0),entdo f(z)= f(0) =1e f(y) =2y, dai
fly) =2y #1=f(0) = f(z)
-sex=0ey<0(ouy=0ex<0),entdo f(z)=f(0)=1e f(y) = —2y+1, dai
fly)=-2y+1#1=f(0) = f(z)
Portanto, pelos casos considerados acima, f é injetora.
(ii) f é sobrejetora, isto é, f(Z) = N. De fato,
- f(Z) C N pela defini¢do de imagem;
- N C f(Z), pois:
seja n € N. Se n é par, entao n = 2k, k € N. Logo, tomando z = k, temos que

n=2k=f(k) = f(z) € f(Z).
Se n ¢ impar, entao n = 2k + 1,k € N, logo tomando x = —k, temos que

n=2k+1=-=2(—k)+1=f(-k) = f(x) € f(Z).

Portanto por (i) e (ii), segue que f é sobrejetora.

Logo por (i) e (ii), f & bijetora.

Como f é bijetora, existe g=! : N — Z, assim basta tomarmos f = ¢!

4) O conjunto dos ntimeros racionais é enumeravel.

Mostremos primeiramente que o conjunto dos nimeros racionais positivos é enume-

ravel.
1 1 1 1 1
173 3 71 5 7
Ve /! Ve /!
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
/ Ve / e
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
Ve /! Ve /!
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
/ Ve / e
5 5 5 5 5
1 2 3 4 5
e
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Observe que todos os nimeros da forma 1—?, com p,q € N e ¢ # 0 aparecem no

quadro anterior. Se o percorrermos seguindo as flechas temos uma ordenacdo desse

conjunto, a funcao f

f: N — Qf
n — f(n)

¢ definida como f(n) = n-ésimo elemento que encontramos seguindo as flechas. Assim,
mostramos que o conjunto Q" = {z € Q,x > 0} é enumeravel.

A enumerabilidade de Q segue do item (i) do proximo Teorema, lembrando que
Q=Q"UQ U{0},onde @~ ={x € Q:z < 0}.

A seguir demonstramos algumas propriedades sobre conjuntos enumeraveis.

Teorema 2.2. (i) A unido de um conjunto finito e um conjunto enumerdvel é enu-
merdvel;

(ii) A uniao de dois conjuntos enumerdveis é enumerdvel;

(iit) A unido de um ndmero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel;

(iv) A uniao de um conjunto enumerdvel de conjuntos finitos é enumerdvel;

(v) A unigo de um conjunto enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Demonstracao. (i) Seja A = {ajy,as,...,a,} conjunto finito e B = {by,by,...} o0
conjunto enumeravel. O conjunto AU B é enumeravel.

De fato a correspondéncia biunivoca entre AU B e N sera assim:

ay, ..., Qp, bla b?v
I I 1 I
1 n n+l n+2

(ii) Sejam A = {ay, as,...} ¢ B = {by, bs, ...}, dois conjuntos enumeraveis, entdo AU B

¢ enumeravel, ja que possui a seguinte correspondéncia biunivoca,

ay, bla a2, 627 as

A

1 2 3 4 5

(iii) Sejam Ay, As, ..., A, conjuntos enumeraveis, queremos mostrar que A;UA;U...UA,,,
é enumeravel, V n € N.

Para isso usamos o Principio de Inducao Finita.

(a) k =1 é valida pois A; é enumeravel.

(b) k =2 ¢é valida pelo item (ii).

Hipo6tese de Inducao: Suponha que seja valida para k, ou seja, se Ay, A, ..., Ay
sao enumeraveis entao A; U ... U A, é enumeravel.

Provemos entao que a propriedade é valida para k + 1.



23

Ou seja, se Ay, ..., Ay, Axs1 sa0 enumerdveis, entao

AT UA U UAL U Ay

é enumeravel.

Note que
AT UA U UAU A = (AU UAY) U A
Considere A = (A; U ... U Ag), entdo
Al U AQ U...u Ak U Ak+1 == AUAk-Jrl.

Agora A é enumeravel por Hipotese de Inducao e AU Ag,; é enumeravel por (ii).

Portanto A; U...U Ap U Agyq é enumeravel. Logo pelo Principio de Inducao Finita,
(iii) é valida.

(iv) Seja {Ay, As, ..., Ay, ...} um conjunto enumeravel onde cada A; é um conjunto fi-
nito, para qualquer i € {1,...,n,...}.

Queremos mostrar que A; U A U ... U A, U... é enumeravel.

Suponha que A; = {Gll, a2, ..., @111}; Ay = {61217 agg, .-, a212}7 Ay = {anb Ap2,y - -y anln}
Entao,

A1 @) A2 U..u An U...= {an,alg, ey Q1775 A21,5,A22, -y A1y, A1y Ap2,y ooy Ay, }

Defina a seguinte correspondéncia entre A; U A, U...U A, U... CN.

a1, ..., Q1 21, ceey 214, ceey Qn1, ) Qnpl,,
7 I I I I I
| VR SO MOV IS MOTIY SR MOVISTE NESES FD NERIY R

Logo, AU AU ...UA, U ... é enumeravel.

(v) Seja {Ay, Ay, ..., Ay, ...} um conjunto enumeravel onde cada A; é um conjunto
enumeravel para qualquer i € {1,..,n,...}.

Suponha que

A = {au, 12, 13, }

Ay = {a217 22, A23, }

An = {anh Ap2, Ap3, }
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Disponha os elementos de A;, Ao, ..., A,, como a tabela

aii, Qi2, i3,

a1, Q22, 23,

anl, QAp2, ap3,

Formando flechas como feito em Q% definimos f dada por f(n) = n-ésimo elemento
que encontramos seguindo as flechas. Dessa forma definimos uma correspondéncia
biunivoca entre A; U A U...UA, U... e consequentemente provamos que é um conjunto

enumeravel. 0

Observagao 2.3. Se A é enumeravel e B C A é um conjunto infinito, entao B também
é enumeravel, pois como A é enumeravel existe uma correspondéncia biunivoca, f, entre

N e A, entdo basta considerar a restrigdo f|g: B — N.
Teorema 2.3. O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Demonstra¢ao. Demonstramos que o conjunto dos numeros reais x € [0,1), nao é
enumeravel, em virtude da observagao acima segue que R também nao é enumeravel.
Fagamos isso, primeiro note que os nimeros z € [0,1) tem uma representagao decimal
da forma

0, ay ag as... (26)

onde a; ¢ um dos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9. Alguns nimeros tem duas re-
presentagoes da forma (2.6), por exemplo, % é igual 0, 50... ou 0,499...

Para tais niimeros, escolhemos a representacao decimal que termina. Em outras
palavras, eliminamos as decimais (2.6) que a partir de uma certa ordem todos os
elementos sdo 9. Suponhamos que as decimais tipo (2.6), ou que os niimeros reais no

intervalo [0, 1), formam um conjunto enumeravel.

0 an a2 a3
0 ax azxp as

2.7
0 as1 aze ass (2.7)

Agora forme o decimal 0, b;bsbs... do seguinte modo: todos os b;’s sao diferentes de 0
ou 9 e by # ain, by # ase. E claro que 0,b1bobs ... # 0, niGnatns . . ., para todo n, pois
by # Gpn- Logo 0,b1bebs ... ndo esta na tabela (2.7) o que é um absurdo, jA que é um

numero real entre 0 e 1. O
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Com os resultados anteriores provamos a existéncia de nimeros transcedentes no

seguinte teorema.

Teorema 2.4. Existemn numeros transcendentes.

Demonstracao. Dado um polinémio com coeficientes inteiros,
P(z) = apa" + ...+ a1z + ag (2.8)
Definimos sua altura como sendo o niimero natural
|P| = |an| + ... + |a1| + |aog| +n (2.9)

O Teorema Fundamental da Algebra nos diz que P(z) = 0, tem exatamente n raizes
complexas. Todas, algumas ou nenhuma delas podem ser reais. Agora o nimero de
polinémios do tipo (2.8) com uma dada altura é apenas um nimero finito (observe que
é para essa afirmagao que incluimos a parcela n na defini¢cao da altura em (2.9)).

Logo, as raizes de todos os polinomios de uma dada altura formam um conjunto
finito, consequentemente o conjunto de todas as raizes de todos os polinémios de todas
as alturas formam um conjunto enumeravel de conjuntos finitos. (Por exemplo, se
P(z) = 32* —2® + x — 5, entdo |P| = 3|+ | — 1|+ |0] + |1| + | — 5| + 4 e pelo
Teorema Fundamental da Algebra P(r) possui quatro raizes complexas). Portanto,
podemos concluir que o conjunto dos nimeros algébricos reais é enumeravel. Agora, o
conjunto dos niimeros reais pode ser considerado como a uniao do conjunto dos niimeros
algébricos reais com o conjunto dos nimeros nao-algébricos reais, ou seja, o conjunto dos
numeros reais pode ser considerado como a uniao do conjunto dos ntmeros algébricos
reais com o conjunto dos ntmeros transcendentes reais. Assim, como o conjunto R
nao é enumeravel, o conjunto dos transcendentes reais deve ser nao enumeravel, ja que,
caso contrario, pelo item (ii) do Teorema 2.2, R seria enumerével. Consequentemente,

existe um conjunto infinito nao enumeravel de niimeros reais transcendentes. O

Exemplo 2.4. O nimero

B=> 107" =0,110001000- - -

j=1
é transcendental. (Este era um dos nimeros usados por Liouville em 1851 na primeira

prova da existéncia de nameros transcendentais.)

Demonstra¢ao. Suponha que 3 é algébrico, para que ele satisfaca qualquer equacao

n

f(z) = cha:j =0

j=0
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com coeficientes inteiros. Para qualquer x satisfazendo 0 < x < 1, temos que, pela

desigualdade triangular

|[f'(2)] =

D dead T < il = C,
j=1

onde a constante C, definida na equacao anterior, depende somente dos coeficientes de
f(x). Definimos B = 2521 1077 a fim de que

B—Br= Y 107" <2 10",

j=k+1

Pelo teorema do valor médio,

£(B) = f(B)l = 18 = Bl - 11 (0)]

para algum 6 entre § e ;. Conseguimos uma contradicao provando que o lado direito
¢ menor que o esquerdo, se k é escolhido suficientemente grande. O lado direito é
menor que 2C/10%+Y' " Desde que f(x) tenha somente n zeros, podemos tomar k

suficientemente grande de modo que f(5x) # 0. Usando f(8) = 0 vemos que

n

> e

J=0

1

£ (B) = F(Br)| = 1f(Be)| = Ton

>

pois ¢; 5i é um ntimero racional com denominador 10™*. Finalmente observamos que
1/10™ > 2C/10*+D" se k é suficientemente grande. O



3 O numero 7 é irracional

O objetivo dessa secao é demonstrar que o niimero 7 ¢é irracional, para isso consi-

deremos a funcao,

fla) = 202N (3.1)

onde n é um numero inteiro positivo.

Lema 3.1. D*f(0) é um mimero inteiro para qualquer k = 0,1,2..., onde D* repre-

senta a k—ésima derivada de f e D°f = f.

Demonstracao. Vamos utilizar a chamada férmula de Leibnitz para as derivadas de um

produto de duas fungoes g e h,

DF(gh) = Xk: ( ) DigD%=9)p, (3.2)

Jj=

Note que a funcao (3.1) pode ser escrita como o produto das fungoes g(z) = —x
n
e h(z) =(1—a)™
Logo aplicando (3.2), temos:

N

DFf == Z( )DJ npE=I (1 — z)". (3.3)

7=0

Agora observe que:
0, sej <n
Dia™,—g =% nl, sej=n (3.4)
0, sej>n

Substituindo (3.4) em (3.3) segue que

D¥f(0) =0 se k < n.

27
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e que

D*f(0) = %(k’) D) (1 — )],y — (z) Dl=m) (1 — )" — (k> (3.5)

n.\n n

se k> n.
Como os coeficientes binomiais sao inteiros segue que expressao no segundo membro
de (3.5) ¢ um inteiro. Portanto, como D*f(0) = 0 para k < n e D*f(0) = (¥), para

k > n, segue que D¥f(0) tem ntimero inteiro para qualquer k = 0,1,2, .... O
Lema 3.2. D*f(1) € um nimero inteiro para qualquer k =0,1,2, ....

Demonstragcao. Segue diretamente do lema anterior e da observacao de que:

f—z) = f(x)
pois,

f(1l— ) = (1—a2)"(1—(1—2x))" _ (1 —z)"a” _ (1 —x)" _ f(a)

n! n! n!

De fato, como D*f(1 — z) = D* f(x), temos para z = 0, que
D*f(1) = D*f(0).
Como D* f(0) é um ntimero inteiro segue que D* f(1) também o é. O

Teorema 3.1. 7 € um numero irracional.

2

Demonstracao. Suponha que 7° = ]2, onde P é uma fracao irredutivel. Com essa
q

q
suposicao queremos encontrar um absurdo, mostrando assim que 72 nao é racional e

consequentemente, ™ nao é racional, pois o quadrado de um nimero racional necessa-
riamente é racional.

Para isso, defina a funcao:

F(z) = ¢"{m*"f(z) — W(Q”’Q)DQf(:c) + o+ (=)D f ()},

(1 —z)"
n! '
Como consequéncia dos lemas 3.1 e 3.2, e da hipotese 72 = B, temos que F(0) e
q

onde f(x) =

F(1) sdo nimeros inteiros pois:

FO) = ¢ ((2) 100 - (&) D) ot (1D O =
(n—1)
- B D)+ et (210" DO =

= gp" VD2 f(0) 4 ... + (=1)"¢"D*" £(0)
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F(1) = —gp" D D*f(1) + . + (~1)"q"D*" f(1).

Agora observe que,

{F'(z)senmx — wF(x)cosma} =
F'(z)sen7x + n°F(x) sen w.

Pois,

{F'(z)senmx — wF(x)cosx} =
F"(z)senmx + F'(x) cosmem — w[F'(x) cosmx — F(x) sen mam]
F"(z)senw + F'(x) cosmom — mF'(x) cosmr + F(z) senam? =

x)
F"(z)senmx + w2 F () sen 7.

Dai

{F'(z)senmz — nF(x)cosma} = (3.6)

p"m f(x) sen .

Agora, aplicamos o teorema fundamental do calculo integral |"Se g : [0,1] — R é
uma funcdo continua em [0, 1] e derivavel em (0, 1), entao f01 g (z)dx = g(1) — g(0)"].
Obtemos para funcao g(z) = F'(z) sen mx —wF'(z) cos mz. Em virtude de (3.6) obtemos
que

pr? /l f(z)senmadr = wF(1) + 7F(0),
0
ou seja, )
Wp"/ (@) senmdz = F(1) + F(0). (3.7)
0

Note que como F(1) e F'(0) sdo niimeros inteiros e o conjunto dos niimeros inteiros
é fechado quanto a adicdo, o lado direito de (3.7) é inteiro. Portanto se mostrarmos que
para n € N conveniente, o lado esquerdo de (3.7) é um nimero positivo estritamente
menor que 1, temos o absurdo procurado. Ja que assim temos 0 < F/(1) + F(0) < 1.

Fagamos isso, veja que para 0 < z < 1, temos (lembre-se f(x) é dado em (3.1))

0< fz) <
Usando a desigualdade (3.8) em (3.7):

%. (3.8)

n!

1 1
1
0< an/ f(z)senmxdr < an/ — senwxdx.
0 0



Mas,

1 1
1 mp"
" —senmrdr = —— sen mxdx.
o n! n! Jo

Com a mudanca de variavel,

g(x)=m
Temos que
1 ™
e sen udu =
! Jo
—![— cosul|g
p" p" 2p"
W[—(cosw) — (—cos0)] = H[—(—l) +1] = o
Portanto
1
2 ‘0
0< an/ f(z)senmadr < ]? :
0 n!

7 Y

Como lim,,_o = 0, temos que lim,,_, = 0, logo podemos encontrar um

n! n!

V13
n € N suficientemente grande, tal que i' < 1.
n

Ou seja, m é um numero irracional. ]

No proximo capitulo tratamos da transcendéncia deste numero.



4 (O numero 7 é transcendente.

Para mostrar a transcendéncia de 7 precisamos de determinados resultados sobre
Analise Complexa.

O primeiro trata-se do Teorema da Desigualdade do Valor Médio, para isso explo-
ramos o Teorema do Valor Médio para numeros reais, a saber, seja f : [a,b] - R
uma fungao real continua definida em um intervalo fechado [a,b], a,b € R. Suponha
que a derivada f'(z) existe para todo x no intervalo aberto (a,b). Entao existe A com
0 < A< 1 tal que

f() = fla) = (b—a)f'(a+ A(b—a)).
Para obter um teorema de valor médio para funcoes complexas, utilizaremos algo
sobre fungoes de duas variaveis. Representamos por C o conjunto dos nimeros com-
plexos, isto ¢, nimeros da forma z = x + iy, onde x,y € R. Uma funcao f : C — C

tem derivada no ponto z se o limite abaixo existe

o) -t LE T2 = 1()

20—0 20

(4.1)

onde zg € C, e f'(z) é chamada a derivada de f no ponto z. Se uma funcdo f tiver
derivadas em todos os pontos de C, entao dizemos que ela ¢ analitica em C. Sejam

u(x,y) e v(z,y) as partes real e imaginaria de f(z), isto é,
f(z) =u(z,y) +iv(x,y), em que z = = + iy. (4.2)

Suponhamos que f(z) seja analitica em C e calculemos a derivada (4.1) usando

valores reais para zg, zo = h

f'(z) = lim we +hy) —ulz,y) + 7 lim

v(x+h,y) —v(z,y)
h—0 h h—0 h

ou seja
f'(2) = ua(@,y) + vy (2, ). (4.3)
(u, representa a derivada de u(z,y) com relagao a primeira variavel, e u, com relagao

a segunda).

31
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A seguir calculemos a derivada (4.1) usando valores imaginarios puros para 2z,

zo = 1ik:
/ BT U($,y+k)—U($,y) B F v(m,y—l—k:)—v(x,y)
fz) = lim ik it ik
ou seja
f'(2) = —iuy(z,y) + v,(2,9). (4.4)

Identificando (4.3) e (4.4)obtemos as equagoes de Cauchy — Riemann

uﬂﬂ(x>y) = Uy(x>y)7uy($7y) = —Uw(SC,y),

para qualquer z = x + iy em C.
Resumindo-se: se f for analitica em C, entao as equacoes de Cauchy-Riemann
valem em qualquer ponto de C. Se f : C — C for uma fun¢ao analitica em C e se z; e

z1 forem nimeros complexos, nao é verdade, em geral, que exista A, 0 < A < 1, tal que

f(22) = f(21) = (22 — 21) f'(21 + A(2z2 — 21)). (4.5)

Como podemos ver através de um contra-exemplo. Seja P(z) = (22 — 22+ 2)(2* +
2z + 2) cujas raizes sa0 2y = 1+, 20 = 1 — 4, 23 = —1 4+ 4, z4 = —1 — 4; aplicando
(4.5) aos pares de pontos (21, 22), (22, 23), (23, 24), (24, 21), concluimos que P’(z) teria 4
raizes distintas. Isso, porém, contraria o teorema fundamental da &lgebra que diz que
um polinémio de grau 3 tem exatamente 3 raizes complexas. Portanto, temos de abrir

mao da igualdade no teorema do valor médio, e assim teremos:

Teorema 4.1. Seja f: C — C uma funcao analitica e sejam z1, 25 € C. Entao

[ f(z2) = f(21)] < 2|22 — zafsup{[f'(z1 + A(z2 — 21))[ : 0 < A < 1} (4.6)
onde |z| representa o mddulo do complexo z = x + iy, isto é, |z| = ++/x% + y2.

Demonstracao. Primeiramente, demostraremos que

| f(20) — f(O)] < 2|z|sup{|f'(Az)] : 0 <A < 1} (4.7)

Isso feito, (4.6) segue-se facilmente pela aplicagao de (4.7) a fungao g(z) = f(z+21)
e ao ponto zg = z3 — 2. Sejam u e v as partes real e imaginaria de f(z). Dado

29 = Xg + 1Yo, defina as fungoes ¢ : R — R e ¢ : R — R pelas expressoes
¢(>\> = ”LL()\[L'D, >‘y0>7

(X)) = v(Axo, Ayo).

Aplicando o teorema do valor médio as funcoes reais ¢ e 1 obtemos
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¢(1) = ¢(0) = ¢'(\1), 0 < Ay <1, (4.8)

(1) —(0) =" (N), 0 < Ay < 1. (4.9)

Para calcular as derivadas de ¢ e v, usamos o teorema de derivacao das funcoes
compostas e obtemos de (4.8) e (4.9)

u(xo, yo) — u(0,0) = uz(Mzo, Myo)zo + Uy(>\1950, AY0)Yo,

v(xo, yo) — v(0,0) = vy (Aao, Aayo)To + vy(A2o, A2Yo)Yo,

e dai

f(20)=f(0) = uy (Ao, Myo)xo+uy (Ao, AM1yo)yo+i{vs(Aazo, Aayo)To+vy (Ao, A2yo)yo }-
(4.10)

Agora usaremos a desigualdade
2| < |zl + lyl,

da qual segue que o moédulo de um nimero complexo z = x 4 1y é menor ou igual que
a soma dos valores absolutos de sua parte real e imaginaria, bem como a desigualdade

de Cauchy-Schwarz

|CL1b1 + a2b2| S \/G% + a%\/b% + b%,

onde aj, as, by, by sao nimeros reais quaisquer. Utilizando essas duas desigualdades
em (4.10) obtemos

| f(20) = f(0)] < \/U:%(Alxm Ayo) + ug(Mzo, Miyo)\/ 28 + y3 (4.11)

+\/U§()\29607 A2Yo) + v2(Aazo, )\2?/0)\/ g + Y3

Em virtude de (4.4) e (4.5) e das equagbes de Cauchy-Riemann, os radicais em

(4.11), envolvendo u e v sdo precisamente o modulo de [ calculado em certos pontos,

isto é,

| f(20) = F(O)] < [f'(Arz0)l20] + [ ' (A220) ] 20],

de onde segue (4.7) imediatamente. E, assim, o teorema 4.1 fica demonstrado. ]
Agora sim estamos preparados para demonstrar a transcendéncia de 7. Para tanto,
suponhamos por absurdo que 7 seja um nimero algébrico.

Logo, im onde 7 = y/—1 seria também algébrico como um produto de dois nimeros

algébricos. Entao i seria raiz de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros:

Py(x) = 0. (4.12)
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Representemos as raizes de (4.12) por ay = im, g, ...,a,. Como €™ = —1, segue
que

ﬁ 14 e%) = 0. (4.13)

Se desenvolvermos o produto 1ndlcad0 em (4.13), obteremos uma expressao da

forma: 1 + somatorio de exponenciais cujos expoentes sao:

aq, Qg ..., Oty (4.14)

a; + o, para todos i< j (4.15)

a; +a; + oy, paratodos @ <j <k (4.16)

o+ ...+ . (4.17)

Observemos que o nimero de termos em (4.14) é n, em (4.15) ¢ (3), em (4.16)

é (g), o, em (4.17) & (Z) = 1, em que (:1) sdo os coeficientes binomiais, isto é,
(”) :n—para()gmgn.

m m!(n —m)!

Agora, do fato de ay + ... + «, satisfazerem uma equacao polinomial de grau n com
coeficientes inteiros, segue-se (e isso serd demonstrado no Apéndice a esse capitulo)
que: (a) os nimeros em (4.15) satisfazem uma equag¢do polinomial de grau (3) com
coeficientes inteiros

Py(x) = 0; (4.18)

(b) os nimeros em (4.16) satisfazem uma equagao polinomial de grau (}) com coefici-

entes inteiros

e asslm sucessivamente.

Logo os nimeros em (4.14) ... (4.17) satisfazem a equagao polinomial
Pi(z)..P,(z) =0 (4.19)

com coeficientes inteiros e cujo grau é n + (g) + ...+ (Z) = 2" — 1. Como alguns
dos nimeros em (4.14) ... (4.17) podem se anular, podemos supor que m deles sejam
diferentes de zero e representemo-los por [, ..., . Logo, simplificando de (4.19) os
fatores da forma x4, para ¢ > 0, caso haja, (e havera se 2" — 1 > m), obtemos que

B, ..., Bm sao raizes de uma equagao na forma
R(z) = ca™ + ™ ' + .+ aix + ¢ = 0, (4.20)

com coeficientes inteiros.

A seguir, efetuamos o produto de (4.13) e obtemos

k+e 4 . 4 efrm =0. (4.21)
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Considere o polinomio

P(z) = 'a:p_l(R(:v))p, (4.22)

onde s =mp — 1 e p & um niimero primo a ser escolhido posteriormente. O grau de P

ér=s-+p. Seja agora
F(z) = P(x) + P'(z) + ... + PP (x). (4.23)

Segue que
%(e_IF(x)) = —e “P(x). (4.24)

Aplicando o Teorema 4.1 a fun¢ao f(z) = e *F(z), temos
e PE(B) - FO) <208, sup{le ™ POB) - 0 A1), (4.25)
para j = 1,...,m. Fazendo
g; = 2|8;] sup{|eMVEP(AG;)| 1 0 < X< 1}, (4.26)
obtemos de (4.25) que
F(8)) - S F(0)] <. (427)

Usando (4.21) e a expressao (4.27) para j = 1,...,m obtemos

m m

KF0)+ ) F(B) < > e (4.28)

j=1 j=1

Mostraremos, agora, que o lado esquerdo de (4.28) é um inteiro nao nulo, e que o
lado direito, para p conveniente, € menor que 1.
Devemos, entao, calcular as varias derivadas de P(x) nos pontos 0, 51, ..., Bm. O

polinémio P(z) definido em (4.22) é da forma

S

P =

{chaP™! + ba? + ..}

Logo,
PY(0)=0, para i<p—1, e PPV(0)=cd. (4.29)

Por outro lado, segue-se diretamente de (4.22) que
POB) =0, i<p, j=1,...m, (4.30)

uma vez que nas derivadas P (z), para 1i,p, a expressio R(z) é fator comum, e

R(B;) = 0.

Para as derivadas de ordem i > p, e de (4.22), concluimos que os coeficientes de

PO(x), i >p, (4.31)
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sao inteiros divisiveis por pc®.
Logo, de (4.29) e (4.31) obtemos

F(0) = ¢’ch + pc’ko, (4.32)

onde kg é um inteiro, cujo valor nao importa para os nossos propositos. Para os demais

F(B;) observamos que

m m

Y EB)= > PUB) =) > PUB). (4.33)

J=1 Jj=11izp i2p j=1

Agora, na expressao
m

Z P (B;) (4.34)

j=1
para cada i fixado, com p < i < s+ p. Por (4.31) o polinémio P® tem coeficientes
inteiros divisiveis por pc®. Além disso, como P tem grau s + p, segue-se que P tem

grau s +p —1i < s, pois p < i. Logo, a expressao (4.34) pode ser escrita como

> POB;) = ptQ(Br, -ves Bm) (4.35)
j=1

onde Q(Sy, ..., Bm) € um polindmio nos f.s de grau menor ou igual a s, com coeficientes
inteiros. Veja ainda que Q(f1, ..., ) € um polinémio simétrico nos f.s com coeficien-
tes inteiros. Logo, pelo Teorema "A"do Apéndice, existe um polinémio G(o1, ..., 0y,)
de grau menor ou igual a s com coeficientes inteiros e onde o, ..., 7, sao os polindémios

simétricos elementares em [, ..., 5,,, tal que

Q(ﬁl,...7ﬁm) :G(O'17...,O'm). (436)

Por outro lado, temos

01 =C Cm_1, O2=C "Cm_a,.... Om =C ‘Cp. (4.37)
Logo, de (4.35), (4.36) e (4.37) segue que a expressao (4.34)é um inteiro divisivel
por p. Voltando a (4.33) concluimos que

m

Y F(B) = pky, (4.38)

J=1

onde K é um inteiro cujo valor é irrelevante para nossos propositos. A seguir, usando

(4.32) e (4.38) obtemos que o lado esquerdo de (4.28) & um inteiro da forma

|kc’cy + pK]|, (4.39)
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onde K = c®ky+ K1l. Agora escolhemos um nimero primo p de modo que ele seja maior

que k, ¢ e ¢y. Portanto, o inteiro (4.39) ndo é divisivel por p, e, consequentemente, é
um inteiro nao nulo.

Para concluir a demonstracao, necessitamos fazer a estimativa do termo do lado
direito de (4.28). Seja

M = max(|p1], -, | Bml])-

Logo,
ey <2 L (AP ROS)P s 0 <A< 1), (4.40)

onde usamos que 0 < \ < 1. Seja a seguir
N = maz{|R(2)| : |z| < m},
a qual usada em (4.40) fornece

Ej S 2M6M(p|i—‘1)!Mp_le.

Como o fatorial domina qualquer exponencial, isto é,

para qualquer A > 0, segue que, para p suficientemente grande, podemos fazer €; <

1
—. L
m+1 o8

m
D e < <t (4.41)

A expressao (4.41) juntamente com o fato que o lado esquerdo de (4.28) ¢ inteiro
nao nulo resulta em um absurdo. Logo, 7 é transcendente.

Com este tltimo resultado cumprimos o objetivo deste trabalho.



5 Numeros Irracionais: Uma

Abordagem no Ensino Médio.

Os PCN alertam para a importancia e a dificuldade do tratamento dos nimeros,
na escola. Nao é desejavel que os alunos saiam da escola bésica sem terem construido
os conceitos de nimeros e conjuntos numéricos, estando restritos ao nivel utilitario,
realizando célculos segundo regras memorizadas, sem qualquer compreensao a respeito
do que estao fazendo.

Ao trabalhar com os numeros, é preciso criar atividades que explorem diferentes
contextos, trabalhar com suas diferentes representacoes, explorar a ordenacgao e a com-

paracao e, especialmente, trabalhar com a reta numérica.
Atividades:

Em meio & infinidade do nosso sistema numérico, temos diversos nimeros com
suas peculiaridades: entre eles, os ntimeros irracionais. O surgimento do conjunto dos
niimeros irracionais ¢ proveniente de uma discussao acerca do calculo da diagonal de
um quadrado de lado 1.

Vamos determinar a medida da diagonal d do quadrado ABCD cujo lado mede 1.

Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos:

? = 12+1 =
2 = 1+1 =
& = 2

Qual o numero racional positivo cujo quadrado da 27
Inicialmente, vamos fazer:
P=1e2?=4

Logo, d estéa entre 1 e 2 (1 < d < 2).

38



Em seguida, vamos determinar a primeira casa decimal de d.
(1,3)* = 1,69 (1,4)* = 1,96 (1,5)? = 2,25

Logo, d esté entre 1,4 e 1,5, ou seja, 1,4 <d < 1,5.
Entao, 1,4 é o valor aproximado de d, por falta, com uma casa decimal.

Usando o mesmo procedimento, determinamos a segunda casa decimal de d.
(1,41)% = 1,9881 (1,42)* = 2,0164

Logo, d esta entre 1,41 e 1,42, ou seja, 1,41 < d < 1,42.

Aqui, 1,41 é o valor aproximado de d, por falta, com duas casas decimais.

Se repetirmos esse processo, vamos obter quantas casas decimais quisermos, mas
encontraremos sempre um valor aproximado para d, por falta, pois esse valor, elevado
ao quadrado, é sempre um nimero menor que 2.

Representamos o valor exato para a medida da diagonal do quadrado de lado 1 por

V2.

V2 = 1,4142135623730950488016887242097....

Esse valor tem uma infinidade de casas decimais que nao se repetem, portanto nao

¢ uma dizima periodica. Assim, v/2 nio é um nimero racional. E um namero irracional.

Um exemplo interessante da aplicacao do conceito de ntimeros racionais e nimeros

irracionais ¢ uma questao do vestibular da Unicamp de 1992.

Exemplo 5.1. Considere duas circunferéncias, uma delas tendo o raio com medida ra-
cional e a outra com medida irracional. Suponha que essas circunferéncias tem centros
fixos e estao se tocando de modo que a rotacao de uma delas produz uma rotagao na
outra, sem deslizamento. Mostre que os dois pontos (um de cada circunferéncia) que

coincidem no inicio da rotagao, nunca mais voltarao a se encontrar.

Resolucao.

Sejam as circunferéncias denotadas por C; e Cs e seus pontos de encontro A e B,
respectivamente. Sejam r e R os raios de C; e (5, respectivamente. Logo, r é racional
e R é irracional.

Se o ponto A andar um arco de comprimento x, o ponto B também ira andar essa
distancia, ja que nao ha deslizamento entre elas.

Suponhamos que ap6s n voltas completas de A e m voltas completas de B, os pontos

se encontram novamente. Nesse caso, teremos:

n2rr = m2nR,
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pois ambas deverao percorrer o mesmo arco. Logo,

nr = mR

n
R = (—) r
m
Como n, m sao inteiros, (%) é racional, assim como r. Isso é um absurdo, pois o

produto de dois racionais é também um racional, mas R é irracional.

Assim, nao existem n e m que cumprem as condicoes e, portanto, os dois pontos
nunca mais se encontram.

Outras aplicacoes importantes envolvendo tais nimeros podem ser encontradas na
literatura cientifica.
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6 Apéndice

Teorema A. Seja f(t1,...,t,) um polinébmio simétrico de grau d com coeficientes em
A. Entao, existe um polinémio ¢(si, ..., s,) de peso menor ou igual a d com coeficientes
em A, onde

j=1

So9 = Ztﬂf]
1<j

S3 = Z tzt]tk
1<j<k

Sp = tltg...tn

sao os polindmios simétricos elementares em tt,...t,, tal que

ftr,otn) = g(s1, ..., Sn).

Demonstracao. (Por indugdo em n): Para n = 1, o teorema é 6bvio, pois nesse caso
s1 = t1. Suponhamos, agora, que o teorema seja valido para polinémios em t,...,t, 1.

Representemos por sy, ..., 5,_1 0s polinomios simétricos elementares em ¢y, ..., t,_1:

5= >t (6.1.1)
En—l = tlu-tn—l (6172,)

os quais podem ser obtidos das fungoes correspondentes, fazendo ¢,, = 0.

Agora, para provar que o teorema vale para polinomios em t1, ..., t,,, procedemos por
indugao nos graus d desses polinomios. Para d = 0, o resultado é trivial, pois terifamos
apenas os polindmios constantes. Suponha que o resultado seja valido para polindémios

de grau menor que d, e provemos que ele se verifica para polindmios de grau d. Seja,
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f(t1,...,t,) um polindomio de grau d. Pela hipotese de indugao, existe um polindémio de

peso menor ou igual a d, ¢;(5y,...,5,-1), tal que

f(tl,...,tnfl,()) 291(317...,371,1). (62)

Assim g1 (81, ..., Sp—1) é um polindomio em t;...t,, , cujo grau é menor ou igual a d.

Vemos que ¢;(35y, ..., Sp,—1) € um polindbmio simétrico em t;...t,,. Logo,

fl(tla 7tn) = f(th ,tn) - 91<317 ceey Snfl) (63)

¢ um polindomio simétrico em t;...t,. Provemos agora que fi(t1...t,) ¢ da forma (6.4),
abaixo, com f5 de grau menor que d, para entao usarmos a hipotese de inducao. Agora,

se fizermos t, = 0 em (6.3), obtemos, em virtude de (6.2), que
fi(ty, .., th=1,0) = 0.

Consequentemente, t, ¢ um fator comum em fi(t1,...,t,). Agora, do fato que
fi(ts, ..., t,) & simétrico em ty,...,t,, segue-se que t;, para todo j = 1,...,n, é fator

comum de fi(ty,...,t,). Logo

fl(t17°";tn) = Snfg(tl,...,tn), (64)

e dai segue que o grau de fy é < d —n < d. Aplicando a hipétese de indugao, temos

que existe um polindmio gs(sy, ..., $,) de peso menor ou igual a d — n, tal que
fo(te, oo tn) = g2(S1, vy Sp)- (6.5)
Finalmente de (6.3), (6.4) e (6.5) obtemos
ft1, o tn) = 8092(81, ooy Sn) + G1(S1, vy Sn_1)s

o que mostra que f(tq,...,t,) é igual a um polindémio simétrico em sy, ..., s,: g(S1, ..., Sp) =
$n92(81, ey Sn) + 91(S1, .oy Sn_1). O peso de g(s1, ..., S,) € menor ou igual a d.

E a demonstracao do Teorema A estd concluida. O]

Exemplo 6.1. :

1) (n = 2). O polindmio f(ty,t) = t2 + t3 + 61ty & simétrico, e vemos que
t% + t% + 6t1t2 - (tl + t2)2 + 4t1t2

logo, o polinémio g(sy, so) nesse caso serd g(sy, s2) = s7 + 4ss.

2) (n = 3). O polindémio f(t,ts,t3) = t3 + t3 + t2 + t1tat3 € simétrico, e, nesse caso,

2
g(s1,82,83) = 87 — 289 + s3.



