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RESUMO

Este trabalho ird trazer uma proposta de uso da decomposi¢cdo de matrizes
para alunos do ensino médio, sem utilizar a linguagem formal e tedrica de algebra
linear. As decomposicdes consideradas mais acessiveis e basicas, sao:
decomposicado LU, diagonalizacdo de matrizes e decomposicdo simétrica e anti-
simétrica.

Algumas aplicacbes desses 0 tipos de decomposicdo serdo também
mostrados, visando uma melhor aprendizagem de assuntos do ensino superior.

Este trabalho ir4 focar preferencialmente a decomposicdo de matrizes para
efetuar célculos utéis no ensino médio, portanto alguns teoremas e propriedades
nao serdo demonstrados e sequer citados, pois iremos usar a hipétese que tais
tdpicos ja sdo ensinados comumente em um curso de matrizes basico, assim como
0 estudo de determinantes ndo fara parte do trabalho e como forma de base estara
presente em anexo, que possuird também alguns exercicios propostos sobre a

decomposicao de matrizes.

Palavras chaves: Matrizes, decomposicdo, diagonalizacao, tipos de matrizes,

sistemas lineares.



ABSTRACT

This work will bring a proposal for implementation of matrix decomposition for
high school students, without using the formal language of linear algebra. The
decompositions taught here will be considered more accessible and basic, they are:
LU decomposition, matrix diagonalization and symmetric and antisymmetric
decomposition.

Some applications of the decomposition will also be shown, aiming better
learning of subjects in higher education.

This work will focus mainly on the decomposition of matrices for calculations of
interest in high school, so some theorems and properties will not be demonstrated
and even cited, because we will use the hypothesis that such topics are already
taught in a course of basic arrays, as well as the study of determinants will not be a
part of the work, but will be present in annex, which will have also some proposed

exercises about matrices decomposition.

Key words: Arrays, decomposition, diagonalization, types of matrices, linear

systems.
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INTRODUCAO

Historicamente, o estudo de matrizes somente servia como pré-requisito para
o estudo de determinantes, e esse fato sé veio a mudar com os trabalhos de Joseph
Sylvester, foi o primeiro a dar um nome ao novo ramo da matematica, porém foi
Cayley, amigo de Sylvester, a prova e a demonstracéo das aplicacées das matrizes
em sua obra Memoir on the Theory of Matrizes em 1858.

Com cerca de 150 anos as Matrizes ganharam uma atencdo especial,
atualmente estudo como, computadores, engenharia civil, mecanica, elétrica,
oceanografia, meteorologia, entre outras que dependem diretamente do estudo da
mesma. Alguns historiadores indicam que antes de Cayley ja haviam pesquisas no
assunto, principalmente quando Lagrange fez o uso de Matrizes para calcular
maximos e minimos de funcdes reais de varias variaveis.

No ensino médio o estudo de matrizes é essencial para o desenvolvimento de
assuntos posteriores do ensino superior, um deles conhecido como algebra linear,
onde o aluno vera aplicacdes de matrizes bem mais contundentes.

Porém alguns topicos de matrizes que sdo muito necessarios para
desenvolver tais assuntos no ensino superior, sdo trabalhados de forma bastante
superficial, causando assim um problema de aprendizagem em grande escala, isso
se da as vezes a grande quantidade de conteudos que devem ser ministrados na
educacdo bésica, falta de subsidios na escola, investimentos em linhas de
pesquisas Janior e & caréncia peculiar de matematica. E importante citar que apesar
de todos esses fatores, varios profissionais tentam, da melhor forma, n&o apenas
ministrar o conteddo como também transmiti-lo de maneira eficaz e incentivando
novas producdes e descobertas.

Portanto esse trabalho trara uma estratégia metodoldgica, onde o aluno
aprendera alguns tépicos importantes de algebra linear, sem precisar da linguagem
formal utilizada na matéria, e sim utilizando apenas o conhecimento de matrizes.

Essa estratégia € uma forma de criar uma espécie de ponte do assunto de
matrizes com algebra linear, para que o aluno nao sinta tanta dificuldade quando for
do ensino basico para o0 ensino superior. Veremos neste alguns tipos de
decomposicdo de matrizes, tais como a decomposi¢do LU, que é muito util na
resolucdo de sistemas lineares quando poderemos escrever a matriz A dos

coeficientes como um produto L.U., assim: AX =B« LU.X =B, onde L é uma



matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular superior, e a partir de dois
produtos de matrizes encontraremos rapidamente a solugéo do sistema.

Veremos também a decomposicdo de uma matriz A como soma de uma
matriz simétrica com outra anti-simétrica, que € um método bem simples e servira
para incentivar o aprendizado e uso de outras decomposi¢des.

Serd mostrado também a diagonalizacdo de matrizes que consiste em
transformar uma matriz A na forma A=P.D.P™*, onde D é uma matriz diagonal e P
uma matriz inversivel, e dizemos que A é diagonalizavel. Esse processo € muito Util
para a realizacdo de poténcias de matrizes e para descobrir que figura possui uma
equacao da forma ax?2 + by? + cx + dy + exy + f = 0 sendo a, b, c, d, e, f constantes

reais.



CAPITULO 1
UMA ABORDAGEM INICIAL DO ESTUDO DE MATRIZES

Para realizar a proposta deste trabalho, primeiramente iremos definir uma

matriz, suas respectivas operacdes e algumas matrizes especiais.

1.1. Definigdo: Chama-se matriz de ordem mxn a um conjunto de m.n elementos
dispostos em uma tabela com m linhas e n colunas.
Se m = 1 a matriz é dita matriz-linha ou vetor-linha e se n = 1 ela sera dita
matriz-coluna ou vetor-coluna.
Os elementos de uma matriz podem ser nimeros reais ou complexos,

polindmios, fungdes, etc. Seguem abaixo alguns exemplos:

1
Ex;: | 2| Matriz coluna 3 x 1 Ex»:(2 4 —i 2+i) Matrizlinha1x 4
4
1 -2 1
Exs: |2 0 3| Matriz3x3
0 -1 2

Neste trabalho vamos nos concentrar em utilizar matrizes cujos elementos

sao ndmeros reais.

1.2. Representacdo de uma matriz A de ordem m x n

Em uma matriz qualquer A, cada elemento é representado por a;, onde i

ij !
indica a linha e j a coluna as quais o elemento se encontra. Por convencao as linhas
sdo numeradas de cima para e baixo (de 1 até m) e as colunas da esquerda para a

direita (de 1 até n), assim:

a, a, .. a,
a,, 8, .. a,
A=
a, a a

ml m2 mn

De modo mais resumido, temos A= (a;) .,



1.3. Matrizes Especiais

Classificaremos abaixo algumas matrizes especiais que utilizaremos muito no
decorrer do trabalho.

1.3.1. Matriz quadrada de ordem n: Uma matriz A recebe essa classificagéo
quando for da forma Anx, OU Seja, quando o numero de linhas for igual ao
namero de colunas:

a1 A 8y

8y 8y s
A= '

anl a‘n2 " ann

Chama-se de diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o

conjunto dos elementos que possuem os dois indices iguais, ou seja:

{aij|i = J}= {ail’a22’a331'"1ann}

1 -2 1
Exemplo: |2 0 3| matriz quadrada de ordem 3.
0 -1 2

Observacado: Quando a matriz ndo é quadrada, dizemos simplesmente que
ela é retangular.

1.3.2. Matriz Diagonal: E toda matriz quadrada em que os elementos que n&o

pertencem a diagonal principal sdo iguais a zero. Seguem alguns exemplos:

1 00 0 0 O 0 00 5 0
A=0 1 0 B=/0 -2 0 C=/0 0O D:(O :J
0 0 2 0 0 1 0 0O

Vale ressaltar que a matriz nula, aquela em que todos os elementos sao
zeros, € um tipo de matriz diagonal. No entanto, as matrizes diagonais de maior

interesse sdo aquelas em que a diagonal principal possui pelo menos um elemento
nao-nulo.



1.3.3. Matriz ldentidade: Uma matriz diagonal cujos os elementos da diagonal

principal séo todos iguais a 1. Representa-se Por |, .

I—lO I
270 1 3

1.3.4. Matrizes triangulares: sdo matrizes quadradas em que os elementos acima

Exemplos:

0
0.
1

Il
o O
o — O

(ou abaixo) da diagonal principal serem todos nulos. Em fungdo da posi¢cao
desses elementos, relativamente a diagonal principal, este tipo de matriz pode
ser classificado de duas maneiras: matriz triangular superior ou matriz

triangular inferior.

Observacao: as matrizes diagonais sdo matrizes triangulares simultaneamente
superior e inferior, uma vez que, tanto acima como abaixo da diagonal principal,
todos os elementos séo nulos, como segue exemplo abaixo:

1 00

10

D=|0
0 0 2

e Matriz triangular superior: Esta designacdo é dada as matrizes triangulares
que, abaixo da diagonal principal, apenas tém elementos nulos. Os restantes
elementos estdo posicionados acima dessa mesma diagonal, com a condi¢cao

de ndo serem todos nulos. Exemplo:

1 0 2
M={0 -2 1
0 0 1

e Matriz triangular inferior: Nas matrizes triangulares inferiores, contrariamente
as matrizes triangulares superiores, acima da diagonal principal todos os
elementos séo iguais a zero. Os restantes elementos estdo posicionados
abaixo dessa diagonal, podendo somente alguns deles serem nulos.Exempilo:

1 0 O
N=l-1 -2 0
2 4 1



1.4. Operagdes com matrizes

Na manipulacdo de matrizes € importante em algumas situacdes efetuarmos

certas operacdes. Por exemplo, consideremos as seguintes tabelas que

representam as producdes de uma fabrica de chocolates de tipos A, B, C nos

primeiros meses de 2011 e 2012:

PRODUCAO NO 1° TRIMESTRE DE 2011
Meses A B C
Janeiro 1500 1500 700

Fevereiro 2400 2000 900
Marco 1300 1400 950

PRODUQAO NO 1° TRIMESTRE DE 2012
Meses A B C
Janeiro 1100 1300 1000

Fevereiro 1000 1000 700
Marco 700 900 800

Para montar uma tabela que dé a producao por tipo de chocolate e por més

nos primeiros trimestres de 2011 e 2012, conjuntamente, teremos que somar em

cada linha e coluna os elementos correspondentes, isto é:

PRODUGCAO CONJUNTA 2011/2012
Meses A B C
Janeiro 2600 2800 1700
Fevereiro 3400 3000 1600
Marco 2000 2300 1750

Sendo a producédo do 1° trimestre de 2013 o

trimestre de 2011, montemos a tabela IV.

dobro da producdo do 1°



PRODUCAO NO 1° TRIMESTRE DE 2013

Meses A B C
Janeiro 3000 3000 1400
Fevereiro 4800 4000 1800
Marco 2600 2800 1900

Analisando as quatro tabelas acima, percebemos duas operagbes com
matrizes: Adicao (tabela Ill = tabela | + tabela 1) e multiplicacdo por um nimero

(tabela IV = 2 x tabela I). Estas operacfes serdo definidas formalmente a seguir:

1.4.1. Adicao e Subtragéo:
Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (@j)mxn € B = (bj)mxn Chama-se
matriz soma A + B a matriz C = (Cj)mxn tal que c; = a; + by Vie Vj. Temos o

raciocinio anélogo para a subtracao.

Exemplo:
2 12 1 4 4 10 6 7
Dados A=|5 7 2 0|eB=|-1 4 1 9]temosque:
1 -3 5 3 4 -2 5 3
6 22 7 11 -2 2 -5 -3
A+B=l4 11 3 9| eA-B=|6 3 1 -9
5 -5 10 6 -3 -1 0 O

1.4.2. Multiplicacdo de um nimero por uma matriz
Definicdo: Dado um numero a e uma matriz A = (aj)mx chama-se multipla

escalar de A a matriz B = (bj)mxn Onde bj = a.aj Vie Vj.

2 12 1 4
Exemplo: Dadosa=2e A=|5 7 2 0] temos que:
1 -3 5 3
2 12 1 4 4 24 2 8

2A=2/5 7 2 0|=|10 14 4 O
1 -3 5 3 2 -6 10 6



1.4.3. Multiplicagdo matricial

Vejamos o seguinte problema motivador para a operacao de multiplicacéo de
matrizes.

Um professor solicitou para um aluno resolver os exercicios de trés livros. O
de algebra ele deveria resolver 4 paginas por dia, o de calculo 5 paginas por dia e 0
de geometria 3 paginas por dia. Se cada péagina do livro de &lgebra possui 10
guestdes, enquanto que o de calculo possui 6 e o geometria 8, pergunta-se qual o

total de questdes resolvidas em um dia por esse aluno?

Solug&o: (4x10)+(5x6)+(3x8)=40+30+24 =94
E facil perceber que poderiamos ter encontrado este resultado multiplicando a

matriz linha 1 x 3 das paginas por dia pela coluna 3 x 1 das questodes, isto é:

10
(4 5 3).|6 |=(4x10)+(5x6)+(3x8)=40+30+24=94
8

Podemos estabelecer a definicdo do produto de matriz linha 1 x n por uma

matriz coluna n x 1 dessa forma:

1.4.3.1. Dadaumamatrizlinhalxn, A=(a, a, .. a,)eumamatrizcolunan
bll
b
x 1, B=| * |, define-se produto A.B & matriz,

bnl

C= (all'bll + alZ'bZl .t ay, 'bnl) = (Z Ay bklj .

k=1

1.4.3.2. Caso Geral: Dadas A = (aj)mxp € B = (bj))pxn define-se o produto A x B a
matriz C = (Cjj)mxn ONde 0 elemento c;; € obtido pela soma dos produtos dos
elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-

ésima coluna de B. Assim sendo podemos escrever que

p
Cj =ayby +a,b, +..+a b =>a, b, iel2..me jel2..n}
k=1

Observacgdes importantes



1) A condicdo para que A x B exista é que o numero de colunas de A seja
igual ao numero de linhas de B.

2) A multiplicacédo é sempre feita por linha da 12 matriz x coluna da 22 matriz.
1.5. Outras matrizes especiais.

1.5.1. Matriz Transposta

Definicdo: Dada uma matriz A = (a;j)mxn Chama-se de matriz transposta de A
(representa-se por A' ou A’) a matriz obtida de A, trocando-se as linhas pelas
colunas, ou seja, a; € substituido por a;.

Exemplo:

t

9 8 3 R =
R =
4 5 1 .
Se entao

Observe que se A é uma matriz quadrada os elementos da sua diagonal

w 0 ©
[l ) BN N

principal sdo invariantes perante a transposicdo matricial, e consequentemente a

matriz transposta de uma matriz diagonal é a propria matriz.

1.5.2. Matriz Simétrica
Definicdo: Uma matriz quadrada é dita simétrica se A'= A. Em uma matriz

simétrica, a; = a; Vie vj.

>

Il
g ow N
N
~N oo

Observacao: Toda matriz diagonal é simétrica.

1.6. Matrizes Inversiveis
Definicdo: Dada a matriz quadrada A de ordem n, define-se que a A € matriz
inversivel, ou ndo singular, se existir uma matriz B tal que AB = BA = |,. Se A ndo é

inversivel, dizemos que A é uma matriz singular.



1.6.1. Unicidade da matriz inversa

A inversa de uma matriz, quando existe, é Unica.

Seja A inversivel e B a matriz tal que AB = BA = |,. Suponhamos que exista
uma matriz C # B, tal que AC = CA = |,. Temos:

C=1,C=(BAIC=B(AC)=BI, =B, que é um absurdo, pois C # B por

hipotese.

A condicdo para que uma matriz admita inversa é que o seu determinante

seja diferente de zero.

1.7. Sub-matrizes de matrizes quadradas
Chama-se sub-matrizes de uma matriz quadrada A de ordem n e denota-se
por (Axkparak =1, 2, 3, ..., n) as outras matrizes quadradas presentes na matriz A ao

diminuir a sua ordem.

Exemplo:
1 -2 1
As sub-matrizes da matriz A={2 0 3| sao:
0o -1 2
1 -2 1



CAPITULO 2
SISTEMAS LINEARES E DECOMPOSICAO MATRICIAL

2.1. Apresentacdo de um Sistema Linear
Matematicamente, os Sistemas de Equacdes Lineares constituem-se num
conjunto de Equacoes lineares do tipo
Ay X, +a;,X, +...+a,X, =b, parai=1,23,..., m,
em que a; sdo os coeficientes, x; séo as variaveis e b; os termos constantes. Numa
notacdo mais compacta, temos a representacédo matricial dada por

xN 'Xn><1 = b

— Mmxl?
em que b = (b, by, bs, ..., bm)' € R™, X = (X1, X2, X3, .., Xm)' € R" € Amnxn € UMa matriz
de ordem m x n. Uma solucdo de um sistema linear é uma lista ordenada x = (X1, X2,
Xa, ..., Xm)' que satisfaz todas as equacdes do sistema.
Existe uma classificacdo pertinente a existéncia ou ndo de solucbes para

Sistemas Lineares, sao eles:

DETERMINADO(uma tnica solugéo)
INDETERMINADO(Infinitas solugdes )

IMPOSSIVEL (ndo admite solugéo)

POSSIVEL (admite solugéo){

Um tipo de sistema muito utilizado é chamado de sistema homogéneo ao qual

definiremos a seguir:

2.2. Sistema Homogéneo
Definicao: é todo sistema que possui todos os termos independentes iguais a
zero. Exemplo:
X, +2X, —=3X; =0
2X, — X, + X3, =0
X, +3X, +2X, =0
E facil perceber que todo sistema homogéneo possui a solu¢éo nula
x=(0,0,0, ..., 0)"
Veremos agora os métodos de resolucdes aplicados no ensino médio e em
seguida mostraremos um importante método em potencial de aplicacdo no ensino

médio.



2.3. Resolucéo de sistemas lineares 2x2 e 3x3.
2.3.1. Regra de Cramer:

X+y+2=6
Resolveremos o sistema <x+Yy—-z=0, representado-o em produto matricial,
X—-y=-1

vejamos:

X+y+2=6 1 1 1)(x 6
X+y-z=0<|1 1 -1|ly|=| 0 | AX=8B.
X-y=-1 1 -1 0)\z -1

1°) Passo: Calcule o determinante da matriz A.

1 1 1
detA=1 1 -1=-4
1 -1 0

2°) Passo: Substitua os elementos da primeira coluna da matriz A pelos da
coluna da matriz B, em suas respectivas posicdes, para essa hova matriz daremos o

nome de Ay, € em seguida calcule o determinante.

6 1 1
detA =[0 1 -1=-4
~1 -1 0

.y : det A
3°) Passo: Depois é possivel demonstrar que x = r tAT ,logox=-1
e

Analogamente podemos encontrar os valores de y e z, ou seja, para encontrar

o valor de y, substituimos os elementos da segunda coluna da matriz A pelos

elementos da coluna da matriz B, chamando essa nova matriz de Ay e em seguida
det A

y

efetuando y=
det A

, encontraremos nesse sistema y = 2 e posteriormente z = 3.

1
Essa nesse sistema a solucdo é dada pela matriz | 2 |.
3



2.3.2. Sistemas equivalentes — Escalonamento de um sistema.
Escalonar um sistema significa basicamente em transformar a matriz dos
coeficientes em uma matriz triangular. Vamos escalonar o sistema dado por
X+2y+z2=9
2X+y—-2=3
3X—-y-2z=-4
1°) Substituimos a 22 equacao pela soma da mesma com a 12 multiplicada por
— 2, ficando:
X+2y+2=9
-3y-3z=-15
3X-y-2z=-4

2°) Substiuimos a 32 equacao pela soma da mesma com a 12 multiplicada por

-3.
X+2y+2=9
-3y-3z=-15
—-7y—-52=-31

3°) Susbtituimos a 32 equacédo pela soma da mesma com a 22 multiplicada por
7
3

X+2y+z2=9
-3y—-3z=-15
21=4

O sistema estd na forma escalonada e resolvendo a 3% equacao
encontraremos z = 2, e consequentemente susbtituindo na 22 encontraremosy = 3 e

por fim na 12 ao susbtituir os valores teremos x = 1.

2.4. Elimicacao de Gauss e Teorema da Decomposi¢céo LU
Seja A uma matriz quadrada de ordem n cujas sub matrizes sdo nao-

singulares (det(A )=0)para k = 1, 2, 3, .., n. Nessas condicbes A pode ser

decomposta em exatamente um unico produto da forma A = L.U.



2 1 1
Por exemplo, se A=|2 2 -1|, podemos usar a Decomposi¢cédo LU, pois
4 -1 6

(det(A, )= 0)parak = 1, 2, 3. Veremos como realizar tal decomposig&o.

A eliminacdo de Gauss pode ser usada para decompor uma matriz dos
coeficientes [A], em duas matrizes [L] e [U], onde [U] € uma matriz triangular superior
(todos os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos), e [L] € uma matriz
triangular inferior. Seja [A] uma matriz quadrada, por exemplo, 3x3.

O 1° passo na eliminacdo de Gauss é multiplicar a 12 linha da matriz [A] pelo

a : s hal: -
fator f,, = —2-subtrair este resultado a 22 linha de [A], eliminando a,;, observe.
11

f, =§=1 multiplicando esse resultado na 12 linha e subtraindo a 22 pela 12

temos
2 2 -1
2 11

01 -2

. - : . a
O 2° passo é multiplicar a 12 linha da matriz pelo f,, =—'e proceder da
11

mesma forma como no passo anterior, s6 que agora entre a 3% e a 12 linha.

4

fy, = 5= 2, entdo multiplicando esse valor na 12 linha e subtraindo a 32 pela

12 temos:
4 -1 6
4 2 2
0 -3 4

Com a 12 linha da matriz A e os resultados obtidos nos dois primeiros passos,

podemos escrever a matriz ao qual chamamos de A’:



2 1 1
A=0 1 -2
0 -3 4

. . . . a . .
O ultimo passo € multiplicar a 22 linha de A’ por f,, = #e subtrair a 32 linha
a 22

de A’ por esse resultado obtido, vejamos:

f,, = _TS = -3, entdo:

0 -3 4
0 -3 6
0 0 -2
Substituindo a 32 linha de A’ pelo resultado anterior obteremos a matriz
2 1 1
u=l0 1 -2
0 0 -2

A matriz [L] € uma matriz triangular inferior, cujos os elementos da diagonal

principal sdo 1’s e os restantes elementos séo os fatores f,1, f31, f32:

1 0 O
L=|f,, 1 0], logonoexemplodado temos:
f3l f32 1
1 0 O
L=/1 1 0|, entdo podemos escrever e .
2 -3 1

2.5. Resolucédo de um sistema linear utilizando a decomposicao LU.

O método de resolucdo utilizando a decomposi¢cdo LU, é feita utilizando a

seguinte técnica:
Coloque o sistema na forma matricial como jaA mostrado em casos anteriores,

e em seguida decomponha a matriz dos coeficientes em LU, assim:
AX =B < LU.X =B < L(U.X)=B. Chamando a matriz U.X = Y teremos:

AX =B LUX =B LUX)=B< LY =B.
Posteriormente encontre a matriz Y resolvendo o produto matricial L.Y=B, e

em seguida a matriz X utilizando U.X =Y. Faremos um exemplo:



2X+y+2=3
Vamos resolver o sistema {2x+2y—-z=-2. Escrevendo na forma matricial
4X-y+6z=17

temos:

2 1 1)(x 3
AX=B<|2 2 -1|y|=|-2|. Decompondo Aem LU temos:
0
1

4 -1 6 )\z 17
2 1 1 1 02 1 1
A=2 2 -1|=|1 010 1 -2]|.(Exemplo anterior). Entdo:
4 -1 6 2 -3 1)l0 0 -2
2 1 1)(x 3 1 0 0)2 1 1})x 3

AX=B<|2 2 -1ly|=|-2|<|1 1 010 1 -2|y|=|-2].
4 -1 6 )\z 17 2 -3 1)\0 0 -2)\z 17

2 1 1 )\x X'
Escrevaoproduto [0 1 -2 vy |=]|Y"[(l) e substitua no sistema obtendo:
0 0 -2)\z z'

0\ x' 3
1 0}y |=|-2],resolvendo o produto matricial encontraremos:
-3 1)\ Z 17
X' 3
y'|=| -5, e por fim substitua o resultado em I:
Z' -4
1Y\ x X' 3
1 -2|y|=|Y|=|-5], consequentemente :
0 0 -2,z z' -4
X 1
y |=| —1|que é a solucéo do sistema proposto inicialmente.
z 2

De uma forma simplificada resolveremos outro exemplo.



2X-y+z=-1
Resolveremos o sistema <3x+3y+9z=0:

o 9

3x+3y+5z2=4
2 -1 1
Primeiramente iremos decompor a matriz | 3 3 9| utilizando os passos ja
3 3 5
ensinados.
f,,=—* ==, logo
11
339
3 .33
2 2
0 915
2 2
fSI—E:—,Iogo
11
335
3 .3 3
2 2
0o 27
2 2
2 -1 1
Com isso montemos a matriz A'=| 0 % 1% .
7
%

: a
Por fim temos f,, =—2 =1 e:
22



* % T 2 11

1 00
9/ 15
0 % % Entao Uu=0 9 15 |e L=|3 1 ole
0 0 -4 ¥ 11
0 0 -4 A
2 -1 1 1 0 02 -1 1
3 9/ 15
3 3 9 32 1 0ffo 95 157
3 3 5 0 0 -4
3 11
2X—-y+z=-1
Agora voltemos a resolver o sistema <3x+3y+9z =0 proposto inicialmente:
3x+3y+5z2=4
2 -1 1\(x) (-1 1 0 02 -1 1 \(x) (-1
AX=B<|3 3 9lly|=|0|=|3) 1 0}0 % 1524 y|=| 0
3 3 5/z 4 % 1 1\0 0 -4)\z 4
1 0 0}|(x -1 X -1
<:>%10.y':0<:>y:32
3 z' 4 z 4
3 11
2 -1 1 )\(x -1 X
Substituindo temos | 0 % 1% y / y|=| 2 |, logo a solucéo do
z 4 z -1

sistemaéx=1,y=2ez=-1.



CAPITULO 3
Alguns tipos especiais de Decomposicgéo.

Neste capitulo iremos mostrar outros dois tipos de decomposicdo que
também nos auxiliam muito para resolver alguns problemas, a decomposicdo de
uma matriz em soma de uma matriz simétrica e outra anti-simétrica e a

diagonalizacdo de matrizes.

3.1. Decomposicdo de uma matriz como soma de uma matriz simétrica

com outra anti-simétrica.

+A",
é

Antes de mostrarmos este tipo de decomposic¢do, iremos provar que

T

uma matriz simétrica e

€ uma matriz anti-simétrica para qualquer matriz A

guadrada de ordem n.

Demonstracéao:
Observe que %.(A+ A’ )T = %.[AT + (AT )T ]= %.(AT + A)= %.(A+ A )

Como %.(AJF A’ )= %.(A+ A )T dizemos que a matriz %.(AJF AT) é simétrica.

Ta-a) 2o —(ar) =LA —a)=-t(a-
Por outro lado 2.(A AT) = A (A7) _2.(AT A)= 2.(A AT).

Como %.(A— A’ ): —%.(A— AT )T dizemos que %.(A— AT) é anti-simétrica.

De posse dos fatos anteriores, observe que:

2A  A+A AT AT A+AT A-AT A+ A
_cn_ +0 0 - + ,  chamando
2 2 2 2 2 2

A

de As e

A-AT

de Az temos que A=A +A,. Veremos um exemplo pratico decompondo a

2 12 6
matriz quadradaA={4 2 10]|.
4 8 6



Com a matriz a podemos afirmar que a transposta de A € dada por

2 4 4 2 8 5

A'=|12 2 8|, e consequentemente afirmamos que A, =8 2 9e
6 10 6 59 6
0 4 1 2 12 6 2 85 0 4 1

A.,=|-4 0 1|.Logo A={4 2 10|=18 2 9(+/-4 0 1
-1 -1 0 4 8 6 59 6 -1 -1 0

3.2. Diagonalizacao de matrizes:

Dada uma matriz quadrada de ordem n, dizemos que A é diagonalizavel
quando existir uma matriz diagonal D tal que A=P.D.P*, onde P é uma matriz
inversivel. Veremos a seguir como diagonalizar a matriz, ou seja, encontrar a matriz

diagonal D e a inversivel P que satisfaca a situacdo dada acima.

3.2.1. Algoritmo da Diagonalizacéo:

1° Passo: Devemos resolver a seguinte equacgao det(A—/ll): 0, ou seja,
encontrar os valores de 1, sendo A a matriz quadrada dada e | a matriz identidade
de mesma ordem da matriz A.

2° Passo: De posse dos valores de A, encontraremos as matrizes colunas ou

vetores colunas que satisfazem tal equacado matricial:
(A-=Al)v=0
Obs: Perceba que para cada A teremos um vetor coluna diferente, assim:

AoV
A, &V,

A, Vv,
3° Passo: A matriz P é tal que cada coluna é formada pelos vetores colunas
encontrados anteriormente:
P=(v, v, .. V)
4° Passo: Os elementos da diagonal principal da matriz diagonal D séo os 4

encontrados anteriormente:



A 0 .. 0

0 4 0 ..
D=

0 .. 0

0 0 A

4 -1
Vamos dar um exemplo diagonalizando a matriz A= (2 1 J
1° Passo: Resolveremos det(A—Al)=0.

4—1 -1
2 1-1
= (@-1)1-21)+2=0
& A2-51+6=0
oSh=2  1,=3

2° Passo: Resolveremos a equagao matricial (A—/ll ).v =0 para cada valor de

A.
Para 4, =2:
2 -1\(x 0 X, X, 1 1
. = S2%-Y,=02x =y, = = =X;| |2V =
2 -1)\y, 0 A 2%, 2 2
Para 4, =3:

B o) A T A W A R RS

11
3° Passo: Com isso temos que P = s Pt= .
2 1 2 -1

2 0
4° Passo: De posse dos 4 temos que D = [0 3), entao:

T Ny i et

Obs: Se a matriz quadrada A de ordem n possuir n valores distintos de 4 na

resolucdo do 1° passo, ja podemos garantir que A é diagonalizavel.

3.2.2. Exemplo de aplicacao da diagonalizacao

Ha vérias vantagens em diagonalizar uma matriz. Vejamos uma a
sequir.



4
Exemplo;: Sendo A= (2 . j calcule A°.

Um processo possivel seria, é claro, multiplicar A por si mesmo 6 vezes, mas
€ Obvio que é um jeito muito doloroso. Vejamos outro mais inteligente, utilizando a

diagonalizagéo:
o 2 0 :
Sendo A=P.D.P~, onde D = 0 3/ pelo exemplo anterior, observemos que:
A2 =(P.DP*)(P.D.P*)=P.D(P PPt =P.D2P"

A= R A=(P.D2P)P.DP*)=P.D2(P*P)DP*=P.D3P* e  assim

sucessivamente. De um modo geral, A" =P.D".P. Ent&o:

ao_ppepi(L L)f2° 01 1)_(-2°+23 2°-3") (1394 -665
2 1flo /l2 1) (—27+23 27-3°) (1330 -601



CONSIDERACOES FINAIS

Ao escrever um curso preparatério de Matrizes, voltado para o ensino médio,
que apresenta topicos importantes introdutérios a Algebra Linear, diferente das
Matrizes que séo tradicionalmente apresentadas nos livros didaticos, além de buscar
atender ao estipulado pelo programa de que "Os Trabalhos de Conclusdo de Curso
devem versar sobre temas especificos pertinentes ao curriculo de Matematica do
Ensino Basico e que tenham impacto na pratica didatica em sala de aula”, tinha em
mente também, as dificuldades que nés e muitos de nossos colegas de profissdo
enfrentam em sala de aula ao terem que ensinar o contetido de Algebra Linear.

A forma de apresentacdo do texto j4 foi utilizada pelo autor de forma
independente e 0 bom resultado obtido levou a organizar estas notas no intuito de
compartilhar a experiéncia com esta abordagem. Longe de ser um material
definitivo, € um esforgo inicial que visa dar ao professor um material acessivel e que
contenha uma caracteristica diferenciada:

Espero com a producdo deste material ndo s6 fornecer uma sequéncia
didatica alternativa para o ensino de Matrizes, como também inspirar uma reflexao
acerca do ensino de Mateméatica na Educacao Basica brasileira. Um ensinar voltado
para o aprofundamento de certos conteudos, para esses alunos que depois do

ensino basico ingressardo no ensino superior.
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ANEXO 1
O ESTUDO DOS DETERMINANTES

A nogéao de determinantes surgiu com a resolugao de sistemas lineares, como
visto nesse trabalho na regra cramer, e isso ocorreu antes do conceito de matriz
propriamente dito. Embora nos dias de hoje, existam outras maneniras mais praticas
de resolver sistemas, 0s determinantes sdo utilizados muito, ainda, para por
exemplo, sintetizar certas expressées matematicas complcadas. Aqui nesse
apéndice daremos uma nocao basica, visto que para a realizacdo desse trabalho

nao precisamos de ferramentas muito sofisticadas desse assunto.

1) Definicdo: Temos o conjunto das matrizes quadradas de elementos
reais. Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos determinante da
matriz M, e indicamos por det M, o nUmero que podemos obter operando com 0s

elementos de M da seguinte forma:

1.1) Seja a Matriz A de ordem 1, entdo det M tem como valor o proprio
elemento a;;.
Exemplo: A= (4) entdodetA =4

1.2) Se M é de ordem 2, o produto sera dado pelo produto da diagonal

principal menos o produto da diagonal secundaria.

4
Exemplo: Se A= (2 1 J entdio DetA=41-2.(-1)=6

all alZ alS
1.3) Se Aédeordem 3, A=|a,, a,, a,;|,temos que det A = aji.az2.as3
a'31 a32 a33
+ a12.823.831 + A13.421.832 — A13.922.831 — A11.823.832 — A12.821.a33. Podemos assimilar
esta definicdo usando o dispositivo pratico conhecido como regra de Sarrus:
1.3.1) Repete-se, em ordem, ao lado do quadro matricial, as duas primeiras
colunas e procura-se calcular todos os produtos com 3 elementos sendo que o
obtido segundo a direcdo da diagonal principal conservarao o sinal enquanto os

obtidos segundo a direcéo da diagonal secundaria mudarao de sinal.



1 -2 1
Exemplo: Se A=|2 0 3|, calculemos seu determinante da seguinte

0 -1 2
forma:
1 -2 11 -2
detA=12 1 32 1=2-2+3+8=11
0 -1 20 -1

O teorema que iremos mostrar a seguir € muito util para o calculo de
determinantes de matriz cuja ordem é maior que 3 e alguns de seus algoritmos

serdo importantes para o célculo de uma atriz inversa.

2) Teorema de Laplace: Para enuncia-lo veremos primeiro o significado

de menor complementar:

2.1) Menor complementar de um elemento: Dada uma A de ordem n = 2

defini-se menor complementar de um elemento A; e indica-se por A;" ao

determinante da submatriz de M obtida pelas eliminacdes da linha i e a coluna j de
M.

1 -2 1
Exemplo: Sendo A=|2 0 3| calculemoso A, :
0 -1 2
. -2 1
Ay = =—4+1=-3
-1 2

2.2) Cofator ou complemento algébrico de um elemento: Dada uma matriz

A de ordem n 2 2 defini-se cofator de um elemento m; e indica-se por Aj ao numero

(_1)i+j AIJ* .

1 -2 1
Exemplo: Sendo A={2 0 3| calculemos Aj;:
0 -1 2
2 3
A, =(-1)"* ‘: ~14=-4




2.3) Regra de Laplace: O determinante de Matriz A de ordem n 2 2 € a soma
dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (coluna ou linha) pelos seus
respectivos cofatores, ou seja:

Se escolhermos a linha i da matriz A:

a11 a12 aln
a21 a22 a2n
n
A= . Entdo det A=a,. A, +a;,. A, +..+ 8, A, = D8 A
&g p e @y =1
anl anZ ann

Da mesma forma teremos se escolhermos uma coluna.

Observacdo: Como podemos escolher qualquer fila (linha ou coluna) é

melhor escolhermos a fila que possui a maior quantidade de zeros.

Como exemplo da regra de Laplace calcularemos o determinante de

1 310
0 4 0 3 . : ,
A= 02 2 1| Perceba que a coluna 1 possui a maior quantidade de zeros.
2 111
Utilizando a primeira coluna temos que
4 0 3 310
detA=1]2 2 1+2(-1)"}4 0 3=4-2(-16)=36.
111 2 21

As propriedades dos determinantes ndo serdo mostradas nesse trabalho,

assim como casos particulares do calculo de determinante.



ANEXO 2
CALCULO DA INVERSA DE UMA MATRIZ

No trabalho j& foi definido que a matriz inversa de A, é uma matriz A,
tal que A.A=I. existem varias maneiras de se calcular uma inversa, porém nesse
anexo iremos nos conter a calcula-la por dois processos, que sao 0os mais utilizados

na educacao basico.

1° Método: Resolucdo de uma sistema linear.

1 0 2
Utilizando o fato de que A.A™=l, calcularemos a inversa matriz A={2 1 3
310
a d g
Seja At ainversa da matrize dadapor A*=|b e h |temos que:
c f i
1 0 2)(a d g 1 00
AA"=[2 1 3|/b e h|=[0 1 0
3 1 0)lc f i 0 01

Resolvendo o produto matricial chegaremos em trés sistemas, aos quais

veremos a seguir:

a+2c=1 d+2f =0 g+2i=0
l.<2a+b+3c=0 Il. id+e+3f=1elll. {\g+h+3i=0
3a+b=0 3d+e=0 3g+h=1

Vamos resolver o sistema | utilizando a regra de cramer:

1 0 2)\(a 1
Em forma de matriz temos Ax=b<|2 1 3|/ b|(=[(0],
3 1 0)lc 0
1 0 2 1 0 2
N A, -3 3
detA=]2 1 3=-5edetA, =0 1 3=-3, entdo a:K:_5:§
310 010 B

9 1
Da mesma forma encontraremos b = T ec= c’



Ao resolver o sistema | percebe-se que a matriz dos coeficientes sempre sera
a propria matriz A, e as demais matrizes sédo formadas por meio da troca de uma das
colunas da matriz A por uma da matriz identidade, perceba que a troca a primeira
coluna da matriz A pela primeira coluna da matriz I, encontramos o valor de a, ao
calcular a razdo entre os determinantes dessa nova matriz e da matriz A, e ao trocar
a segunda coluna da matriz A pela primeira coluna da matriz I, encontramos o valor
de b, igualmente em a, e substituindo a terceira coluna da matriz A pela primeira
coluna da matriz I, seguindo este raciocinio encontraremos o valor de C.

Portanto para encontrar os valores de d, e e f faremos 0 mesmo que
explicado anterirormente, porém agora trocando as colunas da matriz A pela
segunda coluna da matriz I. Vamos mostrar como encontrar o valor para melhor
entendimento:

det A=-5, trocando a primeira coluna de A pela segunda coluna de I,

0 0 2
. . A
montemos a matriz A, =|1 1 3|cujo det A, =2, logo d =7":——
010
6 1
Fazendo o mesmo para e e f encontraremos e = = e f= rE

Repetindo o processo para encontrar os elementos g, h e i, terceira coluna
da matriz inversa de A, subsituindo a terceira coluna da matriz | em cada coluna,
3 _2 2
2 1 1 A A A
_ _ P 1_1_9 6 _
encontraremos ¢ = h——g e '__E’ e portanto A A A % :
%ok )
O proximo método pode ser facilmente justificado e demonstrado pelo 1°

método, ficando essa justificativa e demonstracéo a cargo do leitor.

2° Método: Por meio da matriz adjunta.

Para realizar esse segundo método definiremos primeiramente dois tipos de
matrizes

1) Matriz Cofatora: Dada A = (aj)mxn , defini-se cofatora de A ou mesmo

cof A a matriz M = (A;), onde A, é o cofator do elemento aij pertencente a matriz A.



2) Matriz Adjunta: Defini-se matriz adjunta de A ou comatriz de A e se

representa por A*, a matriz transposta da cofatora, ou seja, Adj A = A* = (cof A)".

t
a, a i a -a a -a
Exemplo: Se A:[ H ﬂj:adj A:[ 22 21} :( 22 12J
A1 Bz —8, 4 —a, a4

3) Calculo Da matriz inversa: A inversa de uma matriz A é dada por

Adj A . . o o L.

A :—d :A , como ja citado anteriormente a demonstracdo ndo sera feita nesse
e

trabalho.

Exemplo: Vamos calcular a inversa da matriz do método anterior.

1 0 2
Com A=|2 1 3|, calculando os cofatores da matriz A, teremos que a
310
-3 9 -1
matriz cofatora de A é dada por cof A=| 2 -6 -1| e entdo a adjunta de A é
-2 1 1
igual a:
-3 9 -1} (-3 2 -2
AdjA=| 2 -6 -1 =9 -6 1 |.De posse da adjunta temos que a
-2 1 1 -1 -1 1
3 _2 2
an [ % %
. s _l_—_ _ _
inversa de A é dada por A~ = et A 5 A % )

¥ K



