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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os semigrupos numéricos por suas respecti-
vas coordenadas de Kunz e estabelecer um algoritmo para a construcao da arvore dos
semigrupos numéricos via coordenadas de Kunz. Dado um semigrupo numérico S,
encontra-se seu conjunto de Apéry e deste sao obtidas as coordenadas de Kunz as-
sociadas a S. Obtidas as coordenadas de Kunz de S, segue-se para a andlise destas
coordenadas obtendo-se os respectivos invariantes, a saber: género, multiplicidade,
nimero de Frobenius, condutor e profundidade. Os gapsets também sao objeto de
estudo deste trabalho. Resultados dos trabalhos de Eliahou e Fromentin [6] sobre a ca-
racterizacao de gapsets de multiplicidade m = 3 e m = 4 por suas respectivas filtracoes
sao revisitados neste trabalho e explorados por este trabalho na 6tica das coordenadas
de Kunz. Seguindo com a andlise das coordenadas de Kunz de S, é proposto neste
trabalho uma classificagdo de cada uma das coordenadas da (m — 1)-upla € N™~1 de
acordo com sua caracteristica, pois a caracteristica da coordenada tem por objetivo a
construcao da arvore dos semigrupos numéricos indicando a classificagao do semigrupo
numeérico, a existéncia ou nao de filhos e a quantidade destes. Por fim, propomos ati-
vidades para o Ensino Médio explorando objetos de conhecimento deste trabalho bem

como o pensamento computacional proposto na BNCC.

Palavras-chave: Semigrupos Numéricos, Conjunto de Apéry, Coordenadas de Kunz,
Gapsets, Arvore dos semigrupos numéricos.



Abstract

The main goal of this work is to study the numerical semigroups using their respec-
tive Kunz coordinates and establish an algorithm for constructing the tree of numerical
semigroups via Kunz coordinates. Given a numerical semigroup S, its Apéry set is
found and from this the coordinates of Kunz associated with S are obtained. Once the
coordinates of Kunz of S are obtained, we proceed to the analysis of these coordinates,
obtaining the respective invariants, namely: genus, multiplicity, Frobenius number,
conductor and depth. Gapsets are also the object of study in this work. Results of the
work by Eliahou and Fromentin [6] on the characterization of gapsets of multiplicity
m = 3 and m = 4 through their respective filtrations are revisited in this work and
explored by this work from the perspective of the Kunz coordinates. Continuing with
the analysis of the Kunz coordinates S, this work proposes a classification of each of
the coordinates of the (m — 1)-tuple € N1 according to its characteristic, since the
coordinate characteristic aims to construct the tree of numerical semigroups indicating
the classification of the numerical semigroup, the existence or not of children and their
quantity. Finally, we propose activities for high school exploring knowledge objects
from this work as well as the computational thinking proposed at BNCC.

Keywords: Numerical Semigroups, Apéry Set, Kunz Coordinates, Gapsets, Tree of

numerical semigroups.
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Introducao

O semigrupos numéricos sao subconjuntos S C Ny que contém o elemento 0 e sao
fechados para a adicao possuindo complementar finito. O conjunto complementar do
semigrupo numérico S é o conjunto das lacunas G = Ny \ S.

Os matematicos estudam os semigrupos numéricos desde o final do século XIX. Em
1884, Sylvester [13] apresenta a resolugao do famoso problema das moedas de Frobenius
para duas moedas. Tal problema consiste em encontrar o maior niimero inteiro que
nao pertence ao semigrupo numérico observado, ou numa versao mais simplificada do
problema, decidir qual é a maior quantia inteira que nao pode ser obtida usando valores
especificos, distintos e coprimos. O problema das moedas de Frobenius esta em aberto
para trés ou mais moedas. Tal problema é abordado neste trabalho como uma imersao
a teoria dos semigrupos numeéricos para o Ensino Médio.

Seguindo na linha do tempo dos semigrupos numéricos, em 2002, Rosales et al. [11],
estudam semigrupos numéricos de multiplicidade fixada e verificam que as coordenadas
de Kunz de tais semigrupos satisfazem um sistema de desigualdades o que permitiu
verificar se uma (m — 1)-upla de coordenadas inteiras positivas representa ou nao as
coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico. Ja em 2005, Rosales [12] trabalha
com semigrupos numéricos com multiplicidades 3 e 4 e obtém resultados importantes
ao fixar outros invariantes. Em 2008, Bras-Amords [4] estuda o comportamento da
quantidade de semigrupos numéricos com genero ¢ fixado e conjectura, entre outras
coisas, que a razao entre o nimero de semigrupos numéricos com género g+1 e o nimero
de semigrupos com género ¢ se aproxima da razao durea quando g — oo. Ainda em
2008, Bras-Amor6s [5], conjectura limites para a quantidade de semigrupos numéricos
com o género dado e fundamenta o procedimento que descreve a construcao da arvore
dos semigrupos numéricos pelos seus geradores minimais. Em 2017, Kaplan [10] faz um
histérico a respeito de alguns problemas ainda em aberto relacionados as conjecturas
de Bras-Amorés. Em 2018, Garcia-Sénchez et al. [8] estudam semigrupos numéricos de
multiplicidades 3, 4 e 5 de um ponto de vista computacional. Em 2020, sao publicados
os trabalhos de Eliahou e Fromentin [6] e [7] com trabalhos sobre os gapsets de um
semigrupo numérico e com gapsets de multiplicidade pequena. Também em 2020,
Bernardini [2] estuda a contagem de semigrupos numéricos pelo género e lacunas pares

via coordenadas de Kunz e semigrupos numéricos de multiplicidade fixada.



Assim, esse trabalho tem como objetos de estudo os semigrupos numéricos e os gap-
sets a partir das suas respectivas coordenadas de Kunz e trazer a visao dos semigrupos
numéricos e consequentemente do seu respectivo gapset a luz das coordenadas de Kunz,
as quais proporcionam uma analise das caracteristicas dos semigrupos numéricos e res-
pectivos gapsets, a visualizacao dos invariantes e o comportamento dos semigrupos e
gapsets quando dispostos nas respectivas arvores.

A partir desta breve descricao do trabalho, veremos como esse trabalho foi divido:

e Capitulo 1: Preliminares. Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes de
um semigrupo numeérico, seus invariantes, o conjunto de geradores minimais e o
conjunto de Apéry. A partir da definicao do conjunto de Apéry definiremos as
coordenadas de Kunz, definigao central deste trabalho. Em seguida, definiremos
o que sao gapsets e filtracoes de gapsets, relacionando um gapset ao seu respectivo

semigrupo numeérico.

e Capitulo 2: Caracterizacao de Gapsets por sua respectiva filtragao e
pelas coordenadas de Kunz. Neste capitulo faremos mencao a um importante
teorema baseado nos trabalhos de Eliahou e Fromentin, o qual descreve qual é
o formato dos gapsets de multiplicidade m = 3. Em seguida faremos a releitura
deste teorema na Otica das coordenadas de Kunz. Em continuidade mostramos
a existéncia uma fungao injetiva f : F(g,3) — F(g + 1,3) o que implica que a
quantidade de semigrupos numéricos de género g + 1 e multiplicidade m = 3 é
maior que a quantidade de semigrupos numéricos de género g e multiplicidade
m = 3. Por fim, enunciaremos o teorema que descreve o formato dos gapsets
de multiplicidade m = 4 a partir das filtragoes de gapsets demonstrando um
caso dentre os mencionados e em seguida redemonstramos todos os casos deste
teorema a partir das coordenadas de Kunz.

e Capitulo 3: Arvore dos semigrupos por coordenadas de Kunz. Neste
capitulo apresentaremos o procedimento para a construcao da arvore dos semigru-
pos numéricos via coordenadas de Kunz, classificando cada uma das coordenadas
para que com esta classificacao se possa identificar a existéncia ou nao de filhos
e suas quantidades. Neste capitulo nos basearemos no trabalho de Bras-Amorés
[4].

e Capitulo 4: Sugestao de atividade para o Ensino Médio. Neste capitulo,
proporemos atividades para o Ensino Médio aplicando a teoria desenvolvida neste
trabalho a luz da Nova Base Curricular Comum (BNCC). O foco das atividades
¢ na unidade de conhecimento Numeros, em que neste trabalho ampliaremos e
aprofundaremos conhecimentos sobre o conjunto dos nimeros naturais (N) e dos
nimeros inteiros (Z). As atividades seguem sequéncia diddtica em que reto-
maremos com o estudante atividades que requeiram que este reconheca a qual



conjunto numérico pertence um nimero, o calculo de mdc, sistemas de desigual-
dades com niimeros inteiros até os niveis mais elevados que se quer reconhecer um
problema algoritmico, enuncia-lo, procurar uma solugao e expressa-la por meio
de um algoritmo, com o respectivo fluxograma (conforme a BNCC na habilidade
EM13MAT315) e utilizar os conceitos bésicos de uma linguagem de programagao
na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou Matematica
(conforme a BNCC na habilidade EM13MAT406).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo de preliminares, vamos definir os semigrupos numéricos com suas prin-
cipais invariantes e propriedades e em seguida definir o que sao gapsets, mostrando que
os invariantes do semigrupo numérico sao naturalmente estendidos aos gapsets e por
fim definir o que sao as coordenadas de Kunz, o alicerce deste trabalho. A base desse
capitulo sao os trabalhos de Bernardini [1], Eliahou e Fromentin [6], Garcia-Sédnchez
[9], Rosales et al [11].

1.1 Semigrupos Numéricos

Existem algumas formas de se definir os semigrupos numéricos e, por isso, escolhemos

para este trabalho a definicao de semigrupos numéricos por suas propriedades.

Defini¢ao 1.1 Considerando que N = {1,2,3,...}, um semigrupo numérico S é um
subcongunto de Ng = NU {0} = {0,1,2,3,...} que satisfaz as trés sequintes proprieda-
des:

P1. 0 € S;
P2. S é um conjunto fechado para a adicao, ou seja, sex € Sey € S, entao x+y € 5;

P3. O conjunto G(S) := Ny \ S é finito.

Essa definicao é equivalente a dizer que um semigrupo numérico .S é um submonoide
de (Np,+) em que Ny \ S é finito. Denotaremos por S* o conjunto dos elementos nao
nulos de S, isto é S* = S\ {0}.

Antes de apresentar o primeiro exemplo, vamos introduzir as seguintes notagoes:

i. se a € Z, entdo denotaremos por {a, —} o conjunto {z € Z : = > a}.

ii. se a e b sao inteiros, entdo denotaremos por [a, b] o conjunto {x € Z : a < x < b}.
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iii. se a € N, entao denotamos por aN o conjunto dos multiplos positivos de a.

iv. se a € N e A é um subconjunto de N, entdo denotamos por a + A o conjunto
{a+n:ne A}

Exemplo 1.2 O conjunto S definido como:
S1=40,3,6,—}
¢ um exemplo de semigrupo numeérico, pois:
. 0€ 85y

1. S1 € fechado para a adigcao, pois 04+ 0,04+ 3,3+ 3 € S1. e para dois niumeros a e
be Sy, tais que b > 6, tem-se que a +b € Sy, poisa+b>b > 6.

i11. No \ S1 = {1,2,4,5} € finito.
Portanto, Sy € um semigrupo numérico.

Exemplo 1.3 Considere o conjunto Sy definido como:

So={0tU{g+1,—}

com g € N. Note que Sy satisfaz as condigoes para ser semigrupo numeérico, pois:
. 0 €Sy

1. So € fechado para a adi¢ao, pois para dois numeros a e b € Sy, tais que b > g+1,
tem-se que a +b € Sy, poisa+b>b>g+1.

iii. No\ S ={1,2,...,9} € finito.
Logo, Sy € um semigrupo numérico.

Observacao 1.4 Os semigrupos numéricos com as caracteristicas apresentadas no
Exemplo que contéem o 0 e todos os naturais maiores que g, sao chamados de se-
migrupos ordindrios, em que tais semigrupos desempenham um importante papel neste
trabalho. Tais semigrupos tém um destaque especial, pois ocupam uma posicao des-
tacada na estrutura da drvore dos semigrupos numeéricos, tanto quando construida na
otica dos geradores minimais quanto na otica das coordenadas de Kunz, objeto de es-
tudo dos Capitulos 2 e 3 deste trabalho.



1.1 Semigrupos Numéricos 6

Exemplo 1.5 Seja o conjunto Sz definido por:

Sy ={0,2,4,6,...,29 — 2} U{2g, —}

com g € N. Note também que, S3 satisfaz as condi¢oes para ser semigrupo numeérico,

J RN
. 0 € S3;

1. S € fechado para a adigcao, pois para dois nimeros a e b tais que b > 2g, tem-se
que a +b € S3, poisa+b>b>2g; sea eb<2g, temos que a e b sao pares e,

portanto, a + b € par e, entdo, pertence a Ss.
i11. Nog \ So = {1,3,5,...,29 — 1} € finito.
Logo, S3 € um semigrupo numérico.

Observacao 1.6 Os semigrupos numéricos com as caracteristicas apresentados no
Ezxemplo 1sto €, de mao conter todos 0s naturais impares menores que um na-
tural 2g, sao chamados de semigrupos hiperelipticos. Tais semigrupos tém um destaque
especial, pois ocupam uma posicao destacada na estrutura da drvore dos semigrupos
numéricos, tanto quando construida na otica dos geradores minimais quanto na otica
das coordenadas de Kunz, objeto de estudo do Capitulo 3 deste trabalho.

A seguir serdao definidas mais algumas invariantes dos semigrupos numéricos, as
quais serao amplamente utilizadas ao longo deste trabalho, para semigrupos numéricos

e para os gapsets.

Definigao 1.7 Considere S um semigrupo numérico. A multiplicidade de S € seu
menor elemento diferente de zero. O condutor, por sua vez, € o menor elemento per-
tencente a S tal que todos os numeros naturais maiores que ou iguais a ele pertencente
a S. O numero de Frobenius é o maior inteiro nao pertencente a S. Para todo semi-
grupo numérico S tem-se que o conjunto G(S) := Ng \ S € finito, em que chamamos
tal congunto de conjunto das lacunas de S. Os elementos de G(S) sao chamados de
lacunas e os elementos de S de nao-lacunas do semigrupo numérico. O numero de
elementos de G(S) € o género de S.

Definigao 1.8 Seja S um semigrupo numérico de multiplicidade m e condutor c. A

profundidade, denotada por q, € definida por:

-]

O exemplo a seguir permitird ilustrar os invariantes de um semigrupo numérico

definidas anteriormente.
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Exemplo 1.9 Seja o semigrupo numérico S; = {0,3,6,—}. Para Sy, temos:
1. A multiplicidade € m = 3;
2. O condutor é c = 6;
3. O numero de Frobenius é F = 5;
4. O género de g =4 e G(S1) = {1,2,4,5};

5. A profundidade é q = {gw =2.

A seguir, introduziremos uma importante notacao, a qual tem sua relevancia nos
trabalhos de Bras-Amorés [4], em particular a importante conjectura que versa sobre
os limites para a quantidade de semigrupos numéricos de género g. Retomaremos tal
notagao no Capitulo 2, quando compararemos as quantidades de semigrupos numéricos

de géneros g e g + 1 quando estes tém multiplicidade m = 3.

Definicao 1.10 Denotaremos por n, a quantidade de semigrupos numéricos de género
qg.

Bem definido o conceito de semigrupo numérico e algumas invariantes, vamos a
seguir definir o conjunto de geradores de um semigrupo numérico, apresentar todo o
arcabouco necessario para mostrar que um semigrupo é gerado por um conjunto finito
de geradores, cujo objetivo é a construcao da arvore dos semigrupos numeéricos através

dos seus geradores minimais.

Definigao 1.11 Dizemos que um semigrupo numérico S é gerado pelo conjunto A se,
dado s € S, existem X1, X, ..., X, € Ny tais que s = a1 X1 + aoXs + - - - + a, X, com
ap, ag, . ..,a, € A. Nesse caso, denotamos por S = (A).

A partir da Definicao [1.11] temos o conceito do conjunto de geradores A do semi-
grupo numérico S. O lema a seguir apresentara uma condicao necessaria e suficiente

para que A gere um semigrupo numérico.

Lema 1.12 Seja A um subconjunto nao vazio de N. Entdo (A) € um semigrupo

numérico se, e somente se mdc(A) = 1.

Demonstracao: Seja d = mdc(A). Claramente, se k € (A), entao d | k. Como (A)
¢ um semigrupo numérico, N\ (A) é finito e, portanto existe inteiro positivo k tal que
d|ked|k+1,o0 queimplica que d | (k+ 1) — (k), isto é, d | 1 e isto s6 é possivel se
d = 1. Para mostrar a reciproca, basta provar que N\ (A) é finito. Como mdc(A) = 1,

existem inteiros z1, 29, ..., 2, € a1, as, . .., a, € A tais que z1a1 + ...+ z,a, = 1. Sejam
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i1, 02, ooy U, J15 2, - - 1 € {1,2, ..., n} tais que z;, > 0,Vp € z;,, < 0,Vq. Passando para
o lado direito da igualdade os termos que possuem coeficiente negativo, obtemos:

Ziq Ay + ...+ 2y, A, = 1-— Zj1 gy — oo T Z5,Ay;.

Seja k = —zj a5, —...—z;a;. Note que k € (A) e k+1 = z;,a;, +...+z,a;, € (A).

Portanto, existe k € (A) tal que k +1 € (A). Agora, vamos mostrar que se
n > (k—1)k+ (k—1), entao n € (A). Sejam ¢ e r inteiros tais que n = gk + r,
com 0 < r < k (em que a existéncia de ¢ e r é assegurada pelo algoritmo de
Euclides). Para n > (k — 1)k + (k — 1), concluimos que ¢ > k —1 > r. Dali
n=ky+r—rk+rk==%kg—r)=(k+1)r. Como (¢—7) € Nyer e Ny tem-
se n € (A).

A seguir, introduziremos o conjunto de Apéry, o qual auxilia a encontrar com facili-
dade e de maneira explicita o conjunto de geradores, além pavimentar o caminho para
a definicao das coordenadas de Kunz, as quais protagonizarao os resultados centrais
dos Capitulos 2 e 3 deste trabalho.

Definigao 1.13 Seja S um semigrupo numérico e n € S*. O conjunto de Apéry de S
com relagao an € o conjunto Ap(S,n) ={se€S:s—n¢&S}. Sem éa multiplicidade

de S, entao Ap(S) := Ap(S,m).

Note que para S = Ny e n = 1 temos que Ap(Nyp, 1) = {0}.

A partir da definicao anterior, a proposicao a seguir fornece um pratico e simples
procedimento que nos permite explicitar Ap(S,n).

Proposicao 1.14 Seja S um semigrupo numérico e n € S com n > 2. Entdo
Ap(S,n) = {0,wy,ws,...,w,—1}, em que w; = min{s € S : s = i (mod n)}, para
ie{l,.,n—1}

Demonstragao: Com efeito, seja s € Ap(S,n), assim:

a. Se s = 0 (mod n), existe k € Ny tal que s =nk € S. Como0 € Sel—n =
—n¢ Senk—1)e S, VkeN, dai, S=0.

b. Se s = i (mod n), para algum i # 0. Por absurdo, suponha que existe § €
Ap(S,n) tal que § =i (mod n) e s # 5. Sem perda de generalidade podemos
supor que § > s. De s = 5§ =1 (mod n) segue que existem ¢, q € Z tais que:
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s=nqg+1ies=nqg+:.

Note que, § — s = nGg+1i—ng —1i = n(Gg — q) e isso implica que
S—n=s+n(Gg—q—1) €S, o que é absurdo, pois § € Ap(S,n). Portanto, s é
tnico elemento congruente a i (mod n) em Ap(S,n) e é o menor elementos dessa
classe de congruencia que esta em S.

Logo, Ap(S,n) C {0,wy,ws,...,w,_1}, em que w; = min{s € S : s = i (mod n)}.
Agora, vamos mostrar que {0, wy,ws, ..., w,—1} C Ap(S,n), isto é, que 0 € Ap(S,n)
e w; € Ap(S,n). Note que 0 —n = —n ¢ S. Note também que w; = i (mod n) e
w; —n < w; em que w; —n ¢ S, em decorréncia da definigdo do conjunto de Apéry.
Por fim, se k =4 (mod n), com k € S e k > w;, entdo k —n € S, isto é, k ¢ Ap(S,n).

Note que o conjunto de Apéry forma um sistema completo de residuos moédulo n.
A proposicao a seguir mostra que é possivel construir um conjunto de geradores, o qual
é finito, a partir do conjunto de Apéry.

Proposicao 1.15 Sejam S wm semigrupo numérico e n € S* tal que
i (mod n)}. Entao

Ap(S,n) = {0,wy,ws, ...,w,_1}, em que w; = min{s € S : s

S = (n,wy,..,wWp_1).

Demonstracao: Seja s € S. Se n | s, entdo existe a € Ny tal que s = an =

an 4+ 0wy + ...+ Ow,_1. Logo s € (n,wy,ws,...,w,_1). Se n{ s, entdo existe i €

{1,...,n — 1} tal que s = nk + i. Pela minimalidade de w; existe k* € Ny tal que

s=w;+kn=kn+1- -w+ ZO...wj € (n,wy,wsy, -+ ,w,_1). Por outro lado,
J#i

n,wy, ws, -, w,—1 € S, logo qualquer combinacao desses elementos esta em S.

1.2 Coordenadas de Kunz

A partir da definicao do conjunto de Apéry de um semigrupo numérico, partimos para a
definicao das coordenadas de Kunz. As coordenadas de Kunz nortearao os resultados
deste capitulo, em que verificaremos quando uma (m — 1)-upla de inteiros pode ser

associada a um semigrupo numérico.

Definicao 1.16 Sejam S wum semigrupo numérico e n = 2 e n € S tais que
Ap(S,n) = {0,wy,wq, ..., w,_1}, em que w; = ¢ (mod n). As coordenadas de Kunz
de S emn sao dadas por Kunz(S,n) = (ki, k2, ..., kn_1), em que k; = @,
ie{l,..,n—1}.

Se m é a multiplicidade de S, entao Kunz(S) := Kunz(S, m).

para cada
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Observacao 1.17 Representaremos Kunz(Ny, 1) por ().

A partir da definicao anterior, os exemplos a seguir permitirao encontrar as coor-

denadas de Kunz de um semigrupo numérico.

Exemplo 1.18 Considere o semigrupo numérico S; = {0,3,6,—}. Temos que
Ap(Sy) ={0,7,8} e suas coordenadas de Kunz sao:

Logo, as coordenadas de Kunz deste semigrupo numérico sio dadas por Kunz(S;) =
(2,2).

Exemplo 1.19 Considere o semigrupo numérico Sy = {0,4,5,7,—}. Temos que
Ap(S2) ={0,5,7,10}, suas coordenadas de Kunz sdo:

=" =1
10 -2

k2:T:2
7T—3

by =—— =1

Logo, as coordenadas de Kunz deste semigrupo numérico sao dadas por Kunz(Sy) =
(1,2,1).

Exemplo 1.20 Para o semigrupo numérico Sy = {0,5,7,—}, vamos determinar suas

coordenadas de Kunz para n =5. Note que:
e 11 =1 (mod 5);
e 7=2 (mod 5);
e 8=3 (mod 5);
e 9=4 (mod 5);

Assim, neste caso, as coordenadas de Kunz(Ss,5), sdo:

11-1
bi=—p—=
7T—2
hp= =1
8—3
ky = —— =1
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Logo, as coordenadas de Kunz deste semigrupo numérico sao dadas por Kunz(S,,5) =

(2,1,1,1).

Bem definidas as coordenadas de Kunz, uma importante pergunta a se fazer é:
sob quais condigoes uma (m — 1)-upla de inteiros pode ser associada a um semigrupo
numérico de multiplicidade m via coordenadas de Kunz? Os resultados a seguir res-
ponderao a esta pergunta para os casos de multiplicidade m = 3, m = 4 e, em seguida,

o caso geral.

Caso 1: Seja S um semigrupo de multiplicidade m = 3.

Proposigao 1.21 Seja K = (k1, ko) € N2. Para que K represente as coordenadas de
Kunz de S, um semigrupo numérico de multiplicidade m = 3, as sequintes condi¢oes

devem ser obedecidas:

2ks +1 2 Kk
2ky = ko

Demonstragao: Com efeito, para S de multiplicidade m = 3, temos que Ap(S) =
{0,3ky + 1,3ky + 2}, com ky, ks € N, sendo (kq, k2) suas coordenadas de Kunz. Assim,
pela definicao de conjunto de Apéry, temos que 3k; + 1 é o menor elemento congruente
a 1 modulo 3 pertencente a S. Também 3k +2 + 3ka+2 =1 (mod 3) e 3ka +2 € S.
Dai:

3ko +2+43ky +2 >3k +1
6ko +4 > 3k + 1
%y +1 > ky (1.1)

Analogamente, temos que 3ky; + 2 é o menor elemento congruente a 2 mddulo 3
também, 3k; + 1+ k; +1=2 (mod 3) e 3k; +1 € S. Dat:

3k +1+3ki + 1> 3ky+2
6Ky + 2 > 3ky + 2
2ky > ky (1.2)

Portanto, por (1.1) e (1.2), segue que para que (ki, ks) € N? corresponda as coor-
denadas de Kunz de um semigrupo numérico de multiplicidade m = 3, (ky, k2) deve

satisfazer:
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2ko +1 > ky
2k = ke

Faremos agora a andlise para semigrupos numéricos de multiplicidade 4.

Proposigao 1.22 Seja K = (ky, ko, k3) € N3, Para que K represente as coordenadas
de Kunz de S, um semigrupo numérico de multiplicidade m = 4, as sequintes condigoes

devem ser obedecidas:

(2191276’2
ko+Fks+12>k
2ks + 1 > ko
(Fr 4+ ko 4+ 12> ks

Demonstracao: Com efeito, para S de multiplicidade m = 4, temos que
Ap(S) = {0,4ky + 1,4ky + 2,4ks + 3}, com ky, ko, ks € N, sendo (ki, ko, ks)
suas coordenadas de Kunz. Assim, pela definicao de conjunto de Apéry, temos que
4ky 4+ 2 é o menor elemento congruente a 2 moédulo 4 pertencente a S. Também
4k +1+4ky +1=2 (mod 4) e 4k; +1 € S. Dat:

Aky 4+ 1+ 4ky + 1> dky + 2
8ki > 4k,
2%k > ko (1.3)

Analogamente, temos que 4k; + 1 é o menor elemento congruente a 1 moédulo 4 de
S e também 4ky + 2+ 4k3 +3 =1 (mod 4). Dai:

Aky + 2 + 4ks + 3 > 4k + 1
Aky + Ay +5 > dky + 1
ko + ks +12> Ky (1.4)

Novamente, temos que 4k; + 2 é o menor elemento congruente a 2 médulo 4 e
também 4k + 3 + 4k3 + 3 =2 (mod 4). Dat:

Aky + 3 + 4dks + 3 > dky + 2
8ks + 6 > dky + 2
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ks + 1> ky (1.5)

E por fim, temos que 4k3 + 3 é o menor elemento congruente a 3 modulo 4 de S e
também 4k, + 1+ 4ky +2 =3 (mod 4). Dat:

Ay + 1+ 4ky +2 > 4ky + 3
Aley + dky > Ak
ki + ko > ks (1.6)

Portanto, por (1.3), (1.4), (1.5) e (1.6), para que um ponto de coordenadas inteiras
(k1, ko, k3) corresponda as coordenadas de Kunz, as quais estao associadas a um semi-

grupo numérico de multiplicidade m = 4, elas devem satisfazer as seguintes condicoes:

'2/%‘12]432
ko+ks+12>k
s +1 > ky
By + ko + 12> ks

O teorema a seguir trarda a generalizacao das Proposigoes e para um

semigrupo numérico de multiplicidade m.

Teorema 1.23 Seja K = (ki,ko, ..., kn_1) € N" 1. Para que K represente as co-
ordenadas de Kunz de S, um semigrupo numérico de multiplicidade m, as sequintes

condicoes devem ser obedecidas:

ki +kj > kiyj, para todo1 <i<j<m-—-1 i+j<m-—1
ki+Fkj+12>Fkipj—m, para todo 1 <i<j<m-—1,i+j>m

Demonstragao:

Caso 1: Sejam 7,75 € {1,2,...,m — 1} com i+ j < m. Como mk; +iemk;+j € Se
(mk;+1i)+ (mk;+j) =i+ j (mod m), pela minimalidade de mk;y; + (i+j) e mk; +j
constréi-se a seguinte inequagao:

m(k‘z + k}]) > mk‘Hj

ki + k> iy (1.7)
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Caso 2: Parai,j € {1,2,....m — 1} como m < i+ j < 2m, como mk; + i e
mk; +j €S e (mk;+1i)+ (mk;+j)=i+j=i+j—m (mod m), obtém-se:

(mk; 4 i) + (mkj + j) > mkipjm +i+j —m
mk; +mk; +i+j+m=mki_m+it]
m(k; + k; +1) = mkiyj—m
ki ky+ 1> kiggom (1.8)

Portanto, por (1.7) e (1.8), para que (kq, ko, ..., kn_1) corresponda as coordenadas
de Kunz de um semigrupo numérico de multiplicidade m elas devem satisfazer as

seguintes condicoes:

k; € N, para todo i € {1,2,....,m — 1}
ki +k;j > kiyj, paratodo 1 <i<j<m—-1,i+j5j<m-—1
ki+kij+1>kjm paratodol <i¢<j<m-—1i+75>m

Corolério 1.24 Seja (ki, ko, ..., kn1) € N1 comm € N e k; = {1,2} para
todo i € {1,2,...,m — 1}. Entao existe S, semigrupo numérico tal que Kunz(S) =
(k1y. ooy kme1).

Demonstragao: Para k; € {1,2}, com i € {1,2,...,m — 1} todas as condigoes do
Teorema sao satisfeitas, uma vez que k; +k; > 2 > kiyje ki +k+12>23>222>

k"H»jfm-
|

Veremos que analisar um semigrupo numérico por suas coordenadas de Kunz pos-
sibilita uma imediata visualizacao das invariantes o que nao é tao imediato quando a
analise ¢ feita a luz dos geradores minimais ou a luz do seu respectivo conjunto de lacu-
nas (vide a préxima secao). Dito isso, seja S um semigrupo numérico com coordenadas
de Kunz dadas por Kunz(S) = (ki, ks, ..., kn_1) € N™1. Assim, pelas coordenadas de
Kunz, obtém-se de maneira imediata o género, a multiplicidade, a condutor, o nimero
de Frobenius e a profundidade.

Uma analise imediata ao se observar as coordenadas de Kunz é a facil obtengao do
género do semigrupo numérico. O lema a seguir versa sobre como obter o género de

um semigrupo numérico conhecendo as coordenadas de Kunz.
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Proposicao 1.25 Seja S um semigrupo numérico de multiplicidade m e com coorde-

nadas de Kunz (ky,ka, ..., kyn_1). Entao o género de S é dado por:

Demonstragao: Note que cada coordenada k; de (kq,ko, ..., kn_1) estd associada
a um elemento w; do conjunto de Apéry de S, em que w; = mk; +1 € S. Como
s; = mk; + 1 é o menor elemento congruente a ¢ médulo m que estd em S, entao

existem k; elementos, a saber, I; = {m +4,2m +4,...,m(k; — 1) + i}, os quais nao
m—1

pertencem a S. Portanto, o género de S é dado por ¢(S) = > ki = k1 +ko+...+kn 1.
i=1

A seguir, vamos introduzir as defini¢cOes a seguir, as quais nos serao uteis para

analisar as caracteristicas e invariantes das coordenadas de Kunz.

Defini¢ao 1.26 Seja S um semigrupo numérico tal que Kunz(S) = (k1, ko, ..., km_1)-
Definimos o == max{i € {1,...,m —1} : k; > k;,Vj € {1,...,m —1}} e k, como a

coordenada de Kunz na posicao .

Dessa forma, k., é a maior coordenada mais a direita e a, com 1 < a<m—1, a

posicao de k.

Exemplo 1.27 Vamos calcular o e k, para todos os semigrupos numeéricos de género

de 1 a 4, a partir de suas coordenadas de Kunz.
e Para (1), seque que a« =1 e ky = 1;
e Para (1,1), seque que o« =2 e ko = 1;
e Para (2), seque que a« =1 e ky = 2;
e Para (1,1,1), seque que o = 3 e ko = 1;
e Para (2,1), seque que o« =1 e ko = 2;
e Para (1,2), seque que o =2 e ko = 2;
e Para (1,1,1,1), seque que « =4 e ko = 1;
e Para (2,1,1), seque que a =1 e ko = 2;

e Para (1,2,1), seque que o =2 € ko = 2;
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e Para (1,1,2), seque que o =3 e k, = 2;
e Para (3,1), seque que « =1 e ko = 3;
o Para (2,2), seque que o =2 € ko = 2.

A partir das defini¢oes de « e k,, provaremos o proximo resultado, o qual nos permite
obter uma féormula fechada para se obter o nimero de Frobenius de um semigrupo

numérico conhecidas as coordenadas de Kunz.

Proposicao 1.28 Seja S um semigrupo numérico de multiplicidade m tal que Kunz(S) =
(k1,k2y .oy km—1). Entao o nimero de Frobenius de S é dado por F(S) = m(ko,—1)+a.

Demonstracao: Com efeito, pela definigao de « e k,, segue que mk,+a = max(Ap(S5))
e pela defini¢ao do conjunto de Apéry segue m(k, — 1)+« ¢ Ap(S) e mais do que isso,
m(ky — 1) + a = max G(S) = F(9).

Exemplo 1.29 Utilizaremos a Proposi¢ao[1.28 para obter o nimero de Frobenius para

todos os semigrupos numéricos de género 4:

Kunz(S) | g(S) | a | ko | m(S) F(S)
L,L1, 0] 4 [4]1] 5 [s50-1)+4=4
2,1,1) | 4 |[1]2] 4 [42-1)+1=5
1,21) | 4 |2 2] 4 [42-1)+2=6
1,1,2) | 4 [3]2] 4 [42-1)+3=7
(3, 1) 4 [113] 3 [368-1)+1=7
(2, 2) 4 2] 2] 4 [30-1)+2=5
(4) 4 [1]a] 2 J2a-)+1=7

Tabela 1.1: Nimero de Frobenius dos semigrupos numéricos de género g = 4

Corolario 1.30 Seja S um semigrupo numérico de multiplicidade m tal que
Kunz(S) = (k1, k2, ..., km_1). Entdo o condutor ¢ € dado por ¢(S) = m(ko,—1)+a+1.

Demonstragao: A demonstracao segue imediatamente da definicao do condutor de

um semigrupo.
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Finalizando a andlise dos invariantes de um semigrupo numérico por suas coorde-
nadas de Kunz, a proposicao a seguir mostra como identificar a profundidade de um

semigrupo numérico por suas respectivas coordenadas de Kunz.

Proposicao 1.31 Seja S um semigrupo numérico de multiplicidade m tal que Kunz(S)
(k1,kay .o km_1), entao a profundidade q de S € igual a k..

Demonstragao: Da definigao de profundidade temos que ¢(S) = “ﬁf{?ﬂ Pelo Co-

roldrio 1.2 temos que ¢(S) = m(k, — 1) + a + 1, assim ¢(S5) = {W-‘ =

(ko — 1)+ [222] = (ko — 1) + 1 = k,. Na pentiltima passagem usamos o fato que
2<a+1<m.

1.3 Gapsets e filtracoes de gapsets

Nesta se¢ao vamos apresentar a definigdo e propriedades do conjunto de lacunas (gap-
set), o qual permite uma outra maneira de analisar um semigrupo numérico, pois seus
invariantes sao naturalmente os mesmos invariantes do semigrupo numérico correspon-
dente e definiremos as filtracoes de gapset, para a caracterizagao de um gapset por sua

respectiva filtracao.

Definicao 1.32 Um gapset é um conjunto finito G C N que satisfaz a sequinte pro-
priedade: se z € G, se z=x+y com x,y € N, entao x € G ouy € G.

Lema 1.33 Seja S um semigrupo numérico, entdo G = N\ S é um gapset. Recipro-

camente, seja G um gapset, entio S = Ng\ G € um semigrupo numérico.

Demonstragao: De fato, se S é um semigrupo numérico e G = Ny \ S, entao G C N
é finito. Assim, se z ¢ S é um numero natural (ouseja, z€ G)ez=x+ycomz e y
inteiros nao negativos, temos que ter que z ¢ S ouy ¢ S, ja que S é fechado em relagao
a adicao. Ou seja, x € G ou y € G e, portanto, G é um gapset. Reciprocamente, se
G é um gapset, seja S = Np \ G. Assim, temos que 0 ¢ G, entao 0 € S. Para z € S,
pode-se escrever z = = + y, com z,y € Ng. Como z ¢ G, entdo em decorréncia da
Definigao [1.32] segue que z ¢ G e y ¢ G, o que implica que x € S ey € S, o que

mostra o fechamento em S, logo S é um semigrupo numérico.
|

Definigao 1.34 Seja G um gapset. A multiplicidade de G é o menor inteiro maior
que zero tal que m ¢ G. O condutor é o menor natural tal que apds ele todo nimero
nao pertence a G. O numero de Frobenius de G ¢ dado pelo valor do maior elemento
de G. O género de G € sua cardinalidade. Por fim, a profundidade q de G ¢é dada por

a=[5]:
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Note que, as invariantes (multiplicidade, nimero de Frobenius, condutor, género e
profundidade) de um semigrupo numérico sao naturalmente estendidas aos gapsets, o

que permite o estudo de um semigrupo numeérico a partir do seu respectivo gapset.

Lema 1.35 Seja G um gapset de multiplicidade m. Entao:

1,m—1] C G;

GNmN=g.

Demonstragao: De fato, como G tem multiplicidade m, segue que {1,...,m—1} C G
e pela defini¢ao de multiplicidade temos que m ¢ G.

Agora, vamos provar que G N mN = @. Por absurdo, suponha que exista k € N
tal que km € G. Note que km = (k — 1+ 1)m = (k — 1)m + m, entao pela
definigao de gapset, segue que (k — 1)m € G. Como (k — 1)m € G, temos que
(k—1m = (k—2+1)m = (k — 2)m + m, entao pela definicdo de gapset, segue que
(k—2) € G. Assim, procedendo uma quantidade finita de etapas analogas as anteriores
chegar-se-4 em (k — k + 1)m = (k — k)m +m = Om + m, o que implica que 0 € G,
absurdo. Logo km ¢ GV k € N.

Notagao 1.36 Seja G um gapset de multiplicidade m. Vamos denotar Go = [1,m —1]
e genericamente:

Gi=GNlim+1,0+1)m—1],
com i € Ny.

Proposicao 1.37 Seja G um gapset de multiplicidade m e profundidade q. Seja G;

como definido acima. Entdo:

G == Go U Gl U...u Gq—l;
Gi+1 Ccm+ GYZ

para todo t > 0 e Gy_y # 9.

Demonstracao: Com efeito, pelo Lema [I.35] provou-se que G N mN = &, o que
implica que GG é uma uniao disjunta dos G;‘s para todo ¢ > 0. Seja ¢ o condutor
de G. Assim temos que G C [l,¢ — 1]. Sendo ¢ a profundidade de G, segue que
(¢ —1)m < ¢ < gm. Note que G, = GN[gm+1,(¢+ 1)m — 1] e como ¢ < gm,
concluimos que G; = @ para todo i > q. Além disso, para F', o numero de Frobenius
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de G, tem-se que F'=c—1lecomo F € Ge F > (¢—1)m+1, concluimos que F' € G,_4
e, portanto, G,_1 # O.

Para mostrar que G;;1 C m + G; para todo ¢ > 0 tome z € G;;. Como z € G4 =
GN[@+1)m+1,(i+ 2)m — 1], temos que:

r—mé€im+1,(i+1)m—1].

Note que, como x = m+ (x —m), * € Gem ¢ G, tem-se que z —m € G e,
portanto, z — m € G;.

Definicao 1.38 Seja G um gapset de multiplicidade m e profundidade q. A parti¢dao
canonica de G € dada por G = GoUG1U---UG,_; com G; = GU[im+1, (i+1)m — 1]
para cada i € {0,1,...,q—1}.

Observacao 1.39 Representar G por sua particao canonica permite uma obtencdo

imediata da multiplicidade, do género e da profundidade, uma vez que:

m = maz(Goy) + 1,

q=#{i:G; # o}
Definicao 1.40 Sejam G um gapset de profundidade g e G = Go UG U ... UG, a

particao canonica de G. Para todo i € {1,...,q— 1} definimos:

F=—im+G; (1.9)

Note que, a partir da definigao de F; (1.9), temos que
F(): [1,m—1] QFl QFQ 2 QFq_l.

Definicao 1.41 Seja G' um gapset de multiplicidade m e a particao canonica Gy U
GhiU---UG,1. A filtragao de gapset de G é a sequéncia finita (Fy, Fy, ..., Fy_1) em
que F; = —m + G;.

Para ilustrar bem a definicao da filtracao de gapset e da particdo canonica, vamos
apresentar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.42 Considere o semigrupo numérico S = (3,7,8). Entdo o gapset corres-
pondente é G = {1,2,4,5}, com Gy = {1,2} e G1 = {4,5} cuja particao candnica é
G ={1,2} U{4,5}.
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Assim, temos:

Fo =Gy =1{1,2}
Fi =Gy —3=1{12.
Assim, F' = ({1,2},{1,2}). Para simplificar a notagao, escrevemos F = (12)%.

Observagao 1.43 Note que os valores que aparecem em cada parte da filtracao cor-

respondem aos restos da divisao dos elementos de G pela multiplicidade m = 3, isto

s

e’

1=1 (mod 3)
2=2 (mod 3)
4=1 (mod 3)
5=2 (mod 3).

Observacao 1.44 Se m € N, A C N é um conjunto finito que admite uma parti¢ao
A=A UA U...UA,; para algum t € Ny com A; = ANfim+1,(i+1)m—1] e
Ais1 € m + A;, entdo chamaremos a sequéncia finita (Fo, Fy,...,F,) , em que
F;, = —im + A;, de filtracao de A. Em particular, se G € gapset, entdo a filtracao
de G coincide com a filtracdo de gapset de G.

O exemplo a seguir permitira ilustrar bem os conceitos apresentados neste capitulo.

Exemplo 1.45 Seja o semigrupo numérico S = (4,6,7,9). Entdo o gapset correspon-
dente € G = {1,2,3,5}, assim:

1. A multiplicidade é m = 4;
2. O condutor € ¢ = 6;
3. O numero de Frobenius ¢ F = b;

4. O género é g =4;

&

. A profundidade € q = ’—%-‘ = 2.

6 Como S € gerado por A ={4,6,7,9} tais elementos correspondem aos geradores

minimais de S, entdo sua dimensao é e = 4;

7. O conjunto de Apéry é Ap(S,4) = {0,6,7,9};
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8. As coordenadas de Kunz de S sdo dadas por Kunz(S) = (2,1, 1), pois:

9—-1
kl:T:2

6—2
kQZT:]_

7T—3
by =—— =1

9. A parti¢ao canonica é G = {1,2,3} U {5}

10. A filtra¢ao de G € dada por F = (123)(1), pois:

1=1 (mod4)
2=2 (mod 4)
3=3 (mod 4)
5=1 (mod 4).



Capitulo 2

Caracterizacao de Gapsets por sua
respectiva filtracao e pelas

coordenadas de Kunz

Neste capitulo apresentamos inicialmente como é caracterizado um gapset de multipli-
cidade m = 3 ou m = 4, pela sua respectiva filtracao, fazendo isto baseado no trabalho
Eliahou e Fromentin [7]. Analisar o gapset por sua respectiva filtracao permite de ma-
neira imediata visualizar suas invariantes e caracteristicas. Em seguida, far-se-4 uma
releitura do resultado obtido dos gapsets de multiplicidades m = 3 e m = 4 na Otica

das coordenadas de Kunz.

2.1 As filtracoes de multiplicidade m = 3

As filtragoes de gapset de multiplicidade m = 3 sao do tipo
(Fo, Fi, ..., Fy), em que {1,2} = Fy 2 F} D ... D F}. Para gapsets de multiplici-
dade m = 3, suas filtracoes de gapsets sao dos seguintes formatos:

() (12)7(1)° = (12)(12)... (12) ()(1) ... (1).

(.

(i) (12)7(2)* = <12>(122; y (12)1\(2)(2);. (2).

em que r > 1 e s >0, para ambos casos.

Todavia, uma filtragao do tipo (i) ou (ii) ndao é necessariamente uma filtracao de
gapset. Diante do exposto estamos interessados em encontrar condi¢oes sob r e s para
que de fato tais formatos de filtracao correspondam a filtragoes de gapsets.

Proposigao 2.1 Sejam Fy = (12)"(1)° e Fp = (12)"(2)*, filtragoes dos gapsets G 4 e
Gg, respectivamente. Entao:
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1. ¢(Ga) =q(Gp) =71+ s;

2. 9(Ga) = g(Gp) =2r + s.
Demonstragao: Item (1). Para G4 descrito em termos da sua particdo candnica,
temos que a quantidade de partes na filtracao coincide com a sua profundidade ¢, pela
definigao de partigao candnica. Por outro lado, ao se escrever Fy = (12)"(1)® temos
um total de r + s partes, portanto r + s = q.

Item (2). Com efeito, para Fy = (12)"(1)* a filtracao do gapset G4, pode-se

reescrever G4 em termos de sua particao canonica, em que G4 = GoUG1U---UG,_q,
em que g(G4) = > |Gi|. Note que, |G;| =2, parai € {0,1,...,7r — 1} e |G;| = 1, para

ie{r,r+1,...,r+s— 1}, assim:

r4+s—1 r+s—1

r—1 r—1
g(Ga) =D G| =D |G|+ Y G| => 2+ > 1=2r+s.
i i=0 i=r i=0 i=r

De modo andlogo, se prova (1) e (2) para Gg.

S

O teorema a seguir mostrara quando (12)"(1)® e (12)"(2)® representam de fato fil-

tragoes de gapset de multiplicidade m = 3.

Teorema 2.2 As filtracoes de gapsets de multiplicidade m = 3 sdo dos sequintes for-

matos:
1. (12)7(1)® € filtracao de gapset < 0<s<r+1ler >1;
2. (12)7(2)* € filtragao de gapset < 0 <s<r er > 1.

Demonstracao: Comegando pelo caso F' = (12)"(2)*, temos que:

FQ = ... =11 = {1,2},
Fo=..=F. ={2.

Como visto no Capitulo 1, cada gapset pode ser unicamente determinado por sua

respectiva filtragao. Tem-se que G; = 3i + F;, para todo i e escreva:

G=GoUG U UGy 1.

Agora, vamos verificar sob quais condi¢oes G é gapset:



2.1 As filtragoes de multiplicidade m = 3 24

Note que, por construcao, G é finito e F' é filtracao de gapset se, e somente se, G é

gapset. Note também que G dado tem as seguintes propriedades:

3ANNG =2
JitleGai<r—I;
3Jj+2eGej<r+s—1,

em que tais propriedades decorrem de G; = 3i + F; e da construgao de G.
Vamos verificar sob quais condicoes, tem-se que G é gapset:

A. Seja3i+ 1€ G, isto é,i € [0,r— 1] e escreva 3i +1 =a+ b com a,b € N. Dai

héa duas opcoes:

ia=1 (mod3)eb=0 (mod 3), o que implica que a+b =1 (mod 3) e isto
nos permite escrever (a,b) = (3x +1,3(i — z)), com 0 < x < ¢ — 1. Note
que para este caso, b ¢ G e a € G, uma vez que i < 7 — 1;

ii a=0=2 (mod3) o que implica que a +b = 4 = 1 (mod 3) e isto nos
permite escrever (a,b) = (3y +2,3(i—y—1)+2), com 0 <y <i—1. Note
que para este caso, a € Gumavez que 1 <r—1<r+s—1.

B. Seja 3j+2 € G, isto é, j € [0,r+s— 1] e escreva 3j +2 =a+ b com a,b € N.
Dai ha duas opcoes:

ia=2 (mod3)eb=0 (mod 3), o que implica que a+b =2 (mod 3) e isto
nos permite escrever (a,b) = (3x +2,3(j —z)), com 0 < z < j — 1. Note
que para este caso, b ¢ G e a € G, uma vez que j <7+ s — 1;

ii a=b=1 (mod 3) o que implica que a + b = 2 (mod 3) e isto nos permite
escrever (a,b) = (3y+1,3(j —y)+1),com 0 <y < j. Noteque 3i+1€ G
se, e somente se, ¢ < r — 1, como visto anteriormente. Assim, para que
a,b ¢ G devemos ter y = r e j—y = r e isto ocorre quando se toma j > 2r.
Por hipétese, j < r+s—1 donde conclui-se a desigualdade s > r+1. Assim
concluimos que a ¢ G e b ¢ G se, e somente se, s > r + 1. Portanto se
s<r,entaoa € GoubeG.

Portanto, F' = (12)"(2)* é filtracao de gapset se, e somente se, 0 < s < 7.

Agora, vamos provar o caso F' = (12)"(1)® com argumentos semelhantes ao caso

anterior. Para este caso, temos que:

Fo=..=F_ ={1,2},
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Fo=..=F., ={1}.

Como cada gapset pode ser unicamente determinado por sua respectiva filtracao,

para m = 3, tem-se que G; = 3t + F}, para todo i e escreva:

G=GyUG U...UGss1.

Note que, por construcao, G é finito e F' é filtracao de gapset se, e somente se, G é
gapset. Note também que GG dado tem as seguintes propriedades:

AINNG =2
Ji+leGeilr+s—1;
Jj+2eGEej<r—1;

em que tais propriedades decorrem de G; = 3i + F; e da construcao de G.

Vamos verificar sob quais condigoes, tem-se que G é gapset.

A. Seja3j+2€ G, isto é, j€[0,r—1] e escreva 3j +2 =a+ b com a,b € N. Daf
ha duas opcoes:

ia=2 (mod3)eb=0 (mod 3), o que implica que a+b =2 (mod 3) e isto
nos permite escrever (a,b) = (3z +2,3(j — z)), com 0 < z < j — 1. Note
que para este caso, b ¢ G e a € G, uma vez que j < 1 — 1;

i a=b=1 (mod 3) o que implica que a + b =2 (mod 3) e isto nos permite
escrever (a,b) = (3y +1,3(j —y) + 1), com 0 < y < j. Note que para este
caso, a,b e Gumavezquey < j<r—1<r+s—1.

B. Seja3i+1€G,istoé, i € [0,7r+s—1] eescreva 3i+1 =a+bcom a,b € N.
Dai ha duas opcoes:

ia=1 (mod3)eb=0 (mod 3), o que implica que a+b =1 (mod 3) e isto
nos permite escrever (a,b) = (3z + 1,3(i — x)), com 0 < x < i — 1. Note

que para este caso, b ¢ G e a € G se x < i, uma vez que i <7+ 5 — 1;

ii a =b=2 (mod3) o que implica que a +b = 4 = 1 (mod 3) e isto nos
permite escrever (a,b) = By +2,3(i—y—1)+2),com 0 <y <i— 1.
Note que, 35 + 2 € G se, e somente se, j < r — 1, como visto anteriormente.
Assim, para que a,b ¢ G devemos ter y > rei—y —1 > r e isto ocorre
quando se toma ¢ > 2r + 1. Por hipdtese, i < r + s — 1 donde conclui-se a
desigualdade s > r +2. Assim, concluimos que a ¢ G e b ¢ G se, e somente
se, s > r + 2. Portanto, se para s <r+1,a € Goub € G.
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Portanto, F' = (12)"(1)* é filtracao de gapset < G é gapset < 0 < s < r+ 1.

Exemplo 2.3 Seja G ={1,2,4,5,7,8,10,13,16}. Note que:

1=4=7=10=13=16=1 (mod 3)
2=5=8=2 (mod 3)
Assim, a filtragio associada é F' = (12)3(1)3, com r = s = 3. Pelo Teorema[2.4 F
€ filtracao de gapset o que implica que G € gapset.

Exemplo 2.4 Seja A ={1,2,4,5,8,11,14}. Note que:

1=4=1 (mod 3)
2=5=8=11=14=2 (mod 3)

Assim, a filtragdo associada é F = (12)*(2)3, comr = 2 e s = 3. Pelo Teorema

F nao € filtracio de gapset o que implica que A ndo € gapset.

2.2 As filtracoes de multiplicidade m = 3 por coor-

denadas de Kunz

Nesta secao faremos releitura do Teorema[2.2] obtido no trabalho de Eliahou e Fromen-
tin [6] para gapsets de multiplicidade m = 3, demonstrando-os de maneira alternativa

a partir das coordenadas de Kunz de um gapset.

Proposicao 2.5 Sejam Fy = (12)7(1)° e Fy = (12)"(2)* as filtragoes dos gapsets Gy e
G, respectivamente. Entao Kunz(Gy) = (r + s,r) e Kunz(Gy) = (r,r + s).

Demonstracao: Com efeito, para F; = (12)"(1)*, temos que existem r + s elementos
em @, tais que sao congruentes a 1 (mod 3). Analogamente, existem r elementos em
(1, que sao congruentes a 2 (mod 3). Para (ki, k2) as coordenadas de Kunz de Gy,
segue da definicao que k; corresponde a quantidade de elementos de (G; congruentes
a 1 médulo 3, assim k; = r + s; ko corresponde a quantidade de elementos de G
congruentes a 2 médulo 3, assim temos que kg = r. Portanto, (ki,k2) = (r+s,7). O

caso Fy = (12)"(2)* se demonstra de maneira andloga.
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Agora, vamos redemonstrar o Teorema [2.2 aplicando as coordenadas de Kunz de G.

Demonstragao: Como existem duas possibilidades para as filtragoes de gapset de

multiplicidade m = 3, a demonstracao sera dividida em dois casos:
Caso 1: F = (12)"(1)*

Seja G o gapset cuja filtracdo é F. Pela Proposiao 2.5 Kunz(G) = (r + s,7).
Aplicando a Proposicao [1.21] temos:

2(r+s) > r, isto é,r + 2s > 0;
2r+1>r—+s, istoé,r+1 > s.

A primeira desigualdade é verdadeira para todo r,s > 0, portanto F' = (12)"(1)* é
filtracao de gapset & s < r + 1.

Caso 2: F = (12)"(2)*

Seja G o gapset cuja filtragio é F. Pela Proposicao 2.5, Kunz(G) = (r,r + s).
Aplicando a Proposicao [1.21] temos:

2(r+s)+1>r istoé, r+2s+1>0;

2r > r+s,isto é, r > s.

A primeira desigualdade é verdadeira para todo r,s > 0, portanto F' = (12)"(2)* é
filtracao de gapset & s < r.

Logo, dos casos 1 e 2 conclui-se que F é filtragao de gapset se, e somente se, Kunz(F)

é coordenada de Kunz de gapset se, e somente se, satisfaz as desigualdades:
1. (12)7(1)® é filtragao de gapset < 0 <s<r+1ler > 1;
2. (12)7(2)® é filtragao de gapset & 0 < s<rer > 1.
|

A seguir, vamos exemplificar como aplicar o Teorema [2.2| a luz das coordenadas de

Kunz para verificar se (ki, k2) € N? correspondem as coordenadas de um gapset.

Exemplo 2.6 Vamos verificar se F = (12)3(1)? corresponde a um gapset. Note que,
para (6,3) = (ki, k), temos que k1 > ko, assim se (6,3) representa um gapset, entao
ele é da forma F = (12)"(1)®, assim:
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(6,3) = (k1,ko) =(r+s,7r)=r=5=3
Temos que s = 3 < r+ 1 =4, portanto de acordo com o Teorema existe um
gapset G tal que Kunz(G) = (6, 3).

Exemplo 2.7 Vamos verificar se a filtracio F = (12)3(1)® é uma filtragdo de gapset.
Note que, para (2,5) = (ki, ko), temos que ko > ki, assim se (2,5) representa um

gapset, entdo ele € da forma F = (12)"(2)°, assim:

(2,5) = (k1. ko) =(r,r+s)=>r=2es=3

Temos que s = 3 > r = 2, portanto de acordo com o Teorema as coordenadas

(2,5) nao representam um gapset.

2.3 O comportamento da quantidade de gapsets de
género g e multiplicidade m = 3

O Teorema a seguir vai responder a seguinte pergunta: o que acontece ao gapset de
multiplicidade m = 3 e género g ao se acrescentar o 1 ou o 2 na filtracao de posicao
r+1 a partir da sua partigao canonica? Isto é, tal conjunto, agora com g+ 1 elementos
continua sendo um gapset? Ou sob quais condigoes esse novo conjunto é gapset?

Antes de enunciarmos o teorema, vamos introduzir a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.8 Definimos F (g, m) o conjunto das filtragoes de gapset de género g e

multiplicidade m e ng,, = |F(g,m)|.
Teorema 2.9 Para todo g > 1, existe uma fungao injetiva f : F(g,3) — F(g+ 1,3).

Demonstragao: Note que F(g,3) = & para g < 1. Assim, tomemos g > 2. Vamos
construir a funcao fi que acrescenta o 1 na posicao r 4+ 1 da filtracao F, isto é:

f((12)") = (12)"(1)
f((12)7(1)%) = (12)7(1)*!
F((12)7(2)7) = (12)71(2)
Nosso objetivo é verificar quais imagens de F € F(g,3) por fi pertencem a

F(g + 1,3), os quais sao gapsets de género g + 1 e multiplicidade 3. Assim, vamos
aplicar o Teorema [2.2] em cada caso.
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i. Se F'= (12)" € F(g,3) e entao f1(F) = (12)"(1)! € F(g+1,3), pois 1 < r + 1,

uma vez que r = 1;

ii. Se F'= (12)"(1)* € F(g,3), temos 0 < s <r+ 1 e entdo fi(F) = (12)7(1)** €
F(g+1,3) se, e somente se s < 7;

iii. Se F'' = (12)"(2)* € F(g,3), temos 0 < s < r e entdao fi(F) = (12)"7(1)*! €
F(g +1,3), para quaisquer r, s, pois se tem 0 < s — 1 < r + 1.

Note que, em (i), (ii) e (iii), temos que g = 2r+s, com r > 1 e s > 0. Note também
que o unico caso em que F' € F(g,3) e f1(F) ¢ F(g+1,3) ocorre quando F = (12)"(1)*
quando se toma s = r + 1. Assim, para s = r + 1, temos F' = (12)"(1)% = (12)"(1)",
cujo género é g = 3r + 1. Portanto, exceto para as filtragoes F' = (12)"(1)°* € F(g,3)
tais que g = 1 (mod 3) garante-se que f1(F) € F(g + 1,3). Portanto, f; : F(g,3) —
F(g+ 1,3) estd bem definida, desde que se tome g Z 1 (mod 3) para F' = (12)"(1)".

Agora, vamos provar que f; é injetiva.
i. Se f1((12)") = f1((12)%), entao (12)7(1) = (12)*(1) e isto implica que r = k;

ii. Se f1((12)"(1)*) = f1((12)*(1)!), entao (12)"(1)*T = (12)*(1)**! e pela definigao
de f; o elemento 1 foi acrescentado na posigao r + 1 da filtragao F', assim temos
que (12)" = (12)* o que implica que r = k. De r = k segue que s+ 1 =t+1e
isto implica que s = t;

iii. Se f1((12)"(2)%) = f1((12)*(2)"), entdo (12)"T1(2)*~! = (12)k+1(2)""! e pela de-
finicao de fi o elemento 1 foi acrescentado na posicao r + 1 da filtracao F', assim
temos que (12)"*! = (12)**! o que implica que r +1 = k + 1, portanto 7 = s. De
r =k segue que s — 1 =t — 1 e isto implica que s = t.

Portanto, por (i), (ii) e (iii) f; é injetiva.

Analogamente, vamos construir a funcao fo(F') que acrescenta o 2 na filtragao de

posicao r + 1 de F, isto é:

f2((12))" = (12)"(2)
£((12)7(1)7) = (12)71(1)*
£2((12)"(2)7) = (12)7(2)**
Novamente, nosso objetivo é verificar quais imagens de F' € F(g,3) por f, perten-

cem a F(g+ 1,3), os quais s@o gapsets de género g + 1 e multiplicidade. Aplicando o
Teorema 2.2 em cada caso:
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i. Se F = (12)" € F(g,3), entao fo( F) = (12)"(2)' € F(g + 1,3), uma vez que
rz L

ii. Se F' = (12)"(1)* € F(g,3), temos 0 < s < r+1eentdo fo(F) = (12)"T(1)s ! e
F(g+1,3), para todos 7 e s, poisse tem 0 < s — 1 < r+1;

iii. Se F' = (12)"(2)* € F(g,3), temos 0 < s < r e entao fo(F) = (12)7(2)*™ €
F(g+1,3) se, e somente se s < r — 1.

Note que, por (i), (ii) e (iii), temos que g = 2r+s, comr > 1 e s > 0. Note também
que o unico caso em que F' € F(g,3) e fo( F) ¢ F(g+1,3) ocorre quando F = (12)"(2)*
quando se toma s = r. Assim, para s = r, temos F' = (12)"(2)* = (12)"(2)", cujo
género ¢ g = 3r. Portanto, exceto para ' = (12)"(2)® € F(g,3) tais que g = 0
(mod 3) garante-se que fo(F) € F(g + 1,3). Portanto, fy : F(g,3) — F(g+1,3) é
bem definida, desde que se tome g # 0 (mod 3) para F' = (12)"(2)*.

Agora, vamos provar que f, é injetiva.

i. Se f2((12)") = f2((12)%), entao (12)"(2) = (12)*¥(2) e isto implica que r = k;

ii. Se f2((12)7(1)%) = £2((12)k(1)Y), entao (12)"1(2)*~1 = (12)*1(2)!! e pela de-
finicao de f5 o elemento 2 foi acrescentado na posigao r + 1 da filtracao F', assim
temos que (12)""! = (12)**! o que implica que r = k. De r = k segue que

s—1=1t—1 eisto implica que s = t;

iii. Se f2((12)7(2)*) = £2((12)%(2)!), entao (12)"(2)*T! = (12)*(1)**! e pela definicao
de fy o elemento 2 foi acrescentado na posigao r + 1 da filtragao F', assim temos
que (12)" = (12)* o que implica que r = s. De r = k segue que s+ 1 =t + 1 e
isto implica que s = t.

Portanto, por (i), (ii) e (iil) f» é injetiva.

Portanto, temos que f : F(g,3) — F(g+1,3) estd bem definida e é injetiva, desde
que se tome f = f;, com g # 1 (mod 3) para F = (12)"(1)* e f = fo, com g #Z 0
(mod 3) para F' = (12)"(2)".

Corolario 2.10 Se g € Ny, entao ngy13 > ngs.

Demonstracao: Se g € Ny, entao ngy13 = |F(g+ 1,3)| = ny3 = |F(g,3)|.
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2.4 As filtracoes de multiplicidade m = 4

Nesta secao faremos de maneira breve a versao do Teorema a luz dos trabalhos de
Eliahou e Fromentin [7] para gapsets de multiplicidade m = 4.

As filtracbes de gapset de multiplicidade m = 4 sao do tipo
(Fo, F1, ..., Fy), em que {1,2,3} = Fy 2 F; O ... O Fj. Para gapsets de multi-
plicidade m = 4, suas filtracoes de gapsets sao dos seguintes formatos:

(i) (123)7(28)°(3)" = (123)(123) .. (123) (23)(23) ... (23) (3)(3) .- (3)

(i) (123)7(23)°(2)" = (123)(123) ... (123) (23)(23) ... (23) (2)(2) ... (2);

(.

g g g
T

(iii) (123)"(13)%(3)" = (123)(123)...(123) (13)(13)...(13) (3)(3) ... (3);

(. / . J/
-~ ~~ ~~
T S

(iv) (123)"(13)%(1)" = (123)(123)...(123) (13)(13)...(13) (1)(1)... (12;

(. . S
-~ -~ -~
T S

(v) (123)7(12)*(2)"

(123)(123)...(123) (12)(12)... (12) (2)(2) ... (2);

N

-~ -~ -~
T S

(vi) (123)7(12)%(1)" = (123)(123) ... (123) (12)(12) ... (12) (1)(1) ... (1);

- - -~
r s t

em que r, s e t sao inteiros tais que, r > 1, s > 0 e t > 0 para todos os casos.

Note que, uma filtracdo de um dos tipos (i) a (vi) ndo é necessariamente uma
filtracao de gapset. Diante do exposto estamos interessados em encontrar condicoes
sob r, s e t, para que de fato tais formatos de filtracao correspondam a filtracoes de

gapsets.

Proposicao 2.11 Sejam F, = (123)7(23)°(3)', F, = (123)7(23)°(2)!, F,, = (123)"(13)*(3)",
F, = (123)"(13)%(1), F, = (123)"(12)*(2)" e F, = (123)"(12)%(1)" filtragdes de gapsets
Gu, Gy, Gy, Gy, Gy e G, respectivamente. Entao:

1. ¢(Gy) =q(Gy) =+ =¢q(G,) =r+s+t;

2. 9(Gy) = 9(Gy) =+ =g(G,) = 3r+2s + .

Demonstragao: Item (1). Para G, descrito em termos da sua particdo candnica,
temos que a quantidade de partes na filtracao coincide com a sua profundidade ¢, pela
defini¢do de parti¢do canonica. Por outro lado, ao se escrever F, = (123)"(23)%(3)"
temos um total de r + s 4 ¢ partes, portanto r + s+t = q.
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Item (2). Com efeito, para F, = (123)"(23)%(3)" a filtracao do gapset G,,, pode-se
reescrever (G, em termos de sua parti¢ao canonica, em que G, = GoUG U ---UG,_q,
em que g(G,) = > |G;|. Note que, |G;| =3, parai € {0,1,...,r — 1}, |G;| = 2, para

ie{r,r+1,...,r+s—1}e|Gi| =1, parai € {r+s,r+s+1,...,r+s+t—1} assim:

r—1 r+s—1 r+s+t—1 r—1 r+s—1 r+s+t—1
9(G) =D G = "1Gi+ D> G+ Y. G =) 3+ > 2+ Y 1=3r+2s+t.
i 1=0 i=r 1=r+s =0 i=r 1=7r+s

De modo anélogo, se prova os demais casos.

Proposicio 2.12 F, = (123)"(23)*(3)!, F, = (123)7(23)*(2)t, F,, = (123)"(13)*(3)t,
F, = (123)"(13)*(1)", F, = (123)"(12)*(2)" e F, = (123)"(12)%(1)", filtragoes de gapsets
G, Gy, Gy, G, Gy e G, respectivamente. Entao:

1. Kunz(G,) = (r,r+ s,r + s+ 1t);
2. Kunz(G,) = (r,r +s+t,r +s);
3. Kunz(Gy) = (r +s,m,r+s+1t);
4. Kunz(G,) = (r+s+t,r,r+s);
5. Kunz(Gy) = (r+s,r+s+t,r);
6. Kunz(G,) = (r+s+t,r+s,r);

em que r, s et sao inteiros tais que, r =21, s >0 et > 0.

Demonstragao: Com efeito, para F,, = (123)"(23)%(3)", temos que existem r elemen-
tos em G, congruentes a 1 médulo 4; existem r + s elementos em G, congruentes a 2
modulo 4; existem r+ s+t elementos em G, congruentes a 3 médulo 4. Para (ky, ko, k3)
as coordenadas de Kunz de G, segue da definicao que k; corresponde a quantidade
de elementos de G, congruentes a 1 modulo 4, assim k; = r; kg corresponde a quan-
tidade de elementos de GG, congruentes a 2 modulo 4, assim temos que ky =7 + s; k3
corresponde a quantidade de elementos de GG,, congruentes a 3 médulo 4, assim temos
que k3 = r + s + t. Portanto, (ki, ke, k3) = (r,7 + s,7 + s +t). Os demais casos se

demonstram de maneira analoga.
|

Os teorema a seguir nos mostrara quais sao os formatos de uma filtracao de gapset
de multiplicidade m = 4.
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Teorema 2.13 As filtracoes de gapset de multiplicidade m = 4 sao dos sequintes for-

matos:
1. F=(123)"(23)*(3)", para s <r et <r;
2. F =(123)"(23)5(2)", para s+t < r;
3. F =(123)"(13)%(3)", para t < r;
4. F = (123)7(13)*(1)}, para t <7+ 1;
5. F=(123)"(12)%(2)%, para s+t+1<ret<r+s;
6. F=(123)"(12)*(1)", para s <r+1et <r+1;

em que r, s e t sao numeros inteiros tais que r > 1, s > 0et > 0.

Demonstragao: Provaremos o caso F' = (123)"(12)*(1)". Os demais casos sao prova-
dos de modo analogo.

Para F = (123)"(13)%(1), temos:

Fo=..=F_ ={1,2,3)
FT‘ = ... = Lpyps-1 = {1,3}
Fr-i—s = o = Lpgstit—1 — {1}

Como cada gapset pode ser unicamente determinado por sua respectiva filtracao,
para m = 4, tem-se G, = 4a + F,, para todo « natural, e seja:

G=GoUG U -UGris441

Note que, por construcao, G é finito e F' é filtracao de gapset se, e somente se, GG é
gapset. Note também que G dado tem as seguintes propriedades:

ANNG =2
di+leGeilr+s+t—1;
414+2eGe i <r—1,;

4dk+3eGek<r+s-—1.
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em que tais propriedades decorrem de G, = 4a + F, e da construcao de G.

Vamos verificar sob quais condigoes, tem-se que G é gapset:

A. Sejadk+3 € G, istoé, k€ [0,r+s—1] e escreva 4k +3 = a+ b, com a,b € N.
Dai ha duas opcoes:

1.

11.

a=3 (mod4)eb=0 (mod 4), o que implica que a + b =3 (mod 4) e isto nos
permite escrever (a,b) = (4o + 3,4(k — x)), com 0 < z < k. Note que neste caso
b¢ GeacG, umavez que k <r+s— 1.

a=1 (mod 4)eb=2 (mod 4), o que implica que a + b = 3 (mod 4) e isto nos
permite escrever (a,b) = (dy + 1,4(k —y) + 2), com 0 < y < k. Note que neste
casoa € G,umavezque y < k<r+s—1<r+s+t—1.

B. Sejadj+2 € G, isto é, j € [0,7 — 1] e escreva 4j +2 = a+ b, com a,b € N. Dai
h& trés opgoes:

I

11.

1il.

a=2 (mod4)eb=0 (mod 4), o que implica que a + b =2 (mod 4) e isto nos
permite escrever (a,b) = (4x + 2,4(j — x)), com 0 < x < j. Note que neste caso
b¢Geac G, umavezquex < j<r—1.

a =b=1 (mod4), o que implica que a + b = 2 (mod 4) e isto nos permite
escrever (a,b) = (dy +1,4(j —y) + 1), com 0 < y < j. Note que para este caso
ace G, umavezque 0 <y<r—1<r+s+t—1.

a =b =3 (mod 4) o que implica que a + b = 3 (mod 4), o que implica que
a+b=2 (mod 4) e isto nos permite escrever (a,b) = (42 +3,4(j — 2z — 1) + 3),
com(0<z2<j—1 Notequeae G,umavezque 0 < z2<r—2<r+s—1.

C.Sejadi+1€G,istoé,j€[0,r+s+t—1]eescrevadi+1=a+b, coma,be N.
Dai ha duas opcgoes:

1.

ii.

a=1 (mod4)eb=0 (mod 4) e isto nos permite escrever (a,b) = (4= +1,4(i —
z)),com 0 < x <i. Notequeb¢ Gea€ G,umavezque0 <z < i< r+s+t—1.

a=3 (mod4)eb=2 (mod 4) e isto nos permite escrever (a,b) = (dy + 3,4(i —
y—1)+2), com 0 <y <i. Note que 4k + 3 € G se, e somente se, k <r+s— 1
e dj 4+ 2 € G se, e somente se j < r — 1. Assim, para que a,b ¢ G devemos ter
y=>r+set—y—12=reissoocorre quando ¢ > 2r + s + 1. Por hipdtese,
i <7+ s+t—1 donde conclui-se a desigualdade t > r + 2. Assim concluimos
que a ¢ G eb ¢ G se e somente se t > r + 2. Portanto, se t <r+1, a € G ou
bedG.
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Portanto, F' = (123)"(13)%(1)" é filtracao de gapset < t < r + 1.
|

Observagao 2.14 De acordo com o Teorema casos 3 ou 4, tem-se que F =
(123)"(13)® € sempre filtracao de gapset.

Exemplo 2.15 Vamos verificar se F = (123)3(1)? representa uma filtragdao de gapset.
Para F = (123)3(1)%, temos r =3, s =0 e t = 2 ¢ aplicando o Teorema [2.15 item
4, seque que t =2 < r+1=4, portanto F = (123)3(1)? € filtragdo de gapset.

Exemplo 2.16 Vamos verificar se F' = (123)'(1)® representa uma filtragao de gapset.

Para F = (123)1(1)3, temosr =1, s =0 et =3 e aplicando o Teorema item
4, seque quet =3 > r +1=2, portanto F = (123)1(1)® ndo ¢ filtragio de gapset.

Na secao a seguir, faremos a releitura do Teorema na otica das coordenadas
de Kunz.

2.5 As filtracoes de multiplicidade m = 4 por coor-

denadas de Kunz

Na secao anterior enunciamos o Teorema [2.13| a partir das ideias do trabalho de Eli-
ahou e Fromentin estendendo a multiplicidade para o caso da multiplicidade m = 4,
demonstrando apenas um caso. Agora vamos redemonstrar este mesmo teorema, por
completo, na otica das coordenadas de Kunz o que implicard em uma obtengao do

resultado de maneira mais simples e pratica.
Agora, a partir das coordenadas de Kunz, vamos redemonstrar o Teorema [2.13]

Demonstracao: No decorrer desta demonstragao, denotaremos por G o gapset asso-
ciado a filtragao de gapset F' e por Kunz(G) = (ky, ko, k3). Impondo que r > 1, s > 0
et > 0, temos:

Caso 1: F = (123)"(23)%(3)"

Analisando as coordenadas de Kunz, temos que cada uma das coordenadas k; in-
dica quantos elementos de G sao congruentes a ¢ médulo 4. Note que, para o caso
F = (123)"(23)*(3)" temos: (ki, ko, k3) = (r,r+s,7+s+t). Da Proposi¢ao[1.22] segue
que:
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'2/?12/52

ko + ks + 12>k
Uiy + 1> ky
b+ ey > Ky

Assim:

(2r>r+s:>r2s.
r+s+r+s+t+1>2r=r+2s+t+1>20
2r+s+t)+1>2r+s=r+s+2t+1>0.

rtr+szr+s+i=rz=t.

Portanto, as coordenadas inteiras nao negativas (r,r + s, + s+ ) representam um
gapset se, e somente se t <res<r.

Caso 2: F' = (123)"(23)%(2)"

Aplicando as coordenadas de Kunz, temos que para este caso (kq, ko, k3) = (r,r +
s+t,r+ s) e aplicando a Proposigao segue:

(k) > ko= 2r>r+s+t=r>s+t.
kot+ks+1>2ki=r+s+t+r+s+1>2r=r+2s+t+1>20
2ks+1>2ko=20r+s)+12r+s+t=r+s+1>1

(ki t+hkeZ2hks=r+r+s+itz2r+s=r+t=>0.

Portanto, as coordenadas inteiras ndo negativas (r,r + s+ ¢, + s) representam um

gapset se, e somente se s+t < 7.
Caso 3: F = (123)"(13)%(3)"

Aplicando as coordenadas de Kunz, temos que para este caso (ki, ke, k3) = (r +
s,r,7 4+ s+ t) e aplicando a Proposigao [1.22] segue:
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2(7"—1—5) r=71+2s > 0.
r+r+s+t+1=2r+s=r+t+1=20
2r+s+t)+1>2r=r+2s+2t+1>0.

\r+s+r>r+s—|—t:>r>t.

Portanto, as coordenadas inteiras nao negativas (r + s, r,r + s +t) representam um

gapset se, e somente se t < 7
Caso 4: F = (123)"(13)*(1)*

Aplicando as coordenadas de Kunz, temos que para este caso (ki, ko, k3) = (r+ s+
t,r,r + s) e aplicando a Proposigao [1.22] segue:

(2 > hy = 2(r+5+18) >r+25+2 =1 +25+2t > 0.
ket+ks+1>2ki=r+r+s+1>2r+s+t=r+1>t.

2ks+1>ky=2(r+s)+1>2r=r+2s+1>0.

(k1 +hke 2 ks=r+st+t+trzr+s=t+r=0.

Portanto, as coordenadas inteiras nao negativas (r +s+t,r,r + s) representam um

gapset se, e somente se t <7+ 1.
Caso 5: F = (123)"(12)%(2)"

Aplicando as coordenadas de Kunz (ky, ko, k3), temos que para este caso (ki, ks, k3) =
(r+s,m+s+t,r) e aplicando a Proposicao [1.22] segue:

(2(r+s)>r+s+t:>r+s>t
r+s+t+r+1z=2r+s=t+r+1=>0.
r+l1zr+s+t=r+12>2s+t.

\rt+st+r+s+tt+rzr=r+2s+t=>0.

Portanto, as coordenadas inteiras nao negativas (r 4+ s+t,r,r + s) representam um
gapset se, e somenteset <r+ses+t<r+1.
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Caso 6: F = (123)7(12)*(1)!

Aplicando as coordenadas de Kunz, temos que para este caso (ki, ks, k3) = (a+ b+

¢,a+b,a) e aplicando a Proposigao segue:

'2(r+s+t)>r—|—s—l—t:>r+1>t.
r+s+r+1z2r+s+t=r+1=20.

P
r+s=r+1=>

0.
(rt+st+t+r+sz2r=r+2s+t=0.

Portanto, as coordenadas inteiras nao negativas (r+s+t, r+s, r+s+t) representam

um gapset se, e somente set <r+1les<r+ 1.

Exemplo 2.17 Vamos verificar se F = (123)3(1)? é uma filtragdo de gapset.

De acordo com o Teorema[2.19, aplicando o caso 4, temos que F' = (123)"(13)%(1)!
¢ um gapset para t < r + 1. Note que, para este caso, com F = (123)3(1)%, temos
r=3,s=0et=2eiwssoimmplicat=2<3+1=r-+1, portanto F' é uma filtragcao
de gapset. Note que esta andlise poderia ter sido feita na dtica do caso 6 do Teorema

213

Exemplo 2.18 Vamos verifcar se F = (123)1(1)* € uma filtragao de gapset.

De acordo com o Teorema[2.18, aplicando o caso 4, temos que F = (123)"(13)*(1)!
¢ um gapset para t < r+ 1. Note que, para este caso, com F = (123)'(1)?, temos
r=1,s=0et=4 eissomplicat=4>1+1=r+1, portanto nao é uma filtra¢ao
de gapset.



Capitulo 3

Arvore dos semigrupos por

coordenadas de Kunz

Neste capitulo, faremos a apresentacao do algoritmo da construcao da arvore dos
semigrupos numéricos baseados nos trabalhos de Bras-Amorés [5] . Posteriormente,
apresentaremos o algoritmo para a construcao da arvore dos semigrupos numéricos
pelas coordenadas de Kunz, classificando as coordenadas em geradoras, permanentes
e supérfluas, cuja classificacao permitird identificar a existéncia ou nao de filhos e a
quantidade destes. Encerraremos este capitulo com a caracterizacao das coordenadas
associadas aos semigrupos numéricos filhos a partir das coordenadas associadas ao

semigrupo gerador.

3.1 O algoritmo para a construcao da arvore dos

semigrupos numeéricos

Nesta se¢ao nos baseamos nos trabalhos de Bras-Amords, para apresentarmos a fun-
damentacao tedrica do procedimento para a construcao da arvore dos semigrupos
numéricos e também para a construcao da arvore dos semigrupos numéricos via co-
ordenadas de Kunz.

O lema a seguir mostra qual é a quantidade de geradores minimais maiores que o
nimero de Frobenius dos filhos obtidos do semigrupo numérico ordinario S = {0, ¢ +
1,—}.

Lema 3.1 O semigrupo numérico ordindrio S = {0,g9 + 1,—} tem como conjunto
minimal de geradores minimais {g+ 1,9+ 2,...,2g+ 1} e:

1. S\ {g+ 1} tem g+ 2 geradores minimais maiores que o numero de Frobenius;

2. S\ {g+ 2} tem g geradores minimais maiores que o nimero de Frobenius;
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3. S\{g+r}, comr >2 tem g—r+1 geradores minimais maiores que o nimero

de Frobenius.

Demonstracao: (1) Tem-se que o conjunto minimal de geradores de S\ {g + 1} é
{g4+2,...,29+1,29+2,2g+ 3} j4 que todo gerador minimal, exceto g + 1, permanece
gerador minimal. Além disso, 2g+2 e 2¢g+ 3 nao podem ser obtidos a partir dos demais
geradores minimais, pois S é um semigrupo numérico ordinario.

(2) Tem-se que o conjunto minimal de geradores de S\{g + 2} é {g+1,g+3,...,29+
1,294 3} ja que todo gerador minimal, exceto g+ 2, permanece gerador minimal. Note
que 2g + 3 nao pode ser obtido como uma combinacao linear dos demais geradores
minimais e g+ 2 tornou-se o novo nimero de Frobenius, logo sao g geradores minimais
maiores que o numero de Frobenius.

(3) Tem-se que o conjunto de geradores de S\{g +7r} é{g+1,...,9+r—1,9+7r+
1,...,2g 4 1} ja que todo gerador minimal, exceto g + r, permanece gerador minimal.
Note que 2g+7r+1 = (g+2)+ (9+r—1) o que implica que tal elemento nao pertence
ao conjunto minimal de geradores e g+ r tornou-se o novo nimero de Frobenius, assim
o conjunto {g+7r+1,...,2g+ 1} tem g —r + 1 elementos e contém todos os geradores

minimais maiores que o numero de Frobenius.
|

O lema a seguir versa sobre a quantidade de geradores minimais maiores que o

numero de Frobenius para semigrupos numéricos nao-ordinarios.

Lema 3.2 Seja S um semigrupo numérico nao-ordindrio, em que {\ < Ay < ... <
Ak} s@o os geradores minimais de S que sdo maiores que o numero de Frobenius de
S. Entao, o nimero de geradores minimais do semigrupo numérico S\ {\;} que sao

maiores que o numero de Frobenius €:
e pelo menos k — j;

e no mdrimo k — j + 1.

Demonstracao: O semigrupo numérico S \ {)A;} tem ntmero de Frobenius \; e
Aj+1, Ajt2, - .., A sao geradores minimais, totalizando no minimo k — j geradores mi-
nimais.

Os elementos em S \ {);}, que nao sdo geradores minimais de S e se tornam
geradores minimais de S\ {);}, devem ser da forma \; + s para algum s € S. Sejam a
multiplicidade de S. Se s > m, entao \; +s —m > A;. Portanto, A\; + s = m + k para
algum k € S\ {)\;}, o que implica que \; + s é obtido pela soma de dois elementos de
S\ {A;}. Isso mostra que A\; + m nao é gerador minimal de S\ {);}. Logo a tnica
possibilidade para que um elemento que nao é gerador minimal de S e passa a ser
gerador minimal de S\ {);} é da forma \; + m.
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Observagao 3.3 Note que ao retirar \; de S para obter S\ {\;}, a classe de con-
gruéncia mddulo m de \; foi retirada dentre os geradores de S e por conseguinte de S'\
{\;}, sendo esta recuperada pela soma de dois elementos do conjunto
{2, A1, A, -, Ak} oou pela soma de \j 4+ Ay, em que Ay corresponde a mul-
tiplicidade de S.

Observacao 3.4 Note que as quantidades de geradores minimais maiores que o nNUmMero
de Frobenius descritos no Lema|3.9 nao sao aplicdveis para semigrupos numéricos or-
dindrios. Para S um semigrupo numérico ordindrios, temos que este é gerado por
{g+1,9+2,...,2g+1}, em que podemos reescrever tal conjunto como {1, Aa, ..., Agt1}
tal que A\ < Ao < ... < Agy1. Analisando o caso em que retiramos de S o gerador Ay,

nas condi¢oes do Lema[3.9, temos k =g+ 1 e j =1, assim:

Lk—j=(g+1)-1=g#g+2;
i k—j+1=(g+1)—1+1=g+1#g+2.

A partir dos Lemas e temos o procedimento para a construcao da arvore dos
semigrupos numeéricos. A seguir, apresentamos a arvore até o género g = 4 em que nas
ramificacoes entre um semigrupo e outro temos a indicacao do respectivo nimero de
Frobenius, em que os nimeros em negrito correspondem a geradores minimais maiores

que o numero de Frobenius.

(2,3)
/ X
(3,4,5) (2,5)
(4,5,6,7)  (3,5,7) (3,4) (2,7)

//5/6\ X\

(5,6,7,8,9) (4,6,7,9) (4,5,7) (4,5,6)  (3,7,8) (3,5) (2,9)

Analisando a drvore acima, vamos exemplificar casos do Lema [3.1]

Exemplo 3.5 O semigrupo numérico nao-ordindrio (3,5,7) tem como filhos os semi-
grupos (3,7,8) e (3,5), também nao-ordindrios. Note que o semigrupo (3,5,7) possui
dois geradores minimais maiores que o nimero de Frobenius (F = 4), os quais formam

o conjunto {5,7} e, dessa forma k = 2. Assim:
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i. Ao retirar o 5, o qual ocupa a posicao j = 1, de acordo com Lema[3.1], o filho
obtido (3,5,7) \ {5} terd no minimo k — j =1 e no mdzimo k — j+ 1 = 2 gera-
dores minimais maiores que o numero de Frobenius. Claramente, o 7 continuard
como gerador minimal por ser maior que o numero de Frobenius. Assim deve-se
verificar se de fato o 8 também € gerador minimal. Note que 8 = 2 (mod 3) e
0 8 nao € obtido por nenhuma combinacao de elementos do semigrupo numérico.
Portanto é um gerador minimal maior que o numero de Frobenius e de fato o
semigrupo filho (3,7,8) possui 2 geradores minimais maiores que o numero de

Frobenius.

ii. Ao retirar o 7, o qual ocupa a posicao j = 2, de acordo com Lema (3.1, o filho
obtido (3,5,7) \ {7} terd no minimo k —j = 0 e no mazimo k —j+1 =1
geradores minimais maiores que o numero de Frobenius. Note que ao retirar o
7 o candidato a gerador é o 10 (34 7), como 10 = 5 + 5, entdo 10 ndo € um
gerador minimal. Portanto o filho (3,5) nao possui geradores minimais maiores

que o numero de Frobenius e nao gera filhos.

3.2 O algoritmo para a construcgao da arvore dos se-

migrupos numéricos pelas coordenadas de Kunz

Nesta se¢ao apresentaremos a arvore dos semigrupos numeéricos na ética das coordena-

das de Kunz e descreveremos o procedimento para sua construcao.

A construcao da arvore dos semigrupos numéricos é baseada nos geradores minimais
e no numero de Frobenius. Na arvore temos que cada semigrupo numérico é represen-
tado por seus geradores minimais (maiores ou nao que o numero de Frobenius). Para
o préximo nivel na arvore retira-se, por vez, um gerador minimal maior que o ntiimero
de Frobenius e no lugar deste coloca-se o gerador retirado acrescido da multiplicidade,
quando este nao é combinacao de outros geradores minimais, caso contrario tal gera-
dor é apenas retirado. Portanto, para a construgao da arvore, tem-se que verificar se o
gerador minimal é ou nao maior que o nimero de Frobenius e se para o préximo nivel o
candidato a substituto do gerador minimal maior que o nimero de Frobenius é ou nao
combinagao linear de geradores minimais. Para a construgao da arvore dos semigrupos
numéricos via coordenadas de Kunz seguiremos o raciocinio anterior, adaptado as co-
ordenadas de Kunz. Assim, antes de apresentarmos o procedimento para a construcao
da arvore dos semigrupos numéricos via coordenadas de Kunz, vamos para cada uma
das (m — 1)-uplas em N™~! classificar cada uma das suas coordenadas de acordo com
sua caracteristica, pois é a caracteristica da coordenada que norteara a construcao da

arvore indicando, por exemplo, a classificagao do semigrupo numérico, a existéncia ou
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nao de filhos e a quantidade destes. A classificacao proposta, assim como a construgao
da arvore dos semigrupos numéricos, fundamenta-se nos Lemas e[3.2l Ao analisar
cada coordenada vamos classifica-la em uma dentre trés possibilidades, a saber: na
coordenada que esta associada a um gerador minimal maior que o nimero de Frobe-
nius, a qual chamaremos de coordenada geradora; na coordenada que esta associada a
um gerador minimal menor que o nimero de Frobenius, a qual chamaremos de coor-
denada permanente; ou a coordenada que estd associada a um elemento do conjunto
de Apéry que nao é gerador minimal, sendo este combinacao linear de geradores mini-
mais, a qual chamaremos de coordenada supérflua. Portanto, nosso objetivo é buscar
condigoes para decidir dentre cada uma das coordenadas da (m — 1)-upla quais estao
associadas a geradores minimais maiores e menores que o nimero de Frobenius e quais
destas estao associadas a geradores que sao combinagoes lineares de geradores minimais.

Teorema 3.6 Seja S um semigrupo numérico tal que Kunz(S) = (k1, ko, ..., km—1).

Entao:
A. k, é uma coordenada permanente de S se um dos seguintes itens ocorre:

a. v<aek, <ky;

b.v>aek,+1<k,.

B. k; é uma coordenada supérflua de S e se existem i, j € {1,...,m—1}, satisfazendo
um dos seguintes itens:

a. ki +k; = k;, comi+j <m;

b. ki +kj+1=Fk, comi+ j>m.
C. kp é uma coordenada geradora de S se nao é nem permanente e nem supérflua.
Demonstragao:
A. Das coordenadas permanentes.

Vamos buscar por uma condicao para verificar se uma coordenada esta associada
a um gerador minimal menor que o nimero de Frobenius. Temos, pela Proposicao
1.28 que F(S) = m(ky, — 1) + o, em que k, é a maior coordenada mais a direita.
Dai, se w; € Ap(S) e w; < m(kq — 1) + a, entdo w; é menor que F(S). Substituindo
w; = mk; + i, obtemos w; = mk; +1i < mky, +a—m, isto é, m(k; — ko +1)+i—a < 0.
Isso ocorre em dois casos (lembrando que 1 < i, <m—1,logo2—m<i—a<m—2
e também i # «, pois w, = mk, + Q):



3.2 O algoritmo para a construgao da arvore dos semigrupos numéricos pelas
coordenadas de Kunz 44

l.i<aek;—k,+1<0,istoé, 1 <aek; <kgy;
2.i>aek;—k,+1<0,istoé, i >aek;+1<ky;
B. Das coordenadas supérfluas.

Vamos buscar por uma condicao para verificar se uma coordenada nao esté asso-
ciada a um gerador minimal, isto é, se tal coordenada estd associada a um gerador
que é combinacao linear de geradores minimais. Sabemos que a multiplicidade de um
semigrupo numérico é sempre um gerador minimal. Uma pergunta que surge é: dado
le{l,...,m— 1}, quando w; ndo é gerador nao minimal? Devem existir indices 7 e j
tais que w;+w; = wy, isto é, mk;+i+mk;+j = mk;+1. Dai, m(k;+k;—k) = [—(i+7).
Logo, i+7 =1 (mod m). Como 1 < i,7,l < m—1,entdo —2m+3 < I—(i+j) < m—3.
Assim, | — (i +j) € {—m,0}. Sel— (i + j) = —m, entao k; + k; — k;, = —1, isto é,
ki+kj+1=Fk. Sel—(i+j)=0,entdo k; +k; —k; = 0, isto é, k; + k; = k;. Portanto,

w; nao é gerador minimal se:
1. existem 4,7 com i+ j = [ < m tais que k; + k; = ki;
2. existem 7,j com i + j = [ +m > m tais que k; + k; + 1 = k3
C. Das coordenadas geradoras.

Bem estabelecidos os critérios para verificar se uma determinada coordenada na
(m — 1)-upla é uma coordenada permanente ou uma coordenada supérflua, temos que

se uma coordenada nao é permanente e nem supérflua, entao coordenada é geradora.
[

A coordenada k; que satisfaz o caso i < v e k; < k,ouocasoi >aek; +1<k,
sera chamada de coordenada permanente. Atribuimos este nome a coordenada, pois,
na construcao da arvore, nao ¢ feita a retirada de geradores minimais menores que o
numero de Frobenius, assim tal coordenada permanece nos niveis seguintes. Todavia,
os geradores associados as respectivas coordenadas sao geradores minimais.

A coordenada k; que satisfaz o caso k; + k; = k; ou o caso k; + k; +1 = kK,
serd chamada de coordenada supérflua. Atribuimos este nome a coordenada, pois,
na construcao da arvore pelos geradores minimais, o gerador que é combinacao linear
de outros geradores ¢ omitido na construcao da arvore, sendo entao este gerador um
“elemento supérfluo”. Por exemplo, na construcao da arvore dos semigrupos numéricos
pelos geradores minimais, temos que o semigrupo numérico (3,5,7) tem como filho
(3,5), o qual é obtido ao se retirar o elemento 7 e a ele é adicionada a multiplicidade
m = 3, assim o elemento candidato a substituir o 7 é o 10, o qual é omitido, pois
10 = 5+ 5, uma combinacao linear, portanto um elemento supérfluo.
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Um fato importante a ser observado é que identificada uma coordenada supérflua
conclui-se que para a classe de congruéncia que a coordenada esta associada nao ha a
geracao de filho no nivel seguinte, por exemplo, no caso do semigrupo numérico (3, 5),
temos que suas coordenadas de Kunz que sao (3,1) em que k; = 3 estd associada
ao elemento 10 = 3 -3 4 1, a coordenada supérflua que nao aparece em (3,5), visto
anteriormente.

Caso um w; = mk; + ¢ seja um gerador minimal de S (um semigrupo numérico
nao ordinério) e maior que o nimero de Frobenius, entdo, como visto na construcao
da arvore, sera possivel remover tal elemento para obter um semigrupo numérico filho,
S\ {wi}.

Note que Ap(S \ {w;}) = Ap(S) U{w; + m} \ {w;}, pois, min{s € S\ {w;} : s =1
(mod m)} = w; + m = m(k; + 1) + ¢. Neste caso, se Kunz(S) = (k1, ..., ki ..., km_1),
entdo Kunz(S\ {w;}) = (k1, ..., ki+ 1,... kp_1).

Tais coordenadas recebem de maneira motivada o nome de coordenadas geradoras,

pois estas e somente estas geram filhos.

Exemplo 3.7 Vejamos alguns casos de coordenadas permanentes.

a. As coordenadas (1,2) estao associadas a um semigrupo numérico Sy de multi-
plicidade m = 3 em que ky = 1, ko = k, = 2, em que temos 1 =1 < a = 2,
ki =1 < ko = 2 0 que implica que ky = 1 é uma coordenada permanente. De
fato temos que ki = 1 estd associado ao gerador minimal s1 = 3-1+1 =4 de
S1, 0 qual é menor que o nimero de Frobenius F(S1) = 5; essa € outra forma de

garantir que k1 € a uma coordenada permanente.

b. As coordenadas (1,1,2) estdo associadas a um semigrupo numérico Sy de multipli-
cidade m =4 em que kv =1, ko =1, ks =k, =2, em que temos i1 =1 < a = 3,
ki =1 <k, =2 o que implica que k1 = 1 é uma coordenada permanente. De
modo andlogo temos que ko = 1 também € coordenada permanente. De fato temos
que k1 = 1 estd associado ao gerador minimal s =4-1+1 =15 de Sy, o qual
¢ menor que o nimero de Frobenius F(Ss) = 7; essa € outra forma de garantir
que k1 € a uma coordenada permanente. De modo andlogo temos que ke = 1 estd

associada a s = 6 de Sy, 0 qual é menor que o niumero de Frobenius.

c. As coordenadas (3,1) estdo associadas a um semigrupo numérico Sy de multipli-
cidade m = 3 em que k1 = k, = 3 e ks = 1, em que temos i = 2 > a = 1,
ki+1=2<k,=3 o que implica que ko =1 é uma coordenada permanente. De
fato temos que ko = 1 estd associado ao gerador minimal s, = 3-1+2 =15 de
Ss, 0 qual é menor que o nimero de Frobenius F(S3) = 7; essa € outra forma de

garantir que ko € a uma coordenada permanente.
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d. As coordenadas (3,1,1) estao associadas a um semigrupo numérico Sy de multi-
plictdade m = 4 em que k1 = ko, =3, ks = ks =1, em que temos1 =2 > a =1,
ki+1=2<k, =3 o que implica que ks = 1 é uma coordenada permanente.
De modo andlogo temos que k3 = 1 também € coordenada permanente. De fato
temos que ky = 1 estd associado ao gerador minimal so = 4 -1+ 2 =5 de Sy,
o qual € menor que o nimero de Frobenius F(S;) = 9; essa é outra forma de
garantir que ky € a uma coordenada permanente. De modo andlogo temos que

ks =1 esta associada a s3 =7 de Sy, o qual é menor que o numero de Frobenius.

Exemplo 3.8 Vejamos alguns casos de coordenadas supérfluas.

a. As coordenadas (1,2,1,1) estao associadas a um semigrupo numérico Sy de mul-
tiplicidade m =5 eky =1leky=2emquei+j=14+1=2=[1<5=me
ki1 + k1 = ko = 2, portanto ke = 2 € uma coordenada supérflua. De fato, ki = 1
estd associado ao gerador minimal s1 =5-14+1=06 e ky = 2 estd associado ao
gerador s =5-2+2 =12, ambos de Sy. Assim, temos s1+51 =6+6 =12 = s9
uma combinacao linear de s.

b. As coordenadas (1,1,1,2) estao associadas a um semigrupo numérico Sy de mul-
tiplicidade m =5, em que ky =1, ks=1eky=2emquei+j57=1+3=4=
I <b=mek +ks=ky=2, portanto ky = 2 € uma coordenada supérflua.
De fato, ky = 1 estd associado ao gerador minimal sy = 5-1+1 =06, k3 =1
estd associado ao gerador s3 =5-1+3 =8 e ky = 2 esta associado ao gerador
sS4 =524+ 4 =14, todos de Sy. Assim temos s1 + s3 =6+ 8 = 14 = s4, uma

combinacao linear de s1 e ss.

c. As coordenadas (3,1) estdo associadas a um semigrupo numérico Ss de multipli-
cidadem =3, em quek; =3 eky=1emquei+)=24+2=4=I14+m>3=me
ko+ko+1 = ki = 3, portanto k1 = 3 € uma coordenada supérflua. De fato, k1 =1
esta associado ao gerador minimal s1 =3 -3+ 1 =10, ky = 2 estd associado ao
gerador ss = 3-1+4+ 2 =05, todos de S3. Assim temos ss + so =5+ 5 =10 = 51,

uma combinacao linear de so .

d. As coordenadas (3,1,1) estao associadas a um semigrupo numérico Sy de multi-
plictdade m =4, em que k1 =3, ko =ks=1emquei+j=2+3=5=[014+m >
4 =m eky+ks+ 1=k =3, portanto ky = 3 é uma coordenada supérflua.
De fato, ky = 3 estd associado ao gerador minimal s1 =4 -3+ 1 =13, ky =1
estd associado ao gerador s, =4-14+2 =6 e k3 = 1 estd associado ao gerador
s3=4-143 =7, todos de Sy. Assim temos s, + s3 = 6+ 7 = 13 = s1, uma
combinacao linear de sy e s3 .
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A seguir vamos exemplificar como identificar coordenadas geradoras a partir das
coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico e em seguida apresentar como obter

os seus respectivos filhos.

Exemplo 3.9 Vejamos algumas coordenadas geradoras:

Para as coordenadas (2,1,1), associadas ao semigrupo numérico Sy de multiplici-
dade m = 4, temos ki = ko, = 2 e ko = k3 = 1, em que k1 = 2 estd associado ao
elemento de s, =4-2+1=9; ky = 1 esta associado ao elemento de sy =4-1+2 = 6;
ks = 1 estd associado ao elemento de s3 =4 -1+ 3 = 7. Pela Proposicao temos
que FI(S1) =4-(2—1)+1 =05, logo ki, ko e k3 nao sio coordenadas permanentes.
Note que ky = k3 = 1 nao podem ser coordenadas supérfluas, pois para tal deve-se ter
k; > 2 para se ter uma combinagao linear entre geradores minimais. Como ks e ks nao
sao coordenadas permanentes e nem supérfluas, logo sao coordenadas geradoras. Por
fim, temos que verificar se ki € coordenada supérflua. Neste caso, para k; =2 el =1,
temos como unica possibilidade verificar o caso emi1+3j > m, comi =2 e 5 = 3, donde
i+j7=2+3=5>4=m. Para tal caso temos k; +k; +1=1+14+1=3#2=F,
logo k; = 2 nao é coordenada supérflua e, portanto, ki € coordenada geradora. Como
as trés coordenadas de (2,1,1) sdo geradoras, temos que para o prérimo nivel serdo
gerados trés filhos, em que cada filho € obtido ao se acrescentar 1 na coordenada gera-
dora, isto €, (2,1,1) gerard os filhos: (2+1,1,1) = (3,1,1), (2,1 +1,1) = (2,2,1) e
(2,1,1+1)=(2,1,2).

Agora, a partir de uma(m — 1)-upla vamos classificar cada uma das coordenadas
de Kunz & luz do Teorema [3.6

Exemplo 3.10 Vamos classificar as coordenadas de Kunz de alguns semigrupos numéricos:

o (1,2): temos que ky + k1 = 2 = ko, logo ky € uma coordenada supérflua. Note

também que ki < ko = ko, portanto ki é uma coordenada permanente;

e (1,2,1): temos que ki + ki = 2 = ks, logo ky é uma coordenada supérflua.
Note também que ky < ko = k,, portanto k; é uma coordenada permanente.
Note também que ks + 1 = 2 = k,, portanto, ks nao é coordenada permanente e

claramente nao € coordenada supérflua, logo € coordenada geradora;

o (1,1,2): temos que ky + ko = 2 = k3, logo k3 € uma coordenada supérflua. Note
também que ki < k3 = ko e ko < k3 = k,, portanto ki e ky sao coordenadas

permanentes.

e (3,1): temos que ky+ko+1 =3 = kq, logo ki é uma coordenada supérflua. Note

também que ko + 1 < ky = k,, portanto ks é uma coordenada permanente.
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Observacao 3.11 Note que como uma consequéncia imediata da Proposi¢ao
tem-se que k, nao pode corresponder a uma coordenada permanente, pois o numero
de Frobenius do semigrupo numérico S € dado por F(S) =m(k, — 1) + « e, portanto,
W = mky + a > F(S).

A seguir apresentamos um semigrupo numérico em que todas as coordenadas de
Kunz sao geradoras.

Lema 3.12 Seja S um semigrupo numérico de multiplicidade m cujas coordenadas de
Kunz sdo (x,z,...,z) . Entdo todas as coordenadas sao geradoras e S tem pelo menos
m — 1 filhos, a saber: (x + 1,z,...,2),(x,z+1,...;2),...,(z,z,...,x + 1).

Demonstragao: Pela Proposicao 1.6 temos que F(S) =m(x—1)+(m—1) = mz—1.
Para k; = x temos que tal coordenada esta associada ao menor elemento do conjunto
de geradores de S, o qual esta associado a s,,;, = mx+1 > max — 1, portanto para todo
k; comi € {1,2,...,m— 1} temos que k; nao é coordenada permanente. Agora vamos
verificar se alguma coordenada k; é supérflua. Note que, para Vi, j,l € {1,2,...,m—1},

temos que analisar dois casos:
i. Parai+4 j <m, temos que k; + kj =2+ 2 > 2 = k3
ii. Para¢+j >m, temosque k; +k;j+1=a+x+1>a=k;

Logo, por (i) e (ii), segue que k; nao é coordenada supérflua. Como, para todo
i €{1,2,...,m — 1}, tem-se que k; nao é coordenada supérflua e nem coordenada
permanente, tem-se que todas as coordenadas de (x,x,...,z) sdo geradoras e o semi-
grupo numeérico associado tem pelo menos m — 1 filhos.

Observagao 3.13 As coordenadas de Kunz dos filhos de um semigrupo numérico or-

dindrio de multiplicidade m sao da forma: (1,...,1),(2,1,...,1),...,(1,1,...,2).

A seguir apresentaremos o procedimento para a construgao da drvore dos semigru-
pos numeéricos via coordenadas de Kunz. Tal método estd baseado nos Lemas[3.1]e[3.2]

Para Kunz(S) = (kq, ko, . . ., k1) temos Ap(S) = {0, mki+1, mko+2, ... ,mk,, 1+
(m—1)} e pela Proposigao 1.1} S = (m, wy,w, ..., wy_1). Agora usaremos a Teorema
para ilustrar a construcao da arvore dos semigrupos numéricos pelas coordenadas
de Kunz.

A arvore sera construida por niveis em que elementos pertencentes ao mesmo nivel
possuem mesmo género. No primeiro nivel tem-se o género g = 0, ao qual pertence (),

o qual corresponde a Nj.
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O ntumero na aresta indicard a coordenada de Kunz que aumenta uma unidade
do pai para o filho. Caso pai e filho estejam relacionados a semigrupos numéricos

ordindrios, o nimero na aresta serd indicado por zero.

0

Prossegue-se para o préoximo nivel, isto é, para os semigrupos numéricos de género
g = 1, o qual é composto apenas por Ny \ {1}, representado por (1), um semigrupo

numérico ordinario.

(1)

Prosseguindo para o proximo nivel, isto é, para os semigrupos numéricos de género
g = 2. Note que (1) corresponde a um semigrupo numérico ordindrio, assim vamos
aplicar o a Observacao Temos que um semigrupo numérico ordinédrio de género
g gerara g + 1 filhos dos quais um deles serd um semigrupo ordinario de género g+ 1 e
os demais filhos serao obtidos ao se acrescentar uma unidade a uma das coordenadas
do semigrupo gerador (pai), efetuando tal acréscimo a cada uma das suas unidades. A

construcao esta descrita na figura abaixo.

(1,1) (2)

Obtidos os filhos, deve-se verificar quais destes geram filhos. Portanto devemos
analisar cada uma das coordenadas obtidas. Pelo Lema [3.2] temos:

i. O semigrupo associado a (1,1), obtido de (1) possui 1 + 2 geradores minimais
maiores que o numero de Frobenius, logo todas as coordenadas de (1,1) corres-

pondem a coordenadas geradoras.

ii. O semigrupo associado a (2), obtido de (1) possui 1 gerador minimal maior
que o numero de Frobenius e como (1) tem género g = 1, segue que 2 é uma
coordenada geradora e portanto gera filhos. Em particular, os descendentes de
(2) estao associados aos semigrupos hiperelipticos.



3.2 O algoritmo para a construgao da arvore dos semigrupos numéricos pelas
coordenadas de Kunz 50

Prosseguindo para o préximo nivel, teremos os semigrupos de género g = 3. Note

que, neste caso os pais sao (1,1), semigrupo ordindrio, e (2), um semigrupo nao-

ordinério. Para (1, 1) vamos aplicar o Lema , em que o primeiro filho é um semigrupo

ordindrio de género g = 3, o qual é obtido ao se acrescentar mais uma coordenada 1 e

aos demais semigrupos acrescenta-se um a uma das coordenadas do semigrupo original

em que tal acréscimo ocorre a cada uma de suas coordenadas. Para (2) basta acres-

centar um a coordenada 2, obtendo a coordenada (3). A construgao estd descrita na

figura abaixo.

Rt @)
/1

(1,1,1) (2,1) (1,2) (3)

Obtidos os filhos deve-se verificar quais destes geram filhos, portanto devemos anali-

sar cada uma das coordenadas dos semigrupos numéricos obtidos. Note que pelo Lema

[3-2] temos:

ii.

iii.

1v.

. O semigrupo associado a (1,1,1) possui 1 4+ 3 geradores minimais maiores que

o numero de Frobenius, logo todas as coordenadas de (1,1,1) correspondem a

coordenadas geradoras.

O semigrupo associado a (2, 1) possui 2 geradores minimais maiores que o nimero
de Frobenius, logo todas as coordenadas de (2,1) corresponde a coordenadas
geradoras, em que todas as coordenadas de (2,1) geram filhos;

O semigrupo associado a (1,2) possui 2 — 3 4+ 1 = 0 geradores minimais maiores
que o nimero de Frobenius, logo todas as coordenadas de (1,2) nao geram filhos,

em que 1 é uma coordenada permanente e 2 é uma coordenada supérflua;

O semigrupo associado a (3), possui 1 gerador minimal maior que o nimero de

Frobenius, segue que 3 é uma coordenada geradora e portanto gera filhos.

Prosseguindo de modo semelhante, constroem-se os préximos niveis. Veja a Figura

3.1
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Figura 3.1: Arvore dos semigrupos numéricos por coordenadas de Kunz
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Figura 3.2: Arvore dos semigrupos numéricos por coordenadas de Kunz com cores
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Para uma compreensao mais imediata do que acontecera no préximo nivel da arvore
dos semigrupos numéricos via coordenadas de Kunz, vamos atribuir cores as coordena-
das. Deste modo, as coordenadas permanentes serao destacadas em verde; as coordena-
das supérfluas serao destacadas em laranja; as coordenadas geradoras serao destacadas
em preto.

Na Figura 3.2, temos uma nova visao da arvore dos semigrupos numéricos via

coordenadas de Kunz com o acréscimo das cores nas coordenadas.

Note que tal representacao nos permite de maneira imediata entender o que acon-
tecera nos proximos niveis da arvore em relacao a existéncia ou nao de filhos e quantos

eles sao.

Exemplo 3.14 Para o género g = 3, temos:
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i. (1,1,1) gerard 4 filhos, por representar um semigrupo ordindrio.
it. (2,1) gerard 2 filhos, pois todas as suas coordenadas sao geradoras;

s

iti. (1,2) nao gerard filhos, pois ky = 1 é uma coordenada permanente e ky = 2 ¢é

uma coordenada supérflua;

iv. (3) gerard 1 filho, pois sua inica coordenada € coordenada geradora.
Exemplo 3.15 Para o género g = 4, temos:

i. (1,1,1,1) gerard 5 filhos, por representar um semigrupo ordindrio.
ii. (2,1,1) gerard 3 filhos, pois todas as suas coordenadas sao geradoras;

iti. (1,2,1) gerard 1 filho, pois ky = 1 € uma coordenada permanente, ky = 2 € uma

coordenada supérflua e ks =1 € uma coordenada geradora;

. (1,1,2) nao gerard filho, pois k1 = 1 e ky = 1 sdo coordenadas permanentes;
ks = 2 € uma coordenada supérflua;

v. (3,1) ndo gerard filho, pois ky = 3 é uma coordenada supérflua e ke =1 € uma

coordenada permanente;
vi. (2,2) gerard 2 filhos, pois todas as suas coordenadas sao geradoras;

vii. (4) gerard 1 filho, pois sua tunica coordenada € geradora.

Nas Observacoes e vamos estabelecer uma conexao entre os Teoremas [2.2
e [2.13| com subarvores com semigrupos numéricos de multiplicidades 3 e 4 que contém

uma quantidade infinita de semigrupos numéricos.

Observacgao 3.16 Pela construgao da drvore e pelo Teorema (2.4 encontramos uma
ramificacao formada por semigrupos numéricos de multiplicidade m = 3. O conjunto
Ay ={(z,z),(z+1,2) : 2 e N} ={(1,1),(2,1),(2,2),...,(n,n), (n+1,n),...} contém

tais semigrupos numéricos representados por suas respectivas coordenadas de Kunz.

De fato, se x € N os elementos de conjunto Az sao coordenadas associadas a semi-

grupos numeéricos, pois:

i. As coordenadas (z, ) estao associadas a filtragao (12)*(1)° que pelo Teorema

correspondem a um semigrupo numeérico, pois temos s =0< x+1=7r+1;

ii. As coordenadas (z + 1, ) estao associadas a filtracao (12)*(1) que pelo Teorema
2.2] correspondem a um semigrupo numérico, pois temos s =1 <z +1=r+ 1.



3.2 O algoritmo para a construgao da arvore dos semigrupos numéricos pelas
coordenadas de Kunz 53

(1,1)

1

(3,2)

Portanto, a ramificacao apresentada acima continua indefinidamente gerando uma
quantidade infinita de semigrupos numéricos de multiplicidade m = 3 em que todas as
coordenadas sao geradoras.

Observacao 3.17 Pela construcao da drvore e pelo Teorema |2.9 encontramos uma
ramificacao formada por semigrupos numéricos de multiplicidade m = 4. O conjunto
Ay = Alz,z,2),(e + lLz,2),x + 1,z + 1,z) : =z € N} =
{(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),...,(n,n,n),(n + 1,n,n), (n+ 1,n+ 1,n),...} contém tais

semigrupos numéricos representados por suas respectivas coordenadas de Kunz.

De fato, os elementos de conjunto A4 sdo coordenadas associadas aos semigrupos
numéricos, pois pelo Teorema [2.13] caso 6, temos:

i. As coordenadas (z,,r) estao associadas a (123)%(12)°(1)° que pelo Teorema
2.13] caso 6, correspondem a um semigrupo numérico, pois temos r =z, s =0 e
t=0,donde s=0<r+1l=z+1let=0<r+1=x+1;

ii. As coordenadas (z+ 1, z, ) estdo associadas a (123)%(12)°(1)! que pelo Teorema
2.13] caso 6, correspondem a um gapset, pois temos r = x, s =0, e t = 1, donde
s=0<r+l=ax+1let=1<r+1=a+1;

iii. As coordenadas (z + 1,z + 1, ) estdo associadas a (123)%(12)'(1)° que pelo Te-
orema [2.13] caso 6, correspondem a um gapset, pois temos r =x, s =1, et =0,
donde s=1<r+1l=z+1let=0<r+1=2+1.
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(3,2,2)
(3,3,2)
(3,3,3)

Portanto, a ramificacao apresentada abaixo continua indefinidamente gerando uma
quantidade infinita de semigrupos numéricos de multiplicidade m = 4 em que todas as
suas coordenadas de Kunz sao geradoras.

3.3 Caracterizacao das coordenadas associadas aos
semigrupos numeéricos filhos a partir das coor-

denadas associadas ao semigrupo gerador.

Nesta secao vamos analisar o comportamento das coordenadas permanentes,
supérfluas e geradoras para, a partir destas, determinarmos as coordenadas associa-
das aos semigrupos numéricos filhos. Em seguida apresentaremos lemas que versam
sobre o comportamento das coordenadas permanentes, geradoras e supérfluas nos niveis

seguintes das arvores dos semigrupos numeéricos.
Das coordenadas permanentes.
Para o resultado a seguir, vamos analisar o comportamento das coordenadas que

correspondem a geradores minimais menores que o nimero de Frobenius ao longo das

ramificacoes da arvore dos semigrupos numéricos, isto €, das coordenadas permanentes.
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Teorema 3.18 Sejam (ky,....ky, ... kpm_1) € N1 as coordenadas de Kunz do se-
magrupo numérico S, em que k, € uma coordenada permanente. FEntao k, serd uma

coordenada permanente em todos os filhos de S.

Demonstragao: Note que as coordenadas de Kunz (ki1, ko, ..., ki, ..., k1) € N1 do
semigrupo numérico S correspondem a um semigrupo nao-ordinario. Assim pelo Lema
3.1] 0 novo semigrupo gerado permanece com os mesmos geradores minimais menores
que o numeros de Frobenius do pai, portanto as coordenadas que os representam ficam
preservadas, isto é, as coordenadas permanentes nao se alteram nos proximos niveis

continuando sempre permanentes.
[

Exemplo 3.19 Considere as coordenadas de Kunz (1,2,1), em que a = 2 e ko = 2.
O filho gerado serd (1,2,2), em que a = 3 e k, = 2. Note que a coordenada ky =1 do
pai € permanente e continua sendo uma coordenada permanente no filho. Note também
que para o filho ks = 2 continua sendo uma coordenada geradora e portanto vai gerar

um unico filho.

Exemplo 3.20 Considere as coordenadas de Kunz (2,3), em que « =2 ek, = 3. Um
dos filhos gerados serd (2,1), em que o = 2 e ko, = 4. Note que a coordenada ki = 2
do pai é permanente e continua permanente no filho, a qual assim permanecerd nas

proximas geragoes, o que € uma aplicagao do Teorema [3.6,

Das coordenadas supérfluas.

Nos primeiros niveis da arvore, nota-se que as coordenadas supérfluas permanecem

supérfluas conforme o exemplo a seguir.

Exemplo 3.21 Considere as coordenadas de Kunz (1,1,1), um semigrupo ordindrio,
o qual gerard (1,2,1) cujo tnico filho serd (1,2,2). Note que ko = 2 permanece em
(1,2,1), o pai e em (1,2,2), o filho.

Uma pergunta que pode ser explorada em um trabalho futuro é se este fato ocorre
sempre.

Das coordenadas geradoras.

Uma coordenada geradora estd associada a um gerador minimal maior que o niimero
de Frobenius. Assim vamos exemplificar o que pode acontecer a uma coordenada ge-
radora, ao longo das ramificacoes da arvore dos semigrupos numéricos. Para tanto,

vamos ilustrar uma ramificacao da arvore, abaixo:
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(14,2,1) (3,3,1) (3,2,2) (2,3,2) (2,2,3)

Para o caso em que a coordenada geradora é trocada:

i. Uma coordenada geradora que ¢ modificada no filho pode continuar sendo gera-

dora na etapa seguinte. Por exemplo, um dos filhos de (2,2,1) é (3,2,1), que é

obtido pela modificacao na primeira coordenada. Nesse caso, a primeira coorde-

nada de ambas é geradora.

ii. Uma coordenada geradora que é modificada no filho pode ser coordenada supérflua

na etapa seguinte. Por exemplo, um dos filhos de (3,2,1) é (1,2,1), que é ob-

tido pela modificacao na primeira coordenada. Note que nesse caso a coordenda

geradora do pai tornou-se uma coordenada supérflua no filho.

A seguir vamos exemplificar casos que podem acontecer com uma coordenada ge-

radora que nao foi modificada no nivel seguinte.

i. Uma coordenada geradora nao modificada permanece geradora na etapa seguinte.
Por exemplo, para as coordenadas (2,2,1), um dos filhos de (2,2,1) é (2,2,2).
Note que para o filho (2, 2,2) cuja modifica¢do aconteceu na terceira coordenada,

as demais coordenadas que nao foram alteradas e eram geradoras pai continuaram

coordenadas geradoras no filho;

ii. Uma coordenada geradora nao modificada se torna uma coordenada permanente

na etapa seguinte. Por exemplo, para as coordenadas (2,2,2), um dos filhos de

(2,2,2) é (2,3,2), em que a segunda coordenada é a modificada. Note que a

primeira coordenada no pai era geradora e a mesma coordenada, que nao foi

modificada, no filho tornou-se uma coordenada permanente.



Capitulo 4

Sugestao de atividade para o

Ensino Médio

Neste capitulo, vamos propor algumas atividades para o Ensino Médio sobre semi-
grupos numeéricos na 6tica das coordenadas de Kunz, com um viés de pensamento

computacional e em consonancia com a Nova Base Curricular Comum (BNCC) [3].

4.1 A fundamentacao da BNCC

A luz da nova Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a Matematica desempenha
um papel de destaque, o que é evidenciado ao analisar que ela sozinha corresponde a
uma area de conhecimento, a qual é organizada em cinco unidades do conhecimento, a
saber: numeros; algebra; geometria; medidas e grandezas; probabilidade e estatistica.
O foco deste trabalho é na unidade de conhecimento Numeros em que propomos a
ministragao dos semigrupos numéricos como matéria a ser trabalhada em um itinerario
formativo. Com efeito, a nova base preconiza que o ensino da Matematica no Ensino
Médio deve ampliar e aprofundar as aprendizagens essenciais desenvolvidas até o 9°
ano do Ensino Fundamental. Assim, dentro da unidade de conhecimentos Numeros, os
Semigrupos Numéricos tém como fundamentos tedricos os conhecimentos aprendidos
no Ensino Fundamental sobre os conjuntos N e Z no tocante as caracteristicas e peculi-
aridades de tais conjuntos, pois trabalha, em sua esséncia, com os conceitos de niimeros
primos, o Teorema Fundamental da Aritmética, a divisibilidade e o maximo divisor co-
mum (mdc). E importante observar que, além do estudo dos semigrupos numéricos
propiciar a retomada de conteidos ministrados no Ensino Fundamental, ela promove
também a possibilidade de se aprofundar tais assuntos, pois, em sua base tedrica, além
dos contetdos citados anteriormente, estao os conhecimentos iniciais sobre aritmética
modular o qual é construidos a partir desses conhecimentos anteriores. A base versa:
“A BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propoe a ampliacao e o apro-
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fundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas até o 9° ano do Ensino Fun-
damental. Para tanto, propoe, de modo mais inter-elacionado, os conhecimentos ja
explorados na etapa anterior, de modo a possibilitar que os estudantes construam uma
visao mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva de sua aplicagao a reali-
dade”. [3, p. 517]

Indo além da retomada e do aprofundamento dos contetidos ministrados no En-
sino Fundamental, a base também preconiza que o ensino da matematica deve ter
aplicagao em conexao com a realidade e, claramente, uma das maneiras disso ocorrer
é no contexto tecnoldgico. Assim, os argumentos anteriores mostram que o estudo dos
semigrupos numéricos abordam aspectos preconizados pela nova Base Curricular e tal
estudo aliado a alguma linguagem de programagao promove mais ainda a imersao do
estudante no contexto tecnolégico, ou seja, além de aprofundar o conhecimento ma-
tematico e mostrar a aplicacao desse objeto de conhecimento em uma area moderna e
tecnologica, a ideia é utilizar em paralelo uma linguagem de programacao como objeto
de conhecimento e ferramenta para promover uma “matematica dinamica e moderna”,
como previsto na BNCC, a qual propoe que os estudantes utilizem tecnologias, como
calculadoras e planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Tal
visao possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a de-
senvolver o pensamento computacional, por meio da interpretacao e da elaboracao de
fluxogramas e algoritmos. Essa visao integrada da Matemética com um viés do pen-
samento computacional corrobora para que o letramento matematico dos estudantes
se torne ainda mais denso e eficiente, o que proporciona aos estudantes e professores a
ruptura do paradigma de que a disciplina ¢ apenas um conjunto de regras e técnicas.
Em contrapartida, percebe-se que a matematica faz parte de nossa cultura, de nossa
histéria e de nosso cotidiano.

Na organizacao da base, como desdobramentos das unidades de conhecimento, tem-
se as competéncias especificas e como desdobramento destas, as habilidades. As com-
peténcias e habilidades promovem esse letramento matematico. Neste sentido, pode-se
destacar a ministracao dos semigrupos numéricos na competéncia 3 em consonancia

com a competéncia 4 no que tange ao aspecto computacional, em que a BNCC versa:

Competéncia 3: “Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em
seus campos: aritmética; algebra; grandezas e medidas; geometria; probabilidade e
estatistica; para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos con-
textos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solucoes propostas,
de modo a construir argumentagao consistente”, [3, p. 523]

Competéncia 4: “Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes
registros de representacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistica, computaci-

onal etc.), na busca de solugao e comunicagao de resultados de problemas, de modo a
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favorecer a construgao e o desenvolvimento do raciocinio matematico”, [3, p. 530]

No tocante as habilidades, a prépria base ensina que onde a habilidade é citada
é onde sua ocorréncia é mais evidente e, neste sentido, observa-se o enquadramento
dos semigrupos numéricos na habilidade 15 da competéncia 3 e na habilidade 6 da

competéncia 4, conforme versa a Base:

(EM13MAT315) “Reconhecer um problema algoritmico, enuncia-lo, procurar uma
solugao e expressé-la por meio de um algoritmo, com o respectivo fluxograma”, [3, p.
529].

(EM13MAT406) “Utilizar os conceitos bésicos de uma linguagem de programacao
na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou Matematica”, [3]
p. 531].

Diante do exposto. apresentaremos sugestoes de atividades para serem aplicadas
que fomentam a amplia¢ao e o aprofundamento dos conhecimentos sobre o conjunto dos
nimeros naturais (N) e dos niimeros inteiros (Z), tal que as atividades estao organizadas

em uma sequencia didatica em nivel crescente.

4.2 Propostas de Atividades para o Ensino Médio

Atividadel

Publico Alvo: estudantes do Ensino Médio em uma disciplina Eletiva.
Em que momentos aplicar: Na primeira aula da disciplina eletiva
Tempo estimado: Duas aulas de 50 minutos.

Objetivos: Na atividade 1 temos como objetivo a imersao histérica na teoria dos
semigrupos numeéricos apresentando uma situagao motivadora de carater historico por
meio de um texto no qual se quer trabalhar no estudante a capacidade de interpretacao
de texto, inferéncia de dados e o cdlculo do méximo divisor comum (mdc).

Objetivo do exercicio 1: Calcular o mdc entre dois nimeros como condicao de
verificacao das condicoes do problema das moedas de Frobenius.

Objetivo do exercicio 2: Inferir do texto qual é a férmula para calcular o nimero
de Frobenius uma vez satisfeitas as condi¢oes do problema.
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Da atividade 1

Orientacoes: Como sugestao o professor pode aplicar a atividade em folha impressa
para cada estudante, a qual conterd o texto motivador e as perguntas deixando a
primeira aula reservada para esta atividade. Os estudantes podem ser dispostos em
grupos com até 4 componentes para realizacao da atividade e discussao das questoes.
Para a segunda aula o professor comega a correcao comentada resolvendo no quadro os
exercicios propostos. Para o exercicio 1, estamos utilizando o Lema do Capitulo

1 deste trabalho e o texto motivador como fundamentacao tedrica.
Texto motivador:

Como situacao motivadora dessa teoria temos o famoso problema das Moedas de
Frobenius, o qual consiste na seguinte situacao: se em uma economia de um determi-
nado lugar s6 existem duas cédulas de valores distintos, entao qual é a maior quantia
que nao pode ser obtida utilizando esses dois tipos de cédulas? Por exemplo, supondo
que na economia de um determinado lugar existam apenas cédulas de 5 e 7 unidades
monetarias, qual é a maior quantia que nao se pode obter ao se utilizar apenas cédulas
de 5 e 77 Neste caso, a resposta é 23, sendo esta a maior quantidade que nao pode
ser obtida utilizando-se apenas cédulas de 5 e 7. Agora, se para essa mesma economia
existirem apenas cédulas de 14, 15 e 17, a maior quantia que nao pode ser obtida é
de 69 unidades monetarias. Para a primeira situagao e para a segunda situacao as
quantias 23 e 69 sao chamados de nimero de Frobenius de cada um dos problemas.
Tal nome foi dado em homenagem ao matematico Ferdinand Georg Frobenius, 1849
- 1917. Uma moderna versao do problema das moedas de Frobenius é o problema
dos Nuggets do McDonalds. O McDonalds vende Nuggets em caixas com 6, 9 e 20
unidades, assim qual é a maior quantidade de Nuggets que nao pode ser comprada?
Para este problema é 43 a maior quantidade de Nuggets que nao podem ser vendidos.
Pode-se generalizar o problema das moedas de Frobenius para o seguinte enunciado:
para uma economia cuja quantidade de tipos de cédulas tem valores py, po, ..., pn, com
2 <p1 <ps<...<pstal que mde(py,po,...,pn) = 1. Qual é o maior valor que nao
se pode obter utilizando apenas os tipos de cédulas disponiveis?

No caso em que a economia possui apenas dois tipos de cédulas de valores p e
g com 2 < p < q e mde(p,q) = 1, tem-se que o numero de Frobenius é dado por
F=(p—1)(¢—1)— 1. Uma consequéncia imediata deste resultado é que todo valor
natural maior que F' + 1 pode ser obtido com os dois tipos de cédulas. Para uma
quantidade de cédulas maior que ou igual a 3, a férmula tnica que expresse o nimero
de Frobenius ainda é um problema em aberto, ja sendo conhecidos limites superiores

para tal nimero.
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A partir da historia sobre o problema das moedas de Frobenius e seu aspecto tedrico,

responda as perguntas as seguir:

Exercicio 1. Supondo que uma economia de um determinado lugar possua apenas
dois tipos de cédulas de valores p e q. Para cada uma dos itens a seguir, responda
se os valores propostos para p e ¢ atendem aos requisitos do problema das moedas de
Frobenius justificando sua resposta.

a. p=4eq=12.
b. p=6eq=2T.
c. p=11eq=15.
d. p=22eq=>5T7.
e. p=061eq=09T7.
Respostas esperadas:

a. Para p =4 e g =12 é esperado que o estudante conclua apds efetuar os calculos
que mdc(4, 12) = 4 # 1, contrariando a premissa de se ter mdc(p, q) = 1.

b. Para p =3 e ¢ =9 é esperado que o estudante conclua apods efetuar os cédlculos
que mdc(6,27) =3 # 1.

c. Para p = 11 e ¢ = 15 é esperado que previamente o estudante observe que a
condigao p,q > 2 e que apos efetuar os cédlculos conclua que mde(11,15) = 1.

d. Para p = 22 e ¢ = 57 é esperado que previamente o estudante observe que a
condigao p,q > 2 e que apos efetuar os célculos conclua que mde(22,57) = 1.

e. Para p = 61 e ¢ = 97 é esperado que previamente o estudante observe que a

condicao p,q > 2 e que apos efetuar os calculos conclua que mde(61,97) = 1.

Exercicio 2. Para os itens do exercicio anterior, nas quais foram atendidas as
condicoes do problema das moedas de Frobenius, calcular o niimero de Frobenius para
cada uma delas.

Respostas esperadas:

Nas letras ¢, d e e foram atendidas as condigoes do problemas das moedas de

Frobenius, assim sao esperadas as seguintes respostas:
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c. Parap=11e ¢ =15, temos que ' = (11 —1)(15—-1) — 1 = 139.
d. Para p=22e q=>57, temos que F' = (22 —1)(57—1) — 1 = 1175.

e. Parap==61e ¢=97, temos que F = (61 — 1)(97 — 1) — 1 = 5759.

Atividade 2

Em que momento aplicar: Apds o professor ter definido o que sao coordenadas

de Kunz, ter classificado cada uma das coordenadas e explicado o sistema de desigual-
dades.

Tempo estimado: Duas aulas de 50 minutos.

Objetivos: Na atividade 2 temos como objetivo a imersao do estudante na teoria
dos semigrupos numéricos, em particular das coordenadas de Kunz por meio de uma
sequéncia didatica em nivel crescente e concatenados que vao conduzir ao estudante,
por meio de uma sequéncia de procedimentos, verificar se uma determinada coordenada
pode representar ou nao as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico até a
etapa mais avancada que é determinar a quantidade de filhos que serao gerados pelas
coordenadas de Kunz de forma que estas etapas e procedimento conduzam ao estudante
para a ideia de um fluxograma, cuja elaboracao ocorrera na atividade 3.

Objetivo do exercicio 1: Reconhecer a qual conjunto numérico pertencem os ntimeros
pertencentes as coordenadas propostas verificando sua compatibilidade com as coorde-
nadas de Kunz de um semigrupo numeérico.

Objetivo do exercicio 2: Compreender como aplicar o sistema de desigualdades
para reconhecer quando um conjunto de coordenadas inteiras positivas representam as
coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico.

Objetivo do exercicio 3: Classificar as coordenadas dentre permanentes, supérfluas
e geradoras.

Objetivo do exercicio 4: Interpretar a classificacao das coordenadas para determi-
nar a quantidade de filhos gerados.

Da atividade 2

Orientacoes: Como sugestao o professor pode aplicar a atividade em folha impressa
para cada estudante, a qual conterd o texto motivador e as perguntas deixando a
primeira aula reservada para esta atividade. Os estudantes podem ser dispostos em
grupos com até 4 componentes para realizacao da atividade e discussao das questoes.
Para a segunda aula o professor comeca a corregao comentada resolvendo no quadro os
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exercicios propostos. Para os exercicios 1, 2 e 3, estamos utilizando as Proposigoes|1.21
e[1.22] o Teorema [1.23]e a Definigao deste trabalho como fundamentagao tedrica.

Exercicio 1. Verifique dentre as coordenadas a seguir quais podem representar as
coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico justificando sua resposta.

f. (2,1,1)

g (1,2,1)

h. (2,1,5)

Respostas esperadas.

a. Para (1, %, 2, %, 3, %) espera-se que o estudante responda que tal 6-uplas nao pode

representar as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico, pois tais coorde-

123

513+ 7 SA0 NUMeros

nadas sao compostas apenas de ntimeros inteiros positivos e

nao inteiros.

b. Para (—3,—2,—1,0, 1, 2) espera-se que o estudante responda que tais coordenadas
nao podem ser as coordenadas de Kunz de um semigrupo numeérico, pois tais
coordenadas sao compostas apenas de numeros inteiros positivos e —3, -2, —1

sao numeros inteiros negativos além do zero pertencer as coordenadas citadas.

1 . ~
c. Para (1,2, 7, ¢, 3) espera-se que o estudante responda que tais coordenadas nao
podem ser as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico, pois tais coor-
denadas sao compostas apenas de nimeros inteiros positivos e 7, ¢ sao nimeros

irracionais e % é um numero nao inteiro.

d. Para (1, 2) podem representar as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico,

pois tais coordenadas sao compostas apenas de nimeros inteiros positivos.

e. Para (2,5) podem representar as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico,

pois tais coordenadas sao compostas apenas de niimeros inteiros positivos.
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f. Para (2,1, 1) podem representar as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico,

pois tais coordenadas sao compostas apenas de niimeros inteiros positivos.

g. Para (1,2, 1)podem representar as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico,
pois tais coordenadas sao compostas apenas de niimeros inteiros positivos.

h. Para (2, 1,5) podem representar as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico,

pois tais coordenadas sao compostas apenas de niimeros inteiros positivos.

Exercicio 2. Dentre as alternativas que podem representar as coordenadas de Kunz
de um semigrupo numérico, quais dentre elas de fato correspondem as coordenadas de

Kunz de um semigrupo numérico. Justifique sua resposta.
Respostas esperadas.

As respostas corretas para o exercicio 1 sao os itens d, e, f, g e h dentre as quais
as letras d, f e h correspondem as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico,

pois o sistema de desigualdades é atendido.
(i). Para (1,2), tem-se k; = 1 e ky = 2, assim:

2ko +1 > ky
2k = ke

Substituindo os valores de k; =1 e ky = 2:

Portanto, (1,2) correspondem as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico.
(ii). Para (2,5), tem-se k; = 2 e ky = 5, assim:

2.(5)+1>2
2.(2) <5

Portanto, (2, 5) nao correspondem as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico.

(iii). Para (2,1,1), tem-se ky =2, ko =1 e k3 = 1, assim:
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Portanto, (2,1, 1) correspondem as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico.

(iv). Para (1,2,1), tem-se k; = 1, ks = 2 e k3 = 1, assim:

Portanto, (1,2, 1) correspondem as coordenadas de Kunz de um semigrupo numérico.
(v). Para (2,1,5), tem-se ky = 2, ko = 1 e k3 = 5, assim:

(2.(2) > 1
1)+G)+1=2
B5)+1>1
((2)+(1)+1<5

\)

Portanto, (2,1,5) nao correspondem as coordenadas de Kunz de um semigrupo

numérico.

Exercicio 3. Para as coordenadas do exercicio 2 que correspondem as coordenadas
de Kunz de um semigrupo numérico, classifique cada uma das coordenadas em perma-

nentes, supérfluas ou geradoras. Justifique sua resposta.
Respostas esperadas.

(i). Aplicando a Proposi¢ao [1.21] para (1,2) temos k; + ki = 2 = ks, logo ky ¢ uma
coordenada supérflua. Note também que, pela Definicao 1.8, k1 < ke = k,, portanto,
k1 é uma coordenada permanente.

(ii). Aplicando a Proposigao [1.22] para (1,2, 1), temos ky + k; = 2 = ko, logo, ko é
uma coordenada supérflua. Note que, pela Defini¢ao [1.26] k1 < k2 = k,, portanto, ki
¢ uma coordenada permanente. Note também que k3 + 1 = 2 = k, portanto, k3 nao
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é coordenada permanente e claramente nao é coordenada supérflua, logo é coordenada
geradora.

(iii). Aplicando a Proposigao m, para (2,1, 1), temos k; + k1 = 2 = ko, logo, ko é
uma coordenada supérflua. Note que, pela Defini¢ao [[.26] k1 < k2 = k,, portanto, k;
¢ uma coordenada permanente. Note também que k3 + 1 = 2 = k, portanto, k3 nao
¢é coordenada permanente e claramente nao é coordenada supérflua, logo é coordenada
geradora.

Para (2,1,1), temos o = 1 e k, = 2, assim aplicando a Proposigao e pela
Defini¢ao [1.26] temos ko, = 2 < 14+1+1 =3 = kg + k3 + 1, logo k, = k1 = 2
nao ¢é coordenada supérflua e claramente nao é coordenada permanente. Note que
para ko = 1 e k3 = 1, temos que ambas coordenadas nao sao permanentes, pois
ko +1=k3s+1=1+1=k, = 2. Além disso, percebe-se claramente que ks e k3 nao
sao coordenadas supérfluas, logo sao coordenadas geradoras.

Exercicio 4. Ap6s classificar as coordenadas do exercicio 3, determine a quantidade

de filhos gerados por elas.
Respostas esperadas.

(i) Para (1,2) nao h4 filhos, pois nao possui coordenadas geradoras.

(ii) Para (1,2,1) ha a geragdo de apenas um filho, pois apenas k; é coordenada
geradora.

(iii) Para (2,1, 1) hé a geracao de trés filhos, pois as trés coordenadas sao geradoras.

Atividade 3

Em que momento aplicar: Apds o professor ter aplicado a Atividade 2.
Tempo estimado: Duas aulas de 50 minutos.

Objetivos: Na atividade 3 temos como objetivo a imersao do estudante na teoria
dos semigrupos numéricos, em particular das coordenadas de Kunz, com a construcao
de um fluxograma com os estabelecimento de um algoritmo para a resolucao do pro-

blema proposto.

Orientacoes: Como sugestao, o professor pode aplicar a atividade em folha im-
pressa para cada estudante deixando-os dispostos em grupos com até 4 componentes
para realizacao da atividade e discussao do exercicio. A folha impressa contera o enun-

ciado do exercicio com o espago para a construcao do fluxograma. Caso haja recursos
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computacionais na escola, o professor pode pedir para que os estudantes construam
o fluxograma com auxilio de ferramentas digitais tais como Canva, Microsoft Power
Point, Google Apresentagoes e outros aplicativos e sites destinados a tal finalidade.
Para a segunda aula o professor propoe que cada grupo de estudantes apresente para a
turma o fluxograma construido para a discussao do processo e analise de eficiencia dos
procedimentos. Para esta atividade, estamos utilizando as Proposicoes e eo
Teoremall.23]do capitulo 1; Lemas[3.1] e[3.2]e Teorema [3.6)do capitulo 3 deste trabalho

como fundamentagao tedrica.

Exercicio. Construir um fluxograma, a partir de coordenadas dadas, que descreva

por meio de etapas e procedimentos as seguintes tarefas:

1. Verificar se as n-uplas de entradas podem representar as coordenadas de Kunz

de um semigrupo numérico.

2. A partir das n-uplas que podem representar as coordenadas de Kunz de um
semigrupo numérico, verificar quais de fato correspondem as coordenadas de um

semigrupo numeérico.

3. Classificar as coordenadas que correspondem as coordenadas de Kunz de um

semigrupo numérico do item anterior.

4. Determinar a quantidade de filhos gerados pelas coordenadas do item anterior.

Sugestao de resposta.
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Figura 4.1: Fluxograma da Atividade 3
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Atividade 4

Em que momento aplicar: Apds o professor ter aplicado a Atividade 3.
Tempo estimado: Duas aulas de 50 minutos.

Objetivos: Na atividade 3 temos como objetivo a imersao do estudante na teoria

dos semigrupos numéricos com auxilio do pensamento computacional.

Orientacoes: Como sugestao, o professor pode aplicar a atividade em folha impressa
para cada estudante deixando-os dispostos em grupos com até 4 componentes para re-
alizagao da atividade e discussao do exercicio. A folha impressa conterd o enunciado do
exercicio com o espago para a construcao do fluxograma. Caso haja recursos computa-
cionais na escola, o professor pode pedir para que os estudantes construam o cédigo ou
pseudocddigo com auxilio de ferramentas digitais tais como Python, Microsoft Word,
Google Docs e outros aplicativos e sites destinados a tal finalidade. Para a segunda
aula o professor propoe que cada grupo de estudantes apresente para a turma o codigo

ou pseudocodigo construido para a discussao e analise de eficiéncia dos procedimentos.

Exercicio. Construir um cédigo ou pseudocddigo de decisao, a partir de coordenada

de Kunz de um semigrupo numérico dadas, que encontre as coordenadas permanentes.

a. (1,2)
b. (2,1)
c. (1,2,1)
d. (2,1,1)

Sugestao de resposta.

Para (1,2, 1), escrevendo um pseudocédigo, temos:
Digitar a quantidade n de coordenadas:

Entrada: n = 3.

Digitar cada uma das coordenadas:

1. Entrada: k; = 1.
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2. Entrada: ky = 2.

3. Entrada: k3 = 1.

Definir o :== max{i € {1,...,m — 1} : k; > k;,Vj € {1,...,m —1}} e k, como a
coordenada de Kunz na posicao a.

Para cada 7 verificar:
(1) Sei < a e se k; < k,, entao responder coordenada permanente.
(2) Sei>aek;+1 < k,, entdo responder coordenada permanente.

(3) Caso contrario, responder ndo permanente.



Capitulo 5
Consideracoes finais

Neste trabalho foi pavimentado um caminho para a andlise dos semigrupos numeéricos
e construgao da arvore via coordenadas de Kunz. Definimos inicialmente o que é
um semigrupo numeérico, seus invariantes, o conjunto de geradores de um semigrupo
numeérico, o conjunto de Apéry e mostramos exemplos. A partir da definicao do con-
junto de Apéry seguimos para a definicao das coordenadas de Kunz e mostramos como
encontrar tais coordenadas conhecendo seu respectivo conjunto de Apéry. Bem defi-
nidas as coordenadas de Kunz enunciamos e provamos proposigoes que nos ajudam a
verificar quando uma (m — 1)-upla € N™~! corresponde as coordenadas de Kunz de
um semigrupo numérico, comec¢ando com uma dupla, depois uma tripla e o caso geral

para (m — 1)-upla, a saber:

ki +kj > kiyj,paratodo 1 <i<j<m-—1i+57<m—1

ki+kij+1>kiij_m,paratodol <i<j<m-—1i+j5>m

Posteriormente, mostramos como obter a multiplicidade, o género, a nimero de
Frobenius, o condutor e a profundidade de um semigrupo numérico com base em suas
respectivas coordenadas de Kunz e propomos uma classificacao que serd utilizada na
descricao do algoritmo para a construcao da arvore dos semigrupos numéricos.

Definimos também o que sao os gapsets e as filtracoes de gapsets, com o objetivo de
apresentar uma outra maneira de analisar um semigrupo numérico, pelo fato do gapset
de um semigrupo numérico ser um conjunto finito, o que pode facilitar as analises e
compreensoes.

Bem definidos os gapsets, suas respectivas filtracoes e a particao canonica, enuncia-
mos e demonstramos um teorema sobre a caracterizacao de gapsets de multiplicidades
m = 3 por suas respectivas filtragoes na 6tica das filtragoes de gapsets e o redemons-
tramos o teorema na Otica das coordenadas de Kunz. O teorema versa que:

As filtracoes de gapsets de multiplicidade m = 3 sao dos seguintes formatos:

1. (12)7(1)* é filtragao de gapset < 0<s<r+1ler > 1;
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2. (12)7(2)° é filtracao de gapset & 0 < s <rer > 1.

A partir do resultado anterior pudemos definir uma funcao injetiva e enunciamos
e demonstramos o seguinte teorema: Para todo g > 1, existe uma funcao injetiva
f:F(g,3) = F(g+1,3), a qual avalia o comportamento da quantidade de gapsets de
género g e multiplicidade m = 3, quando acrescentamos 1 ou 2 na filtracao de posicao
r + 1 a partir da sua particdo canodnica e, em seguida, verificamos se 0 novo conjunto
gerado é um gapset e sob quais condi¢des o novo conjunto permanece um gapset.

Em seguida, ampliamos o teorema que caracteriza gapsets por suas respectivas
filtragoes para multiplicidade m = 4 enunciando-o e o demonstrando um dos na ética
das filtragoes de gapsets e em seguida o redemonstramos na 6tica das coordenadas de
Kunz. O teorema versa que:

As filtracoes de gapset de multiplicidade m = 4 sao dos seguintes formatos:

1. F=(123)"(23)*(3)", para s <ret <r.
2. F=(123)"(23)%(2)", para s +t < 7.
3. F=(123)"(13)%(3)", para t < r.

)
4. F = (123)"(13)5(1)", para t < r + 1.
5. F=(123)"(12)%(2)!, para s+t +1<ret <r+s.
6. FF=(123)"(12)°(1)", paras<r+1let <r+1.

Apos os resultado anteriores seguimos para a construcao da arvore dos semigrupos
numéricos a partir dos resultados de Bras-Amorés [4] e, em seguida, rumamos para a
descricao do algoritmo para a construcao da arvore dos semigrupos numéricos pelas
coordenadas de Kunz. Antes da apresentacao do algoritmo para a construcao da arvore
do semigrupos numéricos, propomos para cada uma das (m — 1)-uplas em N™~! uma
classificacao de cada uma das suas coordenadas, cujo objetivo é nortear a construcao
da arvore indicando a classificacao do semigrupo numeérico associado, a existéncia ou
nao de filhos e a quantidade destes. Assim, classificamos as coordenadas dentre trés
possibilidades, a saber: coordenadas geradoras, coordenadas permanentes e coordena-
das supérfluas. A coordenada permanente esta associada a um gerador minimal menor
que o numero de Frobenius e a definimos como:

Seja S um semigrupo numérico tal que Kunz(S) = (ky, ko, . .., km—1). Dizemos que

uma coordenada permanente de S se um dos seguintes itens ocorre:

a. v<aek, <ky

b.v>aek,+1<k,.
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Figura 5.1: Arvore dos semigrupos numéricos por coordenadas de Kunz com cores
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A coordenada supérflua esta associada a um elemento do conjunto de Apéry que
nao ¢ gerador minimal, sendo este uma combinacgao linear de geradores minimais e o
definimos como: uma coordenada de S é supérflua se existem 4,j € {1,...,m — 1},

satisfazendo um dos seguintes itens:
a. ki +kj =k, comi+j <m;
b. ki +kj +1=Fk, comi+ j>m.

A coordenada geradora estd associada a um gerador minimal maior que o nimero
de Frobenius e a definimos como aquela que nao permanente e nem geradora.

Feita a classificagao das coordenadas seguimos para a descricao do algoritmo para
a construgao da arvore dos semigrupos numéricos via pelas coordenadas de Kunz, e em
seguida atribuimos cores as coordenadas, para se ter uma visualizacao mais imediata
da classificacao dos semigrupos numéricos gerados, quais coordenadas vao gerar filhos e
quais nao vao e quantos serao. Atribuimos a cor verde as coordenadas permanentes, a
cor laranja para as coordenadas supérfluas e a cor preta para as coordenadas geradoras,
obtendo a versao dada pela Figura 5.1 para a arvore dos semigrupos numéricos pelas
coordenadas de Kunz.

A partir da construcao da arvore dos semigrupos numéricos pelas coordenadas de
Kunz, fizemos duas observacgoes, primeira estabelecendo uma conexao com o Teorema
em que encontramos ramificagoes formadas por semigrupos numéricos de multipli-
cidade m = 3 que possuem uma quantidade infinita de semigrupos numéricos, os quais

sao formados pelo conjunto
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As ={(z,z),(x+1,2) ;2 e N} ={(1,1),(2,1),(2,2),...,(n,n),(n+1,n),...}

A segunda observacao estabelece conexao com o Teorema [2.13]em que encontramos
ramificacoes formadas por semigrupos numéricos de multiplicidade m = 3 que possuem

uma quantidade infinita de semigrupos numeéricos, os quais sao formados pelo conjunto:

Ay = Al,z2),(x + Lz,z),(z + 1,z + 1,z) : =z € N} =
{(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),...,(n,n,n),(n+ 1,n,n), (n+1,n+1,n),...}.

Encerramos a nossa andlise dos semigrupos numeéricos pelas coordenadas de Kunz
fazendo a caracterizacao das coordenadas associadas a semigrupos numéricos filhos a
partir das coordenadas associadas ao semigrupo gerador a partir da observacao das
coordenadas permanentes e geradoras. Agora, qual o comportamento das coordenadas
supérfluas na geracoes futuras? Uma coordenadas supérflua pode ser tornar uma coor-
denada geradora e consequentemente uma coordenada permanente? Nao trabalhamos
tais questoes neste trabalho e deixamos tais indagacoes como sugestoes de topicos para
trabalhos futuros.

Finalizamos este trabalho com propostas de atividades para o Ensino Médio em
que apresentaremos sugestoes de atividades para serem aplicadas que fomentam a am-
pliacao e o aprofundamento dos conhecimentos sobre o conjunto dos nimeros naturais
(N) e dos nimeros inteiros (Z) e a teoria dos semigrupos numéricos pelas coordena-
das de Kunz, abordadas nesse trabalho, tal que as atividades estao organizadas em
uma sequencia diddtica em nivel crescente de dificuldade e abordam as seguintes com-
peténcias da base: (EM13MAT315) Reconhecer um problema algoritmico, enuncia-
lo, procurar uma solugao e expressa-la por meio de um algoritmo, com o respectivo
fluxograma. (EM13MAT406) Utilizar os conceitos bésicos de uma linguagem de pro-
gramagao na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou Ma-
tematica. Nossa expectativa com tais atividades é promover o estudo mais aprofundado
do conjuntos dos niimeros naturais e do conjunto dos nimeros inteiros, apresentando
outras abordagens para tais conjuntos que estao além do que é ministrado regularmente
na escola, estar em consonancia com a BNCC para fomentarmos nos estudantes o pen-
samento computacional e a estruturacao organizada de procedimentos para resolucao
de problemas, em que tal habilidade que serd em qualquer area do conhecimento para

a qual o estudante se interessar.
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