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RESUMO

Este trabalho consiste em um estudo dos aspectos basicos da importante teoria dos espagos
métricos para langar luz ao processo de generalizacdo do conceito de distdncia com a
definicdo de métrica , e a relevantes temas correlatos como a geometria nos espagos métricos
,0 estudo da continuidade de aplicagdes e rudimentos de topologia nesses espagos bem como
o estudo de nocdes de compacidade com a sua caracterizagdo em espagos métricos completos
e a demonstracdo dos teoremas de Tychonoff e Ascoli-Arzeld . O trabalho na sua culminancia
apresenta aplicacdes desse estudo na resposta a dois grandes problemas que sdo a existéncia e
unicidade de pontos fixos em espagos métricos completos e a existéncia e unicidade de
solucdes locais de equacdes diferenciais ordinarias,com a demonstra¢ao do Teorema do ponto
fixo de Banach e o Teorema de Picard-Lindel6ff de existéncia e unicidade de EDOs.

Palavras-chave: métrica; espagco métrico; compacidade; contragdo; ponto fixo.



ABSTRACT

This work consists of a study of the basic aspects of the important theory of metric spaces to
shed light on the process of generalizing the concept of distance with the definition of metric,
and on relevant related topics such as geometry in metric spaces, the study of continuity of
applications and rudiments of topology in these spaces as well as the study of notions of
compactness with its characterization in complete metric spaces and the demonstration of the
Tychonoff and Ascoli-Arzeld theorems. The work in its culmination presents applications of
this study in the answer to two major problems, which are the existence and uniqueness of
fixed points in complete metric spaces and the existence and uniqueness of local solutions of
ordinary differential equations, with the demonstration of the fixed point theorem of Banach
and the Picard-Lindeloff Theorem on the existence and uniqueness of ODEs

Keywords: metrics; metric space; compactness; contraction; fixed point.
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1 INTRODUCAO

A noc¢do de distancia € algo de extrema importancia para as ciéncias em geral e
embora no contexto da matemadtica esteja bem definida na reta, no plano e no espaco
tridimensional através das ferramentas usuais da geometria plana e espacial ou da geometria
analitica. E natural que se busque generalizar isso para estruturas mais complexas e abstratas
onde os objetos, as propriedades e estruturas ndo sejam 6bvias e de facil visualizagdo, e que
por vezes escapam ao Senso comum

A generalizagdo do conceito de distancia e a sua sintese em uma estrutura que de
certa forma abrange todos os outros existentes foi proposta em 1906 por Maurice Fréchet
(1878 - 1973) que estabeleceu o conceito de espagos métricos, cuja terminologia foi usada
pela primeira vez por Félix Hausdorff (1868 - 1942).

Serd feito aqui um estudo tedrico do objeto matematico espago métrico com o fim
de generalizar o conceito de distdncia, com a defini¢do de métrica e espago métrico e
apresentacdo de exemplos no capitulo I , bem como apresentar outros conceitos e resultados
inerentes a essa estrutura tais como bolas e esferas, conjuntos limitados, distancia entre ponto
e conjunto ,distdncia entre conjuntos e isometrias no capitulo II , em seguida, no capitulo III
serdo mostradas nogdes de continuidade em espagos métricos,homeomorfismos e
equivaléncia de métricas, e no capitulo V ,no¢des de topologia com conceitos gerais sobre
abertos e fechados .No capitulo VI serd abordado o importante tema de compacidade em
espagos métricos com a sua caracterizacao e os teoremas de Tychonoff e Ascoli-Arzela.

Esses conhecimentos no capitulo VII serdo aplicados na demonstragdo de dois
importantes teoremas com o fim de dar resposta a duas indagagdes que sdo objeto de estudo
deste trabalho , que dizem respeito respectivamente a existéncia e unicidade de pontos fixos
em espacos métricos e a existéncia e unicidade de solucdes locais para EDOs .Para isto serdo
enunciados e demonstrados o teorema do ponto fixo de Banach em espagos métricos,e o

teorema de Picard-Lindel6ff de existéncia e unicidade para EDOs.
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2 CONCEITOS INICIAIS

Neste capitulo serdo apresentadas nog¢des bdsicas sobre espagos métricos que
serdo necessarias para o entendimento do tema central deste trabalho.
Iniciaremos com a definicdo dos importantes conceitos de métrica e espago

métrico que permitirdo generalizar a nogdo de distancia.

2.1 Espagos Métricos

Definicdo 2.1.1 (Métrica) Seja o conjunto A # @, uma métrica em A ¢ definida como uma
funcao
d: A X A - R que associa o par de elementos x, y e A a um nimero real d(x, y)

chamado de distancia entre x e y, de tal forma que satisfaga para quaisquer elementos x, y e z
de A as seguintes condicdes.

Ml)d(x,y) =2 0ed(x,y) =0 x =y

M2) d(x,y) = d(y,x)

M3)d(x,z) < d(x,y) + d(y,2)

A condicdo M3 ¢ chamada desigualdade triangular.

Definicao 2.1.2 (Espaco métrico) Um espago métrico ¢ um conjunto A # @ munido de uma
métrica em A, ou seja, um par (4, d).
Vejamos alguns exemplos de espagos métricos.
Exemplo 2.1.1 (A reta) O conjunto R dos niimeros reais com a métrica d(x, y) = |[x — y|,
sendo x, y € R ¢ um espaco métrico.
As condigdes para caracterizar a métrica decorrem diretamente das propriedades
de valor absoluto dos numeros reais. Temos:
® |x —y|>0¢e|x —y|= 0 x = yque nos fornece a condi¢do “M1”.
o |x —y|=|—- (x —y)|=|y — x| que garante a condigao “M2”.
e Adicionando,
—|lx—zISx—z<|x—zla—-|z—-y|<z—-y<|z—-Yy|
Teremos :

—[Ix=—zl+|z=-y|]]l<x—-—z+z-y<|x—2z|+ |z — y|
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©|x —y|<|x — z|+ |z — y|, que prova a condigdo “M3”.

Esse espaco métrico ¢ um importante exemplo e essa métrica ¢ chamada de
métrica usual da reta.

No exemplo seguinte apresenta-se uma forma de tornar qualquer conjunto um
espago métrico.

Exemplo 2.1.2 ( métrica zero-um ) Um conjunto A qualquer com a métrica d: A X A - R
talque d(x,y) = O0sex = yed(x,y) = 1sex # y ¢ um espaco métrico.

As condigdes M1 e M2 sdo evidentes pela propria forma como a fungdo ¢
construida. Passemos entdo a mostrar a desigualdade triangular. Para isso vamos dividir em
casos.

Caso 1: Sex = yteremosd(x, y) = 0,logo0<d(x, z) + d(z y)

Caso 2:Se X#* Y, X+ zZey+ z teremos
d(x,y) =1,d(x,z) =1led(z, y) = 1,ousejal <1 + 1.

Caso 3: Se x#y, x=2z e y # z, teremos d(x, y) =1,d(x, z) =0e
d(z,y) = 1,ousejal < 0 + 1.

Mostramos que d define uma métrica e ( A ,d) constitui um espago métrico. Essa
métrica ¢ conhecida como métrica zero-um .

Defini¢ao 2.1.3 (funcdo limitada) Seja A um conjunto qualquer. Uma fungdo f: A - R ¢
limitada quando existe uma constante ¢ > 0 tal que |f(x)| < c¢ para todo x € A.

Agora, seja B(4;R) = {f:A - R; f é limitada}. Mostraremos na proposi¢ao
seguinte como definir uma métrica em B( 4; R).

Exemplo 2.1.3.(A métrica do supremo)B(A4; R) munido da funcdo
d(f, g) = sup {|f(x) — g(x)}|, x€A, com f, g € B(A; R) arbitrarias, ¢ um espaco métrico.

Serd mostrado que d(f, g) = sup|f(x) — g(x)|, define uma métrica em

B(4; R).

Considere f,g e h fungdes arbitrarias em B(A4; R) . Para todo xe A temos

[f(x) —gx)[=0 o que nos da d(f, g) = sup|f(x) — g(x)|= 0 e como
|[f(x) — g(x)| = 0 para todo x€A, se, e somente se f(x) = g(x), temos demonstrado M1.

Agora, d(f,g) = sup|f(x) — g()| = suplg(x) — f(x)| = d(g,f) para todo xe4, ou
seja d cumpre a condigdo M2. Agora :

d(f, 9) = sup cea{lf(x) — g}

= sup xea{lf(x) = ()| + [h(x) — g1}
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Ssup  a {If(®) = R} + sup.aflh(x) — g} = d(f, h) + d(h, 9)
como queriamos demonstrar.

Essa métrica ¢ chamada de métrica do supremo ou métrica da convergéncia
uniforme.

Na ilustragdo abaixo com duas fungdes f, g; [0, 1] = R, temos d(f, g)
representada como a maior distancia vertical entre f e g obtido quando ligamos o grafico de f
ag.

Figura 1.

a(f,g)

> --

Fonte : Elon (1983)

Exemplo 2.1.4.( A métrica induzida ) Uma forma simples de obter uma grande diversidade
de exemplos de espagos métricos ¢ utilizar os subconjuntos de um espago métrico, da seguinte
maneira..

Seja (M, d) um espago métrico. Todo subconjunto A € M pode ser considerado
um espago métrico. Para isto defina d|,: Ax A — R, que leva (x, y) = d(x,y), a restricao
da fungdo d ao produto cartesiano A X A.

Neste caso d|, ¢ a métrica induzida pela métrica de M e A € subespaco de M.
Exemplo 2.1.5 ( Espaco Euclidiano ) O espago Euclidiano R" ,pode ser munido de
varias métricas. Consideremos trés importantes exemplos.

Sejam x, ye R" com x = (x, X5, ... ,Xx,)ey = (y, Vo, ... , ¥, ) definimos as

seguintes métricas em R".

A y) =AJC, =y + G, =y et G, =y = (2 (x, - yi)z) :

i=1

400) =[x, = |+t |1, =9, = Z]r =]
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x_yi|

d"(x,y) = max{|x1 — y1|, |x2 — y2|, - |xn - yn” =max, _._.|%

i<n
Essas fungdes definem de forma natural a distancia entre dois pontos no R" e
constituem métricas para o espago euclidiano pois cumprem de forma obvia as condig¢des
M, M e M.
2 3
A métrica d é chamada de métrica euclidiana ou usual, d' é chamado de métrica

da soma e d" de métrica do maximo.
. , n . I R
A seguir serd mostrado que R munido de d ¢ um espago métrico.
o~ n ’ yy .
Proposicao 2.1. (R, d) é um espago métrico .

Demonstragdo. Seja x = (xl, - xn), y = (yl, - yn) ez = (Z1’ - Zn) pertencentes a

R". Veja que :

Aty = Ay o %), Oy s ¥) =4)G, = 7"+t G, =y ) 2 0

pois(xi—yl,)zz O,vi,1<i<n

Temos: d(x,y) = 0 © \/(x1 — yl)2 +..+ (xn - yn)2 =0
2 2_ 0

S (X, —y) tutx —y) =

© @ -y)=0,vil<isn

S x -y, =0,VvVi,1<is<n

& (xl, - xn) = (yl, - yn)
S x=y

0 que prova M1.

Agora: d(x,y) = \/(X1 - yl)z Tt (x - yn)z

= \/(y1 - xl)2 tot+t - xn)z

= d(y,x)
O que prova M2.
Para mostrar M3, serd usada a famosa Desigualdade de Minkowski que afirma o

seguinte.

Sejam Xy s X €Yy ynnﬁmeros reais. Entdo:
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nh|<@x>@ )

n
Agora, d(x, 2) = ¥ (x,— 2)’

i=1

n
2
=i§1(xi_yi+yi_zi)

=§1(xi - yi)2 +2- (E}l(xi —y)y,—z) + ;l()’i - Zi)z
ST+ 2 () + (B0,-2)) + 30,7

n 1 n 1
7 792
= (TG, -y)) + (X0, ~2))]
i=1 i=1
2
= [d(xy) + d(y, 2)]
Logo d(x, z) < d(x, y) + d(y, z), estando satisfeita desigualdade triangular, e

’ SR n ’ y, .
demonstrado que d ¢ uma métricaem R" e (R, d) € um espago métrico.

A figura abaixo nos permite visualizar uma interpretacdo geométrica para as trés
‘e . . 2
métricas definidas no cason = 2,ousejano R .
. 2
Considere os pontos de R, A = (xl, yl), B = (xz, yz) e C= (xz, yl)

,conforme a figura abaixo.

figura 2
y/\
Y2
Y |
—
X, X5 X

Fonte : O autor
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d(A,B) = \/ (x1 — xz)2 + (y1 — yz)2 que ¢ o comprimento do segmento AB.
d"(A,B) = max{|x1 - x2|, |y1 - y2|} que na figura € o comprimento do segmento AC dado

por |x1 - x2| e finalmente, d'(4,B) = |x1— x2| + |y1 - y2| que ¢ o comprimento da

poligonal ACB.
As métricas definidas no exemplo 2.1.5 se relacionam conforme o enunciado

seguinte.
Proposicao 2.2 Paratodo x, y € R" temos : d'(x,y) <d(x y) <d(xy) <nd"(x,y)
Demonstragao. Para a primeira desigualdade veja que

d"(x, y) = méxlsignﬂxi - yi” = |x], — y},| paraalgumj, 1 < j < n.

1
2

Agora, d(x, y) = (%(x. - y.)z) = (|x, —y. 2)% =lx. —y|=d"(xy).
i i j ] ] ]
i=1

Provaremos agora a segunda desigualdade.

d'(x y) = X

i=1

x —
7

n

> [de N =N -y) +2- X|x -,
i#j

i=1 L

=S [d'ee N =dy) +2-K K> 0
= [d'(x, y)]2 > dz(x, y), com ambos nao negativos.

= d'(xy) 2 d(xy)

Finalmente, considerando d"(x, y) = méxlxi — yi| = |xj — yj| para algum

j, 1 < j < n. Teremos:

d'(x,y) = |x2 - y1| + |x2 - y2| + .. + |xn — Y |= |xj - yj| + |x], - yj| +...
+ |xj — yj| =n- |xj — yj| =n - d"(x,y), o que prova a terceira desigualdade.

Essa proposi¢ao mostra que em um certo aspecto essas métricas sao equivalentes.

Exemplo 2.1.6.( Espaco Vetorial normado)
Defini¢ao 2.1.4 Seja V um espago vetorial, uma norma em V é uma fungdo | |- | |:V = R
que satisfaz as seguintes propriedades, para todo x, yeVeAeR.

ND |jx]|= 0e|jx||[=0 & x =0
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N2) [|A - x|| = [A] - [|x]]
N3) [lx + yll = [lxI[ + [|yll
Um espago vetorial ¥ munido de uma norma (V, ||:]|]) € um espaco vetorial

normado, a proposicao seguinte mostra como a partir de uma norma se constroi uma métrica.

Proposi¢cao 2.3 Todo espago vetorial normado (V, ||-]|) € um espago métrico considerando
sobre VxV a métrica d(x, y) = ||x — y|| .
Demonstragao. Devemos mostrar que d(x, y) = ||x — y|| ¢ uma métrica.

Vejaqued(x, y) =|lx — y||=0,e:

[lx —y|]|=0&x —y =0 x =y ,cuja tnica possibilidade ¢ que o vetor

seja nulo. Isso prova M1.

Agora
dex, y) = llx = yll=1I(= D - @ = Dl=1- 1 lly — x| =|ly — x|l = d¥) , 0 que
prova M2.

Finalmente:

dx, y) =llx =ylI=l(x = 2) + Z =Dl =lx = z[]| + ||z = yl| =
d(x, z) + d(z,y), que ¢ a condigdo M3.

Exemplos de Espacos métricos, cujas métricas sao induzidas por normas sao

(Rn, d), (Rn, d)e (Rn, d") comd, d' e d" induzidos respectivamente pelas normas.

n 1
-
lIxll = (% x)°
i=1
n
lIx|l' = X |x]
i=1
|Ix|" = max{|x [}

Outro exemplo ¢ o espaco (B(x, R), d), das fungdes limitadas de x em R, cuja

métrica é proveniente da norma ||f|| = Supxex| JA€3]

Um exemplo importante de espaco métrico que possui muitas propriedades
interessantes € o seguinte.
Exemplo 2.1.7 (Espaco com produto interno) Sera definido inicialmente o produto interno.
definicio 2.1.5 (produto interno) Considere V um espago vetorial. Um produto interno em
V é uma fungdo <-,->:V X V = R que cumpre para quaisquer vetores x, y, zeVeAe R, as

condigoes.
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R)Y<x+y,z> = <x,z>+<y z>
RY)< Ax,y> = A<xy>
RI<x,y> = <y x>
RHY)x#0=> <x, x> >0

Define-se a norma de um vetor x € V a partir do produto interno fazendo

2
[|x|]] = /< x, x >, que nos fornece ||x|| = < x, x >.
Para demonstrar que isto realmente define uma norma, precisamos do seguinte

resultado.

Lema 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) |< x, y >| < [|x|]| - ||yl

Demonstragdo. Inicialmente, temos o caso em que X ou y sdo o vetor nulo. E facil ver que
< x,y>= 0 o0 que cumpre a desigualdade. Caso x seja multiplo escalar de y, ou seja

x = Ay, A€ R, teremos:
2
I<x, y>=I< Ay, y>=A<yy>=xI<y y>=]x |yl

e ]+ 1yl = 1yl Iyl = 121 1yl 1yl = - 1yl
o que também satisfaz a desigualdade.

Agora considere a fungdo f(A) =< Ay — x, Ay — x >, com x # Ay logo
f(x) > 0, pela condi¢ao P4. Agora:

) =< Ay, Ay >— 2 < Ay, x >+< x, x >

= f(A) =A2<y,y>— A<y, x>+< x, x >

Considerando f(A) como uma fungao do segundo grau em A. Para que f(x) seja
estritamente positiva temos:

A<O=>4<y,x>2—4-<y,y><x,x> <0

:>4<y,x>2<4<y,y><x,x>

> <y, x> < | lIll’

2 2
= <y, x> < (lyll1x]D
=|< x, y >| <||x]|] - ||y]|]- Com a igualdade acontecendo para x = Ay, como
queriamos demonstrar.

Pode-se agora demonstrar esse enunciado:

Proposicao 2.4. ||x|| = /< x, x > com x € IV, um espaco vetorial, ¢ uma norma.
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Demonstracao: N1 ¢é verdadeiro pois, por P4, ||x||=+/< x, x > 0 ¢ ||x|| = 0 para x = 0.

Agora, |Ax||=+< Ap x>=<x x>=x /<xx>=[]|x]| , o que
mostra N2.

Para a desigualdade triangular temos:
||x+y||2=<x+y,x+y>
=>||x+y||2=<x,x+y>+<y,x+y>

= ||lx + y||2 =< x, x>+< x5, y>+< y, x >+< y, y >

2 2 2
= [lx + yll" = [lxl[" + 2 < x y >+ [|yll

Aplicando o lema 2.1 na tltima expressao temos:

2 2 2 2
llx + vl < 1xll + 2[lx[] [lyll +1yll" = dlxIl + [l¥ID)

=||x + y|| < ||Ix|| + [|ly]| . Como queriamos demonstrar.

Exemplo 2.1.8 Um exemplo importante de espago vetorial com produto interno € o R" ,com
<xy>=x -y t.tx -y, chamado de produto interno usual de R". Verificaremos a
veracidade disso no enunciado a seguir.
Proposicdo 2.5 < x, y >= Xy, tetx -y, ¢ um produto interno em R".
Demonstragao: Seja x = (xl, X ),y = (yl, ,yn), z = (zl, ,zn) pertencentes a R"
eAeR . Veja que:

<x+yz>=< (x1 T Y e x yn), (Z1' ,zn) >

= (x1 + yl)- Y (xn + yn)zn

= (xlz1 + .. + xnzn) + (ylz1 + .. + ynzn)

=< x, z >+< Yy, z >, 0 que mostra P1. Agora :
< Ax, y >=< A(xl, - xn), (yl, o yn) >

=< (?\xl, -, Axn), (yl, -, yn) >
= ?\xly1 + .. + Mnyn
= A(xly1 + .. + Axnyn)

= A < x, y >, 0 que mostra P2.
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Agora, < x, y >=xy + .. +xy =<y x>,quemostraP3, e finalmente:

2 2

<x,x>=xxt..+txx =x_+ .. +x = 0,com
11 nn 1 n

<x x>= 0<:>x1=x2= - =X = 0, o que mostra P4

Outros exemplos interessantes, sao:
Exemplo 2.1.9. (Espaco das funcées continuas) O espaco vetorial real C([a, b]) das

fungdes continuas em [a, b], com o produto interno usual definido como:

b
< f(®), g(©) >= [ f(Hg(t)dt vf, g€ C([a, b])

b
Proposicio 2.6 < f(t), g(t) >= [ f(t)g(t),dt V f, g € C([a, b] é um produto interno.

Demonstragdo. Sejam f, g, he C([a, b]) eAeR
b b b
<f,g+h>=[fO@O + D)) = [ fDg®)dt + [ (OBt
=< f,g >+< f,h >

b b
Agora, < M, g >= [ f(t) - g(t) = A[ f(®) - g(©) = A(f, 9)

b b
e< f,g >= [ f(Hg®)dt = [ g(O)f()dt =< g,f >

b b
Um fato sobre integrais ¢ que se f = g em [a, b] entdo [ f(x)dx > [ g(x)dx.
a a

Usando isso veremos que:

b b
<f f>= [fit)dx = [0dx = 0,pois () = 0 Vt

Outro fato é que para f continua, y 0= f(x 0) > 0, entdo existe intervalo [
I tal dl I
comx elta que f(x) >, Vxel

Suponha que exista X, €[a, b] tal que f(xo) # 0 com < f, f >= 0, entdo

fz(x 0) > 0, logo existe [ contendo x 0 tal que :

fx) £
fx) > =% f(x) >—> vxel.

2

fxp)
Considere a fun¢do auxiliar g(x) = 0,sex &1 e g(x) =—; :

sex€El].
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Logo, fz(x) > g(x), Vxela, b]
by b fiex)
= [ffdx 2 [ g)dx =—=- (b —a) >0

><f,f> >0, o que contradiz a hipotese inicial, logo

< f,f >= 0= f = 0 (funcdo identicamente nula).

Exemplo 2.1.10. O espago vetorial real Mn(R) das matrizes quadradas de ordem n, com o
produto interno usual definido como:
T n n
<A B>=tr(BA =Y ab. ,VA BeMn(R)
i=1j=1 7Y

E sempre bom observar que nem toda norma em um espago vetorial é proveniente
de um produto interno, ¢ que isso acontece quando ¢é satisfeita a “lei do paralelogramo”
conforme a proposi¢do seguinte.

Proposi¢ao 2.7. Seja VV um espago vetorial munido de uma norma ||-|| proveniente de um

produto interno entdo vale ||x + y||2 + ||x — y||2 = 2(||x||2 + ||y||2) paratodo x,y eV.
Demonstracdo. Sejam x, y eV e ||-|| uma norma em V proveniente de um produto interno,
temos:

||x+y||2=<x+y,x+y>=<x,x+y>+<y,x+y>

=< xx>+< x,y>+< y x >+< y,y >

=lIxll* + 2 < xy >+ Il

Analogamente:

I =l =< x =y, x =y >= |l = 2 < x, y >+ |yII°

Logo:

2 2 2 2 2
llx + ¥l +llx =yl =llxll+ 2 <x, ¥y >+ Iyl +]lx[l" =2 <xy >+ |yl

2 2
2(1x[" + 2]l¥ll

2 2
2(|xIl” + 1lyll) , como queriamos demonstrar.

No capitulo que segue serdo dados as defini¢des de bolas abertas e fechadas e

esferas , ferramentas importantes para a continuacao dos estudos sobre espagos métricos.
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3 GEOMETRIA DOS ESPAGOS METRICOS

3.1 Bolas e esferas

Definicao 3.1.1 Seja p e M um espaco métrico (M, d) e r um numero real, com r > 0,

definimos:
Bola aberta de centro p e raio r, como B(p, r) = {xe M/d(x, p) < 1}
Bola fechada de centro p e raio r, como B (p,r) ={xeM/d(x,p) <1}
Esfera de centro p e raio r como, S(p, r) = {xe M/ d(x, p) < r}

Observe que E(p, r) = B(p, r) U S(p, r). Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.1 Considerando o plano R’ e as métricas d, d"ed' a bola aberta B(p, 1) ¢
respectivamente, o interior de um circulo de centro p e raio r, o interior de um quadrado de
centro p e comprimento de lados 2r (paralelos aos eixos) e o interior de um quadrado de
centro p diagonais paralelas aos eixos, de comprimento 2r, conforme ilustrado na figura a

seguir.

Figura 3 - Bolas em R’ considerando d d'ed'

(a) (b) ()

Fonte : o autor
Ainda neste caso, as esferas S(p, r) correspondem ao bordo de cada figura e as

bolas fechadas E(p, r) = B(p, r) U S(p1).

Exemplo 3.1.2 Seja (M, d) espago métrico com a métrica zero-um.
Nesse caso como

d(x, y) = O0sex =yed(x,y) = 1lsex # y, paratodoxeM

Ser =1,B(x, 1) = {x} ,B(x, 1) = MeS(x, 1) = M — {x}
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Ser <1, B(x, r) = {x} =§(x, rNeS(r) =0

Ser > 1, B(x,r) =M =B(x, ) eS(x,7) = @

Exemplo 3.1.3 Espaco métrico das fungdes limitadas (B([a, b], R), d) com a métrica do
sup.

Geometricamente no plano ]RZ, uma bola centrada em uma fungdo f e de raio r,
B(f, r) seria uma faixa compreendida entre o conjunto dos pontos que distam r do grafico de
f. A figura abaixo ilustra essa id€ia.

Figura 4 : Tlustragdo de B(f, r) com a métrica do sup

Fonte: O autor

Definicao 3.1.2 (Ponto Isolado) Considere um espaco métrico M. Um ponto p e M ¢ dito
isolado quando 3 r > 0 tal que B(p, r) = {p}.
Exemplo 3.1.3 Um espago métrico M com a métrica zero-um . Todo ponto P de M nesse caso
¢ isolado, basta tomarmos conforme o exemplo 3.1.2, r < 1, que obteremos B(p,r) = {p}.
Proposicao 3.1.1 Em um espacgo vetorial normado, nenhum ponto ¢ isolado.
Demonstracdo. Deveremos mostrar que VpeE, um espago vetorial normado e
Vr > 0, 3qekE, distinto de p, tal que q € B(p, 1).

Considere inicialmente p = 0 (vetor nulo). SejaA e Re v e E com ||v|[<I]

S>|A-v=0=A-||I<r-1=r

= A - ve B(0,r), ou seja a origem, ndo ¢ um ponto isolado

Agora, sejap# 0

Considere g = Ap, teremos:
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llp = all=1llp — All= 110 = ) - pll=11 = Al ||pl|

Escolha A, tal que |1 — x| < ||;||

= lp —qll=11 = Al lpll <

T
[pll

llpll=r

= q € B(p, r), como queriamos demonstrar.

Proposicdo 3.1.2 Seja M um espaco métrico e dois elementos distintos p,q € M, se
r+s<d{ qcomr >0es > 0entdo B(p, r) N B(q, s) =0
Demonstracdo. Suponha que existe x € M tal que x € B(p, r) N B(q, S) nas condi¢des do
enunciado.

= dx,p) <red(x q) <s

=>d(x p)+dx, q <r+s

=>dp x) +dx, q) <r+s

=>dp, q) <dp x) +d(x, q) <r + s < d(p, q), pela hipotese.

Chegamos a uma contradi¢do, logo nao existe xe B (p, r) N B(q, s), e essa

interse¢ao € vazia, como queriamos demonstrar.

3.2 Conjuntos limitados

Defini¢ao 3.2.1 (Conjunto limitado) Seja M um espaco métrico qualquer e um subconjunto
XCM. X é dito limitado se 3 ¢>0 tal que d(x,y) <c,V x,y € X.
Exemplo 3.2.1 Toda bola B(p,r) em um espaco métrico M ¢ um conjunto limitado.
Proposi¢ao 3.2.1 Seja M um espago métrico comp € M e r> 0, entdo B(p,r) ¢ limitado.
Demonstracao. Considere X,y € B(p,r). Agora :
d(xy) <d(x,p)+d(p,y) <r+r=2r

=d (x,y) < 2r, V x,y € B(p,r), ¢ tomando ¢ = 2r, temos que B (p,r) ¢ limitado.
Definicao 3.2.2 (Diametro) Seja M um espaco métrico e XCM , limitado. Define-se o
diametro de X como :

diam(X) = sup {d(x,y) ; x,y € X }
Exemplo 3.2.2 Considere (M.d) ,um espago métrico M munido da métrica zero-um .Seja o
conjunto X = B(p,r).
Casor<1,X=B(p,r) = {p} = diam(X)=0

Casor>1,X=B(p,ry) =M = diam(X) = o0, pois X ndo tem supremo.
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O préoximo enunciado trata-se de uma estrutura em que a nog¢do de diametro ¢
compativel com o significado geométrico a que estamos acostumados na geometria
euclidiana.

Proposicao 3.2.3 Se E # {0} for um espago vetorial normado entdo o diam ( B(p,r) ) = 2r

com B(p,r) C E.
Demonstracao. Sejav e E, v # 0, tal que ||v|| = 1. Veja que o vetor u = p+ rv esta sobre a
borda da bola , pois :

llu = pll =llp + v = pll =|lrv|| =r|lv]| =r

Afirmacao : Dado € > 0, o vetor w =p+ (r- €) v e B(p,r) . Para provar isto ,

veja que : |lw = p|| =1llp + ¢ - v -pll =l - vl =|r— ellpll =
[r — ¢g|.

Tome € ,tal que,, 0 <e<r, entdo :

||W1—p||=|r— gl=r — e<r

:wleB(p,r).

Agora , seja w,=p- (r-g) v. Vejaque :

lw,=2|]| =1llp — ¢ = &v->pll =ll-C—- vl =Ir— el =
r—egl=r—e<r

:>wzeB(p,r).

Tem-se agora que :

W, —w)||=1lp + ¢ = v-0 - - vl

=12(r — &v||=20 — & =2r — 2¢ , Ve>0. Como d(u,w) < 2r para
todo u,w € B(p,r) pela proposicao 3.2.1, entdo :

||W1—W2||=ZT‘— 26, Ve>0

= sup ( B(p,r)) =2r

= diam ( B(p,r)) = 2r , como queriamos demonstrar.

A proposi¢cdo seguinte fornecerd uma caracterizagdo para conjuntos limitados.
Proposiciao 3.2.4 Seja M um espago métrico e XCM. O subconjunto X ¢ limitado se, e
somente se, esta contido em alguma bola de M
Demonstragdo . (=) Como X ¢ limitado , 3¢ > 0 tal que d(x,y) < c, V x,y € X. Fixe

X, € X, logo para todo x € X tem-se :
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d(x,y) <c=>X < B(x ,c) < B(x ,cte),come>0.

(&) Suponha que existape M ec >0, talque X C B(p, c). Sejax,y € X, pela
desigualdade triangular :

d(x,y) < d(x,p) + d(p,x) <c+c=2c

= d(x,y) <2c¢

= X ¢ limitado

3.3 Distancia de um ponto a um conjunto .

Definiciao 3.3.1 Seja p um ponto de X , um subconjunto ndo vazio de um espago métrico M ,

a distancia do ponto p ao conjunto X ¢ definida como o nimero real dado por :
d(p.X) = inf__{d(p, %)}
Exemplo 3.3.1 Seja st = {(xy); X+ y2 =11} . Temos d(0, Sl) =1 ,conforme a figura .

figura 5 : s'

Fonte : 0 autor
A proposicao seguinte fornece um resultado interessante para a distancia de um
ponto a um conjunto no contexto de um espago vetorial normado

Proposicao 3.3.1 Seja E um espago vetorial normado e B = B (a,r) , entdo d(p,B) =0 &
p € B (a,r).
Demonstracao (=) Se d(p,B) =0 ¢ p € B, nada ha a ser provado , pois :

peB = peB(ar) C B (ar). Agora, caso p & B, como 0= d(p,B) = inf _{d(p,x)}, entdo
dado n um natural,existe x € B tal que d(p , X )< % ,€Como X € B, temos d(a, x )<Tr

. Pela desigualdade triangular :
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d(p,a) = d(p,x )+d(x ,a)
= d(p,a) < %Jrr , para todo n natural .
= d(p , a) < r
Comop &Bentdiod(p,a)=>r,eteremos r <d(p,a)< r
= d(p,a) =r
= p € B (a,r) , como queriamos demonstrar . Agora vamos a reciproca .
Como p € B (a,r) , existe {xn} C B (a,r) tal que X —=p. Temos entdo :

1 . Iy
d( X, a) < r ed( X p) < - . Veja que , d(p,B) = LnfxeB{d(p, x)} , € como

d(p,B) = 0 e d( X p) =< % para todo n , com % - 0 entdo :
0<d(p.B)=inf _{d(p,x)}=0,logod(p,.B)=0.
Proposicao 3.3.2 Seja M um espago métrico . Dados ab € M e X € M, entdo :

|d(a,X) — d(b,X)| <d(ab).

Demonstracdo . Sem perda de generalidade suponha d(a,X) = d(b,X). Tome x, € X arbitrario

, logo :

d(a,X) < d(a X, )<d(a,b) +d (b X, ) pela desigualdade triangular .
= d(a,X) - d(a,b) < d (b x o ), Vx , € X ou seja , d (a,X) - d(a,b) € uma cota inferior ,

logo:
d(b,X) = d(b,X) - d(a,p)
= d(a,b) = d(a,X) - d(b,X)

= |d(a,X) — d(b,X)| <d(a,b), como queriamos demonstrar.

3.4 Distancia entre conjuntos

Uma vantagem de se ampliar o conceito de distancia ¢ poder atribui-la a objetos
genéricos como sera feito agora com conjuntos.
Defini¢ao 3.4.1 (Distancia entre conjuntos) Seja M um espaco métrico e X,Y subconjuntos
de M . A distancia entre X e Y ¢ definida como :
dX,)Y)=inf {dx)y); xEXey€EY }
Exemplo 3.4.1 Na reta R tomemos X=[-2,5]eY=(8,11),d(X,Y)=8-5=3



32

Uma observagao interessante ¢ que , caso a distancia entre dois conjuntos seja
positiva esses conjuntos naturalmente serdo disjuntos mas a reciproca disto ndo ¢ verdadei-

ra .No exemplo que se segue sera constatada essa afirmagao.

2 . .
Exemplo 3.4.2 Em R tomemos duas bolas abertas que se tangenciam exteriormente

Nesse casotemos AN B= @ ed(A,B)=0.
3.5 Isometrias

No estudo dos espagos métricos um importante conceito € o da preservagdo de
distancias que sera visto agora .
Defini¢ado 3.5.1. (Imersao isométrica) Sejam M e N espacos métricos . Uma aplicagdo
f: M — N ¢ uma imersdo isométrica se para todo x,y € M, tivermos :
d (f(x),f(y) ) =d (x.y)

Observe que , se f : M = N ¢ uma imersao isométrica ela é necessariamente inje-
tora , pois se tomarmos X,y € M com x # y entdo d ( {f(x),f(y) )=d (x,y) >0, o que nos dara
f(x) # f(y) , ou seja, f injetora.

Agora sera vista a definicao de isometria .
Definicao 3.5.2. (Isometria) Considere M e N espacos métricos . A aplicagdo f: M —> N ¢
chamada de isometria se for uma imersao isométrica sobrejetora .
Exemplo 3.5.1 Seja C o conjunto dos nimeros complexos . A fungdof: C - C ,comw € C
e |w| =1, definida como f(z) = w.z, ¢ uma isometria .

A funcao f é claramente sobrejetora e dados z, ez, € C, tem-se :

d(£(z).1(z))=[f(z) = f(z)| =|wz, —wz,|=|w@ - 2)]

| w | |Zl— z

.|
=d( z .z, )
Esse exemplo constitui geometricamente uma rotagdo nos nimeros complexos.
Outro caso interessante pode ser visto no proximo exemplo .
Exemplo 3.5.2. Seja o espaco métrico M = (M,d) e o espago normado E=B (M, R) com
M limitado. Definindo-se a fungdo ¢ : M — E tal que @(x) =dx, com dx : M-R
chamada de fungdo distancia ao ponto x e dx(y) =d(x,y) ,V yE M.
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A fungdo ¢ ¢ uma isometria . Para mostrar isso, observe inicialmente que co-
mo a métrica d é limitada , cada func¢ao dx , x € M ¢ limitada , logo possui imagem contida
emE

Agora, sejam x,y,z € M quaisquer. Tem-se :
|dx(z) — dy(z)| = |d(x, z) — d(y, Z)| <d(x,y) ,e
[|dx — dy|| = supZeM| dx(z) — dy(z) | < d(x,y).Sem perda de generalidade,fa-

zendo z =y, encontra-se :
|dx (2) = dy(2)|=|dx(¥) = dy(y)|=|dx(¥) = 0]|=dxy),e:
d(e®X),@(y))=d(dxdy)= ||dx — dy]||=d(xy), o que mostra que ¢ é uma imersao
isométricade M em E .

Foi demonstrado neste exemplo que todo espaco métrico M = (M,d) , M limi-
tado , pode ser imerso em um espaco vetorial normado E =B ( M, R ) isometricamente.

A esse estudo sobre nocdes basicas de espagos métricos sera acrescido no

capitulo que se segue outro importante topico que € a continuidade de fung¢des nesse ambien-

te .
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4 CONTINUIDADE DE FUNGOES EM ESPAGOS METRICOS

Seré apresentada agora a defini¢cdo de continuidade de fungdes no contexto dos es-

pagos métricos.

4.1 Funcgdes continuas

Defini¢do 4.1 (fungdo continua) Sejam M,N espacos métricos . A aplicagdo f: M — N ¢ dita

continua em um ponto a € M ,se V € > (0 dado , 3 > 0 tal que d(a,x) <6 = d(f(a),f(x))<e€.
De maneira equivalente , pode-se dizer também que, dado € >0, 3 § > 0 tal que

para todo x € B(a,6 ) = f(x) € B( f(a),e ) . Pode-se visualizar isso na figura que segue..

figura 6 : continuidade

M

Fonte : o autor
Quando a aplicacdo for continua em todo ponto a € M diz-se simplesmente que
ela € continua.

E importante notar que ,se existir uma outra fungdo g: M — N com a restri¢do
gIB(a,0)="f paraalgum a€ Me §>0, entdo f¢é continua em a se, e somente se, g for con-
tinua em a , o que caracteriza a continuidade como uma propriedade local , € no caso de ocor-
rer M =N = R, a definicdo de continuidade apresentada coincide com a da Analise na reta ,e
se o ponto a for um ponto de acumulagdo , coincide com a continuidade enunciada nos cursos
de calculo.

Vejamos agora alguns exemplos de fungdes continuas .
Exemplo 4.1.1 (Funcio lipschitziana) Dada uma fungdo f : M — N ,diz-se que f é uma
funcao
lipschitziana se existe um niimero real ¢ > 0 tal que d( f(x),f(y) ) < c d(x,y), V x,y € M .O nu-
mero real ¢ € chamado nesse caso de constante de lipschitz da fungao.

Essa fungdes constituem uma importante categoria de aplicagdes por suas pro-
priedades , aparecendo em importantes resultados como no teorema de existéncia e unicidade

de equagdes diferenciais .
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Agora ,seja f: M—N uma fungao lipschitziana e p € M , um ponto qualquer . Dado

€
€ >0, tome & <— ,tem-se:

d(p,x)<é= d(f(x)f(p)) Sc.d(x,p)<c.8<c.%=e

Logo , toda fungdo lipschitziana ¢ continua .

Um caso particular de fungdes lipschitzianas sdo as “contragdes fracas” , que
aparecem quando a constante de lipschitz ¢ = 1 . Nessa categoria podemos citar as aplicagdes
constantes f: M — N com f(x) =k, k € N, as imersdes isométricas ,anorma | |: E— R, em
um espago vetorial normado E , entre outros . Nesse ultimo caso basta ver que :

x| = Iyll=1d(x,0) — d(y,0)| =d(xy)=|x — V|
Exemplo 4.1.2 A funcdo f: R — R tal que f(x) = ax + b ¢ lipschitziana ,com constante de
lipschitz ¢ = |a| ,pois :
1f() — fO)|=lax + b — (ay + b)|=la(x — y)|=lallx — ¥l
Exemplo 4.1.3 As fungdes f: R — R diferencidveis e com derivada limitada em algum

intervalo I © R sdo lipschitzianas nesse intervalo . Para ver isso observe que , como a deriva-
da ¢ limitada , temos | f '(x)l <k, vx €1l,e peloteorema do valor médio , dados a,b € I
temos : f(a) - f(b) = f'(c). (a - b) , para algum ¢ € (a,b)

= |f(@ — fWI=]|f'(©)| la = bl<k.|a — b|,ousea,f &lipschitziana

com constante de lipschitz k .
Outra categoria de fun¢des continuas sdo aquelas que s3o definidas em espagos

discretos.
Definicao 4.2 Um espaco M ¢ discreto quando para todo a € M ,3 6 > 0 ,tal que :
B (a, 6)={a}.
Exemplo 4.1.4 Toda fungdo f: M — N com M discreto € continua .

Para mostrar isso , veja que :

X € B (a,0) = f(x) =f(a) € B (f(a),e) V €>0.

Agora sera apresentada a no¢do de funcdo descontinua .
Defini¢dao 4.3 Sejam M,N espacos métricos . Uma funcdo f : M — N ¢ dita descontinua em

um ponto p € M quando 3 e >0tal que V §>0, 3 X, € B(p,d) tal que f( X ) € B( f(p),e).
Exemplo 4.1.5 Considere a fungdo f: R —» R, definida por f(x) =0 se x=0 e

f(x)zsen(%)sexio.
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Tome € = % .Veja que :

sen(%)=1:>%=% +2kn,k€Z

2

= |x| = |5 k €z
Agora , para todo 6 > 0, 3 k tal que |x|=|ﬁ|<6
=>|x — 0]|=|x]| <6
=>xE€B(0,8)

= f(x)= 1 € B ((0), )
=>fx)=1¢B (0,
Logo f ¢ descontinua em x = 0.
Outro exemplo interessante ¢ a fungao caracteristica dos racionais .

Exemplo 4.1.6 A fungao caracteristica dos racionais,f : R - R, dada por: f(x)=1sex€Qe

f(x) =0se x € R - Q ¢ descontinua em todo seu dominio .
< 1 . .
Para provar essa afirmagédo , tome € =--. Sejaa € Q. Como R - Q ¢ denso na

reta,entﬁodad08>0,51xse(a-ﬁ,a+8),comx66R-Q .Entao :

1
|fGx) = f@]=10 — 1|=12 5=
= f ¢ descontinua paratodoa € Q . Paraa € R - Q, a demonstragdo ¢ analoga .

No proximo tdpico serdo mostradas algumas propriedades referentes a fungdes

continuas .
4.2 Propriedades de func¢ées continuas

Algumas propriedades que envolvem fungdes continuas em espagos métricos se

destacam e aparecem nas proposicoes a seguir .
Proposicao 4.2.1 A composta de duas aplica¢des continuas também ¢ continua .
Demonstracao. Sejam as fungdes continuas f : A > Be g: B = C ,com AB e C espacos
métricos .Deve-se provar que para um ponto genérico p € M, dado e >0, 3 & > 0 tal que, pa-
ratodox € A,dxp)<éd=d(g(f(x)),g(f(p)))<e.

Pela continuidade de g, dadoe>0,3 A>0tal que:

y€Bed(yf(p) <A =d(gy),g(fp))) <€ (1)

Agora , pela continuidade de f, considerando e =A, 3 > 0 tal que :
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x€EAed(xp)<éd=d(fx),f(p))< A (2)

Dado € >0, tome 6 > 0, conforme definido anteriormente . Observe que dessa e
forma :
xEAedx,p)<&d=>d(f(x),f(p))<A,por(2) epor(l), considerando y=f(x), tem-se :
d (g(f(x)), g(f(p)) ) <€
= g o f'¢ continua , como queriamos demonstrar.
Corolario 4.2.1.1 Toda restricdo a uma aplicagdo continua também ¢ continua.
Demonstragao. Considere a fungdo continua f : M = N ,com Me N espagos métricos € um
subconjunto X € M , e a aplicagdo [ : X - M, definida por I(x) =x ; x€ X . Vejaque I ¢
continua ,pois, para quaisquer X,y € X tem-se : d(x,y) =d ( I(x),I(y) ) , ou seja I € uma imer-
sdo isométrica e portanto, continua.

Dado6>0ed=€ ,dxy)<8§=>dxy)<e.
Agora , a restricdo da funcdo f ao subconjunto X, f|X =fol. ouseja,uma

composi¢ao de duas fungdes continuas . Segue pela proposicdo 4.2.1 que f| X é continua.

Outro desdobramento interessante desse assunto ¢ a relagao entre continuidade € o

produto cartesiano de espacos métricos que sera abordado no proximo topico.
4.2.1 Funcoes conjuntamente continuas

Inicialmente serd definida uma funcao conjuntamente continua .
Definicao 4.2.1.1 Considere a funcdo f: M x N = P ,com M,N e P espacos métricos . A

funcdo f ¢ dita conjuntamente continua em (a,b) € M x N, se dado € >0, 33 81 >0e 82 >0
tal que considerandox E M,y E N, d (x,a) < 81 ed(yb) < 82 =d (f(xy), f(a,b))<e.

Ao tomar-se a métrica no produto cartesiano como :

d ((xy), (a,b) ) = max { dM(X,a) , dN(y,b) }ed=min {§ Lo 0 5 }, essa defini¢dao de funcao

conjuntamente continua ¢ a mesma da funcdo continua anteriormente apresentada. Pode-se
também ao fixar uma das varidveis , estudar a continuidade isoladamente em alguma delas.
Ter-se-ia entdo a nocdao de continuidade na primeira ou segunda variavel .Para estudar a
continuidade na primeira variavel deve-se fixar a segunda , e vice versa .

Para isso , defina a fungdo f b(x) = f(x,b) que permitira verificar a continuidade na

primeira varidvel . A verificagdo da continuidade na segunda variavel seguird procedimento

analogo , com a fixa¢do de a e a defini¢do da fungao . fly) = f(a,y) .
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Veja que f continua implica que f b(x) e f(y) sdo continuas. Pode-se mostrar isto

através da decomposicao de aplicagdes . Considere a aplicacdo a : M - M x N, que a cada
X € M associa a (x) = (x,b) ,€ M x N . Observe que a ¢ continua , pois € uma imersao iso -
métrica. Note que :

f b(x) = f(x,b) = f (a (x) ), ou seja , ¢ uma composta de duas fun¢des continuas , e pela
proposicao 4.2.1, segue que f b(x) ¢ continua , como queriamos demonstrar . De forma
analoga conclui-se que . f(y) € continua.

Nao podemos concluir entretanto que a reciproca seja verdadeira , ou seja, mesmo
que a fungdo seja continua na primeira e na segunda variavel ,ndo ha garantia que ela seja

continua ,conforme ilustra o préximo exemplo.
Exemplo 4.2.1.1 Seja f': R’ - R ,com :

f(x,y) =0 ,se (x,y) =(0,0) , e f(x,y) = %yz , se (x,y)#(0,0)

2
X
Veja que :
fo(x) =0 Vx€eR,logo fo(x) ¢ continua em 0.

o fly)=0 VyE€R,logo 0 f(y)=0 ¢ continua em 0.

Considere agora,x =tey=t, vejaque :

2
lim f(x(t),y(t)) = lim — i — = lim t—z = % # 0, ou seja fndo ¢ continua em 0.
t—0 too0 EHE g 2

Foi visto que a continuidade das fun¢des coordenadas ndo ¢ garantia para a
continuidade da funcao . Na proposi¢do que segue sera analisado o caso em que o produto
cartesiano esta no contradominio na definicao da funcao.

Proposicao 4.2.2 A aplicagdo f: M —-> N X N 5 ¢ continua em um ponto p € M se, e somente
se, as suas fungdes coordenadas f L M- N L f - M- N ) sdo continuas em p .
Demonstragdo. Seja a aplicagdo f: M - N | X N 5 continua em p € M . Pode-se escrever essa
aplica¢do como f(x) =( f 1(X) , f 2(X) ). Considere as projecoes :

TrllexNz—>N1 e 1r2:N1xN2—>N2

(xy) =x (xy) =y

Tem-se fl(x) = nl(f(x)) e fz(x) = nz(f(x)) . Como as fungoes f, T e, sao con-
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tinuas , pela proposicao 4.2.1 segue que f . © f ) sdo continuas .

Agora, mostrar a volta nessa proposi¢do , equivale a demonstrar que dado € >0
36>0talqueVxeM,d(xp)<d=d(f(x),f(p)<e.

Para isso considere o seguinte . Como f e f sdo continuas em p € M., por hi -
pétese , dado €>0,338 e8>0 tal que:

d(xp) <8, = d(f,(x).f,(P))<€.e

d(x.p) <8, = d (f,(x).f,(p)) <€
Veja que d (f(x) , f(p) = d ((f,(x). £,(0) . (f£,(0) . ,(0)))

= max { d(f,(®),f,(0).d(£,0.f,0)}

Ao tomar-se 8 <min {§_, 8} , pode-se concluir que :
dxp)<8=d(f,(x).f,(0))<eed(f,0.f,p))<e

> mix {d (£, f, (1), d(f,().f,() }<e

= d (f(x), f(p)) < € , como queriamos demonstrar.

No proximo topico serdo investigadas as condi¢des para que a inversa de uma

fun¢do continua também seja continua , com o importante conceito de homeomorfismo.

4.3 Homeomorfismos

Dada uma fungdo continua f : M — N, com M e N espagos métricos , nem sempre

. : -1 : , .
pode-se garantir que a inversa f : N — M seja continua . Isso pode ser verificado no

exemplo a seguir .

Exemplo 4.3.1 Considere S to {(xy): X+ y2 =1 }.Seja a fungdo f: [0,21) = S ! dada por :
f(t)=(cost,sent).
Observe que como cada fun¢do coordenada de f ¢ continua entdo f ¢ continua,con-

forme a proposigao 4.4.2 .
Agora ,considere a inversa f st [0,2m) . Tome a sequéncia :

x =(cos(2m-—)),sen(2m-—))
Veja que x_ €s'vneNe x_— (1,0) .Além disso £l xn)=2ﬂ—%
Tem-se entdo , f_l( x )—=2m ef_1 (1,00 =0, ou seja, f_l( x ) ndo converge

para f _1(1,0) ,logo f ! ¢ descontinua.
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Sera vista agora um caso em que a continuidade acontece nos dois sentidos.
Definicao 4.3.1 (Homeomorfismo) Sejam M,N espacos métricos . Uma fungdo bijetora e

continua , f: M — N, sera chamada homeomorfismo de M sobre N ,se a su a inversa

-1 . , . ~
f N — M também for continua. Diz-se nesse caso que M e N sdo homeomorfos.

Exemplo 4.3.2 A funcao fa :E - E, com E um espago normado e fa (x) =ax , a€ R-{0}

¢ um homeomorfismo de E em E , pois trivialmente f . ¢ continua ,bijetora e a sua inversa

dada por, f a_l (y)= % .y também ¢ continua .

O proximo tdpico ird abordar as condi¢des para que duas métricas possam ser

consideradas equivalentes.

4.4 Equivaléncia de métricas
Serdo estabelecidas agora as condi¢des que permitem definir a nogao de equiva -
léncia entre métricas .

Definicao 4.4.1 (Métrica mais fina) Dado um espago métrico M e duas métricas d . © d 5
nesse espaco, considera-se que d1 ¢ mais fina que d2 , denota-se por d1 > d2 , Se para to-
dop € Meparatodoe>0,3 >0 tal que B1( p,d)C Bz( p,€ ) , ou de maneira equivalente
se a aplicacgdo identidade i 12" (M,d 1) -(M,d 2) ,definida por i(x) = x for continua.
Definicao 4.4.2 (Métricas equivalentes) Dadas duas métricas d L © d , N0 MESMO espago mé-
trico M, diz-se que d1 ¢ equivalente a d2 ,denota-se por al1 ~ dz, se d1 > d2 e d2 > d1' Es-
sa definicdo equivale a afirmar que i1,2 (M, dl) - (M, dz) ¢ um homeomorfismo.

Observe que , como a nogao de continuidade esta atrelada a métrica , pode ocorrer
que em uma fun¢do f: M — N, ocorra continuidade com uma métrica em M e ndo ocorra
com outra métrica no mesmo conjunto. Isso pode ser visto no proximo exemplo.

Exemplo 4.4.1 Considere as as fungdes f: R —» R . E notério que com a métrica usual da reta
nem toda func¢do desse tipo ¢ continua . Agora , seja uma fun¢do qualquer f: R - Rcoma
métrica zero-um em R .

A funcio f sera continuase, Ve>0,36>0talque,Vx € R, tivermos :

dxa)<é=|f(x) — f(a)|<e.

1 1 o
Tome & = —-. Tem-se d (x,a) <— = x=a, pela metrica zero-um, logo teremos

| f(x) — f(a)|=0<e€,ouseja, f écontinua.
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Sera mostrado no préoximo exemplo , um caso em que as métricas nao sao e-

equivalentes.

) 2 e e - ~
Exemplo 4.4.2 Considere em R a métrica zero-um e a métrica euclidiana . Afirmagao : a
métrica zero-um € mais fina do que a euclidiana , e a métrica euclidiana ndo ¢ mais fina que a
métrica zero-um .

Para mostrar essa afirmagao , chame de d1 e d2 respectivamente as métricas

o 2 : 2
zero-um e euclidiana em R . Considere para todo ponto a = ( a. az) € R e paratodo € >0

a bola B2 (a,e).Por definigdo da métrica euclidiana temos :

2 2 2
B,(ae)={x€R ;\/(x1 - a) +kx,—-a) <€}
Agora , seja a bola B1 (a,8), considerando a métrica zero-um .
Como Bl(a,8)= {xERZ;dl(x,a)<8},paraSZ%,tem-se:

1 .
Bl(a,—)Z{a} , logo pode-se concluir que : Bl(a,S)C Bz(a,e)::'d1 > dz‘
Mostrar que a métrica euclidiana ndo ¢ mais fina que a métrica zero-um cor -

respondeaprovarque:ElaE]RZ;EIe>OV8>0talqueBl(a,8)¢Bz(a,e).Parissose-

jaoponto 0=(0,0) € R*. Ao tomar-see =~ =B (0.4)={0}.

Considerar agora um ponto Xs= ( 2 ,0)€ R®. Veja que X, €B, (0 ,% ) pois

2
x, #0.ecomod (xg,0)= \/(%— 0) + (0 -0 =2 <5 tem-se que x, € B, (a.5).
Foi obtido um € ,a saber,EZ%,tal que , para todo 6 ,BZ(O o) & B1(0 ,€ ),lo-

go a métrica euclidiana ndo ¢ mais fina que a métrica zero-um .

Na sequéncia serd mostrado um caso com métricas equivalentes.

Exemplo 4.4.3 Considereem R, al1 a métrica do maximo e d2 a métrica euclidiana.

) 2
Para concluir que d2 > d1 ,deve-se mostrarque Va€R ,Ve>0,36>0

tal que Bz(a,S)CBl(a,e).

TorneX:(xl,xz)E[R{Z,comxeBz(a,8),a=(a1,a2)eRZ.

Veja que x(EBZ(a,S)(:)\/(X1 - al)z + (xz_az)z <8.
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Agora, dl(x,a) =max { |x1 — a1| , |x2 — a2| }

< max {\/(x1 — al)z,\/(x2 - az)z}

< \/(x1 — a) +(x,—a) <8

Tome8<e,10g0,d1(x,a)<e@xEBl(a,e)

=>Bz(a,6)cBl(a,e)
=d,>d, .
Para mostrar que d1 ¢ mais fina que d2 ,sejax € R tal que X € Bl(a,8).Isto

2
— a2| } <6 .Tome 6 =min { 1 ,E—}.Entﬁo:

significa que max { |x1 - a], |x2

- a)’ (,— a)’

2
% [\/(x1 B al)z +(x, - az)z] = 2 * 2

< max {(x1 - al)z, (x2 — az)2 }

< ] — — <
< rnax{|x1 a1|, X, a2|} 0

2 2
1 2 2 €
Logo:T[\/(xl— al) +(x2—a2) ] <<

2 2
=>\/(x1— a) +((x,—a) <e
:>d2(x,a)<e
=>xEBZ(a,e),ouseja,Bl(a,S)CBZ(a,e)=>d1>d2.

Nesse caso , como d1 > d2 e d2 > d1 concluimos que a métrica do maximo ¢ a

ry e . g ~ . 2
métrica euclidiana sdo equivalentes em R .

Exemplo 4.4.4 Considere duas métricas d1 e d2 em um espagco métrico M, com uma
constante K > 0, tal que : dz(x,y) <K dl(x,y) , V X,y € M . Nesse caso , d1 > dz'

Para mostrar isso , seja a aplicagdo identidade i 12 M,d 1) - (M,d 2) ,definida
por i(x) =x. Veja que, dz( i1,z(x) , i1,2(Y) )= dz( x,y) < K dl(x,y) ,VX,y €M, logo

L, ¢ lipschitziana e portanto continua , segue que d1 > dz.
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Na proposi¢do seguinte veremos um critério importante para a equivaléncia de
métricas.

Proposicao 4.4.1 Caso existam constantes K L © K 5 positivas , tais que :
K1 dl(x,y) < dz(X,y) < K2 dl(x,y),Vx,yEM,entﬁo d1~ d2 em M.
Demonstragao. Veja que , dz( i1 2(x) , i1 2(y) )= dz( X,y) < K2 d1 xy),Vxy €M logo

L, ¢ lipschitziana com constante de lipschitz K 2,logo continua ,0 que nos garante que al1 > d2

Por outro lado : K, dl(x,y) < dz(x V)& dl(x,y) < KL dz( X,Y).
1
Logo d,(i,,(x), i, ()= d,(xy) < KL d,(x,y),ouscja, i, ¢élipschitziana

. . 1 ,
com constante de lipschitz > portanto continua , o que garante d2 > d1 .
1
Como d1 > d2 e d2 > d1 , tem-se d1~ d2 emM .

A proxima proposi¢do € importante por relacionar equivaléncia entre métricas e a
nog¢ao de continuidade de fungdes .

Proposiciao 4.4.2 Sejam (M , d 1) e M, d 2) espagos métricos . Sao equivalentes as
afirmacdes.
1)d 1~ d 5
2) Uma aplicacdo f: M — N € continua em relagdo a d1 se, e somente se, ¢ continua em re -
lagdo a dz'
Demonstraciao. Suponha que d "~ d , € que f: M — N ¢ continua em relagdo a d1 . Logo:
DadoaeMe,e>0,38>0tal que f( Bd (a,8)) € B(f(a), €).
1

Como ,por hipdtese , d1~ dz, em particular d2 > d1 ,ouseja, 3 8' >0 tal que

de(a,S )CBdl(a,S).

= (B, (a,8))Cf(B, (a,8))CB(f@),e).

Mostrou-se que V € >0, 3 8'>0 tal que f(Bd (a,8'))CB(f(a),e) ,ou seja
2

que a funcdo f ¢ continua em todo ponto a € M em relagdo a métrica d 5 De forma analoga



44

se mostra que se f ¢ continua em relagdo a d2 também serd continua em relacao a d1 nas

condi¢des da proposicdo . A volta dessa equivaléncia , ou seja assumindo a afirmagdo 2
provar 1, podera ser vista com detalhes em Lima [ ] .
Pode-se ja perceber que métricas equivalentes em certo sentido dardo origem as
mesmas funcdes continuas.
No proximo capitulo serdo estudados conceitos basicos de topologia em espagos

métricos.
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5 NOCOES DE TOPOLOGIA NOS ESPACOS METRICOS

Serdo abordadas neste capitulo nogdes gerais que poderdo servir como uma

introdug¢do ao estudo da topologia , em particular no ambiente dos espagos métricos.

5.1 Conceitos gerais

O primeiro conceito a ser estudado neste topico € o de ponto interior .
Definicao 5.1.1 (Ponto interior) Seja X € M, com M um espago métrico .Um ponto p € X
¢ dito um ponto interior de X se existe r>0 tal que B(p,r) € X.O conjunto de todos os
pontos interiores de X é chamado de interior de X ,denotado por intX.

E imediato que intX c X, mas nem sempre ¢ verdadeira a reciproca .

No caso se o ponto p esta sobre o que se convencionou chamar fronteira de X,

claramente , para qualquer valor de r > 0 ,ter-se-4 B(p,r) ¢ X .
Definicao 5.1.2 (Fronteira) Seja X ¢ M ,diz-se que um ponto p € M esté na fronteira de X
denotada por X ,quando V r > 0,33 x,y € B(p,r) tal que x € X ey € X . O conjunto de todos
os pontos com essa propriedade ¢ chamada de fronteira de X .A figura abaixo ilustra as

regides definidas .

Figura 7 : interior e fronteira

aeintX € beoX

Fonte : Elon (2013)

Observe que para qualquer X € M tem-se : intX U dX U int( M - X )=M .Con-
clui-se que qualquer ponto p € M estara em uma dessas regioes.

Exemplo 5.1.1 Considere X =[0,3) € R . Tem-se ,intX = (0,3) e dX = {0,3}
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Exemplo 5.1.2 Considere o conjunto Q dos niimeros racionais ,observe que para todo ponto
p € Qe para todo r> 0 ,tem-se : B(p) N (R-Q)# @ e B(p,r) N Q # @ .Veja que

independente do valor do raio r ,qualquer B(p,r) terd sempre pelo menos um numero racional
¢ um irracional , ousejaintQ=@F e dQ=R.

A seguir sera dada a importante definicdo de abertos em espagos métricos.
Defini¢ao 5.1.3 (Aberto) Um subconjunto A de um espago métrico M ¢ chamado de aberto
em M seintA=A.

Uma maneira equivalente de expressar isto ¢ dizerque Va € A, 3 r> 0 tal que
B(agr)c A.

O resultado enunciado a seguir ¢ simples mas permite criar de forma quase

automatica muitos exemplos de abertos.
Proposicao 5.1.1 Em todo espago métrico M ,uma bola aberta B(a,r) ¢ um conjunto aberto.
Demonstracgao. Seja x € B(a,r) qualquer .Sabe-se que , B(a,r) = { y € M; d(a,y) <r }.

r—d(a,x)

> . Tem-se :

Considere y € B(x,€) , com € =

d(y,a) < d(y,x) + d(x,a)

<e+d(xa)= T2 1 d(x,a) = -+ 422

< % + % =r
= d(y,a) <r =y € B(a,r) = B(x,€) € B(a,r)
= X € int B(a,r)
= B(a,r) ¢ aberto , como queriamos demonstrar.
Na sequéncia deste texto ,serdo apresentados outros resultados relevantes sobre
abertos.
Proposicao 5.1.2 Considere a colecdo V de todos os subconjuntos abertos de um espago mé-

trico M . Afirmacao :

)Me@eEV.

n
2) Se A1’ Az,...,AnEV,entﬁo n AiEV.
i=1

3) Se A)\EV V A € L ,entdo UA)\EV.
AEL
Demonstracdo. A afirmagdo em 1 ¢ imediata pois dado um elemento de M encontramos

qualquer bola de tal forma que a mesma esteja contida em M e por vacuidade temos @ € V.
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Para provar 2 ,veja que se A entioVpe A .3 81, > 0 tal que B(p, Si) c A

n
Agora, p€ N Ai =>pE Ai ,Vi=1,..,n.Tome 6 = min{ Gi} ,i=1,..n:
i=1

= B(p,d) C Ai ,Vi=1,..n.

=B(p.d)c N A
i=1

n

=N Ai ¢é aberto .
i=1

Para a afirmacao 3, considere que , como Ax ¢ aberto ,V p € A}\ c U A}\ , tem-se
AEL

6 > 0 tal que B(p,8) c Ax ,JJogo : B(p,8) © A}\ c U AA Segue que U AA ¢ aberto.

AEL AEL
Proposicao 5.1.3 Seja M um espago métrico . A € M ¢ aberto , se ,e somente se, ¢ uma
reunido de bolas abertas .

Demonstracio. Considere A € M aberto ,entdo V p € A ,3 8p> 0 ,tal que B(p, 8p) c A lo-

go UB(p,§)cA.
peEA p

Observe que , A= U {p} € UB(p,6 )c UA =A,ousejaAc UB(p,S5)cA
pEA peA p peA pEA p

=>A=UB(@p,8).
ped p
Para a reciproca , considere A como uma reunido de bolas abertas.Como pela

proposicdo 5.1.1, cada bola aberta ¢ um aberto , a unido arbitraria de bolas abertas também
¢ aberto , pelo item 3 da proposicao 5.1.2 .

Este resultado permite uma caracterizagdao de conjuntos abertos como uma uniao
arbitraria de bolas abertas .
Exemplo 5.1.3 Todos os abertos em R sdo unides de intervalos abertos .

Isto ¢ 6bvio pois todo intervalo aberto ¢ uma bola aberta e todo conjunto aberto em
R ¢ uma unido de intervalos abertos.

Exemplo 5.1.4 E falso que a interse¢do enumeravel de abertos seja um aberto.

Considere M=R e An = (_Tl , % ). Veja que para cadan, An ¢ aberto .
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[oe]

Agora Anz {0} que ndo ¢ aberto ,pois ndo € ponto interior.
n=1

No proximo topico sera vista a relagao entre continuidade de fungdes e abertos.
5.2 Abertos e continuidade

Sera definida agora uma caracterizacao para fungdes continuas a partir da nogao
de abertos .

Proposicao 5.2.1 Sejam M e N espacos métricos .Uma aplicagdo f: M — N ¢ continua ,se,e
somente se,para todo aberto A € N ,a imagem inversa f _1(A) ¢ um aberto em M .
Demonstracio. Seja A € N, um aberto qualquer .Deve-se provar que f _1(A) ¢ um aberto em

. . , -1 . ; ;
M .Para isto ,considere um ponto genéricop € f (A) . Como por hipotese f é continua ,dado

€>0,3 6>0tal que dM(x,p) <§=> dN( f(x),f(p) ) < € ,ou equivalentemente , x € B(p,6) =
f(x) € B(f(p).e) . (1)
Agora ,p € f_l(A) = f(p) € A.Como A ¢é aberto, 3 € 0 tal que B(f(p), eO)

CA.

Tome e = € 0 considere & 0> 0 que cumpre (1) . Tem-se :
X € B(p, 60) = f(x) € B(f(p), eO) cCA
=>f(x) EA
> x € f (A)
= B(p.8) < f (A)
Segue que f _1(A) ¢ um aberto ,como se queria demonstrar.

Por outro lado ,considere um ponto qualquer p € M . Serd mostrado que a
aplicagdao f: M = N ¢ continua em para isto veja que ,V € > 0 ; B(f(p),€) é um aberto em N ,
ouseja f (B(f(p),€)) & aberto em M .
Agora, comop € f _1(B(f(p),e)) ,temos que :
3 6 >0 tal que B(p,6) c f_l(B(f(p),e)) . Considere x € B(p,$) ,logo :
d(x,p) <& = d(f(x),f(p)) <€, ou seja, f: M = N ¢ continua ,como se queria demonstrar.

Esse importante resultado fornece uma caracterizagao das fungdes continuas em

relagdo aos abertos do contradominio e do dominio .Fica estabelecido que para determinar a
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continuidade de uma fungdo , o que deve ser levado em conta ndo sdo as métricas ,mas as
familias de abertos definidas por elas ,no contradominio € no dominio , e a relacdo da funcao
com esses abertos.

Exemplo 5.2.1 Se f : M = N ¢ continua ¢ B € M ¢ aberto ,ndo necessariamente tem-se f(B)

aberto.

Considere a funcao f: R = R com f(x) = X ,uma fung¢do continua , e o aberto (-1,1)
c R. Tem-se f((-1,1)) = [0,1) que ndo ¢ aberto em R .
Definicdo 5.2.1 (Aplicacdo aberta) Uma aplicacdo aberta ¢ uma fun¢do f: M — N ,em que
para todo aberto A € M ,temos f(A) aberto em N .
Exemplo 5.2.2 Considere a fun¢do continuaf: M - R,oconjunto A={x €M ;f(x)>0} ¢
um aberto em M .

Veja que A = f_l( (0,00)) = A ¢ aberto em M , pois ¢ a pré-imagem de um aberto

com f continua .
Proposicao 5.2.2 Considere as fungdes continuas f,g : M = N .Com M e N espacos métricos.
Oconjunto: A= {x €M ; f(x) # g(x) } ¢ abertoem M .
Demonstracio. Seja a funcdo h : M — R, definida por h(x) = d(f(x),g(x)) . Veja que , h ¢

continua ,pois ¢ a composta de duas fun¢des continuas . Como em A , f(x) # g(x), tem-se que

d(f(x),g(x)) > 0 . Logo, A = h_l( (0,0)) .Segue que A ¢ aberto em M pois ¢ a pré-imagem do
aberto (0,00) com h continua .

Proposiciao 5.2.3 Sejam Ai C Ml_ abertos nos espago métricos Ml, ,1=1,..n. Entdo :
A x..x A éabertoem M_x..x M .
1 n 1 n

Demonstracio. Veja que ,como a projecao T M1 X ...X Mn - Ml_ , que leva ( X oo xn)
. L , ~ -1 .
- X, ,éuma aplicag¢do continua ,entdo T, (Al, ) € aberto em M1 X ...X Mn .

-1 -1 ,
Como Alx...x An— T (Al)n N (An),segueque Alx...x A ¢é

n

aberto em M (XX Mn ,pois ¢ uma intersecao finita de abertos.

O resultado a seguir relaciona homeomorfismos e abertos .
Teorema 5.2.1 Para que a bijegao f: M —= N, com M e N espagos métricos ,seja um homeo-
morfismo ,¢ necessdrio e suficiente que f induza uma bije¢do entre os abertos de M e os
abertos de N.
Demonstracio: Deve-se mostrar que dado A € M ,f(A) € aberto em N ,se , e somente se A ¢

abertoem M .
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. e , , -1 .
Veja que a bijecdo f: M — N ,¢é continua ,se ,e somente se, f N — M é uma

aplicacdo aberta , e pelo mesmo argumento f ~! ¢ continua se, € somente se, f ¢ uma aplicagao
aberta e por isso segue o resultado.

Por esse resultado fica evidenciado que os homeomorfismos sdo as aplicagdes que
preservam os abertos em um espago métrico. No topico seguinte sera abordada a nogao de fe-

chado em espagos métricos.
5.3 Conjuntos Fechados

Para definir conjunto fechado ,iniciaremos com a no¢ao de ponto aderente.
Definiciao 5.3.1 (Ponto aderente) Considere um conjunto A ndo vazio .Um ponto p € M ¢

aderente a A se d(p,A) =0 .Como d(p,A) =in fxeA{d(p, x)} ,verificar que d(p,A) = 0 equivale

a afirmar que ,vV € >0 ,B(p,e) NA = @ .
Exemplo 5.3.1 Seja M = R e A = (2,0) .Nesse caso todo ponto de A ¢ aderente a A ,e o
ponto x =2 & A também ¢ aderente a A, pois B(2,6) N A # @ para qualquer € > 0 . Em geral
dado X € M ,todo ponto p € X ¢ aderente a X e os pontos da fronteira dX também sao
aderentes a X .
Defini¢do 5.3.2 (Fecho) O fecho de um conjunto A em um espago métrico M , que se denota
por Z, ¢ o conjunto formado por todos os pontos de M que sdo aderentes a A.
Exemplo 5.3.2 Considere M = R ¢ A = (0,0) .O fecho de A ,sera A= [0,00) .Caso X = (a,b)
€ R ,tem-se X = [a,b].

E imediato ver que X =X UaX ,pois um ponto aderente a X ou estd em X ou em

sua fronteira .Caso X € X esteja em X nada ha a provar ,agora se x € X ,como x ¢ aderente ,
entdo V € >0, B(x,6) N X # @, tem-se na bola na bola pontos de dentro e de fora de X , logo
X € 0X.

Na proposi¢do que se segue ver-se-a como se relacionam as distancias de um
ponto a um conjunto € ao seu fecho.
Proposi¢ao 5.3.1 Seja um ponto qualquer p € M ,um espaco métrico, € um subconjunto A de
M, ndo vazio .Tem-se d(p,A)=d(p, A ).
Demonstracdo. Veja que , A C A > d(p, Z) < d(p,A) . Deve-se mostrar que essa

desigualdade nao ¢ estritamente menor ,ou seja dado um numero n , d(p, A )<n=d(p,A)<n.
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Para isto ,a € A >3Ix€EAtal que d(a,x) <€ com € =n - d(p,a).

Tem-se : d(x,p) < d(x,a) + d(a,p) <€ +d(a,p) =m -d(p,a) + d(a,p) =n, ou seja
d(x,p) <n = d(p,A) <n, logo d(p,A) = d(p, Z) ,como queriamos demonstrar.

Esse resultado € interessante pois mostra que o fecho de um conjunto nao altera a

distancia entre um ponto e esse conjunto .
Defini¢ao 5.3.2 (Conjunto Fechado) Um conjunto F € M ,um espaco métrico ,¢ chamado de
fechado se M - F ¢ aberto.
Exemplo 5.3.3 Considere M =R . F € M ,com F =[a,b] ¢ fechado ,pois R - F =(-00,a)U(b,0)
¢ aberto . O conjunto X = (a,b] nao ¢ aberto ,pois b ndo ¢ ponto interior nem ¢ fechado , pois
a € X . Ao considerar todo o espaco métrico ,R, ele ¢ aberto pois todos os seus pontos sao
interiores e também ¢é fechado pois seu complementar ¢ o conjunto vazio que € aberto.

O proximo resultado contribuird para melhor caracterizar os conjuntos fechados.
Teorema 5.3.1 Seja F € M um espago métrico , F = F se ,e somente se,F é fechado.
Demonstracao. Suponha que F = F . Tome p €M - F, suponha que V € > 0 a B(p,e)NF+0@
=>pE F, pois ¢ ponto aderente

= p € F, o que ¢ uma contradi¢ao , logo M - F ¢ aberto e segue que F ¢ fechado.

Agora, considere o fechado F c M, logo M - F ¢ abertoe Vp €M -F 3 (—:p >0
tal que B(p, ep) C M - F, o que permite afirmar que p ndo ¢ aderente , ou seja p & F.

SejaaeF,ouseja,Ve>O,B(a,e)iﬂ
2>a¢M-F

=>a€eF

>F cF ,ecomoF c F ,tem-se que F =F como queriamos demonstrar.
Para aprofundamento no assunto e ver mais resultados importantes pode-se
consultar Mendelson(1990) ou Lima(1983) .
O conceito de compacto no contexto dos espagos métricos € o tema central

do préximo capitulo.



52

6 COMPACIDADE EM ESPACOS METRICOS

A nogao de conjunto compacto ¢ extremamente importante, e de certa forma, ¢
uma continuacdo natural do assunto do capitulo anterior ,pois a nogdo de aberto ¢ necessaria

para a sua correta defini¢ao.

6.1 Nocao de compacto
Para comegar esse topico ,serdo dadas uma série de defini¢cdes necessarias para a
melhor compreensao do tema central deste capitulo.
Defini¢ao 6.1.1 (Compacto) Um espaco métrico K ¢ dito um compacto se para toda
cobertura por abertos de K podemos extrair uma subcobertura finita.
K compacto, significa entdo que , se K = AUL Ax’ onde cada A}\ ¢ aberto em K ,en -
(S

tdo existem Xl,...,AnELtais que K= AA U...U AA .

1 n
Definicao 6.1.2 (Conjunto relativamente compacto) Um conjunto A ¢ dito relativamente
compacto se Aé compacto.

Definicao 6.1.3 (Equicontinuidade) Seja A um conjunto de fungdes f: M — N ,com M e N
espacos métricos. Diz-se que A é equicontinuo em um ponto a € M ,se para todo € >0, 36 >0
tal que d(x,a) < 6 ,xeM = d(f(x),f(a)) <e .,V f € A.

Definicao 6.1.3 (Ponto de acumula¢ao) Um ponto a ¢ dito um ponto de acumulagdo de X se

V € > 0 existe um ponto b € B(a,e) N X .Denota-se por X o conjunto dos pontos de
acumulagdo de X .
Definicio 6.1.4 (Conjunto totalmente limitado) Diz-se que o conjunto A ¢ totalmente limi -

tado ,se para todo € > 0, existe um conjunto finito de pontos de A ,digamos x X tal que

n
UB(xi,e)DA.
i=1

Defini¢ao 6.1.5 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (xn) em um espacgo métrico M € uma
sequéncia de Cauchy quando : Dado € <0 ,3 ¢ € N tal que m,n>c = d(xm,xn) <e.
Isto equivale a afirmar que a partir de um certo indice n.a distancia entre os

termos se torna tdo pequena quanto se queira. O resultado a seguir caracteriza uma sequéncia

de Cauchy.
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Proposi¢ao 6.1.1 Toda sequéncia convergente ¢ de Cauchy .

Demonstracao. Seja (xn) uma sequéncia convergente , logo ,dadoe>0,3n 0 € N tal que
n>n = d(c ,a) < % . Em particular , dado m > n,= d(xm ,a) < % .

€ € P
Agora, d(xm ,xn) < d(xm ,a) + d(xn ,a) <— -+ — =€.Segue que (x ) ¢ uma
sequéncia de Cauchy.

Exemplo 6.1.1 No espago métrico (R , |.|) ,a sequéncia dada por x = % ¢ de Cauchy pois

como ¢ evidente ,converge para zero.

Proposiciao 6.1.2 Se (xn) ¢ uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia
convergente ,entao (xn) converge .

Demonstracio. Seja X uma subsequéncia de (xn) tal que , x —a. Veja que : d(xn,xn )—=0
k k k

pois (xn) ¢ de Cauchy e d(xn ,a)— O ,pois x —a, logo, pela desigualdade triangular tem-se
k k

d(xn,a) < d(xn,xnk) + d(xnk,a) - 0+0=0, ouseja (xn) —a.

Definicdo 6.1.6 (Espaco métrico completo) Um espaco métrico M ¢ completo se toda
sequéncia de Cauchy em M ¢ convergente.

Exemplo 6.1.2 A reta ¢ um espaco métrico completo. A prova dessa afirmagao ¢ simples e
pode ser vista em Lima(1983), bem como as proposicdes seguintes :

Proposi¢ao 6.1.2 O produto cartesiano M x N de espagos métricos , ¢ completo se,e somente
se, M e N forem completos.

Corolario 6.1.1 O produto cartesiano de espagos métricos M XX Mn ¢ completo se,e

somente se M P Mn sdo completos .

Segue desse corolario que R" é compacto.
Outros exemplos de espagos completos, bem como outros resultados relevantes
podem ser vistos em Mendelssohn(1990) e em Lima(1983). No tdpico seguinte serd mostrado

um importante teorema que permite a caracterizagdo de compactos.

6.2 Caracterizacio de espacos métricos completos
O proximo teorema ¢ relevante pois fornece uma caracterizagao para conjuntos

compactos em espagos meétricos.
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Teorema 6.2.1 Sobre um espago métrico compacto K , as seguintes afirmacdes sdo
equivalentes .

1) K é compacto

i1) Todo subconjunto infinito de K tem algum ponto de acumulagao

ii1) Toda sequéncia em K possui subsequéncia convergente

iv) K € completo e totalmente limitado

Demonstracao.

(i)—(ii) Suponha por contradicdo que existe algum subconjunto infinito X € K ,sem pontos de

acumulagdo, ou seja,X'=ﬂ .Como X =X UX',tem-se}=X U@ =X= X¢ fechado ,
mas como X € K ,um compacto, entdio X ¢ compacto ,pois ¢ um fechado dentro de um
compacto.

Veja também que X ¢ discreto , pois se ndo o fosse , existiria x € X tal que V £ >0
teriamos B(x,€) N (X - {x}) # @ = x seria ponto de acumulagdo ,que ¢ uma contradicéo.

Agora ,X discreto e X compacto = X ¢ finito ,pois como os pontos sdo isolados e

cada ponto ¢ um aberto ,considerando a cobertura aberta formada pelos proprios pontos, caso
X fosse infinito ,terlamos uma cobertura aberta da qual ndo ¢ possivel extrair uma
subcobertura finita , contradizendo a compacidade de X , logo X ¢ finito , o que contradiz a
hipdtese inicial ,logo todo subconjunto infinito de K tem algum ponto de acumulacgao .

(ii)—(iii) Seja (xn) uma sequéncia em K .Caso X =a para infinitos valores de n ,tem-se uma
subsequéncia constante convergente para o limite a . Agora ,caso se tenha infinitos n com x

distintos ,entdo por ii) temos um subconjunto infinito de K com um ponto de acumulagdo, o

que prova iii), pois esse ponto de acumulagdo do subconjunto dos distintos x ¢ o limite dessa

N

subsequéncia.

(iii)—>(iv) Observe que K ¢ completo pois se tem (C) sequéncia de Cauchy, x € K,vn €N.
Como K ¢ compacto , por iii) (xn) ¢ uma sequéncia de Cauchy que possui subsequéncia
convergente = (xn) ¢ convergente ,pela proposicao 6.1.2. =K ¢é completo ,por defini¢do.

Agora serd mostrado que K ¢ totalmente limitado . Seja € > 0, e tome um ponto

x, € K . Caso B(xl,e) D K ,entdo K ¢ totalmente limitado pois K seria coberto por essa inica
bola , sendo , 3 x, € K tal que X, 2 B(xl,e) . Seja B(xz,e) . Caso (B(xl,e) U B(xz,e)) DK

,acabou , sendo ,3 x, € K tal que x3(£ (B(xl,e) U B(xz,e)), e continuando esse processo
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n
0

teremos uma quantidade finita de pontos , ou seja , 3 n € N tal que , U B(xi,e) DK=>K¢
i=1

totalmente limitado . Veja que caso esse processo nao seja finito, teremos uma sequéncia
infinita de pontos no qual a distancia entre dois deles quaisquer sera sempre maior que €
.Ter-se-ia uma sequéncia sem nenhuma subsequéncia convergente,o que contraditaria o item
ii1) .Essa sequéncia infinita sequer seria de Cauchy pela distancia grande entre eles , os pontos
ndo acumulam , ndo havendo portanto convergéncia. A demonstragao sera encerrada com:
(iv)—(i) Suponha por absurdo que K ndo ¢ compacto . Existe entdo uma cobertura aberta

U re, SEM subcobertura finita.

Decomponha K em uma unido de fechados com didmetro menor que 1 ,pela
hipdtese existe algum desses subconjuntos que ndo seria coberto por uma quantidade finita

desses AAS . Chame esse subconjunto de C L Continua-se o processo ,desta vez decompondo

) A 1
C em subconjuntos fechados de didmetro menor que —- , ¢ novamente teremos algum
subconjunto dessa unido de fechados de C , que néo pode ser coberto pelos AAS.Charne esse
subconjunto de C 5 .Tem-se até¢ agora C , C C ;e continuando esse procedimento ,reduzindo

os didmetros dos subconjuntos C , em cada etapa , serd produzida uma sequéncia decrescente

de fechados tal que C 1:)6‘2 D... , com diametro Cl,< % ,V 1> 1 e com nenhum desses Ci

coberto por uma quantidade finita dos A}\S . Veja que por construgdo os C ; sdo ndo vazios ,e

[oe]

sdo subconjuntos fechados em um compacto , logo sdo compactos . Entdo Ja€ N C - Como
i=1

a€eKeos A)\s cobremK =3 A €Ltalquea€ AA . Agora , como Ax ¢ aberto , 3 n tal que
a € B(a, %) c A}\. Como a € Ci Vi , pois pertence a intersecao desses Ci = ac€ Cn com

A 1 1 .
diametro Cn< — , logo Cn c B(a,—) © AM , Ou seja encontrou-se um Cn coberto por um
unico A)l , 0 que contradiz a hipdtese inicial ,logo K ¢ compacto, como queriamos demonstrar.

Corolario 6.2.1 Se K ¢ compacto entdo possui um subconjunto denso e enumeravel.
A demonstragdo desse resultado ¢ simples e pode ser vista em Lima(1983).
No proximo tépico serdo definidas as condigdes para o qual um produto cartesiano

infinito de compactos pode ser considerado compacto.
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6.3 Teorema de Tychonoff

Sera visto agora um teorema classico sobre o produto cartesiano infinito de

conjuntos compactos em um espago métrico.
(00}

Teorema 6.3.1( De Tychonoff) O produto HXL, ¢ compacto se ,e6 somente se cada XL, ¢
i=1

compacto.
Demonstracio.

(0¢]

(=) Seja p,a 1-ésima projecao . Como cada P, ¢ continua , e Xi =D, ( ]_[XL_ ), entdo cada Xié
i=1

compacto por ser a imagem de uma aplicag@o continua de um compacto.

[oe]

(&) Agora ,seja X uma sequéncia em [[X ; ,onde cada termo desta sequéncia seja tomado de
i=1

cada um dos componentes do produtério , ou seja :

.M 2
X =, X e
¢S] 2
X=X %
NERNC NN

o]

comcada x € ]_[XL_ e cada termo x
i=1

®

€X i={12,..}.

Observando esse arranjo na vertical , no correspondente as “colunas”, em cada

. 1
uma delas temos uma sequéncia completa em X ; .Tem-se (xf1 )) € X | um compacto,logo
n

. - . 1 .
existe subsequéncia convergente , ou seja 3 A €N, tal que (xfl )) comn € A ¢ convergente
n

. 1 .
digamos para a ,»0que corresponde a (xfl )) —a comne€ A L Continuando , como
(2) N . (2)
(xn ) € X , » um compacto ,entdo existe A2 ( A1’ tal que (xn ) = a,. Em geral como
n

(k)

(x,

. k .
) EX , Jum compacto, existe Ak (- Ak_1 tal que xfl S a x Repetindo esse proceder em
n

cada “coluna” teremos subsequéncias convergindo respectivamente para a TR
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[oe]

Construa agora uma subsequéncia em [ X , com as seguintes premissas : ponha
i=1

A c N de tal forma que o k-ésimo elemento de A seja o k-ésimo elemento de A r Considere a

[00]

subsequéncia (xn) € ]'[Xl, ,comn € A . Pode-se afirmar que x = (a1 ;@ ...),comn€Ae
i=1

. .. @ . ., .
n—oo .De fato ,para cada i, a sequéncia (xn ) ., a partir de seu i-ésimo termo, ¢ uma
neA

[00]

) , ou seja , exibimos uma sequéncia no produtério [[X. e
nea i=1 '

L

®

subsequéncia de (xn

[oe]

mostramos que ela possui subsequéncia convergente ,logo [[ X . ¢ compacto ,como queriamos
i=1

demonstrar.
O tema a ser abordado no préoximo tdpico ¢ o importante teorema de

Ascoli-Arzela.
6.4 Teorema de Ascoli-Arzela

Neste capitulo sera provado um resultado que estabelece relagdo entre
equicontinuidade e conjuntos relativamente compactos.
Proposicao 6.4.1 A imagem de um conjunto relativamente compacto por uma fungdo

continua ¢ relativamente compacto.
Demonstracio. Seja X relativamente compacto ,logo Xé compacto .Agora : X compacto =
f(?) ¢ compacto ,pois f € continua. Agora, como X C X entio f(X) c f(}) ,com f(}) fechado

,pois € compacto. Segue que f(X) C f(}) .

Veja que f(X) é o fecho de um conjunto ,logo ¢ fechado, e est4 contido em um

compacto ,logo tem-se f(X) compacto , o que garante f(X) relativamente compacto.

A seguir serdo enunciadas trés proposi¢des sobre fun¢des continuas em
compactos ¢ sua relagdo com equicontinuidade .A demonstragdo das mesmas pode ser vista
em Lima (1983).

Proposi¢ao 6.4.2 Seja f: K x M — N ,com K compacto e f continua .Entdo ,dado € > 0,36 >0
tal que , se a € M e d(x,a) <& ,com x € M , entdo d(f(t,x),f(t,a)) <e VtE K.
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Proposicao 6.4.3 Se fn : M — N ¢ uma sequéncia equicontinua e fn converge simplesmente
,entdo f _ converge uniformemente em cada parte compacta de M .

Proposicao 6.4.4 Seja fn : M - L uma sequéncia equicontinua tal que V x€ M ,

{ fn(x), n € N} é completoem L . Se (fn) converge simplesmente em um subconjunto denso
D c M ,entdo (f n) converge uniformemente em cada parte compacta de M .

O importante resultado que segue ,permite caracterizar como relativamente
compacto um conjunto de fung¢des continuas definidas em um compacto.
Teorema 6.4.1 (De Ascoli-Arzeld) Seja A um conjunto de fungdes continuas , f: K = N,com
K compacto.A fim de que A seja relativamente compacto em C(K,N) ¢ necessario e suficiente
que :
1) A seja equicontinua
i1) A(x) = {f(x) ; f € A }seja relativamente compacto para cadax € K .
Demonstracao.

(=) Defina a aplicagado , @ : A->N
£ - (O=H0)
Agora, sejam f,g € A , tem-se : dN ((px(t) , q)x(g)) =d N (f(x) , g(x))
<sup _ d, (f(x), gx)
~d, (fg)
segue que @ ¢ lipschitziana ,logo continua.
Pela defini¢do da aplicagdo , tem-se cpx(A) = A(x) .Como ¢ ¢ continua, e por

hipotese, A ¢ relativamente compacto , pela proposi¢ao 6.4.1 , A(x) ¢ relativamente compacto
,0 que prova (ii) .
Agora, sera demonstrado que A ¢ equicontinuo. Para isso, definaV a € K , a apli -
cagdo L|Ja:ZxK—>]R.
(fx) — d(f(x),f(a))

Veja que Lljadeﬁnida no produto cartesiano de espagos métricos ¢ continua e o

fecho de A , A , € compacto ,pois A ¢ relativamente compacto por hipotese , entdo pela

proposicao 6.4.2 , dado € > 0,3 § > 0 tal que dK (x,2) <8

= d( Y (£x), ¢ (Fa)) <€
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=W (0 - b (fa)<e

= |d(f,x) — d(a,a)| <€

= d(f(x) , f(a)) <e ,VfEe A , € em particular V f € A , logo A € equicontinuo , e estd
provado (1). Agora serd mostrada a reciproca.

(&) Assuma que (i) e (ii) sdo validas e serd mostrado que A ¢ relativamente compacto .Como
K é compacto pelo corolério 6.2.1 ,existe um subconjunto denso e enumeravel D c K

,D= {xl, Xy e ,xn}.

Considere A(xl,) Vi € IN ,cada A(xl,) ¢ relativamente compacto e cada fecho A(xl,)

[oe]

¢ compacto ,logo pelo teorema de Tyconoff, o [] A(xl_) ¢ compacto .
i=1

Seja a sequéncia de fungdes fn € A, deve-se mostrar que fn — fem A .Paraisso
considere as equivaléncias : fn converge simplesmente em D = { XXy oo X }
& f (x)-f(x)

Sf =(f (). f (), . f (). .0~ (), fx), ... fx,)..)

o fn converge no produtoério ]_[A(xi) , que ocorre , pois ]'[A(xi) ¢ compacto ,logo pelas
i=1 i=1

equivaléncias ¢ verdadeiro que f _ converge simplesmente em um conjunto denso D.

Agora, fn( B) = fn (K) € compacto ,logo em particular ¢ fechado ,entdo :

fn( 5) ) fn( D)> fn( D) . Veja que fn( D) é compacto ,pois € um subconjunto fechado de
um compacto , logo pelo teorema 6.2.1 , é completo e totalmente limitado . Pela completude
de fn( D) pode-se usar a proposi¢ao 6.4.4 , como K ¢ compacto , pela proposi¢ao 6.4.3 , fn

converge uniformemente em K . Agora f a funcdo limite da sequéncia fn uniformemente

convergente ¢ continua e f € Z,pois cada fn € A, logo A ¢ relativamente compacto ,como

queriamos demonstrar.
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7 APLICACOES : DOIS IMPORTANTES TEOREMAS EM ESPACOS METRICOS

Como aplicagdao dos conhecimentos adquiridos nesse breve estudo sobre fatos
bésicos dos espagos métricos , serdo enunciados e demonstrados dois importantes teoremas
nesse contexto . A saber , o Teorema do Ponto Fixo de Banach e em seguida como aplicagdo

do primeiro o Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs .

7.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

O teorema do ponto fixo de Banach ou teorema da contracdo uniforme ¢ um
resultado fundamental em espacos métricos e possui varios usos ,entre eles,utilizado na
demonstracdo de resultados importantes como o teorema da funcgdo inversa e o teorema de
Picard-Lindelof de existéncia e unicidade de solugdes para EDOs .
Definiciao 7.1.1 (Contragao) Considere M e N espagos métricos .Uma aplicacao f: M - N ¢
dita uma contragdo , se existir uma constante k , com 0 < k <1, tal que :

d(f(x),f(y)) <kdXxy),Vx,yeEM.

Definicao 7.1.2 (Ponto fixo) Seja M um espago métrico ,Um ponto x € M ,¢é dito um ponto
fixo da aplicacao f: M - M, se f(x) =x.
Teorema 7.1.1 (Do ponto fixo de Banach) Se M ¢ um espago métrico completo ,toda
contracdo f: M — M possui um tnico ponto fixo em M.
Demonstracao.

(Existéncia) Seja um ponto qualquer x, € M . Considere a sequéncia (xn) em M tal que :
n

X, = f(xo)
x, = f(f(x,)) = fx,)

x, = f(R(f(x, ) = fx,)

X = ... =f(x ),Vn€IN.
n—1

Afirmacgdo : A sequéncia (xn) ¢ de Cauchy em M . Para provar isto ,deve-se
n

mostrar que , dadoe> 0,3 n, € IN tal que , para n,m > n,= d(xm,xn) < €. Para isso observe

que ,como f € uma contracao ,tem-se :
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d(xl,xz) = d(f(xo) , f(x 1)) <c d(xo,xl)

d(xz,x3) = d(f(xl) , f(xz)) <c d(xl,xz) <c(cd(x oX 1)) = c2 d(xo,xl)

d(x ,x ) =d(fx ), fx)<c dx_ ,x)<..= " d(x,x,) ou seja:

n .
d( X X )<c d(xo,x 1) . Agora, para quaisquer p,n € IN , tem-se ;

d( xn,xn+p)sd( xn,xn+1)+d( x . )+...+d( x X )

X
’ n+p—1’ "n+p

1 n+2

n n+1 n+p—1
<c d(xo,xl) +c d(xo,xl) +...+tc d(xo,xl)

+1 +p—1
=d(x0,x1)[cn+cn +o.4cP

]

2 -1
Scn(1+c+c +...+c )d(xo,xl)

(0]
<c” ¥ dxx)
n=1
n 1

sc¢ ( 1—c

p— Cn
) d(xoaxl) - ( 1—c ) d(xoaxl) , v n,p € IN.
Agora,veja que lim =0 ,com 0 < c <1 . Entdo ,dado e >0 ,3 n, € IN tal que
n— oo

e(1-c)

> = " 0| = " <
n=n, |C |_|C| d(xx )+1

Cn
Observe que , d( XX )< (=) d(xo,xl)

e(1-c)
d(x0 x1)+1

)< [ ] d(xgx,)

_ € (1—c) d(xo’xl)
1-c d(xo,x1)+1

=>d( x ,x
n n+p

<e.l=¢€

Considere m=n+p , e esta provada a afirmagdo , ou seja (xn) ¢ uma sequéncia de
n

Cauchy em M.

Agora ,como M ¢ um espaco métrico completo e (xn) ¢ uma sequéncia de
n

Cauchy em M , existe lim X =a. Veja que a € o ponto fixo ,pois :
n—> oo
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a= lim x = lim f(x 1)
n— o n— oo n-

=f( lim x ), pois f € contracdo,logo continua .
n-—> o

= f(a) , pois x ¢ subsequéncia de X e converge também para a .

Com isso encerramos a demonstragdo da existéncia do ponto fixo.
(Unicidade) Para mostrar a unicidade , suponha por absurdo ,que exista outro ponto fixo , ou
sejadabeMtalque: fla)=aef(b)=>.

Por hipotese ,f € contracao ,logo :
d(a,b) =d (f(a),f(b)) < cd(a,b) ,com 0 < c <1
= d(a,b) -cd(a,b) <0
= d(a,b) (1 -¢c)<0,ecomo1-c>0,entdo d(ab)=0=a=b, ouseja, o ponto fixo ¢
unico ,como queriamos demonstrar.

Encerrada essa demonstragao sera visto agora um corolario desse teorema que tera
aplicacdo a frente .

Corolario 7.1.1 Seja X um espago métrico completo e T : X — X uma aplicacdo ( ndo neces-
sariamente uma contra¢do) .Caso alguma iterada T"=ToTo...oT , m vezes , de T, for

~ ~ 4 ° r L4 b m
contragcdo em X ,entdo T tem um Unico ponto fixo em X, que € o unico ponto fixode T .

Demonstracio. Se alguma iterada de T for uma contracdo, como X ¢ um espago métrico

completo, pelo teorema do ponto fixo de Banach ,existe tinico w € X tal que T"w=w.
Observe que T ( T"w )=T(w) ,logo :

T"(Tw)=T( T"'w)=T(w)

= T(w) é ponto fixo para "

= T(w)=w, pois w € 0 tnico ponto fixo de .

Uma aplicagao do teorema do ponto fixo de Banach , ou pelo menos da técnica de
aproximagdes sucessivas usada em sua demonstragdo ¢ o método numérico do ponto fixo para
calculo de raizes de uma funcdo em um intervalo. Consiste em transformar o problema de
encontrar a raiz de uma fung¢ao f em encontrar o ponto fixo de uma fungao auxiliar g , ou seja
f(x)=0&e g(x)=x.

Para isso ¢ dada uma aproximacao inicial X, para a raiz e gera-se uma sequéncia
de reais tais que : X = g(xo) X, = g(xl) s X = g(xn_l) que converge para a raiz . Isso ¢

regulado pela seguinte proposi¢do ,que iremos apenas enunciar .
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Proposi¢ao 7.1.1 se a ¢ uma raiz da fun¢do f(x), isolada em um intervalo I,centrado em a
Seja g(x) uma fun¢do auxiliar para f(x) em relagdo a um método do ponto fixo,entdo
g(x)=x,se:
1)g e g sdo continuas em I
2)|g@|<Mm<1
3)x0 el
Como o método ¢ iterativo ,terd como critério de parada , para € L C€> 0

— <
(l)lxm xm—1| €

@|F@& )| < ¢

1

Exemplo 7.1.1 Encontrar a raiz de f(x) = x°-x -1 no intervalo [1,2] com erros € = €2=0,001.

Inicialmente encontramos a fun¢do auxiliar g(x) ,tal que fx) =0 & g(x)=x ,da

. 3 3 3
seguinte forma : x - x -1= 0 = x = x + 1 = g(x) =+/x + 1, pode-se encontrar outra
funcdo auxiliar ao isolar x , mas serd usada essa . Agora vamos verificar se esta satisfeito o

que estéa previsto na proposi¢ao 7.1.1 :

Dgx)=+x + 1 ¢ g’(x) =—1 — sdo continuas em [=[1,2]
3(x+1)°

1

2)|g (0] =

2

B
3(x+1)% | 3(x+1)°

Veja que L —<1=x>-0,81, o que ocorre , pois x € [=[1,2]
3(x+1)°

Agora vamos iniciar as iteracoes adotando X,= 1,5€l
iteracdo 1 : X,= g(x0)=g(1,5)=1,3572

C.P:|1,3572 — 1,5|=0,14285> €,

(f(x, )|=0,1427> €,
iteragdo 2 : X, = g(xl)zg(l,3572)=1,3309

CP:|1,3309 — 1,3572|=0,0263>¢ ,

(f(x, )| =0,0265 > ¢,
iteragdo 3 : X, = g(x2)=g(1,3309)=1,3259

CP:|1,3259 — 1, 3309|=0,0050>e1 ,

(f (x, )| =0,0050 > ¢,
iteragdo 4 : X, = g(x3)=g(1,3259)=1,3249

CP: |1,3249 — 1,3259]=0,001=¢_,

(f(x, )| =0.001=¢,
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iteragcdo 5 : x 5= g(x4)=g(1,3249)=1,3247
CP: |1,3247 — 1,3249]=0,002 <0,001=e , | (f(x, )[=0,002 <0,001=e,

Como foi atendido algum dos critérios de parada , na quinta iteragdo, o valor

X, = 1,3247 ¢ a raiz procurada.

Em seguida seré visto no proximo topico ,outro teorema classico da matematica ,

que terda em sua demonstracao a aplicagao do teorema do ponto fixo de Banach .

Exemplo 7.1.2 A fungdo f: (0,1)- (0,1) ,tal que f(x)% ¢ contragdo , pois :
|f(a)-f(b)|= |% — %| :% |a-b| , V a,b € (0,1) mas ndo tem ponto fixo .Observe que f(x)=x
= %ZX = x=0 ,que ndo pertence a (0,1).

Exemplo 7.1.3 Seja f : R=R, com f(x)= e . Observe que f estd definida em R um espago
métrico completo , mas ndo tem ponto fixo ,pois ndo € uma contragdo, pois sua derivada ndo ¢

limitada.
7.2 Teorema da Existéncia e Unicidade das Equag¢des Diferenciais Ordinarias

Antes de enunciar o teorema, fixemos algumas notac¢des .Considere t o ER,

x,€ R"™, o intervalo Ia={t ER; |t — to|<a} eabola Bb= {x € R™; ||x - x0|| <b}.
Teorema 7.2.1 (Da existéncia e Unicidade para Equag¢des Diferenciais Ordinarias) .Sejam
t, € R e x,€ R™ .Considere a funcado f: (= (Ia X Bb) - R", continua e lipschitziana na

segunda variavel ,ou seja ,existe constante k > 0 tal que :

fltx) = f(t,x)

<k(x-x)Vtel ,Vx,x €B
1 72 a 1’72 b

Caso M > 0 ¢ tal que || f(t, x) || < M,V (t,x) € ), entdo existe uma Unica
solugdo para o problema do valor inicial (PVI) :
x =f(t,x)
x(t 0) =X,
definida em Ia ,onde a =min {a, L 3.

Demonstracio. Como f ¢ continua e estd definida no compacto () ,entdo ¢ limitada ,logo M

existe.
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Agora ,se @ : Ia—> Bb ¢ uma solugdo do P.V.I entdo @’(t) = f( t, @(t) ) e @( t0)= X,

Observe que dizer que @ ¢ solugdo do P.V.I é equivalente a afirmar que ¢ satisfaz a equacao

integral :

9= x,+ [T(5.0(s)) ds

&

E facil ver isso pois : integrando @’(t) = f( t, @(t) ) nos dois lados , tem-se

t t
Jo(s)ds = [f(s,9(s)) ds

0 0

t
= ¢(t)-o( to) = [f(s,(s)) ds ,usando o T.F.C no primeiro membro

t
0

t t
= @(t)=@(t)+ [f(s,0(s5)) ds = X, + [£(s,0(5)) ds . Veja também que
tO tO

t

0
o( tO) = x,t [f(s,0(5)) ds = x,+ 0= X, ,comprovando a segunda condigdo do P.V.I.

&

Por outro lado :

d d

t
@’ (t)= %cp( t)==r x,+ L [£(s,(s)) ds ], e usando novamente o T.F.C
t

0

=@ (H)=1(t, ().

Veja que ,0 conjunto das fung¢des continuas de [ W B ) Jrepresentada por
C{ o(,B b) ;munido da métrica uniforme, ¢ um espago métrico completo.

Defina ,com ¢ € C(Ia,B b) a aplicagdo :

T(@)(®) = x,+ [f(s,0(s)) ds (1)

t

Observe que @ ¢ solu¢do do P.V.I ,ou seja :

@(t)=x, + [£(s,0(s)) ds =T(@)(t) & ¢ éponto fixode T .

t
0

Deve-se verificar se o operador T ¢ bem definido . Para isso observe que:

t t
TN < || x,|| + [11f (s @I ds < || x, || + M [ds <|| x || + M |t = £ |<M.a <o

0 0
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Veja que pela continuidade f, pode-se pelo T.F.C em (1) concluir que T ¢

diferenciavel , logo, também continua . Agora mostraremos que dado t € [ , temos (Te)(t)
reside em B Y .Para isto ,tem-se :

< [1If (s, @(s))|| ds < M[ds <Ma=M—-=b

0 tO

Jf (s 0(s)) ds

0

[To)®) = =, |-

= (Te)(t) € B,.
Chamando X= C(I O(,B b) , vimos que temos bem definida a funcdo T: X—=X, com

X um espago métrico completo . Sabe-se pelo coroldrio 7.1.1 do Teorema do Ponto fixo de
Banach que ,caso alguma iterada de T seja uma contracdo entdo T também vai possuir um
unico ponto fixo .

Afirmacao :

I"ep® - 7)o || = At ate 0. v meN o e 0, e Xete,
A prova disto sera feita por indugao .

Param=0, ||o,(t) — ¢,(0)]| < d(@ .0, =sup _, ||, @) -

tel ,0 que ¢ verdadeiro.

Suponha que a afirmacgdo é verdadeira para m .Deve-se mostrar que ¢ verdadeira para m+1

.entao :

(@)® = T @)® ||=||r(T"@)® - T(T" (0N ® ||

(.
= |Ira" e ® - (") ||

SIS T @) () = f(sT"(0)) (s)]ds

)

|(f (T (@) () = £ (5, T"(@,) ()||as

?‘F%m

t
< [k ||Tm(cp1) (s) — Tm((pz) (s) ||ds ,pois f € lipschitziana na segunda variavel
t

0

m+1 t
k™ d(e,.e,)

m . y . ~
< — f |s -t 0| ds (usando a hipdtese de indugdo )
tO
_ km+1|t_ t0|m d(¢,9,) ; d
= Tt D] , como queriamos demonstrar .

Pode-se escrever agora que :
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”T @)® — T"( )(t)”< d((p 0. VmEIN, Vel

km m
< de,.0,)

m!

o ®,) -

— 0, portanto, para um m suficientemente grande temos

k Ko™
Como <1
m!
m r ~ r .
JJogo T nesse caso ¢ uma contragdo e pelo corolario 7.1.1 do Teorema do Ponto fixo de

Banach ,T possui um unico ponto fixo em X= C(Ia,Bb) ,que ¢ localmente solu¢do tnica da

equacdo integral , pois @( t ) = (T())(t) = x,+ [f (s,(s)) ds, o que como ja foi visto

)

equivale a ser solucdo tnica do P.V.I como queriamos demonstrar.
Para finalizar este capitulo , serdo visto dois exemplos para a existéncia e
unicidade de solu¢des de uma EDO .
Exemplo 7.2.1 Considere o problema do valor inicial :
X =x
x(1)=1
Observe que a aplicacao ’f(t,x)=x2 ¢ lipschitziana, pois dados a,b € [1-a,1+a] te-
mos :
2 2
If(@) — f(B)|=|a" = b"|=1I(a + b)(a — b) | =|a + blla — b|
<|1—-—a+ 1+ a|lla— b|<2ala — b|.
Ao resolver o P.V.I tem-se :

dx 2 dx dx =
=X O —dt:>fx2 = [dt = x=—

Como no PV.I, x(1)=1temos : 1 = 1+C = C=-2,logo o P.V.I tem solucao

localmente tnica x(t) = ;t .
Exemplo 7.2.2 Considere o P.V.I :
y 42y =0

y(x) =y,

De inicio deve-se escrever a E.D.O na forma y’ = f(x,y) ,da seguinte forma:
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2 2, 2, 2 , — N ) ,
Yy +xy =0=xy =-y =y =f(xy) = —— . A solugio existe nos pontos onde f é
X
, . . of _ =2y , .
continua ,ou seja, para x, # 0, ¢ a unicidade ocorre quando 5~ 2 ¢continua, e isso
X

ocorre para X, # 0 também.

Agora , para X, = 0 o teorema ¢ inconclusivo . Resolvamos a E.D.O :

dy _ = —dy d 1 -1 . ~
i — = [ =[F =3 =-=—+C = y(x)=——, que é a solugdo geral desse P.V.I.
x x y x y x Cx—1

Observe que ha uma solugdo de equilibrio para y=0 . Veja que xOZO e yO=0

= y(0) = C.oo—l que ¢ verdadeiro para qualquer valor de C, iu seja , ha infinitas solugdes ,e

-, = nhao ha solugdes .

caso x 0=0 ey O;tO ztem-se y(0) =

Para maior aprofundamento nesse tema ,pode ser consultado Doering(2016) .

A teoria dos espacos métricos permeia outras areas da matematica,sdo usadas como
vimos para justificar varios métodos numéricos ,na analise , em equagdes diferenciais e tem
aplicagdes em outras dreas do conhecimento como a Biologia com a matriz de Leslie usada
para estimar crescimento populacional , na Ciéncia da computacdo nos cddigos corretores de
erros .onde ¢ definida a distancia de Hanning que procura medir o quanto duas strings diferem
uma da outra , na Estatistica onde se estabelece uma métrica ,a saber a métrica de

Wasserstein,para avaliar a distancia entre distribuigdes de probabilidades,entre outros

exemplos.
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8 CONCLUSAO

A generalizacao do conceito de distancia através do desenvolvimento da teoria dos
espacos métricos foi fundamental para o estudo de estruturas matematicas complexas e nao
triviais . Neste trabalho, procurou-se mesmo que de forma superficial e despretensiosa fazer
uma analise dos conceitos basicos relativos aos espagos métricos ,resultados e propriedades
,atil sobremaneira como uma primeira introdugdo ao estudo de uma grande area da
matematica que ¢ a topologia .

Resultados classicos e relevantes foram enunciados e demonstrados nessa jornada
,como a caracterizagdo de espagos métricos compactos , o Teorema de de Tyconoff e o
Teorema de Arzela-Ascoli .

Finalmente ,como aplicac¢des foram respondidas duas importantes indagagdes no
ambiente dos espagos métricos , a saber , a existéncia e unicidade de pontos fixos para
contracdes , ¢ a existéncia e unicidade de solucdes locais para equagdes diferenciais ordinarias
que tiveram resposta no capitulo sete, onde foram enunciados e provados , o Teorema do
ponto Fixo de Banach e o Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes das EDOs , esse
ultimo como uma aplicagdo do primeiro ,bem como foram apresentados outros exemplos de
aplicag¢do direta desses teoremas , como o método do ponto fixo para calculo de raizes de
fungdes e exercicios praticos de problemas de valor inicial. Ficou evidenciado neste trabalho a
importancia do estudo da teoria de espagos métricos como suporte para a essas importantes
indagacdes com imensas aplicagdes em toda a matematica e repercussao em outras areas de

conhecimento.



70

REFERENCIAS

BOYCE, William E; DIPRIMA, Richard C. Equacodes diferenciais elementares e
problemas de valores de contorno.Rio de Janeiro: Guanabara Dois,1985.

DOERING, Claus Ivo; LOPES, Artur O. Equacdes diferenciais ordinarias.Rio de Janeiro:
Instituto de Matematica Pura e Aplicada, 2016.

FIGUEIREDO, Djairo Guedes de; NEVES, Aloisio Freiria. Equacgdes diferenciais
aplicadas. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e Aplicada,1979.

LIMA, Elon Lages. Curso de analise. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, CNPQ,1981.v.2.

LIMA, Elon Lages.Espacos métricos. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, CNPQ,1983.

MENDELSON,Bert.Introduction to topology. New York: Dover Publications,1990.
MUNIZ NETO, Antonio Caminha . Fundamentos de calculo.Rio de Janeiro: SBM,2015.

RUDIN,W. Principios de Anailise Matematica.Rio de Janeiro: Ao livro Técnico;Brasilia:
Editora Universidade de Brasilia ,1971.

TAO,Terence.Analysis II, New Delhi: Hindustan Book Agency,2017.



