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“O mais basico é o vazio."
(Steven Strogatz)



Resumo

Neste trabalho estendemos o estudo das conicas, como lugares geométricos, a um conjunto maior de
subconjuntos de um plano, explorando os conceitos métricos analogos aos que dao origem as conicas. Neste
sentido, listamos os lugares geométricos obtidos a partir de equidistancia, soma constante de distancias e
diferenca constante de distancias em relagao a dois dos seguintes objetos: pontos, retas e circunferéncias.

O resultado disso é uma riqueza de imagens nas quais as conicas continuam sendo as protagonistas.

Palavras-chave: Conicas; Distancias; Elipse; Parabola; Hipérbole.



Abstract

In this work we extend the study of conics, as geometric places, to a larger set of subsets of a plane,
exploring the metric concepts that give rise to conics. In this sense, we list the geometric places obtained
from equidistance, constant sum of distances and constant difference of distances in relation to two of the
following objects: points, lines and circumferences. The result of this is an abundance of images where

conics continue to be protagonists.

Keywords: Conics; Distances; Ellipse; Parabola; Hyperbola.
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21

1 Introducao

E incontestével a imensidao de trabalhos relacionados as conicas. Além de serem estudadas desde
os tempos de Euclides e Arquimedes, ha mais de 2200 anos, temos intimeras aplicacoes desses objetos
abstratos em nosso dia-a-dia, principalmente por suas propriedades reflexivas. Essas propriedades sao tao
belas e aplicaveis que compoem, quase sempre, objetos de atragao em mostras e feiras de ciéncias, como
iscas para atrair a juventude para o mundo das ciéncias. Por isso, explorar o ensino das cOnicas é uma

tarefa obrigatoria e desafiadora.

Inicialmente é necessério definir o conceito de Lugar Geométrico (LG)!' que é o que fundamenta
todo nosso estudo, em que dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o LG dos pontos que
possuem a propriedade P é o subconjunto £ do plano que satisfaz a condi¢ao na, qual todo ponto de L

possui a propriedade P, e todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

Embora a nocao de lugar geométrico seja muito mais presente na matemaéatica, em especial no
estudo das conicas e em suas generalizagoes, a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018) aborda o

conceito de lugar geométrico apenas na construcao de circunferéncias:

(EF0TMA22) Construir circunferéncias, utilizando compasso, reconhecé-las como lugar geomé-
trico e utilizd-las para fazer composicoes artisticas e resolver problemas que envolvam objetos
equidistantes. (Brasil, 2018, p.309)

Neste trabalho, trazemos uma proposta de explorar mais a fundo os conceitos métricos, a partir
do lugar geométrico, usados nas defini¢oes das conicas. Sao eles: constancia da distancia, equidistancia,
soma constante de distancias e diferenca constante de distancias. Isso contribui para o ensino, pois ajuda
a entender um contexto mais amplo na qual as conicas estao inseridas. Por exemplo, iniciando com a
definicao da circunferéncia como o lugar geométrico dos pontos P que estao “a uma mesma distancia” D de
um ponto fixo A (ver Figura 1(a)), sugerimos seguir explorando o termo “a uma mesma distancia”, agora
tomando uma reta r fixa, em vez de um ponto fixo A (ver Figura 1(b)). Apoés isso, definir distancia de
um ponto a uma circunferéncia para explorar o lugar geométrico dos pontos P que estao a uma mesma

distancia D de uma circunferéncia fixa ¢ (ver Figura 1(c)).

1 Para uma maior compreensdo a respeito do conceito de lugar geométrico recomendamos (NETO, 2013).



Capitulo 1. Introdugdo 22

(a) Distancia constante a  (b) Distdncia constante a  (c¢) Distancia constante a
um ponto. uma reta. uma circunferéncia.

Figura 1 — Distancia constante a um objeto

De modo geral, os conceitos apresentados podem, de certa maneira, corresponder a generalizagoes
de conceitos presentes nas defini¢oes de conicas. No caso das elipses, a defini¢do classica é feita como sendo
o lugar geométrico dos pontos cuja soma das distdncias a dois outros pontos fixos (focos) é constante. A
partir disso, pretendemos explorar os lugares geométricos obtidos quando um ou ambos os pontos fixados
sao substituidos por retas ou circunferéncias. Esta substituicao produz lugares geométricos dificeis de
visualizar. Neste ponto, o desenvolvimento do trabalho, bem como sua aplicagao em sala de aula, propomos
o uso do programa GeoGebra, que permite visualizagoes e representagoes das figuras correspondentes a

cada caso.

Para o ensino de pardbola, sugerimos explorar um pouco mais o conceito de equidistancia. Esse
termo precisa ser bem apresentado, pois alguns estudantes nao entendem que o valor das distancias podem
mudar. Neste sentido, é importante apresentar primeiro as mediatrizes, que tratam da equidistancia a dois
pontos (Figura 30). Em seguida, sugerimos explorar as bissetrizes como lugar geométrico dos pontos que
equidistam de duas retas (Figura 38). S6 apds isso sugerimos explorar a equidistancia a um ponto e uma
reta, sendo a definigdo de pardbola (Figura 32). Além disso, sugerimos seguir explorando a equidistancia
entre uma reta e uma circunferéncia, donde surgirao novas parabolas, em um terreno repleto de exercicios
de identificacdo de parabolas, conforme veremos no Capitulo 3. Em sequéncia, explorar a equidistancia
entre um ponto e uma circunferéncia. Nesse momento aparecem a elipse e a hipérbole, surgindo em termos
de equidistancia (veja as Figuras 33 e 35). Sobre a elipse, sugerimos explorar mais a fundo o conceito de
constancia da soma de distancias. Neste caso, a elipse pode ser apresentada ja no inicio, pois o conceito
“soma constante das distancias” a dois pontos fica bem claro se o apresentarmos com o uso da ideia de
um barbante na construcao da elipse. Aqui é importante fazer o experimento de desenhar uma elipse
usando um barbante?. Em seguida, sugerimos seguir explorando o conceito e propor a visualizacdao do lugar
geométrico dos pontos cuja soma das distdncias a duas retas paralelas é sempre um mesmo valor (veja a
Figura 87 e 88). Apés isso, dependendo do ritmo da turma, seguir com exemplos mais complexos, como os

das Figuras 60 e 62 que tratam da construgao da parabola a partir de um ponto e uma reta. O mesmo

2 Um rico material sobre essa construcio estd disponfvel em (ZORAIDE, 2011)
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deve ser feito com a diferenca das distancias, quando surge a hipérbole. Essa é a tematica desse trabalho:

explorar os conceitos métricos relacionados as conicas, num contexto mais geral em que elas estao inseridas.

Nas secOes seguintes listamos as imagens dos lugares geométricos obtidos a partir da constancia da
distancia, da equidistancia, soma constante de distancias e diferenca constante de distancias em relagao
a um ou dois dos seguintes objetos: pontos, retas e circunferéncias. E um dlbum, em que cada figura
representa a solucao de um problema sobre encontrar um lugar geométrico a partir de relagoes entre

distancias. Todo o nosso estudo ¢ feito no plano.

1.0.1 O GeoGebra

GeoGebra é um software dindmico de matematica que reiine em sua plataforma diversas areas

geometria, algebra, graficos, planilhas etc.

Dada a sua praticidade, nele é possivel explorar os conceitos, as propriedades e teoremas da geometria
euclidiana plana através de construgoes geométricas dinamicas. Por meio de ferramentas intuitivas e praticas,
a plataforma pode ser utilizada como um importante instrumento no ensino de geometria na sala de aula
(Figura 2).

Figura 2

BRI CIEENEE X
+ Y S

Pagina inicial do GeoGebra classic.

Sugerimos fortemente que o leitor faca uma simulagdo no GeoGebra, para tentar visualizar as

respostas dos problemas tratados aqui neste trabalho, pois, ainda hoje, um trabalho escrito tem suas
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limitagoes tecnoldgicas. Por exemplo, a dindmica que ocorre quando variamos o valor de D, como descrito
no Capitulo 4, dificilmente sera descrita em palavras ou exibindo figuras. Por isso recomendamos esse

recurso computacional.

Figura 3
A . ° =2 j—
2l £

g1y =-
@ )( Reta Perpendicular @
@ hiy= "~ Reta Paralela
® A = Pon >< Mediatriz
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(3:-3) )Q Reta Pol Di I
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= %~ 3 Y. Lugar Geométrico <::|
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= -3x + 2y =-8.5 O\-
Lugar Geométrico O\
Selecione o ponto do lugar geométrico e, depois, o ponto sobre o objeto ou o controle .
deslizante L

Construgao do lugar geométrico realizada no GeoGebra.

Na Figura 3 exibimos a construcao da parabola no GeoGebra fazendo uso de ponto e reta, para
isso foi necessario o uso das fungoes retas perpendicular a uma reta dada que passa por um ponto, reta

mediatriz de um segmento, e construcao do lugar geométrico.

Em varios casos, dada a complexidade, era necessério investigar se a construgao realizada era de fato
o lugar geométrico, ou, se estdvamos observando apenas parte deste. Assim, para assegurar a observacao
geral da solucao pretendida, foi utilizado a ferramenta de construcao de curva a partir de uma equacao. Ou
seja, para cada caso, foi inserido a respectiva equacgdo do problema analisado para plotar a curva e analisar
o resultado. Na Figura 4 é exibida a curva gerada quando inserida a equacao |d(P, A) — d(P,C)| = D, que
na plataforma devera ser, literalmente, ||(z,y) — A| — (|(z,y) — B| — R)| = D, onde A e B sao ponto, ¢ R ¢
D sao controles deslizantes que foram antes definidos. Para escrever essas equagoes é necessario uma nog¢ao

basica de geometria analitica, para isso recomendamos o livro (DELGADO, 2017).



Capitulo 1. Introdugdo 25

Figura 4
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Construcao de curva no GeoGebra.

Neste trabalho, todas as figuras foram construidas pelos autores usando o GeoGebra Classic
(CLASSIC, 2023). Em que, por padrao, as figuras foram centralizadas na origem da janela principal, ponto
(0,0), e borda nas retas x = £5 e y = £5. Além disso, quase todas as figuras usam o Controle Deslizante
com incremento de 0.5. Isso se deve ao fato de que isso abrange, em sua maioria, a ideia por tras da

proposta.

Mais ainda, todas as figuras foram geradas e montadas de modo que apresentassem uma melhor
compreensao por parte do leitor. Sendo assim, foram organizadas de modo a induzir uma sequéncia nas
posicgoes relativas entre os objetos. Ainda, foi tomado o cuidado para que o leitor pudesse visualizar o
comportamento do lugar geométrico conforme ocorre variagoes no controle deslizante D. No que segue, os
objetos dados, ou seus centros, foram posicionados, preferencialmente, sobre os eixos orientados. Ressaltamos
que, quaisquer outras posi¢oes que estivessem sendo posicionadas, o mesmo resultado serd encontrado,
j& que, mantendo os mesmos valores dos pardmetros e realizando um movimento rigido (de rotagdo ou

translagdao) é possivel chegar a mesma posigao da(s) construgiao(des) aqui apresentada(s).

No Capitulo 2 trataremos da “constancia das distancias”. Nele iremos estudar o lugar geométrico

dos pontos que estdo a uma distancia D de um objeto (ponto, reta ou circunferéncia).

No Capitulo 3 trataremos da “equidistancia”. Nele iremos estudar o lugar geométrico dos pontos

que equidistam a dois objetos (dentre pontos, retas e circunferéncias).

No Capitulo 4 trataremos da “soma das distancias”. Nele iremos estudar o lugar geométrico dos



Capitulo 1. Introdugdo 26

pontos cuja soma das distdncias a dois objetos (dentre pontos, retas e circunferéncias) é constante (igual a
D).

No Capitulo 5 trataremos da “diferenca das distancias”. Nele iremos estudar o lugar geométrico dos
pontos cujo médulo da diferenga das distancias a dois objetos (dentre pontos, retas e circunferéncias) é

constante (igual a D).

No Capitulo 6 apresentamos uma sugestao de como este trabalho pode ser usado em um curso sobre

conicas.

1.1 Ferramentas e notacao

Para auxiliar a leitura das seg¢oes seguintes, faremos as seguintes consideragoes.

A distancia entre dois pontos quaisquer, A e B, serd denotada por d(A, B). Este conceito sera
admitido como primitivo, assim como suas propriedades basicas, isto é, para quaisquer pontos A e B do

plano, temos:

(a) d(A, B) =0 se, e somente se, A = B;
(b) d(A, B) = d(B, A);

(c) Desigualdade Triangular,
d(A,B) < d(A,C)+d(B,C), (1.1)

para qualquer ponto C' do plano.

Sendo que em (1.1) a igualdade acontece, se e somente se, C' estd no segmento com extremidade em
AeB.

Dado um ponto P e uma reta r, a projecao ortogonal P’ de P na reta r é a intersecgao entre r e a
reta perpendicular a r passando por P. Desse modo, a distancia de um ponto P a uma reta r, denotado
por d(r, P), é definido com sendo a distancia entre P e P’ isto é, d(P,r) = d(P, P’).
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Figura 5 — Distancia do ponto a reta.

Assim, quando d(P,r) = 0 diremos que P estd em r, ou que r passa por P. Quando d(P,r) > 0

diremos que P esta fora de r, ou que r nao passa por P.

A distancia entre duas retas r; e rg, denotada por d(ry,rs), serd zero quando tiverem um ponto em

comum; do contrario, serd d(P,rs), onde P é um ponto qualquer de 7.

Uma circunferéncia ¢ de centro no ponto O e raio R > 0 sera denotada ¢ = ¢(O, R). A distancia de

um ponto P a uma circunferéncia ¢(O, R), denotada por d(P,c), é:

(a) d(P,c) =d(P,0) — R, se P estd no exterior (fora) da regiao limitada por ¢ (ou seja, se d(P,O) > R)
(Figura 6);

(b) d(P,c) =0, se P esta em (sobre) ¢ (ou seja, d(P,0) = R) (Figura 7);

(c) d(P,c) = R—d(P,0), se P esté no interior (dentro) da regido limitada por ¢ (ou seja, se d(P,O) < R)
(Figura 8);

Podemos ainda dizer que P nao estd no interior da regiao limitada por ¢ de ¢, quando d(P,O) > R,

e analogamente que P nao estd no exterior de ¢ quando d(P,0) < R.
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Figura 6 Figura 7 Figura 8
P P
d(P,c) =d(P,0)— R d(P,c) = 0‘ d(P,¢) = R—d(P,0)
P esté no exterior de c. Se P esta em c. P esta no interior de c.
Em suma,
d(P,c) = |d(P,O) — R|. (1.2)

Ao longo deste trabalho, salvo mengao contraria, dadas duas circunferéncias ¢; = ¢;(O1, Ry) e

¢y = ¢2(Os9, Ry), sem perda de generalidade, serd considerado Ry > Rs.

que:

(i)

(iii)

Em relac¢ao a posicao relativa entre duas circunferéncias ¢; = ¢1(0q, Ry) e ¢ = ¢1(O2, Ry) diremos

sao disjuntas quando a intersecao entre elas for vazia, em que ¢y é dita disjunta externa a ¢; no caso

da Figura 9, ou ¢,y é dita disjunta interna a c¢; no caso da Figura 10;

sao tangentes quando tiverem apenas um ponto em comum, em que ¢, é dita tangente externa a c;

no caso da Figura 11, ¢, é dita tangente interna a ¢; no caso da Figura 12;

sao secantes quando a intersecao entre elas forem dois pontos, nas quais ¢y € dita secante externa a c¢;
no caso da Figura 13, ¢y é dita secante a ¢, em que O; estd em ¢; no caso da Figura 14, ¢y é dita

secante interna a ¢; no caso da Figura 15;

sdo concéntricas quando ¢y e ¢; sdo centradas em um mesmo ponto (Figura 16).
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Figura 9

Figura 10

C1

Rl + R2 < d(O], 02)

d(Ol, 02) < |R1 — R2|

¢y é disjunta externa a cy.

Figura 11

¢y € disjunta interna a c¢;.

Figura 12

C2

1

Ry + Ry = d(0n, 05)

C1

d(01,02) = |Ri — Ry

co é tangente externa a cy.

¢y € tangente interna a cq.
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Figura 13 Figura 14 Figura 15

) G5 )

(6] C1 (&)
|R1 — Rz’ < d(017 02) < Ri+ Ry |R1 — R2| < d(Ol, 02) < Ri+R> |R1 — R2| < d(O], 02) < Ri+ Ry
¢y é secante externa a c;. co € secante a c1, Oy estd em cq. co € secante interna a cq.
Figura 16

d(01,0:) = 0

cy € ¢; sao concéntricas.

Agora podemos apresentar as definicoes métricas usuais das conicas, conforme o seguinte:
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Definicoes métricas das segoes conicas.

(em um plano)

Circunferéncia: Dados um ponto O e um nimero real
R > 0, a circunferéncia com centro em O e raio R é o
lugar geométrico dos pontos que estao a uma distancia R

de O, ou seja, é o conjunto de pontos P que satisfazem
d(P,0) =R.

Parabola: Dada uma reta s e um ponto A fora de s,
a parabola com foco em A e reta diretriz s é o lugar
geométrico dos pontos que equidistam de A e s, ou seja,

é o conjunto de pontos P que satisfazem
d(P,A) =d(P,s).

Elipse: Dados dois pontos A e B, distintos, e um valor
D > 0 maior do que a distancia entre A e B, a elipse com
diametro (largura) D e focos A e B é o lugar geométrico
dos pontos P, tais que, a soma das distancias de P a A
ede Pa B é D, ou seja, é o conjunto de pontos P que

satisfazem a equacgao
d(P,A)+d(P,B) = D.

Hipérbole: Dados dois pontos A e B, distintos, e um
valor D > 0 menor do que ou igual a distancia entre
A e B, a hipérbole com largura D e focos A e B é o
lugar geométrico dos pontos P, tais que, a diferenca das
distancias de P a Aede Pa B é D, ou —D, ou seja, é

o conjunto de pontos P que satisfazem a equacao

Faremos agora algumas observagoes a respeito de cada defini¢ao anterior, sobre considera¢oes mais

gerais dessas defini¢oes, as quais precisaremos neste trabalho.

Observagao 1 (Circunferéncia). De forma ndo usual, o valor nulo para R nao aparece nas definigoes.

Neste caso, quando R =0 a circunferéncia se degenera a um ponto, seu centro O.



Capitulo 1. Introdugdo 32

Observagao 2 (Pardbola). Na defini¢ao de pardbola nao se considera o caso em que A pertence a reta s.

Nessa situagao, a “pardbola” € a semirreta perpendicular a s com origem no ponto A (ver Figura 31).

Observagao 3 (Elipse). Numa elipse com focos em A e B, quando D = d(A, B), a elipse é o segmento de
reta com extremos em A e B; ou seja, sendo X um ponto da elipse, temos d(X,A) +d(X,B) =d(A, B) é
a equagdo do segmento AB, pois € o caso da Desigualdade Triangular (1.1) na qual vale a igualdade, isto é,

X estd entre A e B, podendo ser um deles (ver Figura 17).

Figura 17

Segmento AB.

Observacgao 4 (Elipse). Na defini¢io de elipse exigimos que A seja diferente de B, que equivale dizer
que nao permitimos a possibilidade dos focos coincidirem. Na possibilidade de A = B teriamos uma
D

circunferéncia de raio = .

Observacao 5 (Hipérbole). Pela defini¢cio métrica, a hipérbole com focos em A e B, tem por equagao
|d(X,A) —d(X,B)| = D, em que X é um ponto da hipérbole. A equagio d(X,A) —d(X,B) =D >0, sem
modulo, ¢ somente uma folha da hipérbole; neste caso, a que estd mais distante de A. Diremos que esta € a
folha voltada para B (Figura 18). No caso em que d(X,A) —d(X,B) = —D < 0, temos a equagio da folha

que estd mais distante do ponto B. Esta folha serd citada como a folha voltada para A (ver Figura 19).
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Figura 18 Figura 19
[ [ [ ] [
A B A B
Folha voltada para B. Folha voltada para A.

Observagao 6 (Hipérbole). Ainda sobre a hipérbole com focos em A e B, se na equagio d(X, A)—d(X, B) =
D, em que X é um ponto da hipérbole, tivermos D = d(A, B), ou seja, d(X, A) = d(X, B) +d(B, A), entdo
pela Desigualdade Triangular (1.1), isso equivale dizer que B estd entre A e X. Com isso, na reta AB,
d(X,A)—d(X,B) =D € a equagio da semirreta com origem em B e que nao contém A. Portanto, a folha

da hipérbole se reduz a uma semirreta (ver Figura 20).

Analogamente, se na equagio d(X, A)—d(X, B) = —D, em que X é um ponto da hipérbole, tivermos
D =d(A, B), ou seja, d(X, B) = d(X,A)+d(B, A), entio pela Desigualdade Triangular (1.1), isso equivale
dizer que A estd entre B e X. Com isso, na reta AB, d(X,B) —d(X,A) = D € a equacio da semirreta
com origem em A e que ndo contém B. Portanto, a folha da hipérbole se reduz a uma semirreta (ver Figura

21).

Figura 20 Figura 21
° D —— e °
A B A B
Semirreta com origem em B e Semirreta com origem em A e

que nao contém A. que nao contém B.
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Na sequéncia do texto, cada capitulo inicia com um problema, para o qual o LG denotara seu

conjunto solucao.

Em cada figura, o que aparece em vermelho é o LG. Em cada LG destacamos um ponto P (ou P,
Py, Ps, etc.) para nos auxiliar na andlise da figura. O que aparece em azul sdo os objetos dados, dentre
os seguintes: um ponto A; uma circunferéncia ¢ (ou ¢; ou ¢3); uma reta r (ou 71 ou r3). A intersecgao de
cada LG com os objetos dados, do respectivo problema, sera representada em . Por fim, o estilo

pontilhado foi usado para indicam a extensao da conicas que nao faz parte do lugar geométrico.

As figuras dos capitulos apresentam linhas continuas, tracejadas e pontilhadas. Por questao de
melhor visualizacao e compreensao por parte do leitor, as linhas pontilhadas indicam a cénica completa
e, no Capitulo 3, as linhas tracejadas com marcagoes, para indicarem a igualdade entre as distancias. A
razao dessa escolha é que a complexidade de muitos casos nos Capitulos 4 e 5 acabaria por sobrecarregar
as figuras com informagoes, dificultando a compreensao do lugar geométrico em questao. Por outro lado,

foi mantido pontos sobre parte do lugar geométrico que se pretende chamar a atencao.

Cada reta em rosa que aparecer em alguma figura ¢ a diretriz de algum LG em formato de parabola.

Essas retas estao nomeadas por s (ou s, S, S3, etc.).

A letra D sera usada para representar o valor da constancia de distancia, soma de distancias e

diferenca de distancias.
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2 Distancia constante

Neste Capitulo estudaremos o seguinte problema:

Problema 1. Dado um objeto, podendo ser ponto, reta ou circunferéncia, e um numero real D > 0,

encontrar o Lugar Geométrico (LG ) dos pontos P que satisfazem a equagdo

d(P,Objeto) = D. (2.1)

Dividimos o Capitulo conforme o objeto dado, que sera indicado nos titulos de cada secao. Em
todos os casos, note que quando D = 0, LG é o objeto dado. Isso vale de modo mais geral, quando o objeto

dado é qualquer subconjunto do plano.

2.1 Ponto

Na Equagao (2.1), dados um ntimero real D > 0 e um ponto A como objeto, quando 0 = D, temos
d(P, A) = 0. Com isso, pela Propriedade (a) de distancia entre dois pontos, segue que P = A (Figura 22).
Caso 0 < D, temos d(P, A) = D, ou seja, P pertence ao conjunto de pontos que estd a uma distdncia D do

ponto A. Logo, por defini¢ao, LG é uma circunferéncia de centro em A e raio D (Figura 23).

0=D. 0<D.
Figura 22 Figura 23
P
.
LG éo f)onto A LG é, por definicao, a cir-
cunferéncia com centro em
A eraio D.

2.2 Reta

Na Equacao (2.1), dados um nimero real D > 0 e uma reta r como objeto, quando 0 = D, temos

d(P,r) =0, ou seja, pela defini¢do de distancia entre ponto a reta, segue que P estd em r (Figura 24). Por



Capitulo 2. Distancia constante 36

outro lado, para 0 < D, temos d(P,r) = D, ou seja, P pertence ao conjunto de pontos que estd a uma

distancia D da reta r. Logo, LG é um par de reta paralelas a r, e que equidistam D de r (Figura 25).

0=D. 0< D.
Figura 24 Figura 25

P,

S

P D+

T ® - —

D+

Jul

P,
LG & a prépria reta 7. LG ¢ um par de retas para-
lelas & r e a uma distancia

D de r.

2.3 Circunferéncia

Na Equagao (2.1), dados um nimero real D > 0 e uma circunferéncia ¢ = ¢(O, R) como objeto,
quando 0 = D, temos d(P,c) = 0, (Figura 26). Se 0 < D, temos d(P,r) = D, ou ainda , d(P,O) — R = £D.
Assim, para 0 < D < R, segue que LG é um par de circunferéncias concéntricas em O e raio R — D e
R+ D (Figura 27); para D = R, segue que LG é a unido do ponto O unido com a circunferéncia de centro

O e raio 2R (Figura 28), por fim, para R < D, LG ¢é a circunferéncia de centro O e raio R+ D (Figura 29).

0=D. 0<D<R. R=D. R < D.
Figura 26 Figura 27 Figura 28 Figura 29

é a circunferéncia LG é o par de circun- LG é a unidao do ponto LG ¢é a circunferéncia
c(O,R). feréncias ¢(O, R — D) e O com a circunferéncia ¢(O, R+ D).
c¢(O,R+ D). c¢(O,R+ D).
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3 Equidistancia

Neste Capitulo estudaremos o seguinte problema:

Problema 2. Dados dois objetos, cada um podendo ser ponto, reta ou circunferéncia, encontrar o lugar

geométrico (LG) dos pontos P que sao equidistantes a esses objetos; ou seja, P satisfaz a sequinte equagio

d(P,Objeto,) = d(P, Objetos). (3.1)

O simbolo LG denotard o conjunto solugdo do nosso problema.

Este Capitulo é um caso particular do Capitulo 5 (diferenca constante entre distancias), quando a
diferenga das distancias é zero (D = 0). Mesmo assim, destacaremos este caso para fomentar o estudo da

parabola de forma separada da hipérbole.

Dividimos o Capitulo conforme os objetos dados e que estao indicados nos titulos de cada segao ou

subsecao.

3.1 “Ponto e Ponto” e “Ponto e Reta”

Na Figura 30, o triangulo APB ¢ isésceles. Com isso, a sua altura em relagdo ao lado AB ¢ a

mediatriz deste segmento. Por outro lado, todo ponto da mediatriz equidista dos pontos A e B.

Sobre a Figura 31, é claro que se P estd na perpendicular a r passando por A, entao ele estd em
LG. Por outro lado, tomando P’ como sendo a projecao de P em r, se P nao estd nessa perpendicular,

temos que d(P,r) > d(P, A), pois, no tridngulo retdngulo PAP’', PA é a hipotenusa e PP’ é um cateto.

Dois pontos. Ponto na reta. Ponto fora da reta.

Figura 30 Figura 31 Figura 32

P

&~ ___
%
=

LG ¢é a mediatriz do seg- LG ¢ a reta passando por LG é, por defini¢ao, a para-
mento AB. A e perpendicular a r. bola com foco A e diretriz
r.
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3.2 Ponto e Circunferéencia

Aqui, os objetos dados sdo um ponto A e uma circunferéncia ¢ = ¢(O, R). Assim, a Equacao (3.1) é

escrita na forma
d(P, A) = |d(P,0) — R,

em que usamos a Equagdo (1.2) que da a distdncia de P a ¢. Temos os seguintes casos:

o P estd no exterior da regiao limitada por c:

d(P,0) - d(A,P) = R. (3.2)

Por (3.2), P satisfaz a equagao da folha de uma hipérbole com focos nos ponto A e O, e largura R,
sendo a folha voltada para o foco em A (ver Observagao 5), conforme mostra a Figura 33. Ainda neste
caso, se d(A, O) = R, pela Observagao 6, a folha da hipérbole se reduz a uma semirreta, conforme

mostra a Figura 34.

e P estd no interior da regiao limitada por c:

d(A,P)+d(P,0) = R. (3.3)

Por (3.3), P satisfaz a equagdo de uma elipse com foco nos pontos A e O e didmetro R, como mostra a
Figura 35. Ainda neste caso, pela Observacao 3, quando A pertence a ¢, a Equagdo (3.3) é a equagao
do segmento OA, conforme mostra a Figura 34. A Figura 36 retrata o caso em que os focos da elipse

coincidem. Pela Observacao 4 é o caso de termos uma circunferéncia.

As posigoes relativas do ponto A a circunferéncia ¢ sao:
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A esta no exterior da
regiao limitada por c.

Figura 33

Por (3.2), LG 6 a fo-
lha da hipérbole vol-
tada para o foco A.

A estd em c.

Figura 34

P

A

Por (3.2) e pela Ob-
servagao 6, LG ¢ a se-
mirreta de origem em
O e contém o ponto

A estd no interior da
regiao limitada por c,
mas nao é o centro.

Figura 35

c

Por (3.3), LG é uma
elipse com focos em

O e A e diametro R.

A é o centro de c.

Figura 36

Por (3.3), LG é uma
circunferéncia de cen-

tro A e raio %.

A.

3.3 Reta e Reta

Aqui, os objetos dados sdo as retas, distintas, r; e 5. Assim, a Equagao (3.1) é escrita na forma
d(P, 7“1) = d(P, 7’2).

Assim, para ry e 9 paralelas, teremos d(P, P') = d(P, P"), em que, P’, P” sdo, respectivamente, as projecoes
ortogonais do ponto P na reta r; e ro. Logo, LG esta entre as retas ry e ry, € mais ainda, qualquer P sera

ponto médio de P’, P”, disso segue que LG é uma reta paralela e equidistante as retas rq e ry.

Por outro lado, para r; e ry concorrentes em um ponto O, teremos d(P, P') = d(P, P"), em que,
P, P" sao, respectivamente, as projecoes ortogonais do ponto P na reta r; e 7. Disso vemos que, os
triangulos OPP" e OPP" sao congruentes, caso (LLL), pois PP’ = PP", por hip6tese, OP ¢ lado comum,
e OP' = OP”, ja que os tridngulos sao retdngulos. Logo, o angulo POP' = POP". Portanto, LG é o par

de retas bissetrizes as retas ry e ro.
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r1 e ro sao paralelas. r1 € ro sao concorrentes em O.

Figura 37 Figura 38

> P
71 \
\
3
\
T2
Um ponto P que equidista de r; e ry é um Um ponto P que equidista de r1 e 7o é um
ponto que pertence a reta que equidista das ponto tal que o angulo que r; faz com o
retas r1 e 9. Assim, LG é uma reta que é segmento OP e o angulo que 7, faz com o
paralela as retas r; e r9 e é equidistantes a segmento OP sejam congruentes. Assim,
elas. LG sao as retas bissetrizes de rq e rs.

3.4 Reta e Circunferéncia

Aqui, os objetos dados sdo uma reta r e uma circunferéncia ¢ = ¢(O, R). Assim, a Equagao (3.1) é

escrita na forma

d(P7T) = |d(P7 O) - R|7
em que usamos a Equacao (1.2) que da a distancia de P a c.

Observacao 7. Consideremos s como sendo uma reta paralela a reta v, a uma distancia R de r. Dessa
forma, P estd entre r e s se, e somente, se d(P,s) = R — d(P,r). Por outro lado, P estd no semiplano
determinado por s que nao contém r se, e somente, se d(P,s) = d(P,r) — R. Analogamente, P estd no
semiplano determinado por r que ndo contém s se, e somente, se d(P,s) = d(P,r)+ R (Veja as Figuras
39, 40, 41 ¢ 42).

Assim temos os seguintes casos:
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e P esta no exterior da regiao limitada por c:

d(P,r) = d(P,c) (3.4)
d(P,r) = R—d(P,0) (3.5)
R—d(P,r) = d(P,0). (3.6)

Neste caso, pela Observacao 7, a Equacao (3.6) nos diz que P estéd entre r e s, e d(P,s) = R—d(P,r) =
d(P,0). Com isso, P pertence a pardbola com foco O e diretriz s, conforme mostram as Figuras 39 e
40.

o P estd no exterior da regiao limitada por c:

d(P,r) = d(Pc) (3.7)
d(P,r) = d(P,0)—R (3.8)
d(P,r)+R = d(P,0). (3.9)

Neste caso, pela Observacao 7, a Equagao (3.9) nos diz que P estd no semiplano determinado por
r que nao contém s, e d(P,s) = d(P,r) + R = d(P,0). Com isso, P pertence a parabola com foco O e
diretriz s, conforme mostram as figuras 39, 40 e 41.

Note que na Figura 40, pela Observacao 2, parte do LG é uma parabola degenerada na semirreta

perpendicular a reta r com origem no ponto de tangéncia entre c e r.

As figuras seguintes estao dispostas de modo a variar as posicoes relativas entre r e c.

r e c disjuntas. r é secante a c. r é secante a ¢, enao r € secante a c, e
passa pelo centro. passa pelo centro.
Figura 39 Figura 40 Figura 41 Figura 42

3.5 Circunferencia e Circunferencia

Aqui, os objetos dados sao duas circunferéncias ¢; = ¢1(Oy, Ry) e ¢a = ¢(Osq, R). Assim, a Equagao
(3.1) assume a forma

d(P,01) — Ry| = [d(P,0s) — Ry, (3.10)
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em que usamos a Equagdo (1.2) que da a distancia de P a c.

Para o caso da equidistancia entre circunferéncias, além de suas posigoes relativas, devemos nos

atentar também para o caso de terem raios iguais ou diferentes.

Assim, seja P um ponto de LG temos as seguintes situagoes:

e P esta no exterior da regiao limitada por ¢; e c:

d(P,c;) = d(P,c)
d(P, 01> - R1 - d(P, 02> - R2
d(P,0,) —d(P,0s) = Ri— Rs. (3.11)

Esta ultima equagao indica a folha de uma hipérbole com largura |R; — Rs| e focos em O e Oy,

restando analisar o sinal de R; — Ry e a comparagao entre os valores de d(O1,03) e L = |Ry — Ra|.

Pela Observacao 5, se Ry > Ry, temos D = R; — Ry, > 0 e a folha serd voltada para o foco O,
conforme mostra a Figura 49. Se tivéssemos R; < Ry, entao D = R; — Ry < 0, donde a folha estaria

voltada para o foco O;.

Conforme visto na Pagina 28, a relacao entre d(Oy, O3) ¢ D = |R; — Rs| nos dé a posicao relativa entre
c1 e co. Pelo Item (ii) (Pagina 28) e pela Observagao 6, se d(Oy,0y) = Ry — Ry, as circunferéncias

sao tangentes internas e a folha é uma semirreta.

Na Equagao (3.11), se Ry = Rs, entao d(P, O;) = d(P, O). Disso segue que a conica ¢ a reta mediatriz
do segmento O105. Se Ry > Ry, entao a conica é uma folha de hipérbole, com focos nos centro das

circunferéncias e largura igual a Ry — Ro (Figura 43).

e P no interior de ¢; e no exterior de ¢s:
d(P,c1) = d(P,cs)
Ry —d(P,0y) = d(P,03) — Ry
d(P,01) +d(P,03) = R+ Rs. (3.12)
A Equacao (3.12) descreve uma elipse com focos nos pontos O; e O, e largura Ry + Ry (Figura 55).

No caso em que as circunferéncias sao concéntricas, pela Observacao 4, LG é uma circunferéncia de

in B1t+Ro ;
raio “3-2 (Figura 56).
e P no exterior de ¢; e no interior de c¢s:

d(P, Cl) = d(P, 02)
d(P, 01) - Rl = R2 - d(P, 02)
d(P,0y) +d(P,0;) = R;+ Rs. (3.13)

A Equacao (3.13) é a de uma elipse com focos em O; e Oy e largura R; + Rs.
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e P no interior de ¢; e ¢s:

d(P, Cl) = d(P, CQ)
Ry —d(P,01) = Rs—d(P,0s)
d(P,0,) — d(P,0s) = Ry — R, (3.14)

A Equacao (3.14) é andloga a Equacao (3.11).
Juntando essas informagodes podemos entender as figuras a seguir.

3.5.1 Raios iguais

¢y € disjunta externa a c;. co € tangente externa a c;.
Figura 43 Figura 44
e
//.{,
)\/ \)’\
C1 Cy
LG ¢é a mediatriz do segmento LG é a uniao do segmento 009

0,0.. com a sua mediatriz.
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¢y é secante externa a cj. c9 € secante a c1, Oy estd em cq. ¢y é secante interna a cy.
Figura 45 Figura 46 Figura 47
[ Y5
) P, | P
) )
1 C2 c] &)

(&)

LG ¢é a uniao mediatriz do segmento 010, com a elipse com foco em Oy e Oy e largura Ry + Rs.

coy € ¢; sao concéntricas.

Figura 48

C1

LG é todo o plano.

3.5.2 Raios diferentes

Para as circunferéncias de raios diferentes temos as seguintes posigoes relativas da circunferéncias ¢y

em relacao a c¢y:
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co € disjunta externa a cy. co ¢ tangente externa a c;.

Figura 49 Figura 50

LG é a folha da hipérbole, de LG éa uniﬁo folha da hipérbole,
largura Ry — R,, voltada para de largura R; — Rs, voltada para

Os. O com um segmento o segmento
010..
co € secante externa a cj. co € secante a c1, Oy estd em cq. ¢y € secante interna a cy.
Figura 51 Figura 52 Figura 53

O], 02

&)

C1

Com foco nos pontos O7 e Oy, LG é a uniao da folha da hipérbole, de largura R; — Ry, voltada para Os e
da elipse de largura R; — Rs.
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co € tangente interna a cy. ¢y ¢ disjunta interna a c;.

Figura 54 Figura 55

LG é a uniao da elipse que tem LG é uma elipse que tem O; e
01 e Oy como foco e largura R1+ Oy como foco e largura Ry + Rs.
Ry com a semirreta que tem Og

como origem e passa pelo ponto

de tangéncia.

Cy € ¢1 Sao concéntricas.

Figura 56

C1

LG é uma circunferéncia de cen-
tro em O; e raio @.
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4 Soma

Neste Capitulo estudaremos o seguinte problema:

Problema 3. Dados dois objetos, cada um podendo ser ponto, reta ou circunferéncia, encontrar o lugar
geométrico (LG) dos pontos P com a propriedade que a soma das distancias a esses objetos seja a mesma;
ou seja, P satisfaz a equacao

d(P,Objeto,) + d(P,Objetos) = D, (4.1)
em que D é um niumero real nao negativo.
LG denotara o conjunto solucdo do nosso problema.

Observacao 8. Como veremos, o valor de D interfere na solugao do Problema (3). Em particular:

1. se 0 = d(Objetoy, Objetoy) e 0 = D, entao LG € a intersecao entre Objeto; e Objetos.

2. se 0 < d(Objetor, Objetos) e 0 < D < d(Objetor, Objetos) entio, pela Desiqualdade Triangular (1.1),

a solugio do Problema (3) é vazia.

Sendo assim, resta analisar
d(Objetoy, Objetos) < D. (4.2)

Dividimos este Capitulo conforme os objetos dados e indicados nos titulos de cada secao ou subsecao.

Além disso, as figuras estao organizadas considerando, também, os valores de D.
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4.1 Ponto e Ponto

d(A,B) = D. d(A,B) < D.
Figura 57 Figura 58
B P
P
A
Pela Observagao 3, LG é o segmento AB. LG ¢, por defini¢ao, uma elipse com foco

nos pontos A e B e didmetro D.

4.2 Ponto e Reta

Dada uma reta r e um ponto A qualquer, consideremos s; e sy um par de retas, distintas e paralelas
a r, a uma distdncia D de r. Com isso, se P estéd entre s; e r, entdo d(P, s;) = D — d(P,r). Analogamente,
se P estd entre sy e r, entdo d(P, sy) = D — d(P,r). Agora, notemos que neste caso a Equagao (4.1) assume
a forma d(P, A) + d(P,r) = D, ou ainda

d(P,A) =D — d(P,r). (4.3)

Com isso, se P estd entre s; e r, entdo a Equagao (4.3) é d(P, A) = d(P, s1), e portando P esta
na parabola com foco A e diretriz s;. Analogamente, se P esta entre sy e 7, entdao a Equacao (4.3) é
d(P, A) = d(P, s3), e portando, P estd na parabola com foco A e diretriz s;. Note que LG nao intersecta o
interior do complementar da regido entre s; e s, pois se P estivesse nessa regiao, entao d(P,r) > D, assim
d(P,A) 4+ d(P,r) > D. Com isso, nas Figuras 60 e 62, temos LG composto pela unido de partes de duas

parabolas, ambas com focos em A, sendo uma com diretriz s; e outra com diretriz ss.

Observacao 9. A intersecdo entre as pardbolas ocorre em r, como pode ser visto nas Figuras 60 e 62.
De fato, seja P esse ponto de intersecao. Seque que P estd em parte da pardbola entre as retas r e sy,
e também em parte da pardabola que estd entre as retas r e so. Como essas partes de pardbolas estao em

semiplanos distintos, cuja a intersecdo € apenas a reta r, seque que P estd em r.
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421 Ponto na reta

0=d(A,r)=D.
Figura 59

Pela Observacao 1, LG é o ponto A.

4.2.2 Ponto fora da reta

0<d(A,r)=D.
Figura 61

S

O LG é um segmento de reta de extremi-
dade no ponto A e na sua proje¢ao na reta

r.

d(A,r) < D.
Figura 60

T

P

O LG é a reuniao de partes de parabolas
com o foco em A e reta diretriz s; e s».

0<d(A,r)<D
Figura 62

Py
Ae

P,

O LG é a reuniao de partes de parabolas
com o foco em A e reta diretriz s; e ss.
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4.3 Ponto e Circunferéncia

Aqui, os objetos dados sdo um ponto A e uma circunferéncia ¢ = ¢(O, R). Assim, a Equacao (4.1) é
escrita na forma d(P, A) 4+ d(P, c) = D; ou melhor,

em que usamos a Equacao (1.2). Assim, temos os seguintes casos:

e P esta no exterior da regiao limitada por c:

d(P,A)+d(P,c) = D
d(P,A)+d(P,O)—R = D
d(P,A)+d(P,0) = D+R. (4.4)

Pela Equagao (4.4), P satisfaz a equacao de uma elipse com focos nos ponto A e O e didmetro D + R.
Ainda neste caso, se d(A, c) = R, pela Observagao 4, a elipse se degenera em um segmento, conforme

mostra a Figura 63.

e P estd no interior da regiao limitada por c:
d(P,A)+d(P,c) =

d(P,A) + R—d(P,0) =
d(P,A) —d(P,0) =

S T ©

~R. (4.5)

Pela Equacao (5.11), P estd numa hipérbole com focos nos pontos A e O, e largura D — R, sendo a
folha voltada para o foco em A quando D < R, e voltada para o foco O quando D > R (Observagao 5).
Ainda neste caso, se d(A,c) = D, pela Observagao 6, a folha da hipérbole se reduz a uma semirreta, nos

interessando a parte contida no interior de ¢, conforme mostra a Figura 75.

Observacao 10. Note que a intersecao entre as conicas ocorre em c. De fato, seja P esse ponto de
intersecao. Seque que P é um ponto comum a elipse e a hipérbole. Disso seque que P nao estd no interior de
¢, ou seja, d(P,0O) > R, e também P nao estd no exterior de ¢, ou seja, d(P,0) < R. Logo, d(P,0O) = R.

Portanto, P estd em c.

As figuras a seguir estao organizadas de forma matricial de modo que em cada caso estao as
indicagoes das linhas (posicao relativas entre os objetos) e das colunas (valores de D referente as linhas em

questao).
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e I;: Aé externo a c.
e Iy: Aestd em c.
e I3: A éinterno a ¢, mas nao é o centro. o« J3:

e I,: Aé o centro de c.

. Ji

.J2:

°J4Z
°J5Z

'Jﬁi

td(A,c) =D.

d(A,c) < D < R.

R=D.

R <D <d(A,c) +2R.

d(A,c) +2R = D.

d(A,c)+2R < D.

: A estd no exterior da regiao limitada por c.

Ji. Jy Js. Jg-
Figura 63 Figura 64 Figura 65 Figura 66 Figura 67 Figura 68
I, : A estd em c.
Figura 69 Figura 71 Figura 72 Figura 73 Figura 74
I3 : A esta no interior da regiao limitada por ¢, mas nao é o centro.
Figura 75 Figura 76 Figura 77 Figura 78 Figura 79 Figura 80

©
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I, : A é o centro de c.

Figura 81 Figura 82 Figura 83 Figura 84 Figura 85 Figura 86

Note que na linha I, dado a particularidade do caso em que o ponto A é o centro da circunferéncia
¢, para d(A,c) = D = R, colunas J; e J3, temos LG sdo iguais (Figuras 81 e 83). Além disso, LG é vazio,
por vacuidade, para d(A,c) < D < R (Figuras 82).

4.4 Reta e Reta

Aqui os objetos dados sdo retas r; e ro. Assim, a Equagdo (4.1) fica:

d(P,m)+d(P,re) = D. (4.6)

441 Retas paralelas

Quando as retas sao paralelas, para d(ry,r) = D, na Equagao (4.6), temos d(P,r) = D — d(P,ry),
pela Observagao 7 P esta entre as retas r; e ro. Disso segue que o lugar geométrico é a regiao do plano

compreendidas entre e ry (Figura 87); e, analogamente, para d(ry,re) < D, pela Observagao 7, LG é um

D—d(r1,r2)

par de retas paralelas, distante 5

as retas dadas (Figura 88), que estd fora da regido entre ry e ro.
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d(Tl, r2) - D
” )

O LG é a regiao limitada pelas retas r; e

d(’/’l, 7’2) < D.
Figura 88

O LG um par de retas paralelas a r; e 79
ro. que estao distantes

D—d
# da reta r; e

ro, € Na0 estd na regiao entre as retas ry e

Ta.

4.4.2 Retas concorrentes

Seja 11 e ry retas distintas e concorrentes. Para a investigacao do LG sera necessario a Proposicao

(4.4.1).

Proposigao 4.4.1. Sejam MON um triangulo isdsceles, tal que OM = ON; D o valor das alturas relativa
aos lados OM e ON; P um ponto da reta MN; di a distancia de P da reta MO e dy a distancia de P a

reta NO, conforme mostram as Figuras 89 e 90. Entao,

1. se P € MN, entdo dy + dy = D;

2. se P ¢ MN, entao |dy — ds| = D.
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Figura 89 Figura 90

M P
N\ i
M/ P N

Triangulo OMN em que P estd no segmento  Tridngulo OM N em que P nao estd no segmento
MN. MN.

Demonstracao. Se P € M N, como na Figura 89, entao a area do triangulo OM N ¢é igual a soma das areas
dos tridangulos OM P e ON P; ou seja,
OM-D OM-d1+ON-d2
2 2 2

logo di +dy = D.

Se P ¢ MN, digamos que P € Sy;y — M N, tal que Sy;n é a semirreta contendo M N e com origem
em M, como na Figura 90, entdo a area do triangulo OM P é igual a soma das areas dos tridngulos OM N

e ONP; ou seja,
OM-di OM-D ON -d,

>~ 2 T
logo dy = D + dy. Analogamente, prova-se que do = D + d; quando P € Sy — MN. ]

Agora, consideremos r e s duas retas concorrentes num ponto O. Dado um niimero real D > 0,
existem dois pontos em r, digamos M; e M,, que estao a uma distancia D de s e cujo ponto médio é O.
Analogamente, existem dois pontos em s, digamos N; e Na, que estdo a uma distancia D de r e com ponto
médio O (Veja a Figura 91). Usando o fato que os tridngulos OM; Ny, OMs N, sdo isosceles e congruentes,
e que o mesmo ocorre com os tridngulos OM; Ny e OMy Ny, é facil verificar que o quadrilatero My Ny Mo No
¢ um retangulo, que serd denotado R. Pelo Item (1) da Proposi¢ao (4.4.1), se um ponto P pertence a uma
das bases desses triangulos isosceles, a soma das distancias de P as retas r e s é igual a D. Com isso, se P

pertence ao retangulo R, entao a soma das distancias de P as retas r e s é igual a D.

Agora, consideremos R sendo a unido das retas que contém os lados do retangulo R, menos o
retangulo R, mas acrescida dos vértices de R. Note que R é formado por oito semirretas, cada uma com
origem num vértice de R (Veja a Figura 92). Pelo Item (2) da Proposigao (4.4.1), se um ponto P pertence a
uma das semirretas de R, o médulo da diferenca das distancias de P as retas r e s é igual a D. Concluimos

que se P pertence ao conjunto Ii’, a diferenga das distancias de P as retas r e s é igual a D.
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Figura 91 Figura 92

Retangulo R. Retangulo R.

Por outro lado, se P nao pertence a R, entdo podemos tragar um retangulo R’ disjunto de R e
contendo o ponto P, de modo que esteja centrado em O, tenha vértices nas retas r e s e lados paralelos aos
lados de R, conforme mostra a Figura 93. Pelo argumento do peniltimo paragrafo, variando P em R', a
soma das distancias de P as retas r e s se mantém constante, digamos igual a D’. Porém, D’ > D caso P
esteja fora da regiao limitada por R e D’ < D quando P esta no interior da regiao limitada por R, pois D’
é a distancia de cada vértice de R’ a reta diagonal de R’ que ndo contém o tal vértice (Veja a Figura 94).
Com isso, a soma das distancias de um ponto P as retas r e s é igual a D se, e somente se, P pertence
ao retangulo R. Isso prova que o LG dos pontos cuja soma das distancias a duas retas concorrentes se
mantém constante é um retangulo, conforme mostra a Figura 96. Analogamente, podemos afirmar que o
moédulo da diferenca das distancias de um ponto P as retas r e s é igual a D se, e somente se, P pertence

ao conjunto R (caso da Segao 5.4.2).
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Figura 93 Figura 94

Retangulo R em que D < D'. Retangulo R em que D' < D.

Assim, para o caso das retas concorrente, o lugar geométrico sera o paralelogramo com vértices em

r1 € re, em que a distdncia do vértice a outra reta serd igual a D (Veja a Figura 96).

0=D. 0<D.
Figura 95 Figura 96

1

T2

O LG é a intersecao entre as retas ry e . O LG é o paralelogramo, com vértices em
r1 e 19, indicado na Figura
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4.5 Reta e Circunferéncia

Aqui, os objetos dados sdo uma reta r e uma circunferéncia ¢ = ¢(O, R). Assim, a Equagao (4.1) é
escrita na forma d(P,r) + d(P, c¢) = D; ou melhor,

d(P,r) + |d(P,0) — R| = D, (4.7)

em que usamos a Equacao (1.2). Assim, temos os seguintes casos:

e P esta no exterior da regiao limitada por c:

d(P,r)+d(P,c) = D
d(P,r)+d(P,O)— R = D
d(P,r)4+d(P,0) = D+R. (4.8)

A Equacao (4.8), corresponde ao caso da Segao 4.2, no qual temos a soma das distdncias relativas a
um ponto e uma reta. Com isso, a parte de LG que esta na regiao externa de ¢ é a uniao de partes
de duas parabolas, ambas com foco em O e retas diretrizes distando D + R de r, conforme mostram
as Figuras de 97 a 112.

e P estd no interior da regiao limitada por c:

d(P,r)+d(P,c) = D
d(P,r)+ R—d(P,O) = D
d(P,r)—d(P,O0) = D-R (4.9)

Na Equagao (4.9), a parte de LG que estd na regiao interna de ¢ é parte de uma pardbola com foco

em O e retas diretrizes distando D — R de r.

Além disso, como ja foi visto nas Observagoes 9 e 10, a intersegoes das cdnicas, ocorrem em r e/ou

em c.

A matriz desta secao foi organizada de modo a apresentar uma melhor leitura por parte do leitor.
Sendo assim, em cada caso estao as indicagoes das linhas (posigao relativas entre os objetos) e das colunas

(valores de D referente as linhas em questao).

o [ :r édisjunta a c. e Jy:d(r,c

o I :r étangente a c. o Jy:d(r,c) < D <d(r,c)+2R.
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e I3 :1r ésecante a ¢, e nao passa pelo centro.

e Iy :r ésecante a c, e passa pelo centro. c.

I

Ji.
Figura 97

Jo.
Figura 98

o Jl:d(r,c)=D.

o Jy:d(r,c) <D < —d(r,c)+2R.

e Ji:—d(r,c)+2R=D.

e Ji:—d(r,c) +2R < D.

Js.
Figura 99

Jy.
Figura 100

Py

Figura 101

Figura 102

Figura 103

Figura 104

(1)

P,

Py

7\/‘/
[ - P .

Tl
Figura 105

Jl.
Figura 106

JL.
Figura 107

Jl.
Figura 108

- Pg
(]
c L4

T
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Figura 109 Figura 110 Figura 111 Figura 112

‘ g ::;": P, . P
A S, m
= ‘ z By Py

4.6 Circunferencia e Circunferencia

Aqui, os objetos dados sao duas circunferéncias ¢; = ¢;(Oq, Ry) e ¢a = ¢(Os, R). Assim, a Equagao
(4.1) assume a forma

|d(P,O1) — Rq| + |d(P,02) — Ry| = D, (4.10)
em que usamos a Equacao (1.2) que da a distancia de P a c.

Na soma constante entre distancias, esse caso é o que apresenta o maior niimero de posicoes relativas
e, consequentemente, mais situagoes para serem analisadas, pois além das possiveis posicoes relativas entre
as circunferéncias, e valores que D pode assumir, tem também o fato das circunferéncias terem raios iguais,

ou nao.

Os mo6dulos na Equagao (4.10) sdo eliminados de acordo com os seguintes casos:

o P estd no exterior da regiao limitada por ¢y e co:

d(P,O)) — R, +d(P,03) — Ry = D
d(P,01) +d(P,0O3) = D+ R+ Rs, (4.11)

que ¢é a equacao de uma elipse com focos em O e Oy e didmetro D + Ry + R».
e P no interior de ¢; e no exterior de ¢s:

Ry —d(P,0;) +d(P,Oy) — Ry = D
d(P,0,) —d(P,0;) = D+ Ry— Ry, (4.12)

que ¢é a equacao de uma hipérbole com focos em O, e O, e largura D + Ry — R;.
e P no exterior de ¢; e no interior de ¢s:

d(P,0)) — Ry + Ry —d(P,05) = D
d(P,0,) — d(P,0s) = D+ Ry — Ry, (4.13)
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que ¢é a equacao de uma hipérbole com focos em O; e O, e largura D + R; — R».

e P no interior de ¢; e ¢s:
Ry —d(P,Oy)+ Ry —d(P,03) = D
d(P, 01) + d(P, 02) = Rl + RQ — l)7 (414)

que ¢é a equacao de uma elipse com focos em O; e Oy e didametro Ry + Ry — D.

Por fim, note que pela Observagdo 10 a interse¢oes entre as cOnicas ocorrem em ¢; e/ou cs.
Consideremos os seguintes valores (ou intervalo) para D obtidos a partir das Equagoes (4.11), (4.12), (4.13)

e (4.14). Juntando essas informagoes podemos entender as figuras a seguir.
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4.6.1 Raios iguais

Caso em que as circunferéncias tém raios iguais, isto é, Ry = Ry = R. No album a seguir estao os

lugares geométricos conforme a posicao relativa entre as circunferéncias e o valor (ou intervalo) de D em

cada situagao.

o I;: ¢y é disjunta externa a c;. Ji :1d(01,0) — 2R| = D.
Jy :1d(01,0) — 2R| < D < |d(O1,09) + 2R)|
J3 :|d(O1,02) + 2R| = D.
Jj :|d(O1,02) + 2R| < D.
o [5: ¢y é tangente externa a c;. Jf :0=0D.
J2:0< D < |d(Oq,0)].
J3 : [d(Oy, 0n)| = D.
J? :1d(01,0,)] < D.
e I3: ¢y é secante externa a cy. J}:0=D.
J3:0< D < |d(Oy,05) — 2R].
J3 1 |d(O1,02) —2R| = D.
J2 0 1d(Oy,0,) — 2R| < D < |d(Oq, O,)].
J2 :|d(O1,04)| = D.
Jg +1d(O1,09)| < D.
e Iy ¢y é secante a ¢y, Oq esta em ¢y. Jt:0=D.
Jy:0< D < |d(Oy,05)|.
Ji :|d(O1,09)| = D.
J} 1 |d(O1,09)| < D.
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e I5: ¢y é secante interna a c;. e J7:0=0D.
e J3:0< D < |d(Oy,0,)|.
o J3:|d(01,05)| = D.
o J7:]d(01,05)] < D < |d(O1,09) — 2R)|.
o JP:|d(O1,0,) —2R| = D.

. Jg : ‘d(Ol,Og) — QRH < D.

e I ¢y € ¢1 sdo concéntricas. . J16 :0=D.
e« J9:0<D<2R.
« JS:2R=D.

e JS:2R<D.

I;: ¢y é disjunta externa a c;.
Ji. J3. Ji Ji.
Figura 113 Figura 114 Figura 115 Figura 116

o > o
Py
o e

Py

Py

I5: ¢y € tangente externa a c;.
2. 2. 3. 2
Figura 117 Figura 118 Figura 119 Figura 120

c cy

P
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I3: ¢y é secante externa a ¢y.

7. 7. 73,
Figura 121 Figura 122 Figura 123 Figura 124 Figura 125
J.
Figura 126

Jh.
Figura 127

P,

(0

I4: co € secante a c¢;, O9 esta em ¢q.

Jh.
Figura 128

Jh.
Figura 129

Jh,
Figura 130

Py
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I5: ¢y é secante interna a ¢y.

J3. J3. J3. J3.
Figura 131 Figura 132 Figura 133 Figura 134 Figura 135
""" D

J2
Figura 136

JS.
Figura 137

Py

c1

Ig: co e ¢ sao concéntricas.

JS.

Figura 138

Figura 139

75,
Figura 140

Py
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4.6.2 Raios diferentes

Aqui temos o caso geral em que, sem perda de generalidade, adotamos Ry < R;. No album a seguir

estao os lugares geométricos conforme a posicao relativa entre as circunferéncias e o valor (ou intervalo) de

D' em cada situacao.

Dy = Ry —R,.
Dy = |d(O; — Os) —2Rs| — Ry — Ro.
D3 = |d(O; —O3) +2Rs| — Ry — Ro.
Dy = |d(Oy —O3) +2Ry| — Ry — Ra.
(4.15)
o [ : ¢y é disjunta externa a c;. e Jl:D =D
e« Ji:D; <D< Djy
e J3:D3=D
e Jl:D3<D< Dy
e« J2:Dy=D
« Ji:Dy<D.
o I, : ¢y & tangente externa a c. e J2:0=0D.
e J2:0<D<D.
e« J2:D;=D.
« J7:Di <D< Ds.
e« J2:D3=D.
e« J2:D3<D< Dy
e« J2:D,=D.
e J3:Dy<D.

1

distancia entre os centro das circunferéncias

Os intervalos ao qual D pertencem pode sofrer alteracdo em sua ordem dependendo dos valores dos raios escolhidos e da
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e I3 : ¢y é secante externa a cq.

=D.

:0< D < Dy.
Dy =D.
Dy < D < Ds.
D3 =D.
D3 < D < Dy.
Dy =D.

Dy < D.

o I ¢y ésecante a ¢y, Oy estd em ¢y.

=D.

:0< D < Dy.
:D;=D.
D1 < D < Ds.
D3 =D.
D3 < D < Dy.
:Dy=D.

Dy < D.
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e I5: ¢y é secante interna a cq.

o Ig: co é tangente interna a cy.

o [7: ¢y é disjunta interna a c¢;.

=D.

:0< D < |Djy|.
. |Ds| = D.
1 |Ds| < D < Dy.
Dy =D.
D1 < D < Dy.
Dy =D.

Dy < D.
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e I3 : ¢y e ¢y sao concéntricas. e J8:Dy=D.
. J28 Dy < D < Ds.
* Jg : D3 =D.

. Jf:D3<D.

I : ¢ é disjunta externa a ¢; - Raios diferentes.
JL. JL. JL JL. JL Ji
Figura 141 Figura 142 Figura 143 Figura 144 Figura 145 Figura 146

o1

I5 : ¢y é tangente externa a c;.
J2. J2. J2. J2. J2. J2.
Figura 147 Figura 148 Figura 149 Figura 150 Figura 151 Figura 152

J2. 2
Figura 154
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I3 : ¢y é secante externa a cy.
7. 7. 7. 3. 7. 7.
Figura 155 Figura 156 Figura 157 Figura 158 Figura 159 Figura 160

I, : ¢y € secante a c;, O9 esta em cy.
Ji. Ji. Jh. Jh. Jh, Jh.
Figura 163 Figura 164 Figura 165 Figura 166 Figura 167 Figura 168

Figura 169

(o
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I5 : ¢y é secante interna a cy.
Js. Js. Js. J. Js. Jz.
Figura 171 Figura 172 Figura 173 Figura 174 Figura 175 Figura 176

I : co é tangente interna a c;.
JS. JS. JS. JS. JS. JS.
Figura 179 Figura 180 Figura 181 Figura 182 Figura 183 Figura 184

Q :
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I7 : ¢y é disjunta interna a cy.
JT. JI. T, gl T, gl
Figura 185 Figura 186 Figura 187 Figura 188 Figura 189 Figura 190

I : ¢y e ¢1 sdo concéntricas.
J I3 J3. I3
Figura 193 Figura 194 Figura 195 Figura 196
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5 Diferenca de distancias

Neste Capitulo estudaremos o seguinte problema:

Problema 4. Dados dois objetos, cada um podendo ser ponto, reta ou circunferéncia, encontrar o lugar
geométrico dos pontos P com a propriedade que o modulo da diferenca das distancias a esses objetos seja

um mesmo valor; ou seja, P satisfaz a equagdo
|d(P, Objeto,) — d(P, Objetos)| = D. (5.1)

Sendo, D um nimero real ndo negativo.

Este problema é motivado pela definicdo métrica da hipérbole.

Neste capitulo, o caso D = 0 corresponde ao estudado no Capitulo 3. Mesmo assim, seguiremos
exibindo as correspondentes figuras, para melhor analisar o caso mais geral. O leitor deve ficar atento que,
em cada caso, os lugares geométricos expostos aqui neste capitulo sdao as regides das conicas apresentadas

no capitulo anterior que nao era a solugao para o Problema (3).

A Equagao (5.1) equivale a uma das seguintes equagoes:
d(P,Objeto,) — d(P,Objetos) = D, (5.2)

ou

d(P,Objetoy) — d(P,Objeto,) = D, (5.3)

que simplificaremos em uma sé equacgao na forma
d(P,Objeto,) — d(P, Objetos) = +D. (5.4)
Para uso posterior, sugerimos ao leitor o seguinte exercicio:

Exercicio 5.0.1. Se K ¢ um ponto, uma circunferéncia ou uma reta, entdo, para quaisquer pontos P e A

do plano, temos |d(P, K) — d(A, K)| < d(P, A).

5.1 Ponto e Ponto

Aqui, sao dados os pontos A e B. Com isso, a Equagao (5.4) fica
d(P,A) —d(P,B) = +D, (5.5)

que, por definicao, trata-se de uma hipérbole com focos em A e B e largura D, considerando suas

degeneracoes, conforme as Observagoes 5 e 6.
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Pela Desigualdade Triangular (1.1), temos D = |d(P,A) — d(P,B)| < d(A,B). Com isso, as
possibilidades para D sdo: D =0,0 < D < d(A, B) e D = d(A, B), conforme mostram as Figuras 197, 198
e 199.

0=D. 0< D <d(A,B). d(A,B) = D.
Figura 197 Figura 198 Figura 199

by B b A B
LG é a mediatriz do seg- LG é, por defini¢ao, a hi- LG é a hipérbole degene-
mento AB. pérbole com focos em A e rada.

B e largura D.

5.2 Ponto e Reta

Seja r uma reta e A um ponto qualquer. Neste caso, a Equacao (5.4) assume a forma d(P, A) —
d(P,r) = £D, donde
d(P, A) = d(P,r) + D. (5.6)

5.2.1 Ponto na reta

Para o caso em que A € r, sejam s; e sy um par de retas paralelas e distintas, a uma distancia D

de r.

Se P pertence ao semiplano gerado por r que contém s, a equagao d(P,A) = d(P,r)+ D é
equivalente a d(P, A) = d(P, s2), ou seja, neste semiplano, LG é uma pardbola com foco em A e diretriz s,.
Analogamente, no semiplano gerado por r que contém ss, a equagao d(P, A) = d(P,r) + D é equivalente a
d(P, A) = d(P, s1), ou seja, neste semiplano, LG é uma parabola com foco em A e diretriz s;, conforme

mostra a Figura 201.

A equagao d(P, A) = d(P,r) — D, com D > 0, gera um conjunto vazio, pois, pelo Exercicio 5.0.1,
—d(P,A) < d(A,r) —d(P,r), ou seja, d(P, A) > d(P,r), pois d(A,r) = 0. Com isso, d(P,r) — D > d(P,r),

donde D < 0, o que nao ocorre.

Além disso, como ja foi visto na Observagao 9 as interse¢oes das conicas ocorrem em 7.
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0=d(A,r)=D. 0=d(A,r)<D.
Figura 200 Figura 201

LG é a perpendicular a r em A. Este é um LG é uniao de partes de parabolas com
caso de equidistancia, como na Figura 31. foco A e diretrizes s; e ss.

5.2.2 Ponto fora da reta

Sejam sejam s; e S, um par de retas paralelas e distintas, a uma distancia D de r, sendo s; contida

no mesmo semiplano de A gerado por r e s no semiplano oposto ao de A.

No semiplano que contém sy, a equagao d(P, A) = d(P,r) + D é equivalente a d(P, A) = d(P, s2),
ou seja, neste semiplano, LG é uma parabola com foco em A e diretriz s,. Analogamente, no semiplano de
So, a equacao d(P, A) = d(P,r)+ D é equivalente a d(P, A) = d(P, s1), ou seja, neste semiplano, LG é uma

parabola com foco em A e diretriz s, conforme mostra a Figura 206.

Agora, vejamos em que condigdes ocorre a equagao d(P, A) = d(P,r)— D, com D > 0. Pelo exercicio
5.0.1, =d(P, A) < d(A,r) — d(P,r); donde, D — d(P,r) < d(A,r) —d(P,r). Com isso, 0 < D < d(A,r).
Entao, o ponto A nao esta entre s; e r. Agora, note que no semiplano determinado por s; e que contém A,
a equagao d(P, A) = d(P,r) — D éigual a d(P, A) = d(P, s1), ou seja, LG é uma pardabola com foco em A e
diretriz s; (Veja a pardbola superior na Figura 204). Caso D = d(A,r), ou seja, A estd em s1, tomemos
A" e P' como sendo as projegdes ortogonais em r, de A e P, respectivamente. Assim, D = d(A4, A’) e
d(P,r) = d(P, P"). Com isso, a equagao d(P, A) = d(P,r)— D assume a forma d(P, A) = d(P, P')—d(A, A",
ou seja,

d(P,A) +d(A,A") =d(P, P'), (5.7)
conforme mostra a Figura 202. Logo, se P, A e A’ nao forem colineares, entdo, aplicando a desigualdade
triangular nos tridngulos PA'P’ e PAA’, temos d(P, P') < d(P,A") < d(P, A) + d(A, A’), contrariando a
Equagao (5.7). Com isso, P, A e A’ sdo colineares. Por 5.7, P nao pode estar entre A e A’. Como é facil

verificar, os pontos P nas semirretas da Figura 205 satisfazem a Equagao (5.7).
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(0]

D =d(A,r)
Figura 202

------

;
&

A P

P, A e A’ nao colineares.

0=D. 0< D <d(A,r). d(A,r) = D.
Figura 203 Figura 204 Figura 205

A

Py

LG é a parabola com LG é a uniao das pa- LG é a uniao de duas
foco em A e reta dire- rabolas com foco em semirretas com uma
triz r. A e diretrizes s; e ss. parabola.

5.3 Ponto e Circunferéncia

d(A,r) < D.
Figura 206

e

LG é uniao de parte
de parabolas com
foco em A e reta di-
retriz s; e Ss.

Aqui, os objetos dados sdo um ponto A e uma circunferéncia ¢ = ¢(O, R). Assim, a Equagao (5.4) é

escrita na forma
d(P,A) —d(P,c) = £D,
ou ainda,

d(P,A) — |d(P,0) — R| = £D.

Assim, temos os seguintes casos:

(5.8)

(5.9)
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e P esta no exterior da regiao limitada por c:
d(P,A) —d(P,¢) = £D

d(P,A) —d(P,O)+R = +D
d(P,A) — d(P,0) = —R+D. (5.10)

Pela Equacao (5.5), P satisfaz equagoes de folhas de hipérboles com focos nos pontos A e O e larguras

—R £ D, conforme mostram as Figuras de 207 a 224 (note que algumas hipérboles se degeneram).

e P esta no interior da regiao limitada por c:
d(P,A) —d(P,c) = +D

d(P,A)— R+d(P,0) = +D
d(P,A) +d(P,0) = R+D. (5.11)

Pela Equagao (5.11), P estd em elipses com focos nos pontos A e O e didmetros R + D, conforme

R+ D >d(A,0O). Na Figura 219 temos um caso em que aparecem as duas elipses.
Além disso, como ja foi visto na Observacao 10 as interse¢des das cOnicas ocorrem em c.

As figuras a seguir mostram a dindmica dessas hipérboles e elipses, conforme os valores de D e as
posigoes relativas entre os objetos dados. Note que para valores de d(A, c) + 2R < D segue que LG é vazio.

Finalmente, como ja foi visto na Observagao 10 as intersecoes entre as conicas ocorrem em c.

I, : A esta no exterior da regiao limitada por c.

0=D. 0<D<R. R=D.
Figura 207 Figura 208 Figura 209
P, ; P,
” ’
B ;
: 5
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d(A,c) = D. d(A,c) < D < d(A,c)+2R. d(A,c)+2R = D.
Figura 210 Figura 211 Figura 212
P P
o —) L]
A A
I, : A estd em c.
d(A,c) = D. d(A,c) < D < R. R=D.
Figura 213 Figura 214 Figura 215
Py

R <D <d(A,c)+2R.
Figura 216

d(A,c) + 2R = D.

Figura 217

Py
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I3 : A esta no interior da regiao limitada por ¢, mas nao é o centro.
0=D. 0< D <d(Ac). d(A,c) = D. d(a,C) < D < R.
Figura 218 Figura 219 Figura 220 Figura 221

R=D. R < D < —d(A,c)+2R. —d(A,c)+2R = D.
Figura 222 Figura 223 Figura 224

P

Py

P

I, : A é o centro de c.
0=D. 0< D <d(Ac). d(A,c) = D.
Figura 225 Figura 226 Figura 227

54 Reta e Reta

Aqui, os objetos dados sdao duas retas, r; e ro. Assim, a Equacao (5.4) é escrita na forma
d(P,r1) — d(P,r9) = £D, ou seja,
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d(P,r) =d(P,r) £ D. (5.12)

5.4.1 Retas paralelas

No caso em que as retas sao paralelas a Equagao (5.12) junto com a Observagao 7 nos diz que o
lugar geométrico ¢ um par de retas paralelas as retas dadas. Sendo que, para 0 = D, P deve esta entre r; e
ro € LG é um par de retas coincidentes (Figura 228). Para 0 < D < d(ry,72), LG é o par de retas, nao
coincidentes, que esté entre as retas dadas (Figura 229). Ja para d(ry,72) = D, LG é a uniao dos semiplanos

gerados pelas retas dadas que nao contém a outra reta (Figura 230). E por fim, para d(ri,m) < D, LG é

vazio.
0=D. 0< D <d(ry,mr). d(ry,re) = D.
Figura 228 Figura 229 Figura 230
" " " or
P P
-
’ " " opr,

5.4.2 Retas concorrentes

Para o estudo da subtracao constante de distancias envolvendo retas concorrentes é necessario a
Proposigao (4.4.1) item (2), em que sendo P um ponto da reta que contém o segmento M N, tal que
|dy — ds| = D, entdao P néo estd segmento M N. Assim, o ponto P, tal que a Equagao (5.12) é vélida, estd
na semirreta com origem em r; ou 7. A distdncia da origem dessas semirretas a outra reta sera igual a D
Figuras 231 e 232.
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0<D.
0=D. Figura 232
Figura 231 P

»

1

P

T2

T2

Como visto na Secao 4.4.2 LG ¢ a unido das
retas que contém os lados do retangulo R,
menos o retangulo R, acrescido dos vértices
de R

LG sao as bissetrizes das retas rqy e rs.

55 Reta e Circunferéncia

Aqui, os objetos dados sdo uma reta r e uma circunferéncia ¢ = ¢(O, R). Assim, a Equagao (5.4) é
escrita na forma d(P,r) — d(P,¢) = £D; ou melhor,

d(P,r) £ D = d(P,c). (5.13)

Notemos que d(P,r) + D = d(P,s;) e d(P,r) — D = d(P, s3), em que s; e Sy sao retas que estao
a uma distancia D de r, com s; no semiplano oposto de P e s3 no mesmo semiplano de P (semiplano
determinado por r). Assim, as Equagoes (5.13) equivalem a d(P,c¢) = d(P, s1) e d(P, c) = d(P, s2), que sao
casos de equidistancia a uma reta e a uma circunferéncia, ja tratados na Secao 3.4. Com isso, LG é uma

unidao de parabolas com focos em O e diretrizes s; e ss.

Além disso, como ja foi visto nas Observagoes 9 e 10 as intersegdes das conicas ocorrem em r e/ou

em c.

As figuras a seguir mostram a dindmica de LG conforme variamos D e a posicao relativa entre os

objetos dados.
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=D.
Figura 233

C
\\/'
-

d(r,c) < D <d(r,c) + 2R.
Figura 236

Reta disjunta a Circunferéncia

0< D <d(rc).

Figura 234

d(r,c) = D.
Figura 235

c

C

Py

d(r,c)+2R < D.
Figura 238

d(r,c)+2R = D.
Figura 237
b P, 53

59

Reta tangente a Circunferéncia

d(r,c) = D. d(r,c) < D < 2R.
Figura 239

Figura 240

2R=D.
Figura 241

2R < D.
Figura 242

c

c \tﬁ
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Reta secante a Circunferéncia nao passando pelo centro
d(r,c) = D. d(r,c) < D < R. R < D < d(r,c) + R. d(r,c)+ R=D
Figura 243 Figura 244 Figura 245 Figura 246

Reta secante a Circunferéncia passando pelo centro
d(r,c) = D. d(r,c) < D <R. R=D. R < D.
Figura 247 Figura 248 Figura 249 Figura 250

Py

Py c

5.6 Circunferencia e Circunferéncia

Aqui, os objetos dados sdo duas circunferéncias ¢; = ¢1(O1, Ry) e ¢a = ¢(Osq, Rs). Assim, a Equagao
(5.4) assume a forma
d(P, Cl) — d(P, CQ) = :i:D, (514)
ou melhor,

|d(Pa Ol) - Rl’ - |d(Pa 02) - R2‘ =+D. (515)

Os mo6dulos na Equagao (5.15) sdo eliminados de acordo com os seguintes casos:

o P estd no exterior da regiao limitada por ¢y e co:

d(P,01) = Ry — (d(P,02) — Ry) = D
d(P,01) —d(P,0O3) = =+D + Ry — Ra, (5.16)

que sao as equagoes de folhas de hipérboles com focos em O; e O, e largura £D + Ry — Rs.
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e P no interior de ¢; e no exterior de cs:

Ri —d(P,01) — (d(P,Os) — Ry) = +D
d(P,05) +d(P,0)) = =D+ Ry + Ro, (5.17)

que sao as equacoes de elipses com focos em O; e Oy e didmetro +D + Ry + Rs.

e P no exterior de ¢; e no interior de cs:

d(P, 01) - R1 - <R2 - d(P, 02)) - :l:D
d(P,01) +d(P,0) = +D+ Ry + R, (5.18)

que sao as equacoes de elipses com focos em O; e Oy e didmetro +D + Ry + Rs.

e P no interior de ¢; e c:

Rl - d(P, 01> - (R2 - d(P, 02)) = :l:D
d(P,0,) —d(P,0;) = =+D — R, + R,, (5.19)

que sao as equacoes de folhas de hipérboles com focos em O; e O, e largura Ry — Ry £ D.

Além disso, como j4 foi visto na Observagao 10 as interse¢oes das conicas ocorrem em ¢; e/ou em cy.

Juntando essas informagoes, as figuras a foram organizadas em forma matricial de modo a visualizar

a dinamica com a variacao de D, dos raios das circunferéncias e das posigoes relativas entre elas.
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5.6.1 Raios iguais

Caso em que as circunferéncias tém raios iguais, isto é, Ry = Ry = R. No album a seguir estao os

lugares geométricos conforme a posicao relativa entre as circunferéncias e o valor (ou intervalo) de D em

cada situagao.

Aqui serd apresentado alguns casos em que LG é vazio, por exemplo, na linha Figura 256 é
apresentada uma imagem em branco, isso ocorre pois, ou o caso em questao apresenta LG vazio, ou é

um caso repetido para a mesma posicao relativa entre as circunferéncias. Note ainda que para valores de

d(A,c) + 2R < D segue que LG é vazio.

e I;: ¢y ¢é disjunta externa a c;. Ji:0=D.
J}:0< D < |d(Oy,05) — 2R].
J3 :|d(O1,02) — 2R| = D.
JL - d(Or,05) — 2R| < D < |d(O1, 05) + 2R).
J3 1 |d(O1,02) + 2R| = D.
e I): ¢y é tangente externa a cy. J?:0=D.
J?:0< D < ]d(Oy,0,)|.
J2 :1d(0y,0,)| = D.
e I3: ¢y é secante externa a cy. J13 :0=0D.
J3:0< D < |d(Oy,0,) — 2R)|.
J3 :|d(O1,0) — 2R| = D.
J3 1 |d(O1,0) — 2R| < D < |d(Oy, Os)].
J2 1 |d(O1,09)| = D.
e I;: cy é secante a ¢, O estd em c;. Jt:0=D.
J3:0< D < |d(Oq1,0,)].

: \d(Ol,Og)\ =D.




Capitulo 5. Diferenca de distincias

85

e I5: ¢y é secante interna a cy.

« J7:0=D.
o J3:0< D < |d(Oq,0,)].
L Jg : |d(01,02)| =D.

e Ig: ¢y € 1 sd0 concéntricas.

JS:0=D.

Ji
Figura 251

Ja

Figura 252

I;: ¢y é disjunta externa a c;.
Js
Figura 253

J5
Figura 255

Ji
Figura 254

P
P

¢l c2

2 ca

P .o .°
c c

I5: ¢y é tangente externa a cy.

Ji J3 J3
Figura 256 Figura 257 Figura 258
I5 : ¢y é secante externa a c;.
I T3 J3 Ji T3
Figura 259 Figura 260 Figura 261 Figura 262 Figura 263

Py

[)I “’
o )
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I, : co é secante a c¢1, Oy estd em ¢q.

Ji Ty
Figura 264 Figura 265

Py

Figura 266

Js. 3.
Figura 267 Figura 268

I5 : co é secante interna a c;.

Figura 269

P

a

C2

Figura 270

I : ¢y e ¢q sdo concéntricas.

5.6.2 Raios diferentes

Aqui temos o caso geral em que, sem perda de generalidade, adotamos Ry < R;. No album a seguir

estao os lugares geométricos conforme a posigao relativa entre as circunferéncias e o valor (ou intervalo) de
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D' em cada situacao.

Consideremos os seguintes valores obtidos a partir das Equagoes (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14).

Di = R - R..
Dy = |d(O; — Os) — 2Ry| — Ry — Ro.
D; = |d(O; — Os) +2Ry| — By — Ro.
Dy = |d(O; — Os) +2Ry| — By — Ro.
Ds = |d(O; — Os) — 2Ro| + Ry — Ry,
(5.20)

o [ : ¢y é disjunta externa a c;. e J;:0=D.

« J1:0<D<D.

. JiID1<D<D3.

o JGIID3<D<D4.

o Iy : ¢y é tangente externa a cq. e Ji:0=D.

1 Os intervalos ao qual D pertencem pode sofrer alteracdo em sua ordem dependendo dos valores dos raios escolhidos e da

distancia entre os centro das circunferéncias
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e I3 : ¢y é secante externa a cq.

o I, : cy é secante a c1, Oy esta em cq.
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e I5: ¢y é secante interna a cy. e J7:0=0D.

o Ig: ¢y é tangente interna a c;. « JS:0=D.

« J$:0<D< Dy

. JE1D1<D<D5.

. J66:D5<D<D4.

4 J76 : D4 =D
o I;: ¢y é disjunta interna a c¢;. e J1:0< D <|Djs|
. Jg : |D3| =D.

« JI:0=D. e JI:D,=D.
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e I : ¢y e cy sdo concéntricas. e« J8:Dy=D.
. J28 Dy < D < Ds.
. J38 : D3 = D

o J22D3<D.

I : ¢y é disjunta externa a cy.

JL. Jl. Ji. JL. JL.

Tl
Figura 276

Figura 271 Figura 272 Figura 273 Figura 274 Figura 275

Figura 277
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I5 : ¢y é tangente externa a c;.
J2. J2. 2. J2. 2. J2.
Figura 278 Figura 279 Figura 280 Figura 281 Figura 282 Figura 283

I5 : ¢y é secante externa a c;.
7. 3. 7. 3. 7. 7.
Figura 285 Figura 286 Figura 287 Figura 288 Figura 289 Figura 290

Figura 291

) ola
o
o1
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I, : c9 é secante a cq, Oy estd em cq.
Ji. Ji. Ji. Ji. g2
Figura 292 Figura 293 Figura 294 Figura 295 Figura 296

J4.
Figura 297

I5 : ¢y é secante interna a c;.
J3. J. J3. T3 J.
Figura 299 Figura 300 Figura 301 Figura 302 Figura 303

Jz.
Figura 304
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I : co é tangente interna a c;.
JS. JS. JS. JS. JS. JS.
Figura 305 Figura 306

Figura 307 Figura 308 Figura 309 Figura 310

P
. i
0,/ H
=/

g7 I
Figura 312 Figura 313

I7 : ¢y é disjunta interna a cy.
Jl. g gl g
Figura 314 Figura 315 Figura 316 Figura 317
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Figura 321 Figura 322

I : ¢ e ¢1 sdo concéntricas.

Figura 323
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6 COMO USAR ESTE TRABALHO EM SALA DE
AULA

Em sala de aula, a primeira atividade deve ser apresentar o cone, de preferéncia fisicamente e com
alguns cortes, de modo a proporcionar a visualizagao real das secoes conicas. Para isso, cada escola deve
ter um exemplar de um cone. Sugerimos os das figuras seguintes. O da Figura 324(a) pode ser feito na
impressora 3D, e o da Figura 324(b) pode ser construido em sala, que é uma excelente atividade para o

conteudo.

d

(a) Fonte: Facebook/IES  (b) Fonte: Silva, A.A, Santos,
Maria Pacheco. M.A.S. “As conicas de Apolonio”.
Anais do ENEM, 2016.

Figura 324 — Material cone: se¢Oes conicas

As segoes conicas podem ser apresentadas usando o Geogebra, conforme a Figura 325.

X L

(a) Hipérbole e retas con- (b) Circunferéncia e ponto. ) Parébola e reta. d) Elipse.
correntes.

Figura 325 — GeoGebra cone: se¢oes conicas

Destacamos a importancia de falar sobre todas as sete possibilidades de se¢oes do cone (ponto,
reta, par de retas concorrentes, circunferéncia, elipse, hipérbole e pardbola) nao se limitando somente a
circunferéncia, elipse, pardbola e hipérbole. Além disso, nao se pode deixar de falar sobre as especificidades
das posicoes relativas entre o plano e o cone, para gerar determinada se¢ao conica; ou seja, cada tipo de

coOnica depende do angulo entre o plano e o eixo de rotagao do cone e como se intersectam.
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Apresentadas todas as secoes conicas, o préximo passo é defini-las como lugares geométricos' no
plano. Para isso, é necessario falar sobre a funcao distancia, apresentando suas propriedades basicas, assim
como as defini¢oes de distdncias de um ponto a uma reta e a uma circunferéncia, como fizemos no final da

nossa introducao.

Aqui, destacamos um ponto importante no estudo das conicas: conectar as se¢oes conicas com suas
defini¢bes métricas no plano. Ou seja, o que nos garante que a elipse obtida pela intersec¢do de um cone
com um plano pode ser obtida de soma constante de distdncias a dois pontos (seus focos) desse plano? Por
outro lado, dada uma elipse num plano, como lugar geométrico, ela pode ser obtida pela intersecao desse
plano com um cone? A conexao entre esses dois conceitos é feita por meio das esferas de Dandelin. Para
um estudo sobre isso, sugerimos a leitura da dissertagao (MONTEIRO, 2014). Ap6s abordar, ou comentar
tal conexao, podemos dizer que todas as segoes conicas podem ser obtidas como lugares geométricos em
um plano, usando propriedades envolvendo o conceito de distancia. E a partir daqui que nosso trabalho
entra em acao. Apresentaremos agora uma sugestao de como usar este trabalho em sala de aula, com mais

detalhes do que fizemos na introducao deste trabalho.

Primeiro, sugerimos explorar as definigcbes métricas na seguinte ordem: circunferéncia, parabola,
elipse e hipérbole. Essa ordem esta diretamente relacionada a ordem de complexidade dos lugares geométricos
das figuras deste trabalho e como um assunto se conecta ao outro. Sao eles: constancia da distancia
(equidistancia), soma constante de distancias e diferenca constante de distancias, os quais sugerimos como

titulo para cada aula, conforme abaixo:

Titulo 1: Constancia da distancia: ponto, reta e circunferéncia;

o Titulo 2: Equidistancia: parabola;

Titulo 3: Soma constante de distancias: elipse;

Titulo 4: Diferenca constante de distancias: hipérbole.

Alguns materiais que podem fundamentar os conceitos de métrica e construgao das conicas sao
(BARBOSA, 1985) e (DELGADO, 2017).

Agora, tomando cada titulo como proposta de aula, vamos listar/ordenar os problemas para indagar

aos estudantes.
Titulo 1: Constancia da distancia: ponto, reta e circunferéncia;

Nesta ordem: Figura 1(a), 1(b) e 1(c). Em cada problema, indagar o que ocorre com a resposta

quando variamos o valor de D.

L Sugerimos comentar sobre a definicio de Lugar Geométrico: subconjunto de todos os pontos do plano (ou do espago) que

satisfazem uma determinada propriedade.
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A proposta dessas trés atividades é ajudar a criar nos estudantes o conceito de distancia a partir de
um objeto dado, dentre ponto, reta e circunferéncia. Por isso é importante que eles executem essa atividade

de modo pratico usando lapis, papel e uma régua.

Recomenda-se primeiro que cada pessoa desenhe um ponto em uma folha, e pegando um valor
qualquer em uma régua, bem por exemplo, marcar alguns ponto que estao 5cm de distancia do ponto
inicial. A ideia é que o estudante perceba que quanto mais pontos ele desenhar mais destacado ficara a
figura de uma circunferéncia. E, propor as seguintes perguntas: “Qual é a figura que vai surgindo quando

se destaca varios pontos ?”, “o que acontece se tomarmos 3cm, 7cm em vez de bem 77

Em seguida, o proximo objeto que é a reta. Para essa atividade os estudantes, ainda munidos de
lapis, papel e uma régua, devem tentar desenhar pares de retas paralelas a reta dada e que estejam a uma
distancia D da mesma. Sendo assim, inicialmente pecga para que o estudante trace uma reta na folha e em
seguida escolha um valor na régua, 3cm por exemplo. Usando a propria graduacdo da régua peca para que
o estudante marque um par de dois pontos em um dos semi planos, que esteja a lem por exemplo da reta
dada, e por este trace uma reta. Repetindo o processo para o outro semi plano. E, proponha a seguinte

pergunta: “o que acontece se tomarmos 3cm, 7cm invés de bem 77

Finalmente, no caso da circunferéncia, para esta atividade é importante que os estudantes tenham,
além de lapis, papel e uma régua, também um compasso. A ideia é que os estudantes construam um par
de circunferéncia que esteja a uma distancia D da circunferéncia dada. Para isso, peca que os estudante,
desenhem uma circunferéncia qualquer, use raio de 3cm por exemplo. Em seguida, que eles escolham
um valor, lem por exemplo, e marque uma circunferéncia de raio (3 + 1)em e (3 — 1)em. E, proponha
as seguintes perguntas: “O que acontece se usassemos uma distancia de 3cm para desenhar o par de

circunferéncias 7”7, e “E, se fosse um valor maior do que 3cm ?”.
Titulo 2: Equidistancia: parabola;

Para esta aula, os estudantes vao explorar a relacao de distancia igual entre dois objetos. Em um

primeiro momento, é recomendavel que esses objetos sejam ponto e ponto, em seguida reta e reta.

No primeiro estudo de caso, peca aos estudantes que fagam o desenho de dois pontos. Em seguida
que encontrem um ponto que esteja a mesma distancia desse dois pontos iniciais. A expectativa é que o
ponto encontrado pelos estudantes seja uma aproximagao do ponto médio. Nessa, etapa o professor deve
levantar a seguinte pergunta “ Vocé consegue encontrar mais algum outro ponto?”. Depois, peca para a
turma, usando um compasso com abertura ligeiramente maior do que a distancia entre os dois pontos,
tracar duas circunferéncias, cada uma com o centro em um dos pontos iniciais. Em seguida peca para
marcar a intersecao entre essas circunferéncia. E apresente a pergunta “os pontos da interse¢ao estao a
mesma, distancia do pontos dados?”, “Existe outros ponto que estdo a mesma distdncia?". Ainda sem
revelar a reta mediatriz, peca para que os estudante use a abertura um pouco maior do que a anterior e

que repita o passo da construgao das circunferéncias. Repita as perguntas. Em seguida peca para que os



Capitulo 6. COMO USAR ESTE TRABALHO EM SALA DE AULA 98

estudantes tracem um reta ligando os dois 1ltimos pontos da intersecao “O que vocés observaram?”, “O
que podemos dizer sobre os pontos dessa reta?”. Por fim, é importante o professor explicar o que é a reta

mediatriz de dois pontos (Figura 30).

Para os dois objetos sendo um par de reta, primeiro recomendamos adotar retas paralelas. Deixe que
os estudantes tentem encontrar a localizacao dos pontos que estao a mesma distancia das retas paralelas
desenhadas no papel. Ao final de tarefa pergunte “Esse caso é parecido com o da primeira aula?” (Figura
37).

Para as retas concorrentes, o estudante deve notar que o ponto de interse¢cdo é um ponto ébvio. Em
seguida perguntar a turma “Existem outros ponto que estdo a mesma distancia?". Aqui faz necessario
trabalhar com a turma o caso de congruéncia de tridngulos LAL, e o professor deve mostrar que o par de

retas bissetrizes as retas dadas sdo a solugdo procurada (Figura 38).

A essa altura é esperado que os estudantes tenham entendido que é importante procurar pelos
pontos que atendem as propostas dos problemas, isto é, que eles tenham entendido que a solugao é um
conjunto que pontos. Sendo assim, o préximo problema ¢ dada por dois objetos distintos, sdo eles, um
ponto e uma reta. A principio, tome o caso em que o ponto esta contido na reta. Caso os estudantes tenha
dificuldades pecga que utilizem as atividades anteriores para conseguir encontrar a solugao, se ainda assim
nao conseguirem, solicite que desenhem na reta dois pontos que estejam a mesma distancia do ponto dado

e que utilizem o caso de ponto e ponto, visto no inicio da aula (Figura 31).

Para essa atividade, por praticidade recomendamos usar o GeoGebra. Embora, seja possivel construir
a parabola usando lapis e papel, o processo é arduo. Com um pouco de familiaridade com a plataforma de
geometria dindmica, peca aos estudantes que criem uma reta e um ponto fora desta. Em seguida, sob a
reta dada destacar um ponto qualquer. Através deste ponto tracar a perpendicular a reta, e uma mediatriz
entre o ponto dado e o ponto destacado. Marcar a intersecao entre as duas retas e, por fim, habilitar o
rastro do ponto de intersecao. E perguntar a turma “O que acontece quando vocé varia o ponto sobre a
reta 7”7 “Por que a distancia entre o ponto da interse¢ao até o ponto dado, e do ponto da intersecao até a

reta sdo iguais?”, “O que acontece se o ponto dado estiver proxima da reta dada ?” (Figura 32).

Assim, finaliza a segunda parte, com o foco na criacao de parabolas. Note que a ideia é que estas

atividades ocorram de modo prético fazendo uso de recursos fisicos e digitais.
Titulo 3: Soma constante de distancias: elipse;

Em um primeiro momento o professor pode esclarecer aos estudantes o caso em que D é igual a

distdncia entre os pontos dados (Figura 57).

Para o desenvolvimento dessa atividade é recomendado o uso da plataforma do GeoGebra na qual,
primeiro, os estudantes devem criar dois pontos distintos. Em seguida, gerar uma circunferéncia de centro
em um dos pontos dados e raio maior do que a distancia entre esses pontos. Sob a circunferéncia marque

um ponto qualquer, em seguida peca para tragar a mediatriz entre o segundo ponto dado e o ponto na
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circunferéncia. Tracar a interse¢ao entre o segmento, de extremidades no centro e no ponto marcado da

circunferéncia, com a mediatriz. Pega para habilitar o rastro e observar a figura gerada (Figura 58).

O professor deve enfatizar a propriedade que da caracteristica a elipse que é a soma constante de

qualquer um de seus pontos até os seus focos.

Outras atividade que os estudantes podem tentar é gerar a elipse usando os objetos ponto e
circunferéncia, quando o ponto for interno a circunferéncia. As etapas de criacdo sao analogas ao que foi

criado anteriormente (Figura 35).

Apos a construgao, pelos estudantes, das parabolas, o professor pode retornar a primeira atividade
e conversar com os estudantes sobre a degeneracao da elipse em um segmento de extremidade nos pontos
dados.

Outra maneira pratica de construir a elipse seria fixando em uma base dois pontos que podem ser
dependendo da superficie, pregos ou fita, e neles amarrar um barbantes, de comprimento maior do que a
distancia entre esse dois pontos e usando um lapis riscar a figura que é gerada quando se tensiona o lapis
contra o barbante. Um exemplo em como desenvolver essa atividade pode ser visualizada em (CORREIA,
2018).

Para essa atividade recomendamos, Que curva € essa chamada elipse ¢ que pode ser encontrado na
plataforma Multimidia Matemdtica (ZORAIDE, 2011). Nele é possivel seguir um roteiro para trabalhar
com os estudantes a construcao de elipses utilizando materiais diversos que podem ser encontrados em casa.

Além de apresentar uma abordagem contextualizada da elipse no dia a dia.
Titulo 4: Diferenca constante de distancias: hipérbole.

A aula que trata da construcao da hipérbole é a mais delicada, pois os estudantes precisam de um

pouco de tempo para conseguir entender a diferenca entre distancias.

Assim como em outras atividades é recomendado o uso do Geogebra. Inicialmente pega para que os
estudantes destaquem dois pontos distintos. Trace uma circunferéncia com centro em um dos pontos dados
e raio menor do que a distancia entre os pontos dados. Marque um ponto sob a circunferéncia e marque o
ponto de intersecao entre a mediatriz, entre o ponto na circunferéncia e o segundo ponto dado, com a reta
que contém o ponto na circunferéncia e o primeiro ponto dado. Habilite o rastro do ponto da intersecao
(Figura 198).

O professor deve enfatizar a propriedade que da caracteristica a hipérbole que é a diferencga constante
de qualquer um de seus pontos até os seus focos. Além disso, é valido explicar também sobre a folha da
hipérbole, que pode apresentar diferenca com sinal positivo ou negativo. Dai a importancia o médulo.
Deve tratar também, das situagoes que podem ocorrer caso o estudantes escolham pontos diferentes para

ser o centro da circunferéncia.

Uma pergunta que o professor pode fazer aos estudantes é “o que acontece a hipérbole quando os
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pontos dados se aproximam um do outro?", e “quando o raio da circunferéncia tende a zero ?"(Figura 197),
“e quando o raio é igual a distancia entre os pontos dados?"(Figura 199), “O que acontece & hipérbole

quando o raio da circunferéncia é maior do que a distancia entre os pontos dados?'(Figura 35).
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7 Conclusao

Neste trabalho examinamos, exaustivamente, todas as possibilidades para o lugar geométrico a
partir de problemas de constancia de distancia, equidistancia, soma constante de distancia e subtracgao
constante de distancia. Assim, foi possivel concluir que a depender dos objetos tratados, sendo, ponto,
reta e circunferéncia a solugdo dos problemas sao conicas, ou reuniao de parte de conicas, ou ainda regioes
do plano, a depender tanto de parametros intrinsecos dos objetos (como o raio das circunferéncias), suas
posigoes relativas entre si, e o valor do niimero real, ndo negativo, D. Além disso, vimos que o caso da
equidistancia entre objetos ¢ um caso particular da subtragao constante de distancia entre objetos, caso

D = 0. Esse estudo nos permitiu sintetizar os Problemas (3), (4) e (5) no Teorema (7.0.1).

Teorema 7.0.1. Dados dois objetos, cada um podendo ser ponto, reta ou circunferéncia, e D um nimero

real, ndo negativo, o Lugar Geométrico (LG) dos pontos P que satisfazem a equagio
|d(P, Objetoy) £+ d(P, Objetoy)| = D (7.1)

¢ descrito pelos sequintes casos:

e Se os objetos forem ponto(s) e/ou circunferéncia(s), entio LG € toda, parte, ou reunido de partes de,
elipse(s) e/ou hipérbole(s), considerando suas degeneragdo, tendo o(s) ponto(s) e/ou o(s) centro(s)
da(s) circunferéncia(s) como focos, e larqura, sempre que fizer sentido, na forma +D + Ry + Ry, em

que Ry e Ry sdo raios de circunferéncias.

e Se apenas um dos objetos for uma reta, entdo LG € toda, parte, ou reuniao de partes de pardbola(s),
considerando suas degeneragdao, com foco no ponto, ou no centro da circunferéncia, e reta(s) diretriz(es)
paralela(s) e distante(s), a reta dada, D no caso do objeto ser um ponto, ou =D + R no caso do
objeto ser uma circunferéncia de raio R. Por outro lado, se ambos os objetos forem retas, entio LG

¢ toda, parte, ou reunido de partes de reta(s). Podendo ainda ser regido(des) do plano.

Ao logo desse estudo, também foi possivel concluir que todas as interse¢des entre as conicas, como
mostrado nas Observagoes 9 e 10, ocorrem em algum ponto dos objetos dados. A partir disso notamos que
para cada caso no Problema (3) e, o seu respectivo, no Problema (4) a reuniao desses lugares geométricos
formam a conica completa. Como pode ser visto, por exemplo, nas Figuras 121 até 125, o seu respectivo
caso nas Figuras 259 até 263. Isso ocorre, pois as Equagdes (4.10) e (5.15) descrevem as mesmas conicas,

porém os Problemas (3) e (4) tém solugoes em partes diferentes dessas curvas.

Além disso, ap6s a elaboragao do Teorema (7.0.1), notamos que a Equagao (7.1) pode ser generalizada.

Abrindo, assim, possibilidades para estudos e investigagoes mais amplas na forma do Problema (5).
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Problema 5. Dados dois objetos, cada um podendo ser ponto, reta ou circunferéncia, encontrar o lugar

geométrico (LG ) dos pontos P, no plano, com a propriedade que satisfaca a equagio
a - d(P,Objetoy) + - d(P, Objetoy) = 7, (7.2)

em que o, 3 ey sdo numero reais.

Inicialmente, note que a Equagdo (7.1) é um caso particular da Equagao (7.2), em que o = 1,
B =41e~y= D énao negativo. Assim, é possivel observar que restricoes devem ser feita sobre «, 5 e v de
modo que o estudo do lugar geométrico tenha solucao nao vazia. Esperamos a partir dessas investigacoes
compreender, de modo mais geral, o comportamento do lugar geométrico em relacao aos objetos dados e
suas respectivas posicoes relativas, e, em trabalhos futuros estudar a sua aplicacao a fisica, ou outras area

da matematica.

E vélido destacar a importancia que a plataforma GeoGebra teve para a realizacio deste trabalho,
pois ainda que algebricamente fosse possivel saber as conicas que seriam descritas nos casos analisados, a
construgao dessas mesmas conicas usando régua e compasso se mostrava trabalhoso. Mais ainda, em um
primeiro momento, era necessario investigar qual (quais) parte(s) da(s) conica(s) seria(m) parte da solugao
dos problemas. Para além de ser apenas um software de construgoes de gréaficos, o GeoGebra nos permitiu,
em diversos momentos, refletir sobre as possibilidades de criagao de planos de aula que apresentasse aos
estudantes uma matematica mais interessante e divertida, sem perder o rigor que lhe é caracteristico. Foi
possivel pensar também em estratégias para investigar construgoes que estao presente no ambiente escolar,

porém foge a atencao dos olhos desatentos.

A partir das construgoes no GeoGebra Classic notamos que é possivel explorar o problema de
constancia de distancia em sala de aula, inserindo atividade para uma turma que estd tendo o contato
com o software pela sua primeira vez. E importante que o professor discuta passo a passo algumas das
ferramentas da plataforma, principalmente as axiomaticas da geometria euclidiana plana - ponto, reta,
circunferéncia, angulo e reta paralela a uma reta dada - dando um destaque para a ferramenta “habilitar
rastro”. Na sequéncia, a depender da maturidade da turma, tentar abordar e explorar conceitos geométricos
mais elaborados, como a mediatriz de um segmento, reta perpendicular, etc. E assim ir evoluindo na
discussao sobre onde deve estar localizado os pontos que descrevem a equidistancia, ou soma, ou subtracao,

de dois objetos.

Sugerimos explorar as defini¢bes métricas na seguinte ordem: circunferéncia, pardabola, elipse e
hipérbole. Essa ordem esta diretamente relacionada a ordem de complexidade dos lugares geométricos
das figuras deste trabalho e como um assunto se conecta ao outro. Sao eles: constancia da distancia,
equidistancia, soma constante de distancias e diferenca constante de distancias, os quais sugerimos como

titulo para cada aula, conforme abaixo:

o Titulo 1: Constancia da distancia: ponto, reta e circunferéncia;
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o Titulo 2: Equidistancia: parabola;
o Titulo 3: Soma constante de distancias: elipse;

o Titulo 4: Diferenca constante de distancias: hipérbole.
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