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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de oferecer a comunidade da educacdo basica uma
proposta de ensino para a construcdo de graficos de funcdes reais, a partir dos con-
ceitos de limites e de derivadas. O diferencial deste material € que os conceitos de
limites e de derivadas s@o apresentados a comecar da motivagdo geométrica. Inicia-
remos com uma noc¢ao intuitiva de limite, mostrando variados exemplos, utilizando
tabelas e graficos. Mostraremos também a ideia de funcdo continua, de limites late-
rais, de limites infinitos e de limites no infinito. Na sequéncia, surgird o conceito de
derivada, partindo do problema da velocidade instantdnea e do problema da reta
tangente, passando pela definicdo através de limite. Mostraremos, ainda, algumas
regras de derivacao e finalizaremos com a construcao do grafico de funcdes, em que
serdo destacadas as caracteristicas dos graficos, como pontos de maximo ou de
minimo, intervalos de crescimento e decrescimento e intervalos em que o grafico é
cbncavo para cima ou para baixo.

Palavras-chave: funcdes, limites, derivadas, gréaficos.



ABSTRACT

This work aims to provide the community with basic education a teaching proposal
for the construction of graphs of real functions, based on the concepts of limits and
derivatives. The differential of this material is that the concepts of limits and derivati-
ves are presented beginning with the geometric motivation. Starts rowing with an in-
tuitive notion of limit, showing various examples, using charts and graphs. We will
also show the idea of continuous function, late-ral limits, infinite limits and limits at
infinity. Following, you will see the concept of derivative, leaving the problem of the
instantaneous velocity and the problem of the tangent line passing through the defini-
tion of limit. Show also some rules of derivation and conclude with the construction of
the graph of functions, which will highlight the characteristics of graphs, as points of
maximum or minimum intervals of growth and degrowth and intervals where the
graph is concave upward or downward.

Keywords: functions, limits, derivatives, graphs.
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INTRODUCAO

O presente trabalho € uma proposta de ensino das nocdes de limites e das de
derivadas no ensino médio. No entanto, sem o rigor matematico das demonstracées
e das simbologias utilizadas no ensino superior. A abordagem sera feita a partir do
aspecto geométrico, buscando os conceitos de forma intuitiva. Um dos objetivos &
apresentar ferramentas de calculo diferencial, a fim de que o aluno tenha condicdes
de esbocar os graficos de varios tipos de funcdes reais, pois sabemos que nos ensi-
nos fundamental e médio sdo estudadas as fun¢des, como as polinomiais de 1° e de
2° graus, as exponenciais e as logaritmicas, assim como seus respectivos graficos.
Entretanto, quando se trata da construcdo do grafico de uma funcéo polinomial de

grau maior ou igual a trés, como f(x) = x> + 4x? — 20x + 30, ou de uma funcéo racio-

nal, como f(x)=

2 08 alunos tém dificuldades de saber o comportamento do
X+

grafico, uma vez que sdo necessarios conceitos de limites e de derivadas que, a
meu ver, deveriam fazer parte do curriculo do ensino médio. Além disso, sem ter a
nocao de limite e de derivada no ensino médio, 0s alunos ingressam no nivel superi-
or e apresentam muita dificuldade nas disciplinas de Célculo Diferencial e Integral.
Neste trabalho, dar-se-4 énfase no esboco de gréaficos de funcdes reais, reu-
nindo informacdes necessarias a estas construcdes, como: identificar pontos de ma-
ximos e de minimos, intervalos de crescimento e de decrescimento e intervalos em
gue o grafico é cbncavo para cima ou para baixo. Iniciaremos com a ideia geométri-
ca de limites, perpassando pelo calculo de limites até o conceito de derivada, a partir
dos problemas de velocidade instantanea e da reta tangente em uma e finalizaremos

com as aplicacdes de derivada na construcao dos gréficos.



CAPITULO 1
LIMITES DE FUNCOES

1.1 — Nocédo Intuitiva de Limite

A nocao intuitiva de limite esta ligada a varias ideias, dentre elas a de tendén-
cia. Dizer que x tende a um determinado valor p, do dominio de uma funcao, signifi-
ca que os valores de x se aproximam de p.

Dizer que o limite de uma funcao f, quando x tende a p (representa-se: X — p),
é igual a L, significa que, quando os valores de x se aproximam de p, os valores f(x)

da funcdo aproximam-se de L. Simbolicamente, escreve-se: lim f(x)=L.

X—p
Vejamos 0s seguintes exemplos:

Exemplo 1.1 — Usando a nocéo intuitiva, vamos identificar o limite, quando x

tende a 2, da funcéo f(x) = x — 1. De outro modo, vamos calcular Iin;(x—l) .

Vamos construir tabelas para obtermos o valor do limite:

X fx)=x-1 f(x) X fx)=x-1 f(x)
15 f(1,5)=15-1 0,5 2,5 f(2,5)=25-1 1,5
1,8 f(1,8)=18-1 0,8 2,2 f(1,5)=22-1 1,2
1,9 f(1,9)=19-1 0,9 2,01 f(2,01)=2,01-1 1,01
1,99 f(1,99)=1,99-1 0,99 2,001 | f(2,001)=2,001-1 | 1,001

\2 2 \J \J
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Graficamente, temos:

Figura 1.1: Grafico de f(x) = x -1

Observe que, quando x tende a 2, tanto por valores menores quanto por valo-

res maiores que 2, f(x) aproxima-se de 1, portanto, Iirr;(x—l) =1.

E importante observar que f(2) =2 — 1 =1, ou seja, Iirr;(x—l) =1(2).

Exemplo 1.2 — Calcule o Iirrl(x2 +1), usando a nocao intuitiva.
X—>

Construindo as tabelas para os valores da funcao f(x) = x* + 1, temos:

X f(x) = x° + 1 f(x) X fx) =x*+1 f(x)
0,7 | f0,7)=(0,7)°+1 1,49 1,2 f(1,2) = (1,2)* + 1 2,44
0,8 | f0,8)=(0,8)°+1 | 1,64 1,1 | f1,1)=@1,1)7°+1 2,21
0,9 | f(0,9)=(0,9)7+1 1,81 1,01 | f(1,01) =(1,01)*+1 | 2,0201
0,99 | f(0,99) = (0,99)* + 1 | 1,9801 1,001 | f(1,001) = (1,001)?+ 1 | 2,002001

\ \ \} !
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Fazendo a analise do gréfico, temos:

45 & a5 -3 285 2 185 -1 085 o 05 1 15 2 25 3 as 4 as 5 55

Figura 1.2: Gréfico de f(x) = x> + 1

Assim, temos que, quando os valores de x se aproximam de 1, tanto pela di-

reita quanto pela esquerda do nimero 1, f(X) aproxima-se de 2, logo, Iirr}(x2 +1)=2.

Notemos que f(1) = 1% + 1 = 2, logo, lim(x*+1) = f (D).

Exemplo 1.3 — Através da nocéo intuitiva de limite, calcule o Iirr; VX+1.
X—>

Construindo as tabelas para os valores da fungéo f(x) = +/x+1, temos:

X f(x) = Vx+1 f(x) X f(x) = Vx+1 f(x)
2,7 f2,7)= J27+1 | 1,9235 3,2 f(3,2) = J32+1 2,0494
2,8 f(2,8) = J28+1 | 1,9494 3,1 f(3,1) = 31+1 2,0248
2,9 f(2,9) = J29+1 |1,9748 3,01 | f(3,01)= f301+1 | 2,0025
2,99 | f(2,99)= J299+1 |1,9975 3,001 | f(3,001)= [3001+1 | 2,0002

! J ! J
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Observemos o gréfico da fungéo:

Figura 1.3: Gréafico de f(x) = v/x+1

Note que, quando os valores de x se aproximam de 3, tanto pela direita quan-

to pela esquerda, f(x) aproxima-se de 2, logo, Iirr; VX+1=2.

Veja que f(3)=+/3+1=+/4 =2, portanto, limVx+1=f(3).
Exemplo 1.4 — Calcular o limite da funcao f(x):|x+2|, guando x tende a — 3.

Vamos obter o Iim3|x+2| de forma intuitiva, a partir da construcdo das tabelas
X—>—

para os valores da funcao f (x):|x+ 2| . Assim:

X f(x)=[x+2 f(x) X f(x)=|x+2 f(x)
-32 | f(=32)=|-32+2 1,2 27 | f(=27)=|}27+2 0,7
-3,1 f(=3,1) = |-31+2 1,1 -28 f(—2,8) = |-28+2 0,8

—301 | f(—3,01)= [-301+2 | 1,01 —29 | f—29)=[29+2 0.9
—3,001 | f(-3,001) = |-3001+2 | 1,001 —2,99 |f(-2,99) = |-2,99+2| 0,99
\A A 2 \J
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Vejamos o grafico da funcao:

Figura 1.4: Gréafico de f(x)=|x+2]

Vamos observar que, quando os valores de x se aproximam de — 3, tanto pela di-

reita quanto pela esquerda do mesmao, f(x) aproxima-se de 1, portanto, Iin33|x + 2| =1.
E importante notar que f(~3)=|-3+2/=|]-1=1, ou seja, lim|x+2= f(-3).

Nos exemplos apresentados até aqui, os limites das funcdes, com x tendendo
a um determinado valor p, foram iguais ao valor numeérico das fun¢fes naquele pon-

to, ou seja, lim f(x) = f(p). Mas serd sempre assim? Vejamos outros exemplos:
X—p

2
: _— : -1
Exemplo 1.5 — Vamos obter agora seguinte limite: lim X .

x>l x—1

Primeiramente, devemos notar que o numero 1 ndo pertence ao dominio da

2
funcdo, pois a fungdo f(x)=>—

ndo esta definida para x = 1, jA que

2
f(l):l1 11:% € uma indeterminacdo. No entanto, € possivel obter o limite, pois o

calculo do limite da-se para valores x proximos de 1 (e ndo para x = 1), ou seja, para

x # 1. Assim sendo, podemos fazer a seguinte simplificagao:

f(x) = );2_‘112 (“i)'_()l“l); x=1 = f(x)=x+1




2

X -1

Logo, calcular lim

x->1 x—1

vés da tabela e do grafico, vamos obter o valor do limite:

14

equivale a calcular Iirq(x +1). De forma intuitiva, atra-
X—>.

X fx)=x+1 f(x) X fx)=x+1 f(x)
0,7 f(0,7)=0,7 +1 1,7 1,2 f(1,2)=1,2+1 2,2
0,8 f(0,8)=0,8+1 1.8 1,1 f(1,1)=11+1 2,1
0,9 f(0,9)=0,9+1 1,9 1,01 f(1,01)=1,01+1 2,01
0,99 f(0,99)=0,99 + 1 1,99 1,001 |f(1,001)=1,001+1 2,001

l l l d

Graficamente, temos:
N
7‘

Figura 1.5: Gréfico de f(x)=
X

. . . X
Dai concluimos que lim

x->1 x—=1

1

=2.

Exemplo 1.6 — Calcular o limite a seguir:
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De modo anélogo ao exemplo anterior, 0 nimero 2 ndo pertence ao dominio

. X—2 . :

da funcdo, pois a funcdo f(x)=———— néo esta definida para x = 2, pois
W= 1

2-2 0 . , L. . . o
f(2)=———==— € uma indeterminagdo. Mas é possivel obter o limite, j& que o
(2) 2-72 0 ¢ Y la q
calculo do limite da-se para valores x proximos de 2 (e ndo para x = 2), ou seja, para
x # 2. Assim sendo, podemos fazer a seguinte simplificagcéo:

X—2 _(\/;4‘\/5)(\/;—\/5)_

f(x):\/}_\/z_ B x#2 = () =Jx+2

. X—2 ) ] N
Logo, calcular lim————= equivale a calcular lim\vx ++/2). De forma intuiti-
g X=2 /X — 12 q xa2( )

va, através da tabela e do grafico, vamos obter o valor do limite:

X f(X)=v/x+~/2 X f(X)=v/x+~/2
1,7 f(L7) =17 +/2 2,2 f(L7)=+/22+2
1,8 f(18) =/18++/2 2,1 f(L7)=421++2
1,9 f(1,9) = 19 +~/2 2,01 f(1,7) =/2,01++/2
1,99 f (1,99) = /1,99 +/2 2,001 f(1,7) = /2,001 ++/2
\2 \2 2 2
2 22 2 22
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Graficamente, temos:

. . X—2
Figura 1.6: Graficode f(x)=————
’ ¥

Portanto, concluimos que lim _Xx=2_ =22.

Xz

Com esses dois exemplos, vimos que o limite ndo se da exatamente no pon-

to, mas sim nas redondezas dele, o que chamamos de vizinhanca do ponto. Nos

exemplos 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 temos o0 que chamamos de fun¢bes continuas.

Funcbes continuas, intuitivamente, sdo aquelas cujos gréaficos ndo apresen-

tam “saltos” nem “buracos”. Podemos dizer, ainda, que funcbes continuas sédo aque-

las em que tracamos completamente seu grafico e ndo afastamos a ponta do grafite

do papel. A funcdo descontinua, por sua vez, é aquela em que, em algum momento

durante o desenho do gréfico, teremos de afastar a ponta do grafite de um ponto,

para continuarmos a partir de outro.

Vejamos os gréficos das fun¢des a seguir:
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Gréfico 1: f(X) = x + sen x

Figura 1.7: Grafico de f(x) = x + sen x

Gréfico 2: f(x) L
X

Figura 1.8: Grafico de f(x) =i
X
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><

><
Qll\)
N

Grafico 3: f(x)=

X—2
Figura 1.9: Gréfico de f(x)=
Jx-+2
O grafico 1 é de uma funcéo continua e os 2 e 3, de funcfes descontinuas.

Quando uma funcéo f é continua, temos que lim f(x) = f(p).
X—p

No ensino médio, sdo estudadas as funcdes polinomiais, as exponenciais, as
logaritmicas, as modulares e outras, assim como seus respectivos gréaficos, que sao
exemplos de fungbes continuas.

Vejamos alguns exemplos de calculo de limites.

Exemplo 1.6 — Determine o limite lim x?

X—>—2
Solucéo:
Como as funcdes polinomiais sdo continuas, entao:

lim x* =(-2)*=4

X—-2

2x
Exemplo 1.7 — Calcule o valor do limite Iim[ij .

x—2{ 2
Solucgéo:

Como as fung¢des exponenciais sao continuas, entao:

oz G G
im=| =|=| =|=| =—.
x->2{ 2 2 2 16
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Exemplo 1.8 — Calcule o valor do limite "TG log; .
X—>

Solucéo:
Como as fungdes logaritmicas sdo continuas, entao:

lim log} = log}’ =4
x—16

Exemplo 1.9 — Calcule o valor do limite Iiml|2x|.

X——
Solucéo:
Como as fung¢des modulares sdo continuas, temos:

lim|2x =[2- (-1)|=[-2 =2

2 —
Exemplo 1.10 — Calcule o valor do limite Iim1 X 11 .
x>-1 X 4

Solucéo:
Agora temos uma funcao descontinua em x = — 1, pois

(-)°-1_ 1-1 0
-D+1 (-D+1 O

2

€ uma indeterminacdo. Neste caso, vamos simplificar a expressao , com o

X+1
objetivo de obtermos uma expressao que seja equivalente a ela, porém, continua
emx=-1.

Entdo, simplificando, obteremos:

x -1 (x+1)-(x-1) e
X+1 (x+1) -

Assim,

2

lim == = lim x—1=-1-1=-2.
x——1 X+1 x——1

Em todos os exemplos estudados até agora, mesmo com “buracos” de des-
continuidades, as fun¢des sempre tendiam a um certo valor L, quando x tendia a um
certo valor a, independentemente dos valores assumidos por x na vizinhanca de a,

ou seja, os limites sempre existiram. Mas ha situacdes, como na funcéo:

{x, se x<2
f(x) =

X2, se x>2'
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em que além da descontinuidade, temos uma mudanca na tendéncia de f(x), quando

nos aproximamos de x = 2 pela esquerda ou pela direita. Vejamos:

X f(x)=x X f(x)=x? f(x)
17 | fu7=17 2,2 f(2,2) = (2,2)° 4,84
1,8 f(1,7)=1,8 2,1 f(2,2) = (2,1)° 4,41
1,9 f(1,7) = 1,9 2,01 f(2,2) = (2,01)° 4,0401
1,99 | f(1,7)=1,99 2,001 f(2,2) = (2,001)° 4,004001

y l ! i

2 2 2 4

Se x tende a 2 pela esquerda, observamos que f(x) tende a 2 e podemos repre-

sentar assim:

lim (x) = lim x=2.

X—>2" X—2"
Mas, se x tende a 2 pela direita, observamos que f(x) tende a 3 e podemos
representar iSso por:

lim f(x)=lim x*=4

x—2" x—2"

O gréfico que ilustra esta situacdo segue abaixo:

&4

84

X, Se X<2

2

Figura 1.10: Gréfico de f(x) :{
X%, se X>2
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Os limites lim f(x) e lim f(x) sdo chamados de limites laterais a esquerda e
x—2~ x—>2"

a direita, respectivamente.
Neste exemplo, como os limites laterais sao diferentes, dizemos que néo exis-
te o limite de f, quando x tende a 2.

Podemos dizer entdo que, dada uma funcéo f, o limite lim f(x) sé existe se

X—=>p

existirem e forem iguais os limites laterais lim f(x) e lim f(x).
X—>p~ x—>p*

, . 2X—3; se Xx<3 .
Exemplo 1.11 — Considere a funcdo f(x)= . Determine o valor
5-X;sex>3

do limite lim f(x).

x—3"
Solucéo:
Como a tendéncia do limite é pela esquerda, entdo f € dada pela sentenca f(x)

= 2X — 3, portanto, lim f(x)=lim 2x-3=2-3-3=6-3=3
X—3~

X—3"

1.2 — Propriedades Operatérias dos Limites
Para algumas funcdes, sdo necessdrias algumas propriedades para o céalculo
do limite, estas vamos assumir como verdadeiras e cita-las a seguir:

Sendo k uma constate, lim f(x)=L, e limg(x) =L,, temos:

1.2.1 — Limite da Soma ou da Diferenca
lim[f ()£ g()]=L L,
1.2.2 — Uma constante vezes uma fungao
limfk - £ ()]=k-L,
1.2.3 — Limite do Produto
lim[f (9)-g()]=L,-L,

1.2.4 — Limite do Quociente

=i g(x) ] L
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Vejamos alguns exemplos de aplicacao

Exemplo 1.12 — Calcule o limite Iirr;[(x2 +2)- 2*].

Solugéo:
Como o limite da produto é igual a produto dos limites, entao

Iirr;[(xz +2)-2"]= MO +2) - im2* = (2° +2)-2° = 24

Exemplo 1.13 — Determine o valor do limite Iimsh— X2 —6‘+ XSJ.

Solucéo:
Como o limite da soma € igual a soma dos limites, temos

lim |2}~ x* —6‘+X3J=Xli_)n:|32~ —XF — |+ lim X* =2 (-3)° - 6] + (-3)* =30-27 =3

Xx—>—-3

X+3

Exemplo 1.14 — Determine o valor do limite Iimloi.

-1 X +1
Solucéo:
Como o limite do quociente é igual ao quociente dos limites, temos

X+3

im logi™® limlog; Clogt? 2

x—1

-1 x+1  limx+1 1+1 2

x—1

1.3 — Limites Infinitos
. N fe ~ 1
Vamos analisar a tendéncia do grafico da fungcdo f(x)=—, quando x se apro-
X
xima ao maximo de zero, tanto pela esquerda quanto pela direita, ou seja, vamos
.1 .1 _ .
calcular lim = e lim — e obteremos os valores desses limites através das tabelas
x—0" X x—0" X

de valores, observe:



Tabela 1
1
X f(X)—; f(x)
1
-1 f)=— -1
0.1 (-0, 1 10
0, D=—4 _
0,01 f(00D) =+ 100
e ’ ~0,01 -
0,001 f(-0,001) = L 1000
e ’ —0,001 h
1
_ f (~0,0001) = _
0,0001 ( )=— 0.0001 10000
1
_ f(-0,00000) = —— | _
0,00001 ( ) =— 0,00001 100000
) )
0
Tabela 2
X F(x)=2 )
X
1
f)==-
1 (h) 1 1
01 D=+ 10
' 01
0,01 F(0,01) =~ 100
' ’ 0,01
1
0,001 f(0,00) = 0,001 1000
1
f h=—"—
0,0001 (0,0002) 0,001 10000
1
f(0,00001) = ————
0,00001 ( ) 5.00001 100000
l )

0

23
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Veja que, quando x se aproxima de zero, tanto pela esquerda quanto pela di-
reita, os valores da funcdo ndo se aproximam de nenhum valor L. Pelo contrario,
guanto mais proximos de zero os valores de x pela esquerda, menores os valores da
funcdo, ou seja, os valores da funcdo diminuem indefinidamente. Para representar

essa situacao, usamos o simbolo — «. Logo, escrevemos:

1
lim = =—o0
x—>0" X

Quando x tende a zero pela direita, os valores da funcédo crescem indefinida-

mente, entao,

.1
lim = =+c0.
x—0" X
Geometricamente, temos o seguinte gréfico:

5

4

Figura 1.11: Grafico de f(x) =1
X

Poderiamos obter essa tendéncia da fungéo analisando a fragdo —. Veja que,

1
X
mantendo o numerador da fragdo constante, quanto mais préximo de zero for o de-
nominador, maior valor absoluto tera a funcao.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.12 — Determine o limite a seguir

] 1
lim 1+ —
x—1* X —
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Solucéo:

Quando x — 1, temos que, X — 1 — 0, entéo Ll — +00, pois, X > 1. Logo,

. 1
liml+—=4w
x—1* X=1

Assim, podemos dizer que a reta x = 1 é uma assintota vertical, veja o gréfico:

Figura 1.12: Grafico de f(x) :1+i1
X_

Analisando estes dois Ultimos graficos, podemos afirmar que, se

lim f(x) =+ e/ou lim f(x) =+, entdo x = p é uma assintota vertical.
x—>p*

1.4 — Limites no Infinito

Nesta secdo, vamos analisar o comportamento de uma fungédo, quando x

cresce ou decresce indefinidamente, ou seja, vamos aprender a calcular limites no

infinito (limites com x — +o0). Simbolicamente,

lim f(x)=L ou lim f(x)=L.

X—>+00

Vejamos 0s exemplos a segquir,
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Exemplo 1.13 — Calcule o valor do limite lim E.

X—>+00 X

Solucéo:
: ~ 1 ~
Analisando a funcdo f(x)=—, temos que, como o numerador da fracdo €&
X
constante, quanto maior for o denominador dela, mais proximo de zero estara o valor

da funcdo, ou seja, lim 1 =0. Observe o grafico de f.

X—>+00 X

Figura 1.13: Grafico de f(x) :l
X

5 4
Exemplo 1.14 — Determine o valor do limite lim X;F—XH :
X0 2% 4+ X +1

Solucéo:
Neste caso, devemos colocar em evidéncia a maior poténcia de x tanto no

numerador como no denominador:

1 1 1 1

X1+ T i

X +xt+1 ( X XS) . 1+X+X5
lim —————=lim = lim —2—*—
x40 QX% 4+ X +1 x>+ 5 1 1 X—>+00 1 1
X 2+ + ¢ 2+ +

X X X X

. 1 .
Deste modo, os termos do tipo — — 0 quando X — +o0, assim:
X
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x° -
XX L X x°
lim e lim —_—
x=40 2X% 4 X+1  xo g ( 1 1 j X—>+o0 ) 1 1 X402 2
X N 75 +7

Geometricamente, obtemos:

x° + x4 +1

Figura 1.14: Grafico de f(x)=——
2xX° +x+1

Exemplo 1.15 — Dada a fungdo f(x)=+x+1—-+/x+3, determine o valor do

limite lim f(x).

X—>+00
Solucéo:
Queremos calcular o seguinte limite:

lim (Vx+1—x+3)

X—>+00

Note que, quando X —+w, 0S termos Vx+1 e Vx+3 também tendem a +oo,

entao teriamos

lim (Vx+1—/x+3)=s0—0,

X—>+00

gue € uma expressao que nao tem sentido. Entdo, vamos fazer a seguinte manipu-

lac&o algébrica:

(\/x_+1+ x+3)_(\/x_+1)2—(\/x_+3)2_ X+1-x-3
(\/X_H_\/X_”).(\/x+1+\/x+3)_ (\/x+1+\/x+3) _(\/x+1+\/x+3)

Assim,



— ——= -2
( x+1- X+3>=(\/x+1+\/x+3)'
Portanto,
] —  —— ] -2 -2
XILTw( x+l- X+3):XILT°°(\/X+1+\/X+3):(oo+oo):0'

Geometricamente, temos:

Figura 1.15: Gréficode f(x)=+vXx+1—-+/x+3

28
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CAPITULO 2
NOCOES DE DERIVADA

2.1 - A Velocidade Instantanea
Vamos considerar que Chico Bento foi dar um chute em uma bola de futebol.

Como o chute, porém, foi quase vertical, a bola caiu em sua prépria cabeca.

(http://mundodedesenhosparacolorir.blogspot.com.br/2011/07/
chico-bento-jogando-bola.html; Acesso em: 29/07/13)

Suponha que o movimento completo da bola levou um pouco mais de 2 se-
gundos e que a partir de fotografias tiradas em intervalos regulares foi possivel me-

dir a altura da bola a cada meio segundo. Estes valores estao na tabela a seqguir:

Alturas da bola

Tempo (s) 0 0,5 1 1,5 2
Altura (m) 1 5,25 7 6,25 2

Qual foi a velocidade da bola no instante t = 1 segundo?

Vamos supor um movimento quase vertical, a partir dos dados obtidos, po-
demos calcular a velocidade média, que é a razdo entre o espago percorrido (em
metros) e o intervalo de tempo que se levou para percorrer este espago (em segun-
dos), entre os instantest=0,5set=1s.

_ espaco percorrido _ AS _ 7-525 175

= = = Vm=35m/s
tempo At 1-05 05

Vm



http://mundodedesenhosparacolorir.blogspot.com.br/2011/07/%20chico-bento-jogando-bola.html
http://mundodedesenhosparacolorir.blogspot.com.br/2011/07/%20chico-bento-jogando-bola.html
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O problema é que a velocidade varia muito entre t = 0,5 e t = 1. Quando se
chuta uma bola verticalmente para cima, a velocidade diminui até que a bola pare e
comece a voltar.

Com medicdes mais precisas, podemos calcular uma velocidade média em in-
tervalos menores em torno de t = 1. Observe que até aqui ndo temos uma definicdo
para velocidade em um instante, apenas velocidades médias.

Vamos supor que foram feitas as seguintes medi¢des um pouco mais precisas:

Alturas da bola

Tempo (S) 0 0,25 0,5 0,75 1
Altura (m) 1 3,44 5,25 6,44 7

Usando o intervalo entret=0;75s et =1 s, obtemos a velocidade média

[ _AS_7-644_056
At 1-075 025

= Vm=224m/s

Medidas ainda mais precisas do movimento, permitem o célculo de velocida-
des médias em intervalos menores. Digamos que a altura da bola foi medida a cada

0,1 segundo e que os valores proximos a t = 1 estdo na tabela a sequir:

Alturas da bola

Tempo (s) 0,8 0,9 1 1,1 1,2
Altura (m) 6,6 6,85 7 7,05 7

Calculando a velocidade média no intervalo entret=1set=1,1s, obtemos:

_AS 7,057 0,05

Vm = = =
At 11-1 0,1

=Vm=05m/s,

gue é a velocidade média em um intervalo de 0,1 segundo, iniciando no instante t =
1. Logicamente que medidas mais precisas poderiam permitir o calculo da velocida-
de média em intervalos cada vez menores em torno de t = 1, mas ainda néo seria a
velocidade no instantet = 1 s.

Intuitivamente, quanto menor o intervalo, mais proxima a velocidade média fica

da velocidade instantanea. Para definir esta, temos que recorrer ao conceito de limite.
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Se s(t) é a altura da bola no tempo t, entdo considerando a velocidade média
no intervalo de tempo [1; 1 + h], quando h tende a 0, entdo esta velocidade média
tende a um valor que pode ser considerado a velocidade instantdanea em t = 1, ou

seja, podemos definir

v(D) = lim s@+h)-s@)
h—0 h
De maneira mais geral, se s(t) € a funcéo posicdo de um objeto, entédo a velo-

cidade deste objeto no tempo t = t, € definida por

v(t) = lim 23 = jim 3N =5
At—>0 At h—0 h

se tal limite existir.

2.2 — A Reta Tangente

A situacdo que vamos citar agora corresponde a encontrar a equacao da
reta tangente passando por um certo ponto de uma curva que é grafico de uma
funcéo y = f(x).

Seja f(x) uma fungéo e seja X = X um ponto do seu dominio. Seja Xg = Xa + h.
Observe o grafico de uma funcao f(x), em que tracamos a reta secante que passa
pelos pontos A = (xa; f(Xa)) € B = (xg; f(xg)). Note que o grafico foi tragado supondo h
> 0. No entanto, a situacdo h < 0 da-se de modo analogo.

A

f(XB)*nau-uu-u---uu--au--u-u--“uuu_“,

f(xs) — f(Xa)

—h
—~~
X
>
H
i
1
1
i
]
[ ]
R [ p———

N\
S
&
=y

Figura 2.1: Reta secante

Sabemos que o coeficiente angular ou inclinacdo da reta secante a curva,

passando pelos pontos A = (Xa; f(xa)) € B = (xg; f(xg)) € dado por
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f(XB)_ f(XA) _ f(XA+h)_ f(XA)
Xg —X, h '

Tomando h cada vez mais préximo de zero, obtemos retas secantes que cortam

a curva em dois pontos A e B;, cada vez mais proximos. Observe a figura abaixo:

A\l

Figura 2.2: Reta tangente

Intuitivamente, percebemos que, quando xa + h se aproximam de Xa, entado os
pontos f(xa + h) e f(xa), em gue a secante corta a curva, ficam cada vez mais proxi-
MOosS e assim estas curvas secantes se aproximam cada vez mais da tangente em Xa.

(X, +h) = f(x,)
h

senta o coeficiente angular da reta secante, que passa por (Xa; f(Xa)) € (Xa + h; f(xa +

Quando h se aproxima de zero, se o0 quociente , que repre-

h)), aproxima-se de um determinado valor, este, de forma intuitiva, devera ser o coe-
ficiente angular da reta tangente.
Na verdade, o que fazemos é definir reta tangente da curva em P = (Xo; f(Xo))

como a reta que passa por P e cujo coeficiente angular é dado por
f O+ - f0x)
h

f'(x)= Ihlm)

Se o limite ndo existir, ndo ha reta tangente no ponto.

Note que este problema esta relacionado com o problema de encontrar a ve-
locidade instantanea no instante t = t,.

O limite encontrado corresponde exatamente a definicdo de derivada de
uma funcéao.

Portanto, podemos definir:
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A derivada de uma funcéo y = f(x) definida em um intervalo aberto | em um

ponto X € | é dada por

f'(xo):Liﬂg f(x0+hr)]— f (%) ’
caso este limite exista.
Se o limite existir, a funcao f é dita derivavel em Xo.
A seguir, temos a defini¢cao de fungao derivada:
Uma funcao f definida em um intervalo aberto I. Se f € derivavel em todos os

pontos de seu dominio, dizemos que a funcao é derivavel e que a funcéo f: | - R,

gue associa a cada x | o valor f(x), é a funcéo derivada de f.

Usa-se também a notacado (;_y para representar a derivada f(x), tanto f(xo)

X

quanto %|x =X, representam a derivada da fungédo f no ponto x, de seu dominio.
X

Vejamos alguns exemplos de como calcular a derivada de algumas funcoes.

Exemplo 2.1 — Vamos obter a derivada da funcao constante f(x) = k.

Sendo f(x) = k uma funcdo constante, sabemos que seu grafico € uma reta
horizontal, que tem coeficiente angular zero. A tangente em qualquer ponto € a pro-
pria reta e, portanto, também tem coeficiente angular zero. Portanto, se f(x) = k en-
tao f(x) = 0.

Podemos também usar o conceito de derivada a partir do limite. Veja:

Para todo x € R, temos:

0= lim AN =100 k=K 20
h—0 h h—»0 |

Exemplo 2.2 — Vamos agora obter a derivada da funcgédo afim f(x) = mx + n.

Seja f(x) = mx + n uma fung&o afim, como o gréfico € uma reta r, é evidente que
sua reta tangente em qualquer ponto € propria reta r e a derivada da funcdo em qual-
guer ponto é o coeficiente angular m da reta, isto é: Se f(x) = mx + n, entéo f(x) = m.

Usando o limite, temos:

f'(X):Lingf(XJrhg_f(X) N f.(X):Lingm(x+h)+2—(mx+n) N

mx+mh+n—-mx—n
h

ox T N 1 oy
= f(X)—LILr(l) f(x)_mT: f'(x)=m.
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Exemplo 2.3 — Determinar a derivada da funcao f(x) = x.

Devemos observar que a funcdo f(x) = x € uma funcao do tipo f(x) = mx + n,
comm =1 e n = 0, portanto, de acordo com o exemplo anterior, sua derivada seréa
f(x) = 1.

Exemplo 2.4 — Calcular a derivada da funcéo f(x) = x.

Usando o conceito de derivada através de limite, temos:

f(x+h)— f(x)
h

2 y? 2 22
£(x) = lim ~ fr(x) = lim EEN =X X242hx + h? — X
h—0 h—0 h

= f'(x):Ll_r)r(l) .

= f'(X):LILT(l)

2
2hxh+h N —h'(th) = f'(=lm2x+h = £'(x)=2x

f'(x)= Ihl_r>r(1)

Exemplo 2.5 — Calcular a derivada da funcéo f(x) = x°.

Usando o conceito de derivada através de limite, temos:

— 33
f'(x) =1lim fxeh =109 f'(x):nmm
h—0 h h—0
3 2 2 33 2 5 3
= f'(x)zlhmgxﬁx h+3;]<h +h'-x" f'(x):'h"ﬂlgx h+3xh?+h

2 2
~ f'(x)=lim h.(3x° +3xh+h*)

= f'(x)=1lim3x*+3xh+h* = f'(x)=3x".
h—0 h h—0

Exemplo 2.6 — Determinar a derivada da funcéo f(x) = x*.

Usando o conceito de derivada através de limite, temos:

4 4
£ = lim T EAEM=T00 gy i X =X
h—0 h h—0 h
, . X*+4x*h+6x°h? +4xh®* +h* = x* . . Ax*h +6%x%h% +4xh® +h?
= f(X):me]) ™ = f(X)=|hIIT(l) ™

h.(4x® +6x*h+4xh* +h?)
h

= f'(x)=lim = f'(x)=Ling4x3+6x2h+4xh2+h3

= f'(x)=4x°

Exemplo 2.7 — Obter a derivada da fungéo f(x)= Jx, parax > 0.

Utilizando a definigcéo de derivada atraves de limite, temos:
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() =lim f(“h;_f(x) - f'(x):Lim)—W
- f,(x):"m(«/x+h—\/;)_(\/x+h+\/§):> f'(x)=|im(\/x+h)2_(&)2
M h Wxeheax) 8 X+ + )
o £ 00 = lim— X £ = lim h
h—0 h.(ﬁ+ \/;) h—0 h.(ﬁ+ \/;)
) = it YN S (x) = L
= f(x)_lhlﬂg\/me&: f'(x) M+ﬁ:> f'(x) 2k

Se formos comparar, nos ultimos exemplos, as fun¢des primitivas e as res-
pectivas derivadas, vamos obter um padrdo. Vejamos:
f(x)=x - f'(x)=1=1x"
f(x)=x*> > f'(X)=2x=2x""
f(x)=x® > f'(x)=3x*=3.x>"
fxX)=x" - f'(xX)=4x>=4x""
A partir deste padréo, podemos dizer que: f(x)=x" — f'(x)=nx"".
Vimos que a derivada da funcdo f(x) = x* é f(x) = 3x?, é se a funcdo for f(x) =

5x°, qual seré sua derivada? Vamos calcular usando a definicéo,

3 3 3 3
£ = lim TEEM=TO) gy gy SOH =95 g5 i 5. )20
h—0 h hm . lim
3 2 2 3 3 2 ) 3
= f'(x):|im5.x+3x h+3xh" +h” —x - f'(x):lim5-3x h+3xh“+h
h—0 h b0
h.(3x? +3xh + h?)

= f'(x)=lim5- = /(0 =1lm5-(3x* +3xh+h*) = £'()=5-3¢’

h
= f'(x) =15x?

Veja que a derivada de f(x) = 5x> nada mais é do que 5 vezes a derivada de
x>. Assim, podemos concluir que para calcular a derivada de uma constante vezes
uma funcdo, basta multiplicar a constante vezes a derivada da funcéo, ou seja, se
h(x) = k.f(x) & derivavel, entdo sua derivada sera h’(x) = k.f(x).

Consideremos agora as fungdes u(x) = X% e v(x) = 2x, se f(X) = u(x) + v(x), en-

tdo sua derivada sera:
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£ = limFEEM=T0) 45y Zim (x+h)? +2(x+h) —x* —2x

h—0 h h—0 h

x?+2hx + h? + 2x 4+ 2h — x* = 2x , . 2hx+h?+2h
: = f(x)=lim =2

= f (x):m

= f'(x)= fim M:(2X+h+2)
h—0 h

= f‘(x):LiLrg)Zx+h+2 = f'(x)=2x+2.

Ou seja, se f(x) = x* + 2x, entdo, f(x) = 2x + 2. Note que a derivada de f(x) =
u(x) + v(x) nada mais é do que f'(x) = u’'(x) + v'(x).

Assim, de forma intuitiva, podemos dizer que a derivada da soma de funcfes
corresponde a soma das derivadas das parcelas.

E de modo analogo temos que, se f(x) = u(x) — v(x) entao, f'(x) = u’(x) — v’(x).

Vejamos na sequéncia, fun¢des definidas por produtos e por quocientes.

Exemplo 2.8 — Dada a funcéo f(x) = x°. (2x — 1), encontre f(x).
Solucéo:
A partir da definicdo de funcéo derivada, temos:

— 2' * — —_ 2. —
f'(x):limf(x+h) f(x) - f'(x):lim(x+h) (2-(x+h)=1)—x*-(2x-1)
h—0 h h—0 h
v (2hx+h? ) (2x+ 2h —1) — 25 + %2
= f(x)_lhlm :
£1(x) = lim 2x342x%h — x? + 4x*h + 4xh? = 2xh + 4xh? + 2h® —h? = 2x°* + x°
= _hao h
’ ?— ¥ _h? . 2 _ 2
- f.(X):m6x h +8xh thh+2h h N f'(x):Lingh (6x +8xhh2x+2h h)

= f'(x):LirTAGXZ+8xh—2x+2h2—h:> f'(x) =6x° —2x

E importante observar, que
P(x) = (x%).(2x— 1) + X2.(2x = 1) = F(x) = (2x).(2x = 1) + x*.2

= F(x) =4x®—2x + 2x* = f(x) = 6x*—2x

Entdo, veja que se a funcéo é definida como o produto de duas funcgdes, para
calcular sua derivada, devemos derivar a primeira fungéo e multiplicar pela segunda,
dai somamos com o produto da primeira pela derivada da segunda, ou seja:

se f(x) = u(x) . v(x) entdo, f(x) = u'(x). v(x) + u(x).v’(x).
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Exemplo 2.9 — Determine a derivada da funcéo f(x)= Lg .
X+

Solucéo:

Usando a definicado de funcao derivada, por limites, temos:

X+h-2 x-2

X+h+3 x+3

f'(x)=Ilim

h—0

= f(x):m

f(x+h)—f(x)
h

(Xx+h=2)-(x+3)—(x-2)-(x+h+3)
(Xx+h+3)-(x+3)

= f(x):L'LT(‘)

h
, . X2 4+3X+xh+3h-2x—6—-x*-xh—-3x+2x+2h+6 1
= f'(x)=Ilim =
h—0 (x+h+3)-(x+3) h
= (%) =lim o — (%) =lim >
h>0 (x+h+3)-(x+3)-h >0 (x+h+3)-(x+3)
= f'(x) > f'(x) >

= - e
(Xx+0+3)-(x+3) (x+3)?
No exemplo 2.9, a funcéo f € definida por um quociente, portanto poderia ser

expressa por um produto, veja:
X_2 -1
f(X)=——= = f(X)=(x-2)-(x+3)
X+3

E assim, poderiamos usar a regra da derivada do produto, mas a derivada do
fator (x + 3)" ' é calculada através da regra da cadeia, que ainda ndo abordamos
agui. Porém, existe uma regra para calcular-se a derivada de um quociente de fun-
cOes, a saber: se uma funcgéo f € definida como o produto de duas funcdes, para cal-
cular sua derivada, devemos derivar a primeira funcdo e multiplicar pela segunda,
dai subtrairmos pelo o produto da primeira pela derivada da segunda e, por fim, divi-
dimos o resultado por pelo quadrado da segunda funcao, ou seja,

f(x):ﬂ ~ f(x)= u'(x)-v(x) —u(x)-v'(x)
v(x) Vool

Aplicando esta regra a funcdo do exemplo 2.9, temos:
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f()—_ — f(x)= (x=2)"(x+3)—(x—=2)-(x+3)'
+3 (x+3)°
N f,(X)=1~(x+f’>)—(x—2)-1
(x+3)?
- f,(X)_x+3—x+2
C(x+3)°
oy D
= T0=rie

Existem outras regras para o célculo da derivada de uma funcdo, porém,
abordaremos aqui mais a regra para derivar funcdes compostas, chamada Regra da
Cadeia, que enunciaremos a seguir.

Sejam f e g duas funcdes tais que f € derivavel em x e g € derivavel em f(x).
Entdo, a funcdo composta gof, dada por (gof)(x) = g(f(x)) € derivavel em x e sua de-
rivada € dada por (gof)(x) = g'(f(x)).f(x).

Facamos alguns exemplos de aplicacédo da regra da cadeia.

Exemplo 2.10 — Determine a derivada da funcéo f(x) = (2x + 3)*.

Solucéo:

Vamos considerar u(x) = 2x + 3 e v(u) = u*®. Note que f(x) = v(u(x)) e que u’(x)
=2 e v(u) = 10u°. Aplicando a regra da cadeia, temos:

f(x) =v(u(x). u(x) = Ff(x)=10.(2x+3)°2 = f(x)=20.(2x + 3)°

Exemplo 2.11 — Sendo a fungéo f (x) =+ x*+x, determine a derivada f da
funcéo.
Solucéo:

Vamos considerar u(x) = x> + x e v(u) = Ju . Note que f(x) = v(u(x)), e que

u'(x) =2x+1ev'(u) = L. Aplicando a regra da cadeia, temos:

2Ju

f(x) =vi(u(x). u(x) = F(x)= %-(ZX +1) = f(x)=

(2x+1)

20X% + X
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Exemplo 2.12 — Determine a equacao da reta tangente & curva y = x* no pon-
tox =3.

Solucéo:
Primeiro calculamos a derivada de y = x* no ponto x = 3. Temos % =2Xx, em
X
_ dy
X = 3 obteremos —~| =2-3=6.
dx|,_,

Assim, o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto x = 3 € igual a

6, ou seja, m = 6. A equacdo da reta € dada por
y=mx+n — y=6x+n,

em gue n é o coeficiente linear da reta, que devemos calcular a partir de um ponto
da reta. Como ela corta a parabola y = x* no ponto de abscissa x = 3, este ponto tem
ordenaday = 3% =9.

Substituindo o ponto (3; 9) na equacao da reta, teremos:

y=6x+n = 9=63+n = 9=18+n = 9-18=n = n=-9

Portanto, a equacédo dareta éy = 6x — 9.

Geometricamente, temos:

[} ) 10 2 14 8 18 20 22

Figura 2.3: Reta tangente ao gréafico de y = x? no ponto x = 3.
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CAPITULO 3
CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO DE FUNCOES

Um problema que podemos abordar com o auxilio das derivadas é o de fazer
0 esboco do gréfico de uma funcdo. Para tal, devemos considerar alguns aspectos
importantes na construcdo destes gréaficos: os pontos de maximo e/ou de minimo, os
intervalos de crescimento e de decrescimento da funcdo e a concavidade do gréfico.
Para funcfes derivaveis, esses aspectos estao relacionados ao valor e aos sinais da

derivada, como veremos a seguir.

3.1 - Intervalos de Crescimento e Decrescimento

Observemos parte do grafico de uma funcgéo f e trés retas tangentes (r, s e t).

Figura 3.1: Retas tangentes.

Note que f € crescente para X < b e decrescente para x > b. No intervalo em
que a funcdo € crescente, a reta tangente a um ponto qualquer deste intervalo é

uma reta crescente (reta s na figura acima), logo seu coeficiente angular € positivo,
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ou seja, a derivada da funcéo neste ponto € positiva, e no intervalo em que f é de-
crescente, a reta tangente a um ponto qualquer € uma reta decrescente (reta r na
figura acima), portanto seu coeficiente angular € negativo, ou seja, a derivada da
funcao, neste ponto, € negativa. A derivada é nula em x = b, em que a reta tangente
€ horizontal. Sendo assim, o ponto (b, f(b)) é considerado um ponto critico do grafi-
co, que pode ser maximo ou minimo.

Portanto, de forma intuitiva, podemos afirmar que a relacdo entre o cresci-
mento e a derivada é a de que a funcdo é decrescente nos intervalos, em que a de-
rivada € negativa, e a mesma € crescente nos intervalos em que a derivada é positi-
va. No ponto em que a derivada é nula, temos os pontos de maximo ou de minimo.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.1 — Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento
da funcdo f(x) = x* — 4x — 5 e esboce seu grafico.

Solucéo:

Inicialmente temos que obter a funcéo derivada. Temos f(x) = 2x — 4.

Em seguida obtemos o zero da funcéo derivada e estudamos o sinal. Logo,

2X—4=0 = 2x=4 = x=2.
by

————— + 4+ + + +

Portanto,

f(x) <0 para x < 2;

f(x) = 0 para x = 2;

f(x) > 0 para x > 2.

Temos também que o valor da funcdo em x = 2 é:
f(2)=2°-42-5 = f(2)=4-8-5 = f(2)=-09.

Concluindo, assim, que f é decrescente no intervalo (— «, 2[ (j& que a derivada
€ negativa neste intervalo), atinge o ponto extremo P = (2, — 9) e é crescente no in-
tervalo ]2, + o), pois a derivada € positiva neste intervalo.

Assim, podemos fazer o esboc¢o do grafico da funcdo, que é uma parabola.
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f decrescente f crescente

f

- e e = e = e = e e g e e e e e e e e e e e e = e

Figura 3.2: Grafico de f(x) = x* — 4x — 5

XS 2

Exemplo 3.2 — Esboce o gréfico da funcéo f(x):?—%, destacando os in-

tervalos de crescimento e decrescimento e seus pontos extremos.
Solucéo:
O primeiro passo é obter a derivada da fungéo. Portanto, temos f(x) = x* — 3x.
O segundo consiste em obtermos os zeros da funcéo derivada e estudarmos
seu sinal. Logo,

xX*-3x=0 = x(x-3)=0 = x=2o0ux-=3,

++++\————/++++
A

ou seja,

Portanto,
f(x) <0para 0<x<3;
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f(x) = 0 para x = 0 ou para x = 3;
f(x) > 0 para x <0 ou para x > 3.
Temos também que o valor de fem x =0 é:
0° 3.0°
f0)=—-
0)=3-

= (0)=0.

Eovalordefemx=3é:

3 2
1‘(3)=3 33 =>f(3)=2—37—3;29 = f(3)=9-135 = f(3)=—4,5

3 2
Concluindo, assim, que:

e fé crescente no intervalo (— «, O[, ja que a derivada € positiva neste intervalo);

atinge um ponto extremo P = (0, 0), em que a derivada se anula;

decresce no intervalo ]0, 3|, pois a derivada € negativa neste intervalo);

atinge um ponto extremo Q = (3; — 4,5), em que a derivada se anula;
e e € crescente no intervalo ]3, +x), uma vez que a derivada € positiva
neste intervalo);

Assim, teremos o seguinte grafico:

f crescente f decrescente f crescente

P=(0,0)

0=(3,-45)

x®  3x?

Figura 3.3: Gréfico de f(x):?_7

E bem verdade que estes procedimentos parecem suficientes para esbocar-
-se o grafico de uma funcédo, porém, ndo podemos garantir que as curvas do gréafico

sao dessa forma, pois temos que analisar a concavidade dele.
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3.2 — Concavidade do Grafico de uma Funcéao
E fato que existem gréaficos de fungdes céncavos para cima e graficos conca-

vos para baixo. Vejamos os gréficos das funcdes f e g na figura a seguir.

Figura 3.4a — Concavidade para cima Figura 3.4b — Concavidade para baixo

Note que os dois graficos sdo crescentes entre os pontos A e B, porém, eles
tém formatos de curvas diferentes. Ligando os pontos A e B com um segmento de
reta, temos que o grafico de f esta abaixo do segmento AB, o que caracteriza conca-
vidade para cima, enquanto que o grafico de g esta acima do segmento, 0 que ca-
racteriza concavidade para baixo.

Outra forma de caracterizarmos a concavidade de um grafico de uma funcéo

€ através das retas tangentes aos graficos nos pontos da curva. Observe a seguir.

f

A

Figura 3.5a — Concavidade para cima Figura 3.5b — Concavidade para baixo
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Observe que, quando a concavidade € para cima, as retas tangentes a curva
ficam abaixo do gréafico da funcdo, por outro lado, quando a concavidade € para bai-
X0, as retas tangentes a curva ficam acima do grafico da funcéo.

Agora, vamos associar a concavidade do grafico de uma funcdo com a deri-
vada segunda.

Sabemos que a inclinagédo da reta tangente a uma curva, em um determinado
ponto, € dada pela derivada primeira (f) da fungcdo. Observando as inclinagcbes das
retas tangentes ao gréafico de f (concavidade para cima) na figura anterior, percebe-
mos que aumentando o valor de x no intervalo [a, b], as inclinacdes das retas tam-
bém aumentam, ou seja, os valores de f também aumentam, entdo concluimos que
f(x) é crescente nesse intervalo. Como a derivada de uma funcgéo crescente € positi-
va, teremos a derivada da funcdo derivada (derivada segunda), ou seja,

(f'(x))= f"(x) é positiva no caso de concavidade para cima.

Por outro lado, no gréafico de g (concavidade para baixo) na figura anterior,
percebemos que aumentando o valor de x no intervalo [a, b], as inclinagdes das re-
tas diminuem, ou seja, os valores de g’ diminuem, sendo entéo g’(x) decrescente no
intervalo. Como a derivada de uma funcdo decrescente é negativa, teremos que
(g'(x))=g"(x) é negativa no caso de concavidade para baixo.

Entdo, sendo f uma funcéo duas vezes derivavel em um intervalo I, temos, em
resumo, que:

e Se f’(x) > 0, para todo x € |, entdo o grafico de f tem concavidade para ci-
ma em I,

e Se f’(x) <0, para todo x € |, entdo o grafico de f tem concavidade para bai-
X0 em |I.

A partir das caracteristicas dos graficos vistas até aqui, vamos analisar al-
guns exemplos:

Exemplo 3.3 — Encontre os intervalos onde a funcao f(x) = x> — x é crescente

e onde é decrescente, estude a concavidade da funcdo e faca um esboco do gréafico.

Solucéo:
O primeiro passo é derivar a fungéo:
f)=x*-x = fx)=3x*-1
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O segundo é encontrar os zeros da funcédo f e, em seguida, estudar o sinal da

funcao derivada.

3120 = 30 -1 = =L & xox |t o xox L .¥3
3 3 3 3

V3 J3

= X="2 ou X=-->

3 3

Estudando o sinal

+ 4+ + + ————/++++
3
3

V3

3
Portanto,

f(x) < 0 para _ﬁ< X <@ = 0 gréfico de f € decrescente;
3 3

f(x) = 0 para X:_ﬁ ou Xzﬁ;
3 3

f(x) > 0 para X<_§ ou para >ﬁ = o gréfico de f é crescente;.
3 3

O terceiro passo € calcular o valor da funcao f, em que a derivada se anula, entdo:

e Para ,__Y3, temos:
3

A2 (2058

—— = = | == |[+—

3 3 3 3 27 | 3

{ \@J_ 3 3 ( \@J_—\@w\@ ( \Ej_zﬁ

-—— ==t fl-—— = = f|-——|=—
3 9 3 3 9 3 9

e Para X:ﬁ, temos:
3

(HE] )= ()
— == = | =>fl—|=|—=|-—
3 3 3 3 27 3
f[\@]_\@ V3 (\@J_\@—S\@ ( ﬁ]_ 243

— = = f|— = S = f =——

3 9 3 3 3 9

3

Assim, os pontos criticos de f sdo A:[_\@. Z«EJ e B:(\@. 2\@}.
3’ 9 3 9
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O quarto e ultimo passo é estudar a concavidade e isso se faz através da se-

gunda derivada, portanto, vamos derivar a funcéo f(x) = 3x* — 1:
(F09)= () =6x
Encontrar os zeros e fazer o estudo do sinal: 6x =0 = x = 0.

Estudo do sinal

————— + + + + +

Temos,
X <0 = f(x) <0 = concavidade, do grafico de f, para baixo;
x>0 = f(x) > 0 = concavidade, do grafico de f, para cima;

E finalmente o tracado do gréfico de f.
f crescente f decrescente f crescente

A=| -

Figura 3.6: Grafico de f(x) = x> — x

Exemplo 3.4 — Faca o esboco do gréafico da funcdo f(x) = x3 + 2x?, destacan-
do os intervalos de crescimento e decrescimento e os intervalos em que o gréfico é
cOncavo para cima ou para baixo.

Solugéo:

Inicialmente obtemos a derivada primeira de f, portanto temos:
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fxX)=x3+2x% = f(x) = 3% +4x.

Em seguida, encontramos os zeros da funcéo f, veja:

3 +4x=0 = x(3x+4)=0 = x=0o0u 3x+4=0 = 3x=—4 = X=-2,

ou seja,

x=0 ou x:—% = f'(x)=0

E na sequéncia, estudando o sinal de 7,

++++\————/++++
0 4
3

Entdo temos,

Intervalo Sinal de f' | Gréafico de f
x<0oux> _% + crescente
4
O<x< -3 - decrescente

O proximo passo € identificar os pontos extremos do grafico, calculado o valor

da funcao f, em que a derivada se anula, logo:

e Parax =0, temos:
f(0)=0%+2.0° = f(0)=0+0 = f(0)=0

e Para __%, temos:
3

(3-8 = (95

4 64 32 4 —64+96 4\ 32
(-83- (52 ()2
3 27 9 3 27

Portanto, os pontos extremos de fsdo A= (0,0) e g_ ( 4. 3)
3" 27

Finalmente temos que estudar a concavidade de f, a partir do sinal da segun-

da derivada, ent&o, devemos derivar a funcdo f(x) = 3x* + 4x:

(f'))= f"(x) =6x+4



Para fazer o estudo do sinal de f”, calculamos o zero da funcéo:

6x+4=0 = 6x=-4 = x=—i = x:—g
6 3
Fazendo o estudo do sinal, temos:
r
————— + 4+ + + +
_2
3
Assim, podemos resumir no quadro a seguir:
Intervalo Sinal de f | Concavidade do gréfico de f
2 .
X<—3 - para baixo
O<x< —% + para cima

Por fim, tracamos um esboco do gréafico da funcao f(x) = x* + 2x°.

f crescente f decrescente f crescente

Figura 3.7: Gréfico de f(x) = x® + 2x°.
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Exemplo 3.5 — Dada a funcdo f(x) = 3x* + 8x® — 18x* + 12, determine seus
pontos extremos (para cada um, diga se € maximo ou minimo), os intervalos de
crescimento e o de decrescimento e os intervalos em que o gréafico de f € cébncavo

para cima e para baixo. Faca um esboco do grafico da funcao.

Solucéo:

Os pontos criticos e os intervalos de crescimento e de decrescimento sao ob-
tido a partir da primeira derivada, entao:

Primeiro passo: derivar a fungao.

fxX)=3x*+8x°-18x°+12 = f(x) = 12x° + 24x* — 36x.

Segundo passo: encontrar os zeros de f(x) = 12x> + 24x? — 36x.
12x°3 +24x* -36x=0 = x.(12x*+24x—-36)=0 = x=0o0u 12x*+24x—36 =0
= (12x*+24x-36=0)+12 = x*+2x-3=0,

Por Bhaskara, temos: x> +2x—-3=0 =x=-3o0ux=1.

Logo, os zeros de f sGox=-3,x=0o0oux = 1.

Terceiro passo: fazer o estudo do sinal da funcao derivada e identificar os in-
tervalos de crescimento e decrescimento.

Escrevendo a forma fatorada de f’, temos:

fix) = 123 + 24X — 36x = f(x) = 12x(¢ + 2x — 3) =
f'(x)=12x-(x-1)-(x+3)

Assim, podemos fazer o jogo de sinais em uma tabela, logo;

-3 0 1
(12x) - - + +
x—1 - - - +
X+ 3 - + + +
f(x) - + - +
Entao temos,

Intervalo Sinal de ' | Grafico de f
Xx<-3o0uO<x<1 - decrescente
—-3<x<0oux>1 + Crescente

Quarto passo: pontos criticos do gréfico.

Calculando o valor da funcéo f, em que a derivada se anula, temos:
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e Para x = - 3, temos:
f(—=3)=3.(=3)*+8.(-3)°-18.(-3)*+ 12
=f(-3)=3.81+8.(—-27)-18.9+12
=f(-3)=243-216-162 + 12
=f(-3)=-123

e Parax =0, temos:
f(0) = 3.(0)* + 8.(0)°* - 18.(0)* + 12 = f(0)=0+0—-0+ 12 = f(0)=12

e Parax =1, temos:
f(1) = 3.(1)* + 8.(1)° — 18.(1)* + 12
=f(1)=3.1+81-18.1+12
=f(1)=3+8-18+12
=f(1)=5

Portanto, os pontos criticos de f sdo A = (— 3,-123); B=(0,12) e C = (1, 5).

Analisando os resultados obtidos no terceiro e quarto passos, temos:

A funcdo decresce no intervalo (— o, — 3[, chegando ao ponto A = (- 3, —123),
a partir de onde comeca a crescer, concluimos, com isso, que o0 A é um ponto de
minimo local. Este crescimento se da no intervalo ] — 3, O[, onde a funcao atinge o
ponto B = (0, 12), de onde comeca a decrescer, portanto, podemos afirmar que B &
ponto de maximo local. A partir do ponto B, o decrescimento da-se no intervalo 10, 1]
até o ponto C = (1, 5) e a partir dai cresce para todo x > 1. Logo, dizemos que C
também é ponto de minimo local.

A concavidade do grafico depende do sinal da segunda derivada, entao:

Quinto passo: obter a segunda derivada.

f(x) =12+ 24x* —36x = f(x) = 36x* + 48x — 36
Sexto passo: encontrar 0s zeros de f(x) = 36x* + 48x — 36.
(36x° +48x—36=0)+12 = 3x*°+4x-3=0

Por Bhaskara, temos:

3x*+4x-3=0

A=b’-4ac = A=4°-43.(-3) = A=16+36 = A=52



~b+JA —4+.52 —4++4.13 —4+213
X=—-— > X=——— > X=———— = X=————
24 2.3 6 6
—4+2J13 . 2(-2++/13) . —2+13
= " =S X=""""""" = X=—"""
6 6 3
. —4-2\13 . 2(—2-+13) . —2-413
= X=T = x=T — sz

Sétimo passo: fazendo o estudo do sinal.

++++\————/++++
rvf

Resumindo em um quadro, temos:

Intervalo Sinal de f’| Concavidade do grafico de f
X<_2_3\/BOUX>_‘2—;\/E + paracima
_2_3\/E < X< _2-;\/E _ para baixo

Oitavo passo: esboco do grafico.

f

~—~~.
@)

A
Figura 3.8: Gréafico de f(x) = x* + 2x°.

52
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Exemplo 3.6 — Faca um esbocgo do gréafico da fungéo f(x)= iz .
X

Solucéo:

Primeiramente devemos observar que a funcéo ndo esta definida em x = 0,
. . ] 1 1 o1 .
pois, se assim fosse, teriamos f (0) :§ = f(0) :6' mas a divisédo o nao existe.

Vamos obter a primeira derivada de f para sabermos seus pontos criticos e 0s
intervalos de crescimento e decrescimento. Derivando, temos:

1E(><)=i2=x*2 = f'()=-2x° = f'(x):__gz
X X

Note que nédo existe valor de x que torna f(x) = 0, portanto a funcdo ndo pos-
sui ponto critico.

E ainda,

e Sex<0,entdo x® <0, dai f(x) > 0. Logo, a funcéo f é crescente para x < 0.

e Se x>0, entdo x* > 0, dai f(x) < 0. Portanto, a funcéo f é decrescente para
x> 0.

Vamos obter a derivada segunda para sabermos os intervalos em que o gréfi-

co é concavo para cima ou para baixo. Derivando f, temos:

f'(x)=x—32=—2x‘3 = f"(x)=6x"* = f"(x):%

Analisando a funcao f”, é facil ver que ela ndo esta definida em x = 0, e como
0 expoente de x é par, entdo a poténcia x* é sempre positiva, seja x < 0 ou x > 0.
Sendo assim, f(x) > 0 para qualquer x # 0, logo, a concavidade do grafico de f é
sempre para cima.

Para fazermos o tracado do gréafico, devemos analisar o comportamento dele

nas proximidades do zero, jA que a funcdo nédo esta definida em x = 0, e para iSso
) o1 )
vamos recorrer ao seguinte limite Img—z. Veja que quando os valores de x se apro-
X—> X

ximam de zero, os valores de f(x) crescem indefinidamente, pois mantendo-se cons-

tante o numerador de uma fracdo, quanto menor for seu denominador, maior sera

. .1 . .
seu valor. Assim, |II‘T?)—2:+OO, pois x* > 0, para todo x # 0, ou seja, quando x se apro-
X— X

xima de zero, tanto pela esquerda quanto pela direita, os valores da funcao tendem

para +oo.
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Além disso, vale observar que, como x> > 0, entdo a funcéo sé assumira valo-

res positivos, mesmo quando X aumentar muito ou diminuir muito, podemos concluir

. , o .1 .1
isso através dos limites: lim — =0 e lim — =0.
X——0 ¥ X—>+00 ¥

Assim, o grafico de f sera:

Figura 3.9: Grafico de f(x) = iz
X
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao escrever um trabalho de concluséo de curso abordando as noc¢des de limi-
tes e derivadas sem o rigor matematico das demonstracdes e das definicbes for-
mais, o objetivo foi elaborar um material que possa ser utilizado por professores e
por alunos de ensino médio, principalmente, para a constru¢cdo de gréaficos, pois sa-
bemos das dificuldades que se tem para a construcdo dos graficos de algumas fun-
cbes. Além disso, sabemos que, com as nocgdes vistas no ensino médio, teremos
alunos melhores no ensino superior.

Foi uma apresentacdo dos limites sem os épsilons e deltas, fizemos a apre-
sentacdo da ideia geométrica e intuitiva, pois acreditamos que os alunos do ensino
meédio conseguirdo entender o conceito. De forma intuitiva, também apresentamos a
ideia de fungdo continua e de limites infinitos e no infinito.

Vimos o conceito de derivada a partir de um problema de Fisica, para motivar
os alunos, ja que trata de um tema que € abordado no ensino médio. E a partir dai
reunimos informacdes para a construcdo dos graficos.

Esperamos com a producdo deste material, possa inspirar uma reflexdo acer-
ca do curriculo do ensino de Matemética na Educacao Béasica brasileira, pois trata-
-se de um assunto bastante significativo para quase todas as areas no ensino supe-
rior e esperamos ajudar a preparar melhor os alunos para que possam ingressar no

ensino superior com um conhecimento matematico mais conciso.
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