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Resumo

Este trabalho foi construido com base no Teorema de Pick e como calcular &reas de uma
forma diferenciada. O Teorema de Pick revela ser uma ferramenta matematica poderosa, que
permite calcular a area de poligonos simples de uma maneira muito eficaz. Sua abordagem é
especialmente Util para poligonos que ndo sdo regulares, pois ndo € necessario aplicar
formulas especificas para cada tipo de poligono. Neste trabalho, vocé ainda vera em um dos
capitulos a contribuicdo deste Teorema em calculos tridimensionais, onde ele foi estendido
para o calculo de volumes. Em 2019, foi realizada uma aplicacdo do Teorema de Pick em
uma turma do nono ano de uma Escola Municipal do Rio de Janeiro, onde nesta atividade os
alunos puderam experimentar uma maneira diferente de trabalhar com poligonos e, como
resultado, além de se engajarem no processo de aprendizagem, obtiveram resultados bastante
satisfatorios na aplicacdo da tarefa. O método se mostrou eficiente para os célculos realizados,
0 que ressalta a sua importancia como um instrumento para o ensino e a aprendizagem de

matematica.

Palavras-chave: Area de Poligonos; Teorema de Pick; Método de Ensino



Abstract

This work was built based on the Pick's Theorem and how to calculate areas in a differentiated
way. The Pick's Theorem proves to be a powerful mathematical tool that allows the
calculation of the area of simple polygons in a very effective way. Its approach is especially
useful for polygons that are not regular, as it is not necessary to apply specific formulas for
each type of polygon. In this work, you will also see in one of the chapters the contribution
of this theorem in three-dimensional calculations, which it was extended to the calculation of
volumes. In 2019, an application of the Pick's Theorem was conducted in a 9th-grade class at
a Municipal School in Rio de Janeiro, where the students were able to experience a different
way of working with polygons and, as a result, in addition to engaging in the learning process,
they obtained very satisfactory results in the task application. The method proved to be
efficient for the calculations performed, which highlights its importance as a tool for teaching

and learning mathematics.

Keywords: Polygon Area, Pick's Theorem, Teaching Method
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Introducao

O célculo de Areas é uma matéria importante na Geometria e é ensinada na escola
desde o sexto ano. Inicialmente por meio de malhas quadriculadas até chegar na aplicacéo
das férmulas. O objetivo dessa dissertacdo € mostrar que existe uma outra forma de calcular
area sem o uso de formulas especificas para cada poligono.

Imagine um aluno do 9° conseguir calcular a area do Brasil, por exemplo. Como ele
conseguiria completar esta tarefa com as técnicas que sdo ensinadas para ele até esse ano
letivo? Parece impossivel, ndo? Pois nesse trabalho foi aplicada uma atividade em que eles
conseguiram calcular a area dos estados brasileiros de forma muito satisfatria e sem utilizar
Matematica de grau mais elevado do que lhes séo ensinados até o 9° ano.

Com a ajuda do Teorema de Pick, a ideia € mostrar para uma turma do nono ano, uma
nova forma de calcular areas de poligonos mais complexos. Uma maneira mais concreta, onde
eles precisam colocar um pouco mais a mao na massa para encontrar 0 que precisam para
calcular a area, e ndo somente aplicar uma formula sem saber o que aquilo representa. O tema
foi aproveitado para criar uma exposi¢cdo com todos os trabalhos realizados pelos alunos no
calculo da area dos Estados brasileiros.

Nessa obra também se encontra uma discussdo do Teorema de Pick em terceira
dimenséo, se ele é valido ou se precisa de alguns reparos. Nesse trabalho também é possivel
ver alguns exemplos de sua aplica¢do no célculo de alguns volumes para provar ou ndo a sua

eficiéncia.
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Capitulo 1

1. George Alexander Pick

Georg Alexander Pick nasceu em 1859 em Viena, na Austria, em uma familia judia.
Pick foi educado em casa pelo pai até os 11 anos e depois matriculado em um escola da cidade.
Aos 16 anos prestou exames para faculdade e entrou para a Universidade de Viena. Com 17
anos ja tinha escrito o seu primeiro artigo matematico. Em 1879, terminou a sua graduacao e ja

poderia dar aula de matematica ou de fisica.

Em 1880 defendeu seu doutorado e depois foi trabalhar em uma universidade em Praga
como assistente de Ernest Mach, que era considerado um dos maiores cientistas da Europa na
época. Foi em Praga que ele passou toda a sua carreira académica. Em 1888, se tornou Professor
Adjunto de Matematica e em 1892 promovido para Professor Titular pela Universidade Alema
de Praga, onde se tornou também reitor em 1901, orientando cerca de 20 alunos no doutorado.
Aos 68 anos se aposentou e foi nomeado como Professor Emérito. Pick ainda foi eleito como
membro da Academia das Ciéncias e das Artes da Republica Tcheca, mas foi excluido pelos
nazistas. Em 1941, j& com 81 anos, Georg Alexander Pick faleceu em um campo de

concentracdo nazista na Republica Tcheca.

Em sua vida académica, Pick se relacionou com duas personalidades bem conhecidas.
Em 1884, estudou por dois anos com Felix Klein na Universidade de Leipzig, na Alemanha. E
também se tornou amigo de Einstein entre 1911 e 1913. Pick fazia parte de uma comissdo que
nomeou Einstein para a cadeira de Fisica da Universidade de Praga. E nesses anos Pick
apresentou Einstein também para a sociedade musical de Praga, ja que os dois tinham os

mesmos interesses musicais.

Ao longo de sua vida Pick escreveu 67 artigos matematicos em diversas areas, Como
Algebra Linear, Analise Funcional, Célculos de Integrais e Geometria. O mais famoso foi
aquele que fala sobre um teorema que leva o seu proprio nome, o Teorema de Pick, que foi
publicado em 1899 sob 0 nome de Geometrisches zur Zahlenlehre (Resultados Geométricos em

Teoria dos NUmeros).
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1.1 Teorema de Pick

O Teorema de Pick consiste em calcular a area de poligonos simples (figuras planas
formadas por segmentos de retas, que chamamos de lados, que néo se cruzam e que cada um
deles se une a mais dois segmentos pelas suas extremidades, formando assim uma figura
fechada) sem precisar das formulas que habitualmente utilizamos separadamente para cada tipo
de figura. A vantagem desse modo de célculo é que conseguimos calcular a area de qualquer
poligono simples, por mais diferente que ele seja. N&o ficando preso somente a tridngulos,

quadrados, pentagonos, etc., 0s quais ja tem cada um a sua formula de area pre-definida.

As desvantagens desta pratica sdo a transferéncia do poligono dado para uma malha
pontilhada, que sdo pontos igualmente espacgados, distribuidos em linhas e colunas (como no
apéndice pagina 41) e que deve-se ficar atento para que os vértices (ponto de encontro dos lados
do poligono) estejam coincidindo com os pontos da malha. Desvantagens que, por sua vez,
dependendo do poligono gue se deseja calcular a area, acaba ndo tendo tanto prejuizo assim,
pois pode ser menos trabalhoso do que fazer os calculos de forma convencional. Temos também
uma limitacdo para este Teorema, ele ndo serve para poligonos complexos (poligonos em que
seus lados se cruzam em pontos sem ser 0s extremos), podendo ser utilizado somente em

poligonos simples.

Teorema de Pick: A area de um poligono simples cujos veértices sdo pontos de uma malha

quadriculada é dada pela férmula

A—lB+I 1
2

em gue B é o nimero de pontos da malha quadriculada, situados sobre o contorno (borda) do

poligono e | é o nimero de pontos da malha quadriculada, situados no interior do poligono.

Existem diversas formas de demonstrar o Teorema de Pick, aqui vamos realizar a prova
por composi¢cdo de figuras. Os passos a serem seguidos na demonstracdo seriam: primeiro
demonstrar que o Teorema de Pick vale para composicédo de poligonos simples, depois provar

que todo poligono simples pode ser decomposto em triangulos e por fim, verificaremos que 0



18

Teorema de Pick vale para triangulos retangulos (tridngulo que possui um de seus angulos igual
a90°) e como todo triangulo pode ser dividido em triangulos retangulos teremos a demonstragédo

dada por encerrada.

Suponha que tenhamos um poligono simples P, com os vértices na malha, formado por
outros dois poligonos simples P, e P,, que contenham, sem perda de generalidade, apenas um

lado em comum, como na Figura O1.

Figura 1 - Composicao de Poligonos

P ]

° o o

° L o °
[ P,

e e o o
Fonte: Construgdo Propria

Teremos entdo que B, € I; serdo, respectivamente, 0s pontos na borda (nas arestas) e no
interior do poligono P, e, da mesma forma, B, e I, serdo, respectivamente, 0os pontos na borda

nas arestas) e no interior do poligono P,. E pelo Teorema de Pick, temos:

e Areade PigualaAp = %B +1-1,
e Areade P; igual adp = %Bl +1 —1,
e Areade P, igualaAp, = %Bz +1, — 1.

Chamando de v 0 nimero de pontos da malha que P; e P, possuem em comum, entao,
teremosquel =1, + 1, + (v—2)e B = B, + B, — 2v + 2. Portanto a &rea de P, ficaria desta
forma:

(B; + B, — 2v + 2)

1
Ap=SB+I1-1= 5 +(L+L+@WwW=-2)-1

_ B, +B,

2 _v+1+11+12+v_2—1

_ B +B,

2 +Il+12_2
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Reagrupando, temos:

B, B,
AP:7+11_1+7+12_1
APl Ap2
AP =AP1+AP2

Provando, entdo que o Teorema de Pick vale para composicao de poligonos simples com
vértices na malha. Demonstraremos agora que todo poligono simples pode ser decomposto em

triangulos tracando diagonais internas que ndo se cortam.

Vamos supor, por absurdo, ou seja, por contradicdo, que podemos achar um poligono
P, com n lados, o qual ndo pode ser decomposto em tridngulos. Escolhemos P de modo que o
nimero n seja 0 menor possivel. Seja B um dos vértices de P e que A e C sejam 0s Seus Veértices
adjacentes, ou seja, vértices que estdo nos mesmos lados que o ponto B se encontra. Podemos
ter dois casos possiveis, A, B e C sdo 0s Unicos vértices de P contidos no triangulo ABC, como

na Figura 02.

Figura 2 - Construindo o Poligono P’

[ ‘-.C
L]
Fonte: Construcéo Propria

Neste caso, 0 poligono P’ obtido substituindo os lados AB e BC por AC,temn — 1 lados.
Como n € o menor nimero de lados para o qual o teorema ndo vale, P’ pode ser decomposto
em triangulos na forma como queriamos. Acrescentando-se a P’ o triangulo ABC, obtemos uma

decomposicéo de P, contradicéo.

No outro caso possivel, o triangulo ABC possui outros vértices do poligono P além de

A, B e C, como mostra a Figura 03.
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Figura 3 - Dividindo o Poligono P em P'e P"

Fonte: Construgdo Propria

De todos os vértices de P dentro do triangulo ABC, seja D o mais distante de AC.
Portanto a diagonal DB ndo pode conter outros vértices de P além de D e B. Essa diagonal,
portanto, decompde P em dois poligonos P’e P”, que se decompdem em tridngulos como
desejavamos. Juntando estas decomposicdes com DB, obtemos uma decomposicédo de P, que é
uma contradicdo. O que demonstra o segundo caso. Podendo concluir, entdo, que todo poligono

pode ser decomposto em triangulos.

Como todo triangulo pode ser decomposto em triangulos retangulos, basta provarmos

agora que o Teorema de Pick vale para triangulos retangulos.

Seja o triangulo retangulo ABC, como na Figura 04, onde os lados b e ¢ sdo os catetos
e o lado a € a hipotenusa. Entdo temos a seguinte relacdo entre a medida dos lados a, be c e a

quantidade de pontos da malha sobre eles:

e Lado b tem tamanho de b unidades de comprimento e (b + 1) pontos da malha.

A unidade de comprimento ¢ definida pela distancia entre os pontos da malha;
e Lado c tem tamanho de ¢ unidades de comprimento e (¢ + 1) pontos da malha;

e Lado a tem tamanho de a unidades de comprimento e a quantidade de pontos
nédo e possivel definir, s6 seria possivel em triangulos pitagoricos. Definiremos
somente, de forma geral, a quantidade d de pontos da malha que estdo sobre a

hipotenusa, mas sem contar os veértices.
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Figura 4 - Tridngulo Retangulo na Malha Pontilhada

Fonte: Construgdo Propria
« . ((b=1)(c-1)-d
Teremos entdo em sua borda (c + b + d + 1) pontos e em seu interior (f)

pontos, esta Ultima seria a quantidade de pontos no interior do retangulo de dimens@es b e c,

retirando os pontos da hipotenusa d. Aplicando o Teorema de Pick, teremos:

A=%B+1_1=%w+c+d+n+(®—1xv—ﬂ—d)_1

A=—+-+

b ¢ d 1 bc b ¢ 1 d
2 2 2

Ou seja, base vezes altura dividido por dois. A férmula da area de tridngulos, provando
que o Teorema de Pick vale também para tridngulos retangulos, como desejavamos.
Concluimos, entdo, que o Teorema de Pick vale para todos os Poligonos Simples com vértices

na malha.

1.2 Exemplo de Célculo de Area com o Teorema Pick

Vamos ver a aplicagdo do Teorema e Pick e como ele da certo. No primeiro exemplo
vou mostrar a utilizagdo em um trapézio e comparar com a resolucéo por meio de formula. No
segundo exemplo mostrarei como que a resolucdo por meio do Teorema de Pick é muito mais

simples.

A Figura 05 mostra um trapézio colocado no plano cartesiano com uma malha

pontilhada. Vale lembrar que os vértices do trapézio tém que coincidir com os pontos da malha
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pontilhada. Vamos admitir escalas de 1 centimetro entre cada unidade no plano. Neste caso,

note que as bases desde trapézio valem 6 centimetros e 2 centimetros e a altura 3 centimetros.

Figura 5 - Trapézio na Malha Pontilhada

=4

® & < F ——
1 H 3 ] H 14 7

Fonte: Construcéo Propria

Vamos calcular a area dessa figura por meio de formula.

_(B+b)-h_(6+2)-3_8-3_24_ 5
A= > = > = —2—12cm

Portanto, utilizando a férmula, encontramos como area 12 centimetros quadrados.
VVamos agora verificar com o Teorema de Pick. Temos que contar os pontos de Interior e os de

Borda (arestas).

Figura 6 - Pontos de Borda do Trapézio

° ° ° ° ® °

e @ @ @ @ @
Fonte: Construcéo Propria

Podemos notar pela Figura 06 que o trapézio possui 12 pontos em sua borda e pela

Figura 07 podemos contar 7 pontos no seu interior.



Figura 7 - Pontos do Interior do Trapézio

Aplicando o Teorema de Pick

T

®

b

b

®

<

T

Fonte: Construcéo Propria

1
A==-B+1-1

1
A=E-12+7—1=6+7—1=12€‘m2
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Portanto a resolugéo pelo Teorema de Pick deu certo! Vejamos agora sua aplicacdo em

uma figura em que usar férmulas ja conhecidas ndo vai trazer uma solucao imediata, mas com

0 Teorema de Pick calcularemos a sua area muito mais facil. Eis a figura.

Figura 8 - Poligono na Malha Pontilhada

mI o o
5 s e

8 L ] ®
7 ® L4
61 { ] ®
5 L] L 4
4 { ] L]

<

L]

2

L]

o

Fonte: Construcéo Propria

L] L]
L] L]
L] L]
L e
L] L]
L] L]
L] L]
L] L]
L] L]
o L]

Vamos admitir, novamente, que a distancia entre os pontos da malha seja de lcm.

Precisamos contar os pontos da fronteira e do interior, faremos isso a seguir.



Figura 9 - Pontos da borda em vermelho e pontos do interior em azul

® o e

°

. NT e o e o o o
° % e e e o e o
. “w @ @ @ @ @ o
@ ? e @ @ @ @® ¢
® 6 e o o ® © @
® 2 o @00 @@
® ®@ @©@ @ @ e @
° o @ @ o o o @
° 0 @ @ o o o @

® @ @

L ] 1 € L ] L ] L ] L
9+ 9 @O @ 4—1—1—1—#—1—1

Fonte: Construcéo Propria

24

Contando os pontos da borda e do interior, temos: 32 e 56, respectivamente. Entéo para

calcular a sua area basta utilizar o Teorema de Pick.

A

32456—-1=16+56—1=71cm?

A

1B+I 1
2

Com o Teorema de Pick podemos chegar a uma resolugdo muito mais rapida e simples.
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Capitulo 2

2. Teorema de Pick em 3 Dimensdes

Como foi falado no capitulo anterior, 0 Teorema de Pick s6 pode ser aplicado em
poligono simples e que estejam na malha pontilhada. Mas existem algumas extensfes deste
Teorema, para que ele possa ser utilizado também de outras formas. Existe uma extensao que
permite a utilizacdo dele em poligonos com buracos e uma que admite seu uso também em trés
dimensdes (R?). E claro que estas extensdes provocam algumas mudancas em sua formula
original, mas como também foi falado no capitulo anterior, dependendo da figura que se deseja
calcular a area, ou no caso do R3, o seu volume, vale muito mais a pena o calculo da

area/volume por contagem de pontos do que fazer contas longas.

Quando conhecemos o Teorema de Pick e percebemos que ele é eficaz no R? (no plano),
é comum como matematico vocé se perguntar se ele também vale para o R3 ou, simplesmente,
se existe um similar para calcular volumes. A resposta é sim, existe! A féormula sofre uma
mudanca significativa, mas continua eficaz. Mas antes de chegar na formula em si, precisamos

discutir outros assuntos primeiro.

Importante salientar que, quando tratdvamos do Teorema de Pick em 2 dimensdes, 0s
pontos da borda eram referentes aos pontos nas arestas dos poligonos. Em 3 dimensdes, 0s
pontos de borda sdo aqueles em que 0s pontos estdo nas faces do poliedro. A nomenclatura é a

mesma devido ao “B” da formula, mas existe essa diferenca de conceito.

Assim como o Teorema de Pick tinha algumas restricbes, o caso em 3 dimensdes
também tem algumas. Usaremos somente em poliedros em que suas faces ndao se cruzam, ou
seja, 0s poligonos de suas faces possuem apenas um lado em comum ou apenas um vértice em
comum, e, ainda, seus vértices deverdo estar em coordenadas de valores inteiros, ou seja, seus

vértices tem que estar no Z3.

No Teorema de Pick, os poligonos poderiam ser decompostos em triangulos e no caso
do estudo em R3, assumiriamos, entdo, que o poliedro pode ser decomposto em tetraedros

primitivos ou tetraedros fundamentais, que séo tetraedros (poliedros com 4 faces triangulares)
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que possuem apenas 0s seus Vértices em coordenadas inteiras, ndo possuindo nenhum outro
ponto em seu interior ou em sua borda. Mas, ainda assim, ndo é suficiente, pois existem
poliedros que ndo conseguem ser decompostos em tetraedros primitivos e, além disso, existe

um contraexemplo bem simples.

Em 1957, J. E. Reeve apresentou um tetraedro primitivo que furava o Teorema de Pick,
mesmo com todas as hipdteses anteriores. Esse tetraedro ficou conhecido como o Tetraedro de
Reeve e, como mostra a Figura 05, é um tetraedro com Vvértices nos pontos inteiros (0,0,0),
(0,1,0), (1,0,0) e (1,1,r), onde ele varia esse valor de r, comr =1, r =2, r =3 e etc,,

mostrando que o seu volume seria g ndo possuindo nenhum ponto interior ou de borda (nas

faces) isentando os seus vértices em Z3. Ou seja, teriamos, na figura 10, trés poliedros com
volumes claramente diferentes, mas que a quantidade de pontos nas faces e no interior seriam

0S mesmos (4 e zero, respectivamente)!

Figura 10 - Tetraedro de Reeve

@ r=1 (b) r=2 (c) r=3
Fonte: Construcao propria
Foi entdo que, entre 1957 e 1959, o proprio Reeve encontrou uma maneira de conseguir
fazer valer o Teorema de Pick em R3. Ele resolveu criar uma subdivisdo do Z3, no qual chamou
de Z3 /n, onde n € um niimero inteiro positivo. O valor de n seria 0 niimero de subdivisdes entre
dois nimero inteiros. Na Figura 06, para uma melhor visualizacdo, podemos ver Z2, Z2/2 e

7% /3, como exemplos, pois em Z3 a figura ficaria bem poluida.
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Figura 11 - Subdivisdes da Malha Pontilhada
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(a) Z? (b) Z?/2 (c) Z*?/3
Fonte: Construcdo prépria
E com essa nova subdivisdo de Z3 ele definiu mais tipos de contagem. Ele chamou,

respectivamente, de B,, e I,, 0 nimero de pontos das faces e do interior do poliedro com a

3
subdivisdo — e também vai continuar a utilizar B e I como, respectivamente, 0os pontos das
n

faces e de interior com a malha em Z3.

2.1 Teorema de Reeve

Teorema de Reeve: O Volume V(P) de um poliedro P em R3, com seus Vvértices em Z3, pode
ser expresso em termos dos nimeros de pontos de sua borda e de seu interior, respectivamente,
B eI, em Z3 e dos nimeros de pontos de sua borda e de seu interior, respectivamente, B, € I,,,

em Z3 /n da seguinte forma:

2(l, —nl) + (B, —nB)
2n3 —2n

V(P) =

Vamos fazer agora duas aplicagdes do Teorema de Reeve para o calculo de volumes.

Comecaremos com um exemplo mais simples: um cubo de aresta igual a 1 centimetro.
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Figura 12 - Cubo em Z%/3

15

Fonte: Construcéo Propria

Observando cada eixo, vemos que a unidade foi subdividida em 3 partes, logo estamos
trabalhando em Z3/3. Para a utilizagdo do Teorema de Reeve precisamos contar 4 valores: a
quantidade de pontos das faces B e pontos interiores I, analisando a malha pontilhada em Z? e
a quantidade de pontos das faces B; (pontos em azul) e pontos interiores I; (pontos em
vermelho) analisando a malha pontilhada em Z3/3. Olhando a figura podemos contar todos

estes valores, B = 8, = 0,B; = 56 e I; = 8. Nos resta agora aplicar na formula.

2(I, —nI)+ (B, —nB) _2(Is—3-1)+ (B;—3-B)

V(P) =

2n3 —2n 2(3)3-2-3
V(P)_2(8—3-O)+(56—3-8)_2-8+(56—24)_16+32_48_1
B 2:27-6 B 54 -6 48 48
Como ja esperavamos.

Vamos agora fazer um dos exemplos que Reeve utilizou para mostrar que o Teorema de
Pick precisava de uma modificacdo para ser usado no célculo de volumes. Vamos calcular o
volume do Tetraedro de Reeve com r = 2, ou seja 0 tetraedro com 0s Vvértices nos pontos
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,2). Na Figura 13 podemos ver este tetraedro no malha quadriculada
em Z3/3.
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Figura 13 - Tetraedro de Reeve com r = 2 em Z%/3

N 1
Fonte: Construcéo Propria

Olhando a figura precisamos contar 4 valores: a quantidade de pontos das faces B e
pontos interiores I, analisando a malha pontilhada em Z e a quantidade de pontos das faces B;
(pontos em azul) e pontos interiores I; (pontos em vermelho), analisando a malha pontilhada
em Z3/3. Portanto teremos os seguintes valores, B = 4,1 = 0,B; = 20 el; = 4. Agora

aplicaremos o Teorema de Reeve.

2(I, —nI)+ (B, —nB) _2(Is—3-1)+ (B;—3-B)

VR = 2n3 — 2n 2333 —-2-3

2(4-3-0)+(20-3-4) 2-4+(20-12) 848 16 2
2:27—6 N 54 —6 48 48 6

V(P) =

Como também esperdvamos, pois ja tinhamos dito anteriormente que o volume dos

Tetraedros de Reeve teriam volumes iguais a =, onde o r representa a altura desses tetraedros.
6
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Capitulo 3

3. Aplicacao do Teorema de Pick no
9% ano

A aplicacédo dessa atividade foi realizada no ano de 2019 em uma turma de 9° ano do
Ensino Fundamental, pertencente a Rede Municipal de ensino do Rio de Janeiro. Cerca de 35

alunos participaram desta pratica.

Como pré-requisito, em uma aula anterior, cada aluno deveria escolher seu Estado de
preferéncia, e apds esta acdo, pesquisariam sobre 0s seguintes topicos no site do IBGE:

e Tamanho do Estado em km?;

Nome do Governador;

Capital,

Populacdo estimada;

Densidade demografica.

Para dar base ao trabalho desenvolvido pela turma, por parte do Professor, foi necessario
buscar as imagens dos Estados e uma planilha do excel (contida nos Anexos desta dissertagéo)
com todos os dados necessarios, como a escala de cada Estado entre o desenho e o tamanho real

e a area de cada Estado retirado do site do IBGE.

Para o célculo das areas em sala de aula com os alunos, foram deixadas duas colunas em
branco dessa planilha: a dos pontos interiores e a dos pontos de fronteira, sendo estas
informacdes enumeradas por cada aluno, apds as suas verifica¢fes. E por ultimo uma coluna de
erro para medir a porcentagem de diferenca entre a rea dada pelo IBGE e a area calculada em

sala com os alunos.

O material utilizado para a pratica da atividade:

e Estados impressos em folhas A4,
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e Papel Vegetal com malha pontilhada de 1cm impressa;
e Folhas A4 coloridas para os estados em formas poligonais;

e Folhas A3 para colar os poligonos coloridos e colocar os dados dos estados;

e Régua;
e Colg;

e Tesoura;
e Clipes;

e Canetinhas ou lapis de cor.

Na atividade foram gastos 2 tempos de 50 minutos e alguns alunos ainda precisaram de
parte de mais 1 tempo para a terminarem a colagem e customizagéo do trabalho. No dia da
atividade a turma ja estava com o material pedido, pois haviamos conversado na aula anterior.
Antes de comecar a atividade em si, foi feito um comentario sobre o Teorema de Pick com a
turma, de como se aplica em calcular areas de figuras mais complexas do que as que eles
conheciam somente contando pontos e fazendo uma diviséo e uma soma. Embora néo tenha
acontecido a demonstracdo do Teorema em sala por motivos dbvios, expliquei que no final

iriamos comparar os dados retirados do site do IBGE.

Feito isso, foi entregue para cada aluno uma folha A4 com o estado escolhido por eles,
uma folha vegetal com a malha quadriculada e clipes para prender as duas folhas, com o objetivo
de copiar o Estado para o papel vegetal (Figura 07) sendo o mais fiel possivel. Assim que eles
foram copiando os estados, pedi que contassem quantos pontos tinham ficado na borda e no
interior para o preenchimento da planilha. Dessa maneira, a &rea de cada Estado estaria

calculada com o apoio da planilha.

Figura 14 - Alunos copiando o Estado para a malha pontilhada
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Depois da contagem, o proximo passo seria realizar o recorte do Estado, transcrito no
papel vegetal, em forma poligonal. Conforme acabavam, eles escolhiam uma folha de papel A4

colorida para a colagem do Estado. Com efeito, um outro recorte deveria ser realizado.

Com o Estado poligonal colorido em maos, foi pedido a finalizagé&o do trabalho, colando
0 Estado em uma folha A3 e colocando as informacdes coletadas no site do IBGE e em sala.
Eles deveriam colocar na folha A3: o nome do Estado, a figura poligonal colorida, a éarea
retirada do site do IBGE, a area calculada em sala (dada pelo professor), porcentagem de erro
da érea calculada em sala em comparacdo com a do IBGE (dada pelo professor), populagéo

estimada, nome do Governador e densidade demografica.

Os alunos fixaram nos corredores da escola os trabalhos finalizados, de modo que toda
a comunidade pudesse contemplar a atividade. Toda a turma participou da pratica, demostrando
empenho e interesse. Neste sentido, a realizacdo desta atividade foi acrescentada na avaliacao

individual da turma.

Figura 15 - Trabalho realizado por um dos alunos

WW

Area 1B6E - 40,034,441 Ko
Calculada em Sala, - 44 136,015
1 %
ex "ﬁ R.:mtn Casagrande
1 Viloria
eaTimada: 4 012 650
Densuade demograprcn: 16,25 i /nm’

De modo geral, acredito que a atividade foi muito boa. Uma pratica nova, diferente, com
uma participacdo excelente da turma e com objetivos alcangados. No final, os alunos também

disseram que gostaram e pediram mais atividades diferenciadas.

Alguns alunos tiveram dificuldades para desenhar o Estado em forma poligonal, ja que
o0 desenho ndo passava corretamente em todos os pontos da malha. Foi notado também que em
alguns Estados, a contagem dos pontos se tornou demorada e cansativa, devido ao tamanho
deles. Estas adversidades podem ter sido a causa dos alto indice de percentual de erros, visto

gue os desenhos e as contagens dos pontos ndo foram alteradas pelo professor, sendo deixados
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tudo por conta dos préprios alunos. E claro que dividas no momento da atividade foram tiradas
e discussdes sobre qual melhor caminho na hora de fazer o poligono foram feitas, mas um dos

objetivos do trabalho foi desenvolver a autonomia, principalmente sobre as decisdes finais.

E importante ressaltar que este trabalho pode ser utilizado em parceria com outras
disciplinas, tornando assim a aprendizagem mais completa e agradavel. Neste sentido, a
atividade desenvolvida com a turma de 9 ° ano foi facilmente confundida com a disciplina de
Geografia. 1sso nos mostra que a Matematica ainda carrega um complexo de preconceitos,

sendo estigmatizada e isolada.
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ConsideracOes Finais

O célculo de Areas é importantissimo na Matematica, mas infelizmente, para a maioria
dos alunos, esta parte da matéria ndo sera usada nunca mais fora da escola. Esta pode ser a
grande causa da falta de interesse dos alunos pela Matematica. Mas, pude perceber que com
trabalhos mais ladicos e concretos como esse, onde hé interdisciplinaridade com a Geografia,
com relacdo aos dados dos Estados e também com Artes, na manipulacdo e pintura dos

materiais, os alunos ficam mais focados e interessados em realizar a tarefa.

Dessa forma, posso dizer que o trabalho realizado foi diferenciado e de grande proveito
tanto para os alunos que obtiveram uma aprendizagem mais dindmica, quanto para mim na
conduta da turma em uma atividade diferenciada, na preparacdo e aplicacdo de um trabalho

mais ladico, com um jeito menos intimidador para eles.

Deixo claro, mais uma vez, que nao foi feita a demonstracdo do Teorema de Pick em
sala, devido & sua complexidade. Assim como a aplicacdo da mesma ideia para o célculo de
volumes que demanda uma visdo espacial mais elaborada, mais trabalho e calculos mais dificeis
para se realizar em uma turma do 9° ano. Esta atividade do célculo de volumes, talvez se aplique

melhor em turmas do Ensino Médio.

O Teorema de Pick se mostrou muito eficaz no calculo da area de cada Estado. E claro
que néo foi usado nenhum equipamento profissional, entdo temos que levar em consideragéo
0S erros que sdo comuns de acontecerem no desenho, na escala, na escolha do poligono, na
contagem dos pontos, etc. Mas mesmo assim, tiverem alguns trabalhos que conseguiram
encontrar o valor da area muito, mas muito préximo do real, algo com erro entorno de menos
de 1%. Imagine como um aluno do 9° ano conseguiria encontrar a area do Estado do Ceara sem
a ajuda das tecnologias, por meio de formulas e com um erro de 0,69%? Parece impossivel, mas
com o Teorema de Pick foi possivel! Entdo, com certeza, foi uma atividade muito proveitosa,

foi tanto que até os alunos pediram mais atividades deste tipo nas proximas aulas.
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Apéndices

APENDICE A: Relatorio de Atividade ( Sequéncia Didatica)

Tema da sequéncia didatica: Aplicacdo do Teorema de Pick.

Objetivo da sequéncia didatica: Apresentar uma maneira de calcular a area de figuras mais
complexas.

Conteudos a serem trabalhados: Construcao de Poligonos, Célculo de area, Valor numérico.

Habilidades da BNCC a serem desenvolvidas:

(EFO7MA32) Resolver e elaborar problemas de calculo de medida de area de figuras planas
que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ou tridngulos, utilizando a
equivaléncia entre areas.

(EFO8MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de figuras
geométricas, utilizando expressdes de calculo de area (quadrilateros, triangulos e circulos), em

situacbes como determinar medida de terrenos.

(EFOBMAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculo do valor numérico de
expressoes algébricas, utilizando as propriedades das operacdes.

(EFO7GEOQ9) Interpretar e elaborar mapas tematicos e histdricos, inclusive utilizando
tecnologias digitais, com informacdes demograficas e econdmicas do Brasil (cartogramas),
identificando padrdes espaciais, regionalizacdes e analogias espaciais.

(EFO6GEO08) Medir distancias na superficie pelas escalas graficas e numéricas dos mapas.

Tempo de execucdo: 3 aulas de 50 minutos
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Materiais necessarios:

- Malha pontilhada em papel vegetal (A4 em anexo)

- Imagens dos estados brasileiros com escala (A4 anexo)

- Planilha de conversdo (link:)

- Folhas A4 coloridas (Creative Paper ou Color Set)

- Dados dos estados colhidos no site do IBGE (https://www.ibge.gov.br) pelos alunos:
Tamanho, Governador, Capital, Populagdo, Densidade demogréfica.

- Clipes

- Régua

- Tesoura

- Cola

- Canetinhas ou lapis de cor

Detalhamento das aulas:
1° Aula: Preparagéo

Aula destinada para apresentar aos alunos a proposta do trabalho, sua importancia e os
resultados esperados. Momento para ter a escolha dos estados pelos alunos e para passar 0s
dados que precisam ser coletados por eles no site do IBGE.

Proposta: Conseguir calcular a area de figuras muito mais complexas do que eles estdo
acostumados, de uma maneira diferente e com menos célculos.

Resultados esperados: Chegar o mais proximo possivel da area oficial calculada pelo
IBGE.

2° e 3° Aulas: Aula Prética

1° Passo: Construcédo do Poligono:
Distribuir para cara aluno o papel A4 com o estado que
cada um escolheu na aula anterior, junto com 1 papel
vegetal com a Malha Pontilhada e clipes.
Esse € 0 momento de prender os dos papéis (A4 com o
estado e a malha pontilhada) para desenhar na malha
pontilhada um poligono simples que melhor represente
a forma do estado escolhido. Lembre da importancia de
cada vértice do poligono desenhado estar exatamente em
o um ponto da malha.
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2° Passo: Aplicacdo do Teorema de Pick

Fazer a contagem dos pontos da malha que estdo nas

B e 2 s e arestas do poligono (pontos da borda = B) e 0s que estao

2 ¢80 veEce no interior do poligono (pontos do interior = I). Estes

e o (5 valores serdo colocados na Férmula do Teorema de Pick

: : : g o 0 ¢ para o céalculo da area da figura em cm2.

L i O Note que a atividade pode ser realizada das seguintes
: maneiras:

1) Os alunos fazem a contagem dos pontos e realizam o calculo da &rea aplicando
sozinhos o Teorema de Pick. Ou seja, substituem os valores da Borda e do Interior na Férmula
e realizam os célculos, trazendo esses resultados para o professor analisar e orientar se fizeram
os célculos certos.

2) Os alunos somente trazem as contagens dos pontos da borda e do interior e estes

dados séo colocados na Planilha pelo professor, que ja entrega o calculo da éarea pronto para
eles.

Apos o calculo da area em cm?, a Planilha vai fazer a conversdo desse valor para km? e o
calculo da taxa de erro em relagdo ao tamanho original dado pelo site do IBGE. Esses dados

(&rea calculada pelo aluno e a taxa de erro) devem ser dados aos alunos para colocarem na
parte final do trabalho.

3° Passo: Deixar o poligono do estado colorido

Nesse passo 0 aluno deve cortar o poligono do papel
vegetal e cola-lo invertido no papel colorido (colar
invertido para a malha ndo aparecer no trabalho final).
Recortar novamente o poligono que agora estard pronto
para ser colado no trabalho final.




4° Passo: Finalizacédo do Trabalho
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Agora é hora de juntar todos os dados colhidos e
o poligono colorido para colocé-los na folha A3.
No papel A3 coloque como titulo o nome do
estado, cole o poligono colorido.

Os trabalhos podem ser expostos pela escola ou
de acordo com o planejado pelo professor.
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APENDICE B: Planilha com os Estados e o Teorema de Pick

TEOREMA DE PICK Area IBGE
Escala rea
ESTADO (swis:a:; cm)| (Lem? em km?) Pontos na |Pontosno | Area Area (lam? em 2018) Erro (%)
borda | interior |(em cm?)|(em km?)
1 Acre 16,54771 912,98619 43 142 1625 | 148.360255 |  164.123,738 9,60%
2 Alagoas 45,6173 122,03312 56 188 215,0 26.237,120 27.843,295 5,77%
3 Amapa 15,69091 1.01541540 43 110 1305 | 132511710 | 142.470762 6.99%
4| Amazonas 7,25404 4.750,94625 78 319 357,0 | 1.696.087,810]  1559.168,117 8,78%
5 Bahia 9,98443 2.507,80322 63 188 2185 | 547.055004 | 564722611 297%
6 Ceara 22,04784 514,8980 &3 261 2915 | 149915477 | 148.894757 0,69%
7| Espirito Santo 38,67011 167,18188 62 231 2640 | 44136015 46.074,484 121%
) Goids 1527680 1.071,21149 75 348 3845 | 411.880818 | 340.125715 21,10%
9|  Maranhio 13,82778 1.307,48010 79 206 2845 | 310.678,883 | 329.642,170 3,00%
10| MatoGrosso 8,48025 3.476,34362 70 213 247,0 | 858.656,874 | 903206997 193%
11 Mato Grosso do Sul 1322941 1.428,43031 60 214 243,0 | 347.108565 |  357.145535 2,81%
12| MinasGerais 9,98443 2.507,80322 77 206 2435 | 610.650,084 | 586521121 211%
3 Pard 7,07336 4.996,75993 68 214 2470 |1.234.199,703| 1.245.759,305 0,33%
14 Paraiba 32,01438 243,92135 70 189 223,0 54.394,461 56.467,239 3,67%
15 Parand 19,98730 625,79451 71 334 3685 | 230.605276 |  199.305236 15,70%
16| Pernambuco 20,89240 572,74769 66 126 1580 | 90.494,135 98.068,021 7,72%
u Piaui 16,06889 968,20708 40 230 2490 | 241.083562 | 251616823 2,19%
18] Riode Janeiro 33,68167 220,37015 81 127 166,5 36.691,631 43.750,423 16,13%
19 Rio Grande do Norte| __ 38,16601 17162735 81 215 254,5 43.679,160 52.809,602 17,29%
20| Rio Grande dosul 13,85164 1.302,97960 54 202 2280 | 297.079349 | 28170751 5,46%
21| Rondénia 15,69091 1.01541540 69 205 2385 | 242.176573 | 234.765233 3,16%
2 Roraima 1282184 1.520,78003 54 126 15,0 | 231158564 | 224.273831 3,01%
23| santa Catarina 23,04536 470,73123 75 186 2225 | 104.737,699 95.730,921 9,41%
24|  sioPaulo 14,69654 1.15747017 69 201 2345 | 271.426754 | 248219481 9,35%
25 Sergipe 57,61079 7532382 64 206 237,0 17.851,746 21.926,308 18,59%
26]  Tocantins 1527951 1.070,81752 79 216 2545 | 272.523060 | 277720404 187%
Média de Erro: 7,37%

Escala (500km em cm): significa que esta quantidade no mapa em centimetros equivale
a 500km na vida real. Exemplo: no mapa do Acre cada 16,55cm equivale a 500km na vida
real.

Escala (1cm?2 em km?): significa que a cada 1cm? no mapa equivale a esta quantidade em
km? na vida real. Exemplo: no Acre cada 1cm? no mapa equivale a 912,99 kmZ na vida
real.

Pontos na Borda: Quantidade de pontos contados pelos alunos na borda dos poligonos
desenhados por eles.

Pontos no Interior: Quantidade de pontos contados pelos alunos no interior dos
poligonos desenhados por eles.

Area em cm?: Aplicacdo do Teorema de Pick com os pontos na borda e no interior
calculados nas colunas anteriores pelos alunos.

Area em km2: Conversdo da Area em cm? da coluna anterior para km2.

Area IBGE (kmZem 2018): Area de cada Estado retirado do site do IBGE com dados de
2018.

Erro (%): Porcentagem de diferenga entre a &rea calculada em sala de aula com o
Teorema de Pick e o dado retirado no site do IBGE.

Média de Erro: é a Média de erro entre todos os Erros dos Estados.
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APENDICE C: Malha Pontilhada de 1 cm

Malha pontilhada em folha A4 com espacamentos verticais e horizontais de 1 centimetro

entre cada ponto.






APENDICE D: Estados Brasileiros em Escala

Estados brasileiros em ordem alfabética e com as suas devidas escalas.
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Escala:
16,55 cm equivalem a 500km

Acre




Escala:
45,26 cm equivalem a 500km

Alagoas



Escala:
15,69 cm equivalem a 500km

Amapa



Amazonas

Escala:
45,26 cm equivalem a 500km




Escala:
9,98 cm equivalem a 500km

Bahia




Escala:
22,05 cm equivalem a 500km

Ceara



Escala:
38,67 cm equivalem a 500km

Espirito Santo




Escala:
15,28 cm equivalem a 500km

Goias




Maranhao

Escala:
13,83 cm equivalem a 500km



Escala:
8,48 cm equivalem a 500km

/\

Mato Grosso




Escala:
13,23 cm equivalem a 500km

Mato Grosso do Sul




Escala:
9,98 cm equivalem a 500km

Minas Gerais




Escala:
7,07 cm equivalem a 500km

Para




Paraiba

Escala:
32,01 cm equivalem a 500km



Escala:
19,99 cm equivalem a 500km

Parana




Pernambuco

Escala:
20,89 cm equivalem a 500km




Escala:
16,07 cm equivalem a 500km

Piaui




Escala:
33,682 cm equivalem a 500km




Escala:

38,17 cm equivalem a 500km/

.

/|

Vs

Rio Grande

do Norte




Escala:
13,85 cm equivalem a 500km

N

N\

Rio Grande do Sul



Escala:
15,69 cm equivalem a 500km

Rondonia



Escala:
12,82 cm equivalem a 500km

Roraima



Santa Catarina

Escala:
- 23,05 cm equivalem a 500km




Escala:
14,69 cm equivalem a 500km

Sao Paulo




Escala:
57,61 cm equivalem a 500km

Sergipe



Escala:
15,28 cm equivalem a 500km

Tocantins
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APENDICE E: Fotos de Alguns Trabalhos dos Alunos

Algumas fotos da Atividade sendo aplicada com os alunos e seus trabalhos.
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