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Resumo

Nesta dissertacao serao apresentadas algumas alternativas para o ensino do Célculo e da
Geometria Analitica dentro do ensino médio. Através de defini¢oes e algoritmos, sdo dados
exemplos envolvendo derivada, reta tangente a uma curva em determinado ponto, taxa de
variagao e integrais, essa ultima, por sua vez, relacionadas as fungoes horarias da posigao,
velocidade e aceleragdo, além de problemas de otimizacao envolvendo méximos e minimos
de fungoes polinomiais com grau maior do que dois. Dentro da Geometria Analitica, traz-se
conteuidos além dos que costumam estar presentes dentro dos Pardmetros Curriculares
Nacionais, como por exemplo vetores no R?, angulo entre vetores, comprimento de um vetor
e produto interno. Munidos dessas novas ferramentas, demonstram-se alguns resultados da
Geometria Euclidiana Plana, tanto a luz de si propria, como a luz da Geometria Analitica,
tornando viavel uma comparacao por parte do leitor, seja esse estudante ou professor. Com
a possibilidade de ensino de tais contetidos no nivel médio, acredita-se em uma eventual
queda na taxa de reprovacao dessas disciplinas no ensino superior por parte dos alunos

dos primeiros periodos.

Palavras-chave: Céalculo no Ensino Médio. Geometria Euclidiana Plana e Analitica no

Ensino Médio.






Abstract

This dissertation will present some alternatives for teaching calculus and analytical
geometry in high school. Through definitions and algorithms, approximate data are
derived, tangent line to a curve at a given point, rate of change and integrals, the latter,
in turn, related to the hourly functions of position, velocity and precision, in addition to
optimization problems involving maxima and minima of polynomial functions with degree
greater than two. Inside Analytical Geometry, contents are included beyond those that are
usually present inside the National Curriculum Parameters, such as vectors in R?, angle
between vectors, length of a vector and inner product. Provided with these new tools,
some results of Plane Euclidean Geometry are demonstrated, both in the light of itself and
in the light of Analytical Geometry, making a comparison viable for the reader, whether
student or teacher. With the possibility of teaching such contents at secondary level, it is
believed that there will be a drop in the failure rate of these subjects in higher education

by students in the first periods.

Keywords:Calculus in High School. Plane Euclidean and Analytical Geometry in High
School.
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Introducao

Alguns conteidos aprendidos pelos professores de matematica, durante sua formagao
superior, nao fazem parte das aulas que esses ministram em seu cotidiano, dentre eles,
podem-se destacar as disciplinas de Calculo e Geometria Analitica, essa ultima, que, por
sua vez, vem tendo certa participagao no ensino médio, é vista de forma bésica quando
comparada ao que é visto nas universidades, de tal modo que alguns temas relativamente

simples desse conteldo nao é repassado aos alunos do ensino basico.

Contudo, nem sempre essa foi a realidade, uma vez que o curriculo do ensino médio

sofre reformas em sua organizagao curricular ao passar dos anos.

Para efeito de comparacao e compreensao, é importante saber que a disciplina de
Célculo fora ensinada no Brasil desde os anos 30 (ROCHA, 2018), no que se entendia por
ensino médio, com o nome de ciclo complementar. Os contetdo de limites e derivadas eram
lecionados para o que se chamava de pré-médico e pré-politécnico. Apesar das mudancas,
tanto na estruturacao do secundario, quanto nos conteidos de Célculo ensinados ao
longo dos anos, como, por exemplo, a implementacao das integrais, o ensino da disciplina
perdurou até os anos 60, ano da chegada do ensino da matematica moderna ao Brasil,
perfodo cujo Céleulo comecou a ser retirado gradualmente das escolas, pois, segundo Avila
(AVILA, 1991), com a maior carga de conteidos que a matematica moderna traria, alguns

conteudos teriam que ser excluidos em detrimento de outros.

Contudo, ainda encontram-se materiais que trazem o ensino do Calculo para o
ensino médio nos anos 90, como, por exemplo, o oitavo volume de uma série de onze livros,
chamado Fundamentos de Matematica Elementar (IEZZI, 1993).

Jé4 a disciplina de Geometria Analitica, tendo em vista o século XXI, sempre fora
bastante presente no ensino médio, desde a criacao dos Parametros Curriculares Nacionais
do ensino medios (PCNs) (BRASIL, 2000), a disciplina recebe constante destaque e
capitulos destiandos ao que deveria ser ensinado nas escolas. Tomando como referéncia
o organizador curricular do Estado de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2013) e também
a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2017), é possivel analisar que o conteido
foi diltido nos trés anos do ensino médio a época, colocando o conteuido de vetores no 1°
ano, equacao da reta, bem como os seus coeficientes, no 2° ano do ensino médio e, por
fim, a forma reduzida e geral da equacgado da reta, tal qual a sua parametrizagao, equacao
da circunferéncia, secoes conicas e operagoes com vetores no 3° ano do ensino médio.
Entretanto, desde a reforma do ensino médio, iniciada em 2017 e com vigéncia a partir
de 2022, observa-se que tais contetudos listados anteriormente se quer aparecem no novo
organizador curricular do Estado em questao nesse periodo (PERNAMBUCO, 2021b).
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Para melhor compreensao sobre a auséncia da Geometria Analitica no novo ensino
médio, é importante entender sua estrutura, tomando ainda o Estado de Pernambuco como

referencial, as disciplinas sao divididas em duas partes: Formagao Geral Bésica (FGB) e
Itinerdrios Formativos (PERNAMBUCO, 2021a).

A Formacao Geral Basica é formada por disciplinas obrigatérias, sao estas: portu-
gués, matematica, biologia, fisica, inglés, histéria, geografia, sociologia, artes e filosofia,
todas essas disciplinas, uma mais do que outras, sofreram uma reducao consideravel de
carga horaria com relacao a estruturacao do ensino médio anterior. Tomando a disciplina
de matematica como exemplo, os estudantes recebiam seis aulas por semana durante
os trés anos do ensino médio, com a mudanca, passou-se a ter cinco aulas semanais no
primeiro ano e trés aulas semanais tanto no segundo, quanto terceiro ano do ensino médio.

Somando, em todo o nivel de ensino, sdo 1800 horas obrigatorias de disciplinas da FGB.

Por outro lado, os Itinerarios Formativos totalizam 1200 horas obrigatorias, onde,
pelo curriculo de Pernambuco, sao divididas em atividades complementares, como prota-
gonismo juvenil, atividade socioeconomica, estudo orientado, nivelamento de portugués e
matematica e, por fim, laboratério de informatica. Os itinerarios também sao compostos
por projeto de vida, disciplinas eletivas que, apesar de um leque de temas sugeridos pelo

Estado, fica a cargo do professor a escolha do que ministar, e, por fim, as trilhas.

As escolas sao obrigadas a ofertar ao menos uma das quatorze trilhas oferecidas pelo
Estado de Pernambuco, cada trilha é voltada para uma &area geral do conhecimento, sejam
essas as ciéncias humanas, saude, natureza ou matematica. Todas as trilhas coincidem no
primeiro ano do ensino médio, onde sao ministrados, tinica e exclusivamente, os conteudos
de investigacao cientifica e tecnologia e inovagao, porém a partir do segundo ano do ensino
médio, fica a cargo dos alunos escolherem que trilha seguir. Dentro de cada trilha, os
contetidos passam a se chamar de Unidades Curriculares (UC’s), que podem ser obrigatérias

ou optativas.

Tomando como exemplo a trilha de Tecnologias Digitais, as Unidades Curriculares
obrigatérias no segundo ano do ensino médio sao Tecnologias Digitais e Matematica,
Linguagem de programacao em C, Softwares e Simulagao Matematica, Animacao e Audi-
ovisual. J& no terceiro ano do ensino médio tem-se Producao experimental, Nas Ondas
da Comunicagao, Internet das Coisas, Programagcao com Python, Reciclagem de Eletreé-
nicos, Jogos Digitais, Modelagem de Objetos Digitais, Negocios Digitais e Inovadores,

Gerecnciamento de Recursos Tecnoldgicos e, por fim, (Multi)letramentos, ética e cidadania.

H&4 ainda, dentro dessa mesma trilha, uma gama de disciplinas optativas, pré-
determinadas, que podem ser ministradas para os estudantes, como: Inglés no Cotidiano,
Automacao e Modelizagao Matematica, Tecnologia Cibernética e Empregabilidade, dentre
tantas outras. Porém, em nenhuma das Unidades Curriculares, dentro de cada uma das

trilhas oferecidas pelo Estado de Pernambuco, hé o contetido de Geometria Analitica ou
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Célculo.

Nesse cenario, pode ser levantada e discutida a possibilidade de, dentro de uma
determinada trilha voltada paras ciéncias naturais ou matemaética, criar-se uma Unidade
Curricular, seja obrigatéria ou optativa, que aborde as diciplinas de Célculo e Geometria
Analitica com énfase nos contetidos de ensino médio, de tal forma que, além aumentar
o nivel de conhecimento mateméatico acumulado pelos egressos, haja uma reducao do
impacto causado aos estudantes quando esses ingressam no ensino superior, uma vez que
j& estariam, a priori, familiarizados com alguns conceitos e termos dessas disciplinas, visto
que sdao matérias com um dos maiores indices de reprovagdes nos cursos de exatas (UFPE,
2020).

A discussao, na verdade, independe da estruturacao do ensino médio. O conteido do
presente trabalho traz uma alternativa para o ensino do Célculo no ensino médio através de
contetdos mais simples, tais quais como o entendimento de derivada através do coeficiente
da reta tangente a uma curva em determinado ponto, problemas de otimizacao envolvendo
polinémios de grau maior que dois, a nocao de aceleragao como taxa de variacao da
velocidade, essa, bem como, taxa de variacao da posicao, além de integrais de polindémios
como caminho reverso para as nocoes citadas anteriormente. Além disso, é trazida uma série
de demonstragoes alternativas de resultados da Geometria Euclidiana Plana apropriando-se
de conceitos da Geometria Analitica, como vetores, produto interno, distancia entre pontos,
equacao paramétrica da reta, tornando, assim, mais vasto o acervo de demonstragoes por
parte do professor e expandindo o conhecimento que o aluno graduado no ensino médio
terda ao terminar essa fase de ensino, nutrindo a expectativa que ao ingressar no ensino

superior, haja maior facilidade e familiaridade com determinados conceitos.
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1 Fundamentacao Teédrica

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos e defini¢oes de Calculo, Geome-

tria Euclidiana Plana e Geometria Analitica.

1.1 Calculo

As definicoes e demonstragoes desta secao podem ser encontradas na obra Caélculo,
vol.1 (STEWART, 2006).

1.1.1 Definicao de Limite

A defini¢ao formal de limite, por conta de sua complexidade, nao é tema central
do presente trabalho, mas pode ser encontrada em (STEWART, 2006, p.115).

Como nocao intuitiva, pode-se entender o limite da seguinte forma: Seja f : [ — R,
I C R, uma func¢ado. Se houver um ntumero real L tal que, ao aproximar, sem tornar igual,
os valores de x de um determinado valor a € I, de tal modo que essa aproximagao, por
consequéncia, aproxima os valores de f(z) do niimero L, entao L é dito limite da fungao

f(x) quando z tende a a.

Figura 1 — Nocao intuitiva de Limite

R

Y
3 4

¥
I
|
|
|
|
|
\I
3 =3 1110 A2

Fonte: Produzida pelo autor



24 Capitulo 1. Fundamentacio Teorica

Em outras palavras, quanto mais proximo os valores de x, no dominio da funcao,
ficam de a, menor é a diferenca do valor de f(x) para o limite L. Essa distancia entre x e
a pode ser arbitraria e tao pequena quanto se queira, contanto que nao seja zero. Note,
com isso, que o limite quando x tende a a ser igual a L nao diz, obrigatoriamente, que
f(a) = L, o limite fala sobre os valores que f(x) assumem quando estdo na vizinhanca a e

nao sobre o valor de f(a) em si.
Como notagao, tem-se:

lim f(x) =L

Tr—ra

1.1.2 Definicao de Derivada

Define-se derivada de uma fungao f em um nimero a, denota-da por f’(a), como o

limite abaixo, se o limite existir:

) — tim L0 1) = fa)

h—a h

Tomando ainda x = a + h, ou seja, h = x — a, entao h se aproxima de zero, se, e

somente se, x se aproxima de a, logo é equivalente escrever:

) — tim 1) = 1)

r—ra TrT — Q

Sejam f(z) e g(x) fungdes e ¢ um nimero real, em (STEWART, 2006, ,p.104) sao

demonstradas as seguintes identidades:

lim (f(2) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x),

T—a r—a

limc.f(z) = c. lim f(x).

T—a T—a

1.1.2.1 Derivada da Soma

Seja h(z) = f(x) + g(z), entdo, para um nimero a no dominio de h:

o (@ 1) + gla+ 1) = (f(a) + g(a)

/ —
i(a) = h—0 h

Mas, pela propriedade de limite, sabe-se que o limite da soma ¢ igual a soma dos

limites, entao:

(@) = (tim TP IO, gy SOER) 29y i 4 ()

h—0 h h—0

A diferenga se faz de forma anéloga, porém usando h(x) = f(x)—g(z), e concluindo

que, para um nimero a no dominio de h, h'(a) = f'(a) — ¢'(a)
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1.1.2.2 Derivada de um Polinémio
E conhecida a realcao " — y" = (& — y) (a1 + 2" 2y 4+ 2" 3y 4 4oy,
Seja f(x) = 2", com n inteiro positivo, entao:

f(z) = f(a) " —a”

/ R 1
fe) = e =,

Y

Utilizando a realgao conhecida, tem-se:

£(a) = lim (x —a)(@" '+ 2" 2a+ 2" 3a® + ... + xa" 2 + a7 )

r—a T — Q

=limz" '+ 2" 20+ 2" 3+ ... +xd" 2 +a" !
r—a

="' +a" %a+ad" 32+ ... tad  +a"!

=n.g" !

Em outras palavras, para derivar uma func¢ao polinomial da forma p(z) = 2™ em
um numero a, basta realizar o produto entre o valor do expoente pelo nimero a elevado

ao valor do expoente subtraido de um.

Seguindo essa regra, e também o resultado que a derivada da soma é igual a soma

das derivadas, pode-se concluir que:
Dado f(z) = bpx™ + by_12™ 1 + ... + byz + by, entdo o valor da sua derivada em

um numero a é:

f'(a) =b,mn.a" "t +b,_1.(n—1).a" %+ ...+ by.2.a" + by

1.1.3 Antiderivadas e Integrais
1.1.3.1 Antiderivadas

Uma fungao F': I — R é definida como antiderivada de outra fungao f: I — R,
I C Rse para todo a € I, F'(a) = f(a).

Porém nao existe somente a fungao F' que pode ser caracterizada como antiderivada,
em (STEWART, 2006, p.353) pode-se encontrar a prova que se, dada as condigbes acima,

F ¢é antiderivada de f, entao F(z) + C também o é, onde C' é uma constante arbitraria.

1.1.3.2 Antiderivada de uma fung¢ao polinomial

xr
n+1

n

Sabendo que se f(x) = z", entao f'(z) = n.z"" !, é facil ver que F(z) = +C,
1 (n+1)-1
ja que F'(x) = (n+n)—|ail =a".

Dessa forma, se f(z) = a,2" + ap_12" ' + ... + a1 + ay, entdo:
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+1 (n—1)+1 (n—2)+1 0+1

Ay 2" Ap—_1T Ap—2T ai.x ag.x
n+1 i (n—1)+1 i (n—2)+1 o 1+1 o 0+1

F(z) =

_apa™t! N Ay X" N Apox"™ ! - a,.7? N ag.z!

C
n+1 n (n—1) 2 1 *

1.1.3.3 Definigao de Integral

Como nog¢ao intuitiva, a integral definida pode ser compreendida como a area entre

a curva f e o eixo das abscissas quando x percorre o intervalo [a, b].

Note, nas figuras a seguir, uma tentativa de preencher determinada area entre a
curva e o eixo das abiscissas através de retangulos construidos da seguinte forma: Divide-se
o intervalo [a,b] em n partes iguais. O inicio de cada intervalo serda dado por a + l’_T“@ e
o fim de cada intervalo é dado por a + b’Ta(z +1),comi€Z, talque 0 <i<n-—1.0
intervalo [a + =%.i,a + =%.(i + 1)] determina a base de cada um dos retangulos e suas

respectivas alturas sao dadas por f(a + b_Taz)

Note que ao aumentar o valor de n, o somatoério das areas dos retangulos se

aproximam cada vez mais da area desejada. A area de cada retangulo é dada por:

b;a.(i+1))—(a+b;a.i)).f(a—i—b;a

i)

((a+

Para facilitar a escrita, tome:

Assim a érea de cada retdngulo pode ser dada por Ax;.f(z;).

Tendendo o valor de n ao infinito, o somatério das areas dos retangulos sera igual
a area entre a curva e o eixo das abscissas, para esse limite, dar-se o nome de integral e

denota-se f; f(x)de = lim, . 02 f(x:) Az,

1.1.3.4 Teorema Fundamental do Calculo

Para o presente trabalho, basta a parte dois do Teorema Fundamental do Célculo,
enunciado:
Se f é uma funcdo continua no intervalo [a,b], entdo [° f(z)dz = F(b) — F(a),

onde F' é qualquer antiderivada de f.
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Figura 2 — Nocgao intuitiva de integral paran =7en =11

= =
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Fonte: Produzida pelo autor

Figura 3 — Nocao intuitiva de integral para n = 27 e n = 100

Fonte: Produzida pelo autor

1.2 Axiomas e Definicoes da Geometria Euclidiana

Plana
A Geometria Eucliana Plana, parte de trés elementos primitivos que nao tém
definicao, sao eles: Ponto, Reta e Plano.

Denota-se o Ponto por uma tnica letra maituscula, a Reta por uma letra mintscula

e o Plano por uma letra grega.

A partir desses elementos, parte-se para os axiomas, que sao verdades absolutas.

1.2.1 Axiomas de Incidéncia

Axioma de Incidéncia I: se A e B sao dois pontos distintos no plano, entao

existe uma, e somente uma, reta r tal que A e B pertencam a r.

Obvervacao 1.2.1 1 : A reta r que contém os pontos A e B pode ser denotada
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por j@

Axioma de Incidéncia II: Toda reta r no plano possui pelo menos dois pontos

distintos.

Axioma de Incidéncia III: O plano o contém pelo menos trés pontos distintos

que nao pertencem a uma mesma reta 7.

1.2.2 Axiomas de Métrica e Ordem na Reta

Axioma de Métrica e Ordem na Reta I: Para cada par de pontos A e B do

plano existe um tnico nimero real associado, denotado por m(AB), que satisfaz:

Obvervagao 1.2.2 1: Define-se distancia entre A e B como o nimero m(AB).

Obvervacao 1.2.2 2: Dados dois pontos A e B, diz-se que C esta entre eles se:

S

1. C

2. m(AB) = m(AC) + m(CB).

Axioma de Métrica e Ordem na Reta II: Se A,B e C' sao pontos que pertencem

a mesma reta r, entao um deles esta entre os outros dois.

Obvervagao 1.2.2 3: O conjunto de pontos que estao entre A e B, incluindo estes,

é definido como segmento de reta e é denotado por AB.

Obvervagao 1.2.2 4: Sejam A e B dois pontos que pertencem a reta r. Seja ainda
P qualquer ponto, também pertencente a mesma reta, tal que B esteja entre A e P. O

conjunto da unido de todos os pontos do segmento AB com P é definido como semirreta
de origem A e é donato por E

Axioma de Métrica e Ordem na Reta III: Dado dois pontos A e B numa reta

r, existe um ponto C em r, tal que A esta entre C' e B.

Axioma de Métrica e Ordem na Reta IV:As semirretas /@ e 1@ , determi-
nadas pelos pontos A,B e C de uma reta r, com A entre C' e B, satisfazem as seguintes

propriedades:

1. ABUAC = r.
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2. ABNAC = A.

3. Dois pontos P e () pertencentes a r, diferentes de A, pertencem a uma mesma

semirreta se e s6 se A ndo pertencem ao segmento P().

4. Dois pontos P e () pertencentes a r, diferentes de A, pertencem a uma mesma

semirreta se e s6 se A pertencem ao segmento P(Q).

Axioma de Métrica e Ordem na Reta V: Em qualquer semirreta j@ e para
todo numero real ¢, existe um ponto C € j@ tal que m(AC) = c.

1.2.3 Axiomas de Ordem no Plano

Toda reta r determina exatamente dois subconjuntos no plano «, denominados

semiplanos com relagdo a r e denotados por a; e as, satisfazendo as seguintes condic¢oes:

1. Todos os pontos do plano « entao contidos em aq | as.
2. acpNag =r.
3. Dois pontos A e B pertencem a um mesmo semiplano se, e somente se, ABNr = @.

4. Dois pontos A e B, nao pertencentes a r, estdo em semiplanos distintos se, e somente
se, ABN\r # @.

1.2.4 Angulos: Defini¢des e Axiomas
1.2.4.1 Definicoes

Define-se angulo como um par de semirretas de mesma origem. A esta origem
dar-se o nome de vértice. Sejam as semirretas zﬁ e 1@ , denota-se o angulo formado por
elas como Z/BAC, cada semirreta ainda é chamada de lado do dngulo. Se as semirretas 1@
e 1@ sao coincidentes, diz-se que o angulo ZBAC' é nulo, e, se as semirretas em questao
nao sao coincidentes, mas pertencem a uma mesma reta r, entdao ZBAC é dito angulo

raso. Diz-se ainda que um angulo é nao-trivial se ele ndao for nem raso, nem nulo.

Sejam f@ ) jﬁ retas, aap 0 semiplano definido pela reta f@ que contém o ponto
C e asc o semiplano definido pela reta z@ que contém o ponto B. Define-se regiao angular

de um angulo nao-trivial ZBAC, nas condigbes descritas anteriormente como aap () @ac-

Dois angulos sao ditos adjacentes quando compartilham o mesmo lado, e, conse-

quentemente o mesmo vértice, mas tém regioes angulares diferentes.

Se ZBAC for raso, e D for um ponto pertencente a um dos semiplanos formados

por B?, entao diz-se que os angulos ZBAD e ZC'AD sao suplementares.
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1.2.4.2 Axiomas de angulos

Axioma de angulos I: Para todo dngulo ZBAC, ha um nimero real associado,

denotado por m(£BAC), satisfazendo as propriedades:

1. 0 < m(ZBAC) < 180.
2. m(£BAC) = 0, se, e somente se, ZBAC for nulo.
3. m(£BAC) = 180, se, e somente se, ZBAC for raso.

4. m(£LBAC) =m(£LCAB).

Obvervagao 1.2.4 1: O nimero real m(£BAC) é denomiado de medida do angulo,
e, tomando o angulo como uma grandeza, sua unidade de medida, para esse texto, serd o

grau, denotado por °.

Axioma de angulos 1I:

1. Se ZBAC' é um angulo nao-trivial e D é um ponto pertencente a sua regiao angular,
entdo: m(£LBAC) = m(£LBAD) +m(£DAC).

2. se ZBAC é raso e D estd em algum dos semiplanos definidos por %, entao:
m(£BAD) +m(£DAC) = 180.

Axioma de angulos III: Seja fﬁ uma reta, para toda semirreta zﬁ , todo niimero
real a, tal que 0 < a < 180°, e cada semiplano a; ou as, existe uma unica semirreta 1@,

contido ou em oy ou ay tal que m(£BAD) = a.

1.2.5 Congruéncias
1.2.5.1 Congruéncia de segmentos

Seja AB e BC dois segmentos de reta. Diz-se que os segmentos sao congruentes de

m(AB) = m(CD). Denota-se a congruéncia por =, no caso: AB = CD.

Obvervacao 1.2.5.1 1: Seja AB um segmento de reta e M um ponto tal que
M e AB. M ¢ dito ponto médio do segmento AB se m(AM) = m(MB).

1.2.5.2 Congruéncia de angulos
Seja ZBAC e ZEDF angulos. Diz-se que os dngulos sao congruentes se m(£ZBAC) =
m(LEDF).

Obvervagao 1.2.5.2 1: Seja ZBAC um angulo e E uma semirreta, se D for
interior a regido angular de ZBAC ¢ m(£ZBAD) = m(£DAC), entao AD 6 dita bissetriz
do angulo ZBAC'. Além disso a reta ﬁ ¢ dita reta bissetriz desse mesmo angulo.
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1.2.5.3 Triangulos: Defini¢coes e Congruéncia

Define-se figura como qualquer subconjunto de pontos do plano.

Dada essa definicao, define-se triangulo como uma figura formada pela uniao de

trés segmentos de reta AB, BC' e AC, sendo A,B e C' pontos que nao pertecem a uma
mesma reta r. Os pontos A,B e C sao denomiados de vértices, enquanto os segmentos

de reta citados anteriormente sao denominados de lados do tridngulo. Usa-se a notacao

N ABC.

Obvervagao 1.2.5.3 1: Se um ponto D pertence a intersecgao das regioes angulares
de ZABC,/BAC e ZACB, bem como a um dos lados do tridngulo, este ponto é chamado

de ponto interno do triangulo, caso contrario, ¢ chamado de ponto externo.

Sejam A ABC' e A DEF triangulos. Diz-se que esses triangulos sao congruentes
se AB=DFE, BC = FEF e AC = DF, além disso, ZABC = /DFEF,/BCA=/ZEFD e
/CAB = /FDE. Denota-se A ABC =A DEF.

Axioma de Congruéncias de Tridngulos: Se em dois tridngulos A ABC e
A DEF ocorrer AB=DFE, BC=FEF e ZABC = /DEF, entao A ABC =A DEF. Tal
critério é chamado de Lado-Angulo-Lado, abreviado por LAL.

H& mais dois critérios para conferir a congruéncia em tridngulos, mas esses nao
aparecem como axiomas, mas sim como teoremas, nesse texto tais teoremas nao serao
demonstrados, apenas enunciados. A demonstragao pode ser encontrada em (FARIA, 2009,
p,41-45).

Critério ALA (Angulo-Lado-Angulo): Se em dois tridangulos A ABC e A DEF
ocorrer ZABC = /DEF, BC = EF e Z/ZBCA = ZEFD, entao A ABC =A DEF.

Criério LLL(Lado-Lado-Lado): Se em dois tridngulos A ABC e A DEF ocorrer
AB = DE, BC =¢eF e AC = DF, entdao A ABC =A DEF.

1.2.5.4 Outros resultados a respeito dos tridngulos

Como consequéncia direta dos critérios de conguéncia de triangulos e do paralelismo,
contetido que serd visto na préxima se¢ao, em (MACHADO, 2012, p.49-82) sdo apresentados

os seguintes resultados:

1. Se um tridngulo tem dois lados congruentes, ele é chamado de isoceles e o lado
nao congruente é chamado de base. Além disso, os angulos formados pela base e os

demais lados do triangulo sao congruentes.

2. Cada angulo suplementar e adjacente a um angulo de um triangulo é dito angulo
externo do tridngulo. Além disso, a medida de um angulo externo é sempre maior a

medida de cada um dos angulos internos a ele nao adjacentes.
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3. Se um tridngulo nao é isoceles, entao o lado de maior medida é oposto ao angulo de

maior medida.

4. Se um tridngulo nao ¢ iséceles, entao o angulo de maior medida é oposto ao lado de

maior medida.

1.2.6 Perpendicularismo e Paralelismo

Dadas retas r e s, diz-se que essas sao concorrentes se (s =P.

Se, além de concorrentes, r e s formarem um angulo reto, elas sao ditas perpen-
diculares e denota-se r L s. Além disso, o ponto de interseccao P é chamado de pé da

perpendicular.
Dadas retas r e s, diz-se que essas sdo paralelas se r(s = &. Denota-se r//s.

Sejam r,s e t retas tais que r//s e t concorrente a ambas. Define-se ¢ como reta

transversal as retas r e s.

Observe que a reta r divide o plano em dois semiplanos «; e s, sendo ay o
semiplano que contém s, de forma analoga, s divide o plano em a3 e a4, de forma que as
é o semiplano que contém r, e t divide o plano em a5 e ag. Seja ainda a regiao do plano

a7 = as () as, ou seja, a7 é a regido compreendida entre as retas r e s.

Sejam 17,715,153 pontos de t que pertencam, respectivamente, aos semiplano aq,a
regiao do plano a7 e ao semiplano a4 . Sejam também R;,R, pontos de r que pertencem,
respectivamente, ao semiplanos a; e ag. Sejam ainda 51,55 pontos de s que pertencem,
respectivamente, aos semiplanos as e ag. Por fim, seja P,() pontos de interseccao entre ¢

com 7 e s, respectivamente.

Sejam a, b, c,d, e, f, g, h angulos tais que a = LT1PRy, b = ZT1 PRy, ¢ = ZRyPT,
d = ARlpTz, e = lSlQTQ,f = ATQQSQ,Q = SQQTg (§] h = SlQTg.

Define-se:

1. Os pares de angulos a e e como angulos correspondentes, assim como os pares b e f,

cege,por fim, de h.
2. Os pares de angulos d e e como colaterais internos, assim como os pares c e f.
3. Os pares de angulos a e h como colaterais externos, assim como os pares b e g.
4. Os pares de angulos d e f como alternos internos, bem como os pares c e e,

5. Os pares a e g como alternos externos, assim como os pares b e h.

Axioma das Paralelas: Dada uma reta r e um ponto P fora dela, s6 existe uma,

e somente uma reta t paralela a r que contém o ponto P.
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Figura 4 — Retas Paralelas cortadas por uma Transversal

t
1

/

Fonte: Produzida pelo autor

Com o auxilio do axioma acima, é possivel demonstrar o teorema enunciado abaixo,

tal demonstragao encontra-se em (FARIA, 2009, p.59), segue:

Dadas as retas r, s e t, tal que r//s e t seja transversal a ambas, entdo qualquer par
de angulos correspondentes sao congruentes, bem como qualquer par de angulos alternos
internos. Além disso, qualquer par de angulos colaterais internos sdo suplementares, bem

como qualquer par de angulos colaterais externos.

Com esse resultado é possivel afirmar que a soma dos trés angulos internos de um

tridangulo vale 1802, como é possivel conferir a demonstragao em (MACHADO, 2012, p.81).

1.2.7 Lugares Geométricos

Lugar Geométrico é o subconjunto de pontos do plano que tem determinada

propriedade ou caracteristica.

Observe, ainda, que uma figura é um lugar geométrico se tal figura for munida de

uma propriedade.

1.2.7.1 Circunferéncia

Seja r um numero real e O um ponto do plano. Define-se circunferéncia como o

lugar geométrico que equidista r do ponto O. Denota-se a circunferéncia por C(r, O).

Obvervagao 1.2.7.1 1: Sejam A e B dois pontos da circunferéncia. Se A,B e O
pertencem a uma mesma reta r, entdo AB é definido como didmetro da circunferéncia.
Tem-se ainda que o segmento OA é denominado de raio da circunferéncia e, obviamente,
m(OA) =r. Além disso m(OA) = @. O ponto O é denominado de centro ou origem

da circunferéncia.
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1.2.7.2 Mediatriz

Sejam A e B pontos do plano. Diz-se que os pontos em questao sao extremos do

segmento AB.

Define-se mediatriz de um segumento AB como o lugar geométrico que equidista

dos extremos do segmento.

Em (MACHADO, 2012, p.93), prova-se que a mediatriz é a reta r perpendicular

ao segmento AB que passa pelo seu ponto médio.

1.2.7.3 Mediatriz de um tridngulo

Define-se mediatrizes de um tridngulo A ABC' como a mediatriz de cada um de
seus lados AB, BC' e AC.

Em (MACHADO, 2012, p.95), prova-se que as trés mediatrizes de um triangulo
encontram-se em um unico ponto C', ponto esse que equidista dos trés vértices do triangulo.

A esse ponto C' dar-se o nome de circuncentro.

1.2.8 Quadrilateros

Dados os pontos A, B, C' e D, trés a trés, ndo pertencendo a uma mesma reta

r, a figura formada pelos segmentos AB,BC,C'D e DA é chamada de quadrilatero e
denota-se por ABCD. Tais pontos sdo denominados de vértices do quadrilatero, bem como

os segmentos sao denominados de lados do quarilatero.

Obvervacao 1.2.8 1: Num quadrilatero, dois vértices sao considerados consecutivos
se sao extremos de um mesmo lado, caso contrario, sao chamados de opostos. Ja dois lados
sao considerados de consecutivos se compartilham um mesmo vértice, caso contrario, sao
chamados de opostos. O segmento de reta formado por dois pontos opostos é denominado

de diagonal.

1.2.8.1 Quadrilateros notaveis

Alguns quadrilateros tém propriedades especiais e sdo mais usados que outros nos

estudos da geometria, sao eles:

—_

. Paralelogramo: Quadrilatero cujo lados opostos sao paralelos entre si.

\V]

. Losango: Um paralelogramo que tem todos os lados congruentes.

w

. Retangulo: Quadrilatero com quatro angulos retos.

W

. Quadrado: Um retangulo com os quatro lados congruentes.
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5. Trapézio: Quadrilatero que tem um par de lados opostos parelelos e o outro de lados

opotos nao paralelos.

Obvervacao 1.2.8.1 1: Todo retangulo é um paralelogramo, bem como quadrado
também o é. Todo quadrado também é um losango, mas as reciprocas nao sao verdadeiras

(MACHADO, 2012, p.107).

1.2.9 Semelhancga de tridngulos

Dois tridgulos A ABC' e A DEF sao ditos semelhantes se for possivel estabeler
uma correspondéncia de proporcionalidade entre seus lados e de congruéncia entre seus

angulos de forma que:

_ _ _ m(AB) _ m(BO) _
| ZABC = /DEF, ZBCA = LEFD, LCAB = ZFDE ¢ 25 = "a0 =
m(AC) __

m(DF) = k, onde k é um numero real. Denota-se a semelhranca por A ABC' ~A DEF.

~

1.2.9.1 Critérios de semelhancga de tridngulos

Em (FARIA, 2009, p.68), sdo demonstrado os critérios de semelhanga de tridngulos,

aqui esses serdo apenas enunciados.

Critério AA (Angulo-Angulo): Se dois tridngulos A ABC e A DEF tém dois

pares de angulos congruentes entre si, entdao os triangulos sao semelhantes.

Critério ALA (Angulo-Lado-Angulo): Se dois tridngulos A ABC e A DEF tém
dois pares de angulos congruentes entre si e os lados destes angulos sao proporcionais,

entao os triangulos sao semelhantes.

Critério LLL (Lado-Lado-Lado): Se dois tridngulos A ABC e A DEF tém os

trés lados, tomados dois a dois, proporcionais entre si, entao os tridngulos sao semelhantes.

1.2.10 Triangulo Retangulo e Teorema de Pitagoras

Um triangulo A ABC' é dito retangulo se tem em algum dos seus dngulos um
angulo reto. O lado oposto ao angulo reto é denominado de hipotenusa e os demais sao

denominados de catetos.

1.2.10.1 Teorema de pitagoras

Em (MACHADO, 2012, p.138), é demonstrado o teorema de Pitdgoras, que diz que

a soma do quadrado da medida dos catetos ¢é igual ao quadrado da medida da hipotenusa.

Em linguagem matemética, se A ABC é reto em /BAC, entao m(BC)? =
m(AC)* + m(AB)2.
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1.3 Geometria Analitica

1.3.1 Definicoes basicas e equagao de uma curva

Em (LIMA, 2015, p.3), fica bem definido os conceitos de coordenadas na reta, onde
é associado a cada ponto de uma reta r um ntmero real. Além disso, diz-se que uma reta
é orientada quando se escolhe um sentido de percurso pelos pontos, chamado de positivo,
e, o sentido contrario, de negativo. Fixado um ponto O na reta orientada, tem-se o que se

chama de eixo, chama-se tal ponto de Origem.

O sistema de coordenadas cartesianas no plano « é definido como um par de eixos
perpendiculares entre si, denotados por OX e OY, com mesma origem O. A escolha desse
sistema permite estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o plano o e R?, onde R?

é o conjunto de pares ordenados (z,y), onde = e y sdo niumeros reais.

Além disso, em (LIMA, 2015, p.23), mostra-se que dado ponto P(x,y) e Q(u,v),
entdo a distdncia entre os dois pontos, denotado por d(P, @), pode ser calculado com a

formula d(P, Q) = /(z — u)2 + (y — v)2.

Ainda é definida equagdo de uma curva C' como uma igualdade envolvendo as
varidveis x e y, satisfeita se, e somente se, P(x,y) pertence a C. Com isso, demonstra que
a equacao de uma reta é dada pela expressao y = ax +b, a,b € R, onde a ¢ denominado de
coeficiente angular e b de coeficiente linear, ou ainda, se P(xzg,yo) e Q(x1,y1) s@o pontos

da reta, entao a equacdo desta pode ser expressa da forma y — yo = m(z — xp), onde

— Y1—7%o
xr1—x0

A equacdo de uma circunferéncia de centro C(a,b) e raio r é dada da forma
(x—a)*+ (y—b)* =r2

1.3.2 Vetores
1.3.2.1 Definicao

Define-se um segmento de reta AB como segmento de reta orientado quando se
determina qual extremidade é a inicial e qual a final, fica subentendido que a ordem com

que se escreve o segmento orientado determina seu comeco e o seu fim.

Dados dois segmentos de reta orientados diz-se que eles sao equipolentes se:

1. Tém comprimentos iguais.
2. Sao paralelos ou pertencem a uma mesma reta.

3. Tém o mesmo sentido.
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Sejam AB e BC dois segmentos de retas orientados, tais que A = (x,,v,),B =
(xy, ¥p),C = (e, ye) € D = (x4,9q). Em (LIMA, 2015, p.86) é demonstrado que para que

os segmentos orientados citados anteriormente sejam equipolentes, é necessario e suficiente
que Tp —Tq = Td —Te € Yp — Ya = Yd — Ye-
O conjuno de todos os segmentos de retas orientados equipoentes a AB representam

um vetor v, denota-se v = AB.

Seja ainda AB um segmento de reta orientado. Costuma-se, para facilitacio dos
c4lculos algébricos, usar o segmento orientado OV, com O = (0,0) e V = (2 — a, Yp — Ya),

equipolente a AB, como representante para o vetor v. Denota-se ainda v = AB=B—A=

(xb — ZLa,Yb — ya)'

1.3.2.2 Soma de vetores e multiplicacao por escalar

Sejam v e w vetores. Escolhe-se, convenientemente como representantes os segmentos
orientados v = AB e w = BC. A soma v 4+ w é definida como o vetor que tem extremidade
inicial coincidindo com a do vetor v e extremidade final coincidindo com a do vetor w.

Denota-se v +w = AC.

Dadas as condigbes acima, se v = (a,b) e w = (¢,d), entdo v+ w = (a + ¢, b+ d).

Além disso, —v = (—a, —b) é dito o vetor oposto de v.
Em (LIMA, 2015, p.93), mostra-se as propriedades:

Dados v,w e u vetores, entao:

1. v+w=w+4+v;
2. (v+w)+u=v+ (w+u);
3. v+(0,0) = (0,0) +v;

4. —v+v=v+(-v)=0.
Seja t um numero real e v = (a,b) um vetor. Define-se t.v = (t.a,t.a).

1.3.2.3 Angulo entre vetores

Dados vetores v e w, usando, convenientemente, representantes com mesma extre-
midade inicial, ou seja, v = AC' e w = AB, define-se o angulo entre os vetores v e w como
/ZBAC. Obviamente, alterando a extremidade inicial, encontra-se um angulo congruente a

£LBAC.

Tomando v = (a,b),w = (c¢,d), ou seja, os vetores com extremidades iniciais
coincidindo com a origem do plano, § angulo formado por eles, a e 5, angulos formados

entre os vetores v e w, respectivamente, com o eixo das abscissas, tem-se a figura a seguir:
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Figura 5 — Angulos entre vetores

C

Fonte: Produzida pelo autor

Note que § = a — 3, ou seja, cosf = cos(a — ) = cosa.cosf3 + sina.sin f3.

Substituindo os devidos valores, encontra-se (LIMA, 2015, p.97):

a.c+b.d
Va2 + b2/ 2+ d?

cosf =

1.3.2.4 Comprimento de um vetor

Seja v = AB = (a,b), denota-se por |v| ou ||AB|| o comprimento do vetor em

questao, além disso, o comprimento pode ser calculado da sequinte forma |v| = v/a? + b?.

1.3.2.5 Produto Interno: Definicao e propriedades

Outra operagao entre vetores v e w é a do produto interno, denota-da por (v, w),
pode ser definida como (v, w) = |v||w]|cos @, onde O é o d&ngulo formado pelos dois vetores.
se v = (a,b) e w = (¢, d), sabe-se que cosf = ﬁ%’ logo:

(v,w) = |v||w| cos

a.c+b.d

Va2 + b2/ + d2)

(v, w) = ([v]jw]).(

(v, w) = (Jvf|w]).(F———

(v,w) = a.c+b.d
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Note ainda que (v,v) = |v||v|cos 6, mas o angulo entre v e ele mesmo é zero, logo

cosf = 1, assim (v,v) = |[v|?, ou seja, [v| = /(v,v).

Em (LIMA, 2015, p.98), vé-se outras propriedades do produto interno, seja v,w,u

vetores e t um numero real, entao:
1. (v,w) = (w,v)
2. (v+u,w) = (v,w) + (u, w)
3. (u,v+w) = (u,0) + (u, w)

4. (tw,w) = (v, t.w) = t.(v,w)

Com essas propriedades, vale mostrar que se v e w sao vetores, entao:

|U+w!=\/<v+w,v+w>
v+ w|* = (v+w,v + w)
= ((v,v + w)

)+
= ({v,0) + (v,w)) +
w) +

= [vf* + (v,

({w, v +w))
({w, v) + (w, w))
(w,v) + |w]?

(

[v+wl* = o] +2.((v,w)) + Jw|*

1.3.3 Equacao Parametrizada da Reta

O vetor ¥ ¢é definido como vetor diretor de uma reta r se v///r.

De tal forma (LIMA, 2015, p.171) mosta que se ¥ = (a, b) é um vetor diretor da
reta r, P(zg,y0) € r e t ¢ um numero real, entdo os pontos (z,y) de r podem ser escritos

da forma :

= t.
r(t) =: T=Ttta
y=1yo+tb

A expressao acima representa a equacao parametrizada da reta.
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2 Como o Calculo pode ser apresen-

tado ao Ensino Médio

Neste capitulo é apresentada a forma com que a derivada e a integral pode ser
ensinada aos alunos de ensino médio de forma pratica, direta, através de algoritmos e

alguns exemplos de fixagdo ou exercicios contextualizados.

2.1 Derivadas: Regra de derivacao de Polinomios e

exemplos

Dentre os diversos recursos que podem ser utilizados no ensino da matematica, a
visualizacao grafica de alguns conceitos é o que mais se encaixa para o ensino do célculo,
seja apresentando as derivadas, retas tangentes e integrais, entao ¢ interessante que, a

cada defini¢ao, essa seja trazida, além de forma textual, também de forma visual.

Dito isso, define-se a derivada de uma fung¢ao polinomial da forma p(x) = a,z™ +

A 12" + ... + a1x + ap, como a também funcio polinomial p'(z), tal que:

P(2) = ap(n)z" '+ ap_1(n — D™ D14 4 1a' " 4 a0.0

=ap(n)z" ' +a,_1(n—1)2" %+ ...+

Se g € R, pertence ao dominio da fun¢do em questao, entdao p'(zg) é o valor da

derivada no ponto (zo, p(xo)).

Exemplo 2.1 1 Calcule a derivada da fungao polinomial f(z) = x3 + 3z — 5, e,
além disso, calcule o valor da derivada quando x = 2.

Se f(z) = 23+ 3z — 5, entdo f'(x) = 3.2°71 +3.1.2'7! — 5.0 = 32 + 3. Calculando
f'(2), obtem-se f'(2) = 3.(2?) + 3 = 15.

Exemplo 2.1 2 Qual deve ser o valor de zy para que a derivada da funcao
f(x) = 32? — 4x + 5 seja zero?

flx) =322 =4z +5 = f'(x) = 3.2.2771 — 41271 + 5.0 = 62 — 4, deseja-se
f'(xo) =0, logo, 6z —4 =0 = 29 = 2.

Através do algoritmo do calculo da derivada pode-se criar um outro para descobrir
a equacao de uma reta tangente a uma curva em determinado ponto.

Seja f(z) uma funcao polinomial tal que f : [a,b] — R e A um ponto tal que

A=(c, f(c)), com ¢ € [a,b], ou seja, A € f(x), para descobrir a equagao da reta tangente a
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curva f passando pelo ponto A , basta:

1. Derive f(x) e obtenha f'(x).

2. Calcule f'(c).

3. Na equacao reduzida da reta y — yo = m(xz — xo), use m = f’(c), yo = f(c) e zy = c.

4. y= f'(¢)(x — ¢) + f(c) é a equagdo da reta tangente ao ponto A.

Figura 6 — Reta tangente a uma curva em determinado ponto

«Q

-6 4 -2 0 / 2 4 6 8 10

Fonte: Produzida pelo autor

Se repetidas as condigbes de f, mas A = (¢,d), com A & f, segue:

. Derive f(x) e obtenha f’(x)

. Admita que o ponto de cordenadas (z1, f(z1)) é a intersecgao entre a curva f e a

reta tangente a f que passa pelo ponto A.
. Calcule f(x1) bem como f'(x1).

. Tome y — yo = m(z — x9) a equagao da reta e substitua y = d, yo = f(z1),

m= f'(z1),x =cexy=u1
. Resolva a equagao d — f(z1) = f'(z1)(c — x1)

. Ap6s descobrir o valor de x7, substitua-o em f(x1) e f'(z1), calculado esses valores,

substitua na equacao y — f(z1) = f'(x1)(z — 1), 0 que resultara na equacao desejada.
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Exemplo 2.1 3 Calcule a equagao da reta tangente a curva f: R — R, f(x) =
23 — 222 + 2x + 5 passando pelo ponto (1,6).

Primeiro deve-se conferir em qual das situagdes o problema esta envolvido, ou seja,

se 0 ponto em questao pertence ou nao a curva. Calculando f(1), tem-se:
f(1)=13—-212+2.1+5=6, logo (1,6) € f, o que leva ao primeiro caso.

Passo 1 Se f(z) = 2 —22*+2x+5, entdo f'(z) = 3371 =222 1421271 4+0.5 =
32% — 4z + 2

Passo 2 Calculando f/(1), tem-se: f(1) =3.1> —4.14+2=1

Passo 3 Substituindo na equagdo y — yo = m(x —xg), m =1, yo = 6 e 9 = 1,

tem-se: y — 6 = 1(x — 1)

Passo 4 y =1(x — 1) — (—6) = z + 5 é a equacao desejada.

2
)

Exemplo 2.1 2 Encontre a equagao da reta tangente a curva f : R — R, f(z) =«
que passa pelo ponto (3, 8).

Primeiro deve-se conferir em qual das situagdes o problema esta envolvido, ou seja,

se 0 ponto em questao pertence ou nao a curva, calculando f(3), tem-se:
f(3) =32 =9, ou seja, (3,8) ¢ f, logo se trata do segundo caso.
Passo 1 Se f(z) = 22, entdo f'(z) = 227! = 2.

Passo 2 Seja (x1, f(x1)) o ponto de f que é resultado da intersec¢ao da curva com

sua reta tangente.
Passo 3 f(x1) = (11)> = 23 e f/(21) = 2(x1) = 221,

Passo 4 Na equacio y — yo = m(z — 1), tome y = 8, yg = 22, m = 2x;, v =3 e

To = T1, assim: 8 — a7 = 27 (3 — x1).

Passo 5 Resolvendo a equacao, tem-se como possiveis solugoes ou 1 = 2 ou

l‘1:4.

Passo 6 Se 71 = 2, entdo f(z;) =22 =4e f'(r;) = 2.2 = 4, de tal forma que a
equacao da reta tangente pode ser representada pela equacao y — f(x1) = f'(z1)(z — x1),

ouseja, y —4=4(x —2) -y =4z — 4.

Se 1 = 4, entdo f(z1) =4* =16 ¢ f'(r;) = 2.4 = 8., de tal forma que a equagio
da reta tangente pode ser representada pela equagao y — f(x1) = f'(z1)(x — 1), ou seja,
y—16=8(z —4) » y = 8z — 16.

Observacao 2.1 1: E importante salientar que a reta tangente & uma curva f
em um ponto A, tal que A € f, é a reta que mais se aproxima da curva na proximidade
do ponto A, ou seja, pode-se entender a derivada como a taxa de variagao local de uma

funcao.
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Observagao 2.1 2: E sempre possivel realizar a derivacio de um polinémio f(z),
resultante da aplicagao da derivada em f(z), para esse polinémio dar-se o nome de derivada

segunda e é denotado por f”(z).

2.2 Otimizacao: Maximos e Minimos

Uma vez ensinado aos alunos o conceito de derivada, enquanto coeficiente angular
da reta tangente em determinado ponto do dominio da fun¢ao, bem como a técnica de
derivacao em polinémios, pode-se criar um algoritmo para que eles sejam capazes de

identificar pontos de méaximos e minimos em intervalos do dominio da seguinte forma:

Caso 1 Seja f(z) uma funcao tal que: f : [a,b] — R.

1. Derive f(x) e obtenha f'(z).

2. A partir de f’(z), obtenha f”(z).

3. Seja ¢ uma das possiveis solugdes de f'(z) = 0, assim:
4. Se f"(c¢) > 0, entdo ¢ é ponto de minimo local.

5. se f"(c) <0, entao ¢ é o ponto de méximo local.

6. Se f"(z) =0, o teste é inconclusivo.

7. Por fim é necessério e suficiente calcular f(a), f(b), f(c), o maior destes serd o maximo

global de f(x) no dominio [a, b] e, 0 menor destes, por sua vez, o minimo global.

Caso 2 Se f: (a,b) — R, ou seja, o dominio da fungdo é um intervalo fechado,
excluise o sétimo item o algortimo, fazendo que o menor ou maior valor para os f(c)

citados acima seja, respectivamente, o minimo e o maximo dentro do intervalo em questao.

Exemplo 2.2 1 Expresse o par ordenado que ¢ ponto de maximo ou minimo de
uma fungio f tal que f: R — R, f(x) = ax® + bx + c.

Pelo algoritmo, tem-se:

Passo 1 f'(z) = a2.2> '+ b1 +c0=2azx +b

Passo 2 f"(z) = 2a

Passo 3 f'(z) =0 > 2ax+b=0— 2= 3>

Passo 4 Se f"(z) >0 — 2a > 0 — a > 0, entdo a fun¢do tem minimo quando
a>0,se f'(x) <0 —2a<0— a<0,entdao a funcdo tem ponto de maximo quando
a < 0.

Passo 5 Calculando f(52):
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—b » —b ¥ —b?
f<7)*“'<7) —l—b.(;)—i—C—@—i—%—l—c

b2 -2 dac B b? — 2b% + 4dac B —b% + 4ac B —A

" da + 4a * da 4a 4a 4a
Logo, (;—;’, %) ¢ ponto de méaximo se a < 0 e de minimo caso a > 0.

Exemplo 2.2 2 Um sdlido sera construido acoplando-se a um cilindro circular
reto, de altura h e raio r , uma semiesfera de raio r . Deseja-se que a area da superficie do

solido seja 57 . Determine r e h para que o volume seja maximo.

Solucao: O volume de um cilindro é dado por 7r?h, bem como o volume de uma
semiesfera é dado por %m“?’, portanto, a fungao que determina o volume do novo soélido

geométrico é dada por V (r,h) = mr?h + Zmr3.

Nota-se que nossa ha duas varidaveis na nossa funcao, porém toda questao de
otimizagao no calculo nos da uma condi¢ao em que é possivel resolver esse problema para
que possa-se fazer uso do algoritmo. Nesse caso serd utilizada a informacado que a area

superficial é de 5.

A 4rea superficial de uma semiesfera é 2772 e a de um cilindro, excluindo-se uma

de suas bases é 2mrh + 7r?, sendo portanto a area superficial do sélido 37r? + 27rh.

Igualando tal drea a 57 e isolando h, obtemos:

_ 5=3r2
h = 2r

Podendo-se assim reescrever o volume do solido da forma:

V() = mr2(352) 2 = 5237 — 19)

Uma vez otimizado o problema, basta fazer uso do algoritmo, segue:

Passo 1 V/(r) = 2(3r!~! — 3r%71) = 22(3 — 3r?).

Passo 2 V'(r) = 25 (=3.2r>"1) = 3% (—6r).

Passo 3 V'(r)=0—3%(3-3r?) =0—r=1.

Passo 4 V(1) = 5%(—6.1) = —bm < 0, ou seja, r=1 é um ponto de méaximo local.

Passo 5 Analise do dominio da fungao: Sabe-se que V(r) > 0 ou seja, 3r — 3 > 0,
o que resulta em 0 < r < /3. Logo o dominio da funcdo é um intervalo aberto, podendo-se

concluir que r=1 é o valor do dominio que gera o maximo global.

Com isso conclui-se, através da expressao de h em funcao de r que h = 1.
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Figura 7 — Semiesfera acoplada a um cilindro

Fonte: Produzida pelo autor

Exemplo 2.2 3 Durante varias semanas, o departamento de transito de uma certa
cidade vem registrando a velocidade dos veiculos que passam por um certo cruzamento.

Os resultados mostram que entre 13 e 20 horas, a velocidade média neste cruzamento é

tt 10#3 3142
4 3 + 2

apds o meio-dia. Qual o instante, entre 13 e 18 horas, inclusive, em que o transito é mais

dada aproximadamente por v(t) = — 30t km/h, onde t é o nimero de horas

rapido? E qual o instante em que ele é mais lento?

Primeiro é necessario que se otimize o problema. Como o horario vai de 13 as 20
horas, e a variavel t representa o tempo apds o meio-dia, tem-se que t varia de 13-12=1
a 18-12=6, logo o dominio da fungdo é [1, 6], o que nos leva ao primeiro caso. Uma vez
otimizado o problema, basta fazer uso do algoritmo, segue:

470 308! N 2.31¢271
4 3 2
Passo 2 v"(t) = 3t371 — 2106271 + 1.31¢1 7! = 3t* — 20t + 31

Passo 1 v'(t) = — 30t =¢* — 10t 4 31t — 30

Passo 3 v/(t) =0 — ¢ — 10t* + 31t —30 =0

Para descobrir as raizes dessa equagao, sera realizado o teste da raiz racional, que
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nos diz que, se f, r,q € Z,q # 0, é raiz do polinémio p(z) = a,2" +a, 12"+ ...+ a1z +a,
entao r divide ag e ¢ divide a,,.

De tal forma, os dividores de ay = 30 sao (+1,£2,+3,4+5, £6,+10,+15,£30) .
Como a, = 1, os candidatos a raizes racionais sao os proprios dividores de ag . Testando
t = 2, obtemos uma das rafzes do polindomio p(t) = #3—10t?+31t—30, podendo fatora-lo em
p(t) = (t — 2)(t* — 8¢ + 15). Através da resolugao da equagao do segundo grau, descobre-se

que as outras raizes sdot =3 et = 5.
Passo 4 v"(2) = 3.2 — 20.2 + 31 = 3, ou seja, t = 2 gera ponto de mdximo local.
v"(3) = 3.32 = 20.3+ 31 = —2, logo t = 3 gera ponto de minimo local e, por tltimo:
v"(5) = 3.52 — 20.5+ 31 = 6, t = 5 gera ponto de méaximo local.

Resta calcular os valores de v(2),v(3) e v(5), além de v(1) e v(6), que sao os

extremos do dominio da funcao.

Passo 5 v(1) = 5,4km/h; v(2) ~ 2,33km/h; v(3) = 2, 75km/h; v(5) ~ 0, 84km /h;
v(6) ~ bkm/h

Conclui-se que o horario de maior velocidade média no cruzamento ocorre 1h apds

o meio dia, ou seja, as 13h, e o horario com menor velocidade média é bh apds o meio-dia,

ou seja, as 17h.

2.3 Integrais: Regra de integracao de Polindmios e
aplicacao nas Funcoes Horarias
Aprendido o processo de derivagdo, é natural pensar se hd um caminho reverso, ou

seja, através de um polindmio p(z) se é possivel derivar algum outro que resulte neste.

Esse processo de achar um polinémio que, apds derivado, resulte num polinémio
desejado é chamado de integral, e o polindmio resultante do calculo de uma integral é

chamado de polinomio primitivo.

Dado p(z) = a,z" + a,_12" 1 + ... + a;x + ag, sua primitiva ¢ dada pelo polindmio
P(X), tal que:

I e AR (D AP G ap.x' ™ ag.a®t!
P(r) = 2 n - ¢
S L O ) A B s S B S IS R N
n+1 n n—1 2 1
_ n. n Ap—1T n QAp—2T bt ai.t do-T + C, onde C € R.
n+1 n (n—1) 2 1

Usa-se também P(X) = [ p(z) dx.
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Foi visto que a derivada pode ser compreendida como a taxa de variacao local de
uma funcao. Trazendo esse conceito para as fungoes horarias, sabe-se que a velocidade € o
quanto a posigao varia no tempo, bem como a aceleracao, por sua vez, é a forma com que a
velocidade varia no tempo. Pode-se concluir entao que a derivada da posigao é a velociade,
e a derivada desta é a aceleragao. Em resumo, sabendo a equagao horaria da aceleragao,

pode-se descobrir a equagao horaria da velocidade e, sabendo essa, a da posicao.

Exemplo 2.3 1 Uma arma ¢ fabricada de tal forma com que o projétil disparado
tenha fungdo hordria da aceleragao: a(t) = —3t* + 2. Registrou-se no tempo t = 2 que sua
velocidade era de 4m/s, e este é disparado com posigao inicial igual a Om. Qual a funcao

horédria da velocidade v(t) e da posigao d(t)?

Para calcular a funcgao horaria da velocidade, deve-se integrar a funcao da aceleracao,
uma vez que v(t) = [a(t) dt, tem-se:
—3.t2+1 2.t0+1

v(t) /( 3t* +2)dt 2+1+0+1+Cl t°+2t+ Cy

O problema informa que v(2) = 4, logo:
v(2) =4=-2°+22+C
4=-8+4+C

C, =8

Obtido o valor da constante, conclui-se que v(t) = —t3 + 2t + 8. Usando-se o fato que
d(t) = [wv(t)dt, tem-se:

—t3+1 2tl+l 8t0+1 t4 2t3
dt:/—t3 2t + 8) dt = Cy=—+"+8t+C
)= Jr T2t =y T T T Ty PTG

Como o problema nos informa que d(0) = 0, é facil ver que Cy = 0, de tal forma
4 3

que d(t) = 7 + R + 8t.

2.4 Teorema Fundamental do Calculo

Dada uma fungao polinomial p(z), seja [a, b] seu dominio e [c, d] um intervalo tal
que [¢,d] € [a,b]. O célculo de | P(d) — P(c)| resulta na area que a curva p(z) faz com o eixo
das abscissas no intervalo [c, d]. Esse resultado é conhecido como Teorema Fundamental
do Calculo.

Costuma-se, no ensino médio, determinar o trabalho realizado por uma forca da

seguinte forma: escreve-se a forca em funcao do deslocamento, sendo essa funcao do
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primeiro ou constante e, em determinado intervalo, calcula-se a area que o grafico dessa
funcao faz com o eixo das abscissas. Por ser uma func¢ao polinomial de constante ou do
primeiro grau, as areas sao de simples calculo, pois s6 forma-se retangulos, triangulos ou
trapézios.

Com o resultado acima, independete do grau do polindémio que representa a forga

em funcao do deslocamento, pode-se calcular o trabalho realizado através das integrais.

Exemplo 2.4 1 Determine o trabalho realizado por uma particula do ponto x=1m

a x=4m, mediante a uma forga expressa pela funcio f(x) = z* + 2z.
3 2 3
x

Calculando F(z), tem-se F(z) = [(2* + 2x) dz = % - 2.? +C = % + 22+ C.
43 64 112
Calculando F(4), tem-se: F'(4) = 3 +424+C = 3 +16+C = 5 + C, e, por
13 1 4
sua vez, calculando F(1), tem-se: F'(1) = — + 12+ C=-+1+C=-+C.

3 3 3
Para calcular a area sobre a curva no intervalo [1,4], ou seja, para calcular o

trabalho realizado no deslocamento de 1m a 4m, basta calcular |F(4) — F(1)], logo:

W= |F(4) — F(1)] = |(1;)2 +0)— (g +C)| =367,

Figura 8 — Area entre a curva e o eixo das abscissas em determinado intervalo

o

-3 =2 -1 0 1 2 3 4

Fonte: Produzida pelo autor
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3 Geometria Analitica auxiliando o
entendimento de alguns resulta-

dos da Geometria Euclidiana

Neste capitulo serdo demonstradas algumas afirmagoes da Geometria Plana Eucli-
diana de duas maneiras, uma pelos axiomas e teoremas da Geometria Euclidiana e outra

por alguns conceitos de Geometria Analitica.

Para os contetidos de Geometria Analitica a serem ministrados no ensino médio,
pode-se tomar como base a grade curricular do Estado de Pernambuco (PERNAMBUCO,
2013), além de adicionar os determinados conteidos: Soma de vetores, multiplicacao de
um vetor por escalar, angulos entre vetores, comprimento de um vetor, produto interno e
equacao parametrizada da reta, todos esses podem ser encontrados no capitulo 1.3 desse
trabalho.

3.1 Resultado 1

Resultado 1: Dado um paralelogramo ABCD prove que o ponto de encontro

entre as diagonais é tanto ponto médio de AC como ponto médio de BD.

Demonstracao através da Geometria Euclidiana: Seja M o ponto de encontro

entre as diagonais AC' e BD. Observe que através desse ponto podemos formar os tridngulos
AAMB e AN CMD.

Pela definigaao de paralelogramo AB = CD, AD = BC, além disso, tem-se
também como propriedade que E/ /CT, entdao a reta suporte que contém o segmento
AB é paralela a reta suporte que contém o segmento C'D, e, por construcio, a reta suporte
do segmento BD é transversal as outras duas citadas, fazendo com que os angulos /M BA

e ZMCD sejam alternos internos, e, por consequéncia, congruentes.

De maneira analoga, as retas AB e C'D também tém a reta AC' como transversal,

de tal forma que, pelo mesmo argumento anterior, ha a conclusao que ZMAB = ZM DC.

Pode-se concluir que A AMB =A CMD pelo critério ALA, fazendo as devidas
correspondéncias, AM = MC e MB = MD.

Como m(AC) = m(AM) + (MC) e m(AM) = m(MC) tem-se:
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m(AC)
2

= m(AM)

m(BD)

O que prova que M é ponto médio de AC' . Analogamente = m(MB).

Demonstracao Através da Geometria Analitica: Colocando-se o sistema de
coordenadas cartesiana convenientemente, posiciona-se o parapelogramo com o vértice D

coincidindo com o ponto (0,0) e com o lado DC' sobreposto sobre o eixo das abscissas.

Dessa forma os pontos terao coordenadas: A(z1,y1), B(z2,92) € C(z3,0) . Assim
formando os vetores DA = A — D = (z; — 0,41 — 0) = (z1,51) , DC = C — D =
(£3—0,0—0) = (23,0) e DB =B —D = (25— 0,55 — 0) = (2,2). Do ponto de vista da

geometria anlitica, o vetor DB = DC + Djél, ou seja:
(z2,2) = (23,0) + (z1,91)

(22, Y2) = (x5 + 21,0 + 11)

—

DB = (x5 + x1,y1)

- 0 0
Note que as coordenadas do ponto médio do vetor DB = ( (21 4 25) + , () +

) =

2
- 0
(I1 ;— m37 %) , e as coordenadas do ponto médio do vetor AC = <(x1) _g (x3), (y1)2+ )=
(361 + x3’ &), ou seja, o ponto médio de DB é 0 mesmo de AC. Conclindo que as diagonais

do paralelogramo se encontram no ponto médio de ambas diagonais.

Figura 9 — Os tridngulos A AMB e A CM D sao congruentes

Fonte: Produzido pelo autor
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Figura 10 — Paralelogramo desenhado em func¢ao de vetores

Fonte: Produzido pelo autor

3.2 Resultado 2

Resultado 2: Se 6 ¢ o angulo entre os lados AB e AC lados do tridngulo ABC,

entao ¢ valida a realcao a? = b? + ¢ — 2.b.c. cos .

Demonstragio através da Geometria Euclidiana: Dado A ABC', cujo m(AC) =
b, m(CB) = a e m(AB) = c. Seja H o pé da altura relativa ao vértice C, note que
LCAB = ZCAH = 6. Dessa forma ha A AHC e A CHB, cujas medidas valem
m(CH) =h, m(AH) =n, m(HB) = ¢ —n.

Note que pelo teorema de pitagoras aplicado em A CAH, tem-se:
b =h*+n?
hQ — b2 . n2

Pela trigonometria:

n
0 = -
COS b

n = cos 0.b

Aplicando o Teorema de Pitagoras em A CHB:

a® = h* + (c — n)?

a*=h*+c—2en+n?
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Mas h? = b?> —n? e n = cos 6.b, entao:

a® = (b* —n?) + c* — 2.c.(cos 0.b) + n?

a’> =0+ —2.b.ccosb

Demonstracao através da Geometria Analitica:

Posicione o A ABC' , sendo ZBAC = 0, de forma conveniente, com o vértice A
sobre a origem do plano cartesiano e, sem perca de generalidade, de forma que o lado AB

se sobreponha ao eixo das abscissas.

Note que sao formados os vetores AP,B_C' A_C, além disso o vetor AC = AB+ B_C',
ou seja, BC = AC — AB.

Pelas propriedades de produto interno, tem-se:

|1BC? = (BC, BC)

|BC|]? = ((AC — AB), (AC — AB))

|BC||? = ||AC||2 + ||AB||> — 2.(AC, AB) , mas, pela propriedade 1.3.2.5,s¢ @, 7

sdo vetores e a é o angulo formado entre eles, entao (i, ¥) = ||]].||7]|. cos o, logo:
|BCI[> = [[AC]* + [|AB||* — 2.||AC||.||AB]|. cos 0
Tomando ||BC|| = a,||AC|| = b e ||BA|| = ¢, tem-se: a* = b*> + ¢* — 2.b.c.cos ) B

Figura 11 — Demonstracao da Lei dos Cossenos

Fonte: Produzido pelo autor
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Figura 12 — Triangulo em func¢ao de vetores

o

Fonte: Produzido pelo autor

3.3 Resultado 3

Resultado 3 Dado um tridngulo ABC, retangulo em A, o comprimento da mediana

relativa a hipotenusa mede metade da hipotenusa.

Demonstragao através da Geometria Euclidiana: Seja A ABC retangulo em

A, s a reta que contém o segmento AB e M o pé da mediana relativa & hipotenusa.

Trace, passando pelo ponto C, uma reta r paralela a s . Tome A’ um ponto de r tal

que m(C'A’) = m(AB), de tal forma que o quadrildtero ACA’B seja convexo.

Note que ZABC e ZBC A’ sao alternos internos, pois o segmento BC é transveral

as retas paralelas r e s, logo sdo congruentes, pelo mesmo argumento, Z/CBA' = ZBCA.

Assim os tridngulos A ABC e A A'C'B sao congruentes pelo critério ALA, logo
AC = BA’, o que leva a conclusdao que o quadrilatero ACA’B tem lados opostos, dois
a dois, congruentes, e, por construgao, AB//CA’, o que implica, pelas propriedades dos

quadrilateros que AC//BA’, logo AC A’B ¢ um paralelogramo.

Note também que, por construcao, o angulo ZC'AB é reto, logo, todos os angulos
desse paralelogramo também o serdo, de tal forma que pode-se concluir que ACA’B é um
retangulo, por consequéncia, suas diagonais sao congruentes, entao:

AA BC 7
— m( 5 ) = m(2 O>, M é ponto médio de BC, que coindice
- S AA BC -
com o ponto médio de AA’, entdo m(AM) = m(2 ) = m(2(])’ ou seja, m(AM) =
m(BC)

5

m(AA’) = m(BC)
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Demonstracao através da Geometria Anlitica:

Dado A ABC, retangulo em A, vamos posiciona-lo no plano cartesiano de maneira
conveniente tal que o véritce A coincida com a origem e, sem perca de generalidade, o
lado AC se sobreponha ao eixo das abscissas e o lado AB aos das ordenadas, dessa forma
os pontos terdao coordenadas A(0,0), B(0,y),C(z,0) .

— 00
O ponto M, pé da mediana relativa a hipotenusa C'B tera coordenada (a: ; , —gy

) —
Ty . , T ~
(5, 5), visto que é o ponto médio do segmento em questao.

Usando a férmula de célculo de distancia para calcular o tamanho do segmento
C'B, obtemos: ||CB|| = \/(x —0)2+ (0 —y)? = Va% + y?, por sua vez, o comprimento

2 2
0T |T LU VY
2 4 4 2

da mediana AM ¢é dado por ||AM|| = \/(; —0)2+(
ICB]|

5
Figura 13 — A mediana que parte do angulo reto mede metade da medida da hipotenusa

C A r

90° JaNE s

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 14 — Demonstracao da Lei dos Cossenos

Fonte: Produzido pelo autor
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3.4 Resultado 4

Resultado 4: As trés alturas de um triangulo ABC concorrem num mesmo ponto,

a este ponto dar-se o nome de ortocentro.

Demonstracao através da Geometria Euclidiana: Seja A ABC' um tridngulo
qualquer. Trace uma reta r paralela ao lado BC que passa pelo ponto A. De forma anéloga,
trace pelo ponto B uma reta s paralela ao lado AC e, por fim, trace uma reta t passando

pelo ponto C e paralela ao lado BC.

Como BC//r e BCNs# 0, entdao r(s # (), denota-se a interseccio das retas r e
s por C’.

Como AC//s e ACNt # 0 ,entdo st # 0, denota-se a intersecgao das retas s e t
por A’

Como AB//t e ABN\r # 0 , entao t (7 # 0, denota-se a intersec¢ao das retas t e
r por B’

Observe que o lado AB é transversal as paralelas s e AC, dessa forma os angulos
ZC'BA e ZBAC sao alternos internos, logo sdo congruentes. A reta s e o lado AC também
tem BC como transversal, dessa forma ZCBA’ e ZACB sao alternos internos e, por

consequéncia, congruentes.

Pelo mesmo argumento, note que AC é transversal as paralelas r e BC, dessa
forma os angulos ZCAB’ e ZAC B séo alternos internos, logo sao congruentes. Note ainda
que AB também ¢é as paralelas r e BC, dessa forma /BAC' = /ABC.

A reta t e o lado AB também tem AC como transversal, dessa forma /BAC
e ZACB' sao congruentes, uma vez que sao alternos internos. Note ainda que BC é
transversal as paralelas t e AB, dessa forma ZABC = ZA'CB.

Para facilitar a visualizagdo, tome m(ZBAC) = a,m(£LABC) =bem(LACB) = c.

Dessa forma, pelas congruéncias vistas acima:

m(£C'BA) = a = m(LACB')
m(£BAC") =b=m(LA'CB)

m(£LCBA") = c=m(LCAB')

A soma dos angulos internos de um triangulo totaliza 180°, ou seja:

m(ZABC) +m(/BCA) + m(£/BAC) = 180° (3.1)

m(£LABC") + m(£BAC") + m(£LAC'B) = 180° (3.2)
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m(LACB') + m(LCAB'") + m(£LAB'C) = 180° (3.3)
m(LA'BC) +m(£LBA'C) + m(£LA'CB) = 180° (3.4)
Substituindo:
b+ c+a=180° (3.5)
a+b+m(LAC'B) = 180° (3.6)
a+c+m(LAB'C) = 180° (3.7)
c+m(LBAC) + b = 180° (3.8)

Concluindo que m(£LAC'B) = ¢, m(£LAB'C) =be m(£LBA'C) = a.
De tal forma, os quatro tridngulos em questao tem os trés angulos congruentes.

Toda essa construcao leva a conclusao que A ABC =A BAC', A ABC =A CB'Ae
AN ABC =A A'CB, todas as congruéncias dadas pelo critério ALA, ou ainda, A ABC =A
BAC" =pA CB'A=n A'CB.

Com isso, pode-se concluir que C'A = AB', A/\C = CB’ e C'"B = BA’, ou seja, A

é ponto médio do lado segmento C’B’, B é ponto médio do lado C’A’ e C é ponto médio

do segmento A’B’, e esses trés segmentos formam o tridngulo A A’B'C".

Tracando as mediatrizes do triangulo A A’B’C’, sabe-se que elas se encontram em

um tnico ponto, denominado circuncentro, ora, a mediatriz do lado C"B’ intercepta o seu

ponto médio, nesse caso, o ponto A, de maneira perpendicular, mas C'B’ € r//BC logo a
mediatriz de C" B’ também ¢é perpendicular a BC, ou seja, tem-se uma reta perpendicular
ao lado BC' e que passa pelo ponto A essa reta, por defini¢do, é a sua altura. Concluindo

que a mediatriz do lado C"B’ ¢ altura relativa ao lado BC.

Por argumento anlogo, a mediatriz do lado A’B’ é a altura relativa ao lado AB
e a mediatriz do lado A’C’ é a altura relativa ao lado AC. Por fim, o circuncentro do
tridngulo A A’B'C’ é o mesmo lugar geométrico dos pontos de encontro das alturas do

triangulo A ABC, denominado ortocentro.

Demonstracao através da Geometria Analitica: Seja A ABC' posicionado no
plano cartesiano, convenientemente, de forma que o lado AB se sobreponha ao eixo das
abscissas e o ponto C pertenca ao eixo das ordenadas. Dessa forma a altura relativa ao
lado AB estard sobresposta ao eixo y, assim, A(a, 0), B(b,0) e C(0, ¢), formando os vetores
AC=C—-A=0—-a,c—0)=(—a,¢c)e BC=C—-B=(0—-b,c—0)=(=b,c).

Seja P o ponto de intersecao entre as alturas relativas aos lados AB e AC e P’ o
ponto de encontro entre as alturas relativas aos lado AB e BC, como a altura relativa
ao lado AB percente ao eixo das ordenadas, entdo os pontos P e P’ também pertencem,
entao P(0,p) e P'(0,p").
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Dessa forma pode-se formar os vetores BP = B — P = (0—b,p—0)=(=b,p) e
AP =P —A=(0—a,p —0) = (—a,p'). Por construcdo, BP L AC' e AP' 1 BC, entéo
(BP,AC) = 0 = (AP, BC), segue:

(=b).(—a) + p.c = (—a)(=b) + p.c > p=17p/, logo P = P’ concluindo que as trés

alturas de interceptam no mesmo ponto.

Figura 15 — O circuncrentro do tridngulo A A’B’C" é o ortocentro do seu tridngulo medial.

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 16 — Encontro das alturas de um triangulo a luz dos vetores

Fonte: Produzido pelo autor
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3.5 Resultado 5

Resultado 5: Dada uma circunferéncia C(r, O), seja AB seu didmetro. Seja P,
qualquer ponto de C(r, O), diferente de A e B, entdo o triangulo A ABP é retangulo em
P.

Demonstracao através da Geometria Euclidiana: Seja C(r, O) uma circunfe-
réncia, com centro O, raio r, didmetro AB e P € C(r,0) tal que P # A, B.

Trace o segmento de reta PO de tal forma que havera os tridngulos A AOP e
A BOP. Note que m(OA) = m(OB) = m(OP) =r, ja que A, B, P € C(r,0), logo os
triangulos A AOP e A BOP sao isosceles.

Assim ZPAB = ZOAP = OPA, ousejam(£LPAB) = m(£LOAP) = m(£LOAP) =
z,x € R. De forma andloga, ZABP = ZOBP = OPB, seja m(£LABP) = m(LOAP) =
m(ZOAP) =y,y € R.

A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, aplicando no triangulo A ABP:

m(ZPAB) + m(ZAPB) + m(ZABP) = 180°

Mas:
m(£LAPB) = (LOPA) + (LOPB) =z +y

Entao :
m(£LPAB) + (m(LOAP) +m(£LOPB)) + m(£LABP) = 180°

v+ (r+y) +y = 180°
2z + 2y = 180°
x4y =90°
m(£LAPB) = 90°
Demonstragao através da Geometria Analitica: Seja C'(r, O) uma circunfe-
réncia, com centro O, raio r, diametro AB e P € C(r,0) tal que P # A, B, posicionada,

convenientemente, no plano cartesiano, de modo que o segmento AB se sobreponha ao

eixo das abscissas e o centro O coindica com a origem do plano.

Dessa forma tem-se as coordenadas A(—r,0), B(r,0) e P(x,y). Formando os vetores

AP=P—-A=(x—(-r),y—0)=(z4+ry)e BP=P—-B=(z—r,y—0) = (z—ry).
Calculando < AP, BP >= (x+r)(z—r)+yy=2>—r’+y* =22 +y? —7r? mas

a equacao de uma cincunferéncia de centro (0,0) e raio r é da forma z? + y* = r?, logo
< AP,BP >= 22+ 42— 12 =r2 — 12 =0, 0 que leva a conclusio que AP | BP.
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Figura 17 — Angulo reto inscrito na circunferéncia

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 18 — Circunferéncia projetada no plano cartesiano

Fonte: Produzido pelo autor

3.6 Resultado 6

Resultado 6: Um paralelogramo é um losango se, e somente se, suas diagonais

sao perpendiculares.

Demonstracao através da Geometria Euclidiana: (=) Seja ABCD um
paralelogramo com todos os seus lados congruentes e M o ponto de encontro entre as suas

diagonais.
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Tendo em vista o triangulo A ABC, conclui-se que ele é isésceles, ja que, por
construcao, AB = BC, entdo pode-se afirmar que a altura relativa ao lado AC' é o mesmo

lugar geométrico que sua mediana.

J4& foi visto que o ponto de encontro de encotro entre as duas diagonais de um
paralelogramo as divide na metade, logo o ponto M pertence a mediana do lado AC, assim
BM 1 AC, mas BM € BD entao BD 1L AC.

(<) Seja ABCD um paralelogramo cujas diagonais sdo perperndiculares e se

encontram no ponto M.

Como foi visto que M é ponto médio das diagonais, note que AM = MC' e, por
construgao, m(ZLAMB) = m(ZCMB) = 90°, logo os triangulos A AMB e A CMB sao

congruentes pelo critério LAL.

Dessa forma AB = BC'. Pelos mesmos argumentos, pode-se concluir A AMD =A
CMD, entdao AD = CD.

De forma analoga, porém tendo em vista M como ponto médio da diagonal BD, e,
por hipétese, m(LDMA) = m(£LBMA) = 90°. Tem-se A DM A =A BM A pelo critério
LAL, entdo DA = AB.

Pela transitividade da congruéncia: AB = BC = CD = DA.

Demonstragao através da Geometria Analitica: (=) Seja ABCD um parale-
logramo, com todos os lados congruentes, posicionado no plano cartesiano. Tome os vetores
AB e AD. Pelas propriedades de soma e diferénca de vetores, temos que a diagonal AC
pode ser representada pelo vetor (A_B + Ab) e, por sua vez, a diagonal BD representada
pela diagonal (AB — AD).

Calculando o produto interno entre as duas diagonais, tem-se:
< (AB+AD),(AB—AD) >=< (AB, AB) > — < (AB,AD) > + < (AD,AB) > — < (AD, AD) >

< (AB + AD), (AB — AD) >= ||AB||*> — ||AD||?

Por construcao m(AB) = m(AD) — ||AB|| = ||Al3||, entdo < (AB+ AD), (AB —
Ab) >=0, logo os vetores sao perpendiculares e, portanto, as diagonais do paralelogramo

também o sao.

(<) Tomando a mesma construgdo acima, tem-se:

((AB+ AD),(AB — AD)) = || AB|[* - || AD||?
Mas as diagonais sao perpendiculares, entao:

(AB + AD),(AB — AD)) =0
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Logo: ||AB|| = ||AD||

Figura 19 — Encontro das diagonais de um losanguo

90190°

>

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 20 — Losango projetado no plano cartesiano

6

5

Fonte: Produzido pelo autor

3.7 Resultado 7

Resultado 7: Seja ABC um triangulo qualquer, M ponto médio de AB e N ponto
) — BC
médio de AC. E valida a relagdo m(MN) = m ), e BC // MN.

Demonstragao através da Geometria Euclidiana: Dado triangulo A ABC
com M,N pontos médios, respectivamente, de AB e AC, trace, passando por C, uma reta
r paralela ao lado AB. Trace a reta MN e seja D o ponto de interseccao dessa reta com a

reta r.
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Note que o segmento AC é transversal as paralelas 7 e 1@ , ou seja, ZMAN =
ZNCD, visto que sao alternos internos. Além disso, por construgao, ZANM = CND, ja
que sao opostos pelo vértice e m(AN) = m(NC), j4 que N é ponto médio do segmento
AC, assim AN = NC. De tal forma A MAN =A DCN pelo critério ALA.

Assim AM = CD, mas, por contruciao, AM = MB, logo MB = CD.

Tendo em vista o quadrildtero BM DC, tem-se, por construgdo CD//MB e, com
o fato de que M B = CD, pode-se concluir que BM DC' é um paralelogramo e, com isso,
BC//MD, por consequéncia BC//MN.

Ainda por A MAN =A DCN, tem-se m(MN) = m(ND), mas pelo paralelogramo
BMDC, tem-se m(BC) = m(MD), mas m(MD) = m(MN) +m(ND) = 2m(MN) ,

entad m(BC) = 2.m(MN) — m(MN) = (20)

Demonstragao através da Geometria Analitica: Seja A ABC posicionado

convenientemente no plano cartesiano de modo que o vértice B coincida com a origem, o
lado BC' se sobreponha ao eixo das abscissas e M, N sao pontos médios dos segmentos

AB e AC, respectivamente.

Dessa forma as coordenadas dos vértices sao A(x1,y1), B(0,0) e C(x2,0) e, usando

0 0

a equacao do ponto médio tem-se que M = (;1:12+ , yl;_ ) = %’ %) e

Ty + X9 y1—|—0 Tr1+ 22 U
N — ( y ) = ( ’7).

2 2 2 2
Note que:
BC=C—B=(z—0,0—0) = (z2,0)
E ainda:

T1+T2 T1 N1 yl):(<$1+fz)—$1 yl—.%) (ﬂ 0) 1

2 ) 9 9 = 7'(‘%270)

MN =N—-M = ( :

2 272 2

Ou seja: MN = %Bt’ concluindo queM N //BC.

Calculando a norma dos vetores BC e MN , tem-se:

|BO|| = \/(22) + (0)2 = \/(22)? = |2

I o IR

Logo: ||MN|| = LEC.
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Figura 21 — Relacao de paralelismo entre o lado de um triangulo e o segmento formado
pelos pontos médios dos outros dois lados

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 22 — Base média de um triangulo através de vetores

6
5
A
4
3
N
3 M
1
B Y 0
o
-1 0 1 2 3 B 5 6 7

-1

Fonte: Produzido pelo autor

3.8 Resultado 8

Resultado 8: Seja A ABC', entao sao sempre validas as relagoes:

m(AB) +m(BC) > m(AC)

m(AC) + m(BC) > m(AB)

m(AB) +m(AC) > m(BC)

Demonstragio através da Geometria Euclidiana: Dado A ABC, seja m(AB) =

¢,m(BC) = a,m(AC) = b, com a,b,c € R, e r a reta que contém o segmento AB.
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Tome D ponto de r, tal que m(AD) = b de modo que o ponto A esteja entre os

pontos B e D.
Note que o triangulo A AC'D é iséceles, logo ZACD = ZCDA.

Tendo em vista, por sua vez, o tridngulo A BC' D, tem-se m(ZBCD) = m(£BCA)+
m(£LACD), mas ZACD = LADC, entao, m(£BCD) = m(£LBCA)+m(LADC), ou seja:
m(£BCD) > m(LADC).

Note ainda que, por construgao, ZADC = ZBDC, assim m(£BCD) > m(£BDC).

Em um triangulo qualquer, o maior lado sempre se opoe ao maior angulo, entao
m(BD) > m(BC), Ja que m(BD) ¢ lado oposto ao angulo ZBC'D e m(BC) ¢ lado oposto
ao angulo m(£BDC).

Tem-se, por construciao, m(BD) = m(AB) + m(AD),logo:

Mas, por hipétese, m(AD) = m(AC), entdo:

Por construcao andloga, é possivel demonstrar que m(AC) +m(BC) > m(AB) e m(AB) +
m(BC) > m(AC).

Demonstragao através da Geometria Analitica: Vale ressaltar que, no plano
cartersiano, os vetores i, ¥ e u + v, formam sempre um triangulo, a menos que algum dos
vetores seja 0 ou se um for multiplo do outro, para a demonstracao, deve-se excluir esses

dois casos.

Por esse argumento, dado A ABC no plano cartesiano, considere o vetor AC como
soma dos outros dois, ou seja, AC = BA + Bt', assim, pela relagao entre comprimento de

um vetor e produto interno, tem-se:

|AC' = BA + BC|| = (BA + BC, BA + BC)
|AC||? = (BA + BC, BA + BC)
|AC||? = (BA, BA) + (BA, BC) + (BC, BA) + (BC, BC)
|AC||” = ||BA|]* + 2(BA, BC) + || BC|?

IAC|* = || BA|* +2(BA, BC) + ||BO|I® < || BA|P + 2[(BA, BO)| + || BC|?

Pela expressao do produto interno em func¢ao do cosseno de 6 e como o maior valor

possivel de |cosf| = 1, tem-se:
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[|[BA|* +2/[| BAJ| - [|BC||| - | cos 6] + || BO|[* < || BA|* + 2| BA| - || BC|| + || BO|?
|| BA|? +2[|BA|| - || BO|| + | BC|[* = (|| BAI| + || BC|))?

Conluindo que ||AC||2 < (||BA|| + ||BC||)? o que acontece se, e somente se,
|ACT] < [[BA][ + [[BC]|.

Como foi excluida a possibilidade de um dos vetores em questao ser o vetor nulo

ou ainda haver multiplicidade entre eles, exclui-se a igualdade, restando apenas:
|AC|| < ||BA|| + ||BCY|, de forma analoga, é possivel mostrar que:
IAB|| < [|AC|| + [|BC|| e [|BC| < [|AB]] + [|AC]|.

Figura 23 — Desigualdade triangular

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 24 — Qualquer tridngulo pode ser expresso como dois vetores e sua respectiva soma

0

u+v

Fonte: Produzido pelo autor
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3.9 Resultado 9

Resultado 9: As diagonais de um paralelogramo sdo congruentes se, e somente se,

o paralelogramo for um retangulo.

Demonstragao através da Geometria Euclidiana: (=)Seja ABC'D um para-

lelogramo e M o ponto de encontro entre as suas diagonais.

J4 foi visto que o ponto M ¢ o ponto médio tanto de AC quanto de BD, mas, por
construgao, m(AC) = m(BD), logo m(AM) = m(BM) = m(CM) = m(DM).

Dito isso, tem-se que o triangulo A AM D é iséceles, bem como o tridngulo A BM A,
com LZMDA=/ZMAD e ZMBA = ZMAB.

Tendo em vista o tridngulo A DAB, e a propriedade que a soma dos angulos

internos de um tridngulo sempre totalizar 180°, segue:

m(£DAB)+m(£BDA)+m(£DBA) = 180°
Mas, por construgao:

m(ZDAB) = m(LMAD) +m(ZMAB)

E:

/BDA=/MDA=/MAD
Bem como:

/DBA=/MBA=/MAB
Substituindo:

(m(LMAD) + m(ZMAB)) + (m(£MAD)) + (m(£MAB)) = 180°

2.m(LMAD) +2.m(LMAB) = 180°
m(LMAD) +m(£LMAB) = 90°

m(ZDAB) = 90°

Como propriedade de um paralelogramo, sabe-se que angulos opostos sao congruen-
tes, logo /DAB = /DCB e ZABC = ADC, além disso, a soma dos seus angulos internos

totaliza 360°, assim:

m(£DAB) + m(£DCB) + m(LABC) + m(£ADC) = 360°

Mas m(£DAB) = m(£DCB) = 90°
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Entao:
90° + 90° + m(LABC) + m(£LADC') = 360°

m(LABC) + m(ZADC) = 180°
Como m(£LABC) = m(£LADC), logo m(£LABC) = m(£LADC) = 90°.
Concluindo que m(ZDAB) = m(£DCB) = m(£LABC) = m(£LADC) = 90°.

(<) Seja ABC'D um retangulo. Note que, por definicio, AD = BC, além disso, por
construgao, ZADC = ZBCD, ou seja, os triangulos A ADC e A BC'D, que compartilham
o lado C'D, sao congruentes pelo critério LAL, dessa forma AC = BD. |

Demonstracio através da Geometria Analitica: (=) Seja ABC'D um parale-
logramo posicionado no plano cartesiano. Sabe-se que os lados desse paralelogramo podem
ser representados por dois vetores nao nulos e nao multiplos um do outro, tome, sem perca
de generalidade, os vetores AB e AD.

Dessa forma, suas diagonais serao representadas pelos vetores AB+AD e AB—AD,
como, por construcao, as diagonais sio congruentes, entdo ||AB + AD|| = ||AB — AD||,

segue:

(I|AB + AD|)? = (|| AB — AD|))?
(AB, AB)+(AB, AD)+(AD, AB)+(AD, AD) = (AB, AB)—(AB, AD)—(AD, AB)+(AD, AD)
2. (AB, AD) = —2 - (AB, AD)
(AB, AD) = —(AB, AD) < (AB, AD) = 0 < AB 1L AD
Como BC é apenas outro representante de AD, entdo AB L BC, ¢ como DC é
apenas outro representante de AB, tem-se DC' | AD e DC 1L BC.

(<) Dada a mesma construcao do paralelogramo no plano cartesiano na primeira

parte dessa demonstragao, tome os vetores AB e AD. Por construcao, AB L Ab, segue:

(AB,AD) =0
(AB,AD) = —(AB, AD)
2. (AB,AD) = —2 - (AB, AD)
(AB, AB)+(AB, AD)+(AD, AB)+(AD, AD) = (AB, AB)—(AB, AD\—(AD, AB)+(AD, AD)
([[AB + AD||)* = (||[AB — AD||)?
|AB + AD|| = ||AB — AD||

Concluindo que as diagonais do paralelogramo sao congruentes.
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Figura 25 — Encontro das diagonais de um retangulo

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 26 — Diagonais de um paralelogramo através da soma de vetores

o

Fonte: Produzido pelo autor

3.10 Resultado 10

Resultado 10: As trés medianas de um tridngulo se encontram em um Unico

ponto, além disso, esse ponto divide cada mediana na razao 2 : 1.

Demonstracao através da Geometria Euclidiana: Dado um tridngulo A ABC,
seja M o ponto médio do lado BC e N ponto médio do lado AC.

Dessa forma, o segmento AM é a mediana relativa ao lado BC, bem como BN é
a mediana relativa ao lado AC, seja G o ponto de encontro dessas duas medianas, além

disso, tome P ponto médio do segmento AG e @ ponto médio do segmento BG.

Note que, através do resultado 7, o segmento PQ é base média do tridngulo A ABG,
ou seja m(PQ) = @ e PQ//AB. Note também que, pelo mesmo argumento, o segmento

MN é base média do tridangulo A ABC, logo m(MN) = @ e MN//AB. O que leva a
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conclusdo que m(PQ) = m(MN) e PQ//MN, pela transitividade do paralelismo.

Ora, tomando o quadrildtero PQM N, tem-se PQ e MN par de lados opostos
congruentes e paralelos, o que diz que PQM N é um paralelogramo, com G sendo o ponto

de encontro entre as suas diagonais, ja que PM € AM e QN € BN.

Dessa forma, G ¢ ponto médio de PM, ou seja, m(PG) = m(GM), por sua vez,

P, por construgdo, ¢ ponto médio de AG, entao m(AP) = m(PQG).

Tendo em vista o segmento AG, pode-se afirmar que m(AG) = m(AP) + m(PQ),

fazendo as devidas substituigoes, tem-se:

De forma andloga, porém tomando G ponto médio do segmento QN e (), por
construcao, ponto médio de BG, pode-se concluir que Zgg—%g = 2.

Seja agora O ponto médio do lado AB, tem-se que o segmento CO é mediana
relativa ao lado em questao. Tome G; ponto de encontro entre as medianas AM e CO,
P, ponto médio de AG; e R ponto médio de C'GG;y. Seguindo argumentos analogos ao do

encontro das medianas AM e BN chega-se a conclusao que:

Além disso:

Note ainda que m(AM) = m(AG) + m(GM), mas m(AG) = 2.m(GM), entao
m(AM) = 2.m(GM) + m(GM) = 3.m(GM). Note também que m(AM) = m(AG,) +
m(G1 M), mas m(AG,) = 2.m(G M), entao m(AM) = 2.m(G,M)+m(G1 M) = 3.m(G, M).

3.m(GM) =3.m(G1M)
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m(GM) = m(G1 M)

G7M5G1M
G =Gy

Uma vez que que G estd entre A e M e G; também o esta.

Concluindo que as medianas AM,BN e C'O concorrem no ponto G. Tal ponto,

denominado baricentro, divide cada uma das medianas com razao 2 : 1.

Demonstragao através da Geometria Analitica: Seja A ABC posicionado,
convenientemente, de modo que o vértice A coincida com a origem e o lado AC se
sobreponha ao eixo das abscissas. Além disso, seja (z1,¥1), (22, y2) as coordenadas dos

pontos B e C, respectivamente.

Tome M ponto médio do segmento BC, tal que, pela féormula do célculo do ponto
médio M = (2F22 91482) N ponto médio de AC, tal que N = (220, 1240) — (2 12) ¢
por fim, O, ponto médio de AB, tal que O = (ZLH0 #E0) — (2L 4y,

Seja G o ponto de encontro de duas das medianas, sem perca de generalidade, AM
e CO. Para determinar as coordenadas do ponto G tome a seguinte estratégia: Chame
de r a reta que passa pelo ponto A e tem direcao do vetor AM =M — A= (2 + %) -
0,(%+%£)—0) = (2322, 132 ¢ chame de s a reta que passa pelo ponto C' e tem dire¢ao
do vetor OC = C' — O = (x93 — &, yo — &), pois, trivialmente, r Vs = AMNCO = {G},

uma vez que AM € r e CO € s.

A equacao de r pode ser escrita em funcao do ponto A, as coordenadas do seu

vetor diretor AM, e um parametro, use t,t € {R}, logo:

" v =04 ¢ (BE T2
r(t) =:
+

De forma andaloga, a equacao da reta s pode ser escrita em fungdo do ponto C, as

coordenadas do vetor diretor OC' e um parametro, use u,u € {R}, logo:

x
T = 2y + u(ws — 31)

s(u) =: v
y=1v2+u(ys — %)

2
Para achar as coordenadas (g, o) do ponto G, intersecgao entre r e s, basta igualar
o valor parametrizado de = reta r com a parametrizacao de x na reta s, bem como realizar

O ImMesmo pProcesso para vy, assim:

r+1+2 T
0+t.(#) :I2+U(ZE2—?1)

+
0+(H ) =+ ul - 9)
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Isolando ¢ em ambas equagoes:

‘P 2z + u(2wy — x1)

N To + X1
p_ 2y2 +u(2ye —yl)

Yo + 11

[gualando ambas expressoes de t:

21 +u(2ry —x1) 2y +u(2y2 — Y1)
To + 1y Y2+ Y1

Realizando o produto do meio pelos extremos:

(2y2 + u.(2yz — 11))-(x2 + 1) = (229 + w.(222 — x1).(y1 + Y2))

Desenvolvendo:

2yao+2Yo 1 +2uyaTo+2UYo T —UY1 To—UY1T1 = 2X9Y1 +2T2Y2+2UT oY1 +2UT Y2 —UT1Y1 —UL1 Y2

Simplificando os termos iguais:

2011Ys + 2UYaT) — WY1 T = 2ToY1 + 2UT2Y1 — UT1Yo

Isolando w:
2T1Y2 — 2T2y1 = W.2X2Y1 — UT1Y2 — 2UY2T1 + UY1 T2

2(z1y2 — zoy1) = u((2z2y1 + y1x2) + (—21Y2 — 2y2x1))
2(z1y2 — way1) = uw(3T2y1 — 3T1Y2) = 3u(T2ys — T1y2) = u(—1)(—T2y1 + T1Y2)
2(x1y2 — w2y1) 2

u = = — —
3(—=1)(—z2tn + z1Y2) 3

Substituindo o valor de u na equacao de s para encontrar as coordenadas de G:

2 To +
( 2) To =g+ (=5 ) (T2 — F) ( 2) Ty = 23 -
S(—=) = = S(—<%) =
3 _ _“ _n 3 _ Y2t
%—m+(§@ 2) Yo 3
LOgOG:(J&‘::ZEl’yQ‘gyl).

Calculando ||[AM|],||AG]| e ||GM], tem-se:

| A = \/($1;x2)2+((‘y1;y2))2 ot 2+ (11 +92)
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4Gl = (JEE o (2
_ $1+$2 yl+y2)
3
B \/$1+9€2 + (y1 + 2)?

- T+ o SL’1+$2 y1+y2 y1+y2
GM|l = _ 2
IGH| = (T - By et

_ \/951+ZU2 (1 + y2)?
6
371+~’B2) + (y1 + 12)?

6
Note que ||AG|| = 2.||AM]||, bem como ||GM|| = L.||AM]|, assim:

4G _ 2.||Ad1]|
IGM|| 3 jjAM |

l4c)
G631

Calculando ||CO||,[|CG|| e ||GO|], tem-se:

- T
ICOI = \foa = T2 + (52— 5
_ 209 — 1, 2y — Y1,
= [y 2,
\/(2952 —11)% + (2y2 — 1)?
B 2
- T+ +
GG = (e - 13 2>2+<y2—y13y2>2
. 21’2 U1 9
= [y Ba
~ mxz—xl) + (20 — 1)?
B 3
A Tot+T1  Tiy, Yot Uiy,
G0N = R - By (8
_ 209 — 21, 2y — Y1,
= |y 2
\/(2952 —11)% + (2y2 — 1)?
B 6

Note que ||CG|| = 2.||CO||, bem como ||GO|| = L.||CO]], logo:

66| _ 2.|c0|
GOl ~ 30|
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ica)
IGO]|
Seja agora a reta v que passa pelo ponto B e tem como vetor diretor BN =
N — B = (% —x1,% — 1), note que a mediana BN € v, entdo se G € v as trés medianas

concorrem no mesimo pOHtO.

Tomando z,z € {R} como pardmetro, a equagao de v é dada da seguinte forma:

x
=114 2(= — 1)
U(Z) = 2
y=y+z(5 —u)
s + .
Se houver um tnico valor para z, tal que x = % ey = h 3 y27 podera ser
concluido que G € v, assim:
T+
! 3 2o+ (2 — 1)
T1 + T2 (.1'2—2331)
—r1 =2z
3 ' 2
—2x1 + 29 Ty — 221
T (2
2
==
3
ity Y2
3 1+ 2( 5 Y1)
Y1+Y% Z<yz—291)
3 N 2
—2nty z(y2 — 2y1>
3 2
2
z==
3

Logo G € v, o que prova que as trés medianas concorrem no mesmo ponto.
Calculando agora ||BN||,||BG|| ¢ GN, tem-se:

BN = /3 -2+ (5 - w2
_ Ty — 217, Yo — 241\,
\/(% —221)” + (y2 — 211)°

Y1+ Y2
= ))?

IBG|| = \/(3—931)2+( 3
/
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m Ty X1+ T Y2 Y1ty
Nl = Yo M1y, Y2 2
G = (2 -2ty 2t

_ T —2T1., Y2 — 21,

= e

_ \/(932 —221)* + (y2 — 21)?

B 6

Note que ||BG|| = 2.|[BN||, bem como ||GN|| = L.||BN]|, logo:

IBG|| _ 211BN|
IGN|| ~ 31BN
.
IBGI
IGN |

Concluindo, assim, que o baricentro divide cada uma das medianas com razao 2 : 1.

Figura 27 — As trés medianas de um tridangulo encontram-se em um tnico ponto

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 28 — Encontro das medianas através da parametrizaga da reta suporte

Fonte: Produzido pelo autor
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Conclusao

Dessa forma o presente trabalho procura viabilizar o ensino do Calculo e da

Geometria Analitica como ja acontecera no passado, seja esse distante ou recente.

O ensino do Calculo apresentado possui um viés mais pratico, mais técnico,
pautando-se em algoritmos e sem demonstrar o porqué de alguns resultados aos es-
tudantes, como por exemplo a regra de derivacao por polindmios, ou as técnicas do uso da

segunda derivada para listar candidatos a maximos e minimos.

Porém ensinar algoritmos nao significa que o aluno nao utiliza raciocinio matematico
ou esta livre de aprender determinados conceitos. Algumas das defini¢oes de Calculo como
derivada e reta tangente a uma curva em um ponto foram bem definidas, obviamente
trazendo uma linguagem condizente com o nivel de ensino, por vezes, fugindo do rigor que a
matematica, como ciéncia exata que é, exige, trazendo uma abordagem mais interdisciplinar

de tais conceitos que, atualmente, s6 sdo vistos dentro do nivel superior de ensino.

Para além da definicdo mais usual de derivada, definiu-se essa também como a
taxa de variacdo de uma funcao, e, através das fungoes horarias da posicao, velocidade e
aceleragao, fez-se uma conexao entre essas trés grandezas, obtendo, portanto, uma gama
de exercicios possiveis, visto que dentro do ensino médio a func¢ao horaria da posicao é,
no maximo, uma func¢do polinéomial do segundo grau, e, com o incremento das derivadas
e intergais, é possivel determinar a velocidade e aceleragdo em determinado instante de
tempo independente do grau do polindomio que represente a distancia, nao ficando refém

de questoes onde a aceleragao é constante.

E de suma uma importancia analisar os problemas de mdximos e minimos de
determinadas funcoes através dos exemplos citados, pois, em cada exemplo, o raciocinio é
similar ao ja praticado pelos estudantes que consiste em: Analisar determinada situacao,
trazer conhecimentos previamente estudados de tal forma que seja possivel identificar qual
ferramenta matematica usar, e, por fim, otimizar o problema para uma funcao conhecida e
respondé-lo. Munidos das ferramentas de derivacao de polinémios, a resolu¢ao de maximos

e minimos se torna viavel em fung¢oes polinomiais de grau maior que dois.

Embora alguns contetidos de Geometria Analitica tenham sido igualmente apre-
sentados de maneira pratica e sem demosntragao, como a féormula do cosseno do angulo
entre vetores, comprimento de um vetor e produto interno, esses foram tao bem definidos

quanto os conceitos de calculo.

Contudo tais contetidos foram transmitidos com determinada intencao: trazer

alternativas de demonstracao para a geometria euclidiana plana.
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Por vezes as demonstragoes de alguns resultados da geometria plana sao ignoradas
pelas carga exacerbada de conceitos e por construgoes, eventualmente, estranbolicas,
que podem culminar em um desestimulo por parte dos estudantes na compreensao do
porqué de determinados resultados serem verdadeiros, apenas aceitando-os. A Geometria
Analitica, por ser bastante algébrica, traz uma simplificagdo nas construgoes, de tal forma
que o posiciomento conveniente do sistema de coordenadas torna a demonstracao de
alguns resultados mais acessivel, mesmo que, oscasionalmente, os calculos possam vir a ser

complexos.

Tais provas a luz da Geometria Analitica aumentam o leque de demonstracoes
conhecidas, tanto por parte dos estudantes, como também por parte dos professores, que

ganham novas alternativas para sua pratica pedagbgica.

Finalmente, a apresentacao de determinados contetidos a partir do ensino médio
possui como principal objetivo trazer um maior preparo na trajetoria inicial dos estudantes
que visam ingressar em cursos de ciéncias exatas no nivel superior de ensino, além de
reduzir as taxas de reprovagoes e desisténcias com relacdo as disciplinas de Célculo e

Geometria Analitica.
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