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Resumo

O presente trabalho apresenta uma colecao de 22 demonstragoes da infinidade
dos ntmeros primos e uma colecao de 7 testes de primalidade, incluindo o teste que
origina o crivo de Eratoéstenes e os testes com congruéncia de E. Lucas. Para concluir
¢ apresentada uma colecao de 11 atividades que envolvem os nimeros primos para o
Ensino Fundamental II, algumas destas atividades possuem curta duracao e podem ser
utilizadas conjuntamente em uma mesma aula, outras atividades sao adequadas para o

refor¢o conceitual.

Palavras-Chave: Numeros primos; Atividades sobre niimeros primos; Infinidade

dos ntumeros primos; Testes de primalidade.
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Abstract

The present work presents a collection of 22 demonstrations of the infinity of
prime numbers and a collection of 7 primality tests, including the test that originates
the sieve of Eratosthenes and the congruence tests of E. Lucas. To conclude, a collection
of 11 activities involving prime numbers for Elementary School II is presented. Some of
these activities are short in duration and can be used together in the same class, other

activities are suitable for conceptual reinforcement.

Keywords: Prime numbers; Activities about prime numbers; Infinity of prime

numbers; Primality tests.
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Introducao

Os ntmeros primos, do grego protoi arithmas, sao objeto de investigacao desde
os primordios da matematica. Os gregos antigos possuiam muito interesse no estudo dos
nuameros, em especial, dos nimeros primos. Nao a toa, acredita-se que a concepc¢ao de
numero primo apareceu em meados de 530 a.C. através de Pitagoras e dos pitagdricos
([13], pagina 79).

Diversos matematicos gregos buscaram determinar a quantidade de nimeros
primos existentes, Eratostenes no século III a.C. conseguiu desenvolver um engenhoso
método para determinar quando um nimero é primo, denominado Crivo de Eratostenes.
Um dos maiores mateméticos gregos, Euclides, fez as maiores contribuicoes da matematica
grega para os nimeros primos, no seu livro: Os Elementos; de 300 a.C., provou o impor-
tante Teorema Fundamental da Aritmética e posteriormente provou que existem infinitos

ndmeros primos.

Estes matematicos gregos foram os precursores de grandes matematicos que
estudaram os nimeros primos, entre os quais podemos citar P. Fermat, L. Euler e C.
Gauss, cada qual fez as suas contribuicoes fundamentais para o desenvolvimento dos pri-
mos. Atualmente, os niimeros primos sao a chave de sistemas criptograficos importantes,

como o RSA, que sao fundamentais para a protegao dos dados no mundo digital.

O presente trabalho possui o objetivo de apresentar uma breve introducao a
infinidade dos niimeros primos e dos testes de primalidade. Motivamo-nos nas palavras do
ilustre matematico B. Riemann, que contribuiu significativamente no estudo dos ntiimeros
primos com um brilhante artigo em 1859. Riemann salienta nesse artigo que o trabalho
sobre os numeros primos é “um tema que talvez nao pareca totalmente indigno de tal
comunicacao, dado o interesse que os préprios Gauss e Dirichlet demonstraram por ele

durante um longo periodo” ([30], pdgina 1).

O trabalho foi dividido em 3 Capitulos e tem a seguinte estrutura. O Capitulo
1 deste trabalho retine 22 demonstracoes da infinidade dos niimeros primos. Buscou-se
diversificar as demonstragoes apresentando diversos métodos para reobter o classico re-

sultado de Euclides. As secoes do Capitulo 1 apresentam na primeira secao os resultados
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preliminares e nas demais se¢oes as demonstracoes da infinidade dos niimeros primos divi-
didas conforme os conceitos e resultados de cada uma das areas matematicas apresentadas,

com a ultima secao reservada as demonstragoes com resultados diversos.

No Capitulo 2 sao apresentados 7 testes de primalidade para testar os niimeros
inteiros positivos. Buscou-se com os 7 métodos selecionados mostrar a complexidade, di-
versidade e custo de tempo que a determinacao da primalidade dos inteiros positivos
apresenta, principalmente se o ntimero possuir fatores primos grandes ou for um primo
grande. As segoes do Capitulo 2 sdo divididas em testes de primalidade cldssicos que
nao dependem de congruéncias, uma rapida busca por caracterizagoes dos nimeros pri-
mos, e testes de primalidade classicos que dependem de congruéncias. A determinagao
da primalidade de inteiros positivos é de grande importancia, de fato, Gauss comentou
no seu famoso trabalho Disquisitiones Arithmeticae que “o problema de distinguir os
nimeros primos dos niimeros compostos e de exprimir estes tltimos a custa de seus fa-
tores primos deve ser considerado como um dos mais importantes e dos mais tteis em
Aritmética” ([29], pagina 13).

Por fim, no Capitulo 3 sao apresentadas 11 sugestoes de atividades préticas
sobre os nimeros primos que podem ser desenvolvidas no Ensino Fundamental II, para o
ensino ou para o reforco conceitual dos estudantes. Cada secao do Capitulo 3 é dedicada
a uma atividade que pode ser aplicada para complementar uma aula ou pode ser aplicada
em conjunto com outras atividades para reforcar o conhecimento. Para a selecao das
atividades, buscou-se condizer com a habilidade da BNCC que estabelece o objetivo do
estudante “classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacoes entre

nimeros, expressas pelos termos ‘multiplo de’; ‘divisor de’, ‘fator de’ ”([6], pagina 301).

18



Capitulo 1

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados preliminares que serao utili-
zados no decorrer do trabalho, bem como 22 demonstracoes para a infinidade dos ntiimeros
primos. Este capitulo esta assim dividido: na Secao 1.1 apresentamos os resultados preli-
minares, onde tentamos incluir todas as demonstracoes dos mesmos para tornar a leitura
mais acessivel. Na Secao 1.2 apresentamos a demonstracao classica atribuida a Euclides
na sua escrita original e nas Secoes seguintes apresentamos as 22 demonstragoes agrupadas

por areas de conhecimentos na Matematica.

1.1 Resultados Preliminares

Para convencionar a notacao, realizamos inicialmente algumas consideracoes.
Definimos o conjunto dos ntimeros naturais como sendo N = {1,2,3,...}, os demais
conjuntos numeéricos, como convencionado, sao o conjunto dos niumeros inteiros Z, o
conjunto dos ntimeros inteiros nao negativos Z,, o conjunto dos niimeros racionais Q, o

conjunto dos niimeros reais R e o conjunto dos reais positivos R

Lembramos que n! =1 x 2 x ... x n e |z| é o médulo de um nimero real z,

definido como zse x > 0 e —x se x < 0.

Comecamos enunciando o Principio da Boa Ordenacgao, o Principio da Indugao
e alguns resultados primordiais que serao utilizados no decorrer do trabalho, utilizamos

como referéncia a Se¢ao 1.4 de [16].

Defini¢ao 1.1. (Principio da Boa Ordenagdo) Se S é um subconjunto ndo vazio de Z e

limitado inferiormente, entdo S possui um menor elemento.

Teorema 1.2. (Principio de Indu¢ao Matemdatica) Sejam S um subconjunto de Z e a € 7

tais que
i) a€esS;
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it) S € fechado com respeito a operacdao de “somar 1”a seus elementos, ou seja, ¥V n,
neS=n+1¢€S8.

Entao, {r € Z; x> a} C S.

Demonstragao. Seja S' = {x € Z; x > a} e suponha que S’ ¢ S, logo 5" — S # (. Como
este conjunto S’ é limitado inferiormente por a, existe um menor elemento ¢ € 8" — S e
pelo fato de ¢ € S" e ¢ ¢ S, temos que ¢ > a, ja que a € S por i), portanto (¢ — 1) € S’
e (c—1) € S. Pela hipdtese ii) sobre S, temos que ¢ = (¢ —1)+1 € S, como ¢ € S’

obtemos uma contradicao com o fato de ¢ € S" — S, logo, S’ C S. O

Teorema 1.3. (Prova por Inducio) Seja a € 7Z e P(n) uma propriedade do nimero

natural n. Suponha que

i) P(a) é verdadeira;

ii) ¥ n>a, P(n) = P(n+1) é verdadeira.
Entao, P(n) € verdadeira para todo n > a.

Demonstragao. Seja V= {n € Z; P(n)}, ouseja, V é o conjunto dos elementos de Z para
os quais P(n) é verdadeira. Por i), a € V e por ii) para todon, n € V= (n+1) € V.
Segue pelo Teorema 1.2 que {x € Z; z > a} C V. O

Sera utilizado também o chamado Principio da Indugao Completa, para o seu

enunciado basta substituir o item i) no Teorema 1.3, por

ii') V' n, P(a), P(a+1), ..., P(n) verdadeiras = P(n + 1) é verdadeira.
E a conclusao segue a mesma. A demonstracao do Principio da Indugao Completa segue
do Teorema 1.18 de [16].

A diferenca entre os dois tipos de inducao é que a completa necessita como
hipdtese que a sentenca seja verdadeira para todos os valores menores ou iguais a n, por
outro lado para a primeira basta a hipotese ser verdadeira para algum n. Para um estudo

mais aprofundado sobre o Principio da Indugao recomendamos o capitulo 1 de [16].

Um resultado elementar importante é o Principio das Gavetas, que pode ser

encontrado na pagina 10 de [20].

Teorema 1.4. (Principio das Gavetas) Se temos kn+1 objetos e n gavetas, entao existird

uma gaveta onde haverd pelo menos k + 1 objetos.

n+1

> k.

Portanto, existe uma gaveta com pelo menos k£ + 1 objetos. O]

Demonstracao. O nimero médio de objetos por gaveta é maior ou igual a

20



Vamos agora rever alguns resultados elementares da Teoria dos Niimeros. Para

um estudo mais aprofundado recomendamos as referéncias aqui utilizadas [16] e [20].

Definicao 1.5. Sejam dois numeros inteiros a e b, diremos que a divide b, representando

a | b, quando existir k € Z tal que b = ak.

Proposigao 1.6. Sejam a,b € Z, sea | b ea|c entio a| (b+ c).

Demonstracao. Pela hipétese inicial, existem k, k' € Z tal que b = ak e ¢ = ak’, portanto,
b+ c=ak+ ak’ = a(k+ k'), logo, a | (b+ ¢). O

Um resultado bastante ébvio, mas que sera utilizado em diversos momentos

durante o presente trabalho, é apresentado abaixo.

Proposigao 1.7. Sejam a,b € Z, onde b # 0, temos que se a | b entdo |a| < |b].

Demonstragao. Como a | b, existe k € Z tal que b = ak, assumindo médulos temos que
|b| = |a||k|. Como b # 0, entdo, a # 0 e 1 < |k|, consequentemente, |a| < |a||k| = |b]. O

Proposigao 1.8. Sejam a,b € Z, com a # 0, entdo existe n € Z tal que na > b.

Demonstragao. Como |a| > 1, temos que (|b|+1)|a| > |b]+1 > |b| > b, tomando n = |b|+1
sea>0en=—(|b| +1)sea <0, segue que na > b. O

Lema 1.9. Dado a,b,c € Z, se a | (b+ c), entdo a | b se, e somente se, a | c.

Demonstra¢ao. Suponha que a | (b+¢) e a | b, entao b+ ¢ = ka e b = ga com k, g € Z,
assim ga + ¢ = ka, isto é, ¢ = a(k — g) com (k—g) € Z, logo a | c. A implicacdo contréaria

¢ andloga e o resultado segue. [

Lema 1.10. Dados a,b,c € Z. Sea |b eb]|c, entdo a | c.

Demonstra¢ao. Se a | b e b | ¢, entdao existem f,g € Z tais que b = fa e ¢ = gb, assim

obtemos ¢ = gb = g(fa) = (¢9f)a e como gf € 7Z, concluimos que a | c. O

Teorema 1.11. (Divisio Euclidiana) Sejam a e b dois nimeros inteiros com a # 0.

FExistem dois unicos numeros inteiros ¢ e r tais que
b=ac+r,

com 0 <r < lal.
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Demonstragao. Considere o conjunto S = {z = b—ay;y € Z} N (NU{0}). Pela
Proposigao 1.8, existe n € Z tal que n(—a) > —b, logo b —na > 0 entao S é ndo vazio. O
conjunto S ¢é limitado inferiormente por 0, logo pelo Principio da Boa Ordenacao, temos
que S possui um menor elemento r > 0. Suponha que r = b—ac com ¢ € Z. Suponhamos
por absurdo que 7 > |a|, portanto existe s € NU {0} tal que r = |a|] + s, logo, 0 < s < r,
mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois s =b—a(c£t1) € S, com

s < r. Portanto, 0 < r < |a].

Agora para a unicidade, suponha que b = ac+r = ad + 1/, onde ¢,d,r,17" € Z
e 0 <rr" <la|. Assim, observamos que —|a| < —r <71 —r < ¢’ <|a|, logo | —r| < |al,
por outro lado, a(c—¢') = r' —r, o que implica que |a||c— | = |r' —r| < |a|, o que ocorre

se, e somente se, ¢ = ¢ e consequentemente r = 1’ H

Denominamos b como dividendo, a como divisor, ¢ como quociente € r como o

resto da divisdo. Observamos que quando r = 0, temos que b = ac, isto é, a | b

A definicao mais importante deste trabalho é a de niimero primo:

Definicao 1.12. Um numero natural maior do que 1 que so possui como divisores posi-

tivos o 1 e ele proprio, é chamado de nimero primo.

Decorre diretamente da definicao que dado um nimero primo p e qualquer

d € N tal que d | p, entdo d =1 ou d = p.

Defini¢ao 1.13. (Mdzimo Divisor Comum) Dizemos que um nimero inteiro d > 0 é um

maximo divisor comum dos numeros inteiros a e b, se possuir as sequintes propriedades:

i) d € um divisor comum de a e b;
i1) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Representamos o mdzimo divisor comum por (a,b) = (b,a) = d e para a = b =0 conven-

cionamos que (0,0) = 0.

Sejam a,b € Z, quando (a,b) = 1 dizemos que a e b sao primos entre si.
Obviamente, dado um nimero primo p e qualquer a € Z, temos que (p,a) = 1se pfae
(p,a) = p se p | a, de maneira geral, se a | b entdao (a,b) = |a|]. O préximo lema é muito

utilizado para obter resultados importantes envolvendo o méaximo divisor comum.

Lema 1.14. Sejam a,b,n € Z, temos que (a,b —na) = (a,b).

Demonstragao. Seja d = (a,b — na), como d | a e d | (b — na) segue que d divide

b = (b— na) + na, logo d é um divisor comum de a e b. Suponha que ¢ seja um divisor
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comum de a e b, assim, ¢ é um divisor comum de a e b — na, portanto, ¢ | d, isto é, pela
Definigao 1.13, d = (a, b). O

A demonstracao do teorema que segue foi baseada no Teorema 6.3 de [14] e
no Teorema 1.7 de [20].

Teorema 1.15. (Bézout) Sejam a,b € Z, entio existem x,y € Z tais que ax+by = (a,b).
Em particular, se k € Z € tal que k | a e k | b entao k | (a,b).

Demonstrac¢ao. Se a = b = 0 segue trivialmente que x =y = 0. Sea =0 e b # 0, entao
(0,b) = |b|, assim basta tomar z = 0 e y = £1, dependendo do sinal de b, o caso a # 0 e
b = 0 é andlogo. Portanto, consideramos a # 0 e b # 0, além disso, como (a,b) = (|al, |b]),

sem perda de generalidade, podemos supor que a > 0 e b > 0.

Consideramos o conjunto S = {az+by ; ax+by >0 e z,y € Z}, obviamente
S é nao vazio, pois como a > 0 entao a = a.1+ b.0 é positivo e pertence a S. Como os
elementos do conjunto S sao inteiros positivos, ou seja, S é limitado inferiormente, pelo
Principio da Boa Ordenagao, S possui um menor elemento d > 0, logo, podemos escrever
d = axy + byy com xq,yo € Z. Por conseguinte, pela Divisao Euclidiana dos inteiros a e

d, obtemos os inteiros ¢ e r tais que a = dc +r com 0 < r < d. Assim, segue que
r=a—dc=a— (axy+ byo)c = a(l — cxy) + b(—cyo)

ou seja, o resto r é uma combinacao linear inteira de a e b, mas como 0 < r < d e
d > 0 é o elemento minimo de S, temos que r = 0, pois caso contrario r € S, o que é
uma contradigdo pela minimalidade de d. Portanto, obtemos que a = de, isto é, d | a.

Analogamente, pela Divisao Euclidiana nos inteiros b e d, obtemos que d | b.

Dessa maneira, d é um divisor comum de a e b, além disso, suponha que existe
dy € Z com dy > 0 tal que dy | a e dy | b, logo, dy | (aw + bs) para quaisquer w, s € Z, em
particular, dy | (axg + byo), ou seja, d; | d e concluimos que d é divisivel por todo divisor

comum de a e b, isto é, d = (a,b). O

Corolario 1.16. Sejam a,b,c € Z. A equacdo ax + by = ¢ admite solugcao inteira em x

ey se, e somente se, (a,b) | c.

Demonstracao. Se a equagao ax+by = ¢ admite solucao inteira, entao (a,b) | a e (a,b) | b,
logo, (a,b) | c. Reciprocamente, se (a,b) | ¢ entao ¢ = k(a,b) com k € Z, pelo Teorema
1.15, existem inteiros xq e yo tais que axg + byo = (a,b) e multiplicando ambos os lados

da equacao por k obtemos que x = kxg e y = kyg sao solucao da equagao ax+by = c. [

Lema 1.17. (Lema de Gauss) Sejam a,b,c € Z. Se a | bc e (a,b) =1, entdo a | c.
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Demonstragao. Se a | bc e (a,b) = 1, entdo pelo Teorema 1.15, existem z,y € Z tal que

ax 4+ by = 1, logo, acx + bey = ¢, como a | acz e a | bey, temos que a | c. ]

Corolario 1.18. Seja p um nimero primo € ay,...,ay, € Z. Sep|ay...an,, entiop | a;

para algum indice 1, com 1 <1 < m.
Demonstragao. Utilizando o Lema 1.17, o corolario segue por Inducao em m. O]

O proximo teorema, conhecido como Teorema Fundamental da Aritmética,
encontra-se fragmentado no livro Os Elementos de Euclides. Este importante teorema

torna o presente trabalho possivel, pois figura em diversas demonstracoes.

Teorema 1.19 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior do
que 1, ou € primo ou se escreve de modo unico, a menos da ordem dos fatores, como um

produto de nimeros primos.

Demonstracao. Provaremos pelo Principio da Inducao Completa a fatoracao em ntimeros
primos. Se n = 2, temos um nimero primo e P(2) é verdadeiro. Suponha que todo niimero
natural 2 < k < n é primo ou é escrito como produto de niimeros primos. Assim, se n+ 1
é primo, P(n + 1) é verdadeiro e o resultado segue. Se n + 1 é composto, entao existem
a,be Ntalquen+1=abcoml<a<n+1lel<b<n+1, portanto, pela hipotese
de inducao temos que a = pips...ps e b= qiq2...qy, logo, n+1 =pips...Psq1q2 .. Qs ,
isto é, n + 1 é escrito como produto de nimeros primos, portanto P(n + 1) é verdadeiro

e pelo Principio da Inducao Completa a fatoragao em ntimeros primos segue.

Para a unicidade da fatoracao, suponha que n+1 seja o menor nimero que tém
duas fatoracoes distintas, isto é, n+1=p1ps... 0, = Q1q2... ¢, com p; < ps < ... < p,
eq1 < g <...< @ Comop;|(n+1)entdo p; | ¢; para algum indice 1 <1i < 7’', como

¢; € primo temos que p; = ¢;, assim p; > ¢, analogamente obtemos que p; < ¢, logo,

n+1
p1

minimalidade de n + 1, logo, r = r’ e p; = ¢; para todo indice i, o que contradiz a dupla

p1 = ¢1. Portanto, observamos que =po...pr = @o...q tém fatoracao tunica pela

fatoracao de n 4+ 1. Portanto, a fatoracao em nimeros primos ¢é tnica. O

Corolario 1.20 (Fatoracao Unica). Dado um nimero inteiro positivo n # 1, existem

primos py < py < ... < Pp € Q1,Q9,...,0, € N, uniwvocamente determinados, tais que

— 012 fe”
n =p; D2 ...pr’".

Demonstracao. O corolario segue do Teorema 1.19, por um agrupamento dos fatores pri-

mos repetidos e ordenacao dos primos em ordem crescente. O

Um conceito muito importante da Teoria do Ntimeros é a congruéncia modular,

que definimos a seguir.
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Definicao 1.21. Dizemos que dois numeros inteiros a e b sao congruentes modulo m com
m > 1 inteiro, escrevendo-se a = b mod m, quando o resto da divisao euclidiana de a

por m € igual ao resto da divisao euclidiana de b por m.

As proposicoes que seguem apresentam propriedades fundamentais sobre a

congruéncia modular.

Proposicao 1.22. Dado a,b,m € Z, com m > 1, tem-se que a = b mod m se, e somente

se, m| (b—a).

Demonstracao. Sejaa = me+r,com 0 <r <meb=md+r",com0 <1 < m, as divisoes
euclidianas de a e b por m, respectivamente. Portanto, temos que b—a = m(d —c)+(r'—r),
logo, sea = b mod mentao r = 1’, isto é, b—a = m(c’—c), em contrapartida, se m | (b—a)
entdo m | (' —r), mas como r’ — r < m temos que ' —r = 0, isto é, r = 1’ e segue que

a=b modm. OJ

Proposicao 1.23. Para quaisquer a,b,c,d,m € Z, com m > 1, temos que valem as

sequintes propriedades:

1. (Reflexividade): a = a mod m;
2. (Simetria): Se a =b mod m, entdo b =a mod m;
3. (Transitividade): Se a =b mod m e b=c¢ mod m, entio a = ¢ mod m;

U

4. (Compatibilidade com a soma): Podemos somar (ou subtrair) “membro a membro”:

=) d
{a o m = a+c=b+d mod m.

c=d modm

Em particular, se a =b mod m, entao ka = kb mod m, para todo k € Z.

5. (Compatibilidade com o produto): Podemos multiplicar “membro a membro”:

= ac=bd mod m.
c=d modm

{azb mod m

Em particular, se a =b mod m, entdo a* = b* mod m, para todo k € 7Z.
6. (Cancelamento): Se (¢,m) =1, entdo

ac=bc mod m<=a=0b modm.

Demonstragao. (1) Basta observar que m | (a —a) = 0;
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(2) Sem | (b—a)entdom | —(b—a) = (a—b);
(3) Sem|(a—b)em| (b—c)entaom | ((a —b)+ (b—c)) = (a — ¢);

(4) Sem | (a—b)em | (c—d)entdom | ((a—b)+ (c—d)) = ((a+c)—(b+d)), em

particular, se m | (a — b) entdo m | k(a — b) = ak — bk;

(5) Sem | (a—0b) em | (c—d) entdo m | (a —b)c e m | (¢ — d)b, assim concluimos
que m | ((a —b)c+ (¢ — d)b) = (ac — bd), em particular, se m | (a — b), pelo que foi

provado acima, m | (a® — b*) e recursivamente m | (a® — b¥);

(6) Como (¢,m) =1 temos que m | (ac — bc) = (a — b)c e pelo Lema 1.17, concluimos

que m | (a — b).
[

Teorema 1.24. Sejam a,m € Z, com m > 1. A congruéncia aX = 1 mod m possui
solugcdo se, e somente se, (a,m) = 1. Além disso, se xy € Z € uma solugdo, entao x

também é uma solu¢ao da congruéncia se, e somente se, x = xry mod m.

Demonstragao. A congruéncia tem solucdo xg se, e somente se, m | (azg— 1), assim existe
y € Z tal que axy + m(—y) = 1 e pelo Corolario 1.16, concluimos que (a,m) | 1, logo,
(a,m) = 1. Por conseguinte, se xy e = sdo solugdes da congruéncia aX = 1 mod m,
entdo axr = arg mod m e (a,m) = 1, assim © = 7 mod m, por outro lado, se xy ¢é
solugao da congruéncia aX =1 mod m e x = zy mod m, entao z também é solucao,

pois axr = axg =1 mod m. O

As duas defini¢oes que seguem sao primordiais em diversos momentos do pre-

sente trabalho.

Definicao 1.25. Denominamos de sistema de residuos modulo m, todo conjunto de
numeros inteiros cujos restos pela divisao por m sao os inteiros 0,1,...,m — 1; sem

repeticoes e em uma ordem qualquer.

O sistema de residuos médulo m apresenta todas as possibilidades de restos
na divisao de um inteiro qualquer a por m. Uma consequéncia da Definicao acima é que,
se ai, as, . ..ay; S0 m inteiros, dois a dois, nao congruentes modulo m, eles formam um

sistema de residuos médulo m.

Definicao 1.26. Um sistema reduzido de residuos modulo m é um conjunto de niumeros

inteiros by, by, ..., b.; tais que
i) (b;ym) =1 para todo i =1,2,...,r;
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ii) b; #b; mod m, sei#j;

iii) Para cada a € Z tal que (a,m) = 1, existe i tal que a = b; mod m.

E possivel obter um sistema reduzido de residuos médulo m a partir de um
sistema de residuos médulo m, bastando eliminar os elementos a;, do sistema de residuos,
que nao sao primos com m. Para saber mais sobre sistema reduzido de residuos modulo
m, veja Capitulo 10 de [16].

O lema que segue sera oportunamente muito importante e possui uma notavel

simplicidade.
Lema 1.27. Sejam a,m,n € Z e p primo. Se a”™ =1 mod p e a™ =1 mod p, entdo

a? =1 mod p com g = (n,m).

Demonstracao. Pelo Teorema 1.15 existem x,y € Z tais que nx + my = (n, m), portanto
sea” =1 modpea™ =1 mod p, pelas propriedades da Proposicao 1.23, temos que

a™ =a™ =1 mod p, logo, a"*a™ = a"* ™ = ¢»™ =1 mod p. O
Para o importante resultado conhecido como Pequeno Teorema de Fermat,
utilizamos o préoximo teorema e o proximo lema.

Teorema 1.28. (Férmula do Binémio de Newton) Sejam a e b nimeros reais e seja
n € NU{0}. Tem-se que

(a+0)" =a" + (T) a" b+ (Z) a" P L+ (n ﬁ 1) ab™ '+ b,

n n! . L
onde | . | = ——, com 0 < i < n nteiro.
i il(n —1)!
Demonstragao. Teorema 2.8 de [16]. O

Lema 1.29. Seja p um numero primo. Os nimeros (p)} onde 0 < 1 < p, sao todos
i

divisiveis por p.

Demonstracao. Para i = 1 o resultado ¢ trivial. Suponha que 1 < i < p, portanto, como

<p> :p(p—l)---(p—i+1)

? 2!

(2!, p) = 1 obtemos

Verifica-se facilmente que (p) € N, logo, ! | (p—1)...(p—i+1) e o resultado segue. [
i

Teorema 1.30 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p é um nimero primo e se a é um
numero natural, entao a? = a mod p. Em particular, se p nao divide a, ou seja, se

(a,p) =1 entao temos que a’"'=1 mod p.
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Demonstragdo. Se p = 2, como a*> —a = a(a — 1) concluimos que 2 | a(a — 1), pois a ou
a — 1 é par, isto é, a®> = a mod 2. Seja p um nimero primo impar, por inducao em a
temos que p | (17 — 1), portanto P(1) é verdadeira. Suponha que p | (a? — a) para algum

a € N, assim para a + 1 e pela Férmula do Binomio de Newton, obtemos

(@+1" - (a+1) = (a” — a) + @w—% <g>ap—2+...+ (pfl)a

pela hipétese de indugao e o Lema 1.29, segue que p | ((a + 1)? — (a + 1)), ou seja, P(a+1)
é verdadeira. Assim, pelo Principio da Indugao o resultado segue. Particularmente, se

(a,p) =1, entao p|a(a? ' —1) <> p| (e’ ' — 1), logo, a» ' =1 mod p. O

1.2 A Infinidade dos Numeros Primos

E enunciado a seguir o principal Teorema do presente trabalho, o Teorema de
Euclides da Infinidade dos Nimeros Primos. A primeira demonstracao deste Teorema
¢ atribuida a Euclides, por volta do ano 300 a.C. publicada no seu famoso livro, Os
Elementos. A demonstragao que sera apresentada inicialmente € a original, que foi retirada
na integra do livro Os Elementos - Euclides, uma tradugao de I. Bicudo, e se encontra na
pagina 342 de [5].

Teorema 1.31. Ezxistem infinitos numeros primos.

Demonstracao Original. (Euclides)

Sejam os nimeros primos que tenham sido pro- A G

postos A, B, C; digo que os nimeros primos sao

mais numerosos do que os A, B,C. Fique, pois,

tomado o menor medido pelos A, B,C e seja o
DE, e fique acrescida a unidade DF ao DFE. E

Entao, o EF ou ¢é primo ou nao. Primeiramente, seja primo; portanto, os
numeros primos A, B, C, EF achados s@o mais numerosos do que os A, B, C. Mas, entao,
nao seja primo o EF'; portanto, é medido por algum nimero primo. Seja medido pelo
primo G digo que o G nao é o mesmo que algum dos A, B, C. Pois, se possivel, seja. Mas
os A, B,C' medem o DFE; portanto, o G também medird o DE. E também mede o EF;

e o (G, sendo um numero, medira a unidade DF' restante; o que é absurdo.

Portanto, o G' nao é o mesmo que algum dos A, B,C. E foi suposto primo.
Portanto, os nimeros primos achados, A, B, C, G sao mais numerosos do que a quantidade

que tenha sido proposta dos A, B, C'; o que era preciso provar. O]
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A seguir, apresentamos 22 demonstragoes diferentes para o Teorema 1.31. Em
certas demonstragoes, foi necessario incluir mais algumas definigoes e resultados, que nao

foram utilizados em outras demonstragoes.

1.3 Demonstragoes com Teoria dos Niumeros

Uma versao moderna da demonstracao de Euclides é fornecida em seguida e

foi baseada na pagina 1 de [29].

Demonstragao 1. (Euclides)

Suponha que o conjunto P = {p1,ps,...,p,} dos nimeros primos seja finito. Considere
N = pipy...p. + 1, pelo Teorema 1.19, existe um ndmero primo ¢ < N tal que ¢ | N,
mas se ¢ € P entao g divide N — pips...p, = 1, 0 que é um absurdo. Logo, ¢ ¢ B, isto

é, existem infinitos niimeros primos. O]

A demonstragdo que segue, baseada na pégina 4 de [22], é atribuida a C.

Hermite, desenvolvida no século 19, é uma elegante variacao da demonstragao de Euclides.

Demonstra¢ao 2. (Hermite)
Para cada n € N, seja N = n! + 1, pelo Teorema 1.19, existe um primo ¢ tal que ¢ | N,
mas ¢ > n, pois caso contrario ¢ dividiria N — n! = 1. Logo, sempre existe pelo menos

um numero primo ¢ > n para cada n € N, isto é, existem infinitos nimeros primos. [

Outra variacao da demonstracao de Euclides foi dada em 1890 por T. Stieltjes,

a demonstragao que segue foi baseada na pagina 4 de [22].

Demonstragao 3. (Stieltjes)

Suponha que o conjunto P = {p1,pe,...,p,} dos nimeros primos seja finito. Considere
N = p1ps ... p, = mn, uma fatoracao qualquer de N em inteiros positivos m e n maiores
do que 1. Para todo primo p; € B, se p; | m temos que p; { n e se p; | n entdo p; 1 m,
logo, pela contrapositiva do Lema 1.9, p; 1 (m + n), isto é, nao existe p; € P tal que
pi | (m+n), o que é um absurdo pelo Teorema 1.19. Portanto, o conjunto dos niimeros

primos ¢ infinito. n

Uma expansao da ideia de Stieltjes foi abordada por G. Métrod em 1917 e esta

demonstragao pode ser encontrada na pagina 9 de [29].

Demonstragao 4. (Métrod)

Suponha que o conjunto dos nimeros primos B = {p1, p2, ..., P} seja finito. Considere
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N T

N = p1ps ... p, e para cada indice + = 1,2, ..., r; seja (); = —. Consideramos S = Z Qi
pi i=1

e dado o numero primo ¢ tal que ¢ | S, observamos pelo Lema 1.9 que ¢ # p; para todo

indice ¢, pois p; | Q); para todo j # i, mas p; { Q;. Portanto, ¢ ¢ P o que é um absurdo,

logo, o conjunto dos niimeros primos € infinito. O]

L. Euler em 1736 publicou uma demonstracao do Teorema 1.31, encontrada
na pagina 7 de [22], utilizando argumentos totalmente novos. Definimos para tal demons-

tracao a funcao ¢ de Euler.

Definicao 1.32. Para todo inteiro n > 1, definimos a funcao ¢ : N — N, denominada
de funcao ¢ de FEuler, como a quantidade de inteiros m, com 1 < m < n tais que
(m,n) = 1. Portanto, p(n) € a quantidade de nimeros naturais menores ou iguais a n

que nao possuem divisores inteiros positivos comuns, diferentes de 1, com n.

Segue direto da defini¢ao que se n = p é primo, tem-se p(p) = p—1, além disso,
©(1) = 1. Também vamos precisar do importante teorema que segue, baseado na pagina

49 de [20], para a demonstragao recomendamos rever as propriedades da Proposi¢ao 1.23.

Teorema 1.33. Se a,b € N e (a,b) =1, entdo, p(ab) = p(a)p(b).

Demonstracao. Consideramos os nimeros 1,2, ..., ab; organizados de forma matricial com

b linhas e a colunas:

1 2 3 a
a+1 a+2 a+3 2a
ab—1)+1 a(b-1)+2 ab—-1)+3 ... alb—1)+a

Pelo Lema 1.14 temos que (ai + j,a) = (j,a), assim, se um nimero nessa lista é primo
com a, entdo todos os nimeros na presente coluna sao primos com a. Logo, existem ¢(a)
colunas tais que todos os ntimeros sao primos com a. Por outro lado, como temos b inteiros
tais que se ai; +j = ais+j mod b, entao, i; =iy mod b, pois (a,b) = 1, portanto, como
0 < 11,19 < b, devemos ter i1 = 19, logo, toda coluna possui um sistema de residuos
modulo b, isso permite utilizar a Defini¢ao 1.32 para concluir que em cada coluna existem
exatamente ¢(b) nimeros que sdo primos com b. Portanto, o total de nimeros nessa lista
que sao simultaneamente primos com a e b, ou seja, primos com ab, sdo ¢(b) nimeros em

cada uma das ¢(a) colunas, ou seja, sao p(a)p(b), logo, w(ab) = p(a)p(b). O

Demonstragao 5. (Euler)(1)

Suponha que o conjunto ordenado dos nimeros primos P = {2, 3, ps,...,p.} seja finito.

30



Seja N =2-3-p3-...-p,, o produto de todos os niimeros primos, observando a fungao ¢

de Euler aplicada em N, lembrando que ¢(p;) = p; — 1 com p; € B, temos que

T

P(N) = 0(2)eB3)e(ps) .- op) = [ [ = 1) > 2,

i=1
portanto, além de (1, N) = 1, existe um inteiro 2 < n < N tal que (n,N) = 1, ou
seja, como todos os primos dividem N e (n, N) = 1, o inteiro n > 1 néo possui nenhum
divisor primo, o que é um absurdo pelo Teorema 1.19. Assim, existem infinitos niimeros

primos. [

1.4 Demonstracoes com inteiros primos entre si

A primeira demonstracao posterior a Euclides é creditada a C. Goldbach e
divulgada em uma carta para L. Euler em 1730. Esta demonstracao, baseada na pagina

4 de [29], utiliza um método totalmente diferente para demonstrar o Teorema 1.31.

Definimos os nimeros de Fermat como F, = 22" + 1 para todo inteiro n > 0.
Por exemplo, Fy = 3, Fy = 5, F, = 17, F3 = 257, F, = 65537 e assim sucessivamente.

Um interessante resultado que utilizaremos é apresentado no préximo Lema.

Lema 1.34. Sejam os numeros de Fermat F,, temos que F,, —2 = FoFy ... F,_1, para
n>1.

Demonstrag¢ao. Faremos por induc¢do em n, como Fy = 3 e F| = 5, temos que P(1) é
verdadeiro, pois F1 — 2 = Fy. Suponha que F,, — 2 = FyF} ... F,_; para algum n € N,
entao multiplicando F}, na igualdade temos que (Fn)2 —2F, = FyF, ... F,_1F,, mas

2n+1

(F)?—2F, = (27 +1)" =202 +1) = 27" +1-2=F,,;, -2

portanto, P(n + 1) é verdadeiro. Logo, pelo Principio da Indugao o resultado segue. [

Demonstragao 6. (Goldbach)

Consideramos os nimeros de Fermat F,, = 22" + 1. Seja m < n, pelo Lema 1.34, temos
que F,, | (F, — 2), entao suponha que F,, | F,,, pelo Lema 1.9, F,,, | F,, <= F},, | 2, o que
é um absurdo, pois F,,, # 1 e F,, # 2, logo, F,, t F,. Como F,, —2 = kF,, com k € N,

verifica-se facilmente que

1=02"-1,2)=(2" - 1,22 +1) = (F, -2, F,) = (kF,,, F,,) = (Fn, F).
Portanto, (F,,, F,,) =1,V m,n € NU{0} com m < n, isto é, todos os ntiimeros de Fermat
F,, sdo, dois a dois, primos entre si. Pelo Teorema 1.19, existe um ndmero primo p; | Fy,

po | Fiy ..oy pn | Fueq, ...; e todos sdo ntimeros primos distintos. Logo, existem infinitos

nimeros primos, visto que existem infinitos niimeros de Fermat. O

31



Existe uma grande quantidade de variagoes da demonstracao de Goldbach.
Uma elegante variagdo dessa demonstragao, que pode ser encontrada na pégina 36 de [8],
foi publicada em 2006 por F. Saidak.

Demonstragao 7. (Saidak)

Pelo Teorema 1.19, todo ntimero natural maior que 1 possui pelo menos 1 fator primo
e, além disso, dado um nimero natural n > 1 temos que (n,n + 1) = 1, isto é, os
fatores primos de n sao todos distintos dos fatores primos de n + 1, portanto temos que
o nimero n(n + 1) possui pelo menos 2 fatores primos distintos, por conseguinte, como
(n(n+1),n(n+1) 4+ 1) = 1, temos que o nimero n(n+1)[n(n+1)+ 1] possui pelo menos

3 fatores primos distintos.

Seguindo esse processo recursivamente, definimos a sequéncia dada por a; = n
e ap = ag_1(ag—1 + 1) para k > 2, que possui pelo menos k fatores primos distintos para
o seu k-ésimo termo, logo, como a sequéncia (ay)g>2 possui infinitos termos, temos que

k — oo, isto €, existem infinitos niimeros primos. O

Para a préxima demonstracao utilizamos os niumeros de Fibonacci T,,, que sao
definidos por T} = T, = 1 e recursivamente por 1,2 = 1,41 + T}, para todo n € N.
Por exemplo, T} =1, 1T, =1, T3 =2, Ty = 3,15 =5, T = 8, Ty = 13, Ty = 21 e
assim sucessivamente. Necessitamos também dos resultados que seguem, baseados nos

Capitulos 2 e 6 de [16], convém para as demonstragoes lembrarem do Lema 1.14.

Lema 1.35. Temos que Tr1n = T Th—1 + Thii Ty para todo m,n € N com n > 2.

Demonstracao. Fixado o inteiro n > 2, faremos inducao completa em m. Para m =1
obtemos que 1T,y + 10T, = T,,-1 + T,, = T14, e P(1) é verdadeiro. Suponha que
para todo £k < m é valido Ty, = 1T, 1 + Trpi1T,, assim, pela hipotese, temos que
Toin =TnTh 1+ ThniaTh e Th1in = Tn1Th—1 + 1,,71,. Somando membro a membro

essas igualdades, obtemos
Tm+n + Tm—1+n = Tan—l + Tm+1Tn + Tm—lTn—l + Tan,

Tm—i—n + Tm—1+n = Lp-—1 (Tm + Tm—l) + Tn (Tm—l—l + Tm) s
Tm+l+n = m+1Tn71 + Tm+2Tn-

Logo, P(m + 1) é verdadeira. Se fixado m € N, como n > 2, basta fazer n — 1 =m' e
n = m' + 1, entdo, analogamente se prova inducao completa em n. Assim, o resultado

segue pelo Principio de Inducao. O

Lema 1.36. (T,,,T,,+1) = 1 para todo n € N.
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Demonstragao. Por indugdo em n obtemos, para n = 1 que (11,75) = 1 e supondo que

(T, T41) = 1 para algum n € N, segue para n + 1 que
(Tn+17Tn+2) = (Tn+17Tn+1 + Tn) = (Tn+17Tn) =1L
E o resultado segue. O]

Teorema 1.37. Os numeros de Fibonacci satisfazem (T,,,T,) = Timny para todo

m,n € N.

Demonstracao. Provaremos por inducao completa em m, se m = 1 ou m = 2 temos que
(TmaTn> = (17Tn) =1= Tl = T2 = T(l,n) - T(2,n) = T(m,n)7 (11)

para qualquer n € N, assim, P(1) e P(2) sao verdadeiros. Suponha que (715,,7,,) = T(m,n)
para todo m < k com k > 3 inteiro e para todo n € N, para provar P(k) faremos indugao
em n com k fixado. Primeiramente, note que de maneira andloga a igualdade (1.1),
obtemos que (1%,75,) = Tixn) para n = 1 e n = 2, agora suponha que (7%, 75,) = Tk
para todo inteiro positivo 2 < n < t, logo, fazendo n = t, pelo Lema 1.35, temos que

Ty = T4k = Ti—pTh—1 + Ti—p1T}, assim
(T, Ty) = (T, Th—kTho1 + Tt—pei1 Tx) = (Tie, Tk Th—1),

pelo Lema 1.36, (Tx_1,7Tx) = 1 e pela hipdtese de indugao em n, ja que t — k < t,
concluimos que
(T, Ty T—1) = (Tie; Ti—t) = Tiiop—) = Ty

Logo, (Ty,T,,) = Tk paratodon € N, portanto, concluimos a indugao em n e verificamos

que P(k) é verdadeiro, assim, o resultado segue pela indugao em m. ]

Corolério 1.38. Se (m,n) =1 entdo (1,,,1,) =1
Demonstragao. Se (m,n) = 1, pelo Teorema 1.37, (155, T,) = Timpy = T1 = 1 O

A demonstracao seguinte foi publicada em 1965 por M. Wunderlich e pode ser

encontrada na pagina 9 de [22].

Demonstracao 8. (Wunderlich)

Suponha que o conjunto ordenado P = {2,3,ps,...,p,} dos nimeros primos seja finito.
Sabemos que (pq, py) = 1 para quaisquer nimeros primos p,, p, € P distintos, portanto,
pelo Corolario 1.38 temos que os numeros de Fibonacci com indices primos sao primos
entre si, isto é, (7,,,7,,) = 1. Como T,, > 1 para todo p; € B tal que i # 1, ou seja,

para os indices i = 2,3,...,r; pelo Teorema 1.19 cada um dos ndmeros 7, possuem
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pelo menos um fator primo e sao todos distintos entre si, j& que todos os 7T}, sao primos
entre si. Portanto, temos » — 1 niimeros de Fibonacci, todos com fatores primos distintos,
e r numeros primos, assim, utilizando o Principio das Gavetas, observamos que com a
excegao de um unico numero de Fibonacci T}, que possui exatamente dois fatores primos
distintos, todos os nimeros de Fibonacci T, com ¢ # i’ # 1 possuem exatamente um

fator primo, isto é, a sua fatoracao possui apenas um numero primo distinto.

Sabe-se que 19,37 e 113 sao niimeros primos e T = 4181 = 37. 113, portanto
T,, = Ty e todos os demais T}, possuem exatamente um fator primo, contudo, 31,557 e
2417 sao numeros primos tal que T3; = 1346269 = 557.2417, o que é um absurdo. Logo,

existem infinitos niimeros primos. O]

1.5 Demonstracoes com Congruéncia Modular

A préxima demonstracao utiliza congruéncia modular e pode ser encontrada
na pagina 2 de [15], como nao é atribuida a um matemadtico especifico, nomeamos esta
demonstracao em nome de A. Granville, autor do artigo em 2017 onde a demonstragao
¢ encontrada. Precisamos para a demonstragao, os numeros de Mersenne M, e o Lema
1.27.

Definimos os nimeros de Mersenne como M, = 2?—1 com ¢ um nimero primo.
Por exemplo, My = 3, M3 =7, M5 = 31, M; = 127, My, = 2047 e assim sucessivamente.

Demonstragao 9. (Granville)(1)

Suponha que o conjunto ordenado dos ntimeros primos P = {p1,ps,...,q} seja finito,
onde ¢ é o maior nimero primo. Se p € P é um fator primo do nimero de Mersenne
M,=27—1,entao 27— 1=0 mod p, isto é, 22=1 mod p e como (p,2) =1, ja que M,
é fmpar, pelo Teorema 1.30, sabemos que 2°~! = 1 mod p. Portanto, pelo Lema 1.27,
concluimos que 29 =1 mod p com g = (p—1,¢q). Como ¢ | g, entdo g = 1 ou g = ¢, mas
g # 1, pois se ocorrer g = 1 temos que 29 —1=2'—1=1=0 mod p, ouseja, p | 1 o que
¢ um absurdo, logo, g = ¢q. Por conseguinte, como g = ¢ temos que ¢ | (p — 1), portanto,
g <p—1<p,oqueéum absurdo, pois ¢ € o maior niimero primo de P. Logo, existem

infinitos ntimeros primos. O

A préxima demonstragao também utiliza congruéncia modular, novamente
atribuimos esta demonstragdo a A. Granville, autor do artigo [15] em 2017, onde a de-

monstracao é encontrada na pagina 2.

Demonstragao 10. (Granville)(2)

Suponha que o conjunto ordenado dos nimeros primos P = {2,3,ps,...,p.} seja finito.
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Seja 2™ a maior poténcia de 2 que divide algum dos nimeros da forma p; — 1 com

i=1,2,...,r. Consideramos o nimero de Fermat F}, = 22" 4+ 1 e p, € P um fator primo
de F,, observamos que 22" —1 = (F, —1)2—1 = F,(F,—2) =0 mod py, j que py, | Fp,
ou seja, 22" =1 mod p. Como (pk,2) = 1, ja que F,, é impar, pelo Teorema 1.30,

temos que 2P+~' = 1 mod p;, portanto, pelo Lema 1.27, obtemos que 29 = 1 mod py
com g = (2" pp — 1), mas como ¢ | 2" entdo g é 1 ou g é uma poténcia de 2 com
expoente natural, logo, podemos escrever ¢ = 2™ com m € N U {0}. Temos ainda que
m < n, pois 2" é a maior poténcia de 2 que divide algum dos nimeros da forma p; — 1 e

g=2"|(pr — 1). Logo, pelo que obtemos acima, como 29 =1 mod p;, concluimos que
0=F, =22 +1= (22"‘)2”% +1=29"""+1=1"4+1=2 mod ps

portanto, 2 = 0 mod pg, o que é um absurdo, pois pr # 2. Logo, existem infinitos

nimeros primos. O

1.6 Demonstracoes com Combinatéria

Em 1897 A. Thue forneceu uma demonstragao do Teorema 1.31 utilizando

combinatéria. Nos baseamos na pégina 7 de [29] para a demonstragao.

Lema 1.39. Temos que 1 + 2k? < 2% para todo k > 1.

Demonstra¢ao. Provaremos por inducao em k, para kK = 1 temos que 3 < 4 e P(1) é
verdadeira. Suponha que 1+ 2k% < 22% para algum k € N, observamos que 4k < 1 + 6k2,
disso obtemos facilmente que 2(k + 1)®+ 1 < 4 + 8k? e pela hipétese de indugao obtemos
que 4+ 8k? < 22+D 'ogo 2(k +1)2 41 < 22+ e P(k +1) é verdadeiro. Pelo Principio

da Inducao o resultado segue. O]

Demonstrag¢ao 11. (Thue)

Sejam os inteiros positivos k e n > 1 tais que (n+1)¥ < 2". Considere o conjunto ordenado
{2,3,...,p.} de todos os r nimeros primos tais que p; < 2" com i = 1,2,...,r. Suponha
que r < k, assim, pelo Corolario 1.20, todo inteiro 1 < m < 2" se escreve de maneira
unica como m = 2°13%2 ... p onde 0 < ay,ay,...,q, < n. Obviamente, temos (n + 1)"
combinagoes possiveis de expoentes para gerar os inteiros positivos m, mas nem todas
essas combinagoes geram um numero m tal que m < 2", logo, temos que 2" < (n + 1)",
portanto, 2" < (n+ 1)" < (n+ 1)¥ < 2", 0 que é um absurdo, logo, r > k + 1.

Pelo Lema 1.39, temos que 1 + 2k% < 22¥ para todo k& > 1, portanto, obtemos
que (14 2k2)* < 222" = 4% fagzendo n = 2k2, obtemos que (1 4+ n)* < 2", logo, como
r > k+ 1, existem pelo menos k 4+ 1 ntimeros primos p; < 2" = 4% Como k pode ser

tomado tao grande quanto se queira, existem infinitos ntimeros primos. O
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Para a préxima demonstragao utilizaremos a definigdo do denominado piso |z |

de x, que também utilizaremos em varios outros momentos durante o trabalho.

Definigao 1.40. Dado x € R, definimos o piso |z| de x como sendo o unico k € Z tal
que k <z <k+1.

Observe que segue direto da Definigao acima que |z | < z. Em todo o trabalho
escrevemos o logaritmo natural do nimero real x > 0 como log x e definimos esta funcao
utilizando o conceito de integral. O objetivo desta definicao é utilizar o fato de uma
integral definida ser a area sob a curva de uma fungao, para saber mais sobre a definicao
apresentada, veja a pagina 440 de [17]. Ficam também assumidas as propriedades dos

logaritmos, veja Segao 7.3 de [17].

Definicao 1.41. A funcao logaritmica natural log : RY — R € definida como
T dt

logx =
t

A demonstragao fornecida por A. Auric em 1915 é também simples, nos base-
amos na pagina 9 de [29]. Utilizamos nessa demonstragao o fato da fung¢ao exponencial
e : R — R definida como e(x) = a® com a > O real e a # 1, crescer mais rapidamente que

qualquer funcao polinomial p : R — R definida como p(z) = a,2"+a, 12" '+. . .+az+ap

com ay,a,_1,-.-..,0y Dumeros reais e a, # 0, o que pode ser verificado pelo limite
x

lim M = 0, facilmente demonstrado por sucessivas aplicagoes da regra de L’Hopital,
T—+00 6(1‘)

veja Teorema 11.1.4 de [17]. Para um estudo mais detalhado dessas fungoes apresentadas,
veja [19].

Demonstracao 12. (Auric)

Suponha que o conjunto ordenado B = {2,3,ps,...,p,} dos nimeros primos seja finito,
com p, 0 maior nimero primo. Sejam os inteiros ¢ > 1 e pk, pelo Coroldrio 1.20, cada
inteiro 1 < m < pl pode ser escrito como m = 2%13%2 .. . p® onde ay,ag,...,q, > 0
e pi* < pL para todo i = 1,2,...,r; assim, observamos que a sequéncia oy, as, ..., a,;

é definida de maneira tinica para cada inteiro positivo m. Como 2% < p < pt entao

log pr
log 2

log pr

Top 2 J para cada

obtemos facilmente que a; <t L J, assim «; €, no maximo, igual a t L

;1. . ., 1 .
indice 7 e ja que {ﬁ)gg’” > 1 para p, > 3, existe ay, > t com k € {1,2,...,r} tal que a
sequéncia ayg, 0, . .., 0; gera um niimero menor que pk, mas a sequéncia ag, g, . . ., ag; gera
um ntdmero maior que pk, logo, temos que a quantidade p’. de inteiros m é estritamente me-

nor que a quantidade existente de sequéncias distintas o, o, ..., a,; com o <t L%J,

'
que a proposito, é igual a (t {%J + 1) . Assim, temos satisfeita a desigualdade

log p, " log pr "
¢ 1) < 1) ¢ 1.2
p’”<(ﬂlog2J+ ) _qlogZ ) (1:2)
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a desigualdade da direita segue do fato de t > 1. Mas observe que o exponencial p’. cresce
mais rapido do que qualquer polinomio, que é o caso de at” com a € R, portanto, para
t suficientemente grande a desigualdade (1.2) nao é valida, o que é um absurdo. Logo,

existe uma quantidade infinita de niimeros primos. O

1.7 Demonstracoes com Analise e Topologia

Utilizaremos oportunamente os seguintes teoremas sobre séries, que podem ser

encontradas no decorrer do Capitulo 12 de [17]:

o

Teorema 1.42. Se E u, for uma série convergente de termos positivos, a ordem dos
n=1

termos pode ser rearranjada e a série resultante serd também convergente com a mesma

soma que a série inicialmente dada.

Demonstracao. Teorema 12.5.5 de [17]. O

Teorema 1.43. Seja (s,,) a sequéncia das somas parciais de uma dada série convergente
o0
Zun, entao para todo € > 0, existe um numero N tal que ser > N et > N entao

n=1
|sr — s¢] <.

Demonstragao. Teorema 12.3.4 de [17]. O

Teorema 1.44. Uma série infinita de termos positivos serd convergente se e somente se

sua sequéncia de somas parciais tiver um limitante superior.

Demonstracao. Teorema 12.5.1 de [17]. O
Teorema 1.45. Se a série infinita iun for absolutamente convergente, entao, serd
convergente. "
Demonstragao. Teorema 12.8.3 de [17]. O
Teorema 1.46. Se a série infinita i u, for convergente entao 7}1_)120 Uy = 0.

n=1
Demonstracao. Teorema 12.3.3 de [17]. O

Teorema 1.47 (Teste da Razao). Seja Zun uma série infinita dada para a qual todo
n=1

Un41

Un

u, € nao nulo. Entao, considerando o limite lim =L>0, se L<1 asérie dada

n—oo
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¢ absolutamente convergente, se L > 1 ou L — oo a série dada € divergente e se L = 1

nenhuma conclusao quanto a convergéncia pode ser tirada do teste.

Demonstragao. Teorema 12.8.4 de [17]. O

Teorema 1.48. (Série geométrica) A série geométrica de razio r € definida como

- a
Z arf = a+ ar + ar® + ...; sendo convergente para 7 quando |r| < 1 e divergente

k=0 -7
quando |r| > 1.

Demonstrac¢ao. Teorema 12.3.5 de [17]. O

A demonstracao que segue é interessante por depender da irracionalidade do
numero real w. A demonstracao da irracionalidade do nimero m pode ser encontrada a

partir da pagina 9 de [12].

Esta demonstragdo do Teorema 1.31 é encontrada na pagina 2 de [15], nao
¢ atribuida a um matematico especifico, portanto a denominaremos em homenagem a
A. Granville, autor em 2017 do artigo em que a demonstracao é encontrada. Para a

demonstracao necessitamos da convergéncia da seguinte série alternada:

Teorema 1.49.

i(—m_l L1 1.
o+l 3 5 7 T4
Demonstra¢ao. Exemplo 4 e Tlustragao 3 do Capitulo 13.3 de [17]. [

Demonstragao 15. (Granville)(3)

Suponha que o conjuntos P = {2,3,5,...,p,} dos nimeros primos seja finito. Sabemos
que

T _ 1 1 1 .

4~ 3 5 7 7

dividindo a igualdade por 3 e somando o resultado com a mesma, obtemos

7r+7r_11+1 1+ +1 1+1 1+
4 12 3 5 7 7 3 9 15 21 )7

3+1\ 3+1 7r_1+1 1 1+ 1+1 1 1+
3 4 3 20 5 7 11 7 5 25 35 55 )7
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ou seja,

3+1 5—1\7m ] 1 1 n 1 L
3 5 )4 7 11 13 7
seguimos repetindo o processo acima.

Veja que os termos da soma original sao positivos quando (2n+1) =1 mod 4 e
negativos quando (2n+1) =3 mod 4 com n € NU{0}, mas se dividirmos todos os termos
por um primo p; = 3 mod 4, os termos das somas com valores iguais, quando comparado
os termos da soma original com a nova soma obtida, terao sinais opostos, assim, para
anula-los basta soméa-los. Por outro lado, se dividirmos por um primo p; = 1 mod 4, os
termos das somas com valores iguais, quando comparado os termos da soma original com

a nova soma obtida, terao sinais iguais, assim, para anula-los basta subtrai-los.

De maneira geral, seguimos dividindo por todos os ntimeros primos p; € B
impares, somando quando p; =3 mod 4 e subtraindo quando p; =1 mod 4, sempre da
expressao anteriormente obtida. Pelo Teorema 1.19, como todo niimero natural maior do
que 1 possui pelo menos um fator primo, quando percorrermos todos os primos de ‘R,

concluimos que

( I1 pi;jl) I == G)-

pi=3 mod 4 py=1 mod 4

ou seja,

IS

:< H pi]iii-l) » H pz"pil ' (13)

pi=3 mod 4 =1 mod 4

;. . . . ..
Sabemos que 7 ¢ irracional, portanto, 1 ¢ irracional, mas o lado direito da
igualdade (1.3), como existem finitos nimeros primos, ¢ um produto finito de nimeros
racionais, portanto é racional, o que é um absurdo. Logo, existem infinitos nimeros

primos. ]

L. Euler forneceu em 1737 uma demonstragao, que nos baseamos na pagina 6 de
[29], completamente inovadora para o Teorema 1.31. Para a demonstragao observamos que
quando multiplicamos duas séries geométricas convergentes, termo a termo, o resultado é

uma série tal que os seus termos sao combinacoes de todos os termos das séries anteriores.
o0 o0

1
Por exemplo, dados p e ¢ niimeros primos, com as séries geométricas Z — e Z —
= P =0
obtemos
1 = 1 11 1 1 1 1 1 1
— | x =l =t et St =+ . (14)
(kzzop’“> (,;)q’“> q ¢ p pq pg’ * Pl pP¢
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Portanto, obtemos a soma dos inversos de todos os niimeros naturais da forma
/ /7 . Ve . .
pFq* com k, k' > 0, cada um contado uma tnica vez. Além disso, precisamos do resultado

da divergéncia da série harmonica, que é definida como a soma de todos os inversos dos
(o)

nimeros naturais, isto é, E — = 4o00. Uma prova dessa divergéncia é apresentada na
n

n=1
Secao 12.3, Iustragao 3 de [17].

Demonstragao 14. (Euler)(2)

Suponha que o conjunto P = {p1, ps, . .., pr} dos niimeros primos seja finito. Seja a soma
dos termos de uma progressao geométrica de razao —, para cada ¢ = 1,2,...,r; temos
que '

i1_1+1+1+1+ 1

— pi pivioop; 1=

realizando a multiplicagao da soma dos termos de todas as progressoes geométricas de

razao — com p; € B, obtemos
i

r ( 00 1 > r 1
I ) =1l (1.5)
i=1 \ k=0 Vi i=1 1 i

conforme visto na igualdade (1.4), os termos do produto das séries, no lado esquerdo
da igualdade (1.5), formam todas as combinagoes existentes dos nimeros primos e, pelo
Teorema 1.19 e Corolario 1.20, obtemos a soma de todos os inversos dos niimeros natu-
rais, cada um somado apenas uma vez, e como todos os termos sao positivos podem ser

reorganizados sem alterar o resultado. Assim, concluimos que
o0 T
1 1
IS e 16
n 1-1
n=1 =1 pi

como existem finitos nimeros primos, o produto do lado direito da igualdade (1.6) é

finito, mas a série harmonica E — ¢ divergente, o que é um absurdo. Logo, o conjunto
n

n=1
dos nuimeros primos ¢ infinito. n

A demonstragao a seguir foi baseada na pagina 14 de [1], é atribuida a A.
Yaglom e I. Yaglom em 1954 ([21], pagina 21). Esta demonstragao utiliza propriedades

interessantes de Anélise, além da fungao de contagem de nimeros primos m(x).

Definicao 1.50. A funcao de contagem de nimeros primos 7 : R — N, representada por

m(x), é definida como a quantidade de nimeros primos p < x.

Exemplo 1.51. Temos que w(10) = 4, pois temos 4 nimeros primos menores ou iguais a
10. Também tomamos como exemplo: (\/2) =0, w(e) = 1, 7(100) = 25 e 7(1000) = 168.

40



O desenvolvimento que segue é fundamental para a demonstracao do Teorema
1.31. Sejam os nimeros primos p; com ¢ = 1,2, ..., r; introduzimos a notacao p; |! m para
dizer que o inteiro positivo m é dividido exclusivamente pelos niimeros primos p; tal que
1 =1,2,...,r; além disso, lembramos que o simbolo logico V significa “ou”. Dependemos

também do fato que liril log z = +00, 0 que pode ser verificado na pagina 446 de [17].
Tr—r+00

1
Dada a funcao f : [1,4+00) — R definida por f(t) = o conforme a Defini¢ao

1.41, o logaritmo natural logz é definido pela integral e isto é, utilizaremos log x
1
como a drea sob a curva definida pela fun¢do f no intervalo [1,z]. Consideramos ainda

a funcao chamada de degrau superior g : [1,+00) — R definida por g(z) = — para
n

n<r<n+1lcomné€EN.

Comparando as areas sob as curvas das fungoes f e g, observamos que temos

1
— > log(n + 1) — log n, portanto, segue facilmente para n <z <n + 1 que
n

1 1 1 1
1 <l+-+-4+...+-Z< — 1.7
ogx —|—2+3—|— —i—n_ m;v m (1.7)
pi|l m; pi<z

onde o somatdrio se estende sobre todos os m € N tal que m = 1 ou que m tém somente

divisores primos p; <z com i =1,2,...,7,.

ax)

Figura 1: Comparagao das areas sob as curvas das funcoes f e g.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

1
Observe que g — = 1paral < o < 2, mas para x > 2 esta soma
m=1V m
pi | m; pi<z
possui infinitos termos, pois existem infinitos nimeros que sao divisiveis somente pelos
nimeros primos 2 < p; < x, além disso, os n primeiros termos da soma sao iguais aos n

primeiros inversos dos nimeros naturais, isso justifica a desigualdade da direita em (1.7).

Considere x > 2 para dispormos de nimeros primos p; < x, pelo Corolario
1.20, podemos escrever de modo tnico m = p'p5? ... pr® com aq, s, ..., q,, > 0, por-

tanto, considerando o mesmo desenvolvimento da igualdade (1.4), como a soma pode ser

41



rearranjada sem alterar o seu resultado, concluimos que

1 1 1 1 1 1 (= 1
Z — =1t —F—+  —t—F. At F... = Z—k .
mety T P11 P2 pip2 Piph Py - Pra i1 \ o Pi

pi|! m; pi<z

Demonstragao 15. (Yaglom)

Considere o nimero real z > 2, dada a desigualdade (1.7) e a igualdade (1.8), obtemos

1 1
logx < E — = E — .
m=1V i=1 \k=0""
pi |! m; pi<z

. 1 .
pela convergéncia da soma de uma progressao geométrica de razao — e pela Definicao

K3
1.50, ja que 7, é a quantidade de nimeros primos p; < z, obtemos que

To m(@)
1ogx<n<z> e I |t

i=1 kOpl

V23

obviamente, como os niimeros primos sempre sao maiores do que os seus indices, obtemos

1
que p; > i+ 1, portanto — >
i

, assim
pi —
i 1 i+1
bi — 1 bi — ?
logo,
7(x)
Di i+1 2 3 4 m(z) m(z) +1
logx < =X =X =X X X =7(x)+1
& H Hz 17273 D =1% r@ @
Concluimos que logz < m(z) + 1 para todo nimero real x > 2, logo, como
1151_1 logz = 400 temos que liril (m(z) + 1) = +o0, isto é, m(z) nao é limitado e,
T—r+00 T—r+00
portanto, existem infinitos niimeros primos. ]

A préxima demonstragao, baseada na pégina 16 de [1], é atribuida a P. Erdés

em 1938 e prova que a soma Z — sobre todos os nimeros primos p € P é divergente,

peEP P
portanto, essa soma possui infinitos termos.

Demonstracao 16. (Erdos)

Considere o conjunto de todos os nimeros primos B = {p1, p2, p3, . . .}, este sendo finito ou

infinito. Suponha que a soma 5 — sobre todos os nimeros primos p; € B é convergente,
Pi€P bi
logo, por consequéncia dos Teorema 1.43 e Teorema 1.44, existe um nuimero natural k

suficientemente grande tal que

DO | —

1
— <
i>k+1 pi
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Considerando ainda o nimero k, denominamos S, = {p1,pa,...,px} U {1} o

conjunto dos nimeros primos “pequenos” uniao com o 1 e Sy = {pr+1, Dk+2, Pkts,---} O

conjunto dos nimeros primos “grandes”. Para um ntumero inteiro positivo arbitrario N,
temos que

N N

JE— < JE—

; (1.9)

i>k+1
e seja IV, a quantidade de inteiros positivos n < N que sao divisiveis somente por niimeros
primos “pequenos”, contando o numero 1, e IV, a quantidade de inteiros positivos n < N
que sao divisiveis por pelo menos um nimero primo “grande”. Observe que, pelo Teorema
1.19, cada inteiro positivo n < N é contado uma unica vez em N, ou NNy, portanto, temos
que N = N, + N,.

N
Observe que L—J ¢ a quantidade de inteiros positivos n < N que sao multiplos
do primo p; € S, além disso, podem existir inteiros positivos n multiplos de mais do que

N

um numero primo “grande”, que serao contados mais de uma vez em E {— , portanto,
i>k+1 L7
comparando essa contagem com N, e pela desigualdade (1.9), percebe-se que

Ny< > PJ <y NN (1.10)
iSkp1 LD iSky1 P 2

Por conseguinte, dado a,,, b, € N, escrevemos como n = a,b? todos os inteiros
positivos n < N que é 1 ou que ¢é divisivel somente por nimeros primos “pequenos”
pir € Sp, onde a, nao é um quadrado perfeito diferente de 1. Portanto, todo ntimero
a, ¢ 1 ou é um produto de ntimeros primos “pequenos” distintos, assim, cada um dos k
numeros primos “pequenos”’py € S, pode estar ou nao estar no produto que gera a,, €
se nenhum ntimero primo estd no produto entdo a, = 1, logo, existem precisamente 2*

possibilidades para os nimeros a,,.

Além disso, como b2 < n < N, obtemos que b, < /n < V/N, portanto b,
é, no méximo, igual & VN, isto é, existem {\/N J possibilidades para os nimeros b,,.
Observe que temos N, niimeros n = a,b?, mas também temos 2% possibilidades para a, e
L\/N J possibilidades para b,,, que podem resultar em mais de [V, inteiros positivos, logo,

concluimos que

N, <2°|[VN| <25V (1.11)
Assim, pela desigualdade (1.10) e desigualdade (1.11), obtemos que

N
N=N,+N,< 5+2"\/N, (1.12)

N
contudo, sempre que ocorre 28/ N < 5 ou 2k+1 < /N, a desigualdade (1.12) nao é
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— 92k+2

verdadeira. Portanto, basta assumir N que obtemos

N = 22k+2 < 221;+2 n Qk\/m — 22k+1 + 2k 2k+1 — 22k+2 _ N,

1 . e
o que ¢ um absurdo. Logo, a soma E — é divergente e, portanto, possui infinitos termos,

pi€P Pi
ou seja, P ¢ infinito, isto é, existem infinitos niimeros primos. O

Para a préxima demonstragao do Teorema 1.31 observamos que uma das prin-

cipais aplicagoes de |x| é o lema que segue, conforme a péagina 30 de [20]:

Lema 1.52. (Fatores do Fatorial) Seja p um nimero primo, entdo a maior poténcia de

p que divide n! € p*, onde

o) 35l

Observe que a soma acima tem uma quantidade finita de termos nao nulos, pois os termos

n -
{—k eventualmente serao zero.
p

n

Demonstracao. No produto n! =1 x 2 x ... X n, {—J é a quantidade de multiplos de p
p

menores ou iguais a n, dentre esse, os multiplos de p? possuem um fator primo extra que

p n 1 . . ~
¢ contado por {—2 , os miiltiplos de p? possuem mais um fator primo extra, em relacao

a p?, que é contado por L—J , e assim sucessivamente até p* > n, onde nao havers mais

3
multiplos menores ou iguais a n para contar e teremos {_kJ = 0. O
p
n
Consideramos ainda o limite lim — = 0 para M € R*. Observe que pelo
n—oo MN! ~ .
Teste da razao, veja Teorema 1.47, obtemos que a série Z - ¢ absolutamente conver-
n!
n=1

gente, portanto, é convergente e, pelo Teorema 1.46, sabemos que o limite do termo geral
da série dada quando n — oo ¢ zero, logo, concluimos que para qualquer M € R* temos
que .

lim M =0. (1.13)

n—oo Nn!

A demonstragado que segue ¢ baseada na pagina 181 de [34], foi desenvolvida

em 2010 por J. Whang e ¢ uma demonstracao analitica muito simples.
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Demonstragao 17. (Whang)
Suponha que o conjunto dos nimeros primos B = {p1,ps,...,p.} seja finito. Pela fa-

toragao unica em primos, Corolario 1.20, escrevemos
'
a1, Q9 ar a;
nl=piips® . p =[] o
i=1

e seja p;’ a maior poténcia do primo p; € B que divide n!, assim, pelo Lema 1.52 e pela

convergéncia da série geométrica, obtemos que

n n > n > n ; n
a=|—|+|5|+...= 1<) == = <n. (1.14)
L%J L??J ; L??J —pp 1—2 pi—1

pi

3

,

Considere H pi = M € R entao, obtemos pela desigualdade (1.14), sobre a maior
i=1

poténcia de cada um dos ntimeros primos p; | n!, que

nl =] <[p = (Hm) =M", (1.15)
i=1 =1 =1

dividindo a desigualdade (1.15) por n!, obtemos para cada n € N que
1< — 1.16
- (1.16)

mas observando o limite de (1.16) quando n — oo, conforme o resultado obtido no limite

(1.13), concluimos que

1 < lim — =0,
n—oo N!
o que é um absurdo. Logo, existem infinitos niimeros primos. O

A demonstragao apresentada a seguir, concedida por H. Furstenberg em 1955,
¢ uma das demonstragoes mais extraordinarias ja desenvolvidas, pois é construida sobre
a Topologia. Apresentaremos alguns conceitos importantes de topologia, baseados no
Capitulo 3 de [18].

Definicao 1.53. Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢ao T de subconjuntos de
X, chamados os subconjuntos abertos (sequndo a topologia T) satisfazendo as sequintes

condicoes:

1) X e o subconjunto vazio () sao abertos;
2) a reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

3) a intersecao de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.
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Definigao 1.54. Chamamos de espago topoldgico X o par ordenado (X, T), onde X é um

conjunto e T € uma topologia em X.

Definigao 1.55. Dado um subconjunto A C X, chama-se complementar de A o conjunto

X — A formado pelos elementos do conjunto X que nao pertencem ao subconjunto A.
Definicao 1.56. Dizemos que um subconjunto F de um espago topologico X € fechado

quando o seu complementar X — F € aberto.

Observe que se F' C X é um conjunto fechado entao existe um conjunto aberto
A tal que A = X — F, pela Definicao 1.55, temos que X = AU F' e os conjuntos A e F
sao disjuntos, isto 6, ANF = (), logo, X — A = F, isto é, um conjunto A é aberto se o

seu complementar F' é fechado.

Os conjuntos fechados possuem também as seguintes propriedades:
Teorema 1.57. Os subconjuntos fechados de um espago topologico X, possuem as pro-
priedades:

i) X e o subconjunto vazio () sao fechados;

it) a intersecao de uma familia qualquer de subconjuntos fechados é um subconjunto

fechado;

i11) a reuniao de uma familia finita de subconjuntos fechados € um subconjunto fechado.
Demonstragao. Proposicao 15 de [18]. O

A demonstracao do Teorema 1.31 utilizando topologia foi baseada na pagina
15 de [1], iniciamos definindo um espago topoldgico (Z,Z(a, b)) formado pela familia dos

conjuntos abertos Z(a, b).
Dado a,b € Z com b > 0, definimos
Z(a,b) ={a+nb; n € L},

ou seja, cada conjunto Z(a,b) é uma progressao aritmética de razao b e infinita nos dois
sentidos, positivo e negativo, inclusive, se a = 0 e b = 1 obtemos que Z(0,1) = Z.

Observamos agora que:

1) Dizemos que um conjunto S C Z é aberto se S é vazio ou se para cada a € S existe
algum b > 0 com Z(a,b) C S.

2) Observamos que a uniao arbitraria dos conjuntos abertos Z(a, b) é também um con-

junto aberto, pois trivialmente satisfaz a definicao de conjunto aberto dada acima.
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3) Por fim, dados S; e Sy abertos, se a € S; N Sy com Z(a,by) C Sy e Z(a,by) C So,
entao existe Z(a, biby) tal que Z(a,biby) C S; N Sy, isto é, como a intersegao finita
de conjuntos sempre pode ser vista como a intersecao de apenas dois conjuntos, essa

intersecao finita de conjuntos abertos é também um conjunto aberto.

Logo, pela Definicao 1.53, definimos um espaco topoldgico em Z dada pela
familia dos conjuntos abertos Z(a,b). Pela definigdo do espago topolégico (Z,Z(a,b)),

temos a propriedade:

Propriedade 1. Qualquer conjunto nao vazio e aberto do espaco topoldgico (Z,Z(a, b))

¢é infinito.

Também ocorre que

b—1
UZ(Q—i_%b) = Z_Z(aab)v
i=1
b—1
e U Z(a + i,b) é um conjunto aberto pela Definicao 1.53, ou seja, o complementar do
i=1
conjunto Z(a, b) é aberto, logo, pela Defini¢ao 1.56 temos a propriedade:

Propriedade 2. O conjunto Z(a,b) é um conjunto fechado.

Demonstragao 18. (Furstenberg)
Suponha que o conjunto dos nimeros primos B = {p1, ps, . . ., pr } seja finito. Pelo Teorema
1.19, todos os numeros inteiros m # 1 e m # —1 tem um divisor primo p; € B, logo, para

todo m € Z — {—1,1} temos que m € Z(0, p;) para algum i = 1,2, ..., r; portanto

z—{-1.1} = Jz0.p)

e o conjunto Z —{—1,1}, que é o complementar de {—1, 1}, é fechado, pois pela Proprie-
T

dade 2 e pelo Teorema 1.57 sabemos que U Z(0, p;) é a uniao finita de conjuntos fechados,
i=1
portanto, é também um conjunto fechado, consequentemente, o conjunto {—1, 1} é aberto.

Logo, {—1,1} é um conjunto nao vazio, aberto e finito no espago topolégico (Z,Z(a,b)),
o que é uma contradicao para a Propriedade 1, portanto, existem infinitos conjuntos

Z(0,p;), isto é, existem infinitos nimeros primos. ]
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1.8 Outras demonstracoes interessantes

A préxima demonstracao foi publicada por A. Engel em 1998 e pode ser en-
contrada na pégina 37 de [8], esta demonstra¢ao é bem simples e utiliza o Principio da

Inducao aplicada em uma funcao sabiamente definida.

Sejam as fungoes f : N — N dada por f(n) = 22" 197" L e g : R — R dada
por g(z) =z + 22 + 1 = (22 + 2 + 1)(2®> — z + 1). Considerando = = 2" para todo

n € N, obtemos
2n71 2n71 4 2n71 2 2n+1 on
9(2 ):(2 ) +(2 ) +1=2"" 19 1 1= f(n), (1.17)
além disso, pelo Lema 1.14, temos que

(22n+1 + 22n + 1, 22n+1 . 22n + 1) — (21+2n’ 22n+1 . 22n + 1) _ 1’

para todo n € N, pois 2!72" ¢ uma poténcia de 2 e (22n+1 - 2% 4 1) é fmpar, nao

possuindo fatores maiores do que 1 em comum.

Demonstracao 19. (Engel)

Provaremos pelo Principio de Indugdo que f(n) tem pelo menos n + 1 fatores primos
distintos. Temos que f(1) =16+ 4+ 1 =21 =17.3, que possui 1 + 1 = 2 fatores primos
distintos, portanto P(1) é verdadeira. Suponha que P(n) é verdadeira para n € N, isto
é, f(n) = 22" 4 92" 1 1 possui pelo menos n + 1 fatores primos distintos. Assim, para

n + 1, considerando a igualdade (1.17), temos que
fn+1) =g (22n) _ <22n+1 192" 1) (22n+1 92" 1) — f(n) (22n+1 92" 1) 7

como o maximo divisor comum (f(n), 22 92" 4 1) =1le (22n+1 — 22" 4 1) > 1, pelo
Teorema 1.19, temos que (22"+1 — 22" + 1) tem pelo menos um fator primo tal que sao
todos distintos dos fatores primos de f(n), que por hipdtese tém n + 1 fatores primos
distintos, logo, f(n) (2

Portanto, P(n + 1) é verdadeira e pelo Principio de Indugao, f(n) possui pelo menos

2 1) possui pelo menos n + 2 fatores primos distintos.

n + 1 fatores primos distintos para cada n € N, logo, como f(n) nao é limitada, existem

infinitos ntimeros primos. O

A préxima demonstracao foi fornecida por S. Northshield em 2015 e pode ser
encontrada na pégina 466 de [23], é uma demonstragao simples, originalmente apresen-
tada em apenas uma linha é diferente por envolver a funcao seno e algumas de suas

propriedades. Inicialmente vamos relembrar os conceitos que utilizaremos.

Dada a funcao sen : R — R, conhecida como fung¢ao seno, sabemos que essa

fungao é periddica de periodo 2w, isto é, sen(x + 2kmw) = sen(x) para todo z € R
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e k € Z. Assim, como sen(0) = sen(m) = 0, pela periodicidade da fungao seno, é
imediato que sen(tmw) = 0 para todo t € Z, observamos também que para todo nimero
real 2km < x < 2km + 7 temos que sen(z) > 0 e para 2km — 1 < x < 2kw temos que
sen(z) < 0, em especial, nos interessa que para 0 < z < 7 ocorre sen(x) > 0. Para saber

mais sobre a defini¢do da funcdo seno, recomendamos o Capitulo 9 de [19].

Demonstracao 20. (Northshield)

Suponha que o conjunto B = {p1, P2, .. ., p.} dos nimeros primos seja finito. Observamos
que sen (f) = sen (pl +2k:7r> tal que p; € P com ¢ = 1,2,...,r e k € Z. Fazendo

N =pipy...pr eseja k= %, temos que

2N 142N
sen (E) = sen <£ + W) = sen ( i 7r>, (1.18)
Di Di Di Di

como 0 < f < m para qualquer p; € 3, temos que sen <§> > () para todo nimero primo

p;, logo, sabemos que Hsen <Z> > 0. Contudo, pelo Teorema 1.19 observamos que

i=1 pi
: , . ) , 1+ 2N
existe pelo menos um nimero primo p;y € P tal que py | (1 + 2N), isto é, €7,
yzu
d 1+ 2N
logo, sen <1_;ﬂﬁ> = 0, por conseguinte, H sen ( + 7r) = 0, pois pelo menos um dos
7 , Di
=1

valores da fun¢ao seno, no produtério, é zero. Portanto, pela igualdade (1.18), concluimos
que

: ™ a 142N

O<Hsen(—):Hsen( + 7r>:0,

1 Di Y Di

o que é um absurdo. Logo, existem infinitos ntimeros primos. n

A préxima demonstragao foi dada por D. Wegener em 1981, pode ser en-
contrada na pagina 449 de [33]. E uma demonstracao, em certo sentido, similar a de-
monstracao de Euclides, contudo, a utilizacao de triplas pitagoricas a torna especial. Os
resultados apresentados a seguir podem ser encontrados na pagina 132 de [20].

Definicao 1.58. As triplas de niameros inteiros positivos (x,y,z) que satisfazem a

equagdo % + 1y? = 22,

sao demominadas de triplas pitagoricas. Se para uma tripla pi-
tagorica os termos x,y e z sao, dois a dois, primos entre si, denominam-na de tripla

pitagorica primitiva.

Teorema 1.59. Todas as triplas pitagoricas primitivas sao dadas, sem duplicacao, por

T = 2mn; y=m?—n? 2z =m? 4+ n? (1.19)

com nimeros naturais m > n primos entre si e m + n impar. Além disso, quaisquer
m,n € N, com (m,n) =1, m >n e m-+n impar, produzem através das igualdades (1.19)

uma tripla pitagorica primitiva.
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Demonstra¢ao. Dada uma tripla pitagérica primitiva (z,y, z), temos que x e y ndo podem
ser ambos pares, pois (z,y) = 1, portanto, podemos supor sem perda de generalidade que
y é fmpar, além disso, para k € Z temos que (2k + 1) = 4k* + 4k +1 = 1 mod 4
e (2k)? = 4k* = 0 mod 4, ou seja, quadrados perfeitos sao congruentes ou a 1 ou a
0 modulo 4, se o inteiro que é elevado ao quadrado for impar ou par, respectivamente,
assim, = nao pode ser fmpar, pois caso contrario 2?2 = 22 +y?> = 2 mod 4, o que é um
absurdo. Logo, temos que x é par, y é impar e como os quadrados conservam a paridade,

concluimos que z é impar.

Por outro lado, temos que 22 = 22 — y* = (2 — y)(z + y) e observamos que
(y,2) = (¥, 2%) = (y*,2* + y°) = (°,2°) = (y,2) = 1, assim, temos que (2,2 +y) =1e
z 4y é par, pois é a soma de dois impares, logo, (z —y,z +y) = (22,2 + y) = 2.

z+yez—y

Logo, sao inteiros positivos primos entre si e seu produto é um
quadrado perfeito, portanto, pela unicidade no Teorema 1.19, como temos dois fatores
distintos, primos entre si, que multiplicados formam um quadrado perfeito, cada um

desses fatores deve ser o quadrado de um inteiro positivo, isto é,

() (52) - -

Portanto, com a organizagao adequada para x e a resolucao de um sistema com as equagoes

obtidas z +y = 2m? e z — y = 2n?, concluimos que z = 2mn; y = m? — n?; z = m? + n?,

com (m,n) = 1. Para concluir, como z = m? + n? é impar, m e n possuem paridades
distintas, portanto m + n é impar, na realidade, a condicao de m + n ser impar garante

a primitividade da tripla pitagorica.

Reciprocamente, observamos que dado quaisquer m,n € N que satisfazem as
condigoes de (m,n) =1, m > n e m + n impar, temos que

v 42t = (m® - n2)2 + (2mn)* = m* +2m*n® + n' = (m* + n2)2 = 22

Assim, concluimos a demonstracgao. O]

Demonstracao 21. (Wegener)

Suponha que o conjunto ordenado dos nimeros primos B = {2, p2, ps, . .., p-+ seja finito,
sendo p, o maior nimero primo. Seja m = 2psp3...p, € n = 1, entao m e n satisfazem
as condicoes do Teorema 1.59, isto é, temos uma tripla pitagorica primitiva dada por
r = 2(2pap3...pr), ¥y = (2pops...p)? — 1 e z = (2paps...p.)% + 1. Considerando o

Teorema 1.19, analisaremos a soma x + y, assim se for um nimero primo

r4+y=22pps...pr) + (2p2p3...pr)2 —1>p,,

o que é um absurdo pela maximalidade de p, € B. Se x+y é um ntimero composto, existe
um nimero primo g € P tal que ¢ | (z + y), mas como ¢q | z, pelo Lema 1.9, temos que

q | y o que é um absurdo, pois (z,y) = 1. Logo, existem infinitos nimeros primos. ]
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A préoxima demonstragao utiliza o fato do niimero de Fuler e ser transcendente,
o que pode ser verificado a partir da pagina 29 de [12], além disso, também precisamos
da bela expressao que é apresentada no lema abaixo, que envolve essa constante e uma
das fungoes mais importantes da Teoria dos Numeros, a funcao p de Mobius, definida a

seguir, conforme pagina 189 de [20].

Definicao 1.60. Definimos a fungao de Méobius p: N — Z, como

1, se n =1,
p(n) =4 0, se a? | n para algum inteiro a > 1,
(—1)*, se n € produto de k primos distintos.

Para o desenvolvimento da demonstracao pretendida, precisamos dos seguin-
tes resultados a respeito da classificacao dos nimeros reais como nimeros algébricos e
transcendentes. Os resultados que seguem podem ser encontrados no Capitulo 4 de [12]

ou no artigo [32].

Definicao 1.61. Qualquer solucdo real de uma equagao polinomial da forma:
A" + ap_ 12" 4+ a4+ ag =0,
onden €N, a; € Q parat1=20,1,2,...,n; e a, # 0, é€ chamado de niumero algébrico.

Definicao 1.62. Os numeros reais que nao sao algébricos sao denominados de niumeros

transcendentes.

O teorema que segue, sobre as operagoes com numeros algébricos, é muito

importante para a demonstragao que faremos.

Teorema 1.63. Sejam a e b numeros algébricos, temos que:

i) a+b é um niumero algébrico;
i1) a.b € um numero algébrico;
iii) Se a # 0 entdo a=* é um nimero algébrico.

Demonstracao. Pagina 17 de [12]. O

O lema apresentado a seguir foi proposto por R. Bellman em 1943 e solucionado
por R. Buck em 1944, é o lema central para a demonstracao do Teorema 1.31, cuja

baseamo-nos na pagina 23 de [21].
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Lema 1.64. Dado x € R tal que |x| < 1, temos que

[un

efa::oo _xn%:(1—I)(1_x6)%(1_$10)$_“
}1(1 | (1—a2)2 (1 - 23)5 (1 — 25)% - (1.20)

Demonstragao. Pagina 410 de [7]. O

Demonstragao 22. (Bellman-Buck)

Considerando x = —= na férmula 1.20 do Lema 1.64, obtemos
o0 NG
A6 (2))" -
Suponha que o conjunto P = {p1,ps,...,p-} dos numeros primos seja finito e seja o

produto de todos os nimeros primos N = pips ... p,, logo, u(m) = 0 para todo m > N,

pois pelo Principio das Gavetas, todo m > N possui pelo menos um primo quadrado em

00 ny\ 0
1
sua fatoracao, portanto, H (1 — (—5) ) = 1, assim, obtemos
n=N+1

ou seja,

u(n) u(N)

1007 =0 (D0 0 e

n=

N[

Portanto, temos uma multiplicacao finita de niimeros algébricos nao nulos e

. . 1, , o
diferentes de 1, ou seja, esse produto A = ez é um nimero algébrico, logo, A. A = A? = ¢
também é um numero algébrico, o que é um absurdo, pois e é um numero transcendente.

Logo, existem infinitos niimeros primos. O
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Capitulo 2

Neste capitulo sera apresentado alguns métodos para verificar se um deter-
minado nimero m € N é primo ou composto. Existem varios métodos para o teste de
primalidade, no presente trabalho apresentaremos 7 métodos, 2 que dependem da deter-

minacao de fatores do nimero m e 5 que dependem de congruéncias especificas.

A escolha dos testes de primalidade apresentados ocorreu pela possibilidade
de execucao do teste para qualquer inteiro impar maior do que 1, mesmo que o custo de
tempo seja elevado, e pela importancia histérica na Teoria dos Numeros de cada um dos

métodos.

2.1 Crivo de Eratéstenes e Fatoracao de Fermat

De maneira geral, para determinar se um nimero m € N ¢é primo, basta realizar

a divisao de m por todos os ntimeros primos p; < ps < ... < p, < m, assim caso existir
algum ndmero primo p; | m com ¢ = 1,2,...,7; 0 nimero m é composto, caso contrario,
se p; ¥ m para todo i = 1,2,...,r; o numero m é primo. Este é o método que segue

diretamente da definicao de ntimero primo.

Exemplo 2.1.

O nimero 351 € composto, pois 3 | 351. Felizmente foram necessdrias apenas duas etapas,

pois existem 70 numeros primos menores que 351.

O numero 71 € primo, pois nao € divisivel por nenhum niumero primo menor. No caso

foram necessarias 19 verificagoes, que é a quantidade de nimeros primos menores que 71.

E também de interesse matematico determinar os fatores primos de um nimero
composto m. Para isso basta fazer, conforme acima, reiteradas verificagoes de primalidade,
por exemplo, determina-se que um inteiro m é composto, assim ele é divisivel por um

nimero primo p; e podemos escrever m = pymq, agora se executa o método no inteiro
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my, se for primo a fatoragao esta completa, caso contrario, se for composto entao é divisivel
por um nimero primo p, € podemos escrever m = pipaMs, executa-se o método no inteiro
ms e assim sucessivamente. Em uma quantidade finita de etapas podemos determinar

todos os fatores primos de um inteiro composto m.

Esse método de verificar a primalidade é simples, mas requer uma quantidade
demasiada de etapas, principalmente se o nimero investigado for grande e se revelar um
nimero primo. Felizmente podemos aprimorar o método reduzindo consideravelmente a
quantidade de etapas a serem realizadas pelo seguinte lema, que pode ser encontrado no
Capitulo 1 de [24].

Lema 2.2. Dado m € N composto. Entao eziste um primo p < y/m tal que p | m.

Demonstracao. Como m é composto, existem my, my € N com 1 < m; < msy < m tais que
m = mymsy. Suponha que m; > /m, logo, m = mymsy > mym; > /my/m = m, o que
¢ um absurdo, portanto, m; < /m. Como my pode ser escrito como produto de fatores
primos, basta tomar o primo p tal que p | my, assim, concluimos que p < m; < /m onde

p | m. O

Exemplo 2.3. Como [\/ 71J = 8, basta testar os numeros primos 2,3,5 e 7 para deter-
minar que 71 € primo, ou seja, reduzimos as 19 verificagoes necessdrias anteriormente

para apenas 4 verificagoes.

Esse método ¢ sintetizado no proximo teorema, que recebe o nome de Crivo
de Eratéstenes, em homenagem a seu idealizador no século III a.C., o matematico grego

Eratéstenes. A demonstragdo pode ser encontrada no Capitulo 1 de [24].

Teorema 2.4. (Teste 1: Crivo de Eratdstenes) Sejam m € N e p; < py < ... < p, todos
0s numeros primos menores ou igual que \/m. Entdo, m é primo se, e somente se, p; { m

para qualquer v =1,2,...,r.

Demonstra¢ao. Se m é um numero primo, por definigao, temos que p; ¥ m para qualquer
m<...<p <+ym<mcomi=12 .. r Paraa reciproca, observe que se p; { m
para todo p; < ... <p, <V/m <mcomi=1,2,...,7; pelo Lema 2.2, o natural m nao
pode ser composto, pois caso contrario haveria um primo p; < /m tal que p; | m, logo,

m é primo. O

O Crivo de Eratéstenes é comumente utilizado para determinar todos os
nimeros primos p < m com m € N. Como exemplo do algoritmo desenvolvido para
este fim, vamos determinar todos os niimeros primos menores do que 150, para isso inici-

almente construimos uma lista com todos os nimeros de 1 a 150.
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Observamos que precisaremos inspecionar, para o exemplo, os niimeros primos
p < L\/ 150J = 12, mas nao precisamos saber quais sao estes niimeros primos inicialmente,
pois a cada etapa executada no crivo, o primeiro niimero nao eliminado na sequéncia dos

nimeros naturais é primo, entao basta utiliza-lo na préxima etapa.

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 H4 55 56 57 58 39 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
172 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 8 8 87 88 89 90
91 92 93 94 9 96 97 98 99 100
101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130
131 132 133 134 135 136 137 138 139 140
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150.

Por convencao o nimero 1 nao é primo, entao podemos elimina-lo, o préximo
nimero nao eliminado é o 2, entao esse niimero é primo, assim eliminamos todos os outros

nimeros multiplos de 2, pois sao todos compostos:

2 3 ) 7 9
11 13 15 17 19
21 23 25 27 29

31 33 35 37 39
41 43 45 47 49
ol 93 95 57 29
61 63 65 67 69
71 73 75 7 79
81 83 85 87 89
91 93 95 97 99
101 103 105 107 109
111 113 115 117 119
121 123 125 127 129
131 133 135 137 139
141 143 145 147 149.
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O préximo numero, depois do 2, que nao foi eliminado é o 3, logo, esse é um

nimero primo, assim eliminaremos todos os outros nimeros multiplos de 3. Observamos

que na sequéncia restard o nimero 5, que é primo, e apds eliminar os outros multiplos de

5, restard o nimero 7, que é primo, e apés eliminar os outros multiplos do 7, obtemos:

11

31
41

61

71

101

121
131

2

3
13
23

43
23

73
83

103
113

143

d

7
17

37
47

67

97

107

127
137

19

29

99

79
89

109

139
149.

O proximo numero da sequéncia que nao foi eliminado é o 11, que é primo,

como o 12 ja foi eliminado, essa é a ultima etapa que é necesséria, logo, apds a eliminagao

dos outros ntmeros multiplos de 11, restarao na lista apenas os niimeros que sao primos.

Portanto, os niimeros primos menores que 150 sao os que seguem:

11

31
41

61

71

101

131

2

3
13
23

43
93

73
83

103
113

5

26

7
17

37
47

67

97

107

127
137

19

29

99

79
89

109

139
149.



Notamos que existem 35 nimeros primos menores que 150, se recordarmos da
Definigao 1.50, a fungao responsavel por realizar essa contagem é chamada de funcao de

contagem dos ntimeros primos 7(z), assim, 7(150) = 35.

O Crivo de Eratoéstenes ¢ eficiente, contudo, o tempo de processamento des-
favorece o método para valores muito grandes, pois o processo de dividir por todos os
numeros primos p < y/m ¢é consideravelmente custoso para valores muito grandes pela

elevada quantidade de nimeros primos utilizados.

P. Fermat desenvolveu um método de fatoracao para um inteiro m impar que
dispensa a necessidade de conhecer os niimeros primos p < m. A ideia desenvolvida por
Fermat consiste na existéncia de x,y € Z, tais que m = 2% — y* = (z + y)(x — y), assim
(x +y) e (x — y) sao fatores de m e dependendo dos valores de = e y, o inteiro m é

composto ou primo.

Os resultados seguintes foram baseados e adaptados do Capitulo 2 de [10].

Lema 2.5. Seja o inteiro impar m = ab > 1 com a,b € Z. Entao, existem com x,y € 7
b+a b—a

ey=-——

tal que m = x* — y* = (x — y)(z + y), mais ainda, x =

Demonstracao. Considere o inteiro m > 1 impar, existem a,b € Z com 1 < a < b < m tal
que m = ab. Suponha que m = x? —y?, assim segue que m = ab = 2*> —y* = (r—y)(r+vy)
e como r —y < x 4y, concluimos que a = x —y e b = v 4+ y. Logo, resolvendo o sistema

de equagoes, obtemos

; b+a
{x_y:a — y:b_a 7
2

notemos que m > 1 é inteiro impar e como a multiplicacao de apenas dois impares é

impar, a e b sao inteiros impares e segue que b+ a e b — a sao inteiros nao negativos pares,

: .. - . , , b+a b—a

pois b > a e a adi¢ao/subtracao de inteiros impares é par, logo, x = ey = 5
- . . . b+a b—a _
sao inteiros nao negativos. Em contrapartida, suponha que x = 5 ey = sao
inteiros nao negativos com a e b inteiros impares, assim obtemos que
9 s [bta 2 b—a\? o
xt—y = - =ab=m
2 2

e m é um inteiro impar. Logo, o resultado segue. O]

Adaptamos levemente a Fatoracao de Fermat, apresentada a seguir, para uti-

lizar como teste de primalidade.

o7



Teorema 2.6. (Teste 2: Fatoragio de Fermat) Seja m = 2k com k € N, entdo, m €

primo se, e somente se, k = 1. Mas se m > 1 é um inteiro impar, existem x,y € Z, tais
m+ 1

quem =22 —y* comy =+Vr2—me |ym|] <z < , assim, considere a solu¢ao

x> [/m] tal que Va2 —m =y € Z,, logo:

. m+ 1 . ,
i) Sex < , entao, m € composto;

1
i) Sex:m+

, entao, m € primo.

Demonstracao. O resultado para m = 2k é trivial. Agora, pelo Lema 2.5, todo inteiro

fmpar m = ab > 1 com 1 < a < b < m pode ser escrito como x? — y? com x,y € Z, tal

b+ a b—a
que x = ey = )
2
Portanto, se m = ab é primo impar, pela propria definicao de niimero primo,
. ~ . m+ 1 ,
a unica solucao ¢ a = 1 e b = m, disso segue que z = — Se m = ab é composto

fmpar, entao 1 < a < b < m. Caso m = a?, isto é, a = b temos que r = a = |a] = Va? e
m+ 1 .
, pois 2a < a® 4+ 1 para a > 1. Agora, caso m = ab

observamos ainda que r = a <

¢ composto com 1 < a < b < m, como (a—1)>0eb>1temos que (¢ —1)b >a—1

. L, b+a m+1
entao ab+1 > a + b, isto é, x = 5 < 5
. m+1 :
Observe do exposto acima que x < 5 com a igualdade ocorrendo se, e
somente se, m é primo, além disso, como m = z? — y? entdo y = Va%2 —m € Z, e por
y > 0 entdao z > y/m > [/m]. E o resultado segue. O

Para determinar os inteiros x e y necessarios no Teste 2 sem conhecer os fatores
a e b do inteiro impar m > 1, exatamente o que é pretendido com o teste, tomamos
o menor inteiro positivo possivel para x, ou seja, tomamos x = |y/m| e testamos se
y =+vx?2—m € Z,, se a resposta for afirmativa, foram determinados x e y e concluimos
que m é composto, em contrapartida, se a resposta for negativa, assumimos = = |/m|+1
e testamos novamente se y = V22 —m € Z,, caso isso nao ocorra, tomamos x = |y/m|+2

e testamos novamente se y = v a2 —m € Z,, e assim sucessivamente.

Ocorre que, conforme a demonstracao do Teorema 2.6, se m for composto

1 e
tal que y = Vo2 —m € Z,, mas caso m é primo impar

e segue que y = \/(mT“)Q_m: \/(mT—l)QZ 'm2—1

Esse teste de primalidade é mais eficiente que o teste do Crivo de Eratdstenes

impar encontraremos r <
+1

encontraremos r = € L.

quando o inteiro m é composto e possui o menor fator primo p | m préximo de /m,

lembre-se que p < y/m. Contudo, o custo de tempo ainda é demasiadamente elevado para
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nimeros grandes, principalmente se m = p for um niimero primo fmpar, a sua verificagao

exigiria pl_ |v/P| + 1 etapas.
Exemplo 2.7. Se m = 37, observamos que L\/ﬁj =6<zr<19= 37;_ , portanto
x y=+Va?—37
6 nao existe em R,
7 3,46...
8 5,19...
9 6,63...
10 7,93...
11 9,16...
12 10, 34...
13 11,48...
14 12, 60...
15 13,71...
16 14,79...
17 15,87...
18 16,94...
19 18.
Logo, como x =19, podemos concluir que 37 € um nimero primo.
Exemplo 2.8. Se m = 371, observamos que L\/ﬁj =19 <z < 186 = 3712+1,
portanto
x y=+va?—371
19  nao existe em R,
20 5,38...
21 8, 36...
22 10,63...
23 12, 56...
24 14,31...
25 15,93...
26 17,46...
27 18,92...
28 20, 32...
29 21,67...
30 23.

Logo, como x = 30 < 186, podemos concluir que 371 é uwm niumero composto.
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Exemplo 2.9. Se m = 169, observamos que \_\/ 169J =13<2 <8 = 5 portanto
x y=+Vz?—169
13 0.
Logo, como x = 13 < 85, podemos concluir que 169 é um nimero composto.
33+1
Exemplo 2.10. Se m = 33, observamos que L\/ 33J =5<zrx<17= + , portanto

T y =22 —33
5  nao existe em R,
6 1,73...

7 4.

Logo, como x =7 < 17, podemos concluir que 33 é um numero composto.

2.2 Caracterizacao dos Primos e o Teste de Wilson

Para prosseguir vamos precisar de alguns teoremas que caracterizem os
nimeros primos, iremos analisar trés teoremas. Entende-se como caracterizar os niimeros
primos quando existe uma propriedade que é satisfeita por todos os niimeros primos, con-
tudo, nao é satisfeita por nenhum nimero composto, isto é, estabelecemos um conectivo

l6gico bicondicional entre os niimeros primos e a propriedade adquirida.

Para a primeira busca pela caracterizacao dos niimeros primos, precisamos do
Teorema de Wilson, a demonstracao do teorema e da sua reciproca podem ser encontradas
no Capitulo 10 de [16].

Teorema 2.11. (Teorema de Wilson) Se p € nimero primo, entio (p—1)! = —1 mod p.

Demonstra¢ao. Obviamente temos que —1 = (2 — 1)! mod 2 e —1 = (3 — 1)! mod 3,
entao suponha que p > 5 primo. Observe que pelo Teorema 1.24 podemos concluir que
para todo ¢ € {1,2,...,p — 1} a congruéncia iX = 1 mod p possui uma unica solugao
modulo p, ou seja, dado i € {1,2,...,p — 1} existe um tdnico j € {1,2,...,p — 1} tal que
ij =1 mod p. Casoi = j temos quei? =1 mod p, entao, p | (i*~1) = (i+1)(i—1), o que
significa que p | (i4+1) oup | (i—1) e isso ocorre se, e somente se, i = p—1 oui = 1. Assim,
dado i # j temos que para cada i € {2,...,p — 2} existe um tnico j € {2,...,p — 2} tal

que ij =1 mod p, logo, organizando essa congruéncia adequadamente podemos concluir

que
2.3-...-p—2)=1 modp=1-2-3-...-(p—2)-(p—1)=p—1=—-1 mod p,
portanto, concluimos que (p — 1)! = —1 mod p para p primo. O
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Teorema 2.12. (Reciproca do Teorema de Wilson) Seja o inteiro m > 2. Se ocorre

(m—1)I = —1 mod m, entdo m é um nimero primo.

Demonstra¢ao. Obviamente temos que —1 = (2 —1)! mod2e —1 = (3—1)! mod 3 e
os nimeros 2 e 3 sdo primos, contudo, para m = 4 temos que —1 # (4 —1)! = —2 mod 4
e 4 nao é primo. Suponha que m > 4 e nao é um numero primo, portanto, m = ab com
a,beZel<a<b<m,entao, tanto o fator a quanto o fator b de m sao também fatores
de (m — 1)!, logo, m | (m — 1)! e concluimos que m 1 ((m — 1)! 4+ 1), pois caso contrario

m | 1, o que é um absurdo, portanto, (m — 1)! # —1 mod m.

Logo, se m é composto, (m — 1)! Z —1 mod m, em contrapartida, se ocorrer

(m—1)!' = —1 mod m, entdo, m = p é um numero primo. O

O Teorema de Wilson satisfaz a primeira exigéncia da caracterizagao dos
nimeros primos e a sua reciproca satisfaz a segunda exigéncia da caracterizacao, logo,

temos uma maneira de caracterizar os niimeros primos, isto €,

m é primo <= (m — 1)l = -1 mod m.

Em especial, a reciproca do Teorema de Wilson comumente é assumida como
um teste de primalidade, mas também podemos utilizar a caracterizacao dos nimeros
primos determinada acima, o que atesta os Teoremas de Wilson, Teorema 2.11 e Teorema
2.12 juntos, como um método para verificar a primalidade de inteiros positivos. Vamos

formalizar este teste:

Coroldario 2.13. (Teste 3: Teoremas de Wilson) Seja o inteiro m > 1. Entdo, m € primo

se, e somente se, (m — 1)l = —1 mod m.
Demonstragao. Segue direto do Teorema 2.11 e Teorema 2.12. O

Teoricamente é muito simples determinar a primalidade de um inteiro m > 1
pelo Teste 3 de primalidade, pois basta calcular um fatorial e verificar uma congruéncia
modulo m, contudo, o tempo de execucao do Teste 3 é demasiadamente longo, ja que é

necessario calcular (m — 1)! e nao é conhecida uma maneira répida de obter esse valor.

Os testes de primalidade que serao apresentados posteriormente necessitam
da verificagao de uma quantidade consideravelmente elevada de congruéncias para a ve-
rificacao da primalidade de um inteiro m > 1 grande, o que torna o fato da necessidade
de verificar apenas uma congruéncia, no Teste 3, especial. Veja nos préximos exemplos

como o Teste 3 de primalidade pode ser utilizado.
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Exemplo 2.14. Vamos verificar se o numero 13 é primo. Como 12! = 479001600 e
13 1 479001601, ou seja, 12! = —1 mod 13. Concluimos pelo Teste 3 que o nimero 13 €

primo.

Exemplo 2.15. Vamos verificar se o numero 17 é primo. Como 16! = 20922789888000 e
17 | 20922789888001, ou seja, 16! = —1 mod 17. Concluimos pelo Teste 3 que o nimero

17 é primo.

Exemplo 2.16. Vamos verificar se 21 € primo. Como 20! = 2432902008176640000 e
21 t 2432902008176640001, ou seja, 20! # —1 mod 21. Concluimos pelo Teste 3 que o

numero 21 nao € primo.

A proxima busca pela caracterizacao dos numeros primos envolve a funcao
¢ de Euler, reveja a Definicao 1.32. Lembramos que para qualquer nimero primo p,
(a,p) = 1 para todo 1 < a < p, logo, p(p) = p— 1, como todo nimero primo satisfaz essa

condicao, a primeira exigéncia da caracterizacao ¢é satisfeita.

Agora, dado um inteiro positivo m, se ¢(m) = m — 1 entao, por definicao,
(m,a) = 1 para todo inteiro 1 < a < m, em particular, isso significa que a ¥ m para
qualquer 1 < a < m, portanto, m é primo. Assim, a segunda exigéncia da caracterizagao
dos ntmeros primos é satisfeita e obtemos uma importante maneira de caracterizar os
nimeros primos, isto é,

m é primo <= ¢(m) =m — 1.

Poder-se-ia utilizar essa caracterizacao como um teste de primalidade, mas isso
nao ¢é pratico, contudo, essa caracterizagao ¢ fundamental para provar o ultimo teste de

primalidade que sera apresentado, juntamente com os seus aprimoramentos

O préximo Teorema é uma generalizagao feita por Euler do Pequeno Teorema
de Fermat, que envolve a funcao ¢ de Euler. A demonstragao que segue pode ser encon-
trada no Capitulo 2 de [29]. Lembre-se que existem @(m) inteiros 1 < b < m tais que

(b,m) =1 e reveja a Definicao 1.26 de sistema reduzido de residuos médulo m.

Teorema 2.17. (Teorema de Fuler) Sejam a,m € Z com m > 1 e (a,m) = 1, entdo

a?™ =1 mod m.

Demonstragao. Sejam by, by, ..., bym) um sistema reduzido de residuos médulo m, se
(a,m) =1 temos que (ab;,m) =1parai=12,...,0(m), ja que (b;,;m) =1, além disso,
pelo sistema reduzido de residuos definido inicialmente, temos que aby,abs, . .., aby(m)

sao, dois a dois, nao congruentes médulo m e para cada k € Z com (k,m) = 1 existem
i,7 € {1,2,...,p(m)} tal que k = ab; = b; mod m, logo, aby,abs, ..., abyu,) também é

um sistema reduzido de residuos mdédulo m.
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Portanto, o conjunto {b; mod m,by mod m,..., bym) mod m} é igual ao

conjunto {ab; mod m,ab, mod m, ..., abyu, mod m} e podemos concluir que
©(m) e(m) ©(m)
H ab; = ™ H b, = H b; mod m,
i=1 i=1 i=1
logo, pela propriedade de cancelamento, a?™ =1 mod m. ]

A 1ltima busca de caracterizacao que investigaremos é o Pequeno Teorema
de Fermat, pode-se recordé-lo através do Teorema 1.30, o mesmo afirma que se p é um
nimero primo e se a € N com (a,p) = 1, entdo a? ! = 1 mod p. Como essa é uma
propriedade satisfeita por todos os niimeros primos, a primeira exigéncia de caracterizagao
é garantida, contudo, existem nimeros compostos m que satisfazem (a,m) = 1 tal que

a™ ! =1 mod m, logo, a segunda exigéncia da caracterizacao nao ¢ garantida.

Exemplo 2.18.
(4,5) =1, mas 5> =1 mod 4 e obviamente 4 nao ¢ primo.

(6,13) =1, mas 13° =1 mod 6 e obviamente 6 ndo é primo.

(57,37) =1, mas 37°° =1 mod 57 e 57 nao ¢ primo.

Os nimeros compostos que compartilham alguma propriedade especifica dos

nimeros primos sao denominados de pseudoprimos, no caso de um inteiro composto m

satisfazer a congruéncia a™ ' =1 mod m para o inteiro a > 1 com (m,a) = 1, denomi-

namos m de pseudoprimo de Fermat na base a.

Exemplo 2.19.

341 é composto e 234 =1 mod 341, entdo 341 é um pseudoprimo de Fermat na base 2.
645 € composto e 204 =1 mod 645, entio 645 é um pseudoprimo de Fermat na base 2.
91 é composto e 3° =1 mod 91, entdo 91 é um pseudoprimo de Fermat na base 3.

15 € composto e 4'* =1 mod 15, entdo 15 é um pseudoprimo de Fermat na base 4.

33 é composto e 1032 =1 mod 33, entdo 33 é um pseudoprimo de Fermat na base 10.
Para conhecer mais sobre os pseudoprimos, veja o Capitulo 6 de [10]. A seguir

provaremos que existem infinitos pseudoprimos de Fermat, o que de fato afeta diretamente

a pretensao de obter um teste de primalidade dos inteiros positivos baseado no Pequeno
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Teorema de Fermat. Para a demonstracao que segue, considere os inteiros positivos m e

a > 1, verifica-se facilmente por indu¢do em m, conforme pagina 45 de [16], que

m_1
am_1+am_2+am_3+...—l—a+1:a—1GZ (2.1)
a_
¢ 2m—+1 1
azm—an_1+a2m_2—...—a+1:uEZ. (2.2)
a+1

Seja p um nimero primo impar que nao divide a(a*—1). Considere que m = p

na igualdade (2.1), assim, determinamos o inteiro positivo n; como

afP —1

a—1

ny = =" '+ PP+ dP P4 F+a+ 1.

Na igualdade (2.2), como p é primo fmpar, considere que 2m + 1 = p para

algum inteiro m > 1, assim, determinamos o inteiro positivo ny como

P+1
n2:a+ =P ' —aP P - —a+1.
a+1

Se o inteiro a ¢é par, verifica-se facilmente que n; e ny sao inteiros impares, ja
que podemos escrever a = 2k para algum k € Z e o produto de nimeros pares é par,
somando-se 1 no final. Caso o inteiro a é impar, escrevemos a = 2k’ +1 para algum k' € Z
e com o auxilio da Férmula do Binomio de Newton, veja o Teorema 1.28, notamos que ny
possui os termos que sao pares e a soma de p— 1 ntimeros 1, o que também é par porque p
é impar, restando ainda 1 somado a esses pares, ja para ns temos, além dos termos pares,
uma soma de p— 1 nimeros 1 que se cancelam pela alternancia dos sinais, restando ainda
1 somado a esses pares, logo, tanto n; quanto ns sao impares. Concluimos que n; e ng

sao numeros impares maiores do que 1 independentemente da paridade do inteiro a > 1.

Teorema 2.20. Para cada inteiro a > 1, existem infinitos pseudoprimos m de Fermat

na base a.

Demonstragdo. Seja p um ndimero primo impar que nao divide a(a® — 1) com a > 1.

ab? —1 a? +1 a® —1
n1n2: g :m’
a—1 a+1 a?—1

obviamente, como n; e ny sao numeros impares maiores do que 1, o inteiro m é composto

Considere o inteiro

e impar. Além disso, pelo Pequeno Teorema de Fermat, como a? = a mod p, obtemos

ab —1 a—1 ] d alP +1 a+1 ] d
niG = = = mo (& Ng = = = mo
L a—1 p 2T a1 a+1 P,
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logo, nine = m =1 mod p, ou seja, p | (m —1), mas como m é impar, temos que m —1 é

par e p é primo fmpar, logo, 2p também divide (m — 1), isto é, m =1 mod 2p e podemos

escrever m = 2pK + 1 para algum K € 7Z. Por conseguinte, como m = a22p __ L temos que
(a*> —1)m = a®* — 1, entdao, m | (a** — 1), ou seja, a® =1 mod m. !
Portanto, concluimos que
a™ = a1 = (0 a = (1)*a=a mod m,
em particular, se (a,m) = 1 entdo a™ ! = 1 mod m, logo, m é um pseudoprimo de

Fermat na base a.

Desse modo, obtemos um pseudoprimo m de Fermat diferente para cada
nimero primo fmpar p que nao divide a(a® — 1) e existem infinitos ntimeros primos
que satisfazem essa condicao, logo, existem infinitos pseudoprimos de Fermat na base
a>1. O

O Pequeno Teorema de Fermat, apesar de nao caracterizar os nimeros primos
pela existencia dos infinitos pseudoprimos de Fermat, fornece um interessante método
para determinar quando um numero nao € primo, isto é, sejam m,a € N com
m > 1e (a,m) = 1 tais que a™ ! # 1 mod m, garantimos que m nao é um ndimero
primo, conforme formalizaremos no proximo teste de primalidade, ja que se m = p primo

satisfaria o Pequeno Teorema de Fermat para todo inteiro a com p 1 a.

Exemplo 2.21.
286 = 4 mod 87, portanto 87 ndo é um nimero primo.
538 = 25 mod 39, portanto 39 ndo é um nimero primo.

40 =16 mod 51, portanto 51 nao € um nimero primo.

Além disso, observamos que para um inteiro o', satisfazendo as condicoes ini-
ciais, o inteiro m > 1 pode ser um pseudoprimo de Fermat na base a/, contudo, se
determinarmos que a™ ' # 1 mod m para algum outro inteiro a com (a,m) = 1, ainda

garantimos que m é composto.

Exemplo 2.22.
2340 =1 mod 341, mas 3**° = 56 mod 341. Logo, 341 nao é um nimero primo.

30® = 1 mod 49 e 31*® = 1 mod 49, mas 32*® = 22 mod 49. Logo, 49 ndo € um

numero primo.
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3% =1 mod 91, 4%° =1 mod 91, 9°° = 1 mod 91 e 10°° = 1 mod 91, entre outros

valores, contudo, 2°° = 64 mod 91. Logo, 91 ndo é um nimero primo.

Mesmo que a base a com (m,a) = 1 possa ser qualquer, é suficiente considerar
1 < a < m, pois os residuos da congruéncia médulo m se repetem para a > m. De fato,
sejam a,m,n € Ncomm >1el <a<m,sea”=r modmcomre{0,1,...,m—1},

como (a +m)=a mod m entdo (a +m)" =a" =r mod m.

2.3 Testes de primalidade por congruéncia

Com o teste de varias bases no Pequeno Teorema de Fermat determinamos a
nao primalidade de véarios ntimeros compostos e eliminamos véarios pseudoprimos, mesmo
os que satisfazem o Teorema 1.30 para mais de uma base. Contudo, precisa-se ainda
ter precaucao, pois o teste esporadico de algumas bases a nao garante a primalidade de

nenhum inteiro positivo.

De fato, existem ntimeros compostos m que satisfazem a™ ! =1 mod m para
todo 1 < a < m —1com (m,a) = 1, esses niimeros sao denominados de nimeros de
Carmichael. Em 1994 os matematicos W. Alford, A. Granville e C. Pomerance provaram
que existem infinitos numeros de Carmichael. A demonstragao desse resultado esta fora
do escopo do presente trabalho, mas a demonstragao se encontrada no artigo original [2].

Para saber mais sobre os nimeros de Carmichael, veja o Capitulo 6 de [10].

Exemplo 2.23. Exemplos de nimeros de Carmichael sdo: 561, 1105, 1729, 2465, 2821,
6601, 8911, 10585, entre infinitos outros.

Observe que se m = p for um numero primo, por sua propria definicao, temos
que (a,p) = 1 para todo inteiro 1 < a < m — 1, caso contrario, se (a,m) = d > 1 entdo
os inteiros a e m sao divisiveis pelo inteiro 1 < d < m, logo, m é um nimero composto
e temos que d™ ! # 1 mod m para os divisores d de m, conforme provado a seguir, o
que nos fornece um teste de primalidade. Este teste foi adaptado do Capitulo 6 de [10] e

devidamente demonstrado.

Teorema 2.24. (Teste 4) Sejam os inteiros a e m > 1. Entao, m € primo se, e somente

se, a™ ' =1 mod m para todo 1 < a <m — 1.

Demonstracao. Vamos mostrar que os niimeros compostos sempre violam a congruéncia
a™ ! =1 mod m para algum 1 < a < m, mais especificamente, violam essa congruéncia
para a = d > 1 com d | m. Seja m > 1 composto, entao existe um inteiro 1 < d < m

e k € Z tal que m = dk. Suponha que d” ' =1 mod m, assim, existe ¢t € Z tal que
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mt = d™ ! — 1, ou seja, d (d™ % — kt) = 1, o que é um absurdo, pois (d™" 2 —kt) € Z e
d > 1, logo, concluimos que d™! # 1 mod m para d | m com d > 1. Em contrapartida,
se a1 m para todo 1 < a < m entao m é primo e a congruéncia a™ ! =1 mod m segue,

pelo Teorema 1.30, para todo 1 <a <m — 1. O

Dessa maneira, se a congruéncia ™ ! =1 mod m para todo 1 <a <m — 1
entao m é um nimero primo, contudo, se m é um niimero composto entao existe 1 < d < m
tal que d™ 1 # 1 mod m. Observe que se d | m com d > 1 entao d™ ' #1 mod m, mas

a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 2.25.
561 = 3.11.17 € niimero de Carmichael e 3°%° = 375 # 1 mod 561.
29341 = 13.37.61 € nimero de Carmichael e 13*%310 = 18057 £ 1 mod 29341.

334153 = 19.43.409 € mimero de Carmichael e 19%3*152 = 193458 # 1 mod 334153

O Teste 4 de primalidade é bom para determinar se um inteiro m é composto,
como ja mencionado, mesmo quando for um pseudoprimo ¢ relativamente facil fazer essa
verificagao. O caso mais demorado para determinar que um inteiro m nao é primo sao os
numeros de Carmichael, que violam o Teste 4 de primalidade somente para os inteiros d
tal que (d,m) = d > 1, assim, se os fatores primos de m sdo grandes o custo de tempo nao
se torna viavel. Quando m é um inteiro impar primo, que é o caso mais demorado para
concluir o teste, sdo necessarias m — 3 congruéncias para confirmar a sua primalidade, ja

que as bases a = 1 e, nesse caso, a = m — 1 sao trivialmente congruentes a 1 médulo m.

Ressaltamos que o Teste 4 ¢é restringido a versao do Pequeno Teorema de
Fermat com (a,m) = 1, ou seja, devemos utilizar nesse enunciado exclusivamente a
congruéncia a™ ! = 1 mod m. Se utilizarmos a outra versao do Teorema 1.30, isto &,

™ = a mod m, o Teste 4 de primalidade é perdido juntamente com essa sutileza. Isso

a
ocorre pela definicao dos nimeros de Carmichael depender da versao do Pequeno Teorema

de Fermat utilizada.

Quando dispensamos a necessidade dos inteiros a e m serem primos entre si,
considera-se o Pequeno Teorema de Fermat com a™ = a mod m, assim, observamos que
um numero de Carmichael satisfaz essa congruéncia para todo 1 < a < m—1. A violagao
da congruéncia que ocorre no Teste 4 de primalidade para os nimeros compostos ¢ devida
a prépria definigdo dos ntmeros primos p, ou seja, (a,p) = 1 para todo 1 < a <p-—1
e pelo Pequeno Teorema de Fermat sempre temos a?~! = 1 mod p, em contrapartida,
0s numeros compostos e, em especial, os numeros m de Carmichael como sao compostos,

tém (d,m) = d > 1 para algum 1 < d < m e assim obtemos que d"~! # 1 mod m, como
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visto anteriormente, por esse motivo consideramos exclusivamente a versao do Pequeno

Teorema de Fermat que é utilizada no enunciado do Teste 4.
Exemplo 2.26. Vamos verificar se o niumero 31 € primo. Observe que:

13=1 mod 31; 230 =1 mod 31; 33 =1 mod 31; 4% =1 mod 31;
5% =1 mod 31; 6 =1 mod 31; 7% =1 mod 31; 80 =1 mod 31;
9% =1 mod 31; 10 =1 mod 31; 11 =1 mod 31; 123 =1 mod 31;
133=1 mod31l; 143 =1 mod31l; 15 =1 mod3l; 16°=1 mod 31;
17°=1 mod31; 18°=1 mod3l; 19 =1 mod3l; 20 =1 mod 31;
210 =1 mod 31; 22 =1 mod31; 23°=1 mod31l; 24°°=1 mod 31;
259 =1 mod3l; 26*=1 mod3l; 27°=1 mod3l; 28°=1 mod 31;
293 =1 mod 31; 30** =1 mod 31.

Portanto, como a®®* =1 mod 31 para todo 1 < a < 30, concluimos pelo Teste 4 que 31 €

primo.
Exemplo 2.27. Vamos verificar se o niumero 17 € primo. Observe que:

1'=1 mod 17; 216 =1 mod 17; 36 =1 mod 17; 4% =1 mod 17;
56 =1 mod 17; 6' =1 mod 17; 76 =1 mod 17; 8 =1 mod 17;
9 =1 mod 17; 10 =1 mod 17; 11" =1 mod 17; 12 =1 mod 17;
131 =1 mod 17; 141 =1 mod 17; 151 =1 mod 17; 16 =1 mod 17.

Portanto, como a'® =1 mod 17 para todo 1 < a < 16, concluimos pelo Teste 4 que 17 €

primo.
Exemplo 2.28. Vamos verificar se o nimero 33 € primo. Observe que:
12=1 mod33; 22=4#£1 mod 33.
Portanto, como a** # 1 mod 33 para algum 1 < a < 32, concluimos pelo Teste 4 que 33

nao € primo.

A justificativa da funcionalidade do Teste 4 de primalidade, conforme debatido
anteriormente, ¢ sintetizada pelo lema seguinte, que serda oportunamente utilizado sem
citacao, cuja importancia é devida a possibilidade de aplicar resultados matematicos mais

importantes quando satisfeita a hipétese de que a™ ! =1 mod m.

Lema 2.29. Sejam os inteiros positivosa em > 1, sea™ ' =1 mod m entdo (a,m) = 1.

Demonstracao. Se a™ ! =1 mod m entdo existe k € Z tal que a™ ' — 1 = mk, ou seja,

a(a™?)+m(—k) = 1, assim pelo Coroldrio 1.16 temos que (a,m) | 1, logo, (a,m) =1. O
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Lembre-se do lema acima nas demonstracoes dos testes de primalidade que
serao apresentados nas paginas seguintes, pois esse lema é assumido como 6bvio e nao

sera citado nas demonstragoes.

O matematico francés E. Lucas buscando simplificar os testes de primalidade
através de uma maneira mais efetiva de filtrar os pseudoprimos de Fermat, obteve em
1876 o teste de primalidade mais famoso além do Crivo de Eratéstenes. Para demonstra-

lo consideraremos os préximos resultados, encontrados no Capitulo 1 de [20].

Definigao 2.30. Sejam os inteiros positivos a em > 1 com (a,m) = 1, definimos a ordem
de a mdédulo m como o menor expoente inteiro i > 0 tal que a* =1 mod m, escrevendo

1= ord,a.

Podemos perceber pelo Teorema de Euler que sempre existe ord,,a para
(a,m) = 1, j& que sempre ocorre a?™ =1 mod m, contudo, nem sempre ord,,a sera
igual & ¢(m), podendo ser menor, logo, ord,,a é no méximo p(m), isto é, ord,,a < ¢(m).

Uma defini¢ao importante envolvendo ordem médulo m é a seguinte:

Defini¢ao 2.31. Se ord,,a = ¢(m), dizemos que a € raiz primitiva médulo m.

Além dessa definicao, o préximo teorema também é extremamente importante

para o nosso estudo.

Teorema 2.32. Seja o inteiro positivo a e os inteiros t > 1, m > 1 com (a,m) = 1.

Entao, a® =1 mod m se, e somente se, ordya | t.

Demonstra¢ao. Sejam os inteiros @ > 0, t > 1, m > 1 com (a,m) = 1 e seja i = orda.
Suponha que a* =1 mod m, logo, pela Divisao Euclidiana existem ¢,r € Z com 0 < r < ¢
tais que t = ic + r, considere que r # 0, assim, a' = a’**" = (a')“a” = 1 mod m, como
a’ =1 mod m, temos que (a’)“a” = a” mod m e concluimos que a” = 1 mod m, o que
¢ um absurdo, pois 7 < i e i é a ordem de a médulo m, logo, r = 0 e i | t. Reciprocamente,

suponha que i | ¢, assim existe ¢ € Z tal que t = ic, logo
al =a" = (ai)c =1°=1 mod m,
o que conclui a prova. m

Corolario 2.33. ord,a | ¢(m).
Demonstracdo. E imediato pelo Teorema 2.17 e pelo Teorema 2.32. [

Se m é um pseudoprimo de Fermat, ou seja, m é um inteiro composto com

1<a<me(a,m)=1talquea™ ! =1 mod m, entdo, pela caracterizacao dos niimeros
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primos temos que ¢(m) < m— 1 e pelo Corolario 2.33 obtemos que ord,,a < ¢(m), assim,
ordya < p(m) < m — 1, logo, ord,a # m — 1 para todo inteiro 1 < a < m, isto é, existe
1 <k<m-—1talquea® =1 mod m, ou seja, m — 1 nunca serd o menor inteiro positivo

i tal que a* =1 mod m.

Em contrapartida, para todos os ntmeros primos p, como veremos adiante,

sempre existe pelo menos um 1 < a < p tal que a ordem de a médulo p é igual a p — 1.

Para demonstrar tal resultado, comentado acima, sobre os nimeros primos,
necessitamos dos dois lemas seguintes, que podem ser encontrados a partir da pagina 73
de [20].

Lema 2.34. Z ©(d) = m para todo m € N e divisor d de m.
dlm

Demonstracao. Seja d um divisor de m € N. Dado o inteiro 1 < b < m, observamos
m b

dd
de inteiros b tais que 1 < b < m e d = (m,b) é igual a ¢ (%), ja que ¢ <%> fornece

que d = (m,b) se, e somente se, d | b e ( = 1, logo, temos que a quantidade

. . . m . ~ . m , .
a quantidade de inteiros entre 1 e —, inclusos, que sao primos com —. Além disso, o
méximo divisor comum de cada um dos inteiros b com m é igual a algum d | m, ou seja,

todos os m inteiros b sdo particionados unicamente segundo (m,b) = d tal que d | m e

sao contados uma unica vez por (%), portanto, obtemos que Z %) % = m. Agora,
dlm
sejam 1,ds, ..., d, m; todos os (k + 1) divisores de m, temos que
m m
e (5) = wtmyro () oovtp (G ) #000) = plmb bl ool +o(1) = S0
dlm
Logo, concluimos que Z o(d) =m. O
dlm

Para o préximo lema consideraremos a seguinte definigao:

Definigao 2.35. Seja p um primo e d um divisor de p — 1, definimos N(d) como a
quantidade de inteiros 1 < a < p—1 tal que ordya = d.

Um resultado importante que precisaremos na demonstracao do proximo lema
é que um polinémio nao constante de grau n, p(z) = a,z" + a, 12" + ... + a1z + ap
com @y, dy,_1, ..., a0y NUMeros reais e a, # 0, tém no maximo n raizes, veja Teorema 2.19
de [9]. Na realidade, essa é uma consequéncia de um resultado mais forte, o Teorema
Fundamental da Algebra, que estabelece através de uma das maneiras de enuncia-lo, que
todo polinomio p(z) ndo constante de grau n, definido no conjunto dos niimeros complexos
C e com coeficientes complexos, possui exatamente n raizes, nao necessariamente distintas.

Para saber mais sobre o Teorema Fundamental da Algebra, veja [9]. Seguimos para o lema.
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Lema 2.36. Sejam p primo ed | (p —1). Entdo N(d) < ¢(d).

Demonstragao. Se ocorrer N(d) = 0 entdo o resultado é trivial. Assim, suponha que
N(d) > 0, portanto, existe pelo menos um inteiro positivo 1 < a < p—1 tal que ordya = d,
ou seja, o inteiro d > 0 é o menor expoente tal que a? =1 mod p e, consequentemente,
os residuos 1 mod p,a mod p,a? mod p,...,a% ! mod p; sao todos distintos entre si.
Como ocorre (ak)d = (ad)k = 1¥* =1 mod p para todos os inteiros 0 < k < d — 1, os d

a®~! mod p} fornecem todas

elementos do conjunto {1 mod p,a mod p,a* mod p,...,
as solucdes de  na congruéncia % =1 mod p, j& que essa congruéncia tém no maximo
d solugoes distintas médulo p porque o polinémio ¢ — (pt + 1) = 0 com ¢t € Z possui no
méximo d solugdes. Por outro lado, se ocorrer ord,(a*) = d entao temos que (k,d) = 1,
d k k
pois caso (k,d) = r > 1 entao (ak)T = (ad)T = (1) = 1 mod p, assim, obterfamos
d
ordy(a®) < . < d.
Dessa forma, seja o inteiro 1 < b < p — 1, temos que
ordp=d<=be{r=d" modp; 0<k<d—1 ¢ (kd) =1},

observe que existem ¢(d) inteiros 0 < k < d — 1 tal que (k,d) = 1, que é exatamente a
quantidade de elementos do conjunto {x = a* mod p; 0 <k <d—1 e (k,d) =1}, que

k

sao todas as possibilidades para os elementos b = a” mod p tal que ord,b = d, ou seja,

N(d) é no maximo igual a ¢(d). Logo, concluimos que N(d) < ¢(d). O

Na verdade, nao longinquo da demonstragao realizada acima, podemos con-
cluir que N(d) = ¢(d), essa conclusao surgird na demonstragdo do préximo teorema,
mas poderia se juntar ao lema acima sem problemas, a opgao de nao o fazer é pelo me-
lhor desenvolvimento da demonstracao que seguird. Com esses lemas podemos provar o

importante teorema que segue:

Teorema 2.37. Se p é um numero primo entdo existe um inteiro 1 < a < p que € raiz

primitiva mddulo p, ou seja, ord,a = o(p) =p — 1.

Demonstragdo. Seja p primo e d | (p—1), como a?! =1 mod p paratodo1 <a <p-—1,
cada um dos inteiros a possui ord,a < p—1 e pelo Teorema 2.32, ordya | (p—1). Portanto,
cada um dos p — 1 inteiros a é contado uma tnica vez por algum N(d), considerando-

se cada d | (p — 1), logo, temos que Z N(d) = p—1. Pelo Lema 2.34, temos que
d|(p—1)
Z ©(d) = p — 1, mas pelo Lema 2.36 sabemos que N(d) < ¢(d) e considerando a

dl(p—1)
desigualdade para cada d, podemos concluir que

p—1= Y N@d< Y od=p-1,

dl(p—1) d|(p—1)

71



logo, é imediata a conclusdo que N(d) = ¢(d) para cada d | (p — 1).

Em Particular, N(p — 1) = ¢(p — 1) > 0, logo, sempre existe pelo menos um

inteiro 1 < a < p que é raiz primitiva médulo p, isto é, ord,a = p(p) =p — 1. H

O teorema acima sintetiza que para todo nimero primo p, sempre existe um
inteiro 1 < a < p tal que a ordem de a modulo p é igual a p — 1, que é exatamente a
garantia da funcionalidade do Teste de Lucas que veremos em seguida. Assim, com posse

desse teorema e baseado na pagina 37 de [29], vejamos o teste de primalidade de Lucas.

Teorema 2.38. (Teste 5: Teste de Lucas) Seja o inteiro m > 1. Entao, m € primo se,

e somente se, existe um inteiro 1 < a < m tal que:

i) @™ 1'=1 mod m;

i) a* 21 mod m para k=1,2,...,(m —2).

Demonstracao. Seja o inteiro m > 1. Suponha que existe um inteiro 1 < a < m tal
que as condigbes ©) e i) sejam satisfeitas, assim, m — 1 é o menor expoente inteiro que
satisfaz a congruéncia dada em 1), logo, ord,,a = m — 1 e pelo Corolario 2.33 temos que
ordyma | ¢(m), ou seja, (m — 1) | p(m), portanto, como p(m) < m — 1 concluimos que
¢(m) = m — 1, logo, m é um ntimero primo. Reciprocamente, pelo Teorema 2.37, se
m é um numero primo entao sempre existe pelo menos um inteiro 1 < a < m tal que

ord,,a =m — 1, logo, as condigdes i) e ii) sao satisfeitas. ]

Este teste é quase perfeito, pois é simples e elegante, contudo, ainda exige uma
quantidade demasiada de operagoes para m grande, pois é necessario realizar a verificacao
de m—1 congruéncias, além de encontrar uma base a adequada. Observe que a base a = 1
é utilizada apenas para verificar a primalidade do niimero 2, usando vacuidade na condi¢ao

i1), para os inteiros m > 2 basta considerar 1 < a < m. O mesmo é valido para o Teste 4.

Exemplo 2.39. Vamos verificar se o nimero 5 é primo. Observe que 2* = 1 mod 5,

aléem disso,

20=2#1 mod5 22=4#1 mod5 2°=3#1 mod?5.

Logo, pelo Teste 5 o niumero 5 € primo.

Exemplo 2.40. Vamos verificar se o niimero 11 € primo. Observe que 6'° =1 mod 11,

além disso,

6! =6#1 mod 11; 62=3#1 mod 11; 6°=7#1 mod 11;
6*=9#1 mod1l; 6°=10#1 mod1l; 6°=5%#1 mod 11;
6'=8%1 mod 11; 65=4#1 mod 11; 6°=2#1 mod 11.
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Logo, pelo Teste 5 o niumero 11 é primo.

Exemplo 2.41. Vamos verificar se o nimero 17 € primo. Observe que 5' =1 mod 17,

além disso,

5!'=5%#1 mod 17; 52=8#1 mod 17; 5=6%1 mod 1T;
57=13#1 mod 17; 5°=14#1 mod 17; 50=2#£1 mod 17;
5 =10#1 mod17; 5 =16%#1 mod 17; 5°=12#1 mod 17.
5=92£1 mod17; 5" =11%#1 mod17; 52=4#1 mod 17;
53=3#£1 mod17; 5% =15#1 mod17; 5P =7#1 mod 17.

Logo, pelo Teste 5 o nimero 17 é primo.

Lembre-se que a condicao i) do Teste 5 é satisfeita somente por niimeros primos
ou por numeros compostos que sao pseudoprimos de Fermat na base a considerada, logo,
se um inteiro m nao satisfazer a condigao i), entao, m é composto. Mas satisfeita
a condigao i), verifica-se a condigao i7) do Teste 5 e se o inteiro m nao satisfazer a
condigao ii), entao, nao podemos afirmar nada sobre m, desse modo, precisamos

analisar outra base 1 < a < m.

Verifica-se que, se m for primo, a condigao 7) sempre serd satisfeita para todas
as bases 1 < a < m e, pelo Teorema 2.37, sempre havera uma dessas bases a que satisfaz
a condicao ii), como desejado. Contudo, caso m for composto, a condigao i) serd violada
para alguma base 1 < a < m, conforme o que foi debatido no Teste 4 de primalidade,
mas mesmo que a condigao 7) seja satisfeita para alguma base 1 < a’ < m, essa base nao
satisfara a condigao i), pois nesse caso, ainda que o inteiro composto m possuir uma raiz
primitiva, o que nem sempre ocorre, temos que ord,,a’ = ¢(m) < m — 1, além disso,
se m nao possuir raiz primitiva temos que ord,,a’ < ¢(m) < m — 1, logo, em ambos os

casos a condicao i) serd violada.

Dessa forma, a base a do Teste 5 pode ser um pouco complicada de ser de-
terminada, ja que essa base deve satisfazer todas as congruéncias exigidas na condig¢ao
i1) e, diferente da condigao i), quando a base a nao satisfazer uma das congruéncias, nao
podemos afirmar nada sobre o inteiro analisado, mas devemos considerar uma outra base

1 < d’ < m e iniciar o Teste 5 novamente.

Por exemplo, para o numero 17 vimos que a base a = 5 verifica a sua primali-
dade, contudo, se considerarmos a base a = 2 temos, na condigao i), que 2' =1 mod 17,
contudo, também ocorre que 22 =1 mod 17, o que contradiz a condi¢ao 7). Da mesma
maneira, o nimero 11 obteve a sua primalidade verificada com a base a = 6, mas a base
a = 3 nao poderia ser utilizada, pois 3! = 1 mod 11, para a condi¢ao ¢), mas também

ocorre que 3° =1 mod 11, o que contradiz a condi¢ao i1).
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O Teste 5 de primalidade obteve um refinamento desenvolvido por E. Lucas
em 1891, substituindo o item i) no Teorema 2.38, referente ao Teste 5, para a verificagao
apenas dos inteiros d | (m—1) com 1 < d < m —1. Baseado na pagina 37 de [29], vejamos

o teste de primalidade de Lucas refinado.

Teorema 2.42. (Teste 6: Teste de Lucas refinado) Seja o inteiro m > 1. Entao, m é

primo se, e somente se, existe um inteiro 1 < a < m tal que:

i) a™ ' =1 mod m;

i’) a® # 1 mod m para todo divisor d de m — 1 tal que 1 < d <m — 1.

Demonstracao. Seja o inteiro m > 1. Suponha que existe um inteiro 1 < a < m tal que
as condigoes i) e ii") sejam satisfeitas, assim, pela condic¢ao i) e pelo Teorema 2.32 temos
que ordy,a | (m — 1), mas pela condi¢ao ii"), nenhum dos divisores d de m — 1 tal que
1 < d < m—1 satisfaz a congruéncia a® = 1 mod m, assim, novamente pelo Teorema 2.32
temos que ord,,a 1 d, logo, ord,,a = m — 1. Por conseguinte, pelo Corolario 2.33 temos
que ord,a | ¢(m), ou seja, (m — 1) | ¢(m), portanto, como ¢(m) < m — 1 concluimos
que p(m) = m — 1, logo, m é um nimero primo. Reciprocamente, pelo Teorema 2.37,
se m ¢ um numero primo entao sempre existe pelo menos um inteiro 1 < a < m tal que

ord,a =m — 1, logo, as condigdes 7) e i) sdo satisfeitas. ]

O Teste 6 de primalidade reduz a quantidade de congruéncias necessarias para
a sua execucao em comparacao com o Teste 5 de primalidade, contudo, acrescenta o
problema de determinar todos os divisores d de m — 1 tal que 1 < d < m — 1, o que na

maioria dos casos nao é uma tarefa facil para m grande.

Observaremos os mesmos 3 exemplos utilizados no Teste 5 de primalidade,
executando-os agora com o Teste 6, para constatar a redugao de congruéncias necessarias

para a verificacao da primalidade de um inteiro m > 1.

Exemplo 2.43. Vamos verificar se o nimero 5 é primo. Observe que 2* = 1 mod 5,

além disso, os divisores 1 < d < 4 de 4 sao 1 e 2, portanto,

21 =2#£1 modb5; 22=4#1 mod 5.
Logo, pelo Teste 6 o niumero 5 € primo. Observe que foi reduzido 1 congruéncia na sua
verificacao.

Exemplo 2.44. Vamos verificar se o nimero 11 € primo. Observe que 6'° =1 mod 11,

além disso, os divisores 1 < d < 10 de 10 sao 1,2 e 5, portanto,
6!=6#%1 modl1l; 6°=3#1 mod1l; 6°=10#1 mod 11.
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Logo, pelo Teste 6 o nimero 11 € primo. Observe que foram reduzidas 6 congruéncias na

sua verifica¢ao.

Exemplo 2.45. Vamos verificar se o niimero 17 € primo. Observe que 5 =1 mod 17,

além disso, os divisores 1 < d < 16 de 16 sao 1,2,4 e 8, portanto,

5'=5#1 mod17; 52 =8#1 mod17; 5*=13#1 mod 1T;
5=16#%1 mod 17.

Logo, pelo Teste 6 o numero 17 € primo. Observe que foram reduzidas 11 congruéncias

na sua verificagao.

Podemos constatar que o Teste 6 de primalidade realmente reduz considera-
velmente a quantidade de congruéncias necessarias para a verificacao da primalidade do

inteiro m > 1. Os demais comentarios a respeito do Teste 5 sao validos para o Teste 6.

Em 1967 os mateméticos J. Brillhart e J. Selfridge desenvolveram um excelente
aperfeicoamento no Teste de Lucas refinado, conforme baseado na pagina 38 de [29],
obtendo o seguinte teste de primalidade que serd nomeado de Teste LBS, em homenagem
a E. Lucas, J. Brillhart e J. Selfridge.

Teorema 2.46. (Teste 7: LBS) Seja o inteiro m > 1. Entdo, m € primo se, e somente

se, para cada um dos fatores primos p de m — 1, existe um inteiro 1 < a, < m, tal que:

; m—1 — .
i) ap'” =1 mod m;

m—1

it) ap” # 1 mod m.

Demonstragao. Seja o inteiro m > 1. Suponha que (m — 1) t ¢(m), portanto, existe
um numero primo p tal que p” | (m — 1) e p" 1 ¢(m) para algum expoente inteiro r > 1.
Associado ao nimero primo p que divide m —1, suponha que existe um inteiro 1 < a, < m
tal que as condigoes ) e ii) sejam satisfeitas, assim, pela condicdo i) e pelo Teorema 2.32
temos que ordy,a, | (m — 1), dessa forma, existe k € Z tal que m — 1 = k.ord,ay,

portanto, temos que p” | (k.ord,a,), ou seja, existe t € Z tal que t.p" = k.ord,a,,

k.ord,,a k.ord,a
assim, ¢.p" ' = ——"%logo, obtemos que p" ! | (—p>
p

m—1

Agora, como a,” # 1 mod m, na condicao ii), pelo Teorema 2.32 obtemos
m k.ordya,

-1
que ord,,a (—), ou seja, ord,,a (
p 1 p p f 5

k.ordnya,
———, 0 que ocorre se, e somente se, — ¢ Z, logo,

), consequentemente, para todo

t' € Z temos que t'.ord,a, #

p 1k, como também p” { k, porém, como visto anteriormente, p” | (k. ord,a,), portanto,

pelo Lema 1.17, concluimos que p" | ord,,a,.
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Assim, pelo Corolario 2.33 temos que ord,,a, | ¢(m), mas como p" | ord,,a,,

pelo Lema 1.10, obtemos que p" | ¢(m), o que é um absurdo pela hipétese inicial de
p" 1 p(m). Logo, temos que p" | p(m).

Como o nimero primo p foi assumido genericamente, concluimos que para cada
primo p tal que p" | (m — 1) com r > 1, também ocorre que p” | ¢(m), ou seja, obtemos
que (m — 1) | p(m), mas como p(m) < m — 1, concluimos que ¢(m) = m — 1, logo, m é
um nuimero primo. Reciprocamente, pelo Teorema 2.37, se m é um nimero primo entao
sempre existe pelo menos um inteiro 1 < a,, < m, nao necessariamente distinto, associado
a cada um dos fatores primos p de m — 1 tal que ord,,a, = m — 1, logo, as condigdes ) e

i1) sao satisfeitas. O

Dentre o Teste de Lucas (Teste 5), Teste de Lucas refinado (Teste 6) e o Teste
LBS (Teste 7), o Teste LBS é o mais utilizado nas bibliografias sobre os nimeros primos

e testes de primalidade.

O Teste 7 de primalidade possui uma versatilidade muito grande comparado
com os demais testes apresentados que envolvem congruéncias. Primeiramente, se m > 3
¢ um inteiro impar, o Teste 7 necessita de uma quantidade menor de congruéncias médulo
m, quando comparado com o Teste 6, ja4 que o Teste 7 considera, na condi¢ao i), uma
congruéncia para cada um dos numeros primos p | (m — 1), enquanto que o Teste 6
considera, na condi¢ao i7'), uma congruéncia para cada um dos divisores 1 < d < m — 1
de m — 1, o qual possui uma quantidade maior de verificagoes quando m — 1 é divisivel
por mais de dois ntimeros primos, nao necessariamente distintos, ou quando é divisivel
por exatamente dois niimeros primos, nao necessariamente distintos, nesse tltimo caso, a

verificagao tedrica de d = 1 no Teste 6 ¢ dispensada no Teste 7.

Por conseguinte, o principal diferencial do Teste 7 é, quando satisfeita a
condicao 7), ndo depender da existéncia de uma mesma base 1 < a < m que satisfaz
a condigao i) para todo divisor primo p de m — 1, ou seja, enquanto o Teste 6 depende
da determinacdo de uma mesma base 1 < a < m tal que a® Z 1 mod m para todo

d|(m—1)com1l<d<m-—1, no Teste 7 é possivel determinar uma base 1 < a, < m,

m—1

desde que a base a, satisfaga a condicao i), tal que a,” # 1 mod m para cada um dos
nimeros primos p | (m — 1), ou seja, o nimero primo p | (m — 1) pode ter uma base a,
associada enquanto que o nimero primo p’ | (m—1) pode ter uma base a,; # a, associada.
Obviamente as bases podem ser todas iguais, contudo, diferente do Teste 5 e do Teste 6,

no Teste 7 nao existe a necessidade dessa condicao ser satisfeita.

Exemplo 2.47. Vamos verificar se o niumero 5 € primo. Observe que 2 € o unico fator
primo distinto de 4, assim, assumindo ay = 2 temos que 2* =1 mod 5, agora basta testar

a congruéncia com o erpoente 5= 2, assim, 22 =4 # 1 mod 5. Logo, pelo Teste T o
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niumero 5 € primo.

Exemplo 2.48. Vamos verificar se o niumero 17 € primo. Observe que 2 € o unico fator
primo distinto de 16, assim, assumindo as = 5 temos que 5 = 1 mod 17, agora basta
testar a congruéncia com o expoente 5 = 8, assim, 5° = 16 # 1 mod 17. Logo, pelo

Teste 7 o numero 17 € primo.

Exemplo 2.49. Vamos verificar se o niumero 11 € primo. Observe que os fatores primos
distintos de 10 sdo 2 e 5, assim, assumindo a; = 6 temos que 6'° = 1 mod 11, além
disso, € necessdrio testar a congruéncia com o expoente —0 = b, portanto, temos que
6° =10 # 1 mod 11. Agora, assumindo as = 7 temos que 7'° =1 mod 11, além disso,

‘ _ 10 .
€ necessario testar a congruéncia com o expoente = =2, assim, 7 =5% 1 mod 11.

Logo, pelo Teste T o numero 11 € primo. Observe que poderiamos ter assumido

as = 2, assim, 22 =4 #1 mod 11, mas foi preferivel ilustrar a versatilidade do Teste 7.

No préximo exemplo desenvolveremos o Teste 7 com um pouco mais de detalhes

sobre a sua execugao.

Exemplo 2.50. Vamos verificar se o nimero 127 é primo. Observe que os fatores primos
distintos de 126 sao 2, 3 e 7, assim, assumindo ay = 2 temos que 2'*¢ =1 mod 127, além
disso, € necessdario testar a congruéncia com o expoente 1—36 = 63, portanto, temos que
203 = 1 mod 127, o que viola a condicdo necessdria, logo, precisamos considerar outra

base para as. Assumindo as = 3 temos que 3'?¢ =1 mod 127, além disso, para o expoente

126
—— = 63, obtemos agora que 3% =126 # 1 mod 127.

Agora, assumindo az = 2 temos que 2'2 =1 mod 127 conforme jd verificado,
além disso, € necessdrio testar a congruéncia com o expoente =3 = 42, assim, temos que

242 = 1 mod 127, o que viola a condi¢cdo necessdria, logo, precisamos considerar outra

base para as. Assumindo az = 3 temos que 3'26 = 1 mod 127 conforme jd verificado,

além disso, para o expoente =3 = 42, obtemos agora que 3** = 107 #1 mod 127.
Por fim, assumindo a; = 2 temos que 2'?° = 1 mod 127 conforme jd veri-
126
ficado, além disso, € necessdrio testar a congruéncia com o expoente — = 18, assim,

218 =16 #21 mod 127,

Logo, pelo Teste 7 o numero 127 € primo.

Dessa forma, considerando um inteiro m > 1 grande, no Teste 6 se veri-
ficdssemos uma grande quantidade de congruéncias, conforme os divisores d | (m — 1)
com 1 < d < m — 1 para uma determinada base 1 < a < m, porém, em determinado
momento no desenvolvimento do Teste 6 encontrassemos um divisor 1 < d < m — 1 de

m — 1 que contradiz a condigao '), todas as congruéncias que j& foram verificadas para
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os outros divisores d de m — 1 estarao depreciadas e serd necessario determinar outra base

1 < @' < m, para verificar todas as congruéncias novamente.

O Teste 7 elimina esse prejuizo na execucao do Teste 6 ou do Teste 5, pois
como a base 1 < a, < m depende do niimero primo p | (m — 1), uma vez verificada a
condigao i) e i) do Teste 7 para a base a,, essas congruéncias permanecem validadas, ndo
importando se a base a, contradizer a condi¢ao ii) do Teste 7 para algum outro nimero
primo p’ | (m — 1), poder-se-ia considerar outra base 1 < a,; < m para o nimero primo

p’ sem depreciar as congruéncias que ja foram obtidas.

Em resumo, somente faz sentido aplicar um teste de primalidade para inteiros
m {mpares, caso esse numero for “pequeno”, em geral, o Crivo de Eratdstenes é o mais
indicado para testar o inteiro m. Se o inteiro impar m for “grande”, recomenda-se primei-
ramente testar se a™ ! =1 mod m para algumas bases 1 < a < m, quanto mais bases
forem testadas, mais facil é determinar se m é composto, evitando nesse caso, a execu¢ao
de testes de primalidade mais complexos, os quais sao reservados apenas aos casos em que
a suspeita do inteiro m ser primo for respaldada por vérias bases 1 < a < m satisfazendo

a™ '=1 mod m.

Observacao 2.51. Quando dizemos, nesse contexto, que um numero € “pequeno”ou
“grande”, a magnitude desses adjetivos € dada pela capacidade computacional disponivel

no momento da execucao dos testes de primalidade.

Inicialmente, testar a congruéncia 2! = 1 mod m é um excelente comeco,
de fato, entre 1 e 10° existem apenas 5597 pseudoprimos de Fermat na base 2, contra
50847534 nimeros primos ([10], pagina 106), o que mostra como os pseudoprimos de

Fermat sao escassos, pelo menos, consideravelmente mais escassos que os nimeros primos.

Se testarmos também a congruéncia 3™ ! = 1 mod m, além da congruéncia
2m~1 =1 mod m, aumentamos consideravelmente a probabilidade de estarmos testando
um nimero primo, de fato, entre 1 e 10° existem apenas 1272 pseudoprimos de Fermat
na base 2 que também é um pseudoprimo de Fermat na base 3, logo, com a verificacao
da congruéncia para uma unica base a mais, eliminamos 4325 pseudoprimos de Fermat
([10], pagina 106).

Em contrapartida, se m satisfazer a congruéncia a™ ! =1 mod m para muitas
bases 1 < a < m, maior é a probabilidade de que o inteiro m seja primo. Mas mesmo com
uma boa probabilidade da primalidade de m, nao podemos afirmar que m é primo, pois
existem os numeros de Carmichael, que sao um problema para os testes de primalidade
baseados no Pequeno Teorema de Fermat. Felizmente, os nimeros de Carmichael sao
muito raros, de fato, entre 1 e 10° existem apenas 646 nimeros de Carmichael ([10],

pagina 110).
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Logo, testar o Pequeno Teorema de Fermat para algumas bases 1 < a < m é
uma boa estimativa probabilistica para a primalidade do inteiro impar m. Para confirmar
se um inteiro m é primo, satisfeito o Pequeno Teorema de Fermat para muitas bases,

recomenda-se utilizar o Teste LBS.

’

Exemplo 2.52. Vamos wverificar se o numero 4294967297 ¢ primo. Observe que
24204967296 — 1 1mod 4294967297, contudo, se testarmos mais uma base, obtemos que
34294967296 = 3029026160 #Z 1 mod 4294967297. Logo, 4294967297 ndo € primo.

Existem outros testes classicos de primalidade, como os testes que sao baseados
no Teorema de Pocklington, veja pagina 39 de [29], e os testes que sdo baseados em
sucessao de Lucas, veja pagina 41 e pagina 60 de [29]. Testes de primalidade especificos
para os numeros de Fermat e os nimeros de Mersenne também foram desenvolvidos, veja

péginas 68 e 74, respectivamente, de [29].

Também existem testes de primalidade bastante sofisticados, como o Teste
AKS desenvolvido por M. Agrawal, N. Kayal e N. Saxena, veja pagina 340 de [20]. Infe-
lizmente esses testes fogem do escopo e espaco do presente trabalho, contudo, espera-se
com os testes de primalidade acima apresentados, cumprir o objetivo de introduzir satis-

fatoriamente a percepcao da diversidade e complexidade dos testes de primalidade.
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Capitulo 3

No presente capitulo serao indicadas 11 atividades envolvendo os nimeros
primos que podem ser aplicadas no Ensino Fundamental II. No geral, um estudo mais
aprofundado sobre os nimeros primos ocorre no 6° ano, contudo, as presentes atividades
podem ser também utilizadas oportunamente nos demais anos do ensino fundamental. O

tempo estipulado para cada atividade é de uma aula.

3.1 Atividade: desafio dos primos.

Objetivo da atividade: Identificar niimeros primos; Desenvolver a habilidade de adigao;
Desenvolver o raciocinio légico.

Contetdos relacionados: Numeros primos; Légica matemaética.

Materiais: Fichas numeradas de 1 a 10.

Participantes: Um jogador.

Descrigao da atividade:

Esta atividade pode ser encontrada em [3]. Neste jogo sao utilizadas fichas
numeradas de 1 a 10, o objetivo do jogo ¢ dispor as fichas em um formato circular tal que

a soma das fichas adjacentes seja um nimero primo, conforme imagem abaixo:

2+g:'ﬂ- 9+4=13

Figura 2: Ilustracao do jogo.
Fonte: Pagina 2 de [3].
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Existem varias maneiras de obter uma solucao para o jogo, abaixo é apresen-

tada uma das possibilidades:

Figura 3: Uma das solugoes do jogo.
Fonte: Pagina 3 de [3].

E importante que o professor proporcione aos alunos as situagoes para perce-
berem as condigoes que os nimeros adjacentes precisam satisfazer para que a soma seja

um numero primo, sao elas:

1) Os nimeros adjacentes ndo podem ser ambos pares, pois assim a soma serd um

ndmero par maior que 2, isto é, nao serd um nimero primo;

2) Os numeros adjacentes nao podem ser ambos fmpares, pois assim a soma sera um

nimero par maior que 2, isto é, nao serd um nimero primo;

3) Os nimeros adjacentes devem ser de paridade oposta, ou seja, um nimero impar
e um numero par, assim a soma sera um numero impar, podendo neste caso ser

primo.

O jogo acaba quando a solucao for encontrada. Se o professor desejar é possivel

organizar competicoes entre os alunos para ver quem soluciona o jogo mais rapidamente.

3.2 Atividade: jogo de Crisson.

Objetivo da atividade: Identificar niimeros primos; Desenvolver a habilidade de adigao,

subtracao, multiplicacao e divisao.
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Conteudos relacionados: Numeros primos; As quatro operacoes basicas.
Materiais: Folha sulfite com exemplares do jogo; lapis e borracha.
Participantes: Um jogador.

Descrigao da atividade:

Esta atividade pode ser encontrada na pagina 69 de [11]. Neste jogo é entregue

um exemplar, conforme imagem, para cada um dos alunos:

Figura 4: Exemplo da atividade.
Fonte: Pagina 69 de [11].

Os espagos em branco devem ser preenchidos com niimeros seguindo as seguin-

tes regras:

Nas linhas, seguindo da esquerda para a direita, deve-se adicionar os dois niimeros

e o0 préximo sera a soma desses;

Nas linhas, seguindo da direita para a esquerda, deve-se subtrair os dois nimeros e

o proximo serd a diferenga desses;

Nas colunas, seguindo de cima para baixo, deve-se multiplicar os dois niimeros e o

proximo sera o produto desses;

Nas colunas, seguindo de baixo para cima, deve-se dividir os dois numeros e o

préximo sera o quociente desses.

Desenvolvendo essas etapas, obtemos como resultado:

Figura 5: Exemplo da atividade resolvido.
Fonte: Pagina 69 de [11].
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Para concluir a atividade, solicita-se para os alunos encontrarem os nimeros

primos que estao listados e destaca-los. Seguem mais dois exemplares para aplicacao:

Figura 6: Exemplos da atividade.
Fonte: Paginas 69 e 70 de [11].

3.3 Atividade: descobrindo a senha.

Objetivo da atividade: Identificar nimeros primos; Desenvolver a habilidade de fa-
toracao.

Contetdos relacionados: Numeros primos; Fatoragao.

Materiais: Folha sulfite; Lapis ou caneta; Calculadora.

Participantes: Grupos de jogadores.

Descrigao da atividade:

Esta atividade pode ser encontrada na pagina 66 de [11]. Divide-se os alunos
em equipes, o objetivo do jogo é que cada equipe consiga desvendar uma senha que permite
acessar uma mensagem secreta. Esse jogo pode ser realizado com um computador, onde
a senha protege um arquivo com a mensagem, contudo, o professor também pode ser o

portador da mensagem que serd entregue somente ha quem possuir a senha.

As mensagens devem ser desenvolvidas pelo professor, assim como as senhas
que serao os algarismos de alguns niimeros primos organizados em ordem crescente. Cada
senha diferente corresponde a uma mensagem diferente e as equipes tém apenas uma
tentativa para desvendar cada senha, podendo ser estipulado um tempo se o professor

preferir. Ganha o jogo a equipe que conseguir decifrar o maior niimero de senhas.

Para cada senha sera entregue uma pista, que ¢ um nimero natural n tal que
n = p; X pg X ... X pp; com p; nimero primo para ¢ = 1,2,...,7; onde a equipe buscara
decompor o niimero n em fatores primos e descobrir a senha, organizando os fatores

primos em ordem crescente.

Exemplo 3.1. Se a pista € o numero 187, usando a decomposicio em fatores primos,
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temos que 187 = 11 x 17. Portanto, a senha € formada pela sequéncia de algarismos 1117.

Exemplo 3.2. Se a pista é o numero 2024, usando a decomposi¢cio em fatores primos,
temos que 2024 = 2 x 2 x 2 x 11 x 23. Portanto, a senha ¢ formada pela sequéncia de
algarismos 2221123.

3.4 Atividade: mensagem secreta.

Objetivo da atividade: Identificar nimeros primos; Desenvolver o raciocinio logico.
Contetdos relacionados: Numeros primos. Criptografia.

Materiais: Folha sulfite; Lapis ou caneta; Calculadora.

Participantes: Grupos de jogadores.

Descrigao da atividade:

Nesta atividade é apresentada a seguinte tabela aos alunos, que constitui a

cifra que sera utilizada:

F H I J K M
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
N o] Q R S T u v W X Y Z
43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 83 97 101

Figura 7: tabela para a cifra.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Com a tabela acima os alunos podem criptografar e descriptografar mensa-
gens de maneira simples, por exemplo, é entregue a seguinte mensagem criptografada:
2412711141271235213267523432; quando os alunos descriptografarem essa mensagem ob-

terdo a frase: a matemaéatica fascina.

O professor pode organizar varias mensagens para que os alunos descriptogra-
fem e criptografem. Em certas ocasides os alunos podem ter duvidas, por exemplo, se
23 corresponde a I ou a AB, mas compete ao aluno manter o sentido da frase, assim,
ele sabera durante a descriptografia, através do sentido da frase, quais as letras que os

numeros se referem.

Para saber mais sobre criptografia e verificar outras atividades, veja [27].
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3.5 Atividade: teste de primalidade.

Objetivo da atividade: Identificar nimeros primos; Compreender o funcionamento do
teste de primalidade.

Contetdos relacionados: Numeros primos e compostos; Divisao; Raiz quadrada.
Materiais: Folha sulfite ou caderno; Lapis ou caneta; Calculadora.

Participantes: Um jogador.

Descrigao da atividade:

Para esta atividade, apds o professor explicar o teste de primalidade, con-

forme abordado no Teorema 2.4, o professor deve solicitar para os alunos produzirem um

Némero natural n

fluxograma, conforme a imagem abaixo:

Sim|

%
@d=’a

Figura 8: Fluxograma.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Com posse do fluxograma os alunos executam os comandos do teste de prima-

lidade para determinados nimeros naturais n, conforme os exemplos abaixo.
Exemplo 3.3.

* Entrada: nimero natural 18;

* E par? Sim;
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* 22 Nao;

* Saida: 18 ¢ composto.

Exemplo 3.4.

* Entrada: nimero natural 37;

* E par? Nio;

* Quais 0s nimeros primos menores ou igual a sua raiz quadrada? 2, 3 e 5;
* Algum nidmero primo da etapa anterior divide o nimero? Nao;

* Saida: 37 ¢ primo.

Exemplo 3.5.

* Entrada: nimero natural 51;

* E par? Nio;

* Quais 0s nimeros primos menores ou iqual a sua raiz quadrada? 2, 3,5 e 7;
* Algum nidmero primo da etapa anterior divide o nimero? Sim, o 3;

* Saida: 51 ¢ composto.

Uma atividade semelhante pode ser encontrada na pagina 85 de [28].

3.6 Atividade: jogo batalha naval com primos.

Objetivo da atividade: Identificar nimeros primos; Compreender o sistema de loca-
lizacao ortogonal; Desenvolver o processo de fatoracao em nimeros primos.

Conteudos relacionados: Numeros primos; Coordenadas ortogonais; Fatoracgao.
Materiais: Folhas do jogo; Léapis ou caneta.

Participantes: Dois jogadores.

Descrigao da atividade:

Esta atividade é jogada em duplas e consiste em determinar a localizagao dos
combatentes adversérios e fazer com que o ataque seja eficiente através da determinagao

de certo numero, escolhido pelo oponente, como primo, a unidade ou composto, neste
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ultimo caso indicando os fatores primos do niimero. Inicialmente, cada aluno recebe uma

folha conforme imagem:

1 23 4 5 67 8 210111213 1415 12 3 45 67 8 9101112131415
A r e B f R
B B
c C
1] D
E E
F FIL X
H H
G G
J J
I I
] | My
L | -
o of
N |
Py r A Y | | l J

1 Porta-avidsas 4 Submarinos 3 Hid roasvilsas 2 Destroyers 3 Cruzadores

—~—ly (77T ke 0 T e (7T ke (T

Figura 9: impressao para o jogo.
Fonte: https://www.researchgate.net /figure/Figura-1-Tabuleiro-de-Batalha-Naval-
Fonte-wwwbleckimcom figl 294106402

Conforme a quantidade de quadradinhos necessarios para cada um dos com-
batentes, os alunos organizarao a localizagao dos seus combatentes no seu tabuleiro, a
quantidade de combatentes fica a critério do professor, por exemplo, 1 porta-avioes, 4

submarinos, 3 hidroavioes, 2 destroyers e 3 cruzadores.

Apo6s localizar os seus combatentes, para cada coordenada ocupada, seguindo
o sistema de coordenadas (ndmero, letra), o aluno ird atribuir um nimero de 1 a 100 em
cada coordenada ocupada, este nimero sera a defesa contra os ataques inimigos. Assim,
quando o aluno oponente acertar uma coordenada, por exemplo, (7, D), o aluno dird qual
é o numero que esta na localizacdo e o seu oponente tera que dizer se este nimero é
a unidade, um numero primo ou um nimero composto, nesse ultimo caso, devera dizer

quais sao os fatores primos do numero.

Se o aluno oponente acertar a resposta, o seu combatente sera atingido e
destruido naquela coordenada, caso contrario, se o aluno oponente errar a resposta, o
ataque foi repelido, isto é, o seu combatente permanece intacto, por exemplo, para (7, D)
o numero é 62, assim o oponente tera sucesso no ataque se responder que o nimero é
composto com fatores primos 2 e 31. O mesmo segue para ambos os alunos e vence quem

conseguir destruir toda a frota inimiga.

Cabe ao professor fornecer as explicagoes complementares necessarias. Uma

atividade similar, mas jogada online, pode ser encontrada em [31].
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3.7 Atividade: jogo amarelinha dos primos.

Objetivo da atividade: Identificar niimeros primos; Logica matematica.
Contetdos relacionados: Numeros primos; Légica matematica.

Materiais: Folha sulfite com o jogo; Fichas para o posicionamento do jogador.
Participantes: Dois jogadores.

Descrigao da atividade:

Esta atividade também pode ser encontrada na pégina 74 de [11]. Entrega-se
aos alunos a folha do jogo com as fichas que serao utilizadas para marcar a posi¢ao de

cada jogador, conforme imagem:

Jogador 1 -
Jogador 2 -

26 | 27 | 28 | 29 | 30
36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55| 56|57 |58 |59 |60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
U 72|73 |74 |75 (76| 77| 78 | 79 | 80
81 | B2 | 83 | B4 | 85 | B6 | BT | BR | 89 | 90
O1 | 92 | 93 | 94 | 95 [ 96 | 97 | 98 | 99 | 100

b
[
(&)
(&)
Lad
[
=
bl
(]

lad
lud
[
lud
lad
lud
s
lud
L

Figura 10: Folha para a amarelinha.
Fonte: Pagina 75 de [11].

Os jogadores partem da casa 1, o primeiro jogador pega uma ficha e coloca
sobre um numero primo que se localiza, no maximo, 5 casas da casa 1. O segundo jogador
pega a ficha e move para um nimero primo maior do que o primo do primeiro jogador,
que também se localiza, no maximo, 5 casas na frente de onde o primeiro jogador colocou

a sua ficha.

O primeiro jogador, em seguida, move a ficha para um nimero primo nova-
mente maior e que se localiza, no maximo, 5 casas na frente do primo do segundo jogador.
O perdedor é o primeiro jogador que colocar a ficha em um nimero composto ou que fique

incapaz de mover a ficha, seguindo as regras:
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e A ficha nao pode ser movida mais de 5 casas na frente;
e A ficha deve ser movida sempre até um nimero primo;
e A ficha nao pode ser movida para tras e nao pode ficar no mesmo lugar durante a

sua jogada.

Um exemplo desse jogo estd na imagem abaixo:

1|2 4 - 6 8 [ 910
- 12 141516 18 - 20
21 | 22 2425126272829 30

31 |32 | 33|34 |35 |36 |37 38|39 |40
41 |42 [ 43 [ 44 |45 [ 46 [ 47 [ 48 | 49 | 50

Figura 11: Exemplo da amarelinha.
Fonte: Pagina 74 de [11].

O jogador que dispor a sua ficha na casa 5 sempre ganhara o jogo, esse é um
assunto que pode ser trabalhado pelo professor apés a aplicagao da atividade, indagando

os alunos a explicarem esse fato.

3.8 Atividade: jogo de tabuleiro dos primos.

Objetivo da atividade: Diferenciar ntimeros primos e compostos; Desenvolver o ra-
ciocinio légico; Desenvolver o conhecimento sobre os métodos de divisibilidade.
Contetidos relacionados: Numeros primos e compostos.

Materiais: Tabuleiro com a folha do jogo; Dado; Peao ou semelhante.

Participantes: Um jogador.

Descrigao da atividade:

O jogo ¢ realizado em duplas, cada jogador posiciona o seu peao na “saida”do
tabuleiro, decidido quem iniciara o jogo, joga-se o dado e anda o niimero de casas referente

ao valor da face voltada para cima do dado.

O jogador da vez vai dizer se o niimero presente na casa que 0 seu peao parou

¢ a unidade, niimero composto ou niimero primo, caso a resposta esteja correta o jogador
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permanece na posicao que estd, caso a resposta esteja incorreta o jogador retorna para a

posicao de origem da jogada.

Cada aluno realiza uma jogada e passa a vez. Vence o jogador que primeiro

chegar na marca de “chegada”do tabuleiro.

iida

1 49 |48 |47 |46 |45 |44 |43 |42 |41
2 50 40
3 51 83 82 |81 |80 |79 39
A ] [e2] L T [ ECR
5] [s2] [es] chegada 77 o7
6 54 86 100 76 36
7 55 87 99 75 35
8 56 88 98 74 34
I [ 5721 N T R 728 (R P R
10 58 90 96 72 32
11 59 91 95 71 31
12 60 92 J93 |94 70 30
13 ] 61 69 29 |
14 62 |63 |64 |65 |66 |67 |68 28
15 27
16 |17 |18 |19 J20 J21 |22 |23 |24 |25 |26

Figura 12: Superficie do tabuleiro.
Fonte: https://br.pinterest.com/pin/661888476457573224/

E possivel, caso o professor desejar, organizar campeonatos entre os alunos
com este jogo de tabuleiro, motivando os alunos a desenvolverem os seus conhecimentos
por meio da competitividade. E preferivel que o campeonato ocorra em grupos, igualando
o nivel dos grupos com uma distribuicao adequada dos alunos, assim nenhum aluno fica
desmotivado, podendo os alunos com habilidades semelhantes competirem entre si por

seus grupos.

Uma atividade similar pode ser encontrada na pégina 51 de [26].

3.9 Atividade: crivo de Eratostenes.

Objetivo da atividade: Identificar niimeros primos; Desenvolver a habilidade de divisao

e multiplicacao; Conhecer um método simples para testar primalidade.
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Contetdos relacionados: Numeros primos; Fatoragao; Multiplicacao.
Materiais: Folha sulfite com numeros; Lapis de colorir.
Participantes: Um jogador.

Descrigao da atividade:

Nesta atividade os alunos irao determinar os nimeros primos menores e igual

a 100 pelo crivo de Eratostenes, mas pode-se utilizar outro valor para a atividade.

Cada aluno recebe uma folha com todos os niimeros inteiros positivos menores
e igual a 100 e desenvolve-se o método do crivo de Eratdstenes conforme foi descrito no

exemplo do teste 1 de primalidade (Teorema 2.4) desse trabalho.

E interessante pedir para os alunos colorirem os numeros conforme realizam
o crivo, escolhendo uma cor para os nimeros primos, outra cor para o nimero 1, outra
cor para os numeros eliminados na etapa dos multiplos de 2, outra cor para os nimeros

eliminados na etapa dos multiplos de 3, e assim sucessivamente.

Figura 13: Exemplo da atividade.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Na atividade da figura acima os nimeros primos foram coloridos de vermelho,
a unidade foi colorida de azul (etapa 1), os nimeros eliminados como multiplos de 2
(etapa 2) foram coloridos de verde, os nimeros eliminados como multiplos de 3 (etapa
3) foram coloridos de amarelo, os nimeros eliminados como miiltiplos de 5 (etapa 4)
foram coloridos de marrom e os ntiimeros eliminados como multiplos de 7 (etapa 5) foram

coloridos de laranja.

Uma atividade similar pode ser encontrada na pagina 48 de [26].
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3.10 Atividade: espiral de Ulam.

Objetivo da atividade: Identificar nimeros primos; Observar conceitos sobre a distri-
buicao dos niimeros primos.

Conteudos relacionados: Numeros primos.

Materiais: Folha sulfite; Lapis de colorir.

Participantes: Um jogador.

Descrigao da atividade:

Nesta atividade os alunos determinarao os ntimeros primos que estao na lista,
semelhante ao crivo de Eratdstenes, contudo, pode-se utilizar outro teste de primali-
dade, como a fatoragdo de Fermat (Teorema 2.6), contudo, poder-se-ia utilizar o crivo
de Erastétenes também, apenas foi sugerido outro teste porque esta atividade nao esta
atrelada ao desenvolvimento de um teste de primalidade especifico, sendo a escolha do
teste que serd utilizado um critério do professor. Inicialmente os alunos recebem uma

lista de ntimeros dispostos em espiral, conforme imagem abaixo:

100 99 98 | 97 %6 55 %4 93 92 9
B5 64 63 B2 61 60 59 58| 57 S0
66 | 37 | 36 35 34 33 32 | 31 | 56 A9
67 | 38 | 17 1& 15 14 13 3D 55 88
BB | 39 1B 5 4 3 12 29 54 8
65 | 40 1% 6 1 2 11 28 53 86
0| 41 | 20| 7 ] b 1 27 52 B85
71|42 | 21 22 23 24 25 26| 51 | B4
72 43 44 45 45 47 4B 4% 50 B3

37475 MW 7T T 75 BD ) B1 82

Figura 14: Lista de nimeros em espiral.
Fonte: Pégina 69 de [25].

Os alunos devem determinar quais sao os niimeros primos da lista e colori-los,

conforme imagem abaixo, que apresenta os nimeros primos coloridos de vermelho:
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Figura 15: Espiral de Ulam.
Fonte: Pagina 70 de [25].

O professor deve indagar os alunos sobre possiveis padroes, a resposta esperada
é que os nuimeros primos tendem a se concentrar em diagonais. Para fomentar o debate o
professor pode apresentar uma espiral de Ulam mais ampliada, conforme a imagem, que é

formada pelos nimeros de 1 a 65025 e esta com os niimeros primos coloridos de vermelho:

Figura 16: Espiral de Ulam ampliada.
Fonte: Pagina 70 de [25].

Observacao 3.6. A espiral de Ulam foi descoberta pelo matemdtico polonés Stanislaw
Ulam em 1963, o mesmo constatou, conforme ji foi comentado, que os niumeros primos
tendem a se concentrar em diagonais e esse padrao se mantém conforme a espiral é

ampliada, contudo, uma explicacao para esse fato permanece em aberto.

93



Para os alunos é importante o professor comentar sobre como os ntumeros
primos se distribuem e a dificuldade de determinar o n-ésimo ntimero primo através de
um padrao, por mais que esse padrao de distribuicao dos niimeros primos seja existente.

Para saber mais sobre a espiral de Ulam, veja [25].

3.11 Atividade: infinidade dos niimeros primos.

Objetivo da atividade: Desenvolver o raciocinio 1égico-dedutivo para a verificacao de
argumentos; Desenvolver a habilidade de divisao e multiplicacao.

Contetidos relacionados: Numeros primos; Légica; Fatoracao; Multiplicacao.
Materiais: Feijao, fichas ou semelhante.

Participantes: Um jogador.

Descricao da atividade:

O objetivo desta atividade é mostrar a ideia da demonstracao da infinidade

dos niimeros primos de Euclides aos alunos de uma maneira mais lidica.

Com uma quantidade de feijao cada aluno, considera-se que o 1inico nimero
primo conhecido é o 2, entao, os alunos selecionam 2 feijoes e adicionam 1 feijao. Agora,
com os 3 feijoes, solicita-se que os alunos busquem dividir os 3 feijoes em grupos com 2
unidades cada, os alunos constatarao que é impossivel, portanto, pode-se formar apenas

um grupo com as 3 unidades, assim, o niimero 3 é um nimero primo que era desconhecido.

Por conseguinte, se considera que os niimeros primos conhecidos sejam o 2 e o
3, a sua multiplicacao resulta em 6 e os alunos selecionam 6 feijoes e adicionam 1 feijao,
obtendo 7. Solicita-se aos alunos tentarem dividir os feijoes em grupos de 2 unidades e
depois em grupos de 3 unidades, eles perceberao que sempre resta 1, entao, pede-se para
tentarem dividir em grupos iguais com outros valores maiores que 1, eles observarao que
nao é possivel, logo, pode-se formar apenas um grupo com as 7 unidades, conclui-se que

7 é um nuimero primo que nao era conhecido.

Para nao demandar uma quantidade muito grande de feijoes, pode-se solicitar
multiplicagoes especificas entre dois niimeros primos para os alunos, por exemplo, consi-
derando os niimeros primos 2 e 7, que ja sao conhecidos, multiplicando os primos obtemos
14 e adicionando 1 resulta em 15 feijoes selecionados, pede-se para os alunos dividirem os
feijoes em grupos de 2 unidades e depois em grupos de 7 unidades, eles perceberao que
sempre resta 1, entao, solicita-se para tentarem dividir na menor quantidade de grupos
iguais com outros valores maiores que 1. Os alunos encontrarao 3 grupos com 5 unidades,

logo, 5 é um nimero primo que nao era conhecido.
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Figura 17: Exemplo da atividade.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

A atividade pode seguir com outros valores, por exemplo, os niimeros primos 2
e b, e assim sucessivamente. Pode-se solicitar que os alunos anotem os resultados obtidos
e posteriormente justifiquem o que estd ocorrendo, buscando que deduzam o raciocinio

da demonstracao da infinidade dos niimeros primos.

Apo6s a realizagao da atividade, o professor deve indagar os alunos sobre o que
ocorreria se multiplicarmos uma quantidade qualquer de nimeros primos conhecidos e
adicionarmos 1 unidade, segundo a atividade realizada, os alunos devem responder que
seria encontrado um novo nimero primo. A ideia da demonstracao por absurdo é inserida
pelo professor e a conclusao da infinidade dos niimeros primos é obtida com a participagao

dos alunos.

Pretende-se que os alunos percebam que independentemente de quantos
nimeros primos considerarmos, se deduzirmos que existe apenas uma quantidade finita
instituida, sempre encontraremos, pelo processo apresentado, um nimero primo que era

desconhecido inicialmente.

Essa atividade foi baseada na ilustracao apresentada por Marcus du Sautoy

no documentério da BBC, a misica dos niimeros primos, que pode ser encontrado em [4].

95



Comnsideracoes Finais

Os numeros primos reservam muitas propriedades interessantes, conjecturas e

mistérios que transcendem as breves paginas do presente trabalho.

Existem diversas demonstracoes da infinidade dos nimeros primos que nao
foram, por forca maior, apresentadas no primeiro Capitulo do presente trabalho, ainda
assim, é possivel perceber a diversidade das demonstragoes da infinidade dos nimeros
primos existentes, essas demonstracoes percorrem diversas areas da matematica e apre-
sentam variados niveis de dificuldade. No artigo de R. Mestrovi¢, publicado em 2023,
¢ apresentado um levantamento com catalogacao bibliografica de 200 diferentes demons-

tragoes da infinidade dos ntiimeros primos, veja [21].

Os principios envolvidos nos classicos testes de primalidade foram abordados
no segundo Capitulo desse trabalho, contudo, os testes apresentados apesar de cldssicos e
excelentes para introduzir a teoria envolvida nos processos de verificacao da primalidade
de nimeros inteiros, sao testes computacionalmente ultrapassados e pouco eficientes, logo,
espera-se que apos uma leitura do presente trabalho o leitor interessado investigue os testes
de primalidade mais modernos e tuteis, como o Teste Probabilistico de Miller-Rabin, veja
pagina 332 de [20], e o Teste AKS, veja pagina 340 de [20].

Por fim, as atividades apresentadas no terceiro Capitulo se destinam a comple-
mentar a teoria através de algumas atividades destinadas a sala de aula, obviamente essa
amostra de atividades nao extingue as imensas possibilidades existentes para abordar os

nimeros primos na educacao béasica.

Para um aprofundamento sobre o assunto apresentado, uma consulta atenta as
referéncias utilizadas é recomendada. Frases de efeito sao destinadas a grandes autores,
mas é consenso para todos os matematicos dedicados ao estudo dos ntimeros primos que:

os nimeros primos sao as particulas de Deus na matematica.
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