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Resumo

Neste trabalho vamos apresentar a relacao entre a representacao decimal de um nimero
racional com o teoria dos grupos principalmente grupos, subgrupos, classes laterais, ordem
de um grupo e teoria de Lagrange. Vamos apresentar uma proposta de ensino com a

relacdo dos assuntos abstrato com a transformacgao de niimeros racionais em decimais.

Palavras-chave: Representacao Decimal, Teoria dos grupos.



Abstract

In this work we will present the relationship between the decimal representation of a
rational number with group theory, mainly groups, subgroups, cosets, order of a group
and Lagrange theory. We will present a teaching proposal relating these abstract subjects

with the transformation of rational numbers into decimals.

Keywords: Decimal Representation, Group Theory.
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Introducao

As formas de ensino da matematica sao muito discutidas no ambiente académico
e fora dele. Na pratica cotidiana da sala de aula os professores deparam-se com as
dificuldades dos alunos de abstracao e de visualizagao em diversas situagoes matematicas.
Habitualmente decorar formulas e aceitar as explicagoes sem questionar de onde surgiu

sao praticas comuns dos discentes que atrapalham o processo de ensino e aprendizagem.

Cabe ao professor buscar alternativas para minimizar os danos causados por tais
atitudes. Explicar o contetiddo de maneira formal utilizando demonstracoes é importante.
Entretanto, a ludicidade e a busca por outras formas de ensino colaboram com a desmitifi-

cacao da matematica.

Uma das atividades muito comum na escola é transformando um numero racional

a . . ~ . .. ST
7 em um inteiro, fragdo decimal ou dizima periddica. Por exemplo

12
(TipoI): — =2
6
4 7
Tipo II): - =0,8, — =0,175
( lpo ) 5 b 40 Y
. 4 1 -
(Tipo III): 9= 0,444 ... =0/4; - = 0,142857142857 ... = 0,142857
. 1 ~ 7 _
(Tipo IV): = = 0,1666... = 0,16; - =02333... = 0,23

Transformar uma fragdo do Tipo (III) em uma dizima periédica parece ser uma tarefa
bastante insignificante, mecanico, enfadonho no ensino de matematica na escola. No

entanto tais fragoes contém propriedades interessantes e cativantes.

Pensando nisso, essa dissertacao apresentara uma observacao do posicionamento
dos algarismos da parte periddica das dizimas periddicas simples verificando que estes se

encontram de forma ciclica quando trocamos o numerador da fracao estudada.

Examinaremos Fragdes do (Tipo III) com rigor matematico usando o Teoria de
Ntmeros e Teoria dos Grupos. Encontraremos ai conexdes com a funcao fi de Euler,
congruéncia, sistema de residuos reduzido médulo m, subgrupos de grupos, classes laterias,

grupos ciclicos, ordem de um elemento em um grupo e teorema de Lagrange.

No primeiro capitulo serao exibidas algumas defini¢oes e notagoes que serao utili-
zadas no decorrer do trabalho. A representacao decimal dos niimeros sera abordada no
capitulo seguinte de forma genérica demonstrando assim a sua existéncia e unicidade. A

representacao dos niimeros racionais constara no terceiro capitulo trazendo o estudo das
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dizimas periodicas, simples e compostas, evidenciando o posicionamento dos algarismos da
parte periddica das dizimas periddicas simples. No capitulo 4, mostraremos que,dada uma
fracao %0 comprimento do seu periodo pode ser determinado sem fazer a divisao. Neste
capitulo nogoes de teoria dos grupos, principalmente o grupo Z* ,grupo multiplicativo
dos inteiros mod n. Em seguida, apresentaremos uma sequéncia didatica para facilitar
a aplicacao desse conteido em sala de aula. Diante do exposto, a proposta é mostrar
que numa fracdo, ao fixar um denominador, para qualquer numerador natural escolhido,
teremos que os algarismos da parte periddica da dizima periddica simples encontrada na

representacao dessa fragao serda uma permutacao ciclica.
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1 Preliminares - Teoria de Grupos

e Teoria dos nimeros

Apresentamos alguns dos conceitos e resultados sobre a teoria de Grupos e dos
Numeros necesséarios neste trabalho. Leitura mais abrangentes com as demonstragoes dos

resultados podem ser encontrados, por exemplo, em [1], [2] e [9]

1.1 Divisibilidade em 7

Definigao 1.1. Sejam a,b nimeros inteiros. Dizemos que a divide b, denotado por a | b,

se existe um numero inteiro ¢ tal que
b= ac.
Outra maneira de colocar:
a|b<=0b ¢éum maltiplo de a.

Proposicao 1.1. Sejam a, b, c € Z. Entao,

(a) 1|ec, ala e alO.
(b) a|b, b#0, se, e somente se, |a] < |b|.
(¢c) seal|beb]c, entioal|ec.
Proposigao 1.2. Sea, b, ¢, d € Z, coma # 0 e c+# 0, entdo
alb e ¢c|d=ac|bd
Proposicao 1.3. Sejam a, b, ¢ € Z tais que a | b e a|c, entdo para todo x,y € Z,
a| (xb+ ye)

Teorema 1.1 (Divisao Euclidiana). Sejam a, b € Z, com b # 0.

(a) Ezistem dois unicos inteiros q e r tais que

a=bg+r, 0<r<lb.

e, b>0
(b) q= :
— @], b<o
sendo [x] o maior inteiro menor ou igual que x.
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De fato, esta Teorema ¢ apenas a “Diviséo Longa” do ensino médio, com q sendo o

“quociente” e 1 o “resto”.

Definigao 1.2. Um inteiro n é dito primo se e somente se n > 1 e os unicos divisores
positivos de n sao 1 e n.

Um inteiro positivo n é dito composto se ¢ somente se n > 1 e n ndao é primo. Logo,
n > 1 é composto se, e somente se, existem inteiros a e b com 1 < a < b < n tal que

n=a-b.

1.2 Maximo Divisor Comum

Definigao 1.3 (Maximo Divisor Comum). Sejam a,b € Z, ndo simultaneamente nulos.
O mdzimo divisor comum de a e b, denotado por (a,b) ou MDC(a,b), é um elemento d € 7

tal que
(i) dla e d|b
(i) d>1

(ii) Se d é outro elemento de Z satisfazendo (i) e (ii), isto é d' |a e d

divide d.

b, entao d

Exemplo 1.1.
(4,6) = 2, (17,17) = 17, (42,0) = 42, (12, —15) = 3.
O Teorema a seguir demonstra a existéncia do MDC(a, b) para a,b € Z, nao
simultaneamente nulos e

Teorema 1.2 (Bézout). Dados nimeros inteiros a, b ambos nao nulos, existe um unico

mdzximo divisor comum d = MDC(a, b). Além disto, existem inteiros z, y tais que
d=ax+by (combinacio linear de a e b)

Exemplo 1.2.
(a) (4,6)=2 e 2=6-1+4-(-1)
(b) (12,-15)=3 e 3=-15-(—-1)+12-(-1)

Observacgao 1.
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(a) Temos (12,—15) = 3, logo o Teorema 1.2, afirma que o conjunto de todas as
combinacoes lineares de 12 e —15 - isto é o conjunto de todos os numeros da forma

—15x + 12y - € o conjunto de todos os multiplos de 3:
-, —12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12, - - - .
Observe que o mdzrimo divisor comum € o menor numero positivo neste conjunto.

(b) Notamos no Teorema de Bezout os inteiros x € y ndo $ao Unicos.

De fato, 2 = MDC(6, 4). Mas

6-144-(-1)=2 e 6-3+4-(—4)=2.

(¢c) Em geral, também ndo vale a reciproca do Teorema de Bezout, pois
6-24+4-(-2)=4 e MDC(6,4) # 4.
Entretanto, temos que:
MDC(a,b) =1 <= existirem inteiros © e y tais que xa+ yb= 1.

Esse € o unico caso em que a reciproca do Teorema de Bezout € verdadeira.

Vamos ver algumas propriedades elementares do MDC(a, b).

Proposicao 1.4. Sejam a, b inteiros, ambos nao nulos.

(a) (a,b) = (b,a).

(b) (a,b) = (|al,[0]).

(c) (a,b) = (a+ kb,b) para algum k inteiro.
(d) Se a|b, entio (a,b) = a.

Definicao 1.4. Dois numeros inteiros a e b sao ditos primos entre si ou coprimos se

(a,b) = 1.
Exemplo 1.3. Por exemplo, 49 e 54 sao coprimos, mas 25 e 105 nao sao.
Proposicao 1.5. Se d = (a,b), entdo (%, g) =1.

Lema 1.1. Se a e b sdo inteiros ndio ambos nulos, entao MDC(a,b) =1 se, e somente se,

existem numeros inteiros x e y tais que ax + by = 1.
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Lema 1.2. [Lema de Gauss/ Sejam a,b,c € 7. Se a’bc e MDC(a,b) =1, entdio a’c.

Lema 1.3. Sejam a,b,c € Z. Se a

c, b’c e MDC(a,b) =1, entdio ab’c.

Observagao 2. Observe que no Lema 1.3, o resultado € falsa se MDC(a,b) # 1. Por
exemplo:
8]24 e 6‘24, mas 48 =861 24.

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior
do que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como

um produto de niumeros primos.

Por exemplo,

36 =2%.3%, 4312=2%.72.11, 19=19%

1.3 Congruéncias

Ao fundamentarmos a aritmética das somas dos digitos, faz-se interessante apre-
)
sentar os principais resultados referentes a congruéncia moédulo m, ou “a aritmética dos

restos de uma divisao por n € Z.

Para isso,utilizaremos como base a bibliografia [1]. Como bibliografia complementar

utilizamos [2].

Definig¢ao 1.5. Sejam a,b,n € Z com n # 0. Dizemos que a é congruente b modulo n e
escrevemos

a=b (modn) ou a=,b

se, e somente se, a — b é um maultiplo de n, isto €, se, e somente se a — b = kn, para
algum k € Z.

Observagao 3. Como (a —b) = kn <= (a — b) = (—k)(—n) nos restringiremos ao
cason > 0. O caso n = 1 € trivial pois qualquer 2 inteiros sdo congruentes modulo 1.

Geralmente, os casos interessantes sao n > 1.
Exemplo 1.4.
1. 13=18 (mod 5) pois (13—-18)=5=5-1
2. 152 =75 pois (152 —05)=147="7-21.
3. 7=s15 pois (7T—15)=-8=8-(—1).

4. =101 =31 pois (—101 —1) = —102 = 3 (—34).
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5. 16 =—-1 (mod 17) pois (16 —(—1)) =17=17-1.

Proposicao 1.6. Considere a,b € 7. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

(a) a =b (mod n);

(b) n|(a—b);

(c) a e b ddo o mesmo resto, na divisio por n.
Demonstracao.

(a) = (b) : Suponha que a = b (mod n). Entao

a—b=nk, ke

=>n’(a—b).

(b) = (c) : Suponha que n‘ (a —b)

Fazendo as divisoes de a e b por n, temos

(1) a=qn+r, qi,71 €Z, com0<r; <n

(2)  b=qn+re, G2,72 € Z, com 0 <1y <n

Suponha que 7y < rq. Portanto 0 < ry —ry <7r; < n.
Subtraindo (2) de (1) temos,

a—b=(q —q)n+(r—r) (*)

Desse modo, 0 <r;—ry <mn éo resto da divisdo de (a — b) por n.

Portanto (11 —73) =0 =1, —ry pois (a — b) é miltiplo de n.
(¢) = (a) : Suponha que a e b deixam o mesmo resto na divisdo por n, entdo

(1) a=qn+r, qi,m €Z, com0<r<n
(2) b= Gn +, 2 € Za

Subtraindo (2) de (1) temos,
a—b= (g —q)n
Portanto, a diferenca (a — b) é um multiplo de n

= a =b (mod n).
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A congruéncia médulo n é uma relacao de equivaléncia. Isto é

Proposicao 1.7. Seja n € N. Para todos a,b,c € Z, tem-se:

(a) a =a (modn) (reflexiva)
(b) Se a =b (mod n) entdo b=a (modn) (simétrica)

(¢c) Se a=b (modn) eb=c (modn) entio a =c (modn) (transitiva)
Portanto =,, é um relagio de equivaléncia.

Demonstracao.

(a) a = a (mod n).
De fato, (a —a) =0=0-n.

(b) Suponha que a = b (mod n). Entdao 3 k € Z tal que

a—b = kn

=b—a = (=k)n
Como (—k) € Z, temos que b = a (mod n).
(¢) Suponha que a = b (mod n) e b = ¢ (mod n).Entao

a—b = kn, ki €7Z
b—c = kon, ko € Z

Somando, temos que

(a=b)+(b—c) = kin+ken
= (a—c) = (k1+k)n

=a = ¢ (modn)

Como =,, ¢é reflexiva, simétrica e transitiva, logo temos que é uma relagao de
equivaléncia. O
Proposicao 1.8 (Propriedades basicas de congruéncias).

(a) Sea=b (modn) ec=d (modn) entio a+c=0b+d (modn)
(b) Se a=b (mod n) ec=d (modn) entio a—c=b—d (modn)
(¢) Se a=b (modn) ec é inteiro ndo negativo, entao ac = be (mod n)

(d) Sea=0b(modn) ec=d (modn) entioac= bd (mod n)
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(e) Sea=b (modn) e k éum inteiro positivo, entio a® = b* (mod n)
(f) Se a+c=b+c (modn) entio a =b (mod n)

(9) Se da = db (mod dn) entio a =b (mod n).
Demonstragao.
(a) Suponha que a = b (mod n) e ¢ = d (mod n). Entao

a—b = k:m, k1€Z
c—d = kon, ky € 7Z

Somando, temos que

(a—=b)+(c—d) = kin+km
=(a+c)—(b+d) = (k1+ko)n
= (a+c¢)—(b+d) = ksn, onde k3 = (k1 + ko) € Z
= (a+c) = (b+d) (mod n)

(b) Suponha que a = b (mod n) e ¢ = d (mod n). Entao

a—b = kn, kieZ
c—d = kgn, k‘QEZ

(a—b)—(c—d) = kin—kyn
=(a—c)—(b—d) = (ki —ko)n
= (a—c)—(b—d) = ksn, onde k3 = (k1 — ko) € Z
= (a—c) = (b—d) (mod n)

(¢) Suponha que a = b (mod n). Entao 3 k € Z tal que
a—b=kn
Multiplicando por ¢ temos

ac—bec = (ke)n

=ac—bc = kn

Como ky = (kc) € Z, temos que ac = be (mod n).
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(d) Suponha que a = b (mod n) e ¢ = d (mod n). Entao

a—b = kn, ki €7
c—d = kon, ko € 7Z

Queremos provar que ac — bd = ksn, sendo ks € Z. Observe que
ac—bd = ac—bc+ bc—bd
——

=0

= (a—=b)c+ (c—d)b

= kyen + kybn
= (kyc+ bko)n
= ac—bd = ksn sendo k3= (kic+ kob) € Z
= ac = bd (mod n)
(e) Vamos provar usando (d)
a =b (mod n)
a=b (mod n
k vezes ( ) pei(@ a® = b* (mod n).
a =b (mod n)

Podemos provar(h) também por inducao. Faga com exercicio.

(f) Suponha que a + ¢ = b+ ¢ (mod n). Entdao 3 k € Z tal que

(@a+c)—(b+c) = kn
=a—b = kn

=a b (mod n)

(g) Suponha que da = db (mod dn). Entao 3 k € Z tal que

da—db = kn
=a—b = knd
=a = b (modn)

1.4 O conjunto Z,

Vimos na Seccao 1.3, Proposi¢ao 1.7, que congruéncia médulo n é uma relagao de

equivaléncia. Logo podemos definir a classe de um elemento a médulo n.
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Definicao 1.6. Seja n um inteiro positivo fixro. Chama-se classe de congruéncia de
a mddulo n (n > 1) o conjunto formado por todos os inteiros que sao congruentes a a

mddulo n. Denotamos esse conjunto por @ ou |al,, isto é
a={r€Z: z=a(modn)}={xecZ: n‘(a:—a) y={a+kn: keZ}.

Observacao 4. A notagio a deve ser usada somente quando ficar claro, pelo contexto, o

valor do inteiro n utilizado, do contrdrio a notagao [a], é a mais indicada.

Exemplo 1.5. Determine as classes de congruéncia modulo 3.

Para cada a € Z,

a = {x€Z | r=a (mod3)}
= {xe€Z | 3 divide (zr —a)}
= {x€Z | *—a=3k, paraalgum inteiro k}
Portanto
a={r€Z | v=a+ 3k, paraalgum inteiro k}

Em particular

0] = {z€Z | =0+ 3k, para algum inteiro k}
= {x €Z | x=3k, paraalgum inteiro k}
= { ,—9,—6,—3,0,3,6,9,"‘}
1] = {#€Z | ©=1+ 3k, para algum inteiro k}
— e, —8,-5,-2,1,4,7,10,---}
2] = {#€Z | x=2+ 3k, para algum inteiro k}
— (o, =7,—4,-1,2,5,8,11,---}
Como 3 =0 (mod 3),
3] = [0]
Mais geral,
0] =[3] =[-3] =[6] = [-6] = - , e assim por diante.
De mesmo modo
[1]=1[4] =[-2] =[7] =[-5] =+ ,e assim por diante.

2] =[] =[-4] =[8] = [-7] = --- ,e assim por diante.
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Observe que cada inteiros esta na classe [0], [1], ou [2]. Portanto as distintas das classes

de congruéncia médulo 3 sao

0={z€Z | =3k, paraalgum inteiro k}
I={r€Z | v=3k+1, paraalgum inteiro k} e
2={x€Z | v=3k+2, paraalgum inteiro k}

Em geral, temos

Proposicao 1.9. Para inteiros a,b

(i) Sea=b ( mod n) entdoa=b.
(ii) Sea#b ( mod n), entdoanb=0.
Corolario 1.1. Duas classes de congruéncia modulo n ou sao disjuntos ou sdo iguais.

Observacgao 5. A classe de congruéncia @ modulo n diz-se determinada ou definida pelo
inteiro a, o qual chama-se um representante de a. Dois inteiros sao representantes de
uma mesma classe de congruéncia médulo n (a = b) se, e somente se, sdo congruentes

médulon (a=b (mod n)).
Corolario 1.2. FExistem exatamente n distintas classes de congruéncia modulo n, dado

por0, 1,--- n—1.

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisao, para qualquer inteiro a existe um tnico r com
0 <r < n tal que
a=qm-+r com q€ Z.

Entao a = r ( mod n), logo todo inteiro é congruente médulo n a exatamente um dos n
inteiros 0,1,--- ,n — 1. Isto quer dizer que, todo inteiro pertencente exatamente uma das

classes 0, 1,---,n—1. ]

Definicao 1.7. O conjunto formado por todas as classes de congruéncias maodulo n, é

indicado por Z, e chamado de o conjunto dos inteiros médulo n. Isto é
Zp=A{7: 0<r<n-1}={0,1, 2,---, n—1}
Exemplo 1.6. Como vimos no Exemplo 1.5, temos que
Z3 =40, 1, 2}.

Exemplo 1.7.
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1.4.1 Adicao e Multiplicagao em Z,

Definicdo 1.8. Para @, b € Z,, definimos

a +, b:

I
S
+
=

QJ
3
S
i
=
S

Exemplo 1.1. Em Z;, temos que

7 410 8= ((T+8) (mod 10)) = 15 ( mod 10) = 5.

7 0 8= ((7-8) (mod 10)) = 56 ( mod 10) = 6.

Teorema 1.2. Adicdo e Multiplicagdo em Z,, sao bem-definidas. Isto é

Sea=a e b=10 entio

a4y b=d +, V

I
Sy

a -, bi=d -, V.

Portanto adicao e multiplicacao definidas em 7Z,, ¢ independentemente do representante

tomado para a ou para b.

Proposigao 1.10 (Propriedade de adi¢do e multiplicacdo). Sejam @, b, ¢ € Z,.

(1) Associatividade da soma: (@ +,b) +,¢ =@+, (b+,7¢)
(2) Comutatividade da soma: @ +,b="0b+,a
(3) Elemento neutro para a soma: @+, 0=7a

(4) Elemento simétrico para a soma: @+, m —a =

(6) Associatividade da multiplicacGo: (@ -, b) € =@, (b, )

ol

(6) Comutatividade da multiplicagdo: @ -, b= b -
(7) Elemento neutro para a multiplicag¢io: @ -, 1 =a

(8) Distributividade da multiplica¢do em relagio d adi¢ao: @ (b+,€) =@ b+, @ -y, C

Observacao 6. Podemos representar as operacoes de adi¢io e multiplicacio em Z,, através

de uma tabela como mostramos no exemplo a sequir:

Exemplo 1.3. Construa a tabela de adi¢ao e multiplicacao em Z,.
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(Za, +4) (Za; -4)
+410]1]2]3 41011123
010l1|2]|3 0(0[0|0]|0
101[2[3|0 100|123
2 1213|101 210121012
313/0|1]2 311013121

Na tabela de (Z4, -4) podemos observar que:

[ ]
]

-2 =0sendo 2 # 0. Aqui 2 é o que chamamos que divisor de zero.

ol

-3 =1. Aqui 3 é o que chamamos que um elemento inversivel.

Definicao 1.9. Um elemento @ # 0 € dito divisor de zero se existe b # 0 tal que

a-b=0.

Definicdo 1.10. Um elemento a # 0 é dito inversivel se existe b # 0 tal que

a-b=1.

Neste caso dizemos que b é o inverso multiplicativo de a.

Exemplo 1.8. Construa a tabela de (Zs,-) é determine todos os divisores de zeros de Zs

e 0s elementos inversiveis com seus inversos multiplicativos.

0[1|2(3[4|5|6]|7
0(f0/0|0|0|0O|0|0|0
10123 |4|5|6|7
210(2/4|6|0|24|6
311013614725
4104040404
5(0(5(2|7|4|1|6|3
6(0/6[4]2/0|6|4|2
7107654321

Portanto os divisores de zero de Zg sao 2 4, 6, pois
2:-4=0 e 4-6=0

e os elementos inversiveis de Zg sao 1, 3, 5, 7, pois

1-T=1 e 1 é seu proprio inverso multiplicativo.
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3-3=1 e 3 ¢ seu proprio inverso multiplicativo.
5-5=1 e 5 & seu proprio inverso multiplicativo.
-7T=1 e 7 éseu proprio inverso multiplicativo.

Proposicao 1.11. Sejaa € Z,

(1) Dizemos que @ é um divisor de zero se, e somente se, MDC(a,n) > 1.

(2) Dizemos que @ € inversivel se, e somente se, MDC(a,n) = 1.

Portanto temos o sequinte:

Z,=A{0} |J {a | MDC(a,n)=d > 1} |J {a | MDC(a,n) =1}

divisores de zero inversives

1.5 A Funcao fi, ¢ de Euler

Definicao 1.11. Para qualquer inteiro positivo n, definimos a fungao phi de Fuler,
denotado por ¢ como a quantidade de inteiros positivos menores que n e coprimos com n.

Em outras palavras,
©o(n) = nimero de elementos do conjunto {x € N; 1<z <n e mde(r,n) =1}
Exemplo 1.9.

(1) Seja n = 12. Os inteiros menores que 12 e sio coprimos com 12 sao {1,5,7,11}.
Portanto ¢(12) = 4.

(2) Sejan = 15. Os inteiros menores que 15 e sao coprimos com 15 sao {1,2,4,7,8,11,13,14}.
Portanto p(15) = 8.

(8) A tabela abaizo mostra os valores da fungao @(n) para os 20 primeiros inteiros

POSItivOoS.

| n [1]2]3]4[5][6]7[8]9[10]11[12][13][14]15[16[17][18]19[20]
lo(n) [1]1]2]2[4]2]6[4]6][ 4104 [12] 6|8 [8[16] 6 |18] 8]

Tabela 1 — Os 20 primeiros valores de ¢

Lema 1.4. Se p € um nimero primo, entao p(p) =p — 1.

Demonstragao. Por definigao, ¢(p) é a quantidade de inteiros positivos  menores que p e
coprimos como p. Mas, como p é primo, todo inteiro z, 1 < x < p — 1 é coprimo com p.

Assim ¢(p) =p — 1. O
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Lema 1.5. Sejam p um nimero primo e n € N. Entdo

n—1

e(@) =p"'p—1)=p""-0(p).

Demonstracao. Temos que contar a quantidade de inteiros entre 1 e p™ que sao coprimos
com p". Faremos isso de uma maneira indireta: contaremos quantos inteiros entre 1 e p"
nao sao coprimos com p™.

Os inteiros que nao sao coprimos com p™ sdo exatamente os multiplos de p. Os multiplos

de p entre 1 e p” sao:

2

b, 2p7 3p7 D

Portanto existem, p"~! multiplos de p entre 1 e p".

Logo

©(p") = nidmero de elementos do conjunto {x € N; 1 <z <p" e mdc(z,p") =1}

[ ntmero de elementos do conjunto numero de elementos do conjunto
{reN; 1<z<p"}

1

=p"—p" ' =p"p—1)=p"""p(p).

Exemplo 1.10.
(i) p(27) = ¢(3°) =3%p(3) =9-2=18
(ii) ©(625) = p(5%) = 53p(5) = 125 - 4 = 500.
Lema 1.6. A funcdio de Euler é multiplicativa, isto €, quaisquer que sejam n e m niumeros
naturais satisfazendo MDC(n,m) =1 (m e n sao coprimos) teremos
p(m-n) =¢(m) - o(n)

Corolario 1.3. Sejam p1, pa,-- -, pr numeros primos distintos € ny, Ng, -+ , Ny NUMETOS

naturais. Entao:

oo m o) = (o0 =) (e ) (e = 0.

Demonstracao. Consequéncia direta do teorema anterior e da Lema 1.5. O

Exemplo 1.11.

(a) p(100) = (2% - 5%)
= ©(2%) - p(5%)
=2'9(2) - 5'(5)
—92.1.5-4=140

{zreN; 1<z<p"” e mde(z,p") # 1}

|
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(b) ¢(120) = (2% - 3-5)
= 0(2%) - ©(3) - 9(5)

=2%0(2)-2-4
—4.1-2-4=32
1.6 Grupos

Defini¢ao 1.12 (Grupo). Dados um conjunto nao vazio G e uma operag¢io bindria
x 0 9 xS — 8, dizemos que G é um grupo com respeito a operacdo * se 0s sequintes

axiomas sao satisfeitos:

(G1) * é associativa, ou seja,

(axb)xc=ax(bxc), Va,bceqG

(G2) Eziste um elemento neutro para a opera¢io *, ou seja,

Jde € G tal que axe=exa=a, VYaeG

(G3) Eziste elemento inverso para todo elemento de G, ou seja,
VaeG, dd € G tal que axa =d xa=ce
Observagao 7.
e Ao exigir que a operacao * seja uma operacdo bindria em G, jd estamos exigindo
que ela seja fechada em G, isto €, dados a,b € G, entdo a*xb € G.
e O elemento neutro € unico

e O elemento inverso € unico

e Por motivo de simplicidade usaremos a expressio “(G,*) é um grupo” para significar

que G € um grupo com respeito a operacao *.

e Para firar a notacio vamos denotar o inverso de um elemento a € G por a™!.

Defini¢ao 1.13 (Grupo Abeliano). Um grupo G é chamado de grupo abeliano (ou grupo
comutativo) se

axb=>bxa paratodo a,be G.

Observe que se G' é um grupo abeliano, entdo (a *b)™! =a~ ! xb7L.
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Definigao 1.14 (Grupo Finito). Um grupo G é chamado de grupo finito, quando G
contiver um numero finito de elementos. Neste caso, definimos a ordem de G, denotada
por |G|, sendo o nimero de elementos de G.

Quando G ndo é um grupo finito, dizemos que G € um grupo de ordem infinita, ou seja,

isto ocorre quando o grupo G contém infinitos elementos.

1.6.1 Exemplos

Exemplo 1.12. O conjunto dos nimeros inteiros (Z,+) munido da operag¢io de soma é

um grupo abeliano de ordem infinita, pois Z contém uma quantidade infinita de elementos.

Exemplo 1.13. O conjunto (Z,,+,) das classes médulo n, com a opera¢io usual de soma
+n, € um grupo abeliano. Veja que (Z,,+,) € um grupo finito, pois Z, = {0,1,--- ,n —1}
contém uma quantidade finita de elementos, a saber, (Z,,~+,) € um grupo de ordem n.

Denotamos isso por |Z,| = n.

Exemplo 1.14. O conjunto dos nimeros racionais nao nulos (Q*,-) munido da opera¢io

de multiplicagcdo, € um grupo abeliano de ordem infinita.

Exemplo 1.15. Se p for um nimero primo entio Z); = {a € Z,| MDC(a,p) = 1} =
{1,--- ,p—1}. Portanto, (Z),-,) € um grupo abeliano finito de ordem |Z}|=p — 1.

PP

Exemplo 1.16. Em geral, seja 2 = {a € Z,| MDC(a,p) = 1}. Entao, (Z),+,) é um

grupo abeliano finito de ordem |Z)| = ¢(n).

1.6.2 Subgrupo e Subgrupo Ciclico

Defini¢ao 1.15 (Subgrupo). Sejam (G, *) um grupo e H um subconjunto nao-vazio de
G. Dizemos que H é um subgrupo de G se H, munido da operagio x do grupo G, for um

grupo, ou seja, se (H,x) for um grupo.

Proposigao 1.12 (Critério do Subgrupo). Seja H um subconjunto ndo-vazio de um grupo

G. Entao, H € um subgrupo de G se, e somente se,
axb™ € H para todo a,be H.

Definigao 1.16 (Poténcias de um Elemento). Sejam (G, *) um grupo e a € G. Definimos

as poténcias de a por

0

e
"=a"1lxaqa se n€Z,n>1

= (a"t)™ se n€Z, n<0.

SEEE
I
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Denotamos por < a > o conjunto de todas as poténcias de a, ou seja,
<a>={a"|n € Z}
Proposicao 1.13 (O subgrupo gerado por a). Sejam (G, *) um grupo e a € G. Entdo
< a > é um subgrupo de G, chamado de subgrupo gerado por a.

Exemplo 1.17. Dado o grupo (Z,+), entao nZ = {kn|k € Z} =<n > . Em particular,
27 =< 2 > . Observe também que Z =<1 > .

Definigao 1.17 (Grupo Ciclico). Um grupo G é chamado grupo ciclico se G =< a >
para algum a € G, ou seja, G é gerado por um elemento.

Neste caso, dizemos que a € um gerador de G.

Observagao 8. Se G é um grupo ciclico, entao o gerador de G, isto é, o elemento a € G

tal que G =< a >, em geral, ndo € unico. Por exemplo, Zy =<1> e 7y =< 3 > .

Definigao 1.18 (Ordem de um Elemento). Seja G um grupo e seja a € G. Se o subgrupo
< a > for finito, entdo dizemos que a ordem de a, denotada por ord(a), é o nimero de
elementos de < a >, ou seja, € igual a ordem de < a > .

Agora, se < a > for um grupo infinito, entio dizemos que a ordem de a € infinita.
Observacao 9.

e Para o elemento neutro e de um grupo G, temos < e >= {e} e portanto, ord(e) = 1.

Para qualquer outro elemento a € G (a # €), temos ord(a) > 1.
e Se G € um grupo ciclico com gerador a, G =< a >, entdo ord(a) = |G|.

Exemplo 1.18. Considere o grupo aditivo Z, = {0,1,2,3}.

Pela observagao anterior, temos que ord(0) = 1.

=
V
I

e < {0,1,2,3} = Zy. Portanto ord(1) =4

e <2>=1{0,2}. Portanto ord(2) = 2

w

o J o>

Il
—~

0,1,2,3} = Zy. Portanto ord(3) = 4

1.7 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Definigao 1.19 (Classe Lateral). Sejam (G, %) um grupo e H < G. Para cada a € G,

definamos a classe lateral de a a esquerda por
axH:={axhlhec H}
e a classe lateral de a a direita por

Hxa:={hxalh € H}.
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Observagao 10.

1. Se G é um grupo abeliano e se H é um subgrupo de G, entao

Hxa=axH, YVae G

2. Num grupo nao-abeliano, a classe de a a direta pode ser diferente da classe de a a

esquerda.

Proposicao 1.14 (Propriedades das Classes Laterais). Sejam (G, *) um grupo finito,
H<Geabed.

1. aH = bH se, e somente se, b'a € H

2. fo: H — aH definida por f(h) = ah € bijetora. Em particular |H| = |aH|, isto €,

todas as classes laterais tém |H| elementos.

3. Seja ¢ {classes laterais a esquerda} —{classes laterais a direta}
aH —Ha™

Entao ¢ € bijetora.

4. Se aH NbH # 0, entao aH = bH, ou, equivalentemente, se aH # bH, entdo
aH NbH = (.

5. Ezistem elementos ai,as,- -+ ,ar € G, com ay = eg, tal que
G=aHUaHU---UapH, e a unido é disjunta.

Notagao: Denotaremos por (G : H) o ntimero de classes laterais & esquerda que é
igual ao nimero de classes laterais a direita, pelo item (3) da Proposi¢ao 1.14. Também

chamado de indice de H em G.

Teorema 1.4 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao, a ordem de H divide a ordem de G.

Corolario 1.4 (Algumas Consequéncias do Teorema de Lagrange).

1. Sejam G um grupo finito e a € G, entdao a ordem de a divide a ordem de G, isto €,
ord(a)'|G|.

2. Sejam G um grupo finito de ordem n e a € G, entao a™ = eg.

3. Todo grupo de ordem primo é ciclico.
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1.8 Grupo Quociente e Subgrupo Normais

Definigao 1.20 (Grupo Quociente). Sejam (G, *) um grupo e H um subgrupo de G.
Denotamos por
G/H ={ax*H |a € G}

o conjunto das classes laterats da esquerda com respeito a H.

Vamos construir uma operagao binaria no conjunto das classes laterais G/H de
modo a torné-lo um grupo. Para isto precisamos de uma propriedade adicional de H.

Definimos a seguinte operacao no conjunto das classes laterais G/ H :
v:G/HxG/H — G/H

dada por
(aH,bH) — abH.

O problema ¢é verificar que v esta bem definida, ou seja, se ela nao depender da escolha

dos representantes de a e b das classes laterais aH e bH respectivamente.

Proposicao 1.15. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que as classes laterais a
esquerda e a direta de H em G coincidem, isto ¢, aH = Ha para todo a € G.
Entao i € bem definida, isto é, se aH = a1H e bH = biH, com a,ay,b,b; € G, entdo

(CLH, bH) = (Clll‘.,7 b1H>

ou equivalentemente,
abH = a1b1H.

Os subgrupos N para os quais a operagao bindria em G /N estda bem definida recebe

uma denominagao especial.

1.8.1 Subgrupo Normais

Definigao 1.21 (Subgrupo Normal). Seja N um subgrupo G. Dizemos que N é um
subgrupo normal de G (e denotamos N < G) se gN = Ng para todo g € G.

Existe outra caracterizacao de subgrupo normal muito usada. Para descrevé-la
precisamos considerar o seguinte conjunto. Sejam H um subconjunto do grupo G e a € G.

Definimos o subconjunto aHa~! de G por
aHa ' = {aha™'|h € H}

Proposicao 1.16. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a € G.
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1. aHa™ ' é um subgrupo de G

2. aH = Ha se, e somente se, aHa™' = H.
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2 Representacao Decimal de Niime-

ros

2.1 Classificacao dos niimeros decimais

Definigao 2.1. Numero decimal é representado por somas (finitas ou infinitas) de termos

1

Tg» isto € da forma

que envolvem poténcias de 10 ou de

10" + g - 10" 4o ay - 100+ ag - 100+ dy - 5+ do 1 F by s

Todo numero decimal € representado pela sequéncia dos coeficientes:

ApQp—1 - - - ao,d1d2 Ce

A wvirgula € utilizada ( no Brasil) como um separador decimal (em alguns outros
paises, utiliza-se um ponto) que indica o comego da parte menor do que a unidade. Apds
. .. A . 1 . . . ~

a virgula, cada digito representa uma poténcia de 5. Os algarismos apds a virgula sio

U

denominados “casas decimais” Os algarismos anteriores a virqula formam a “parte inteira’

do numero.

Teorema 2.1. Toda expressao decimal representa um niumero real e todo nimero real

pode ser representado por uma expressao decimal.

Toda fracao ordindria tem sua representacao decimal obtida por meio do algoritmo

da divisao prolongada, no qual, acrescentam-se sucessivos zeros para continuar o processo
5 -

de divisao. Por exemplo, a representacao decimal de - que ¢ igual 0, 714285 ¢ obtido pela

divisao prolongada conforme Figura 1.
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Figura 1 — A divisao prolongada de %

LT

)
0 0, 714285

Fonte: Produzido pelo autor

Definigao 2.2. Um nimero decimal é finito ou exato (tem um nimero finito de digitos),

quando € representado por uma soma com numero finito de parcelas.

Exemplo 2.1.

1.025=02+005=2 & +5-

2. 3728 =34 0,7+0,02+0,008=3-100+7- L +2- & +8- L

Definicao 2.3. Dizima periodica sdo niumeros que apresenta, na sua parte fraciondria,
apos um numero finito de termos, um bloco de algarismos, nao totalmente nulos, com a
propriedade que, a partir dele, a sequéncia de digitos é constituida exclusivamente pela

repeticao sucessiva deste bloco.

E essa parte que se repete é chamada de periodo e o numero de algarismos chamaremos

de comprimento do periodo.
Exemplo 2.2.
1. 1,3592929292 —  Periodo: 92; Comprimento do periodo: 2
2. 0,285714285714 —  Periodo: 285714; Comprimento do periodo: 6

3. 0,00777777T —  Periodo: 7; Comprimento do periodo: 1

Costumamos denotar o periodo com uma barra superior:

Exemplo 2.3.
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1. 1,3592929292 = 1,3592
2. 0,285714285714 = 0,285714
3. 0,00777777 = 0,007

Observagao 11. O decimal exato pode ser considerada uma espécie de caso particular de
dizima periddica,pois 0,25 = 0,250000... = 0,250.

Definicao 2.4. A dizima periodica simples é uma dizima periodica que $6 tem a parte que

se repete depois da virgula.

Exemplo 2.4. Considere a dizima periodica simples 0,454545...,entdo seu periodo € 45 e

o comprimento do seu periodo é 2.

Definicao 2.5. A dizima periodica composta é a dizima que tem uma parte que nao se
repete sequida de uma parte que se repete depois da virgula.F essa parte que nao se repete
chamaremos de anteperiodo e o numero de algarismos desse anteperiodo é chamado de

comprimento do anteperiodo.

Exemplo 2.5. Considere a dizima periodica composta 0,456666...,entao o seu anteperiodo
€ 45,seu periodo é 6,0 comprimento do seu periodo é 1 e o comprimento do seu anteperiodo
é 2.

Definicao 2.6. Numero irracional é um numero que tem um numero infinito de digitos

depois da virgula,porém estes ndao se repetem de forma periodica. E esses nao serdo muito

citados nesse trabalho.

2.2 Notacoes

Na sequéncia letras maitisculas denotam ntimeros inteiros. A, B, N 0os quais sao

positivos. Sempre que escrevemos a fragao %,assumiremos O<M<NeN2>2.

Letras mintsculas com indices denotam digitos decimais Uma sequéncia como

didsds - - - d,, denota um inteiro ou decimal representado por esses digitos.

Exemplo 2.6. dl = 1, d2 =2e d3 = 5,entdo d1d2d3 =125 e 0,d1d2d3 = O, 125.

1
Para a fracio —, vamos denotar o comprimento do seu periodo por A(N) e o

comprimento do anteperiodo por A(N).



Capitulo 2. Representagdo Decimal de Nimeros

37

Exemplo 2.7.
N S AN | A(N)
N

2 0,5 1 0
3 0,3 0 1
4 0,25 2 0
5 0,5 1 0
6 0,16 1 1
7 0,142857 0 6
8 0,125 3 0
9 0,1 0 1
10 0,1 1 0
11 0,09 0 2
12 0,083 2 1
13 0,076923 0 6
14 0,0714285 1 6
15 0,06 1 1
16 0,0625 4 0
17 | 0,0588235294117647 0 16
18 0,05 1 1
19 | 0,052631578947368421 0 18
20 0,05 2 0

Tabela 2 — O valores de A(N) e A(N) para N =1,2,---

. 20.
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3 Representacao Decimal dos Raci-

onais

Neste capitulo vamos estudar a representacao decimal dos racionais.

Na antiguidade, para facilitar o processo de contagem que era importante para
o desenvolvimento da humanidade, surgiram os niimeros, inicialmente, para representar
quantidades inteiras de objetos, animais ou qualquer coisa que precisasse contar. Porém,
esses nimeros ficaram insuficientes quando ocorriam situagoes que necessitavam de divisoes

sucessivas em partes iguais surgindo assim as fragoes.

M

Teorema 3.1. A representagio decimal de qualquer fragio 5 ou ela é decimal finita ou

uma dizima periodica.

Demonstracao. A fracao % é convertido em uma expansao decimal pela divisao longa de
M por N. Na divisao por N, cada resto é menor que N, e o primeiro resto é M. O resto
em qualquer ponto da divisao determina todos os digitos do quociente a seguir. Em algum
momento, o o resto sera 0, caso em que a expansao termina, ou um numero diferente de
7ero o que ocorreu antes, neste caso a expansao se repete periodicamente. No ultimo caso,
o periodo é o nimero de passos entre os restos recorrentes e ¢ menor que N, uma vez que

apenas restos de 1 a N — 1 sao possiveis.

3.1 Representacao Decimal Finita

Nesta se¢do vamos mostrar que partindo de um nimero racional (escrito em sua
forma fraciondria irredutivel), a decomposi¢ao do denominador em fatores primos determine

se a sua representacao decimal sera finita ou infinita.

Definicao 3.1. Uma representacio decimal finita é um simbolo da forma

o = ap,a10y - - - Ay, (3.1)
em que ag € um numero inteiro > 0 e ay,as -+ ,a, Sao digitos, isto é, numeros inteiros
tais que 0 < a, < 10.
M
N
somente se a decomposicio em fatores primos de N tem apenas 2 ou 5.

Lema 3.1. A representacao decimal de uma fragcdo 5 € um niumero decimal finita se e
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M
Demonstragio. (=) : Suponha que N tem a representacao

s+ 3...0p
N ,010203

aqui s € Z ¢ a parte inteira e cada t; ¢ uma casa decimal de r, ou seja, cada t; ¢ um
nimero inteiro entre 0 e 9. Vamos provar que N ¢ da forma 2¥5' para algum k,! € N.
Note que se t; = 0 para todo j = 1,2--- ,n entao % = s é um numero inteiro e podemos

escrever N na forma como

N = 2950,

Logo, podemos supor que pelo menos uma casa decimal é diferente de zero, ou seja, que
t, # 0. Neste caso

t1tats.. .ty

0,t1tots...1, X 10" = titots...t,, = 0,t1tats...1, = 10n
¢ assim M t1tots...T 10 titots...T
.Uy s X "4+ 1lol3...1p
= = s+ 0 titatg b, = 54 o = .
N TP ST 10"

Assim N|(10"). Portanto N é da forma 2¥5! para algum k,[ € N.

M
(<) : Reciprocamente,seja N uma fracao irredutivel com a M € Z, N = 2P57,com

p,q € Z+.Supondo p > g temos

M M M 5=9  7Nf % 5(P-9)

N 92p5¢  92p5a 5(p—a) - 10p

e daqui podemos concluir que a representagao decimal de % possui p casas decimais. O

caso de p < g é andlogo,o que conclui o lema.

O
Exemplo 3.1. 1 = 0,25 pois 4 =22
Exemplo 3.2. 1—10 =0,1 pois 10 =2-5

Corolario 3.1. Um numero racional possui representacio decimal infinita se somente se
quando escrito na forma irredutivel, a decomposicao em fatores primos do denominador

possui algum fator primo diferente de 2 e 5.

Lema 3.2. O comprimento do anteperiodo de % sonde a decomposi¢io em fatores primos

de N possui apenas os fatores 2 ou 5 ¢ N = 2458 ¢ max(A, B).

1
Demonstragao. Seja N 0,t1tots .. .1,. Entdo o comprimento anteperiodo é n. Agora

1 tibsty... 1y,
2A5B o~
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Portanto
24551 (10™).

Isto é possivel se n = max(A, B).

O

Exemplo 3.3. A(200) = 3, pois ﬁ = 0,005 e temos 3 digitos apos a virgula. Usando o

Lema 3.2, temos que
A(200) = A(2* - 5%) = max(2,3) = 3.
Lema 3.3. Dada qualquer fracao irredutivel % o comprimento da parte decimal é inde-

M
pendente de M e é portanto igual a A(N). E a parte decimal de N ¢ M wvezes a parte

decimal de %

Demonstracdo. Sejam P igual ao comprimento do anteperiodo de % e T seu anteperiodo

e sejam () igual ao comprimento do anteperiodo de % e U seu anterperiodo. Entao

107 M - 109
T— _ .
v v N

P é o menor valor para o qual N divide 10" e da mesma forma @ é o menor valor para
qual N|M -109. Como M e N sio primos entre si,eles ndo tem fatores em comum,entio
N|[10%. @ deve ser o menor valor pelo qual isso vale, pois contrario, se existe S < Q e
N|10% entdo terfamos que N|M - 10° e @ ndo seria o menor valor. Mas P é também o

menor valor para o qual N|107 consequentemente P = Q e U = MT.
O
4 1 . 4 1
Exemplo 3.4. £ =0,8=4-0,2=4-; eainda 3 = A(5) = 1.

Lema 3.4. Sejam H e N niumeros cujas decomposicoes em fatores primos sé tem 2 ou I,

entao
A(HN) < A(H) + A(N).

Demonstracio. Se H= 24 .58 ¢ N = 2¢ . 5P entao temos

A(HN) — A(2(A+C) . 5(B+D))
=max(A+ C,B+ D)
< max(A, B) + max(C, D) = A(H) + A(N)

]

Exemplo 3.5. A(200) = A(10-20) = A(2-5-22-5) = A(2-5) + A(22-5) =1+2 =3,

.1 . 1 1
pois 555 = 0,005 € ainda 157 =0,1 e 55 =0,05.
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Lema 3.5. Seja N um numero cuja decomposicdo em fatores primos so tem 2 ou 5, entdo

A(N*) = K - A(N).

Demonstracio. Se N = 2¢ - 5P entao

A(NE) = A(2%C . 55P) = max(KC, KD) = K - max(C, D) = K - A(N).

Exemplo 3.6. A(50) =2, pois % =0,02. Logo, usando Lema 3.5, temos que

A(50%) = A((2-5%)%) = 3.A(2-5%) = 3-2 = 6. E observe que =55 = 152555 = 0, 000008,

Construimos na Tabela 3, os valores de A(2X), K =1,2,---,10.

K| 2K o A(2F)
1] 2 0,5 1
2 | 4 0,25 2
3] 8 0,125 3
4 | 16 0,625 4
51 32 0,03125 5
6 | 64 0,015625 6
7 | 128 | 0,0078125 7
8 | 256 | 0,00390625 8
9 | 512 | 0,001953125 9
10 | 1024 | 0,0009765625 | 10

Tabela 3 — Decimais e comprimento do anteperiodo de QLK para k =1 até 10.

3.2 Dizima periédica simples
Considerando a Defini¢ao 2.4, iremos mostrar que toda dizima periédica simples

pode ser escrita como uma fragdo de denominador 107 — 1.

105‘_1 ,onde R =

Lema 3.6. Para qualquer dizima periddica simples 0,didy...d, =

dids .. .d, e seu periodo e p é o comprimento do periodo.

Demonstracao.

0,didy ... d, = 0,dydy...dy+0,00...0dydy...dy+0,00...0dydy...dy+---
p zeros 2p zeros

Cdydy. . d,  dydy. . .d,  dyds...d,
T 102» 10%°

Portanto a dizima periddica é uma série geométrica convergente. onde o primeiro termo ¢é

0,dyds . ..d, e sua razao ¢ 107P. Logo a soma
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0,dids...d, 7 R
1—-10» 1-10"" 10»—1
O
_ 125 125
E lo 3.7. 0,125 = =
xemplo ’ 10°— 1 999

M
N
somente se,a decomposicio em fatores primos de N nao tem os algarismos 2 ou 5, ou seja
MDC(N,10) = 1.

Lema 3.7. A expansdo decimal de uma fracao ¢ uma dizima periodica simples se e

Demonstragio. Seja X a forma reduzida de —£—. Como M e N nao tenham fatores

N 10P—1°

comuns N divide 107 — 1.
Cada fator primo de N também divide 10 — 1. Mas 2 e 5 nunca pode dividir
10” — 1 pois o tltimo digito de 10F — 1 é sempre 9, entdo a decomposicio de N nio tem

os algarismos 2 ou 5.

De forma anédloga demonstramos que se N nao tem na sua decomposicao em fatores

M

~ ¢ uma dizima periodica simples.

primos os nimeros 2 ou H,a expansao decimal de

Exemplo 3.8. % = 0,4, pois 27 = 33 e ndo tem 2 ou 5 na sua decomposicao.

1
Corolario 3.2. Seja N tal MDC(N,10) = 1, entdo o comprimento do periodo de N é o

menor inteiro p > 1 tal que 10P — 1 € divisivel por N. Alem disso o periodo € o quociente

desta divisdo.
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N | Expansao decimal de % Menor inteiro positivo tal que N divide 107 — 1
3 103 10! —1=3-3

7 | 0,142857 106 — 1 = 7- 142857

9 |01 10! —1=9-1

11 | 0,09 102—-1=11-9

13 | 0,076923 106 — 1 = 13- 76923

17 | 0,0588235294117647 106 — 1 = 17 - 588235294117647

19 | 0,052631578947368421 10*® — 1 =19 - 52631578947368421

21 | 0,047619 106 — 1 = 21- 47619

23 | 0,0434782608695652173913 102 — 1 = 23 - 434782608695652173913

27 | 0,037 103 —1=127-37

29 | 0,0344827586206896551724137931 | 10%® — 1 = 29 - 344827586206896551724137931

Tabela 4 — Uma ilustragdo do Corolario 3.2 para pequenos valores de n.

Lema 3.8. Dada qualquer fracdao irredutivel % , seu periodo € independente de M e é

1
portanto igual o periodo N De fato o periodo de % ¢ igual M wvezes o periodo de %

Demonstracio. Seja p o comprimento do periodo de % e R seu periodo e Q seja o
comprimento do periodo de % e S seu periodo, entao R = LN_l e S = %Q_l Péo
menor valor para o qual N divide 10” — 1 e analogamente ) é o menor valor para o qual N
divide M (10971),como M e N sdo primos entre si,eles ndo tem fatores em comum,entio
N divide (10971).Q deve ser o minimo valor para o qual isso vale,desde que tenhamos
T < Q e N dividindo 107! entdo terfamos que N divide M. 10771) e Q nao seria o menor
valor,mas P é também o menor valor para o qual N divide 107~!.Consequentemente

P=QeS=MR

4 _ — 1 _
Exemplo 3.9. 9= 0,4=4-0,1, pois 9= 0,1
Lema 3.9. O comprimento do periodo A(N) de % nunca excede N — 1.

Demonstracao. Todos os restos da divisao de M por N estao entre 1 e N — 1. Sempre
que qualquer um deles ocorrer pela segunda vez uma parte peridédica é estabelecida,

consequentemente o periodo esta sempre entre 1 e N — 1.
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Exemplo 3.10. A\(19) = 18, pois % = 0,052631578947368421, ou ainda A\(7) = 6,pois
1/7 = 0, 142857

Lema 3.10. Se o periodo de 5 é R e A(N) = N — 1 entio o periodo de % ¢ uma

permutacao ciclica de R.

Demonstra¢io. Como 0 < M,J < N e A(N) = N —1, todo inteiro de 1 até N —1,incluindo
M e J,deve ocorrer como um dos restos do calculo da expansao decimal de % . O numerador
¢é sempre o primeiro resto em qualquer um dos calculos, entao J ocorrera como resto em
algum momento na expansao decimal de % Quando isso acontece, o digito em % naquele

’ . . ’ . i
ponto sera o primeiro digito de .

Como os digitos subsequentes dependem somente do resto atual, os digitos de

2|~ 2w

repetira os digitos de % mas iniciando em um diferente ponto, ou seja, os digitos de

serao uma permutacao ciclica doa digitos de %

U

Exemplo 3.11. Vamos considerar N = 7. Entdo

0,142857 — 0,428571 — 0,285714 — 0,857142 — 0,571428 — 0,714285 — 0,142857
4
R e e
As Tabelas 5 até Tabela 8 abaixo ilustra o exemplo da representacao decimal de %

para M =1 até M = 21 onde p(21) = 12 e A(12) = 6.
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0,190476

0,238095

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

Tabela 5 — Decimal representacoes de

M
217

M=1,---21.
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M 2z M z

1 | 0,047619 2 | 0,095238
10 | 0,476190 20 | 0,952380
16 | 0,761904 11 | 0,523309
13 | 0,619048 5 | 0,238095
4 | 0,190476 8 | 0,380952
19 | 0,904761 17 | 0,809523

Tabela 6 — Os dois ciclos nas quais 2—]\{ se reduza.

M| o
3 | 0,142857 iy

M| 5
9 | 0,428571 -

7 10,3
6 | 0,285174

14 1 0,6
18 | 0,857142

21 10,9
12 | 0,571428

Tabela 8 — O ciclo na qual %
15 | 0,714285 reduza a %
Tabela 7 — O ciclo na qual %
reduza a 4.

7

Lema 3.11. Se A(N) = N — 1, entdo N € primo.

Demonstracio. Se N fosse composto, entao % seria redutivel para %, para algum K < N.
Como A(N) nunca pode exceder N — 1, temos A\(K) nao poderia exceder K — 1 que
¢ menor que N — 1. Mas pelo lema anterior A\(K) = A(N) = N — 1. Contradigao, e

consequentemente N é primo.

O

Exemplo 3.12. \(7) = 6, poisl/7 = 0,142857
Observagao 12. A reciproca do Lema 3.11 € falsa.
Por ezemplo A\(3) =1 # 2 pois 1/3=10,3 e A\(11) = 2 # 10,pois 1/11 = 0,09

Se AM(N) < N — 1 entao podem existir multiplos ciclos de comprimento A(/N). Isso

pode ser expresso mais precisamente a seguir.
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Lema 3.12. A\(N) divide ¢(N),onde ¢(N) € a fungao fi de Euler.

Demonstragio. A fungao fi de Euler ¢(/N) é o niimero de inteiros primos com N, menores

que N. Isto é portanto o nimero de inteiros M < N tal que % é irredutivel. O nimero de
ciclos do comprimento A(N) é % O

N 3|11 ]13|17119]21|23|31|33|37|39]41]51

AN)[1]2]6 [16]18[12]22]15] 23] 6 |5 |16
o(N) [ 2]10712 16 |18 |12] 2230|2033 |24 | 40|32

Tabela 9 — Alguns valores que mostram que A(N) divide ¢(N)

Lema 3.13. )\ ndo é multiplicativo por niumeros inteiros que nao tenham 2 ou 5 na sua
decomposi¢cao em fatores primos. Isto é para H e N inteiros que nao possuem 2 ou 5 na
sua decomposicao em fatores primos,\(HN) ndo é necessariamente igual A\(H) - A\(N) e
AMNK)) ndo é necessariamente igual a I - \(N).

Demonstracao. Usaremos exemplos para mostrar o nosso lema.

1

TomemosH:7eN:11,%: e% e

7
AMH)=6e A(N)=2,1logo N\(H).AN(N) =12 e A(HN) = \(77) = 6.

E concluimos neste caso que A(HN) # A(H) - A(N)

E ainda para N = 7 e K = 2 termos que A(7?) # 2. A(7),pois A(7?) = 42 e \(7) = 6.

O que mostra o nosso lema.

3.2.1 Propriedade dos noves

Definicao 3.2. Dizemos que um numero M tem a “propriedade dos noves” se M =

999...99 (N digitos iguais a 9 ). Podemos mostrar que

999...99 =10~ —1.
N———

N digitos iguais a 9
Analogamente dizemos que um niumero M tem a “propriedade das unidades” se

10V —1
M = 111...11 = 0 .
N——— 9

N digitos iguais a 1
Mais geral dizemos que um niumero M tem a“propriedade dos digitos d” se

M= ddd..dd =d- (111...11) :g<10N—1).
—_—— NI 9

N digitos iguais a d N digitos iguais a 1
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]

Lema 3.14. Cada primo P, exceto 2, 3 e 5, divide wm numero com a propriedade das
unidades. Isto é P divide 111...11 = % para algum N < P.
—_—
N digitos iguais a 1

Demonstracao. Seja N o comprimento do periodo de % e R seu periodo. Entao

1 R
ﬁ = 10]\[7_17 para algum N < P.
Logo
P-R=10"-1=999...99 =9. 111...11
— —_—
N digitos iguais a 9 N digitos iguais a 1
Como P # 3 entao P divide 111...11 . m
—_—

N digitos iguais a 1

Observacao 13. Para P =3, N = P, pois 3 divide 111.
Exemplo 3.13.
1. 7 dwvide 111111 ou seja, 111111 = 15873 - 7.

2. 13 divide 111111111111 ou seja, 111111111111 = 8547008547 - 13

M
N

de 2 ou 5 e A(N) € par, entdo a soma das duas metades do periodo é um nimero com a

Lema 3.15 (Teorema de Midy). Na expansdo decimal de se N é primo diferente
propriedade das noves.
Isto é se \(N) = 2L e o periodo € ajasy...agb;y ...by.

Sejam A=ay...a;, e B="by...by, entdo

A+B=10"—-1= 999...99
N————

L digitos iguais a 9

Um numero N que satisfazer as condicoes do Lema é dito “tem a propriedade de nove”.

Demonstragdo. Seja L = % - A(IV), o comprimento de cada metade, e seja R o periodo.
A expansao decimal é uma dizima periddica pois a decomposi¢ao em fatores primos de
N nao tenha os digitos 2 ou 5. % ¢ uma fracao irredutivel para todo M pois N é primo.

Temos que
M R

N 1021
Como N é primo, entao N|(10% 4 1) ou N|(10¥ — 1). Mas se N|(10* — 1),entdo A(N) seria
L, entanto assumimos que A\(N) = 2L. Logo N|(10% + 1).

e N|(10*! —1) = (10% +1).(10% — 1).

Considere A = 21(10% + 1) — 1. Entdo A é um inteiro com 0 < A < (10% — 1) pois
N|(10Y + 1) e M < N. Entdo A tem entdo no méximo L algarismos.
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Denotamos A = ajas - - - ay, e consideremos B = 10 — 1 — A, no qual é inteiro com
0 < B < (10L71) e denotamos B = byby - - - by.

Vamos computar
a1ay - - - aLble e bL = AlOL —+ B

M M
= |—(10°L+1) — 1| 10* + 10* — 1 — [NmL - 1}

N
M M M
= —(10" + 1)10* — — (10" — 1) = — (10" + 1)(10* — 1
0%+ 1)10° — (107~ 1) = (107 + 1)(10F ~ 1)
M
A e B sdo as duas metades da parte periédicae A+ B =10 —1= 999...99 . O
—_—

L digitos iguais a 9

Exemplo 3.14.

1
1. N =13 tem a propriedade de nove, pois A\(13) = 6 par e = 0,076923 e 0764923 =
999

1
2. N =17 tem a propriedade de nove, pois A(17) = 16 par e = 0,0588235294117647
e 05882352 4+ 94117647 = 99999999.

Corolario 3.3. Se N divide 10P + 1, sendo p primo, entao N tem a propriedade dos noves.
Exemplo 3.15.

10341 = 1001 = 7-11-13. Portanto além dos numeros 7, 11 e 18 sio niimeros com
a propriedade dos noves, temos também que 77,91,143 e 1001 sao niumeros de tem a

propriedade dos noves.

717 = 0,012987 e 012 + 987 = 999.
1 ___
o1 = 0,010899 e 010 + 989 = 999.

1 ____
= 0,006993 e 006 4 993 = 999.

Tool — 0,000999 e 000 + 999 = 999.

3.2.2 Dizima periddica simples e a Estrutura Grupo

1
Lema 3.16. Na expansao decimal da fracao N om MDC(N,10) = 1, temos que os
restos na divisao de 1 por N forma um subgrupo ciclico H, gerado por 10, do grupo
multiplicativo (Zy, ®n) de ordem A(N). Isto é

H = {10, 10*,--- ,10*™ =1} ( mod N)

Além disto, temos

classes laterais a ®n H em (Zy, ®n).
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Exemplo 3.16. Vamos considerar a fragdo 39"

1 _
© 3= 0,025641. Logo A\(39) =6

e 9(39) = (3-13) = p(3) - p(13) =2-12 = 24.

O grupo (Zsg, ®39) € um grupo com 24 elementos. Isto é

Fazendo a divisao longa de 1 por 27, conforme a Figura 2 abaizo os restos da divisdao

forma o subgrupo ciclico de ordem A(39) = 6.

Figura 2 — A divisao prolongada de % com os restos circulados.

| 39
0 0, 025641
-
(10)0
78
@
19 5
(25)0
23 4
ok
(40

Fonte: Produzido pelo autor

Na divisio prolongada, o resto sempre determina inequivocamente (de acordo com
o algoritmo de divisao) tanto o digito da expansdo decimal quanto o proximo resto.

Poderiamos ilustrar esse processo na Tabela 10

Olhando para a Tabela 10, fica claro que se tomarmos, alternadamente, como divi-

dendo os numeros 10, 22, 25, 16 e 4 diferentes de 1 em nosso subgrupo, a expansdo
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Resto do subgrupo || 1|10 ]22|25 |16 |4
O digito do periodo | 0| 2 | 5 | 6 | 4 |1

Tabela 10 — Restos do subgrupo na divisao % e os digitos que eles produzem

1
decimal deve sempre se repetir ciclicamente a expansio — = 0,025641

39 . Isto €

0,025641— 0,256410— 0,564102— 0,641025— 0,410256 — 0,102564— 0,025641

1 10 22 25 16 4 1
39 - 39 - 39 - 39 - 39 - 39 - 39

Isso também pode ser ilustrado por um circulo, veja a Figura 3 .
Figura 3 — A divisao prolongada de 3—19.

10
39

22
39

16 25
39 39

Fonte: Produzido pelo autor

e Temos

4
\39) =5 = 4 classes laterias de H em (Zzg, ®39).

2
e Agora vamos fazer a divisao longa 39 onde o dividendo 2 nao pertence ao subgrupo
H.
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Figura 4 — A divisdo prolongada de % com os restos circulados.

2 | 39
0 0,051282

@
L
195
()0
39
(110
78
(32)0

31 2

®)0

78

@

Fonte: Produzido pelo autor

Agora os restos sao 2, 20, 5, 11, 32 e 8, e também pertencem ao conjunto Z3,. Eles

forma a classe lateral esquerdo (ou direito) de H em Zs3y contendo 2. Isto é

2030 H={2@3h |he H}
={2©301, 2©3910, 2®3922, 2@©3925, 23916, 2©394}
— {2, 20, 5, 11, 32, 8}

2 _
A divisdo 39 108 dd o decimal 0,051282 (ver Tabela 11).

Resto do subgrupo || 220|511 |32 |8
O digito do periodo | 0| 5 |1| 2 | 8 |2

Tabela 11 — Restos do subgrupo na divisao % e os digitos que eles produzem

O comprimento do periodo é novamente 6. Olhando para a Tabela 11, fica claro que se

tomarmos, alternadamente, como dividendo os numeros 20, 5, 11, 32 e 8 diferentes

de 2 em nosso subgrupo, a expansao decimal deve sempre se repetir ciclicamente a
2 I

erpansao 39~ 0,051282. Isto é

0,051282— 0,512820— 0,128205— 0,282051— 0,820512 — 0,205128— 0,051282

2 20 5 > 5 4o, 2, &8, 2

39 - 39 39 39 39 39 3

=)

Isso também pode ser ilustrado por um circulo, veja a Figura 5 .
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Figura 5 — A divisdo prolongada de %.

2 20
39

39 39

Fonte: Produzido pelo autor

e Da formas andlogas, temos as outras 2 classes laterais:

TO3H={7T@®3h |hec H}
={TO31, TO3010, 7®3922, 73925, 7O3916, 7394}
— {7, 31, 37, 19, 34, 28}

7 -
que corresponde a divisao 39 = 0,179487. E logo a representacao ciclica

0,179487— 0,794871— 0,948717— 0,487179— 0,871794 — 0,717948— 0,179487
7 31 37 19 34 28 7
39 7 39 39 7 39 7 39 39 39

o A dltima classe lateral é

={14@3 1, 14 @310, 14 @39 22, 143925, 143916, 14 @394}
— {14, 23, 35, 38, 29, 17}

14 -
que corresponde a divisao 39 = 0,358974. E logo a representacdio ciclica

0,358974— 0,589743— 0,897435— 0,974358— 0,743589 — 0,435897— 0,358974

14 23 35 38 29 17 14

39 — 39 39 39 39 39 39

— — — — —

e Temos o Grupo Quociente

Zsg/H ={H, 2©39 H, 7T©39 H, 14 ©39 H}.
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Vamos formar a Tabela de Cayley:

H 2030 H | TO3H |14 ©3 H

H H 2030 H | TO3H |14 @39 H

2030 H | 2©3 H H 14 @39 H | 7TO3 H

TO3H | TO39 H | 14 ®39 H H 2©39 H
14@30 H || 14 @39 H | TO30 H | 2©39 H H

Tabela 12 — O grupo quociente Zzy/H
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4 Proposta de Atividades para o En-

sino Médio

Segue algumas ilustracoes de como fazer a aplicagdo em sala de aula para que o
aluno perceba que ao fixar o denominador e mudar os numeradores encontraremos uma
permutacao ciclica existente na divisao sem que saiba as definigoes da mesma e ainda
encontrar o periodo das dizimas sem fazer as contas,apenas observando o que ocorre nos

ciclos dados.
Observando as dizimas periddicas

Conteudo

Ntumeros decimais e dizimas periddicas.
Objetivos
o Proporcionar ao aluno uma aula mais prazerosa sobre os nimeros decimais.
o Recorrer aos ciclos para observar o que acontece com a parte periddica.
« Incentivar a pesquisa e observagao dos alunos,agucando o interesse pela disciplina.
Anos Ensino fundamental e médio.
Tempo estimado Trés aulas.
Duragao: 3 aulas de 50 minutos
Desenvolvimento
12 etapa
Entrega do material da apostila aos alunos para apreciagao.

Sondagem: Pedir para que eles observem os circulos dados e encontre uma associacao

com as fragoes dadas.
Organizacao da turma:
A organizacao pode ser feita em grupos de no maximo 5 estudantes.
2% etapa

Proponha célculos das divisdes das fragoes dadas e persista na observacao dos

circulos.

Adaptacao: Se, nessa atividade, o educador notar que a turma esta com dificuldades
de perceber a regularidade e generalizar o procedimento adotado, pode levar um dos circulos

ao quadro e comegar as associagoes.
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3% etapa

Pedir para os grupos completarem as lacunas sem o uso de célculos e apenas
observando os circulos dados. E criar os outros ciclos sugeridos da tabela citada no

material.

Encadeamento das etapas: a progressao do desafio continua aqui. Com a atividade
proposta, a classe pode avancar mais um pouco e estender o conhecimento para outras

fracoes.
Avaliacao

Proponha outras fragdes que possam ser resolvidas com o que sabem agora sobre
essa repeticao dos niimeros. E assim o professor consegue perceber a assimilacao do

contetido para avaliar individualmente cada aluno dos grupos.
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Atividade :

» Fixa b € N tal que MDC(b, 10) = 1.

[lustramos com por exemplo seja b =7 ou b = 21.

a
o Peca os alunos para determine a quantidades de a‘s tal a fracao 7 é irredutivel. Esta
quantidade ¢é ¢(b). (O professor ndo precisa falar nada sobre a funcao fi de Euler

para os alunos.)
Com b =7, os valores de a sdo 1, 2, 3, 4, 5, 6. Portanto ¢(7) = 6.

Com b = 21, os valores de a sao 1, 2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20. Portanto
p(21) = 12.

. a .
o Agora pega para escreve a fracao 7 na forma decimal (sem usar a calculadora),

1
comegando com 5 E determine o periodo A(b).

e Deduzir que A(b) divide ¢(b).

« Se o periodo A(b) = ¢(b), (que é o caso quando b = 7) na expansao decimal, o aluno
deve verificar que outras escolhas do numerador a também fornece uma repeticao

ciclica do resultado de —.

b
1 - 2 3 -
Por exemplo - = 0,142857 e - = 0,285714, 7= 0,428571, - - -

Agora complete as lacunas abaixo observando o ciclo dado acima.

~i=

e
|

BN

(=

s

1
o Faca uma tabela ou um grafico para ilustrar. Fizemos o grafico de - abaixo.
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Figura 6 — O relégio decimal para o denominador 7.

5
7

1
7

0, 714285
Do
T
A0
@0 7 7
14
G0
56
40
35
®
6 2
7 7
Fonte: Produzido pelo autor
, ) .
« Se o periodo A(b) < ¢(b), entao ) daria o nimero de classes laterais em grupo
multiplicativo Z; .
0(21) 12

el = 5 = 2 classes laterias.

Por exemplo quando b = 21, temos

/

a
Escolhe um representante o’ de cada classe lateral e faga as divisoes 7 Elabore
tabelas, graficos ou outras ilustragdes para obter uma apresentacao compacta para

C . a
todas as divisoes 7

a
o Explique por que o comprimento do periodo da divisao 7 nao depende do numerador
a.

o Mostre que b sendo primo nao garante o comprimento maximo b — 1 do periodo na
a

divisao —.
b
« Encontre todos os primos p < 50 que geram o comprimento maximo p — 1 do periodo

pelo divisoes —.
p

2 p . .. ; ... a
e E possivel obter a comprimento maximo do periodo pela divisao 7 se b for um

numero composto? Examine e explique.
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Conclusao

A concretizagao dessa dissertacao alcangou,como um dos objetivos almejados,o
desenvolvimento de uma sequéncia didatica que contribuisse na significacdo e compreensao
dos contetudos expostos nessa dissertacao. Iniciar com o estudo das representagoes decimais
nos possibilitou um melhor embasamento tedrico para demonstrar o que propoe o trabalho:
observar o posicionamento dos algarismos da parte peridédica de uma dizima peridédica

simples.

No decorrer do processo de pesquisa surgiu a necessidade de criagao de um ma-
terial de apoio para aplicagao em sala de aula visando a melhora do processo de ensino-
aprendizagem dos alunos do Ensino Fundamental e Médio. A partir dai foi criada uma
sequencia didatica para ser disponibilizada para os professores que se interessarem em

aplicar.

Espera-se que com a utilizacao desse material os alunos tenham uma melhor
exemplificagdo e compreensao do posicionamento dos algarismos da parte periddica de
uma dizima periddica simples visto que as demonstragoes formais apresentadas no decorrer

desse trabalho sao muito complexas para o entendimento desses alunos.

E papel do professor buscar alternativas para melhorar o entendimento e agucar o

interesse dos seus alunos.
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