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Resumo

Nesta dissertagao, apresentamos algumas Construgoes Geométricas usando o "Numero
de Prata". Abordamos um pouco da historia da matematica argentina Vera Martha Wi-
nitzky de Spinadel, responsével pela definigao da familia dos ntimeros metalicos. Antes
de introduzir os principais resultados, abordamos os conceitos basicos de sequéncias de
nimeros reais, progressao geométrica e recorréncia linear. FEm seguida, abordamos a cons-
trucao do retangulo de prata e a Razao de Prata e definimos a sequéncia das areas dos
retangulos de prata. No capitulo 2, abordamos a construcao do retangulo de prata e da
razao de prata e definimos a sequéncia (R,,)nen dos retangulos de prata, a partir de um
retdngulo de prata dado. Em seguida, definimos (a,)nen € (AR, )nen as sequéncias dos
lados e das areas dos retangulos R;, respectivamente e verificamos algumas identidades
que tais sequéncias satisfazem. No capitulo 3, definimos a PirAmide de Prata, e a partir
dela, definimos (A,,)nen @ sequéncia das areas das superficies das piramides de prata
e verificamos algumas identidades. Estabelecemos a piramide de prata, e a partir dela
criamos uma sequéncia das areas das superficies das piramides de prata. O tultimo capi-
tulo foi destinado a construcao das trés primeiras piramides dessa sequéncia de prata na
impressora 3D no IFMAKER do Instituto Federal do Acre, onde os estudantes realizaram
algumas observagoes, principalmente em relacao a area e ao volume dessas piramides,
observando um grande ntmero de construgoes.

Palavras-chave: Razao de Prata; Retangulo de Prata; Sequéncias; Piramide de Prata;
Impressora 3D.



Abstract

In this dissertation, we present some Geometric Constructions using the "Silver Number".
We cover a little of the history of Argentine mathematician Vera Martha Winitzky de
Spinadel, responsible for defining the family of metallic numbers. Before introducing
the main results, we address the basic concepts of sequences of real numbers, geometric
progression and linear recurrence. Next, we address the construction of the silver rectangle
and the Silver Ratio and define the sequence of the areas of the silver rectangles. In chapter
2, we discussed the construction of the silver rectangle and the silver ratio and defined
the sequence (R,,)nen of silver rectangles, starting from a given silver rectangle. Then,
we define (a,)neny and (Ag, Jnen the sequences of the sides and areas of the rectangles R;,
respectively and check some identities that such sequences satisfy. In chapter 3, we defined
the Silver Pyramid, and from there, we defined (A,, ),en the sequence of surface areas of
the silver pyramids and verified some identities. We establish the silver pyramid, and from
it we create a sequence of the surface areas of the silver pyramids. The last chapter was
dedicated to the construction of the first three pyramids of this silver sequence on the 3D
printer at the [IFMAKER of the Federal Institute of Acre, where the students carried out
some observations, mainly in relation to the area and volume of these pyramids, observing
a large number of constructions .

Keywords: Silver Ratio; Sequences; Silver Pyramid; 3D Printer.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a familia dos ntimeros metalicos, com énfase no ntimero de
prata. Na matemética existe um numero bastante famoso por suas mais variadas aplica-
¢oes, o numero de ouro, o que a maioria das pessoas nao sabem, é que existem infinitos
numeros que apresentam propriedades similares as do ntmero de ouro, porém nao sao
tratados com a devida importancia, esses ntumeros fazem parte da familia dos nimeros
metalicos. O nimero de ouro é o mais conhecido, no entanto, Vera Martha Winitzky de
Spinadel (matematica argentina, 1929-2017), no ano de 1998, em um artigo intitulado
"Metallic Means Family", generaliza a sequéncia de Fibonacci, obtendo uma familia de
niumeros, chamados numeros metélicos (nimero de ouro, nimero de prata, ntmero de
bronze, etc).

A familia dos numeros metalicos é formada pelas raizes positivas das equagdes qua-
draticas do tipo 22 — pxr — ¢ = 0 onde p, ¢ € N, ao resolver essa equacao, Spinadel obteve
os nimeros positivos da forma pEVPHG ”fﬂq

1+v5

nimero de ouro, ¢ = T‘r’, quando p = 2 e ¢ = 1 obtemos o namero § = 1+ /2, batizado

por Vera Spinadel como ntmero de prata ( razdo de prata), em alusdo ao niamero de ouro

o.

O ntmero de ouro, ou proporcao aurea, é um numero irracional, representado geral-

. Assim, se tomarmos p = 1 e ¢ = 1 teremos o

mente pela letra grega ¢, aparece nas mais diversas formas dentro da matematica, da
arte, e da propria histéria da humanidade, muitos consideram como a constante que re-
presenta a perfeicio (AVILA, 1985). O que muita gente ainda ndo conhece, sdo os outros
nimeros que sao munidos de propriedades similares aquelas do niimero de ouro, um deles
¢ o nimero de prata, que também aparece em situagoes matematicas interessantes, prin-
cipalmente na geometria, como por exemplo, no retangulo de prata, triangulo de prata,
piramide de prata, nos papéis de formato A4 e em outras situagoes. Sendo assim, nossa
motivacao é explorar o nimero de prata, através das aplicagoes dentro da geometria.
Adotamos nesse trabalho a metodologia da pesquisa bibliografica juntamente com o
método axiomético (sistema dedutivo), esse tipo de pesquisa é muito utilizada nos traba-
lhos no campo da Matematica. Segundo Gil (2006), a pesquisa bibliografica é elaborada
com base em material ja publicado com o objetivo de analisar posi¢oes diversas em rela-
¢ao a determinado assunto. Em Matematica isso é importante uma vez que, em geral, se

utiliza um modelo axioméatico para se tratar seus assuntos, sendo que a esse respeito De



Morais Filho (2016) destaca que um modelo axiomatico ¢ um conjunto finito de nogoes
primitivas, de axiomas e de regras de inferéncia, usados para definir objetos e deduzir
teoremas. Portanto, faremos uso da pesquisa bibliografica para buscar no¢oes primitivas,
axiomas e resultados ja existentes na literatura a cerca do assunto estudado para usar o
modelo axiomético e obter ou apresentar os nossos resultados ou resultados ja existentes,
com 0 nosso olhar.

Segundo Gil (2006), o método dedutivo, de acordo com a acepgao classica, ¢ o método
que parte do geral, e a seguir, desce ao particular, o método dedutivo encontra larga apli-
cagao em ciéncias como a Fisica e a Matematica, cujos principios podem ser e3nunciados
como leis.

Veremos que existe uma relacao entre a familia dos ntimeros metélicos e as fracoes
continuas, tal relacao pode ser obtida para o caso em que p = n e ¢ = 1, na equagao
quadratica dos nimeros metalicos. Sendo assim, o m-ésimo niimero metélico pode ser

escrito em termos de fragoes continuas, da seguinte forma

O0np =n -+ T .
n+—ir—

nt

O foco deste trabalho é um componente especifico da familia dos ntimeros metalicos, o
namero de prata, (razdo de prata. ou nimero prateado). Assim como o nimero de ouro,
a razao de prata aparece em muitos lugares, desde segmentos de reta, retangulo, octo-
gono regular, arte e arquitetura. Além do estudo das propriedades do nimero metélico,
construiremos alguns objetos que apresentam a razao de prata usando uma impressora
3D.

O presente trabalho esta organizado em 3 capitulos. No primeiro capitulo descrevemos
alguns conceitos bésicos de geometria plana e espacial, sequéncias numéricas e progressoes
geométricas, e abordamos algumas propriedades relacionadas a essas sequéncias.

No capitulo 2, definimos o retangulo de prata e suas propriedades. Definimos também
uma sequéncia de retangulos de prata e, observamos algumas propriedades relacionadas
a essa sequéncia.

No capitulo 3, definimos a piramide de prata e anélogo ao retangulo de prata, definimos
uma sequéncia de pirdmides de prata e averiguamos algumas identidades relacionadas a
essa sequéncia.

Nas consideragoes finais, destacamos a importancia dos niimeros metalicos em vérias
areas da matematica. Reconhecemos o destaque dos nimeros de ouro e de prata e que ha

muito o que estudar sobre os demais ntimeros metalicos.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades importantes, que serao
usadas no decorrer do trabalho. Sao ferramentas que serao usadas nas demonstracoes e
aplicacgoes.

Abordaremos conceitos basicos sobre retangulos, retangulos semelhantes, tridngulos,
triangulos semelhantes, piramides, piramides semelhantes, sequéncias numéricas e pro-
gressoes geomeétricas.

As sequéncias numéricas, em particular, as progressoes geométricas e suas propriedades

nos darao embasamento para as discussoes feitas neste trabalho.

1.1 Triangulos e Retangulos

Definigao 1. Considere trés pontos nao colineares A, B e C. Chamamos de tridngulo a
unido dos segmentos AB, BC, CA.

Definicao 2. Dois tridngulos sao semelhantes se os trés angulos sao ordenadamente con-

gruentes e se 0s lados homadlogos sao proporcionais.

Na figura a seguir, temos dois tridangulos ABC e A’ B'C" semelhantes. Lados homologos

sao lados opostos a angulos ordenadamente congruentes.

A

a

Figura 1: Semelhanga entre tridngulos

Fonte: Autor.



Os triangulos ABC' e A’B'C’ da figura sao semelhantes, pois

A = A temos os lados a e @’ sdo homologos;

B = A’ temos que os lados b e ¥/ sdo homologos;

ABC temos que os lados ¢ e ¢ sao homologos.

Vértices homologos sao os vértices de angulos ordenadamente congruentes.
A razao de semelhanca é a razao de dois lados homoélogos quaisquer.

Temos que os triangulos ABC e A’B'C’ sao semelhantes, simbolicamente AABC' ~
AA'B'C' se A= A", B= B, C = (' e também % = g = § = k, onde k é a razao de
semelhanca.

Além da semelhanca de triangulos, definiremos a area de qualquer triangulo. H& pelo
menos trés possibilidades mais conhecidas para se calcular a area de um triangulo;

(a)- A area de um triangulo em fungao de um lado e da altura relativa a ele;

(b)- A area do triangulo em fungao de dois lados e do angulo compreendido;

(c)- A area em fungao dos lados ( Formula de Herao).

Neste trabalho usaremos a mais conhecida, conforme defini¢ao a seguir.

Definicao 3. A drea de um tridngulo € dada por , onde B € a base do tridngulo e

H ¢ altura do triangulo.

E importante saber que qualquer lado do triangulo pode ser tomado como base, desde

que se utilize a altura relativa ao respectivo lado, na aplicagao da férmula. No triangulo

h
da figura 2 abaixo, a area pode ser definida por A = % .

Figura 2 : Triangulo

Fonte: Autor.

Definicao 4. O retingulo € definido como uma figura geométrica plana que possui os

lados opostos paralelos entre si e seus dngulos internos sao todos congruentes.

Um quadrado é um caso especial de retangulo. E um retangulo onde os seus lados tém
sempre a mesma medida. Sabendo disso, definimos a area de um retangulo como sendo o

produto da base pela altura.



Figura 3: Retangulo
Fonte: Autor.

Na figura 3, a area do retangulo ABC'D é dada por A = ab

1.2 Piramide

Definicao 5. Um outro conceito que utilizaremos no decorrer do trabalho € o de piramide,
usaremos a defini¢ao a sequir. Consideremos um poligono convero ABC...M N, situado
num plano o e um ponto V' fora de . Chama - se pirdmide a reuniao dos segmentos
com uma extremidade em V' e outra nos pontos do poligono. V é o vértice e o poligono
ABC...MN a base da piramide.

Os elementos de uma piramide, sao: vértices (V'), arestas(A), base (B), faces laterais
(F), apotema das faces (H), altura (h). Onde a apdétema ¢é a altura ( relativa ao lado da
base) de uma face lateral. A altura de uma piramide é a distancia h entre o vértice e o

plano da base.

Figura 4 : Piramide

Fonte: Autor.



Dessa forma temos as seguintes definigoes:

Definigao 6. Superficie lateral, é a reuniao das faces laterais da piramide. A drea dessa

superficie é chamada drea lateral e indicada por Aj.

Definicao 7. Superficie total, € a reuniao da superficie lateral com a superficie da base
da pirdmide. A drea da superficie total € indicada por A;.
Definicao 8. Seja Ap a drea da base e H a medida da altura de uma piramide qualquer.
Ag.H

3

A area lateral de uma pirdmide é a soma das areas das faces laterais, e a area total

Entao o volume da pirdmide € V, =

de uma piramide é a soma da area lateral com a area da base, ou seja, A; = A; + Ap em

que A;.

Proposicao 1. A razio entre as dreas das bases € igual ao quadrado da razao de seme-
lhanca.

Ap »

Ay
Definicao 9. Razao de semelhanca, € a razao entre dois elementos lineares homalogos.

Representamos por k.

Proposicao 2. A razio entre as dreas laterais € igual ao quadrado da razao de seme-

lhanca.
Ar >
Ay
Proposicao 3. A razao entre os volumes € igual ao cubo da razao de semelhanga.

E:ki’)
Vi

1.3 Sequéncias de Ntumeros Reais

No decorrer dessa segao, vamos seguir a obra de LIMA (1929). Comegamos a definigao

de sequéncia de ntimeros reais.

Definicao 10. Uma sequéncia de numeros reais € uma fun¢ao x : N — R, que associa a

cada numero natural n um nimero real x,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Comumente, escreve - se (T, T2, T3, ..., Tp,.-.), OU (Tp)pnen. Uma sequéncia (z,)nen
diz-se limitada superiormente,(respectivamente inferiormente), quando existe ¢ € R tal
que z, < c¢ ( respectivamente z,, > ¢), para todo n € N. Diz - se que a sequéncia (x,)en
é limitada quando ela é limitada superiormente e inferiormente. Isto equivale a dizer que

existe k£ > 0 tal que |z, | < k, para todo n € N.

6



Definigao 11. A sequéncia (a,)nen tem um limite L se, para qualquer € > 0, eziste um
nimero N > 0 tal que para todo n natural, vale que n > N |a, — L| < €, nesse caso, o

limite € representado da sequinte forma:

lim a, = L
n—oo

A seguinte proposicao e sua demonstra¢ao pode ser encontrada em LIMA (ano), pg.
27.

Proposicao 4. Se lim z, =a e lim y, = b, entdo:
n—oo n—oo

1. lim (z, £y,) =a£b
n—oo
2. lim (x,.y,) = ab.

n—o0

a
3. lim == = =,
n—co Y, b

1.4 Progressao Geomeétrica

Defini¢ao 12. Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia na qual € constante o

quociente da divisao de cada termo pelo termo anterior. FEsse quociente é chamado de
razao da progressao. (MORGADO; CARVALHO, 2013)

Proposicao 5. Seja (a,)nen uma progressio geométrica de razio q e primeiro termo

a1 = a. Entao, o termo geral da PG é:
an =aq" ',Vn €N

Proposicao 6. A soma dos n primeiros termos de uma PG (a,)nen de razio q # 1 é

wqual a

ai(¢" — 1)

S, =
qg—1

Demonstragao. De fato, seja:

S, =a1+as+as+ ... +a,_1+ a,.
multiplicando por ¢, e lembrando que a,,, = a,q, obtemos

qSn =as+az+ag+ ... +a, + apiq.
subtraindo, as duas equagoes anteriores membro a membro, temos

Sn - an = a1 — Qp+1,



isto é,

e, finalmente,

]

Proposicao 7. O limite da soma S, dos n primeiros termos da progressao geométrica

(an)nen de razao q, tal que |q| <1 é dado por

Demonstracao. Considerando ¢ < 1, a soma dos n primeiros termos tem um limite

finito quando n — oo. Como nesse caso lim ¢" = 0, temos, a partir da Proposicao 6,

n—oo
que:
1-0
lim S, = a; ,
n—oo —
isto é,
a
lim S,, = !
n—00 1—gq



Capitulo 2
Retangulo de Prata

Neste capitulo, apresentaremos a razao de prata, construiremos o retangulo de prata,
e demonstraremos algumas identidades relacionadas a sequéncia (a,)nen, dos lados dos
retangulos de prata. Em seguida, definiremos a sequéncias das areas dos retangulos de
prata, demonstrando algumas propriedades especiais dessa sequéncia.

Um retangulo ABCD, conforme Figura 5, sera chamado retangulo de prata se dele for
suprimido dois quadrados, como ABEF e EFGH, restando um retangulo HGDC, seme-
lhante ao retangulo original. Isto significa que, se 2a + b e a, com a > b, sao medidas dos
lados do retangulo original, entao

M;b_% (2.1)

que é equivalente a a® — 2ab — b? = 0. Se o retangulo de lados 2a + b e a é um retangulo

de prata, entao o retangulo de lados a e b, também sera um retangulo de prata, e assim,

segue que
2a+b_a_ b _a—2b_5b—2a_ (22)
a b a—20 H5b—2a Ha—120 '

B E H C

[ ® [ ] ®

| J

o0

KO M |L

A F

Figura 5: Retangulo de prata
Fonte: Autor.

Portanto, sao de prata também os retangulos de lados b e a — 2b, a — 2b e 5b — 2a,
5b — 2a e ba — 12b... Note que, a partir de um retangulo de prata, construimos uma
sequéncia de retangulos de prata, a saber (R,,),en, onde R; tem lados 2a + b e a, Ry tem

lados a e b e assim por diante.



Se a e b, com a > b, sdo numeros positivos satisfazendo (2.2), entdo os elementos da

sequéncia
(2a + b,a,b,a — 2b,5b — 2a,5a — 12, ...) (2.3)

sao os lados "maiores"dos retangulos de prata da sequéncia (R,),en. €, coincidem com os

termos da sequéncia
(@n)nen = (2a + b, a, b, ay, as, ag, ...) (2.4)

em que a; = 2a+b, as = a, a3 = b, ag = a—2b, a5 = b—2ay, ag = a4 —2a5 = da—120b, - - -
Note que o n - ésimo retangulo de prata da sequéncia (R,),en tem lados a, e a1,
com a, > ap.1 € se origina de um retangulo de lados a,_; e a,, com a,_1; = a,+1 + 2a,

e, portanto,
(pi1 = Qp_1 — 20y, (2.5)

com a,_1 > a,, para todo n > 2. Todos os termos da sequéncia (a,)nen Sa0 positivos e
tendem a zero, a medida que aumentamos o niimero de retangulos construidos como em
(2.2), todos semelhantes ao retangulo original, e dois termos consecutivos quaisquer dessa

sequéncia sao todos de um retangulo de prata de (R, ),en-

2.1 Construcao do Retangulo de Prata

Nesta se¢ao, mostraremos passo a passo, a construcao geométrica do retangulo de prata,
onde usaremos o geogebra classic para obter a figura do retangulo de prata caso nao
disponha do aplicativo, a construcao pode ser realizada com régua e compasso.

Dado um segmento AG de comprimento 2a, tome E em AG de modo que AE=FEG = a.
Construa por G, o segmento GH, de modo que GH = EG = a e GH 1 AG conforme
figura 5. Em seguida, com centro em, E e raio EH, trace o ardo de circunferéncia c
obtendo o ponto D, com D pertencente a semirreta ﬁ, G entre E e D, e GD=b. Trace
os segmentos AB e CD com AB,CD 1 AD e AB = CD = a, logo o retangulo ABC'D
obtido com essa construgao ¢ um retangulo de prata. De fato, FH=FG+GD= a+ b e,

por outro lado, EH= av/2 e assim, ab= av/2, ou seja, a®> —2ab —b*> = 0, que é equivalente
a equagao (2.1).
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Figura 6 : Retangulo de prata, construcao

Fonte: Autor.

2.2 A Razao de Prata

Nesta secao vamos falar da razao de prata

Definicao 13. Se os pontos C e D sobre um segmento de reta AB sdo tais que AC =
CD > DB e satisfazem a igualdade, conforme figura 6,

AB AC
AC  BD
entao, L
AB
AC
€ chamada razao de prata.
A Cc D B
[ L @ @

Figura 7 : Razao de prata

Fonte: Autor.

Se os pontos C' e D sdo tais que AC=CD=a, DB = b entdo AB=2a + b, com a > b,
entdo as relagdes (2.6) e (2.1) sdo equivalentes, de modo que os seguimentos AC e DB (

ou AB e AC) na figura 6, sdo lados de um retangulo de prata e, portanto a e b satisfazem

2
a equacao a? — 2ab — b? = 0. Dividindo a equacao por b?, obtemos (%) - 2(%) —1=0,

a
ou seja, se — = ¢ entdao J é uma raiz da equacgao 62 — 25 — 1 = 0.
Da equivaléncia entre (2.1) e (2.6) obtemos uma relagao entre o retdngulo de prata

e a razao de prata. Um retangulo de prata ¢ um retangulo em que a rezao entre o lado

11



maior e o lado menor desse é igual a razao de prata:

Z=4 (2.7)

Da sequéncia (2.3) e das igualdades em (2.2), usando a razao de prata, obtemos:

a1 = das, ag =0d0as, a3z =0ay4,...,0, = 0Qny1,

para todo n € N.
Claramente temos

ay = 5”an+1,Vn S N,

de onde vem que,

-n
An4+1 = 0 ai,

para todo n € N.

Sabendo que a; = 2a + b, 0 = % eb = a(v/2—1) segue que a; = a(v/2+ 1) e

) , de onde segue que § =v2+1ed ! =+v2—1.

1
= 51

Logo, any1 = a(v/2 —1)""', ¥V n €N, ou seja, apy1 = ad~ "V, ¥V neN.
Portanto, o termo geral da sequéncia (2.4) ¢ dado por a,, = ad~ "2, para todo n € N.

Note que a sequéncia (a,)nen € convergente e seu limite é zero, ja que,

lim a, = lim a6~ = lim a(v2+1)"""2 = 4.0 = 0.

n—oo n—oo n—o0

Claramente essa sequéncia é uma progressao geométrica com termo inicial igual a ad e

razao igual a §~!. Deste modo, a soma dos n primeiros termos da sequéncia (@, )nen ¢

1— (57"

Sp = ad =

Usando que 6~ = /2 — 1, temos que

S, = g(4+ 3v2)[1 — (V2 — 1)"],¥n € N.

Observe que podemos calcular a soma de todos os termos da sequéncia (2.4). Para isso,

basta fazermos n tender a infinito na ultima igualdade, ou seja,

lim S, = %(4+ 3V2)[L— (V2 -1)"] = g(4+ 3v/2).

n—oo

Portanto, dado um retangulo de prata de lados 2a 4+ b e a, a soma de todos os lados
da sequéncia de retangulos de prata, obtida a partir dele, ¢ o nimero real §(4 + 3\/5)

Com relagao a sequéncia (2.4), valem algumas identidades, que veremos na seguinte pro-
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posicao:

Proposicao 8. Seja (ay,)nen a sequéncia (2.4). Vale que:

a1 — Qp41
1.a1+a2+a3+'--+an:2_—\/%7 para todon € N
alé—agn
2. &1+a3+"'+&2n71:T
a1 — Q2n+1

o

a2+a4+---+a2n:

2
030 — a5~ "D 20— (a2,4)07!

4. ai+ai+ ... +ad= 5
9. Gpym = a0 " =a,0 " n,meN
6. a2 = ay_10p41,n €N
7. ApQpy = A1Gp1m—1
8. as, = M.
a(30 +1)

Demonstracao. 1. De fato, desde que a, = ad~"2), para todo n € N, temos

a1+ ay+as+---+a, =ad' +ad’® +ad -4 ad "2
:a(51_|_50_|_5—1_|_...+5—(n—2))
1—6" 1=
— 1 —
= a(¢ 1—571> _a5<1—571>

ad —ad " ad —ad™"  ay — apq

121 2-v2 2-v2

2)

2. Considerando a,, = aé~ "2, para todo n € N, temos

a1+ as+as+ -+ agpy = ad' +ad  +ad P+ 4 ad" @3
=a(8 + 6T 5 o)

_ a@lﬂ) _ Mﬂ)é

1—-6-1 1—6"/6
_ad®—ad P a4 — ad~(2n=2) o —ag,
S s=61 2 B 2

3. Com efeito, considerando a, = ad~ "2, segue que

g+ as +ag 4+ agy 1 = ad® +ad 2 Fad 4 4 ad” Y
=a(8® + 625 o)
1_5—271 1_5—271 (5
:“<1—5f2>:“<1—572>5

ad —ad~ " a1 —ad~ @Y a4y — agnys

e 2 a 2

13



_2)

4. Com efeito, considerando a, = ad~— "2, segue que

2+aita+ - +ad=(ad") + ()’ + @)+ + (a6 ")’
= a’[(6)? + (0% + (071)7 + -+ (57
=a’[(P+ "+ 07+ + (672

_ a%;z(ﬂ) _ W(ﬂ)é

1—-62 1—-0-2/6
(a%6%)0 — a2~ =3 426 — @25~ (2n3)
- 2 - 2
_afd—ap 307"
2

5. Usando que a, = ad~ ™2, vem que

U = aé—(n—l—m—?) _ a(;—(n—Q)é—m _ an(s_m

Analogamente, de a, = ad~ ("2 vem
Upym = a6~ "D = g5~ — g 5™ = g, 67"
6. Considerando a, = ad~ ("2 segue

Up1Gns1 = ad~ 172 g5~ H172)
= ad~ " 3gs— (=D

_ a25(fn+3fn+1) _ a257(2n+4)
= 2572 = (a5_(”_2))2 =a’.
7. De fato,
antm = a10" " Va6~ Y = g0, = gra,,40m,

VneN.

8. Do item 6, temos que ai = Up_10p+1, ASSIM vem que:

2

2
Qy,_1 + Q, = Ap—2Gy + ap_10p41

14



Usando que a; = ad~ 2 parai e Ne § =+/2+ 1, segue que

al | +a=as " as "D a5 4 g5

— 25— (2n=6) | ,25-(2n—1)
= ad~ @D [as* 4 ad?]
= a9,a(36 + 1).

2 2
Ap_1 + an,

L S
O8O G = 35 1+ 1)

2.3 Sequéncias das Areas dos Retangulos de Prata

Nesta sec¢ao, vamos definir a sequéncia das areas dos retangulos de prata da sequéncia
(R )nen-E vamos mostrar que tal sequéncia satisfaz algumas identidades.

Lembramos que o retangulo R;, da sequéncia (R, ),en, tem lados a; e a;41, para cada
© € N. Assim, a sua area é Ap, = a;a;41.

Usando que a; = ad~ (=2, vem que
ARZ' _ AR1572(171)’

onde Ap, = a?§, para todo i € N. Deste modo, definimos (Ag, )nen @ sequéncia das areas
dos retangulos de prata de (R, )nen-
Note que

Ag,
1 — 5—2
ARi—l

para todo i € N, ou seja, (Ag, Jnen ¢ uma progressiao geométrica de termo inicial Ag, = a?§

e razdo 0~ 2. Desta forma, a soma dos seus n primeiros termos é:

B 1— (572)2
= 1—6-2

)
— A1§(1 — 57

Logo, a soma de todas as areas dos retangulos de prata da sequéncia (R,,)nen € 0 niimero

real

S* = lim S* = lim Alg(l — 5y = Alg,

n—00 n—oo
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ou seja,
)
S* - Alg

Para (Ag,)nen @ sequéncia das areas dos retangulos de prata, valem as seguintes

identidades descritas na proposicao seguinte

Proposicao 9. Seja (Ag, )nen @ sequéncia das dreas dos retdngulos de prata. Mostre que:

 Ap, 8

1. Ap, + Apy + ... + ARy, ) = (11—

0
2. Ap, + Ap, + ... + Ag,, = ARI§(1 — 5

53
3. (Ar,)? + (Ag,)* + ... + (Ag,)* = (AR1)25(1 — 5.
4. ARnARm = ((MS)QAR”_H”
Ar, Ar, .,
5'AR2n = 2612—52_‘—2
A + A
4, - JRnm Ry,
O Aran = 551 1)
_ Ag,, AR, , + Ag,Ag,

T Ak = a203 (6% + 1)

Demonstragiao. 1. Sabemos que Agr, = Ap, 6 20~V para todo i € N. Assim, temos

que:

A, + Ap, + A, + ... + Ag,, | = Ap, + Ap, 0  + Ap 6 8+ ... 457407 D
= Ap, (1 + 04468 . 4o
1— (64
1—6-4

53
= A 5 (1=07").

= Apg,

2. Usando novamente que Ap, = Ag, 62071 para todo i € N, vem que

Ap, + A, + Ay + ... + Ap,, = Ap 072+ A0S+ Ay + A 67104 . 4 672G D
= A, 0 2(1+ 64+ 08 4 ... 4674
1— (69

3. Como Ag, = Ap,0-2071, vem que A3, = A, 6%~ para todo i € N. Assim, temos
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que:

A%+ A% 0T AL 5 L+ AL 0D = A% (1 400+ 5—4<"—1>)

1— (54
= A
3
= Aih%u — 5.

4. Notemos que,

ARnARm — ARlé—Q(n—l)ARlé—Z(m—l) — ARlARlé—Z(n—l)—Z(m—l)
— ARIAR15—2n—2m+2+2
= Ap, ARI(S*”(”*m)*lH?

Ar, AR,

= AR152ARn+m = ARn+m = AR 5 .

5. Usando
ARi _ AR15—2(¢—1)7
vem que

ARy Apyyy = AR, 0 2P A2 = AR 6720002 = A 24,6720

= a2(53AR%.
6. Usando novamente Ap, = Ap, 6 20~V vem que

A2 4 AR = (A 02D)E (A 5ED)2 = 42 g g g2 gdntd
= Ap, 672"V ( AR, 6% + Ag, &%)

A2Rn71 + A%in
a3 (6% + 1)
7. Usando o item 4 e Ar, = Ar, 07207 vem que

Logo, Ag,, =

ARy ARy Y ARy AR, = AR ARy s T AR ARmAn—1
= Ap,(Appi s+ Arin )
= Ap, (A, 672min=4) 4 A, §=2mtn=2))
= Ap, 07 2mtn=D1AL 55 + AR 67
= Ag, .a?8*(0* +1)
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Logo, temos que
_ Ap, .+ AR, Ap,

Ao = = 25367 1 1)

18



Capitulo 3
Piramide de Prata

Neste capitulo, definiremos a piramide de prata e, para cada (R,),en da sequéncia de
retangulos de prata, definiremos uma sequéncia (P,),en de piramides de prata. Mostra-
remos a relagao que hé entre a area de R; com a area de P;, para cada ¢ € N. Finalizaremos
o capitulo com a construcao de uma piramide de prata na impressora 3D.

Seja § = 1 + v/2, o numero de prata. A relacao 6% = 20 + 1 mostra que um triangulo
de lados 8, 1 e v/26 ¢ um triangulo retangulo com hipotenusa d e catetos 1 e v/24.

Definicao 14. Um triangulo retingulo € um tridingulo de prata quando ele é semelhante

ao tridngulo retdngulo com hipotenusa d e catetos 1 e v/26.
Temos a seguinte caracterizacao para os triangulos de prata.

Proposicao 10. Um tridangulo retingulo com hipotenusa a e catetos b e ¢ (b > ¢) € um

tridngulo de prata se, e somente se,
b
- =V20.
c

Demonstragao. Suponhamos que o tridngulo com hipotenusa a e catetos b e ¢ (b > ¢) é
de prata, ou seja, ele é semelhante ao triangulo de hipotenusa & e catetos v/28 e 1. Sendo
assim, 9 =2 .

Por outcro lado, suponhamos que o triangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢ (b > ¢) é tal

que

b_ s,
C

Vamos mostrar que tal tridngulo é de prata, ou seja, que valem as seguintes igualdades

by 2o
c b
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De fato, pelo teorema de Pitagoras

b\ 26+ 1 52 52 b2
2 _ 12 0N e U e Ay s (20 20 g0 D0
¢ b+(\/2_5> Uty =t g5) b( 26 > " T % T 2

Logo,

V20
Agora,usando que b = ¢v/24, temos que a* = (cvV/20)? +¢* = *25 +* = (20 + 1) = ?6*
2

b
De onde vem que, 2 5222 =5 Por fim, usando as igualdades a = cd e a = ——

c? c V26
céziﬁg:@

temos

Usando um triangulo de prata, fazemos a seguinte defini¢ao.

Definicao 15. Seja A uma pirdmide reta, de altura h com base quadrada de lado a e seja
H a altura de suas faces. Dizemos que A é uma Pirdmide de Prata quando o tridngulo

de lados H, h e a/2 for um triangulo de prata.

Figura 8: Piramide

Fonte: Autor.

Consideremos uma classe de piramides que satifaz a seguinte propriedade.

(P): A area de cada face triangular de uma piramide reta de base quadrada é

igual a metade da area de um quadrado cujo lado é a altura da piramide.
Veremos na proposigao a seguir que a classe de piramides que satisfaz a propriedade

(P) é a classe das piramides de prata.
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Proposicao 11. Uma piramide reta de base quadrada satisfaz a propriedade (P) se, e

somente se, ela for uma piramide de prata.

Demonstragao. Suponhamos em primeiro lugar que a piramide de altura h com base

quadrada de lado a e com altura de suas faces H é de prata, isto é, que o triangulo

a
retangulo com hipotenusa H e catetos h e 3 (supondo h >

a
5) é de prata. Sendo assim,

temos
5 1 av'20
h /2§ 2
‘ a 5
2 a-
= =—-=H=—
H 9 2
Como a érea de cada face triangular é
a-H
A =
f 2 ?
substituindo H = — na tltima equacao, temos que
2
a-H a a-6 1 a® 1 a? 1 [a-v26 h?
Af = S e T ) ¥ S -
2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

Reciprocamente, suponhamos que a piramide satisfaga a propriedade (P). Das relagoes

2

H2=n2 4+
+ 4
e
a-H h?
2 2
Temos
2 h4
p=p+sopyc. Lo
* 4 +4 H?
AHY  4H?R® +h*  AH?R®  R* 2H?\? 2H>
4 477272 4 _ _ _
ou seja,
2H?
() == ()
2 H 20 -H  h?
e consequentemente, —— = ¢ e dai = g Portanto, de a4 5 =5 e dessa ultima

igualdade, concluimos que



h 2h 2hH 2H —
@ a h? h ’
2
e pela Proposicao 10, o triangulo de lados H, h e % é de prata. O

A partir de a # 0 um namero real dado, podemos construir um triangulo de prata
cujos catetos sdo a e ayv/28 e hipotenusa ad. De fato, esse tridngulo ¢ um triangulo de
prata, pois é semelhante ao tridangulo retangulo de catetos 1 e v/28 e hipotenusa 6. Assim,
podemos construir uma sequéncia de triangulos de prata, a partir da sequéncia (R,,)nen

dos retangulos de prata. Sabemos que R; tem lados a; e a;11, deste modo, vamos construir

Qi1 Aip1V20

o triangulo retangulo T; de catetos 5 5 e hipotenusa a;;10. Pelo argumento

anterior, T; é um tridngulo de prata, para cada i € N | ou seja (7},)eny € uma sequéncia
de tridngulos de prata, obtida a partir da sequéncia (R, ),en-

Agora, vamos construir a sequéncia (P, ),en das piramides de prata a partir da sequén-
cia (T, )nen. Para isso, basta usarmos a definicdo de piramide de prata, ou seja, para

cada triangulo 7;, definimos a piramide P;, reta de base quadrada de lado a;;; e altura

b — ai+1\/%

2
Denotamos por Ap, a éarea da superficie da piramide de prata P; e, por (Ap,)nen

denotamos a sequéncia das piramides de prata relacionada a sequéncia (R, )nen. A éarea
do retangulo R; e a area da superficie da piramide P; tém a relacao descrita na seguinte

proposicgao.

Proposicao 12. Sejam R; e P; o retdngulo de prata de base de lado a; e a;yq e a pirdmide

de prata de base de lado a; e altura h;, respectivamente. Entao, vale que
Ap, = Ap, V2
Demonstracao. Usando a propriedade P e que a; = ad~ "2 vem que a drea da super-

ficie de P; é:

h?
Ap, = (ai11)* + 42

2
. 2 5= =1 /25\ 2
— (g5—GD @ v
(7)) +2(F—=")
— g2520-1) + a25-20-1g
= 267207V 4 g

= a2072071(1 4 9)
= 26072014671 = A V2
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Usando a Proposicao 10, mostra -se facilmente as seguintes identidades:

Proposicao 13. Seja (A,, )nen a sequéncia das dreas das superficies das pirdmides de

prata da sequéncia (Pp)nen. Mostre que:

4]
1. 1.Ap + Ap, + ...+ Ap, = Aplg(l — 5.

53
2. Ap, + Ap, + ... + Ap,,_, = AP15(1 — ).
3. Ap2 + Ap4 + ...+ APgn = Aplg(l — 57471)
4o AL+ AL AL = AL S (16,

5. Ap,Ap, = Ap Ap,.._,.

6. Ap,, = Arn1Apy,
V24252
7. Ap,, + A,

Ap, = :
P T Ra253(1 1 %)
Ap,_\Ap,_, + Ap, Ap,
8. Ap,., =
V2a283(1 + 64)
Da identidade 1, vem que a soma das areas das superficies das piramides da sequéncia
(Pn)nEN é

, 4] —omy o
SP—T}I_)I{.IOAplg(l—(S )—Api—.

O volume da piramide F;, denotado por Vp,, ¢,

1
VPi gazz-i-lhz
— 1(&5‘(1’ 1))26“5_@_1)\/%
3 2
_ a35—3(z—1)@
6

Note que, os volumes das piramides P;, com ¢ € N, formam uma progressao geométrica

V26

3T e razao ¢ = 6 3. Neste sentido, a soma dos volumes das

com termo inicial Vp, = a

piramides P;, para todo ¢ € N é:

3 3
Vo= lim V20 (1—07%) = @20

n—oo 106-1 — 6 1061 —6
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3.1 Construcao da piramide de prata em uma impres-
sora 3D

Apos solicitar, nos foram autorizadas oito horas (8h) aula de Matemaética, no Instituto
Federal do Acre, Campus Cruzeiro do Sul, na turma do terceiro ano do ensino médio, tendo
como objetivo geral o nimero de prata. Para alcangar esse objetivo proposto foi necessario
apresentar aos alunos a razao de prata, demonstrar a construgao do retangulo de prata,
construir a pirdmide de prata, identificando suas principais propriedades e comparar a
piramide de prata com a piramide de ouro.

As aulas ocorreram no turno da manha, e a cada duas horas aula, abordamos o estudo
das figuras geométricas planas e espaciais, com suas devidas propriedades. As aulas
foram planejadas levando em consideragao os recursos que a Instituicao possui, nimero
de alunos, processo pedagbgico e os espagos fisicos, entre outros.

Na primeira aula, introduzimos o assunto a ser trabalhado, resgatando conceitos geo-
métricos ja estudados anteriormente pelos discentes, os alunos foram questionados sobre o
numero de prata, ou razao de prata. Apés um momento de siléncio, um estudante brincou
e falou que poderia ser um algorismo feito de prata. Um outro estudante, levantou a mao
e falou que conhecia o niimero de ouro, que era um nimero que representava o belo na
Matematica, mas nao conhecia ou nunca tinha ouvido falar do nimero de prata. Esse foi
o momento em que iniciamos a exposi¢ao da existéncia de uma familia de nimeros dentro
da matematica muito importante, a familia dos nimeros metalicos.

Nessa familia, o mais conhecido é o niimero de ouro, onde a matematica argentina
Vera Martha Winitzky, publicou um artigo chamado Metallic Means Family, ou Familia
dos Numeros Metalicos, no qual aparece uma conhecida sequéncia de Fibonacci. A familia
por ela obtida contém os ntimeros de ouro, prata e bronze.

Esclarecemos que nos aprofundariamos no segundo ntimero da sequéncia, o niimero de
prata ou razao de prata, cujo valor é 1 + /2 . Assim, como o ntmero de ouro aparece
em varias areas da matematica, arte, e etc, o nimero de prata surge em varias areas da
matematica, com énfase nas construgoes geométricas, com maior foco nos estudos das
piramides de pratas.

Para que compreendessem o que seria um retangulo de prata, utilizamos a seguinte de-
finicao: Um retangulo ABC'D sera chamado retangulo de prata, se dele for suprimido dois
quadrados, ABEF e EFGH, restando um retangulo HGDC', semelhante ao retangulo
original. Depois da definicao e explicacao, construimos o retangulo de prata no quadro
branco, mostrando o passo a passo e indicando que posteriormente, cada estudante iria
construir um retangulo de prata em seu caderno, para testar suas habilidades.

Na segunda aula, abordamos o estudo das piramides, discutimos no primeiro momento
a construcao das piramides do Egito, principalmente a piramide de Quéops de base qua-

drada, que é uma piramide de ouro, pois conserva algumas propriedades especificas. Em
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seguida definimos a piramide de prata, mostrando suas principais propriedades e relacio-
namos com as propriedades da piramide de ouro.

Na terceira aula, os estudantes foram levados até o laboratério IFMAKER do Instituto
Federal do Acre, para observarem a construcao das duas piramides, na impressora 3D,
tanto a piramide de ouro, quanto a piramide de prata, para que observassem as suas
principais diferencas. Depois de impressas, a missao de cada estudante era descobrir o
tipo de cada piramide, usando as medidas de cada peca impressa.

A ultima aula foi realizada em sala, disponibilizamos trés tipos de piramides impressas
em 3D, uma de ouro, outra de prata e outra de base quadrangular, chamada de piramide C,
cada estudante verificou as medidas dos perimetros da base, das faces e mediram a altura
das piramides, e, a partir dai, descobriram qual tipo seria cada piramide. Realizamos a
impressao de trés piramides de prata de uma sequéncia de piramides, e deixamos como
tarefa, para os estudantes a observacao dos volumes dessas piramides, no caso de termos

uma sequéncia infinita de piramides.

Figura 9: Piramide de Prata e Piramide de Ouro, construgao na impressora 3D
Fonte: Autor.
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3.2 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos algumas construgoes geométricas usando o niimero de prata,
vimos que o namero de ouro é muito conhecido, no entanto, existem infinitos ntimeros que
fazem parte da familia dos nimeros metalicos. H4 uma infinidade de conhecimentos que
podemos abordar através dessa familia, tais como: Numeros inteiros, niimeros racionais,
nimeros irracionais, razao, proporg¢ao, fragoes continuas simples, equacoes quadraticas,
sequéncias de radicais continuos, sequéncias de ntmeros reais, formulas de recorréncias e
construgoes geométricas, entre outros.

Estabelecer padroes, tem sido uma regra desde as civilizagoes mais antigas, as sequén-
cias numéricas, sao exemplos dessa busca por padroes dentro da matemética. Através da
razao de prata, definimos e demonstramos algumas sequéncias importantes, de tal forma
que é possivel observar o que acontece com uma sequéncia infinita de areas dos retan-
gulos de prata. Fica facil observar que isso fornece um exemplo de sequéncia limitada e
sequéncia convergente.

Um fato importante nas construcoes geométricas, usando a razao de prata, é que
transforma alguns conceitos abstratos para os estudantes, podem ser vistos como algo
visivel e palpavel. Ao trabalharmos, por exemplo a construcao do retangulo de prata,
observamos que essa sequéncia é decrescente. Essa aplicagao facilita o entendimento
desse conceito matemaético.

O estudo realizado possibilitou a construgao da Piramide de Prata, além da construgao
geométrica com todas as propriedades, construimos as piramides de ouro e de prata na
impressora 3D, observando as principais relagoes e diferencas. Ao imprimir trés piramides
de uma sequéncia de Piramides de prata, é possivel entender como a soma desses volumes
vai se comportar ao longo da soma das infinitas piramides.

Finalmente observamos que, assim como o ntimero de ouro aparece em muitas areas
da matemaética, o nimero de prata estd presente em varios ramos do conhecimento. A
familia dos numeros metalicos é infinita, e nos da muitas possibilidades para a pesquisa
cientifica. A construcao geométrica, usando o nimero de prata, é apenas uma das ini-
meras possibilidades, que temos de pesquisas dentro desta temética. Ao trabalharmos as
construgoes geométricas usando o numero de prata, mostramos que é possivel estabelecer
relagoes entre areas do conhecimento.

O numero de ouro representa o belo, no entanto, depois de estudar mais o nimero
de prata, somos obrigados a concordar com o Fil6sofo grego Proclo que diz: "Onde ha

numero, hd beleza’.
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Capitulo 4
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