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RESUMO

O estudo e a compreensdo dos sistemas de equacOes lineares desempenham um papel
fundamental no desenvolvimento das habilidades matemaéticas e na resolucdo de problemas
do mundo real. Neste sentido, & importante ressaltar que 0s estudantes sdo expostos a
conceitos-chave, como a interpretacdo geométrica de solucBes, métodos de resolucdo
algébrica e aplicacGes em diversas areas do conhecimento. Dominar esse conteldo néo
apenas aprimora a capacidade analitica e de raciocinio légico, mas também fornece
ferramentas essenciais para enfrentar desafios complexos, estimulando a criatividade na
resolucdo de problemas e preparando os alunos para campos profissionais que exigem
habilidades em sistemas de equacdes lineares. Para fortalecer o ensino de sistemas de
equacOes lineares, o presente trabalho apresenta a criacdo da Calculadora de Sistemas
Lineares no Excel (CSLE) e a implementacdo de uma sequéncia didatica que representam
uma abordagem inovadora e pratica para enriquecer o0 ensino desses conceitos. Essa
ferramenta proporciona aos alunos uma maneira interativa de explorar e compreender 0s
sistemas de equacdes lineares, permitindo uma visualizagdo dinamica das solucdes e
estimulando o aprendizado ativo. Além disso, a analise de dados sobre a aceitacdo da CSLE
revela percepc¢des valiosos sobre a eficacia dessa abordagem, oferecendo informacdes sobre a
receptividade dos alunos, suas dificuldades e os beneficios percebidos ao utilizar essa
ferramenta. Essa iniciativa ndo s6 fortalece o entendimento conceitual, mas também
possibilita uma avaliacdo mais ampla e detalhada do processo de aprendizagem, contribuindo
para o0 aprimoramento continuo das estratégias de ensino-aprendizagem em matematica.

Palavras-chave: Sistemas de equacdes lineares, Calculadora Excel, Ensino de Matematica.



ABSTRACT

Studying and understanding systems of linear equations plays a fundamental role in
developing mathematical skills and solving real-world problems. In this sense, it is important
to highlight that students are exposed to key concepts, such as the geometric interpretation of
solutions, algebraic resolution methods and applications in different areas of knowledge.
Mastering this content not only improves analytical and logical reasoning skills, but also
provides essential tools for facing complex challenges, stimulating creativity in problem
solving and preparing students for professional fields that require skills in systems of linear
equations. To strengthen the teaching of systems of linear equations, this work presents the
creation of the Linear Systems Calculator in Excel (CSLE) and the implementation of a
didactic sequence that represents an innovative and practical approach to enrich the teaching
of these concepts. This tool provides students with an interactive way to explore and
understand systems of linear equations, allowing dynamic visualization of solutions and
encouraging active learning. Furthermore, data analysis on CSLE acceptance reveals valuable
insights into the effectiveness of this approach, offering information about students'
receptivity, their difficulties, and the perceived benefits of using this tool. This initiative not
only strengthens conceptual understanding, but also enables a broader and more detailed
assessment of the learning process, contributing to the continuous improvement of teaching-
learning strategies in mathematics.

Keywords: Systems of linear equations, Excel calculator, Teaching Mathematics.
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1 INTRODUCAO

A matematica esta presente em todas as atividades diarias, proporcionando uma
melhor organizagdo e harmonia nas nossas vidas. Ela nos ajuda a entender e resolver
problemas, a tomar decisdes e a desenvolver habilidades de pensamento critico. Desde
calcular despesas e planejar orcamentos até medir ingredientes para cozinhar ou calcular
distancias em uma viagem, a matematica esta sempre presente, nos auxiliando a alcancar uma
maior eficiéncia e precisdo em nossas tarefas diérias. Além disso, a matemética também é
fundamental em &reas como ciéncia, tecnologia, engenharia e finangas, desempenhando um
papel essencial no avango da sociedade e no desenvolvimento de novas descobertas e
inovacdes. Nesse sentido, o conhecimento matematico é extremamente relevante, seja para
sua aplicacdo em situacGes mais basicas, como 0 método utilizado por povos primitivos que
contavam rebanhos utilizando pedras, 0ssos e ndés em cordas, Ou em pProcessos mais
complexos, como o funcionamento de instrumentos como reldgios, termdmetros, fornos,
calculadoras e computadores, além dos telefones celulares.

O ensino do contetdo de sistemas de equacdes lineares no ensino medio desempenha
um papel fundamental na formacgdo tedrica e pratica dos estudantes, preparando-0s para
adquirir novos conhecimentos em Algebra. E essencial que a pratica de ensino proporcione as
condicBes adequadas para uma compreensdo aprofundada dos conceitos matematicos, a fim
de evitar possiveis prejuizos, como a resisténcia a materia e a reprovacao dos alunos.

Levando em consideracdo a relevancia dos sistemas de equacOes lineares na vida
cotidiana e a conexdo desse conhecimento, é fundamental que os educadores assumam um
papel ativo no processo de ensino. Como afirmado por Van de Walle (2009, p. 21), “o que 0s
alunos aprendem depende quase que exclusivamente das experiéncias fornecidas pelos
professores em sala de aula”. Diante disso, surge a questdo: qual é o papel das tecnologias
educacionais no apoio ao ensino e aprendizado de sistemas de equacdes lineares para alunos
do ensino médio com pouco conhecimento prévio? Devido a este questionamento, o objetivo
geral desta pesquisa € investigar o papel das tecnologias educacionais no apoio ao ensino e
aprendizado de sistemas de equacdes lineares para alunos do ensino médio (22 ou 3? séries),
enquanto os objetivos especificos incluem elaborar uma sequéncia didatica, aplica-la e
analisar os resultados obtidos.

A principal contribuicdo deste trabalho reside na criagdo e implementacdo da
Calculadora de Sistemas Lineares no Excel (CSLE). Essa ferramenta inovadora, desenvolvida

pelo autor deste trabalho, destaca-se como um recurso didatico metodoldgico para o ensino de
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sistemas de equacOes lineares no Ensino Médio. Essa calculadora foi desenvolvida com o
propdsito de proporcionar uma visualizagdo interativa e acessivel da resolucao de sistemas de
equacOes lineares, oferecendo aos alunos uma maneira pratica e eficaz de compreender 0s
conceitos subjacentes. Sua importancia se evidencia na promocdo da pratica educacional
direcionada, estimulando a autonomia e a investigacdo dos estudantes. Além disso, a CSLE
preenche uma lacuna identificada no processo de ensino, proporcionando uma ferramenta
tangivel que amplia a compreensdo dos alunos sobre sistemas de equacdes lineares, a0 mesmo
tempo em que os incentiva a explorar e aprofundar seu conhecimento nesse campo
matematico especifico. A criagdo da CSLE ndo apenas representa uma inovacao tecnoldgica
no contexto educacional, mas também se destaca como um recurso valioso para facilitar o
aprendizado e fortalecer a compreensdo dos alunos em relacdo a sistemas de equacOes
lineares, contribuindo significativamente para o avango do ensino da matematica no ensino
médio.

Considerando a importancia dos sistemas de equagOes lineares no ensino da
matematica, esta pesquisa buscou ndo apenas analisar os significados atribuidos pelos
estudantes da EESF na resolucdo de sistemas, mas tambeém discutir o processo de
ensino/aprendizagem de sistemas de equacdes lineares e verificar a aceitacdo da CSLE como
ferramenta de apoio & apresentagdo ou recomposi¢do do tema.

Com esta pesquisa, busca-se discutir o desempenho dos estudantes no processo de
ensino/aprendizagem de sistemas de equac0es lineares, pois a humanidade estd em constante
processo de construcdo e desenvolvimento. A forma como a Matematica estd organizada no
curriculo pedagogico do ensino médio justifica a preocupacdo em relacdo ao desempenho dos
alunos na resolucdo de sistemas de equacdes lineares. Espera-se que, pelo menos, os alunos
estejam aptos a utilizar os conceitos de sistemas de equacgdes lineares nos mais diversos
contextos.

Este trabalho estd estruturado em sete capitulos, sendo este o primeiro capitulo
referente a introducdo. Neste capitulo, sera apresentada uma visdo geral do tema abordado,
bem como os objetivos e justificativas para a realizacdo deste estudo. No segundo capitulo,
intitulado "Fundamentacdo Teorica", serdo abordados os aspectos historicos da Matematica
relacionados aos sistemas de equacdes lineares. Sera feito um lapso temporal sobre a evolugéo
desse campo, destacando os principais marcos histéricos e contribui¢bes de matematicos. Em
seguida, serdo apresentados os conceitos fundamentais para o estudo de sistemas lineares,
incluindo equacdes lineares, sistemas equivalentes, representacdo grafica, resolucdo por

escalonamento e conceitos basicos de matrizes e dos softwares Excel e GeoGebra.
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No terceiro capitulo, intitulado "O Excel como Ferramenta para Resolucdo de
Sistemas de Equacdes Lineares por Escalonamento™, sera explorado o uso do software Excel
como uma ferramenta eficiente para a resolucdo de sistemas de equacgdes lineares. Sera
apresentada a CSLE, que permite a resolugéo interativa de sistemas equacdes lineares por
meio do escalonamento. Sera demonstrado o processo de escalonamento de sistemas equacdes
lineares de ordem 3x3 no Excel, bem como as funcionalidades e vantagens da CSLE. No
quarto capitulo, serd apresentada uma sequéncia didatica (SD) para o ensino de sistemas de
equacdes lineares utilizando a CSLE como recurso pedagogico. Serdo propostas atividades e
estratégias de ensino que visam promover a compreensdo dos conceitos e a aplicacdo pratica
dos sistemas lineares. No quinto capitulo, sera descrita a metodologia utilizada neste estudo,
incluindo a abordagem de pesquisa, 0s participantes, os instrumentos de coleta de dados e os
procedimentos adotados. No sexto capitulo, serdo apresentados os resultados da analise dos
dados coletados durante a aplicacdo da sequéncia didatica com a CSLE. Serdo discutidos 0s
principais achados e as contribui¢des do uso da CSLE no processo de ensino e aprendizagem
de sistemas lineares. Por fim, no sétimo capitulo, serdo apresentadas as consideracdes finais
deste estudo, incluindo as concluses, as limitagcdes e as sugestdes para pesquisas futuras.
Seréd destacada a importancia da CSLE como uma ferramenta educacional inovadora e eficaz
para 0 ensino de sistemas de equacOes lineares, bem como suas contribuicbes para o
desenvolvimento dos alunos no campo da Matematica.

Espera-se que este trabalho possa contribuir para a melhoria do ensino e aprendizagem
de sistemas de equacdes lineares, fornecendo uma abordagem prética e inovadora por meio da

CSLE e da sequéncia didatica proposta.



17

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente capitulo discorre sobre a historia dos sistemas de equacdes lineares, além
de seus principais conceitos e possiveis solu¢des; e apresenta também os conceitos basicos de
matrizes e dos softwares Excel e Geogebra.

2.1 Sistemas de Equac0es Lineares e Matrizes

2.1.1 Historia da Matematica: um Lapso Temporal sobre Sistemas de Equac6es

Lineares

A historia de sistemas de equacOes lineares teve inicio com simples problemas que
envolviam duas ou mais incdgnitas. Os antigos matematicos, como os babilénios e 0s

egipcios, ja utilizavam métodos rudimentares para resolver problemas. Segundo Silva (2018):

No inicio o homem nédo imaginava que um procedimento tdo simples para
resolver problemas em que a resposta era composta de dois valores, iria se
desencadear num assunto que hoje por meio da programacéo linear, ajuda o
homem a resolver problemas com grande quantidade de variaveis (Silva,
2018, p. 59).

E necessario esclarecer que, em sua ancestralidade, a Aritmética teve sua origem
anterior ao desenvolvimento do pensamento algébrico, podendo ser considerada como “pré-
algébrica”. 1sso se deve ao fato de que a Aritmética se desenvolveu antes do surgimento da
Algebra, como ramo da Matematica. De acordo com Dorier (1990), alguns problemas eram
resolvidos utilizando técnicas aritméticas que envolviam equacdes lineares com uma ou mais
variaveis.

Segundo Boyer (2012), apenas na Matematica ndo ha& correcdo significativa, sé
extensdo. Uma vez que os gregos desenvolveram o método dedutivo, o que fizeram estava
correto, correto para todo o sempre. Euclides foi incompleto e sua obra foi enormemente
estendida, mas ndo teve que ser corrigida. Seus teoremas, todos eles, sdo validos até hoje.
Ptolomeu pode ter desenvolvido uma representacdo errdnea do sistema planetario, mas o
sistema de trigonometria que ele criou para ajuda-lo em seus célculos permanece correto.

Compreendendo a Aritmética como uma pré-algebra, surgem alguns problemas

lineares assim como as suas técnicas. Para o melhor entendimento da histdria e do uso do
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sistema de equages lineares, sera primeiramente, conhecido a sua origem, conforme descrito
nos préximos paragrafos.
e Babilbnios

Em termos matematicos, alguns problemas resolvidos pelos babilénios, séo
demonstrados de forma retdrica, em suma, por simbolos que representam 0s ndmeros que
estéo relacionados a situagdes do cotidiano ou a geometria.

Segundo Boyer (2012), os babildnios desenvolveram seus sistemas matematicos e
aritméticos entre aproximadamente 2000 a.C. e 50 a.C. Eles utilizavam tabuas de argilas e
escrita cuneiforme para registrar problemas matematicos, incluindo equac@es lineares. Um
exemplo ilustrativo é apresentado na Figura 1%, onde é demonstrada a aplicacdo de métodos
algoritmicos para a resolucdo de equages, os quais podem ser associados de forma eficiente
aos sistemas de equacOes. Suas abordagens para resolver problemas matematicos
influenciaram o desenvolvimento da matematica em civilizacGes posteriores.

Os autores Berlinghoff e Gouvéa (2010, p. 10) afirmam que “os escribas babilonicos
podiam lidar com equagdes lineares. Também podiam resolver um amplo conjunto de
problemas que descreveriamos como resultando em equagdes quadraticas”. Desta forma, 0s
babilénios entendem que os problemas aritméticos sdo considerados como as possibilidades
de “calcular o comprimento de um retangulo conhecendo a sua superficie”.

Este fato justifica a existéncia de problemas que sdo reduzidos a sistemas de duas
equacgdes em duas incognitas, comumente sendo reproduzido por uma equagdo linear, em
linguagem atual, conforme o exemplo abaixo:

Exemplo 2.1: “Um retdngulo tem largura b e &rea A. Qual o comprimento x desse

retangulo?”

y
X
y=b _ _,
xy=A’x

A forma comumente utilizada para a resolucdo do problema do Exemplo 2.1 € o

método de substituicdo (Boyer, 2012). A partir dai, surge a técnica de mudancas de variaveis.

1 Plimpton 322 ¢ um tablete de argila parcialmente quebrado medindo cerca de 13 centimetros de largura, 9
centimetros de altura, e 2 centimetros de espessura.
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Figura 1 - Tabua Plimpton 322
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Fonte: impa.br. Disponivel em:
https://impa.br/noticias/na-folha-de-s-paulo-marcelo-viana-fala-da-plimpton-322/.
Acesso em: 01 de dez. 2023.

e Egipcios

Em um comparativo com o0s métodos babildnicos, os egipcios também utilizavam
como técnica de resolucdo os sistemas de equacgOes lineares para situacGes problemas do
cotidiano, principalmente de forma retdrica. Entre eles, pode citar o Papyrus Rhind? e o de
Moscou?®, (Berlinghoff; Gouvéa, 2010) e (Boyer, 2012).

Figura 2 - Papyrus Rhind

Fonte: Museu Britanico Online. Disponivel em:
https://www.britishmuseum.org/collection/object/Y EA10057.
Acesso em: 01de dez. 2023.

2 Papiro de Rhind ou papiro de Amdsis é um documento egipcio de cerca de 1 650 a.C., onde um escriba de
nome Amdsis detalha a solucdo de 85 problemas de aritmética, fracGes, célculo de areas, volumes, progressoes,
reparticBes proporcionais, regra de trés simples, equacdes lineares, trigonometria bésica e geometria.

O Papiro de Moscou ou Papiro de Moscovo também conhecido como Papiro Golonishev em referéncia ao seu
proprietario Vladimir Golenishchev é um papiro egipcio em forma de uma estreita tira de 5,5m de comprimento
por 8 cm de largura, com 25 problemas matematicos grafados com escrita hieratica.


https://impa.br/noticias/na-folha-de-s-paulo-marcelo-viana-fala-da-plimpton-322/
https://www.britishmuseum.org/collection/object/Y_EA10057
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Existem algumas questdes que eram solucionados por sistema simples de duas
equac0es lineares e duas incognitas. Por exemplo, uma das equagdes encontradas no Papiro de
Ahmes ou Rhind é a seguinte: "Trés quinhentos circulos ddo um total de dezessete mil. Qual é
o valor de um circulo?" Um problema que se encontra no Papyrus de Moscou é: “Qual o
volume de um tronco de pirdmide quadrada com altura de 6 unidades se as arestas das bases
superior e inferior medem 2 e 4 unidades, respectivamente” (Boyer, 2012, p. 34).

Os egipcios utilizavam o método de "falsas premissas”, onde escolhiam ndmeros
convenientes para resolver um problema linear complexo, comecando com numeros inteiros
simples e chegando progressivamente a um resultado exato para a incognita desejada.

e Chineses

De acordo com Boyer (2012), a aritmética estudada pelos chineses esta no livro “Nove
capitulos sobre a arte matematica (Chui-chang suan-shu) com data de 1000 a.C., que em sua
resolucdo, consta sistemas de equacOes lineares a duas ou mais incognitas. A forma de
resolucdo desta técnica surge como método de eliminacdo ou adigdo. Anos apds, as técnicas
chinesas para resolver estes problemas é de comum semelhanca com os algoritmos
“matriciais”, com a solugdo de sistema de equagdes lineares. Um problema para ilustrar tal
situacdo no Exemplo 2.2, retirado de Boyer (2012, p.144).

Exemplo 2.2: Resolver o sistema de equagdes lineares simultaneas
3x+2y+z=39
2x+3y+z =34
x+2y+3z=26

efetuando operacdes sobre colunas na matriz

1 2 3 0 0 3
2 3 2 . 0 5 2
3 1 1 para reduzi-la a 36 1 1
26 34 39 99 24 39

A segunda forma representava as equagles 36z =99, 5y +z=24e3x+2y+z =
39, das quais facilmente séo calculados sucessivamente os valores de z, y e x.
e Indianos

A luz de Boyer (2012), as primeiras ideias de equacBes e sistemas de equagdes
remontam as antigas civilizagdes, em particular aos povos indianos. Na india antiga, por volta
do século 11l a.C., os matematicos hindus desenvolveram um profundo entendimento das
equac0es lineares e quadraticas, aléem de abordarem sistemas de equacdes de forma prética e

tedrica.
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Um dos exemplos mais notaveis é Brahmagupta, um dos matematicos indianos mais
proeminentes, que viveu no século VII. Em sua obra Brahmasphutasiddhanta, Brahmagupta
discutiu metodos para resolver equacgdes lineares e quadraticas, inclusive introduzindo a
no¢do de raizes negativas para equacdes quadraticas. Boyer (2012, p. 159) afirma que “as
contribuicbes de Brahmagupta & algebra sdo de ordem mais alta que suas regras de
mensuracao, pois aqui achamos solugbes gerais de equacBes quadraticas, inclusive duas
raizes, mesmo quando uma delas é negativa”.

Além disso, ele foi um dos primeiros matematicos a abordar sistematicamente
sistemas de equac0es lineares e simultaneas.

Essas contribuicdes marcantes dos matematicos indianos forneceram uma base crucial
para o desenvolvimento futuro da teoria das equacdes e sistemas de equacdes, influenciando
significativamente a matemética em todo o mundo.

e Gregos

Os gregos antigos desempenharam um papel fundamental no desenvolvimento da
matematica e, em especial, no estudo de sistemas de equagdes lineares. De acordo com Boyer
(2012), a contribuicéo grega para a matematica foi marcada por descobertas significativas que
lancaram as bases para o estudo moderno dos sistemas de equacdes lineares.

Os gregos, em particular os matematicos da Escola de Alexandria, foram pioneiros no
estudo de equacgOes lineares e sistemas de equagdes. Por exemplo, Euclides, um dos mais
proeminentes matematicos da antiguidade, abordou questBes de proporcionalidade e sistemas
de equacdes lineares em sua obra Os Elementos. O trabalho de Euclides foi fundamental para
estabelecer as bases tedricas para a resolucdo de sistemas de equacdes lineares, influenciando
significativamente o pensamento matematico posterior.

Além disso, os gregos contribuiram para o desenvolvimento da Algebra, introduzindo
métodos para resolver sistemas de equacdes lineares utilizando manipulacdes algébricas. Suas
contribuicbes nesse campo abriram caminho para a resolucdo sistematica de sistemas de
equacdes, um marco crucial na evolucdo da Matematica.

A compreensdo dos gregos sobre sistemas de equacdes lineares, embora tenha
evoluido ao longo dos séculos, estabeleceu os alicerces para as teorias modernas que
permeiam a matematica contemporanea. A influéncia de suas descobertas pode ser vista na
forma como abordamos e compreendemos os sistemas lineares de equacdes atualmente,
tornando sua contribuicdo um legado duradouro para a ciéncia matematica.

Assim, segundo Boyer (2012), fica evidente que 0s gregos deixaram um impacto

significativo no estudo dos sistemas de equaces lineares, moldando ndo apenas a matematica



22

de sua época, mas também as bases para o desenvolvimento posterior dessa area fundamental
do conhecimento matemaético.

Diofante, um matematico grego do terceiro seculo, fez uma contribuicdo notavel para
0 estudo da matematica, especialmente na area de sistemas de equacdes lineares. A obra de
Diofante teve um impacto significativo no desenvolvimento da teoria dos nimeros e na
resolucdo de equacdes lineares, estabelecendo importantes fundamentos para a matematica
moderna, (Boyer, 2012).

Os estudos de Diofante é o oposto dos gregos, no que refere ao inicio dos estudos
algébricos. Estes problemas sdo considerados distintos, pois tem sua formulagdo abstrata. O

autor Serrdo (2013, p. 01) traz a seguinte definicao:

Com a ocupagdo romana, a matematica grega parou de se desenvolver e,
somente no século 11l ganhou novo impulso com o matemético Diofante de
Alexandria que introduziu a algebra o estilo sincopado, cuja caracteristica
principal é o uso de abreviacGes de palavras para a escrita de equacGes
(Serréo, 2013, p. 01).

Nesse contexto, o0 Exemplo 2.3 apresenta uma abordagem inovadora, empregando
letras para simbolizar coisas ou objetos.
Exemplo 2.3:

a){x+y=20

xy = 96 como condigdes de “possibilidades

x+y 2 ,
b) (T) — xy = numero quadrado.

Diofante, muitas vezes & reconhecido como o "pai da algebra”, devido ao seu
trabalho inovador em resolver equacdes polinomiais de grau superior e sistemas de equacoes
lineares. Sua abordagem sistematica na resolucdo de equacdes lineares e em mudltiplas
varidveis contribuiu para avancos substanciais na compreensdo matematica da época. Sua
obra "Arithmetica” é particularmente notavel, pois apresenta métodos eficazes para a
resolucdo de equacdes lineares e disponibiliza um conjunto de solugdes para uma ampla
gama de problemas numéricos.

A contribuicdo de Diofante para a teoria dos sistemas de equacdes lineares foi
fundamental para o desenvolvimento da algebra e da teoria dos numeros. Seu trabalho
influenciou geracdes subsequentes de matematicos, fornecendo uma base solida para a

resolucdo sistematica de sistemas de equacdes, um marco crucial na evolucdo da matematica.
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A abordagem inovadora de Diofante forneceu uma plataforma para a resolucdo de
problemas matematicos de maneira mais abrangente, impactando significativamente o
desenvolvimento posterior da teoria dos sistemas de equacOes lineares e estabelecendo bases
fundamentais para o estudo moderno da matemaética. Sua influéncia perdura até os dias atuais,
tornando-o uma figura seminal na histéria da matematica.

Assim, a contribuicdo de Diofante para o estudo de sistemas de lineares foi um marco
significativo, deixando um legado duradouro que continua a influenciar a vida académica e
profissional de mateméticos e pesquisadores em todo o mundo, (Boyer, 2012).

e Arabes
A matematica arabe teve seu inicio no século VII D.C., mas é a partir do século IX que

surge a cultura arabe matematica. Nesse sentido, Boyer (2012, p.173) destaca que:

A matematica arabe pode, de modo bem adequado, ser dividida em quatro
partes: (1) uma aritmética, derivada presumivelmente da india e baseada no
principio posicional; (2) uma algebra que, embora viesse de fontes gregas,
hindus e babilénicas, tomou nas mé&os dos muculmanos uma forma
caracteristicamente nova e sistematica; (3) uma trigonometria cuja
substancia vinha principalmente da Grécia, mas a qual os arabes aplicaram a
forma hindu e acrescentaram novas fungdes e formulas; e (4) uma geometria
gue vinha da Grécia, mas para a qual os arabes contribuiram com
generalizaces aqui e ali (Boyer, 2012, p.173).

Nesse sentido, destaca-se 0 matematico Al-Khwarizmi com contribui¢Bes na resolugédo
de sistemas de equacgdes. Em seu manuscrito “Sobre a arte hindu de calcular” apresentou
métodos sistematicos para resolver equacgdes lineares e quadréaticas, além de propor o uso de
termos positivos e negativos para representar quantidades desconhecidas por letras do alfabeto
arabe. Essas técnicas formaram a base para a algebra e tiveram um impacto significativo na
resolucédo de problemas matematicos complexos (Boyer, 2012).

e Sistema de equacdes lineares entre os séculos XV1 e XIX.

Para a compreensdo do desenvolvimento histérico dos sistemas de equacgdes lineares
entre 0s séculos XVI e XIX, utilizamos a obra apresentada por Boyer em "Historia da
Matematica" (2012).

No século XVI, o estudo dos sistemas de equac@es lineares comecou a se desenvolver
na Europa. Em seu livro, Boyer (2012) destaca a contribuigdo de mateméticos como Cardano,
Tartaglia e Viete, que trabalharam na resolugdo de problemas envolvendo equacdes lineares
simultaneas. Eles introduziram métodos algébricos, incluindo a utilizacdo de simbolos,

coeficientes e solucBes paramétricas.
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No século XVII, destaca-se o trabalho de Descartes, que trouxe grandes avancos para
a éalgebra linear. Ele introduziu o sistema de coordenadas cartesianas, permitindo a
representacdo geométrica das equacdes. Essa inovacao permitiu uma compreensao visual das
intersecdes entre as equag0es, facilitando a solugdo dos sistemas de equacdes lineares.

No século XVIII, com o desenvolvimento dos sistemas de equacBes lineares o
matematico Gauss, destacou-se. Ele desenvolveu o método da Eliminacdo de Gauss, que
proporcionou uma forma sistematica e eficiente de resolver sistemas de equacGes lineares
através de operacOes elementares.

No século XIX, com o surgimento da teoria das matrizes, as equacOes lineares
ganharam uma nova representacdo e interpretacdo geométrica. Matematicos como Cayley e
Sylvester contribuiram para o desenvolvimento dessa teoria, estabelecendo principios que
permitiram a representagdo dos sistemas de equacdes lineares em forma matricial.

Ao longo desses séculos, a compreensdo dos sistemas de equacgdes lineares evoluiu
significativamente, passando de métodos intuitivos e simbolicos para abordagens mais

rigorosas e sistematicas.

2.1.2 Estudando Sistemas de Equagdes Lineares

Apos discorrer sobre o historico dos sistemas de equagdes lineares, nessa se¢do serd

apresentado os tipos de sistemas de equaces lineares e suas solucdes ou a inexisténcia delas.

21.2.1 Equacdes lineares

Para estudar sistemas de equacgOes lineares precisa-se compreender o conceito de
equacOes polinomiais e suas solugdes.

Uma equacdo polinomial do 1° grau é toda sentenca matematica aberta que contém
uma varidvel elevada a primeira poténcia e ndo contém nenhuma outra variavel elevada a
poténcias maiores que 1. Segundo Souza (2013), toda equacdo polinomial do 1° grau com
uma ou mais incognitas é denominada equagdo linear.

Dessa forma, temos dois tipos de equacdes lineares: equacdo linear com uma incognita
e equacdo linear com mais incognitas.
Definicdo 2.1: Uma equacdo € dita linear, quando assume a forma:

ax = b,

onde, a, b € R sdo constantes e x denota a incognita.
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Exemplo 2.4: Equaces lineares com uma incognita:
a) 3x=-12, onde 3,x e —12 sdo coeficiente, incdgnita e termo independente,

respectivamente.
b) §y=\/8, onde %,ye V6 sdo coeficiente, incognita e termo independente,

respectivamente.
Observacao 2.1: Para se resolver uma equacao linear do tipo ax = b, temos trés situacdes, a
saber:

a) Quandoa+0eb eR:
1 1 b - . . . ~ -
Nesse caso, ax = b = a.—x= b'Z = x =" Da primeira implicacdo utilizamos a

propriedade aritmética da permanéncia da igualdade ap6s o produto, por nimeros reais e da
segunda implicacdo, utilizamos o inverso multiplicativo.

Portanto, tem-se uma unica solucdo, isto é, s :
b) Quandoa=0e b = 0:

Nesse caso, temos

Ox=0

Logo, existem infinitas solucdes, isto €, para qualquer valor real x a igualdade é verdadeira.
c) Quandoa=0eb = 0:

Nessa situacao, temos

Ox=0b

Nesse caso, ndo existe solucdo. Pois, do primeiro membro tem-se zero e no segundo
membro um valor diferente de zero.

Os exemplos a seguir exploram essas observagoes:

Exemplo 2.5: Qual a solucéo da equacdo 2x = —5?

Solucdo: 2x = -5 = %.2x=—5.% :>§x=_75:>x=?.
Logo, a solucéo é _?5
Exemplo 2.6: Qual a solucdo da equacdo 2x = 0?
Solugio: 2x = 0= 2.2x = 0.5 = =x = 2= x = 0.
Nesse caso, a solucéo é 0 (zero).
Exemplo 2.7: O valor da incognita da equacdo 0x = 0 €?
0x=0
Solucédo: Como a equacao admite infinitas solucdes, logo para qualquer x € R a igualdade se

verifica.
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Exemplo 2.8: Qual o valor real que torna a equacdo Ox = —7 verdadeira?
Solucdo: Como a equagdo ndo admite solucdo, logo ndo existe nenhum x € R, que torne a
igualdade verdadeira.
Definicdo 2.2: Uma equacéo ¢ considerada linear com mais de uma incognita quando se trata
de equacdes do tipo:
a;xq + azx, + azxz + -+ apx, = b,

onde a,,a,,as,..,a,, b € R sdo constantes e xq,x,,X3,...,X, Sa0 incognitas ou
variaveis.
Exemplo 2.9: Equacdes lineares com mais de uma incégnita:
a) x+2y=5 onde 1 e 2 sdo coeficientes; x e y sdo incognitas; e 5 o termo

independente.
b) —%x + Y10y — 7z +w = —1, onde —%, V10, -7 e 1 sdo os coeficientes; x, y, z e w

sdo as incognitas; e —1 o termo independente.
As equacdes lineares onde o termo independente € igual a zero sdo denominadas
equacdes lineares homogéneas, isto é, sdo do tipo:
ax =0e a;xq +axx, +azxz+ -+ ayx, =0.
Exemplo 2.10: S&o equagdes lineares homogéneas:
a) 3x=0;
b) x;+2x, +5x3 + -4+ 10x, = 0.
As equacdes lineares com n incognitas e os coeficientes todos iguais a zero sdo
denominadas equagdes degeneradas, tais equag¢des possuem o seguinte formato:
Oxq + 0xy + Ox3 + -+ 0x,, = b.
Exemplo 2.11: S&o equacdes degeneradas:
a) O0xq; + 0xy + Ox3 + -+ + Ox,, = 2023.
Perceba que a equacgdo, € uma soma de termos multiplicados por zero, o que resulta
sempre em zero.
Portanto, ndo importa o valor atribuido a nenhuma das variaveis x;, x,, x3, ..., X,, N0
sera possivel obter o resultado de 2023.
b) 0x; + 0x, + Ox3 + -+ + Ox,, = 0.
Veja que a equacdo tem todos os coeficientes sdo zero. Nesse caso, qualquer valor
atribuido as variaveis x4, x,, x3, ..., X, resultard em uma soma igual a zero, ja que qualquer

numero multiplicado por zero é igual a zero. Entdo, a equacdo possui infinitas solugdes.
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Para resolver uma equagéo linear com mais de uma incognita do tipo a;x; + a,x, +
asxs; + -+ ay,x, = b, a solucdo para essa equagdo ¢ uma n-upla de nimeros reais, que ndo
necessariamente sdo distintos entre si, podendo ser denotado por (kq,k,, ks...,k,) onde a
afirmacdo a,k, + ayk, + azks + -+ + a,k,, = b é correta. Segundo a definigdo de lezzi et al
(2013, p.106):

(...) dizemos que a sequéncia de nameros reais (aq, a,, s, ..., &) é solucdo
da equacdo a;x; + ayx, + azx; + -+ a,x, = b se a sequéncia a,a; +
a,a, + azaz + -+ apa, = b for verdadeira, isto &, quando, na equagdo
dada, substituimos x; por a4, x, por as,..., X, por a,, e, apds efetuarmos as
operacBes indicadas, obtemos uma sentenca verdadeira (lezzi et al, 2013,
p.106).

Exemplo 2.12: A terna ordenada (—1, —1, 2) é solucéo da equag&o linear 2x; — 3x, + 5x3 =
11.
De fato, substituindo x; por —1, x, por —1 e x5 por 2, temos:
2(-1) —3(-1)+52 =-243+10= 11.

2.1.2.2 Sistemas de Equaces Lineares

Os sistemas de equacdes lineares possuem algumas caracteristicas que podem ser Gteis
na resolucdo e compreensdo desses conjuntos de equagOes. Tais sistemas tem como um dos
principais objetivos encontrar as solucGes que satisfagcam todas as condi¢fes impostas pelas
equacgoes.

Definicdo 2.3: Considere um sistema S de ordem m X n, onde m representa o nimero de

equacdes lineares e n incognitas (m,n = 1). Esse sistema é composto um conjunto de m

equacdes lineares, cada uma delas com n incdgnitas, consideradas simultaneamente.
ay1X1 + A%, + -+ agpx, = by

S: Az1X1 + Ap2Xp + -+ AypXy = by

Am1X1 + QaXy + o+ QnXn = by
onde, a;;,i € {1,2,3,...,m}, j € {1,2,3,...,n}, by, by, b3, ...,by, € R sdo constantes e
X1, X5, X3, ..., X, S0 INCOQNItas ou variaveis.
Observacéo 2.2: Quando m = n o sistema € tido como de ordem n e o sistema linear de

ordem m x n, é representado na forma (S).
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A solugdo de S, é uma n-upla (kq, ko, k3,...,k,) composta por nimeros reais, que
devem ser substituidos de forma ordenada nas m equagBes que constituem o sistema. A
validacdo da igualdade nas equacdes representa a solucdo desejada.

Dai, se (kq, ko, ..., ky) é solugdo de S, logo:

a kq + ayky, + -+ ank, = b; (verdadeira)
S aky +ayky, + -+ an.kn = b, (verdadeira)

a k, + ayk, + -+ kyx, = b, (verdadeira)

Exemplo 2.13: Considerando o sistema linear de ordem 5.
2x1 +x, +x3+x4 +x5=0
X1+ 2%y + X3 + X4 + X5 = 2
S: x1+x2+2.X3+X4_+x5:4
X1 +x, +x3+2x4 +x5 =8
X1+ Xy, +x3+x4 +2x5 =16
A n-upla (—5,—3,—1,3,11) é solucdo de S, pois, quando substituidos ordenadamente a
sequéncia (—5,—3,—1, 3,11) em cada equacéo verifica-se que a igualdade é verdadeira.
Basta observar que:
(2(—5) +(-3)+ (1) +3+ 11 =—-14 + 14 = 0 (verdadeira)
—5+4+2(-3)+(-1)+3+ 11 =-12 + 14 = 2 (verdadeira)
S: 1 -5+ (-3)+2(-1)+3+ 11 =-10 + 14 = 4 (verdadeira)
-5+ (-3)+(-1)+23+11=-9+ 17 = 8 (verdadeira)
—54+(-3)+(—1)+3+2.11 = -9+ 25 = 16 (verdadeira)

Exemplo 2.14: Dado o sistema de equacdes linear de ordem 2x3.
T{x+y+t=1
x+y—-t=0
Aterna G O%) é solugdo de T. De fato,

%+ 0+ % = % = 1(verdadeira)
T: .

Z4+0-— ; =0 (verdadeira)
Observacdo 2.3: Os sistemas de equacdes lineares sdo classificados como Possivel e
Determinado, Possivel (SPD) e Sistema Possivel e Indeterminado (SPI) e Sistema Impossivel
(Sh.

a) Quando um sistema de equac0es lineares permite solucdo Unica, ele é classificado como

Sistema Possivel e Determinado (SPD), comumente, apresenta a forma:



29

( X, =b
xz = bz
Sl { X3 = b3
k Xn, = by,

Observe que a n-upla (by, b, bs, ..., b,) € R € a Unica solucdo de S;, logo o sistema é
possivel e determinado.
b) Quando um sistema permite um ndmero infinito de solucGes, ele é classificado como
Sistema Possivel e Indeterminado (SPI), como exemplificado em (S,):

allxl + a12x2 + -+ alnxn == bl
Syt 0x; + 0xy + -+ + 0x,, = b;

kamlxl + Qo Xy + o+ QnXn = by
Quando b; = 0, o sistema é necessariamente classificado como SPI, ou seja, apresenta
um numero infinito de solucdes. Essa situacdo ocorre quando o numero de incognitas € maior
do que o nimero de equagdes, ou seja, n > m. pois, a equacao 0x; + 0x, + -+ 0x,, = b; =
0 é uma equacao degenerada com infinitas soluces.
c) Quando um sistema ndo tem solucdo, ele é considerado Sistema Impossivel, ou Sl,
conforme indicado em (S3).

ay1X1 + ay2x9 + -+ aypxy, = by
53: 0x1+0x2+"‘+0xn:bi

kamlxl + QpXy + o+ QX = by
Quando b; # 0 o sistema é necessariamente impossivel, isto &, ndo se apresenta
nenhuma solucdo, pois, ndo existe nenhuma n-upla, tal que 0x; + Ox, + .. +0x, =
b; # 0. Esta configura uma equagédo degenerada sem solugéo.

Z;Ci_ Y= Ez, perceba que a sequéncia (1, 4) é solucéo.

1+ 4 =5 (verdadeira)
2.1 — 4 = -2 (verdadeira)

Exemplo 2.15: Dado o sistema{

De fato, {

Note que ndo ha outro par ordenado que satisfaga simultaneamente as equacdes.

x1 = 5
Exemplo 2.16: Dado o sistema { x, = —2. Perceba que (5, -2, 1) é solucdo. De fato,
x3 = 1

5 =5 (verdadeira)

—2 = =2 (verdadeira).
1 = 1(verdadeira)
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2x+y+z=1(x)

Exemplo 2.17: Dado o swtema{ X—y=—1 (x%)

, encontre a solugéo.

Solucéo: De (*x), tem-se: x = y — 1, substituindo esse valor em (), obtém-se: 2(y — 1) +
y+z=123y—-2+y+z=1=y=1-, substituindo o valor de y em x =y — 1,
tem-se;x =1-2-1=x=—2,

3 3

Veja que o sistema tem uma variavel livre (z), ou seja, o nimero de incognitas (n =

3) é maior do que o numero de equagBes (m = 2). Portanto, o sistema é SPI e tem como
solucdo (_?Z 1-— gz) Pode-se atribuir valores reais a variavel livre (z) para obter solucdes

particulares. Por exemplo, para z = 0, tem-se (0, 1, 0) como solucao.

xX+y=5

Exemplo 2.17: O sistema {x+y= 10

ndo existe nenhum par ordenado que satisfaca

simultaneamente as equacdes.
2.1.2.3 Sistemas Equivalentes

Os sistemas equivalentes séo sistemas que possuem 0 mesmo conjunto de solucdes.
Por exemplo, sobre o sistema S abaixo, podemos aplicar as seguintes operacdes, conhecidas
como operagdes basicas, para obter o sistema S, equivalente a S:
i) Permutar duas equac0es;
i) Multiplicar uma das equacdes por § € R*;
iii) Adicionar/Subtrair a uma das equacOes outra equacdo do mesmo sistema.

Conforme mencionado por Caliolli, Domingues e Costa (1990, p. 5): “Se um sistema
linear S; foi obtido de um sistema linear S através de um ndmero finito de operacGes

elementares, dizemos que S; é equivalente a S.” Dessa forma, tem-se:

a11x1 + alzxz + oo + alnxn - bl
g.] G21%1 + azpxy + -0+ AzpXy = by
Am1X1 + QpaXy + -+ A X = by
(A11%1 + Qg% + o+ AypXy = by

Aj1X1 + QX + -+ AinXy = b;

(Bais + aj1)xy + -+ (Bawm + ajn)xy = Bb; + B;

\Ap1X1 + QpaXo + -+ QnXn = by
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Neste contexto, S e S; tém mesma solucdo, ou seja, S e S; sdo equivalentes.

4x + 2y +2z=16 ()
Exemplo 2.18: Dado o sistema S:{ x + y — 3z = 2 (*%)

2x + 8y —4z = 24 (xxx*)
cuja solucédo é (2, 3, 1), permutando (*) e (**): ((*¥) < (*x*)) obtemos o sistema S;, com a
mesma solucéo, isto &, semelhante a S.
x+y—3z=2 (*¥)

S11Y 4x + 2y + 2z = 16 (¥*); -
2x + 8y — 4z = 24 (**x),

Ao multiplicarmos a equagdo (**x); por % obtém-se S,, também semelhante a S.
Logo, S, é:

x+y—3z=2 (%)
S21) 4x + 2y + 2z = 16 (%), -
X+4y —2z =12 (**x),

Ao substituir a equacdo (**), pela soma dela com a equacdo (x), previamente
multiplicada por (- 4), obtém-se S; semelhante a S.
Portanto, S5 é:
x+y—3z=2 (¥)3

S3:1y 0x — 2y + 14z = 8 (x%)5
X+4y —2z =12 (**xx);

Observe que (2, 3, 1) é solucdo dos sistemas S, S;, S, e S3, OU seja, 0S sistemas Sao
equivalentes.

Dessa forma, sistemas equivalentes tém propriedades e estruturas semelhantes, mas
podem apresentar as equagOes dispostas de forma diferente ou ter coeficientes diferentes,

enguanto ainda representam a mesma relacéo entre as variaveis envolvidas.

2.2 Conceitos Basicos de Matrizes

2.2.1 Matriz

Definicdo 2.4: Sejam m e n numeros reais ndo nulo. Uma matriz € uma estrutura de dados
retangular m xn, composta por m linhas (horizontais) e n colunas (verticais). Ela é

comumente representada por uma delimitacdo com parénteses “()” ou colchetes “[]” e seus

elementos sdo organizados em posic¢des especificas. Um elemento qualquer dessa matriz serd
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representado por a;;, sendo i a linha onde se encontra e j a coluna. As linhas de uma matriz

sdo numeradas de cima para baixo e as colunas, da esquerda para a direita.

A ordem de uma matriz € uma medida que indica o nimero de linhas e colunas que
ela possui. Ela é representada por m x n, onde m é o nimero de linhas e n é o nimero de
colunas.

Nesse contexto, os autores Bonjorno, Junior e Sousa (2020) definem que uma matriz

qualquer pode ser representada por:

ay1 A2 A13 ... Qqp ai1 Qg2 A13 ... Aqp
az1 Qpp Az3 ... oy Qaz1 Qpp Qg3 ... dzp

A= azq Qzp Azz ... Qzp |OUA =| A31 Q32 A33 ... A3n |, comm,n € N* ou
Am1 Qm2 Qm3 - Amn |-am1 Am2 Am3 - aan

na forma simplificada por:
Amxn = (aij)mxn OUApmxn = [aij]mxn’
sendo o elemento a;; pertencente a linha i e a coluna j, com i €{1,2,3,..,m} e j €
{1,2,3,...,n}.
Observacédo 2.4: Se uma matriz tem o numero de linhas igual ao nimero de colunas, ela é

considerada uma matriz quadrada de ordem n.

Exemplo 2.19:

a11 Q12 A13 A14
a) A matriz W = | az1 Az Az3 Az4 | tem dimensdes 3 x 4, 0 que significa que ela possui 3
Q31 Q32 A33 Q34

linhas e 4 colunas. Portanto, ela tem um total de 3 x4 = 12 elementos.

-1 5 10
b) A matriz U = (11 1 — 7) é quadrada de ordem 3, o que significa que ela possui 0
4 9 40

mesmo ndmero de linhas e colunas. Portanto, ele possui 3 x 3 = 9 elementos.

Exemplo 2.20: Se a matriz A, x 3 = [a;j], x 3 tem seus elementos obtidos pela lei de formagao

i1 Aq2 A13
a;j =i+ j. A saber, seja a matriz A = | Gz21 @22 Az3 |, entdo a;; =1+1=2, a;, =1+
Qz1 A3z Q33

2=3, a13=1+3=4; a21=2+1=3, a22=2+2=4, a23=2+3=5; a31=3+
1=4‘,a32=3+2=5,a33=3+3=6.

2 34
Portanto,A={ 3 4 5).

456
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2.2.2 Tipos de Matrizes
As definicGes deste topico, foram baseadas nos autores lezzi et al (2013).

a) Matriz linha
E composta por uma tnica linha. Por exemplo, A = (2 4 6) é uma matriz linha 1x3.
b) Matriz coluna

3
E composta por uma Unica coluna. Por exemplo, T = (1) € uma matriz coluna 3x1.
5

¢) Matriz quadrada

Matriz quadrada possui 0 mesmo numero de linhas e colunas. Por exemplo, Q =

-1 10)
3 1 ) é uma matriz quadrada de ordem 2.
(v

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entéo:
(i) Os elementos da matriz A, em que o indice da linha é igual ao indice da coluna, sdo

denominados elementos da diagonal principal de A. No caso, considere a matriz quadrada

ai1 aq2 dg3
A = a1 Qzz a3 | de ordem 3, 0s elementos a4, a,, € az3 formam a diagonal principal.
asz1 dzp Az3

(if)  Os elementos de A, em que a soma dos indices da linha e da coluna é igual a n + 1 séo
conhecidos como os elementos da diagonal secundaria de A. Isto é, considerando a matriz

a1 a1z A13
quadrada A = | 21 @22 az3 | de ordem 3, 0s elementos a3, a,, € a3; formam a diagonal
az; Aazp dzz

secundaria.
d) Matriz nula

0 0
Possui todos os seus elementos iguais a zero. Por exemplo: O = (0 0) é uma matriz
0 0

nula de ordem 3x2.
e) Matriz identidade: é uma matriz quadrada de ordem n, representada por I, em que
todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a um e 0s demais elementos sdo iguais a

1 0 0
zero. Por exemplo: I3 = (0 1 0) é uma matriz identidade de ordem 3.
0 0 1
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f) Matriz transposta

Matriz transposta é representada por A¢, é obtida ao trocar as linhas pelas colunas e as
colunas pelas linhas de uma matriz A. Em outras palavras, os elementos da linha i na matriz
A se tornam os elementos da coluna i na matriz transposta A°.

A matriz transposta preserva as dimensdes da matriz original, mas o nimero de linhas
se torna igual ao nimero de colunas e o nimero de colunas se torna igual ao nimero de
linhas da matriz original, ou seja, se A é uma matriz Ay, = (@;j)m xn, €Ntao Atserd uma

matriz A%, xm = (@) xm-

5 1
Exemplo 2.21: Se tivermos uma matriz A = (i g i) entdo A* = (0 7).

3 4
g) Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, a inversa de A é a matriz B (quadrada de
ordem n), tal que: B. A = A.B = I,,, onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

Uma matriz inversa s existe para matrizes quadradas ndo singulares, ou seja, matrizes
que possuem determinante diferente de zero. A matriz inversa é denotada por A™*, onde A é a
matriz original (Bonjorno; Janior e Sousa, 2020).

A matriz inversa possui outra propriedade importante, a matriz inversa de uma matriz

inversa é a propria matriz original: (A=)~ = A.

Exemplo 2.22: A matriz inversade A = (5} %) eA™l = (_32 _11) pois:

aat=(3 ) (5 )=(els 372)=( D=

ara=(3 )G -G 350 D=
Exemplo 2.23: Verificar se existe a matriz inversa de H = (_1 1)

a b

Devemos verificar se existe H~1 = (C d)’ talque H.H™1 = I,.

Dai,

H.H‘lzlzz(_l(l) (1))(66‘ Z)z(é (1))

= (ate bra=(o 1)

Da definicdo de igualdades de matrizes, temos:

10a=1 i 1
{_a+c:0,cu1asolugaoea_c_lo,e
10b=0 . o -
{_b_l_d:1,cu1asolugaoeb—0ed—1.
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1
— 0

Assim, H=1 = '? . Por outro lado, temos que
— 1

» % %10 o
H™1.H = (_1 1)

G V)

2.2.3 lgualdade de Matrizes

Sejam, A e B duas matrizes do mesmo tipo, isto €, possuem o0 mesmo numero de

ai1 aq2 A1n bi1 b1z ... bin
linhas e colunas, sendo A = 31 A3z - G3n | € B = 1?31 b?,2 o b3." . Ae B séo
Am1 Am2 - Amn bm1 me bmn
consideradas iguais se elas ttm as mesmas dimensdes e se a entrada a;; da matriz A é igual a
entrada correspondente b;; da matriz B paratodo i € j.
Nesse contexto, lezzi et al (2013, p.85) definem igualdade de matrizes:
“Duas matrizes A € B de mesmo tipo m X n sdo iguais quando todos os seus elementos
correspondentes sdo iguais, isto €, sendo A = (a;j))mxn € B = (bij)mxn, temos A =B

quando a;; = b;j, paratodo i (1,2,...,m) e paratodoj (1,2,...,n)”.

) . - _(5 0 3 _(x 0 y .
Exemplo 2.24: Para garantir que as matrizes A = (1 7 W) e B= (z - 4) sejam

iguais, os valores das variaveis devem ser ajustados da seguinte maneira: x =5,y =3, z =

lew =4.
2.2.4 Adicao e Subtracdo de Matrizes

A adicdo é realizada somando-se 0s elementos correspondentes de cada matriz e
posicionando o resultado na mesma posi¢cdo na matriz resultante, 0 mesmo ocorre para a
subtracdo. Em ambos 0s casos, as matrizes devem possuir a mesma dimenséo, ou seja, 0
mesmo numero de linhas e colunas, para que a adi¢do ou subtracdo possa ser executada. O
resultado da adicdo ou da subtracdo serd uma matriz com a mesma dimensdo das matrizes
originais, onde cada elemento é a soma dos elementos correspondentes nas matrizes de
entrada.
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Segundo, lezzi et al (2013, p.85) a adicdo de matrizes é: “Dadas duas matrizes do
mesmo tipo, A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, @ SOMa de A e B (representa-se por A + B) € a

matriz C = (¢;j)mxn. €MAue ¢c;; = a;; + bj, paral <i<mel<j<n”

58 3)ep_ (2009

Exemplo 2.25: Sejam as matrizes A = (1 7 4 1 7 4

), a matriz C resultante

de A+ B e D resultante de A — B.

Solugéo: Como C = A + B, temos que:
(5 8 3)+(—2 0 9)=>C=(5_2 8+0 3+9)

17 471 7 4 1—1 7+7 4+4
308 12
:c:.% 14 8)

Agora encontremos a matriz D resultante de A — B:

p=r-p=( § D=3 3 D=r=(G11 375 370

7 8 —6).

:D:Q 0 0

Os autores lezzi et al (2013, p.86) enfatizam a veracidade das propriedades, seguintes:
Dadas as matrizes A,B e C do tipo m X n e a matriz nula 0,,,,, , Valem as propriedades:
Comutativa: A+ B = B + 4;
Associativa: A+ B)+C=A+ (B+0);
Existéncia do Elemento Neutro: existe M tal que A + M = A, qualquer que seja a matriz
Amxn; €

Existéncia do Oposto ou Simétrico: existe A’ tal que A + A" = Oy 5 -
2.2.5 Matriz Oposta

Seja a matriz A de ordem m X n, sua matriz oposta (representada por —A), é uma

matriz tal que A + (—A) sera a matriz nula de mesma ordem, denotada por Oy,

Exemplo 2.26:
Veja que amatriz A = (i’ ? i) somada com sua oposta —A = (:i :g :i)
. _(0 0 O
resulta na matriz nula O = (0 0 0).

Defato, A+ (- =(3 5 3+(2 B =0 2 Y=o

1 7 4 -1 -7 -4
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2.2.6 Multiplicagcdo de um Numero Real por uma Matriz

A multiplicacdo de um numero real por uma matriz € uma operacdo em que cada
elemento da matriz é multiplicado pelo nimero real. Nesta operacdo, o ndmero real é
distribuido para cada elemento da matriz, resultando em uma nova matriz com 0S mesmos
tamanho e elementos da matriz original, porém com cada elemento multiplicado pelo nimero
real fornecido.

Nesse sentido, os autores Bonjorno, Junior ¢ Sousa (2020, p.22) definem que: “Dada
uma matriz A = (a;;j)m x» € Um nimero real k, o produto de k por A4, indicado por k. A, € a
B = (bij)mxn €mque b;; = k.a;j,paratodoi € {1,2,3,..,m}etodoj € {1,2,3,...,n}".

5 8 3

1 7 4) de dimensdo 2 X 3 e o numero real

Exemplo 2.27: Se tivermos uma matriz A = (

—10, a multiplicacdo sera feita assim:

07 7 D= 0 Zao)

Os autores Bonjorno, Janior e Sousa (2020, p.23) enfatizam que sdo validas as
propriedades seguintes: “Dadas as matrizes A e B do tipo (m X n) e 0s nUmeros reais a e S:
12 propriedade: (@ + B)A = aA + BA
22 propriedade: a(A + B) = aA + aB
32 propriedade: a(BA) = (aA)B
428 propriedade:1.4 = A”.

2.2.7 Multiplicacao de Matrizes

A multiplicacdo de matrizes € uma operacdo que combina os elementos de duas
matrizes para produzir uma terceira matriz resultante. A condi¢cdo necessaria para a
multiplicacdo entre duas matrizes A e B € que 0 nimero de colunas da matriz A seja igual ao
namero de linhas da matriz B. Se A € uma matriz de dimensdo m x ne B é uma matriz de
dimensdo n X p, entdo a multiplicacdo resultard em uma matriz C de dimensdo m X p.

Para realizar a multiplicacdo de matrizes, cada elemento da linha i da matriz A é
multiplicado pelos elementos correspondentes da coluna j da matriz B. Esses produtos sao
somados para obter o elemento c;; da matriz resultante C.

Nesse sentido, os autores lezzi et al (2013, p.91) definem que “Dadas as matrizes A =

(@ij)mxn € B = (bix)nxp, Chama-se produto de A por B, e se indica por A. B, a matriz C =



38

(Cik)mxp» €M Que cy = aj1.byg + Q. by + Q3. by + -+ Q. by, para todo i€
{1,2,..,m}etodo k € {1,2,..,p}".
E importante lembrar que a multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa, ou seja, a

ordem das matrizes € relevante. A multiplicagdo A . B pode ser possivel, enquanto B . A pode

n&o ser.
5 0 3 -l
Exemplo 2.28: Sejam as matrizes A = (1 7 4) w3 €B =12 0 , vamos verificar,
3 -2 3x2

seexistemA.BeB .A.

Solucdo: Como A é da ordem 2x3 e B da ordem 3x2, logo existe a matriz C, tal que C = A.B

, €11 C12
é de ordem 2x2, sendo, C = ( ) .
C21 C22/5,0

1 -1
c C
Segue que, A.B=C= (i (7) i).(z O) = (Ci CZ) pela definicdo, temos
3 =2

que:
€11 =51402433=14;c;, =5.(=1) + 0.0 + 3.(=2) = —11;
€31 =114+72+43=27ecy =1.(—1)+7.0+4.(=2) = —-9.
14 — 11) .
27 — 975,
Como B é da ordem 3x2 e A da ordem 2x3, segue que existe a D, tal que D = B . A,
dy1 diz d13>

SendOD = <d21 d22 d23
d31 d32 d33

Portanto, C = (

3x3
1 -1 5 0 3 dll d12 d13
Segue que, B.A=D= |2 0 .(1 - 4) = d,; dyy dy3 |, pela definicéo,
3 -2 d31 d32 d33
Segue que.

4 -7 -1
Portanto, D =(10 0 6] .
10 — 14 1/ 3,3
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2.2.8 Determinante de uma Matriz

Segundo Souza (2013, p.147) “Para toda matriz quadrada de nimeros reais € possivel
associar um namero real denominado determinante”.
O determinante é denotado por det(A) ou |A|, onde A é a matriz em questdo. Ele é

calculado de forma diferente dependendo do tamanho da matriz.

Exemplo 2.29: Dada a matriz B = (Z Z) calcule seu determinante.
Pela definicdo, tem-se: det(4) = |Ccl Z| =ad — cd.

Entdo, o det(4) = ad — cd.

a b c
Exemplo 2.30: Dada a matriz C = (d e f), seu determinante é:
h i

Q

Pela definicéo, tem-se:

a b c|ap
d e f|d el =" (aei+bfg+cdh)— (ceg+ afh + bdi)
g h ilgnh
a b cjap
=>|d e f|d e|l=aei+bfg+cdh—ceg—afh— bdi.
g h ilgh

Portanto, o det(C) = aei + bfg + cdh — ceg — afh — bdi.
Observacgédo 2.5: Para encontrar o determinante de uma matriz quadrada de ordem n (onde
n > 2), utilizaremos o Teorema de Laplace. Contudo, é necessario primeiro abordar 0s
conceitos de menor complementar e cofator referente a um elemento especifico presente na

matriz.
a) Menor complementar

O menor complementar (M;;) relativo a um elemento de uma matriz A, é o
determinante da submatriz det(M;;) obtida ao remover a linha e a coluna em que o elemento
esta localizado, sendo M;; pertencente a linha i e a coluna j, com i,j €{1,2,3,...,n}. Em

outras palavras, é o determinante da matriz resultante apds excluir a linha e a coluna que

contém o elemento em questao.

1 2 3
Exemplo 2.31: Considere a matriz A = (1 5 1), calcule o menor complementar de a,,
7 0 1

Pela definicdo temos que 0 menor complementar de,
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1 2 3

@y A= (1 5 1) >y =3 7) = detMy) =5;
7 0 1
1 2 3

ars. A= (1 5 1) = M23 = (% (2)) = det(MZS) = —14;
7 0 1
1 2 3

a31: A = (1 5 1) = M31 = (é i) = det(M31) = _3
7 0 1

b) Cofator

O cofator (Cij), de uma matriz A,, € um numero real obtido por meio da expressao:

Cij = (—1)™.M;, comi,j €{1,2,3,..,n} e M;; é 0 menor complementar.

1 2 3
Exemplo 2.32: Considere a matriz do exemplo anterior, A = (1 5 1), calcule o cofator
7 0 1

de a1, a3 eas;.

Solucéo: Pela definigdo segue que o cofator de,

a;;: Cip =DM, =>C,=15=5;

Azz: Co3 = (=1)?*3.Mp3 = Co3 = (=1).(—14) = 14;
as,: C3; = (—1)3*1. M3, = C3, = 1.(-3) = 3.

Determinante de ordem n pelo Teorema de Laplace

O Teorema de Laplace, estabelece que o determinante de uma matriz quadrada de
ordem n (onde n > 2) pode ser calculado através da expansdo dos cofatores de uma linha ou
coluna especifica. Sem perda de generalidade acompanhe o desenvolvimento do Exemplo

2.33.

aj; A1z A13 Aq4
A1 Az A3 Apy
a3q1 a3y A33 A34
Qg1 Ay Q43 Ayq

Exemplo 2.33: Considere a matriz A = , calcule 0 det(A).
Solucéo: O determinante de A pode ser calculado escolhendo a qualquer linha ou coluna, pois
0 resultado sera 0 mesmo.
Dai, temos que:
det(4) = ay1.Cy1 + aq5.Ci3 + aq3.C13 + aq4.Cyy (Linha 1), ou
det(4) = a;1.C11 + ay1.Coq + a3q.C31 + a4q. C41 (Coluna 1).
1

Exemplo 2.34: Considere a matriz A = , calcule 0 det(A).

S O wWo

12
10
9 4
00

AN
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Solucdo: Aplicando a expansdo dos cofatores na linha 4, temos que:

1 2 0 1 2 0 1 10 1 1 2
det(A)=1.(—1).<1 0 3)+O.1.<2 0 3>+0.(—1).<2 1 3>+O.1.<2 1 0)

9 4 0 4 4 0 4 9 0 4 9 4
1 2 0
det(A)=(—1).<1 0 3]=(-1).40 = —40.
9 4 0

Portanto, o determinante da matriz A é —40.
2.2.9 Escalonamento de Matrizes

O escalonamento de matrizes é um processo usado para transformar uma matriz em
uma forma simplificada chamada de forma escada ou forma escalonada reduzida (Oliveira,
2019). Esse processo envolve a aplicagdo de operacdes elementares em linhas ou colunas da
matriz para simplifica-la e facilitar a resolucdo de sistemas de equagdes lineares, célculo de
determinantes, inversdo de matrizes, entre outras aplicagbes. A forma escalonada de uma
matriz tem as seguintes caracteristicas:

1. Todos os elementos abaixo do pivd sdo zeros: Para cada linha ndo nula, o primeiro
elemento ndo nulo dessa linha é chamado de pivd. Todos os elementos abaixo do pivd séo
zZeros.

2. Os pivds formam uma sequéncia crescente de zeros para baixo e para a direita: Ou
seja, 0 pivd da linha i é a direita do pivd da linha i — 1 e todos os elementos abaixo do
pivd da linha i sdo zeros.

3. Todas as linhas nulas estéo no final da matriz: As linhas nulas, se houver, sdo colocadas

no final da matriz.

11 Aq2 Q13 A14
Sem perda de generalidade, considere a matriz A = | az1 Q22 Q23 A4 |. Faremos o
Q31 Q3 A3z A3y

escalonamento de A.
Passo 1: Garantir que elemento a,, seja diferente de zero.

(i) Se a4, é diferente de zero, entdo ndo é necessario fazer nada.

(ii) Se a4, for igual a zero, trocamos a primeira linha com uma linha abaixo que tenha
um elemento ndo nulo na primeira coluna.

Passo 2: Zerar os elementos abaixo de a,; na primeira coluna.
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Usa-se operacdes elementares entre as linhas L, e L, , multiplicando as linhas por um

fator adequado e subtraindo-as para zerar os elementos abaixo de a;,, uma sugestao é:

11 Q12 Q13 A4\ [, >, _(%)Ll 11 Q12 Q13 Qg4
A= |03 Ay A3 Ay | ————5B=|0 X Y Z ) ondeX,YeZ

a3y A3z Q33 (34 azq A3z A33 A34
sd0 nUmeros reais.
Passo 3: Repetir 0s passos anteriores para obter zeros abaixo dos pivos
(a11,az2, a33, ..., agk, com k € N*) em todas as colunas subsequentes.

@11 Q12 Q13 Q14 1; 1, -2317, a11 Q12 Qg3 Q14
0 X Y Z = C—(O X Y Z>,sendoU,Ve
a3y A3z A3z d3g o v v w

W sdo constantes reais. Nesse processo, avanga-se para a proxima coluna até alcancar a

Sugestdo: B =

Gltima coluna da matriz.

Q11 A12 Q13 A4\ Ly — g —Z—;’;Lz A11 A1z Q13 A14
Sugestéo:C=<0 X Y Z)—>D=<0 A B C),ondeReSséo
o U VvV w 0O 0 R S

nameros reais.

11 Q12 Q13 A14
Passo 4: O resultado sera uma matriz escalonada D = ( 0 A B C ) na qual todos os
0 0 R S

elementos abaixo dos elementos a,; € a,, (pivds) sdo iguais a zero, seguindo as condicdes

do escalonamento.

2 3 14
Exemplo 2.35: EscalonaramatrizA={ 1 2 —1 3 ).
31 4 2

Solucdo: Aplicando as propriedades, temos que:

2 3 1 4
2 314 L2—>L2—%L1 2 ? 134 Ly =Lz =3l [ 1 _3 1
12 —13 _— 0 E _E 1 2 2
3.1 42 31 4 2 0 -2 3 4
2 2
2 3 1 4
L3—>L3+3L2 1 3
0 0 -8 3
2 3 1 4
Portanto, a matriz escalonada é | 0 % —% 1
0 0 -8 3
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2.3 Sistemas de Equac0es Lineares Associados a Matrizes

As matrizes sdo ferramentas que desempenham um papel fundamental no estudo de
sistemas de equagdes lineares. Elas fornecem uma maneira eficiente de organizar e manipular
as informagdes contidas no sistema, simplificando sua resolucdo e analise. Nesse contexto,
podemos associar uma matriz a um sistema linear.

ay1X1 + ay2x5 + -+ apx, = by

21Xy + QgpXp + o ¥ QanXn = bz, pode ser expresso ou

Considere o sistema U:
Am1X1 + QpaXs + -+ QnXn = by

representado utilizando matrizes da seguinte forma:

a11 a12 e aln x1 b1
Qz1 Qz2 - Q2 X2| | by
Am1 Amz2 - Amn Xn bm

Sendo A matriz que contém os coeficientes das variaveis das equacdes, X a matriz que
contém as incognitas e B a matriz dos termos independentes, U pode ser escrito na forma

matricial A. X = B. Os autores Bonjorno, Jinior e Sousa (2020) afirmam:

Em notacgdo simplificada, temos: A.X = B, em que A é a matriz de ordem
mxn formada por todos os coeficientes do sistema, X é a matriz de ordem
nx1, formada por todas as incognitas, e B é a matriz de ordem mx1 formada

por todos os termos independentes (Bonjorno; Junior; Sousa, 2020, p.45).

—5x+y=5

x +10y = 10 €O observe este sistema equivale a

Exemplo 2.36: Considere o sistema Q:{

-5

11115 . < -
1 10]'[}1] = [10], onde Q, é a representacdo de Q na forma matricial. Nesse

Q11[
contexto, temos que: A = [_15 110],X= [;] e B= [15()], onde 0 A é a matriz dos

coeficientes, X das variaveis e 0 B a matriz dos termos independentes. Dessa forma, podemos
escrever A.X = B.

Além disso, tem-se a matriz ampliada, aumentada ou completa de U para correlacionar
as equacdes de U de maneira adequada. Essa matriz é construida pela disposicdo dos
coeficientes das incognitas em uma matriz m x n, juntamente com seus respectivos termos

independentes.
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A matriz ampliada é geralmente representada por uma matriz retangular com uma
coluna adicional que inclui os termos independentes. Geralmente, é representada por uma
matriz retangular com uma coluna adicional que inclui os termos independentes.

Nesse contexto, a matriz ampliada de U pode ser representada por:

a1 Qi - Qin | by a;1 A1z - Qn by

Az1 Q2 - Qzn | by ay1 Ay ... Qyn by
: “lou .

Am1 Am2 - Amn bm Am1 Am2 - Amn bm

_ . —5x+y=>5 . . . [-5 1|5
Exemplo 2.37: Dado o sistema {x+ 10y = 10 @ Matriz ampliada é [ 1 10 |10] ou
[—5 1 5 ]
1 10 10F

= Determinantes Relacionados a Sistemas
Os determinantes das matrizes dos coeficientes oriundos de sistemas de equagOes
lineares estdo relacionados as solugdes do sistema. Os autores lezzi et al (2013) afirmam que
existem propriedades importantes, a saber:
1%) Se o determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero, entdo o sistema de
equacdes lineares tem uma solucéo unica (SPD).
2%) Se o determinante da matriz dos coeficientes for igual a zero, entdo o sistema pode ter uma

infinidade de solug@es (SPI) ou nenhuma solucao (SI).

2.4 Representagdo Grafica de um Sistema Linear

As solugdes de um sistema S podem ser representadas geometricamente por meio de

formas gréficas, tanto bidimensionais quanto tridimensionais. No caso bidimensional

a1 x +a =b
{ 1 12Y _ ! ocorrem as seguintes situacoes:
az1X + az;y = by
M SPD: Quando as retas séo concorrentes, ver Figura 3(a);

(i) SPI: Quando as retas coincidentes, ver Figura 3(b);

(iii) SI: Quando as retas sdo paralelas entre si, ver Figura 3(c).
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Figura 3 — Graficos Bidimensional

(0] ©

Fonte: Elaborado pelo autor (2023) utilizando o software GeoGebra

Exemplo 2.38: Representacdo gréfica

x+y=3

(a) O grafico do sistema S: {x —y=—1

além de indicar que o sistema é SPD (retas

concorrentes) também indica sua solucéo A(1, 2) que é a interseccao das duas retas.

Grafico 1 - S: Sistema Possivel e Determinado (SPD)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/pngdvcw8

2x —5y =1
4x — 10y =2
pontos A(3,1) e B(—2,—1), dentre outros. Sendo assim, o sistema S; € possivel e
indeterminado (SPI).

(b) Grafico do sistema S;: { percebe-se infinitas solucdes, tais como 0s


https://www.geogebra.org/calculator/pngdvcw8
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Gréfico 2 — S1: Sistema Possivel e Indeterminado (SPI).

6

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/jawfkdap

x—y=1

(c) No sistema S: {_x Yy=2 as retas ndo se intesectam, pois sao paralelas, ou seja,

S, éSl.

Grafico 3 — Sy: Sistema Impossivel (SI).

—4

x-y=1

6

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/wzvap8gd

No espaco tridimensional, podemos representar pontos como coordenadas (x,y, z),
onde cada coordenada representa uma posic¢ao ao longo dos eixos x, y e z. Linhas podem ser
representadas por uma sequéncia de pontos conectados, formando uma reta continua no
espaco ou uma curva. Planos séo superficies planas e podem ser visualizados como folhas ou

laminas extensas.


https://www.geogebra.org/calculator/jawfkdap
https://www.geogebra.org/calculator/wzvap8gd
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Segundo Sousa (2013, p.179) sdo “oito possibilidades para trés planos no espaco
tridimensional”. A seguir exibiremos tais possibilidades contendo trés planos no espaco
tridimensional.

a1 X + alzy + a13Z = b1
Representacao grafica do sistema tridimensional: {az1x + a,,y + a3z = b,.
a31x + a32y + a332 = b3

= SPD: Quando os planos se intersectam em um ponto, isto é, as retas se encontram em

Unico ponto (Figura 4(a)).

= SPI: Quando os planos concorrem em uma reta, (Figura 4(b)); ou 2 planos sdo
coincidentes e 1 concorrente (Figura 4(c)); ou 3 planos sdo coincidentes, (Figura 4(d)).

= Sl: Quando 2 planos sdo paralelos e um concorrente, isto €, as retas formadas pelas
intersecdo dos planos séo paralelas, (Figura 5(e)); ou 2 a 2 concorrentes entre si, (Figura
5(f)); ou os 3 planos sdo paralelos, isto €, ndo possui ponto em comum, (Figura 5(g)); ou 2

planos coincidentes e 1 paralelo, (Figura 5(h)).

Figura 4 - Graficos Tridimensional (i)
@ (b) (© (@)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Figura 5 - Graficos Tridimensional (ii)
(e ® ® (h)

B
> >4

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Veja os exemplos dos sistemas S;, S, € Sg:

2x+y+z =1
Exemplo 2.39: O sistema S: Ix + 2y + z = 2 apresenta como solucdo o ponto A(0, 1, 0), que é
x+y+2z=1

comum aos trés planos, (Gréfico 4).

Graéfico 4 — Ss: Sistema Possivel e Determinado (SPD).

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/b9emgwrz

2x+4y—6z =8
Exemplo 2.40: O sistema S,:96x + 9y + 12z = 15 apresenta infinitas solucGes, pois a
4x+7y—2z=13

intersecdo dos trés planos se da por meio de uma reta (Gréfico 5).

Gréfico 5 — S4: Sistema Possivel e Indeterminado (SPI).

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/fcx4s5ft



https://www.geogebra.org/calculator/b9emqwrz
https://www.geogebra.org/calculator/fcx4s5ft
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2x+y+z =1
Exemplo 2.41: O sistema Sg: {2x — 4y + 6z = 12 apresenta um sistema sem solucdo (Grafico
x—2y+3z=0

6).
Gréfico 6 — Ss: Sistema Impossivel (SI).

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/qvxg5bhb

Em resumo, a representacdo grafica de sistemas de equaces lineares € uma ferramenta
muito importante para interpretacdo e discussdo de suas respectivas soluces. Além disso, a
representacdo grafica também pode auxiliar na compreensao e discussao de propriedades e
relagBes entre as varidveis do sistema. E uma ferramenta valiosa para estudar e analisar

sistemas de equacGes lineares de forma mais intuitiva.

2.5 Resolucgao de Sistema de Equacdes Lineares por Escalonamento

Nesta subsecédo, discorreremos sobre a resolugdo de sistemas de equacgOes lineares
utilizando o método do Escalonamento ou Eliminacdo Gaussiana, que constitui a base de
estudo deste trabalho.

Um sistema de equacdes lineares S, de m equacdes com n incognitas, é considerado
escalonado quando é possivel observar que o numero de coeficientes nulos aumenta em cada
equacdo a partir da segunda. Esse padrdo ocorre porque durante o processo de escalonamento,
as operacles elementares sdo realizadas para eliminar as incognitas em cada equacéo,
resultando em coeficientes nulos.

O sistema S escalonado é representado por:


https://www.geogebra.org/calculator/qvxq5bhb
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a11x1 + a12x2 + a33X3 + -+ alnxn == b]_
azzxz + a33x3 + -+ aann = b2
S: az3X3 + -+ A3znXp = bz
k AmnXn = by
onde, a;;,i € {1,2,3,...,m}ej €{1,2,3,..,n}e a;; # 0,a5, #0, ..., Ay # 0.
Dias (2022) afirma que

[...] um sistema linear de m equagdes e n incognitas € denominado sistema
linear escalonado, quando em cada equacdo existe pelo menos um nimero
de coeficiente nao nulo, tendo em consideragdo a ordem de “cima para
baixo”, o numero de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente nao

nulo, aumenta de equacdo para equacao (DIAS, 2022, p. 23).

De acordo com esse raciocinio, os autores Caliolli, Domingues e Costa (1990)
confirmam que todo sistema escalonado S; € equivalente a algum sistema nao escalonado S,
encontrado através das operacOes elementares entre sistemas equivalentes, conforme tratado
na se¢do 2.1.2.3.

Exemplo 2.42: Dado o sistema T; na forma escalonada, existe um sistema T ndo escalonado

2x+y—z=2
Ty: 3 1

_- Zz7=-1
| 2V T37
22 =2

equivalente a Ty, isto &,

é equivalente a

2x+y—1z =12
T:y —x—2y+2z=-2
—x+y+2z=2

Veja que (1,1,1) e solucdo de T e T;. Logo, se T foi obtido de T, por meio das operagdes
elementares, entdo T e T; sdo equivalentes.

Por fim, os sistemas escalonados proporcionam um arcabouco de informacdes na
resolucédo de sistemas de equacOes lineares, facilitando a analise e obtencdo de solucdes. A
seguir, mostraremos o detalhamento de resolucdo de sistemas quando o sistema esta

escalonado (Tipo 1) e depois quando o sistema nao esta escalonado (Tipo 2).
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Tipo 1 - Sistema Escalonado
Para obter a solucdo de um sistema escalonado, pode-se seguir 0s passos abaixo:
Passo 1: Caso a ultima equacdo do sistema seja do tipo: 0x; + Ox, + -+ + 0x,, = b,,, sendo

b,, # 0, entdo o sistema é considerado impossivel.

Passo 2: Caso a Ultima equacdo do sistema seja do tipo: a,,X, = by, €M qUE Ay, # 0 0
sistema € considerado possivel e determinado. Nesse caso, faz-se a retro substituicdo dos

valores das incognitas nas equacgdes anteriores para encontrar a solugéo.

Passo 3: Caso a ultima equagdo do sistema seja do tipo: 0x; + 0x, + -+ + 0x,, = b,,, sendo
b,, = 0, o sistema é possivel e indeterminado. Neste caso, faz-se a retro substituicdo da(s)

variavel(is) livre(s) nas equagOes anteriores para encontrar a solucao geral do sistema.

Passo 4. Apos obter a solugdo, é importante verificar se ela satisfaz todas as equagdes
originais do sistema. Substitua os valores encontrados para as variaveis nas equacgdes e

verifique se ambos os lados das equagdes sdo iguais.

) —2x+y—3z=2
Exemplo 2.43: Dado o sistema S na forma escalonada S: 2y + 2z = —1, encontre a

-2z =12
terna que satisfaz todas as equagodes de S.
Solucdo: Partindo da equagdo —2z = 12 pode-se encontrar o valor de z.
—2z=12 = z = —6.
Substituindo o valor de z em 2y + 2z = —1, obtém-se o valor de y.

11

2y +2.(—6)==-1=22y-12=-1=22y=11>y = —.

Por fim, substituindo y e zem —2x + y — 3z = 2, obtém-se o valor de x.

—2x4+y—32=2> —2x+—=—3.(-6)=2>—-2x+—+18=2>-2x = — ==
2 2 2

43
X =—.
4

. ~ . ; (43 11
Assim, a solugéo do sistema é (7,7, —6).

Verificacdo da solucéo:
43 11 43 11
—2 (—) + (—) —3(—6)=——+—+18=-16 +18 = 2 (verdadeira)
4 2 2 2
11
2.7 +2(—6) =11 - 12 = —1 (verdadeira)
—2(—6) = 12 (verdadeira)
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Como a verificagdo torna todas as equacdes verdadeiras, portanto, a solugcdo do

sistema é (ﬁ,g, —6).
4 " 2
Tipo 2 - Sistema N&o Escalonado.

O escalonamento de um sistema linear, neste estudo, acontecera na transformacédo do
sistema em sua matriz ampliada e envolvera a aplicacdo de operagdes elementares, como
multiplicagdo por um escalar, soma ou subtra¢do de linhas e troca de linhas, para levar a
matriz a uma forma escalonada.

Para obter a solugéo de um sistema nédo escalonado, pode-se seguir 0s passos abaixo:
Passo 1: Transformar o sistema em sua matriz ampliada correspondente;

Passo 2: Transformar a matriz ampliada em uma matriz triangular equivalente, ou seja,
transformar em um sistema escalonado;

Sem perda de generalidade abordaremos este topico por meio de exemplos.

—2x+y—3z=2
Exemplo 2.44: Dado o sistema x + 2y + 2z = —1 encontre a solugdo atraves do

4x — 3y —2z=12
escalonamento.
Solugéo:

Passo 1: Transformar o sistema na matriz ampliada correspondente:

-2 1 -3 ] 2
A=1]1 2 2 -1
4 -3 =2 112

Passo 2: Escalonar a matriz ampliada:
a) Identificar uma equacdo onde o coeficiente de x ndo seja nulo para ser a,;.
Escolhemos a 1?2 equacdo, mas, poderia ser qualquer uma das trés equacOes, neste

exemplo.

-2 1 -3 2
A=1] 1 2 2 -1
4 -3 -2 12

b) Utilizar o a,, para zerar todos os elementos abaixo dele, ou seja, a,; = 0 e az; = 0;
para determinar L, ®4 e L,® da matriz B, devemos realizar as operaces com as

linhas:

41, = Linha i damatrizJcomi € N*eJ = {4,B,C, ..., Z}
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(4) (4
L 2(3) — LZ(A) _ (@) _Ll(A) el 3(3) — LB(A) _ (ﬁ) -Ll(A)-

aiq aia

Substituindo os novos valores de L, ® e L,® tem-se:

-2 1 -3 2
5 1

B=l0 = = 0
2 2

0 -1 -8 16

Repetiremos o processo fixando as linhas L, ®e L,® para zerar 0 as, € encontrarmos

a matriz triangular superior. Sendo assim, calculamos:

)} . . .
L, = [,B — (?) .L,'® e substituindo os novos valores, tem-se a matriz C triangular
22

superior:
-2 1 =3 2
0 > ! 0
C = 2 2
39
l 0 0 -7 16J

Passo 3: Transforme a matriz escalonada no sistema

—2x+y—3z=2

5 1
Sl: EY+ EZ=0
39
——z =16

5
Passo 4: Resolver o sistema S; equivalente & S pelo Tipo 1.

Partindo da equagdo — ?z = 16 pode-se encontrar o valor de z.

39 . 80
- — = —_-—
57 Z= 739

Substituindo o valor de z em na equacdo da linha 2 de S;, obtém-se o valor de y:

5 1( 80 16

7+ 3(-3) =07 =35

Por fim, substituindo y e zem —2x + y — 3z = 2, obtém-se o valor de x.

), 16 3( 80)_2=> 89
XT3 39) " <7 * T30

. o . . (89 16 80
Assim, a solucdo do sistema é (—,—, — —).
39" 39 39

Verificacao:



54

( 2(89)+(16) 3( 80)_78_2 Jadei
5 35 ~39) 39" (verdadeira)

89 16 80 39
+2< )+2< ) = —— = —1(verdadeira)

A

39 1 “\39 39 39
89 16 80 468 .
4 (—) -3 (—) -2 (— —) = — =12 (verdadeira)
\\39 39 39 39
. ~ ~ e 89 16 80\ , ~
Todas as igualdades nas equac@es sdo verificadas, portanto, (5 il 5) é solucdo de S.

Por fim, para encontrar a solucdo de sistemas escalonados, seguindo 0s passos citados
anteriores, é possivel obter a solucdo sem muitos desafios, seja ela Unica, infinita ou

inexistente.

2.6 Conceitos Basicos dos Softwares Excel e GeoGebra

Nesta subsegdo, os conceitos do software Excel foram fundamentados e discutidos
com base em Silva (2017), enquanto os conceitos acerca do GeoGebra foram abordados com

referéncia a Silva (2016).

2.6.1 Conceitos Basicos do Software Excel

O Excel € uma das ferramentas mais utilizadas para analise e organizacdo de dados.
Com ele, é possivel criar planilhas, tabelas e graficos, além de realizar calculos e analises
complexas. A seguir discorreremos sobre cada um desses conceitos.
= Planilha

E 0 espaco de trabalho no Excel, onde sdo inseridos os dados e as formulas. Cada
planilha pode ter varias abas, permitindo organizar os dados de diferentes formas, conforme

Figura 6.

Figura 6 - Planilha da Microsoft Excel 2016

Abas
13117

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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= Célula
E a unidade basica de uma planilha e é identificada pela intersecdo de uma coluna e

uma linha. As células podem ser selecionadas individualmente ou em grupo, para realizar
operagdes como insercdo de dados ou formatacdo. O exemplo da Figura 7 denota a sigla
CSLE escrita na coluna D e linha 4 tendo como endereco D4 onde fica localizado no lado

esquerdo superior.

Figura 7 - Célula no Excel

Inserir  LayoutdaPigina  Férmulas  Dados  Revi|

I7 - TimesMewRoma ~ (12 - A A — = - 'E.é‘QuebrarTe
By ~
3= B Mesdared

Area de Transf... Fonte ] Alinhamento

| e
2

e
5

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

» Formula
No Excel, uma férmula é uma expressdo que combina valores, operadores e fungoes

para realizar célculos ou executar acdes especificas. As formulas podem ser simples, como
uma soma, ou complexas, envolvendo diversas operacdes matematicas. A Figura 8 mostra a
adicdo da célula B4(2023) com a C4(2024) tendo como resposta na célula D4(4047) a
barra de férmula evidencia o algoritmo, = B4 + C4, que correspondente a operagdo aplicada.
Observacao 2.6: Para criar uma férmula no Excel inicialmente escolhe-se a célula onde
deseja-se mostrar o resultado e em seguida digitar o simbolo da igualdade (=) seguido do

algoritmo.

Figura 8 - Formula no Excel

Layout da Pégina Férmulas

Foérmula

| 2023 2024 [ 4047 |

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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» Funcgéo

(I;§ um comando pré-definido no Excel que realiza uma operacao especifica, como uma
média ou uma contagem de valores ou uma condicao, dentre outras. As funcbes sdo escritas
com um nome seguido por parénteses, dentro dos quais sdo inseridos 0s argumentos
necessarios para a operacdo. A Figura 9 mostra o exemplo da média aritmética entre as
células B4(2023) e €4(2024), mostrando o resultado em D4(2023,5). Na barra de formula
= MEDIA(B4: C4) temos a funcio média, indicado na Figura 9.

Figura 9 - Funcdo média no Excel

Inserir Layout da Pagina Férmulas

- X | =

.‘ TimesNewRoma ~ |12 ~ A A | = = = - E¢ Quebrar Te
I Em - .

Colar NT s-|EH. O-A- =E= E3= EMesclarec

Area de Transf... Fonte = Alinhamento

D4 - b2 =MEDIA(B4:C4)

A B C D E

| Funcao }—l

l 2023 2024 2023.5

U h w2

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

» Formatacgao
E o estilo como as células e os dados sdo exibidos na planilha, como fonte, cor de

fundo, alinhamento, entre outros. A formatacdo pode ser modificada de acordo com a
necessidade do usuario. Para formatar uma planilha no Excel, siga os seguintes passos:

1. Abra a planilha que se deseja formatar.

2. Selecione as células que se deseja formatar. Pode-se selecionar uma Unica célula ou
varias células.

3. Clique na guia Pagina Inicial na parte superior esquerda da tela e escolha as opcdes
de formatacdo que deseja aplicar as células selecionadas (Negrito, italico, sublinhado,
cor de fundo e bordas).

4. Para alterar a largura ou altura das colunas e linhas, posicione o cursor entre as
colunas ou linhas e arraste até o tamanho desejado ou dé dois cliques com o botdo
esquerdo do mouse para ajuste automatico.

5. Para inserir ou excluir colunas ou linhas, cligue com o botdo direito do mouse na
coluna ou linha onde deseja inserir ou excluir e escolha a opgdo correspondente. Outra

opcao é clicar na guia Inserir ou Excluir, situado na parte superior direita da tela.



6.

57

Para formatar os nimeros em uma planilha, selecione as células que deseja formatar e
clique na guia Pagina Inicial na parte superior esquerda da tela e depois clique no
botdo Formato de NUmero e escolha o tipo de formato desejado, como ndmero,
moeda, porcentagem, data, contabil, dentre outros.

Para criar uma tabela na planilha, selecione os dados e clique no botdo Tabela na guia
inserir em seguida pode-se personalizar a tabela com estilos e cores.

Salve as alteracdes na planilha clicando em Arquivo em seguida no botdo Salvar ou

pressionando Ctrl + S.

Com esses passos, pode-se formatar uma planilha do Excel para torna-la mais fécil de ler e

entender, além de torna-la mais profissional e atraente.

A Figura 8, por exemplo, apresenta a seguinte formatacdo: fonte Times New Roman,

tamanho 12, cor da fonte preta e do preenchimento branca, alinhamento centralizado, alinhar

embaixo.

» Criacgao de Grafico

E uma representacéo visual dos dados inseridos na planilha. O Excel oferece diversas

opcdes de graficos, como linhas, colunas, barras e pizza, que podem ser personalizadas de

acordo com a preferéncia do usudrio. Para criar um grafico no Excel, siga os seguintes passos:

1.
2.

Abra o software Excel, em seguida a planilha na qual se deseja criar o gréfico.
Selecione os dados que deseja incluir no grafico. Isso pode ser feito selecionando as
células que contém os dados.

Clique na guia inserir na parte superior da tela em seguida escolha o tipo de grafico
que deseja criar.

Cligue no icone do grafico que deseja criar.

O Excel criara um grafico padrdo com os dados selecionados. Feito isso, pode-se
personalizar o gréafico alterando o titulo, rotulos dos eixos, cores e estilo do gréafico.
Para personalizar o grafico, clique em qualquer parte do gréfico para seleciona-lo. 1sso
fard com que as opcdes de formatagdo aparecam na guia Design na parte superior da
tela.

Personalize o grafico de acordo com suas necessidades. Pode-se alterar o titulo do
gréfico, adicionar rotulos dos eixos, escolher um estilo de grafico diferente e outras
opcaes.

Salve o grafico em um arquivo separado, se desejar, ou adicione-o a planilha existente.

Seguindo esses passos pode-se criar um grafico. A Figura 10 indica uma possivel

criacdo de grafico de barras.



58

Figura 10 - Criag&o de grafico no Excel

Arquivo  Pagina Inicial  Inserir  Layout da Pagina  Férmulas Dados Revisdo Exibir  Ajuda

ﬁ‘:'? @ Inserir Grafico ! X
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Graficos Recomendados  Todos os Graficos
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3 Agtes
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i Bﬁ Mapa de Arvore
12
; @ Explosdo Solar
3
14 hﬂ] Histograma
15 (ﬁ? Caixa e Caixa Estreita
16 |]]E|] Cascata
L = Funil
18
. [ﬂ Combinacio

ra o

Cancelar

Planilhal Planilha2 o —

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

b
2

Esses sdo alguns dos conceitos basicos do Excel, que permitem a criacdo de planilhas.
Com a pratica e a exploragédo das funcionalidades da ferramenta, é possivel obter resultados

ainda mais complexos e Uteis.

2.6.2 Conceitos basicos do software GeoGebra

O GeoGebra € uma ferramenta de software livre que combina recursos de geometria,
algebra e céalculo. E muito Gtil para a criagio de graficos, tanto em duas ou em trés dimensoes.

A seguir, apresenta-se conceitos basicos do GeoGebra para criacdo de graficos.

= Sistemas de Coordenadas

O GeoGebra utiliza um sistema de coordenadas para representar 0os pontos no plano ou
no espaco. No plano, o sistema é composto por dois eixos perpendiculares, o eixo x
(horizontal) e o eixo y (vertical), enquanto no espa¢co ha um terceiro eixo, o eixo z (azul), o
eixo x (verde) e o eixo y (vermelho) conforme indica a Figura 11.
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Figura 11 — Sistemas de Coordenadas R? e R3 no GeoGebra

Bla - 400 4N = .
: . Hinca : = TEeodce: =

B
&
<

>
o

Q
Q

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

= Equac0es
No GeoGebra é possivel criar equacdes simples ou mais complexas, que envolvem

diversas operacdes e variaveis. A Figura 12 exibe exemplos de equacao linear com duas e trés

variaveis.
Figura 12 - Equacdes Lineares no GeoGebra
Al b @ L
VAR - A
O eql: 2x+3y = —1 :
O eq2: —x+y+z=1 :
_I_
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
» Grafico

O GeoGebra permite a criagdo de graficos de fungbes em duas e trés dimensdes. Para
criar um grafico, basta inserir a equacdo da fungé@o na barra de entrada e pressionar Enter. O
grafico sera gerado automaticamente, como indica a Figura 13.
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Figura 13 - Gréficos Bi e Tridimensional

(R?) R?)

)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

» Janela de visualizacdo

A janela de visualizacdo é a area onde os gréficos sdo exibidos. E possivel alterar a
escala dos eixos, ampliar ou reduzir a imagem e ajustar a exibigdo dos graficos para melhor
visualizacdo clicando na engrenagem que fica localizado na parte superior direita, como
indicado na Figura 11.

» Ferramentas de Desenho

O GeoGebra oferece diversas ferramentas de desenho para auxiliar na criacdo dos
graficos, como retas, pontos, circulos e arcos. Essas ferramentas podem ser combinadas com
as funcBes matematicas para criar graficos mais complexos, conforme Figura 14.

Figura 14 - Ferramentas de desenho no GeoGebra

GeaGebra Calculadora

Ferramentas Basicas

I~ s 2
Llgebre by - i
Mover Ponto FPirdmide

[y

entro Plano por trés
onto pontos

Intersegdo de  Planificacao
Duas

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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» Exportacdo de Gréficos
O GeoGebra permite exportar os graficos criados para outros formatos, como imagens

ou arquivos PDF, facilitando a incluséo dos graficos em outros documentos.

Finalmente, o0 GeoGebra é uma ferramenta importante para apresentar o conceito de
gréaficos. Visto que, a manipulacdo destes € de facil manuseio e a visualizagdo da rotacdo e
translacdo de forma interativa permite uma compreensdo significativa e aprimoramento de

definicoes.
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3 O EXCEL COMO FERRAMENTA PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS DE
EQUACOES LINEARES POR ESCALONAMENTO

O presente capitulo discorre sobre a resolucdo de sistemas de equagGes lineares por
escalonamento utilizando planilhas do Excel. Apresentaremos e detalharemos a Calculadora
de Sistema Lineares no Excel (CSLE). Os conceitos que seguem foram embasados e
discutidos segundo Silva (2017), Hefez (2016) e Bastos (2016).

3.1 Acriagdo da Calculadora de Sistemas de Equaces Lineares no Excel

A criacdo da Calculadora de Sistemas Lineares no Excel, idealizada e construida pelo
autor, teve como principal motivacdo auxiliar os alunos que enfrentam dificuldades na
resolucdo de sistemas de equac0es lineares. A resolucdo de sistemas de equacdes lineares é
um tema da matemaética que pode ser desafiador para muitos estudantes e a ferramenta que
apresentamos busca simplificar e agilizar esse processo.

Um dos motivos de escolha do Excel é que ele ndo requer conexdo com a internet,
tornando a ferramenta apresentada util em ambientes educacionais onde o acesso a internet é
limitado ou indisponivel. Isso permite que os alunos trabalhem na resolucdo de sistemas de
equacoes lineares diretamente em sala de aula, sem depender de recursos online.

A CSLE foi desenvolvida utilizando as funcionalidades e recursos das planilhas do
Excel. Durante seu processo de criagdo algumas dificuldades foram encontradas. Uma delas
foi garantir a flexibilidade da ferramenta para a resolucdo de sistemas de diferentes
dimensdes, desde sistemas 2x2 até sistemas 5x5. Isso exigiu a implementacdo de algoritmos
capazes de lidar com diferentes casos garantindo resultados precisos. Outra dificuldade foi a
discussdo das solugcbes nos diferentes tipos de classificacdo (SI, SPD e SPI). Essa analise
exigiu a consideracdo de diversos cenarios e a utilizagdo de andlise matemética para
determinar as caracteristicas dos sistemas.

A CSLE é capaz de resolver sistemas de equacdes lineares de ordens 2x2, 3x3, 4x4 e
5x5. No seu funcionamento os usuarios inserem os coeficientes das equacdes lineares em uma
planilha, em seguida a CSLE realiza o calculo automatico, fornecendo os passos da solugdo
para o sistema, pelo método do escalonamento. Além disso, a calculadora também discute a
solucdo encontrada em relacdo a classificagdo do sistema. Ela identifica se o sistema é
indeterminado, possivel e determinado ou impossivel, auxiliando 0s usuarios na compreensao

dos resultados obtidos.
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3.2  Escalonamento de Sistemas Lineares no Excel (ESLE) de ordem 3x3.

O ESLE é uma ferramenta idealizada pelo autor deste trabalho, desenvolvida para
auxiliar no entendimento e resolucéo de sistemas de equacdes lineares. Seu principal objetivo
é facilitar a compreensdo do tema e auxiliar na resolucdo de CSLE.

O ESLE mostra o passo a passo para escalonar sistemas de equacdes lineares e
resolvé-los de forma &gil e eficiente. Essa planilha demonstra o passo a passo para escalonar
sistemas de equagdes lineares de ordem 3x3, com o objetivo de auxiliar na compreensao desse
assunto. Na ESLE séo fornecidas informacdes e caracteristicas sobre os diferentes tipos de
sistemas de equagdes lineares, além dos algoritmos utilizados para escalona-los. Na ESLE néo
¢ possivel inserir novos sistemas, pois foi desenvolvida para navegacdo e auxiliar a
compreensdo do tema em questéo.

Na subsecdo 3.3 sera possivel inserir sistemas de equacOes lineares e obter suas
respectivas solucoes.

A fim de compreender o funcionamento da planilha (ESLE), seguiremos 0s seguintes
passos:

Passo 1: Acessar a planilha clicando no link E.S.L. E (3X3) Oficial.xIsx

Figura 15 — ESLE (3X3) - 01

Sistemas de Equacoes Lineares

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 2: Escolhe-se um tipo de sistema linear: SPD, SPI ou SI. A Figura 16 apresenta o
layout de cada uma das op¢Ges disponiveis.


https://1drv.ms/x/s!AuNn-YrKNY49qDPhYvieVPRsbkoa?e=Jab2iS
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Figura 16 — ESLE (3X3) - 02

SPD
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 3: Nas abas do Passo 2, ao clicar em qualquer uma das opgdes, na aba “Resolucéo pelo
Método do Escalonamento”, obtemos as opgdes abaixo (Figura 17).

Figura 17 — ESLE (3X3) - 03
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Sistemas de Equacoes Lineares
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Passo 4: Nas abas do Passo 3, ao clicar em P1 serd direcionado Figura 18. Nesse caso,
explica que P1 gera a matriz ampliada.

Figura 18 — ESLE (3X3) - 04
()
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Sistemas de Equacoes Lineares
Possivel e Indeterminado (SPI)
Resolucao pelo Método do Escalonamento
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 5: Nas abas dos Passos 3 ou 4, ao clicar P2, o usuério sera direcionado para a Figura
19. Nesse caso, a Figura 19 é obtida a partir da Matriz "A" por meio das seguintes operacdes:

(4) (4)
LB =@ [ B — [ @ _ (m) L@ e, ® = [, _ (m) L@,

a1 aii

Figura 19 — ESLE (3X3) - 05
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 6: Nas abas dos Passos 3, 4 ou 5, ao clicar em P3, o usuério sera direcionado para a
Figura 20. Nestas abas, P3 indica a Matriz “C” obtida da Matriz “B” pelas:

(B)
L O =1,®: 1,0 =,Bep © [ B _ (@) L,®.

azz

Figura 20 — ESLE (3X3) - 06
(a)

Sistemas de Equacoes Lineares
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Matriz "C" é dada por: LI(C) = Ll (A); L2(0)= LZ(B); L3(C) = L"-CB) = (aszfazz)cﬂ)*chB}.
Observagiio: a;,(© = a;®.
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(b)

Sistemas de Equacgdes Lineares
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 7: Nas abas dos Passos 3, 4, 5 ou 6, ao clicar em P4, o usuario sera direcionado para a
Figura 21. Nestas abas, P4 indica a transformacdo da Matriz “C” no sistema escalonado

equivalente ao sistema original.

Figura 21 — ESLE (3X3) - 07
()
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Resolugio pelo Método do Escalonamento
- YWy W sl R O

Transforma a Matriz "C" estendida no Sistema Escalonado.

B: -By-B:-K
n--B-0--8
o: -f@y-+-H:-E
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(b)

Sistemas de Equacoes Lineares
Possivel e Indeterminado (SPI)

Resolucio pelo Método do Escalonamento
- Y P4 v e

Transforma a matriz ""C'" Estendida no sistema escalonado.

0-+EXy+0--E8

c-|mEEn g |-
| 0NN, 0 -

0 1 o J§2
.

BEND KN |- Hx+y+ﬂz-ﬂ

Sistemas de Equacoes Lineares

Impossivel (SI)
Resolugdo pelo Métode do Escalonamento

B s B s |

Transforma a matriz ""C" Estendida no sistema escalonado.

B0y N -EN
0+ B -k
0 - + W -EX

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 8: Nas abas dos Passos 3, 4, 5, 6 ou 7, ao clicar em P5, o usuério sera direcionado para
a Figura 22. Nestas abas, P5 indica a resolucdo do sistema. Dessa forma, a resolucdo dos

sistemas sao:

2x—3y—z=0
(SPD) - Figura 22(a): Resolvendo o sistema{ —2y+z=-9.De 7z=-35 =
7z = =35

z = —5; Substituindo z em —2y +z = -9 = y = 2 e substituindoy e zem 2x—3y—z =
0 = x = 0,5. Portanto, S = {(0,5; 2; —5)};

2x+3y+4z=9
(SPI) - Figura 22(b): Resolvendo o sistema{ -2,5y =-2,5 .De 2,5y =-2,5=
0z=0
y = 1; Substituindoy em 2x + 3y + 4z = 9 = x = 3 — 2z. Entdo, S = {(3 — 2z,1,2)};
6x+6y+3z=1

(SI) - Figura 22(c): Resolvendo o sistema { -2y —0,5z =3,5. De 0z =-2,3tem-
0z=-23

se que ndo existe nenhum z, tal que, 0z = —2,3. Portanto, S = @.
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Figura 22 — ESLE (3X3) - 08
(a)

Sistemas de Equacées Lineares

Possivel e Determinado (SPD)
Resolucio pelo Método do Escalonamento
- Wy Wy -

P5

Resolver o sistema escalonado ,

Substituindo. e - em:

Resolvendo o sistema escalonado segue: De - Substiuindo o valor de y em
Portanto,

B:+Ely+A:-IK
0x+EX¥y+0:-EY Ps Cx,yv,z)
O:+Ely+0:-Kl Q] : |op

Obs.:  Solugdo particular para z =0

Sistemas de Equacgoes Lineares

Impossivel (SI)

Resolucido pelo Método do Escalonamento
. - e Ps -

Resolvendo o sistema escalonado segue: De tem-se que nao existe nenhum valor para tal que
Portanto,

A0, -0.-E

-8, 5. -5l (x,¥,2)

n--[y+-0--Ex 1 1)
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 9: Nas abas dos Passos 3, 4, 5, 6, 7 ou 8, ao clicar P6, o usuario seré direcionado:
Figura 23(a), ao clicar em (SPI) — P6 sera direcionado: Figura 23(b) e ao clicar em (SI) — P6
serd direcionado: Figura 23(c). Nestas abas, P6 indica a verificagdo da solucdo em cada
sistema. Contudo, a verificacdo dos sistemas sao:

(SPD) - Figura 23(a): Substituindo (0,5;2; —5) no sistema original as igualdades
tornam-se verdadeiras:
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2x—3y—z=0 2(0,5)—32—(=5)=1-6+5 = 0(verdadeira)
—2x+y+2z2=-9>4{-2(0,5)+2+2(-5) =1+ 2 - 10 = —9(verdadeira).
4x+2y+z=1 4(0,5) + 2.2+ (—=5) =2 +4 -5 = 1(verdadeira)

(SPI) - Figura 23(b): O sistema tem infinitas solucGes, e para uma solucao particular,
por exemploz =0, tem-se S ={(3,1,0)}, substituindo estes no sistema original

23+31+40=6+3=9
1.3—-1.1+4+2.0 =3 -1 = 2, percebe-se que as combinacdes lineares nas trés equacdes sao

134+41+20=3+4=7
verificadas;
(SI) - Figura 23(c): O sistema ndo admite solucdo. Portanto, ndo tem verificacéo.

Figura 23 — ESLE (3X3) - 09
(a)

Sistemas de Equacgoes Lineares

Possivel e Determinado (SPD)

Resolugio pelo Método do Escalonamento
e —— —— — P

VERIFICACAO DA SOLUCAOQ: Substituindo os valores encontrados no sistama original obtemos as igualdades verdadeiras
2 () ) o =6 s =

€5 ={(0,5;2,;-5)}. =2 +(1)  +(2) =-1+2-10=
4 +(2) ) +@) =2+4-5=

EXos-0:-H -0
Elos-H:-Hs-0A

(b)

Sistemas de Equagoes Lineares

un-»sn:u s-m

Possivel e Indeterminado (SPI)

Resolucio pelo Método do Escalonamento
YR R YW W P6

VERIFICACAO DA SOLUCAO: Substituindo o valor de em
original obtemosas igualdades verdadeiras para as trés equacoes:

3 @ 9
@) @ (0 2!
@) @+ (0 7

fs+El: +Bo-BA
H:+H:1+Ho=-H

(x,y,z) P6
(a|n> ”

Obs.: Solugdo particular para z =0

HES +H1+Ao=A

Sistemas de Equagdes Lineares

Impossivel (S1)

Resolugiio pelo Método do Escalonamento
-y Wy Wy W W P6

Como sistema nao admite solugdo. Portanto, ndo tem verificagio.

(x,y.2)
(amEm

BN -0 -0n-u
Ell - Bl -Elm -1

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Hﬂl+ﬂl+ﬂl—l




72

Em resumo, o escalonamento de sistemas no Excel por meio do ESLE (3X3) pode ser
uma ferramenta valiosa para ensinar o algoritmo de Gauss em sala de aula, proporcionando

uma experiéncia pratica e interativa que facilita a compreenséo e a aplicacdo dos conceitos.

3.3 Calculadora de Sistemas Lineares no Excel (CSLE)

A Calculadora de Sistemas Lineares no Excel (CSLE) é uma ferramenta, desenvolvida
pelo autor, que permite resolver sistemas de equacdes lineares usando planilhas do Excel. A
calculadora é uma ferramenta Gtil para analise de dados que possam ser interpretados como
matrizes, modelagem de negdcios e solucdo de problemas mateméticos em geral que
envolvam sistemas de equacdes lineares.

A seguir mostraremos 0 passo a passo do funcionamento da calculadora, por meio de
exemplos distribuidos entre SPD, SPI e SI.
Passo 1: Abrir a planilha clicando no link: CSLE Oficial.xlsx.

Em seguida, teremos o Layout da pagina que representa o Menu.

Figura 24 - Calculadora de Sistemas Lineares no Excel.

Calculadora de Sistemas Lineares no Excel

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Passo 2: Escolher um tipo de sistema clicando no que deseja resolver, 2x2, 3x3, 4x4 ou 5x5.

x+7y =6

Exemplo 3.1: Resolver os sistemas de equacdes lineares (a) {x +8y =7 (b)

x—y=1 {—2x+6y=12
{2x—2y=2e(c) 2x—6y =4 "


https://1drv.ms/x/s!AuNn-YrKNY49qA1t5bZtR-MO6D3e?e=2zkmaH
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Ao escolher um sistema 2x2, o usuario insere, inicialmente, o valor dos coeficientes X,
y e 0 termo independente da equacéo 1 e, logo apos, o valor de X, y e 0 termo independente da
equacdo 2 do sistema a ser resolvido.

A Figura 25 apresenta as situa¢fes em que 0 usuario monta os sistemas: (a), (b) e (c).

Figura 25 - SPD, SPI e SI (2x2).
(a) (b) (©)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Feito isso, imediatamente o sistema sera resolvido, pelo método do escalonamento, ou
seja, serd encontrado um sistema equivalente ao original escalonado.

A Figura 26 indica o sistema que se deseja solucionar e a sua matriz estendida (A).
Em cada caso apresentado no passo anterior.

Figura 26 - Transformacéo do Sistema na Matriz Estendida (A) - (2X2)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Em um préximo passo (Figura 27), o sistema apresenta a matriz (B) triangular

superior ou escalonada, a qual foi obtida por meio das operacGes a seguir:

(4
Ll(B) — Ll(A) e LZ(B) — LZ(A) _ (%) 'Ll(A)-

aia

A Figura 27 exibe a resposta, apds essas operacfes, das matrizes apresentadas no
inicio desta secdo.
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Figura 27 — Transformacéo da Matriz (A) na Matriz (B) - (2X2)

(a

)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A Figura 28(a), (b) e (c) exibe o sistema escalonado resultante da matriz (B)

correspondente as Figura 27(a), (b) e (c), respectivamente.
Figura 28 — Transformacéo da Matriz (B) no Sistema Escalonado - (2X2)

(a) (b) (c)
xRy - R x +JEBy - IR x Ry = BB
‘ 1 R 1 ey -m B 0 M 16

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A Figura 29(a) apresenta a solucdo do (SPD) da Figura 28(a), com solugdo S =
{(—1,1)} obtida por meio da substituicdo y = 1 em x + 7y = 6, obtendo x = —1. A Figura
29(b) ilustra a solucdo do (SPI) da Figura 28(b), com solucdo S = {(y + 1,y)} obtida por
meio das seguintes operacGes: A partir da equacao Oy = 0, observamos que 0 sistema possui
uma variavel livre. Portanto, de x —y =1 = x =y + 1. Assim, para obter uma solucao
particular, por exemplo, quando y = 0, temos S = {(1,0)}. A Figura 29(c) mostra a solucédo
do (SI) da Figura 28(b), ou seja, sem solucdo. De fato, da equacdo 0y = 16, observamos que

ndo existe nenhum ndmero real que, multiplicado por 0, seja igual a 16. Portanto, S = ¢.

Figura 29 - Solucdo e Discursdo do Sistema - (2x2)

() (b) (c)

SISTEMA POSSIVEL E
INDETERMINADO (SPI)

> (FF)

SISTEMA POSSIVEL E

SISTEMA IMPOSSIVEL (1)
DETERMINADO (SPD)

Digite um valor para Y e obtenha uma solugdo
particular. Por exemplo: uma solugio para Y=0.

S={xXY)}={( 1 , o)
Solug&o geral: S={(X,YI={(( 1 -by)/a , y )}

, ()

A Figura 30(a) indica a verificacdo da solucdo do (SPD) da Figura 29(a). A saber,

Onde 3,b e s80 os coeficientesde x e y.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

verifica-se § = {(—1,1)} satisfaz o sistema:
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{1(—1) +71=-147=6Verdadeira)
1(—1) + 8.1 = -1+ 8 = 7(Verdadeira)’

A Figura 30(b) indica a verificagdo da solucdo do (SPI) da Figura 29(b). Para
veracidade da solucéo, S = {(1,0)}. E realizado, portanto, o seguinte célculo:

{1(1) —1.0=1+0=1 (Verdadeira)
2(1) — 2.0 =2+ 0 = 2(Verdadeira)’

A Figura 30(c) indica a verificacdo da solugédo do (SI) da Figura 29(c). Nesse caso ndo

se realiza calculo algum.

Figura 30 - Verificacdo da Solucéo - (2x2)
(b)

VERIFCACAO DA SOLUCAO VERIFCACAO DA SOLUCAO VERIFCACAO DA SOLUCAO

1 S 7 ENEEES 6
1 EOEEES S BEEEEZ 7

A Figura 31, apresentamos o layout processo descrito anteriormente.

1 S -
PR 1 + 3B

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Figura 31 - Sistemas de Equac@es Lineares (2x2)

()
Sistema de Equacoes Lineares (2x2)

_ H
0| -3 (B
N x +ERY = :L:

1 70 6 |18
1 1
1 T
1

VERIFCACAO DA SISTEMA POSSIVEL E
SOLUCAO DETERMINADO (SPD)

2 HIX +y = - ( =101 )

Il -1 + 1 =8
IN -1 + R 1 =
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(b)

Sistema de Equagdes Lineares (2x2)

{88

~ - SISTEMA POSSIVEL E
VERIFCACAO DA SOLUCAO INDETERMINADO (SPI)

Xy )
Digite um valor para Y e obtenha uma solugdo
o 1+l 0 particular. Por exemplo: uma solugio para Y=0.
2 1 +§m 0 =Y 1, 0 )}

Solucéo geral: S={(XY)}={(( 1 -by)/a , vy )}

Onde a,b e sdo os coeficientesde x e y.

Sistema de Equacdes Lineares (2x2)
-2 B +
P X+ 6
\-"ERIFCAC{\O DA SISTEMA IMPOSSIVEL (SI)
SOLUCAO
-2 BR 6 MRS 12 |
> iR B
B ‘8 -B
2 + B8 = _

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

' VOLTAR ] o iAbriro GeoGebra

Na tela do sistema, ha os botdes ] Ao clicar em

“VOLTAR”, o usuario sera redirecionado ao MENU, ao clicar em “Abrir o GeoGebra”, o

usuario serd direcionado ao site https://www.geogebra.org. Ao acessar a plataforma, é

possivel inserir as equacfes e montar o sistema para visualizar os graficos correspondentes.
Dessa forma, é possivel obter a solucdo do sistema em formato grafico, como indicado nos
Graficos 7,8 e 9.

O Grafico 7 mostra a solu¢do do (SPD) representado na Figura 25(a), ou seja, a

+7y =6

+8y = ObSEI’V& -se que as retas se intersectam no ponto A =

representacdo gréfica de {

(-1,1).


https://www.geogebra.org/
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Grafico 7 - SPD (2X2)

X+7y=6
2
X+8y=7
A=(-1,1)
) -8 47 6 5 4 3 2 1110 1 2 3 4 5 5‘—%

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/gtSbpmwy

O Grafico 8 mostra a solucdo do (SPI) indicado na Figura 25(b), ou seja, a

x—y=1

representacdo gréfica de {Zx 2y =2 Percebe-se que as retas sdo coincidentes, uma solugéo

particular, por exemplo, para y =0 é S ={(1,0)}. Assim, o ponto A = (1,0), representa
uma solucéo.

Grafico 8 - SPI (2x2)

2x-2y=2

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/tuy32hn9



https://www.geogebra.org/calculator/gt5bpmwy
https://www.geogebra.org/calculator/tuy32hn9
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O Gréfico 9 apresenta a solucdo do (SI) indicado na Figura 25(c), ou seja, a

x—y=1

representacdo grafica de {Zx _2y=2 Observa-se que as retas ndo se intersectam, isto é, séo

paralelas. Logo, o sistema ndo tem solucao.
Gréfico 9 - Sl (2x2)

6

5

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/f7affsms

Ox—y=2

Observacdo 3.1: Sendo o sistema do tipo S:{—Sx—Zy: 1 Onde a matriz_estendida e

5751

citado na Figura 32.

]. Neste caso, a calculadora sugere a permuta entre as linhas L, < L,, coforme

Figura 32 — Permutar Linhas do Sistema (2X2) quando a;; = 0

Sistema de Equacdes Lineares (2x2) Abrir 0 GeoGebra

= By = 5 -12 L,
Bl x +BAy = -5 -2 1 |18

1
1

-1 i 2 Ll Se all = 0, permutar as EquacBes/Linhas do
E L, sistema original. Por exemplo L1 por L2

VERIFCACAO DA

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)


https://www.geogebra.org/calculator/f7affsms
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Uma vez, realizada a sugestdo de permuta entre as linhas a calculadora fara os

procedimentos mencionados anteriormente.

x+2y+z=4
Exemplo 3.2: Resolva os sistemas de equagdes lineares 3x3: (a) y3x + 2y + z = —1,
x+y+2z=3
X+2y—3z=-7 x+2y+3z=4%
(b)y —2x—y+z=3 ,0u(c)] Sx+6y+72=8 .
—X+y—2z=—4 9x + 10y + 11z = 3

Na Figura 33, sdo inseridos os coeficientes X, y, z e 0 termo independente das
equacOes que compde o sistema, analogamente ao Exemplo 3.1. Dessa forma, Figura 33(a),
mostra os coeficientes do sistema. A Figura 33(b) mostra os dados das equagdes do sistema
2. E a Figura 33(c) apresenta os dados do sistema 3.

Figura 33 - SPD, SPI e SI (3x3)
(b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O sistema sera resolvido, pelo método de eliminagdo de Gauss (escalonamento). A

Figura 34 indica o sistema para o qual se deseja a solucdo e a sua matriz ampliada (4)..

Figura 34 - Transformacéo do Sistema na Matriz Ampliada (A) - (3x3)
()

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Na Figura 35 sdo apresentados os sistemas equivalentes aos sistemas (a), (b) e (c)

respectivamente, ap0s serem efetuadas as seguintes operagoes:

) (4)
LB =1,®@ [, B @ _ (m) L@ er,® = 1,@ _ (m) LA,

a1 aii

Figura 35 - Transformacéo da Matriz (A) na Matriz (B) - (3x3)
(2)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A Figura 36 exibe a matriz (C) triangular superior ou escalonada, obtida por meio das

operagdes seguintes:

(B)
Ll(C) — Ll(B), LZ(C) — LZ(B) e L3(C) — L3(3) _ (@) -LZ(B)-

azz

Figura 36 - Transformacédo da Matriz (B) na Matriz estendida (C) - (3x3)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
As Figura 37(a), (b) e (c) exibem o sistema escalonado obtido da matriz (C) oriundas

das Figura 36(a), (b) e (c), respectivamente.

Figura 37 - Transformacéo da Matriz (C) no Sistema Escalonado - (3x3)

(2) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A Figura 38(a) mostra a solugédo, obtida por substituicdo, do (SPD) da Figura 37(a)
com solugdo S = {(—2,5; 2,5; 1,5)}. A Figura 38(b) mostra a solucéo, obtida por substituicéo,
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%, 52;11,2)} obtida por meio das seguintes

do (SPI) da Figura 37(b) com solugdo S = {(

operagOes: A partir de 3y — 5z = —11, temos y = % Substituindo y em x + 2y — 3z =

—7, tem-se: x + 2 (52_11) —3z=—-7>x= % Logo, para uma solugdo particular, por
exemplo: quando z =0, tem-se: x = % =0,333..; y= _Tll = —3,666.., entdo S =

{G_THO)} A Figura 38(c) mostra a solucdo, obtida por substituicdo, do (SI) da Figura

37(c), ou seja, ndo é apresentado solucdo pois ndo existe z tal que 0z = —9.

Observacédo 3.2: A CSLE faz o arredondamento para uma casa decimal, ou seja, para x =

1 -11

~=0333=03ey=""=-3666..=—37.

Figura 38 - Solucéo e Discursédo do Sistema - (3x3)
(b)

SISTEMA POSSIVEL E INDETERMINADO (SPI)

SISTEMA POSSIVEL E DETERMINADO
(SPD)

SISTEMA IMPOSSIVEL (sn

> ('xﬁyfz')

> ()

Solugio geral

S=(ty)=(( 7 -(y+c)/a(-11-cfb, z ))

onde a,b e ¢ sdo coeficientes de X, y e z respectivamente.

X y z
> (-2,5 2,5 1,5)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Na Figura 39(a), é indicada a verificacdo da solucdo do (SPD) da Figura 388(a),onde
S = {(-2,5;2,5;1,5)}. Em seguida, a terna é substituida ordenadamente no sistema original e

a veracidade das igualdades é observada, conforme demonstrado a seguir:

—254+2(25)+15=-25+6,5 = 4 (Verdadeira)
3(—=2,5) +2(2,5) +1,5=-75+6,5 = —1 (Verdadeira).
—-2,5+ 2,5+ 2(1,5) = —2,5+ 5,5 = 3 (Verdadeira)

Na Figura 39(b), € indicada a verificacdo da solugdo do (SPI) da Figura 38(b). Para

. . ~ 1-z 5z—-11
verificar a veracidade da solucdo, S = {(—Z ZT

. z)} e ao substituir ordenadamente a

)

- 1 -11 . ~_ 7 .
trinca paraz = 0, tem-se S = {(ET O)} e a verificacdo é realizada como segue:
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(1T g0l 22 werdadeira)
3 3 O=g-== erdadeira

. 2(1) <_11>+0— 2 8 3 Werdadei
3 3 =—3t3 = (Verdadeira).
1+<_11) 20= -2 _ 4 (Verdadei

—3 3 O=-g-== (Verdadeira)

Por fim, na Figura 39(c), € indicada a verificacdo da solugdo do (SI) da Figura 38(c).
Nesse caso, ndo é realizada a verificacdo, pois o sistema é impossivel, uma vez que nao existe

um valor tal que 0z = —9.

Figura 39 - Verificagdo da Solugéo - (3x3)
(b)

VERIFCACAO DA
SOLUCAO

VERIFCACAO DA
SOLUGCAO

VERIFCACAO DA
SOLUCAO

25 +p4 25 +p8 15 =
ey 25 +¢1 25 +B8 15 =

i§ -25 +p8 25 +p4 15 =

1 QUSEES 2 EXVEEY -3 LU
>4 0,3 + 58 -3,7 + R0
S8 0.3 + W -3,7 + ¥ 0

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A Figura 40, exibe o layout do processo descrito anteriormente.

Figura 40 - Sistemas de Equacdes Lineares (3x3)
(a)

Sistema de Equacoes Lineares (3x3)

nonn

VERIFCACAO DA i- - 3 SISTEMA POSSIVEL E DETERMINADO

SOLUCAO (SPD)

X + Ay + Wz 4 X ] y ] z
-> -4 84S -2 §4 -13 > ( -2,5 2,5 1,5 )
1,5 §AE3 2,25

i§ -2,5 + 94 25 +38 1,5
EF -25 +p4 25 + 38 1,5
i -25 +B8 25 + P4 15
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1 x + y +BE z -7
Pl x BSE v BB z 3 I
-1 x + ! y +Ed z =

VERIFCACAO DA SOLUCAO

SISTEMA POSSIVEL E INDETERMINADO (SPI)

1 x+lly + BEINz - X y |z
2 2 3 Rl -5 P11 2>
3 0 P 0 Solugio geral

S={(xy2)}={(1 -7 -(by+cz))/a( -11-c2)/b, z )},

onde ab e ¢ sdo coeficientes de x, y e z respectivamente.

g -3 = .
g 1 = 3
+ S N

Sistema de Equacoées Lineares (3x3)

3 i : Ly
z ! ! L,

L B

VERIFCAGAO DA

& SISTEMA IMPOSSIVEL (SI)
SOLUCAO

183 2 VS 3 [ 4 | X | y|z
> -4 S -8 Ei -12 e ( | )
0 K4 -9

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os botoes Ruveuman ] o asisocecn] apresentados servem para voltar ao MENU e

abrir o site https://www.geogebra.org, clicando em “VOLTAR” e “Abrir o Geogebra”

respectivamente. Assim como no caso dos sistemas 2x2, € possivel inserir as equacdes e
montar o sistema para visualizar os graficos correspondentes e, consequentemente, sua
solucdo Grafica, conforme indicado nos Gréfico 10, 11 e 12.

O Grafico 10, mostra a solucdo do (SPD) indicado na Figura 33 - SPD, SPI e Sl (3x3),

x+2y+z=4%
ou seja, a representacdo grafica de sistema {3x + 2y + z = —1. Neste caso, percebe-se que
x+y+2z=3

0s planos possuem um ponto em comum, ou seja, o ponto A = (—2,5; 2,5; 1,5) indicado pela
intersecdo das retas.


https://www.geogebra.org/
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Gréfico 10 - SPD (3x3)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/afuc3ej7

O Graéfico 11 - SPI (3x3), mostra a solugdo do (SPI) indicado na Figura 33 - SPD, SPI

x+2y—-3z=-7
e Sl (3x3), ou seja, a representacdo grafica de sistema | —2x —y +z = 3 . Observa-se que
—x+y—2z=-4

ha varios pontos em comum nos planos, uma vez que as retas sao coincidentes. Além disso, é

possivel observar uma solugdo para z = 0, indicado por S = {G_T” 0)} e esta representado

em A(0,33; —3,67;0).

Graéfico 11 - SPI (3x3)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/uznebvbe



https://www.geogebra.org/calculator/afuc3ej7
https://www.geogebra.org/calculator/uznebvbe
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O Gréfico 12 - Sl (3x3), mostra a solugdo do (SlI) indicado na Figura 33(c), ou seja, a

x+2y+3z=4
representacdo grafica de sistema 5x + 6y + 7z =8 . Observa-se que os planos nao
9%+ 10y + 11z =3

possuem pontos em comum, ja que as retas sao paralelas, ou seja, ndo existe solucao.

Grafico 12 - Sl (3x3)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Disponivel em: https://www.geogebra.org/calculator/mbgdndme

Observacao 3.3:
a) Se 0 usudrio inserir um sistema onde 0 a,; = 0 da primeira matriz, matriz (A), a CSLE
exibird a mensagem “permutar as equacdes/linhas do sistema original. Por exemplo L1 por

L>”, conforme Figura 41.

Figura 41 - Permutar Linhas do Sistema (3X3) quando a;; = 0

Sistema de Equacdes Lineares (3x3)

Se all = 0, permutar as equacdes/linhas do sistema original. Por exemplo, L1 por L2

VERIFCACAO DA SOLUCAO

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)


https://www.geogebra.org/calculator/mbgdndme
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b)  Se o usuéario insere um sistema onde 0 a,, = 0 da segunda matriz, ou seja, matriz (B) a
calculadora mostrard uma mensagem orientando permutar as equagdes/linhas conforme

denotada na Figura 42.

Figura 42 - Permutar Linhas do Sistema (3X3) quando a,, = 0

Sistema de Equacoes Lineares (3x3)

7 i
3 e

Se a22 = 0, permutar as equagdes/linhas do sistema
original. Por exemplo L1 por L2

VERIFCACAO DA SOLUCAO

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Nos Exemplos 3.3 e 3.4 que seguem, os célculos ndo serdo apresentados por serem
analogos aos Exemplos 3.1 e 3.2.
Exemplo 3.3: Vamos considerar o sistema de equacdes (4x4) selecionado, a saber:

x+y+2z+3w=7
2x +3y +5z+ 10w = 20
@9 5x 48y +152+30w =58
13x + 23y + 35z + 88w = 159

x+y+2z+3w=7
2x+ 3y +5z+ 10w = 20

(b) —x+y—2z-3w=-7 "'
—2x—3y—5z—10w = =20
x+y+2z+3w=7
2x+ 3y +5z+ 10w = 20 .
(c) X y z W conforme apresentados nas Figura 43(a), (b) e (c).

—x+y—2z—3w=-5
—2x—3y—5z+ 10w = =20
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Figura 43 — Sistema de Equacg0es Lineares (4x4)
(a)

Sistema de Equacdes Lineares (4x4)

” - - SISTEMA POSSIVELE
VERIFCAGAO DA SOLUCAO DETERMINADO (SPD)

x\y zw
( 1/1j1|1 )

Digite um valor para W e obtenha uma solugio particular.
Por exemplo: uma solugio para W=0

VERIFCACAO DA SOLUGAO

O DA SOLU B SISTEMA IMPOSSIVEL (S1)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Observacao 3.4: a) Nos sistemas de equag0es lineares de ordem m xn, com n > 3 € N, ndo

possuem representacdo grafica possivel.
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b) Se o usuério inserir um sistama o elemento a;; = 0, 0 sistema respondera uma mensagem

“permutar as equacodes/linhas do sistema original. Por exemplo L1 por L,”.

Figura 44 - Permutar Linhas do Sistema (4X4) quando a;; = 0

Sistema de Equacdes Lineares (4x4)

ema original

VERIFCACAO DA SOLUCAO

(x
X + y+¥iz +ERwW =
> z +Rw =
z + W =
w =

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

c)  Se o usuario insere um sistema com o elemento a,, = 0, a calculadora mostrard uma

mensagem orientando permutar as equacdes/linhas conforme denotada a Figura 45.

Figura 45 - Sistemas de EquacOes Lineares (4x4) quando a,, = 0

Sistema de Equagdes Lineares (4x4)

H

L]
o

H

Se a22 =0, permutar as equag s do sistema original. Por exemplo L2 por L3

VERIFCACAO DA SOLUCAO

i x +
->

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

d) Se o usuario insere um sistama com o0 elemento as;; = 0, a calculadora mostrard uma

mensagem orientando o usuario a permutar as equacgdes/linhas (Figura 46).
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Figura 46 - Sistemas de EquacOes Lineares (4x4) quando as; = 0

Sistema de Equacdes Lineares (4x4)

VERIFCACAO DA SOLUCAOQ

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Exemplo 3.4: Vamos considerar os sistemas de equacfes com 5 equacdes e 5 incognitas (5x5)

escolhidos abaixo:

( 2x1+x; +x3+x,+x5=0
2x1 +2x, + X3+ x4+ x5 =1
@14 2x1+2x, +2x3+ x4 +x5=1,
2X1 + 2%y + 2x3+ 2x4 + x5 =0
\2x1 + 2%, + 2x5 + 2%, + 2x5 =1

X1+ x5 + 2x3 +5x4 +0x5 =9
13x; + x5 + 9x3 + 10x4 + 11x5 = 44
(b)] 12x; + 13x, + 3x3 + 3x4 + 13x5 = 44 e
3x1 + x5 + 2x3 + 5x44+21x5 = 32
0xq1 + 0x; + 0x3 + 0x4 + Ox5 =0

2xy + 2x5 +2x3 + 2x4 + 2x5 =0
X1+ 2%, +2x3+ x4 +x5=1
(c) X1+ X, +2x3 + x4 +x5=1
X1 — Xy —X3 —X4—2x5 =1
X1+ Xy +x3+x4+x5=1
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Figura 47 — Sistemas de Equag0es Lineares de Equacgdes (5x5)(a)

VERIFCAGAO DA SOLUGAO

VERIFCAGAO DA SOLUCAO

Sistema de Equagoes Lineares (5x5)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

SISTEMA POSSIVEL E DETERMINADO
)

particular Por exemplo: uma sohugio para X

X1, X2, X3, X4,
5={l 12 4414 -21 B. 776

SISTEMA POSSIVEL E INDETERMINADO (SPI)

SISTEMA IMPOSSIVEL (SI)

( 'x‘.x;'x.tx‘t )
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Observacdo 3.5: Se 0 usuario inserir um sistema com a,, = 0 da quarta matriz, a CSLE

exibird uma mensagem orientando permutar equagdes/linhas conforme indicado na Figura 48.

Figura 48 - Sistemas de Equacdes Lineares (5x5) quando a,, = 0

> SR x I - BN -
i - - x . i~
. - - x

. < - ; B~
. - - x . o

VERIFCACAO DA SOLUCAO

Sistema de Equagdes Lineares (5x5)

Sead4 = 0, permutar as equagdes/linhas do sistema
original. Por exemplo L3 por L4

H . 'E ‘ ' I e :
1 N . N o N -
E R EEEE 2 ENES 2> ENES > PN x + B~ -
oi 1 | .. 1 BN 1 PR R o B
> 2 2 > 2 PN x + 3K
T ) . X+ x =
x =

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Acreditamos qua a utilizacdo da CSLE como ferramenta para resolver sistemas de
equacOes lineares no ambiente escolar traz beneficios significativos para os alunos, no
aprendizado e compreensdo dos conceitos matematicos. Pois, este software permite a
aplicacdo pratica e visual dos principios dos sistemas de equacdes lineares, fornecendo uma
abordagem mais dindmica e estimulante para o estudo desse tema.

Ao utilizar a CSLE, os estudantes tém a oportunidade de experimentar o processo de
resolucdo de forma interativa, visualizando os resultados graficamente e possibilitando a
relacdo entre as equacdes e as solucdes. As capacidades computacionais da CSLE permitem o
uso de formulas, fungdes e recursos de formatacdo que ajudam a simplificar e agilizar os
calculos envolvidos na resolugdo dos sistemas pelo método de Gauss ou Escalonamento.

A flexibilidade da CSLE também permite aos professores adaptarem as atividades e
problemas relacionados aos sistemas de equacdes lineares de acordo com o nivel de
complexidade e habilidades dos alunos. Dessa forma, é possivel promover o aprendizado
diferenciado, atendendo as necessidades individuais de cada estudante e estimulando seu
desenvolvimento académico.

Contudo, é importante destacar que o0 uso da CSLE ndo deve substituir o
desenvolvimento do raciocinio matematico e a compreensdo dos conceitos subjacentes. E

fundamental que os alunos entendam a I6gica por tras dos calculos realizados na CSLE, para
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que possam aplicar os conhecimentos adquiridos em outras situagfes matemaéticas e resolver
problemas de forma independente.

Em suma, a incorporacdo da CSLE como uma ferramenta no estudo dos sistemas de
equacOes lineares no ambiente escolar possibilita uma abordagem mais dinamica, visual e
tecnologicamente atualizada para o ensino da matematica. Essa integracdo auxilia no
desenvolvimento de habilidades matematicas e tecnoldgicas dos estudantes, preparando-o0s
para enfrentar os desafios do mundo contemporéaneo, onde a tecnologia desempenha um papel

fundamental.
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4 SEQUENCIA DIDATICA (SD)

Neste capitulo, apresentamos uma sequéncia didatica, tendo como objetivo a resolugédo
de sistemas de equacg0es lineares de ordens n, 2 < n < 5, pelo método de Gauss. Tal método
sera operacionalizado por meio do software CSLE, desenvolvido no ambiente do Excel.

Ao longo dessa sequéncia, os alunos serdo conduzidos por um processo estruturado, a
fim de que possam compreender de forma ampla os aspectos desses sistemas de equagoes
lineares mais complexos. Ressaltamos que 0s conceitos e caracteristicas das sequéncias

didaticas sao inspirados nos tedricos Zabala (1998) e Oliveira (2013).

= O que sdo sequéncias didaticas?

As sequéncias didaticas sdo estratégias pedagdgicas que visam organizar e planejar o
ensino de forma sequencial, promovendo a aprendizagem significativa dos alunos. Os teéricos
Zabala (1998) e Oliveira (2013) contribuiram com importantes conceitos e caracteristicas para
o0 desenvolvimento dessas sequéncias.

Segundo Zabala (1998), as sequéncias didaticas devem ser estruturadas em torno de
um tema gerador, que desperte o interesse e a curiosidade dos alunos. Esse tema deve ser
relevante e relacionado com a realidade dos estudantes, promovendo a contextualizacdo e a
aplicacdo dos conhecimentos.

Oliveira (2013), por sua vez, destaca a importancia da interdisciplinaridade nas
sequéncias didaticas. Ele defende a integracdo de diferentes areas do conhecimento,
promovendo a conexdo entre 0s conteudos e estimulando uma visdo mais ampla e integrada
do saber.

Ambos 0s tedricos ressaltam a importancia da participacdo ativa dos alunos no
processo de aprendizagem. Zabala (1998) destaca a necessidade de promover a autonomia e a
reflexdo dos estudantes, incentivando a constru¢do do conhecimento de forma colaborativa.
Oliveira (2013) enfatiza a importancia de atividades diversificadas e desafiadoras, que
estimulem a criatividade e o0 pensamento critico dos alunos.

Em resumo, as sequéncias didaticas sdo caracterizadas pela organizacdo sequencial do
ensino em torno de um tema gerador, pela participacdo ativa dos alunos e pela promocéao da

aprendizagem significativa e contextualizada.

= Apresentacdo da CSLE em sala de aula
A CSLE é uma ferramenta pedagdgica que integra a linguagem matemaética,
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proporcionando uma abordagem inovadora no ensino de sistemas de equacdes lineares. Por
meio dessa metodologia, busca-se promover uma aprendizagem mais dindmica, significativa e
acessivel aos estudantes.

A sequéncia didatica esta estruturada de forma a contemplar as etapas necessarias para
uma compreensdo do tema, desde os primeiros passos da teoria até a resolugdo préatica de
exercicios. Dessa maneira, possibilitam-se aos alunos a construcdo de conhecimentos sélidos
e a aplicacdo destes em situacdes reais.

Durante a sequéncia, o conceito de sistemas de equacbes lineares é explorado,
apresentando suas caracteristicas, propriedades e o método de resolucdo por escalonamento
ou método de Gauss. Por meio de exemplos praticos, os alunos serdo incentivados a utilizar a
CSLE como uma ferramenta de apoio na resolucdo de problemas, favorecendo o
desenvolvimento de habilidades de raciocinio I6gico e de analise matematica.

A utilizacdo da CSLE possibilita a visualizacdo grafica dos sistemas de equacOes
lineares, a identificagdo de padrdes e regularidades, além da manipulagdo simbdlica e a
automacdo de calculos complexos. Com isso, esperamos que a aprendizagem seja mais
interativa e participativa, proporcionando um ambiente de ensino estimulante e motivador.

Além disso, a inclusdo da CSLE no ensino médio visa preparar os estudantes para 0s
desafios do mundo contemporaneo, no qual a tecnologia ocupa cada vez mais espago. Ao
familiariza-los com essa ferramenta inovadora, estamos capacitando-os a enfrentar situacdes
reais e a utilizar a tecnologia de forma consciente e produtiva.

Portanto, os educadores podem explorar a Sequéncia Didatica (SD), utilizando a
CSLE como uma ferramenta pedagogica potencializadora do ensino de sistemas de equacdes
lineares pelo método de Gauss. Acreditamos que essa abordagem contribuird para a formagéo

integral dos estudantes, promovendo uma aprendizagem sélida e significativa.

SEQUENCIA DIDATICA (SD): Utilizacdo da CSLE para o ensino de sistemas lineares

pelo Método de Gauss ou Escalonamento

O estudo de sistemas de equacOes lineares € um tema importante no ensino médio de
Matematica. Com o objetivo de auxiliar os professores a diversificarem suas aulas e promover
um aprendizado mais interativo e dindmico, propde-se uma sequéncia didatica que utiliza os

softwares Excel e 0 GeoGebra.
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= Objetivos da sequéncia didatica

O principal objetivo dessa sequéncia € fornecer aos alunos a oportunidade de explorar
e compreender os conceitos relacionados a sistemas de equacGes lineares por meio de
atividades préaticas e envolvendo o uso das tecnologias mencionadas. Além disso, espera-se
gue os estudantes possam aplicar os conhecimentos adquiridos em diferentes contextos e
resolver exercicios relacionados ao tema.
» Organizacao das aulas

A sequéncia sera dividida em trés encontros de 50 (cinquenta) minutos cada, nos quais
serdo apresentados conceitos e atividades especificas. Antes de iniciar cada aula, é essencial
que o professor dedique um tempo para revisitar conceitos-chave, expor as configuracoes e
fornecer exemplos relevantes do contetdo que seré trabalhado.
= Material a ser utilizado

Os materiais necessarios para a atividade incluem um quadro branco, um apagador
para quadro branco, um pincel, notebooks, smartphones ou tablets. O acesso a internet é
opcional, uma vez que o arquivo da CSLE roda no Excel.
= Pdblico alvo

Tendo como publico-alvo alunos da 22 ou 32 séries/ano do ensino médio, que possuem
pouca familiaridade ou vivéncia com o conteldo referente a matrizes e sistemas de equacdes

lineares.

ENCONTRO 1: Introducéo aos sistemas de equacdes lineares

Nesse encontro, os alunos revisitardo os sistemas de equacOes lineares por meio de
uma breve explicacdo teodrica e exemplos praticos. Utilizando o software GeoGebra link:

https://www.geogebra.org/calculator, eles poderdo visualizar o conceito de solucdo de

sistemas de equacdes lineares com ordens 2x2 (2 equacdes e 2 incognitas) e 3x3 (3 equacdes e
3 incognitas) de forma interativa, 0 que ajudara na compreensao inicial do tema, indicados
nos graficos: Gréfico 7 - SPD (2X2), Grafico 8 - SPI (2x2), Gréfico 9 - Sl (2x2), Gréfico 10 -
SPD (3x3), Grafico 11 - SPI (3x3) e Gréfico 12 - SI (3x3).

Ao observar e analisar esses graficos, os alunos poderao visualizar como 0s conceitos
tedricos podem ser aplicados de maneira concreta e envolvente, promovendo uma melhor
assimilacao dos contetdos.

Dicas para 0 encontro:



https://www.geogebra.org/calculator
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1. Apresentar conceitos basicos de sistemas de equagdes lineares e sua importancia nos
problemas do cotidiano.

Exemplo 4.1: Suponha que vocé esteja organizando um evento de musica. Vocé sabe que 0s
ingressos para o setor VIP custam R$ 100,00 e os ingressos para o setor geral custam R$
50,00. No total, foram vendidos 300 ingressos, arrecadando R$ 28.000,00 de receita. Vocé
gostaria de saber quantos ingressos de cada tipo foram vendidos.

Solucdo: Considere x, como 0 numero de ingressos VIP e y, como 0 nimero de ingressos do
setor geral.

{ x+y =300
100x + 50y = 28000

Resolvendo o sistema tem-se x = 260 e y = 40.
Portanto, foram vendidos 260 ingressos VIP e 40 ingressos do setor geral.

2. Ensinar a representacédo de sistemas de lineares na forma matricial e em equacoes.

x+y =300

100x + 50y = 28000 M@ forma

Exemplo 4.2: Represente o sistema de equacdo linear S:{

matricial (FM) e na forma de matriz estendida (FE).

Solucdo: F'\/':[1100 ;0] [§]= zgggo]eFE: [1100 510 28?)((;(())'

3. Fazer exemplos de resolucdo de sistemas de equacdes lineares pelo método do

escalonamento para a compreensao inicial.

. . ] x +y =300 .
Exemplo 4.3: Resolva o sistema S: {100x + 50y = 28000 pelo método de Gauss.
Solucdo:
] ) . ) a1 1 3007z,
Passo 1 - Encontrando a matriz estendida A do sistema S: A = [100 50 28000 Ls

Passo 2 - Encontrando a Matriz B oriunda da matriz A por meio dos seguintes calculos:

(4)
LB =1,% ¢ L[,® =L2(A)—(@) .L,“Y. Segue as operagoes para encontrar 0s

a1

elementos de L,'®: a,, =100 - (g) 1=0, a,, =50-— (100

).1=-50 e ay =

28000 — (1‘1’—0) .300 = —2000.

1 1 1 3001

Dai, temos que B = 1

a [0 — 50 —ZOOO]LZ
Passo 3 — Transformar a matriz B no sistem IndS'S{x-}'y:300
asso 3 — Transformar a matriz B no sistema escalonado S.: 51 { "5 5000

Passo 4 - Resolvendo o sistema pela substituicdo das variaveis, temos que da segunda

equacdo, —50y = —2000, tem-se que y = 40. Substituindo y em x + y = 300, implica que
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x = 260. Portanto, a solugdo é S = {(260, 40)}.
Passo 5 - Verificagdo da solugdo:
Substituindo os valores de x e y no sistema original, tem-se:

{ 260 + 40 = 300 (verdadeira)
100.260 + 50.40 = 26000 + 2000 = 28000 (verdadeira)’

Verificada as igualadades em ambas as equacdes, portanto, o sitema tem solucéo S =
{(260,40)}.
Nos exemplos de sistemas com 3 equacdes e 3 incognitas (3x3), orienta-se 0 uso da

planilha do Excel disponivel no link: E.S.L.E (3X3) Oficial.xlsx, orienta-se ainda, baixar o

arquivo para usufruir de todas as funcionalidades. Outra opgdo seria consultar 0s

procedimentos descritos na Segdo 3.2 Escalonamento de Sistemas Lineares no Excel (ESLE)
de ordem 3x3..

Apbs essa explanacdo, o docente deve conduzir questionamentos aos alunos acerca de
sistemas de equac0es lineares, visando engaja-los e estimula-los a se tornarem protagonistas

em seu préprio processo de aprendizagem.

ENCONTRO 2: Resolucdo de sistemas de equacBes lineares pelo método do
escalonamento ou método de Gauss com a CLSE

Nesse encontro, os alunos terdo a oportunidade de aplicar o conhecimento adquirido
na aula anterior para resolver sistemas de equacgdes lineares utilizando o software CSLE. O
docente fornecera exercicios praticos, nos quais os estudantes deverdo utilizar formulas e
recursos da CSLE para obter as solu¢des. O docente pode levar os alunos ao laboratério de
informatica ou até mesmo realizar as atividades em sala, pois, a CSLE pode ser acessado off
line por notebooks, tablets ou smartphones.

A CSLE é uma ferramenta que permite resolver sistemas de equacdes lineares de
forma rapida e eficiente. Utilizando a CSLE, os usuarios podem inserir as equacdes do
sistema em uma planilha do Excel, utilizando as células para inserir os coeficientes das
variaveis e os termos independentes. Apds a insercdo desses dados, a solucdo do sistema é
gerada automaticamente. A seguir sera indicado alguns procedimentos para trabalhar na
CSLE.

1. Introduzir a CSLE como uma ferramenta para resolver sistemas de equacdes lineares.

Inicialmente, recomenda-se que o professor acesse as funcionalidades e procedimentos

da Calculadora de Sistemas Lineares no Excel (CSLE), conforme descrito na secdo 3.3



https://1drv.ms/x/s!AuNn-YrKNY49qDPhYvieVPRsbkoa?e=ukZ2mN
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Calculadora de Sistemas Lineares no Excel (CSLE) deste trabalho.

2. Explicar as principais fungdes e recursos da CSLE, como a insercao de dados, a definicdo
das equacdes e a obtencédo das solucdes.

O professor socilita aos alunos que abra a CSLE pelo link: CSLE Oficial.xIsx .

Observacéo 4.1: Para facilitar compreensdo o professor pode utilizar um datashow e projetar

a CSLE.

3. Realizar exercicios praticos guiados em classe, envolvendo a resolugdo de sistemas por
meio da CSLE.

Ap0s abrir a CSLE sera exibido a interface conforme
Figura 49 - Interface da CSLE.

Figura 49 - Interface da CSLE

Calculadora de Sistemas Lineares no Excel

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Em seguida, séo sugeridos trés problemas envolvendo sistemas de equagOes lineares
com 2 equag0es e 2 incognitas, preferencialmente um SPD, SPI e SI.

2x+y=1

Exemplo 4.4: Resolva o sistema linear {x+2y —9

e represente geometricamente sua

solucéo.

a11%1 + a12%; = Py
Az1X1 + Az2%; = B’

direcionados para a Figura 50. Nesta, faz-se a insercdo dos coeficientes e 0s termos

Nesta situacao, os alunos devem clicar no sistema { onde serdo

independentes das equacdes. Apds isso, imediatamente serad resolvido o sistema, conforme
Figura 50.


https://1drv.ms/x/s!AuNn-YrKNY49qA1t5bZtR-MO6D3e?e=2zkmaH
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Figura 50 — Exemplo 4.4 (SD)

Sistema de Equacdes Lineares (2x2)

1
2 1 B 1
- i
0 i15 § 15
1
SISTEMA POSSIVEL E

VERIFCACAO DA SOLUCAOQ DETERMINADO (SPD)

1
2

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Nesse momento, orienta-se que o docente faca a exposicdo dos calculos no quadro
branco para melhor compreenséo.
Observacao 4.2: As Figuras Figura 26,Figura 27,Figura 28,Figura 29 e Figura 30 detalham o
algoritmo da resolucéo do sistema de equages lineares de ordem (2x2).

Para a representacdo geométrica os alunos devem clicar em “Abrir o GeoGebra”,

onde serdo direcionados para o endereco eletronico https://www.geogebra.org/calculator e,

uma vez neste ambiente, pode-se montar o sistema inserindo as equagdes e a solucdo

geométrica sera exposta, conforme citado na Figura 51.

Figura 51 - Solucédo Grafica Exemplo 4.4- (SD)

= GCeoGebra Calculadora [ Grifica ~ < 0
@ eql:2x+y=1 HEE NS o
E - T 75
iges @ eq2:x+2y=2 H Zx+y=1
- Xx+2y=2 y:
& |+
n
5 4 0 4 6 8 9
QA ~
—4
Q
e ra
[::x:]

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os alunos seré@o incentivados a explorar o software GeoGebra. Algumas agdes neste
sentido podem ser tomadas, como por exemplo, encontrar e marcar o ponto de interse¢do

entre as retas. Essa atividade permite confirmar que o sistema é possivel e determinado.


https://www.geogebra.org/calculator
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2x+y=-1

Ax 42y = =2 e represente geometricamente sua

Exemplo 4.5: Resolva o sistema linear {

solucéo.

Nesse momento, orienta-se que os docentes facam a apresentacdo dos calculos no

~ . ~ +1
quadro branco para melhor compreenséo, ou seja, encontrar a solucéo geral S = {(— yT y)}

Em seguida, deve ser apresentada pelo menos uma solucdo particular, substituindo valores
reais em y, encontrando o par ordenado (x, y), que reflete a solugdo do sistema. Por exemplo,

paray = —1 tem-se o par (0, —1) como solucéo particular.

Figura 52 - Exemplo 4.5 (SD)

Sistema de Equagdes Lineares (2x2)

SISTEMA POSSIVEL E
INDETERMINADO (SPI)

v
iIEER - ()

Digjte um valor para Y e obtenha uma solugio particular. Por
exemplo: uma solugio para Y=0.

S={E Y= <05

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Finalmente, deve-se sugerir que os discentes resolvam o sistema no GeoGebra
visualizarem a solucgéo grafica. Nesse casso, sera notado que as retas que compdem o sistema
séo coincidentes, levando a ter uma infinidade de solugdes. Por exemplo, os pontos A, B e C

sdo solugdes do sistema, como indicado na Figura 53.

Figura 53 - Solucédo Gréfica Exemplo 4.5 - (SD)
= GeoGebra Calculadora | A/ Gréfica = < O

A = Ponto(eq2)

0.-1)

Ponto(eq2)

-]

C = Ponto(eq2)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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x+2y=3 i
4+ 8y = e represente geometricamente sua

Exemplo 4.6: Resolva o sistema linear {4x 1
solucéo.

Neste exemplo, orienta-se que os alunos resolvam o sistema pelo método do
escalonamento, sem a ajuda da CSLE. Em seguida, resolvam o sistema na CSLE para

visualizar a solucédo e confirmar que o sistema impossivel (Sl), ver Figura 54.

Figura 54 - Exemplo 4.6 (SD)

Sistema de Equacdes Lineares (2x2)

SISTEMA IMPOSSIVEL (SI)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

ApoOs a etapa anterior, pede-se para resolverem o sistema no GeoGebra para

confirmarem o paralelismo das retas que comp6em o sistema, (Figura 55) tornando o sistema

sem solucéo.
Figura 55 - Solucdo Gréfica Exemplo 4.6 - (SD)
= (GepGebra Calculadora [ A/ Grafica ~ < 0
D eql: x+2y =3 O
] ,
Aigeors D eq2: 4x+8y =1
& |+
]
; a
s Q
F: i
=

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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ENCONTRO 3: Aplicacao de sistemas de equacdes lineares

No terceiro encontro, os alunos serdo desafiados a resolver problemas praticos que
envolvam a aplicacdo de sistemas de equaces lineares. Utilizando tanto o GeoGebra como a
CSLE, eles poderédo experimentar diferentes abordagens e solucionar situa¢cdes do mundo real.
Os docentes escolhem questfes de sistemas de equacdes lineares com 3 equagdes e 3
incdgnitas (3x3), com 4 equagdes e 4 incgnitas (4x4) e com 5 equacdes e 5 incognitas (5x5).

X+ 2y-z+4w + v =7
2x-y + 3z-2w-3v = —1
Exemplo 4.7: O sistema de equacdes lineares, { 3x + 4y - 2z + 5w + v = 11 , modela
4x + y-z-3w + 2v = 3
x-3y +2z+ 2w-v =1

as distribuicfes de recursos entre cinco departamentos de uma empresa. Cada equacao
corresponde aos recursos transferidos entre os departamentos e suas demandas especificas. As
incognitas sdo as quantidades de recursos alocados para cada departamento. Resolva o sistema
para determinar as alocagdes ideais de recursos para atender as demandas de todos os

departamentos. Resposta: § = {(1, 1,1,1,1 )}

Exemplo 4.8: Imagine um cenario em que uma empresa de producdo precisa resolver um
sistema de equacdes lineares para determinar quantidades desconhecidas de materiais
necessarios na fabricacdo de seus produtos. O sistema linear S representa a relacdo entre as
quantidades de trés tipos diferentes de materiais, denotados como x, y e z, necessarios para
produzir trés produtos distintos (A, B e C).

As equacdes sdo compostas com base nas quantidades especificas desses materiais

necessarias para cada produto e sdo representadas como:

2x + 3y+4z = A
S{x+ 2y + 8z = B.
x+y+4z =C

Quais os valores de x, y e z representam as quantidades desconhecidas de cada
material necessario para produzir os produtos, para A =9, B =11 e C = 6. Resolver esse
sistema linear ajudard a empresa a determinar a quantidade méxima de cada produto que pode
ser fabricada, levando em consideracdo as restricbes de recursos de materiais disponiveis.
Resposta: § = {(1,1,1 )}

Exemplo 4.9: Em uma loja de um shopping sdo vendidos camisas, short e pares de sapatos.

Em uma determinada semana foram vendidos 2 camisas, 30 shorts e 8 pares de sapatos,
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totalizando R$ 3.500,00. Na segunda semana, foram vendidos 3 camisas, 20 shorts e 1 par de
sapatos, totalizando R$ 2.000,00. Na terceira semana, foram vendidos 1 camisa, 40 shorts e 2
pares de sapatos, totalizando R$ 3.000,00. Qual é o prego individual das camisas, shorts e
sapatos?

Resposta: camisa R$ 200,00, short R$ 62,00 e sapato R$ 154,00.

= Adaptacdo da sequéncia didatica

E importante ressaltar que essa sequéncia didatica pode ser adaptada as caracteristicas
e necessidades especificas de cada turma. Os professores sdo encorajados a ajustar as
atividades, os exemplos e os exercicios, de acordo com o nivel de conhecimento e o ritmo de

aprendizado de seus alunos.

. Concluséo

Por meio dessa sequéncia didatica que envolve o uso do software Excel por meio da
CSLE e do software GeoGebra, busca-se proporcionar aos professores de Matematica do
ensino médio uma ferramenta eficaz para diversificar suas aulas e engajar os alunos no estudo
de sistemas de equacOes lineares. A aplicacdo pratica dos conceitos, a interatividade das
atividades e o uso das tecnologias sdo recursos que certamente contribuirdo para um

aprendizado mais significativo e estimulante.

. Recomendacdes

O ensino e aprendizado de sistemas de equac@es lineares é crucial na matemaética,
que requer um entendimento sélido e uma abordagem pedagdgica eficaz. No entanto, muitas
vezes, 0s alunos enfrentam dificuldades nesse tema, que podem levar a um desempenho
abaixo do esperado. Portanto, ¢ fundamental adotar praticas pedagogicas que possam
contribuir para a melhoria do ensino e aprendizado de sistemas de equacdes lineares,
possibilitando que os alunos desenvolvam habilidades sélidas nessa area.

Nesse sentido, apresenta-se cinco pontos relevantes no ensino ou recomposicdo de
sistemas de equacdes lineares, a saber:
1. Introducéo gradual e contextualizacdo: Uma recomendacgéo importante € iniciar o0 ensino
de sistemas de equacdes lineares com uma introducdo gradual, contextualizando o tema e
mostrando sua relevancia na vida cotidiana. 1sso pode despertar o interesse dos alunos e tornar

o0 aprendizado mais significativo.
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2. Utilizac&o de recursos visuais e tecnologicos: O uso de recursos visuais, como a CSLE,
ou outros softwares pode facilitar a compreensao dos conceitos fundamentais dos sistemas de
equacOes lineares. Além disso, 0 uso dessas tecnologias, pode tornar o aprendizado mais
dindmico e envolvente.

3. Estimulo a resolucdo de problemas e aplicacdo préatica: E essencial promover a
resolucédo de problemas que envolvam sistemas de equacdes lineares, incentivando os alunos a
aplicarem os conceitos tedricos em situacOes praticas. Isso permite que eles visualizem a
utilidade e a relevancia desse conhecimento, tornando o aprendizado mais significativo.

4. Personalizacdo do ensino: Cada aluno possui habilidades e necessidades individuais, por
isso é importante adotar uma abordagem de ensino personalizada. A utilizacdo de avaliacdes
formativas e feedback continuo pode auxiliar na identificacao das dificuldades especificas de
cada aluno, permitindo que o professor ajuste sua estratégia pedagdgica de acordo com as
necessidades individuais.

5. Estimulo & cooperacéo e colaboracdo: Incentivar trabalhos em grupo, discussdes e troca
de ideias entre os alunos pode promover a construcdo coletiva do conhecimento. A
cooperacdo e a colaboracdo entre os estudantes podem ajudar a desenvolver habilidades de
resolugéo de problemas e aprimorar a compreensdo dos sistemas de equacdes lineares.

A melhoria no ensino e aprendizado de sistemas de equagOes lineares de equagdes
requer a implementacdo de recomendacOes eficazes. Introduzir gradualmente o tema, utilizar
recursos visuais e tecnoldgicos, estimular a resolucdo de problemas praticos, personalizar o
ensino de acordo com as necessidades individuais e promover a cooperacdo entre os alunos
sdo estratégias que podem contribuir para um ensino mais efetivo e uma aprendizagem
significativa nessa area. Ao adotar tais recomendacdes, professores podem colaborar para o
desenvolvimento de habilidades solidas em sistemas de equacdes lineares, preparando 0s

alunos para enfrentar os desafios matematicos com confianca e sucesso.
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5 METODOLOGIA

Este capitulo descreve o tipo de estudo realizado (descritiva, quantitativa e estudo de
caso), o local onde a pesquisa foi conduzida (Escola Estadual do Municipio de Séo
Fernando/RN - EESF) e o instrumento utilizado para a coleta de dados (questionérios). A
pesquisa envolveu entrevistas com alunos da 3% Série do Ensino Médio antes e apos a
apresentacdo da CSLE (Calculadora de Sistemas Lineares no Excel), visando avaliar o

impacto da intervencdo pedagdgica na aprendizagem dos estudantes.

5.1 Tipo de estudo

Esta pesquisa é baseada em entrevistas com alunos da 32 Série do ensino médio da
EESF antes e ap6s apresentacdo da CSLE, portanto, considerando o auxilio da CSLE para
resolucdo de sistemas de equacOes lineares pelo método do escalonamento, caracteriza-se,
portanto, em uma pesquisa descritiva, e estudo de caso de natureza quantitativa.

Segundo Gil (1999), a pesquisa descritiva tem como meta principal a descricdo das
caracteristicas de determinada populacdo ou fenémeno, bem como estabelecer conexdes entre
variaveis. Esse tipo de pesquisa foca em detalhar um fendmeno ou situacdo especifica,
enfatizando o que esta ocorrendo. Seu propdsito é captar com exatidao as particularidades de
individuos, situacdes ou grupos, e esclarecer as relacGes existentes entre os eventos
observados.

O estudo de caso visa coletar dados detalhados e sisteméticos acerca de um fendmeno
especifico. Esse método se destaca por sua abordagem contextual, enfocando na interpretacéo
das representacdes e na dindmica do contexto real. Ele permite investigacGes profundas e
minuciosas sobre um ou mais sujeitos de estudo, propiciando um entendimento abrangente e
minucioso (Gil, 2002).

5.2 Locus da pesquisa

A pesquisa foi realizada numa escola estadual, situada no municipio de S&o Fernando,
localizado a 293 quilébmetros da capital Natal, no estado do Rio Grande do Norte. A
instituicdo esta localizada no centro da cidade, na Avenida Major José Antdo, nimero 78. A
escola foi construida pelo Sr. José Varela durante o governo na década de 1940 e sua

homologacédo ocorreu em 1988, por meio do Decreto n® 10234/88, autorizado pelo Decreto n°
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435/80, publicado no Diario da Republica em 13 de novembro de 1980. Na época de sua
construcdo, segundo relatos da comunidade, a escola possuia apenas uma sala de aula e uma
residéncia para o professor.

Sao Fernando esta situado entre os rios Seridd, que tem sua nascente na Serra dos
Cariris, e Piranhas-Acu, que banha a maior parte de sua area rural. A cidade possui uma area
de 404.427 quilébmetros quadrados e uma populacdo de 3.492 habitantes. O clima em Séo
Fernando € caracterizado como semiarido, e a vegetacdo predominante na regido é a Caatinga.
Os municipios vizinhos sdo Caico, a leste, Jardim de Piranhas, a oeste, Jucurutu, ao norte, e
Timbauba dos Batistas, ao sul.

Atualmente, o estabelecimento conta com 5 salas de aula, 1 sala de leitura, 1
secretaria, 1 sala de dire¢do, 1 laboratorio de informaética, 1 cozinha com refeitorio, 1
despensa, 4 banheiros (sendo 1 adaptado para portadores de necessidades especiais), 1 area de
lazer, 4 areas de circulagdo e 1 &rea descoberta para eventos.

A condicédo socioeconémica da populagéo é caracterizada por grupos de baixa e média
renda, e as familias tém estruturas diferenciadas, nem sempre seguindo o modelo tradicional.

A missdo da escola é proporcionar uma educacdo de exceléncia, que visa formar
plenamente os alunos por meio de uma aprendizagem significativa. O objetivo é prepara-los
para se tornarem individuos capacitados, éticos, criticos e participativos, valorizando o
conhecimento como forma de transformacéo social. A escola também prioriza a inser¢éo de
contetdos e valores curriculares, assim como o planejamento de acdes pedagdgicas que
possibilitem aos alunos alcancar a aprendizagem, independentemente de fatores sociais e
econdmicos individuais. Portanto, a instituicdo reafirma seu compromisso em buscar a
libertacdo de todos por meio de uma educagéo de qualidade.

A escola faz parte do sistema nacional de educacao desde sua implantagcdo e empenha-
se em garantir que todos recebam a formacéo basica necessaria para ampliar as oportunidades
de aprendizagem. Atualmente, destaca-se pela priorizagcdo do desenvolvimento do ensino dos
cursos da educagdo bésica. Todas as areas da organizacgao escolar realizam atividades com o
objetivo de facilitar a pratica docente, sendo a aprendizagem o foco central de todo o
planejamento escolar.

Nos ultimos anos, a escola tem se destacado no cenario educacional do Rio Grande do
Norte, obtendo sucesso em avaliages externas, a exemplo disso é a nota 7,1 e 6,7 no Indice
de Desenvolvimento da Educacdo Basica (IDEB) 2019 e 2021 respectivamente, nos anos

iniciais do ensino fundamental. No ensino médio a escola tem resultados modestos no IDEB
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com 3,9 em 2019 e 2021 n&o foi divulgado, haja vista, o percentual na participacdo dos alunos
abaixo de 80% na Prova Brasil (Sistema de Avaliacdo da Educacdo Basica — SAEB)

A instituicdo oferece uma série de atividades complementares por meio de projetos de
ensino, alfabetizacdo e acompanhamento de alunos e futuros projetos de jovens para aumentar

o interesse pelo processo educacional que ampliem as condicGes de aprendizagem.

5.3 Sujeitos da pesquisa

No presente momento, a escola atende a um total de 135 estudantes, sendo da zona
urbana 124 e 11 da zona rural, que estdo distribuidos nos turnos matutino, vespertino e
noturno. Os alunos estdo organizados da seguinte forma: 1 turma da 12 Série do Ensino Médio
Potiguar em Tempo Integral com 29 alunos, turno: matutino e vespertino; 2 turmas da 22 Série
do Novo Ensino Medio Potiguar com 20 alunos, turno: matutino, e outra com 25 alunos,
turno: vespertino; 1 turma da 3% Série do Novo Ensino Médio com 25 alunos, turno:
vespertino; e nos periodos 1° e 3° do Ensino Médio na Educacdo de Jovens e Adultos (EJA)
durante o primeiro semestre, com 11 e 12 alunos respectivamente, no 2° periodo com 13
alunos durante o semestre de 2023, ambos no turno da noite.

De acordo com os dados das matriculas dos alunos, estes sdo filhos de agricultores,
empresarios, servidores publicos estaduais e municipais e operarios fabris, tém renda familiar
de um a trés salarios minimos e alguns participam de programas assistenciais do governo
federal.

Os sujeitos especificos desta pesquisa sdo os 25 alunos da 3% Série do Novo Ensino
Médio (NEM) do ano de 2023 da escola estadual do municipio de Sdo Fernando/RN.

De acordo com o questionario aplicado antes da apresentacdo da CSLE, 22 dos
participantes responderam a pesquisa: Grafico 13(a) e o aplicado depois, 20 alunos
responderam a pesquisa: Gréafico 13(b), apresentam o seguinte perfil.

Grafico 13 - Género dos participantes
(a) (b)
@ Masculino

@ Feminino
Outro

@ Masculino
@ Feminino
Qutro

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Percebe-se que 59,1% e 55% dos entrevistados sdo do género feminino, e 40,9% e
45% do género masculino, no primeiro e segundo questionario respectivamente. Nesses
dados, pode-se confirmar a hegemonia da participacdo feminina na turma da 32 série do
ensino médio da EEMWG.

Grafico 14 - l1dade dos participantes
(a) (b)

@ Menos de 15 anos @ Menos de 15 anos

@ Entre 15e 17 anos @ Entre 15 e 17 anos
Entre 18 e 20 anos Entre 18 e 20 anos

@ Mais de 20 anos @ Mais de 20 anos

63,6%

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Todos os discentes tétm menos de 20 anos de idade, sendo que 63,6% e 65% Grafico
14(a) e Grafico 14(b) respectivamente, tém entre 15 e 17 anos e 36,4% e 35% Grafico 14(a) e
Grafico 14(b) respectivamente, tém entre 18 e 20 anos. Compreende-se que existe
possivelmente uma distor¢do de idade-série, em relagdo ao atraso escolar de 1 ou 2 anos.

Na escola onde ocorreu a pesquisa, hd 11 professores, todos com graduacdo. Dentre
esses, 10 sdo especialistas e 3 sdo mestres, atuando em suas respectivas areas do
conhecimento. Além disso, destaca-se a equipe pedagdgica da escola que é composta por 6
profissionais, incluindo a diretoria (diretor e vice), coordenadoria pedagdgica (coordenada e
apoio), coordenadoria financeira e a inspercdo escolar, que atuam no auxilio e

acompanhamento dos professores e estudantes.

5.4 Instrumento utilizado para recolhimento dos dados

A coleta de dados é um processo fundamental em pesquisas e estudos cientificos, pois
permite obter informacdes relevantes e embasar as analises e conclusbes. No contexto
especifico deste estudo, que envolve a resolucao de sistemas de equacdes lineares utilizando a
CSLE, a coleta de dados foi realizada por meio de questionarios pelo Google Forms.

Para compreender a aceitagio da CSLE pelos alunos, foram aplicados dois
questionarios: um antes da apresentacdo da CSLE e outro apds. Essa abordagem possibilita a
comparacdo das percepgdes e do conhecimento dos estudantes antes e depois da intervencao

pedagdgica.
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O primeiro questionario (apéndice A), aplicado antes da apresentagdo da CSLE, tinha
como objetivo identificar o nivel de conhecimento prévio dos alunos em relacdo aos sistemas
de equacOes lineares e sua resolucdo. Por meio de perguntas especificas, foram coletadas
informagOes sobre o entendimento dos conceitos, a expectativa de uso da calculadora de
sistemas lineares no Excel e as dificuldades enfrentadas pelos estudantes nesse tema.

Apbs a apresentacdo do uso da CSLE, foi aplicado o segundo questionario (apéndice
B). Nessa etapa, 0 objetivo era avaliar o impacto da intervencdo pedagogica na aprendizagem
dos alunos. O questionario abordava questdes semelhantes ao primeiro, a fim de comparar as
percepcOes das respostas pré e pos-intervencdo e verificar se houve avango no conhecimento,
melhoria nas habilidades de resolucdo de sistemas de equacOes lineares e percepcao sobre a
utilidade da CSLE.

Através da combinacdo desses questionarios, a coleta de dados possibilitou uma
analise entre a percepcdo inicial e a percep¢do dos alunos apos a aplicacdo da sequéncia
didatica. Essas informagdes sdo fundamentais para avaliar as percep¢des dos alunos apos a
intervencdo pedagoOgica e compreender os impactos do uso da CSLE no processo de
aprendizagem dos estudantes.

Assim, a escolha do instrumento de coleta de dados atraves de questionarios permitiu
obter insights sobre as percepc¢des, conhecimentos e habilidades dos alunos em relagdo a
resolugéo de sistemas de equagles lineares, bem como avaliar o impacto da CSLE no

processo de aprendizagem.
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6 ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo, abordaremos a andlise de dados obtidos a partir da aplicacdo de
questionarios antes e depois da sequéncia didatica sobre sistemas lineares. O objetivo €
investigar as percepcdes dos alunos sobre a abordagem no aprendizado dos alunos e
identificar possiveis dificuldades enfrentadas por eles ao resolver sistemas por escalonamento.

A resolucdo de sistemas lineares € uma habilidade fundamental na matematica e em
outras areas da ciéncia. No entanto, muitos estudantes encontram dificuldades nesse processo,
seja pela complexidade dos céalculos envolvidos ou pela falta de compreensdo dos conceitos
subjacentes.

Alguns estudos tém sido realizados nessa tematica, buscando compreender as
dificuldades dos alunos e propor estratégias de ensino mais eficazes. Um desses trabalhos é o
de Chiari (2011), que investiga as dificuldades especificas enfrentadas pelos alunos ao
resolver sistemas por escalonamento. Assim, (Chiari, 2011, p. 140) afirma que

o0 trabalho em relacdo ao tema sistemas lineares ndo pode e ndo deve parar
por aqui. O que nosso trabalho abordou foi uma pequena parte do que
poderia ser explorado em relacdo a esse tema de estudo. Outras abordagens
poderiam ser feitas, como o trabalho com situagGes contextualizadas, o
trabalho com a interpretacdo geométrica de sistemas lineares 3x3, no qual
haveria a possibilidade de conexdo com a geometria analitica, a exploracao
de sistemas de ordens de grandeza distintas de 3x3, a exploragéo de sistemas
cujo namero de equacdes seja diferente do nimero de incognitas e outras
mais (Chiari, 2011, p. 140).

Nesse sentido, (Santos, 2016, p. 69) complementa:

E essencial conhecer a teoria por tras dos resultados, a ferramenta deve
trazer consigo motivacdo e interesse para voos mais longos, partindo do
ponto de vista que é possivel resolver questdes extremamente grandes e
complexas.

A utilizagdo da informética no ensino-aprendizagem da matemaética, sendo
feita da forma correta, pode contribuir para 0 melhor desempenho do aluno,
despertando sua habilidade de pensar matematicamente, de forma a ver 0s
conceitos matematicos ligados ao mundo real (Santos, 2016, p. 69).

Ao analisar os resultados desses estudos, € possivel identificar padrbes e tendéncias
que podem auxiliar na elaboragdo de abordagens pedagoégicas mais eficientes. A aplicacao de
questionarios antes e depois da sequéncia didatica permite avaliar o progresso dos alunos,

bem como identificar possiveis lacunas de conhecimento que precisam ser abordadas.
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Por meio dessa andlise, esperamos contribuir para o aprimoramento do ensino de

sistemas lineares, orientando a elaboracdo de abordagens pedagogicas mais eficazes.

6.1 Dados Relativos aos Objetivos da Pesquisa Antes da Apresentacédo da CSLE

A aplicacdo do primeiro questionario, apresentado no “Apéndice A”, deu-se no dia 16
de agosto de 2023 no contraturno (Matutino) da 3* Série do escola estadual de S&o
Fernando/RN, na aula do professor de Matematica, estavam presentes 22 alunos que
responderam ao questionario individualmente.

O questionario teve como proposito principal identificar o nivel de conhecimento
prévio dos alunos em relacdo aos sistemas de equacdes lineares e suas formas de resolucéo.
Através de perguntas cuidadosamente elaboradas, buscou-se coletar informagfes pertinentes
sobre o entendimento dos conceitos abordados, bem como as expectativas dos alunos em
relacdo ao uso da calculadora de sistemas lineares no Excel, e as possiveis dificuldades
enfrentadas por eles nesse topico especifico.

Com base nos resultados obtidos, pode-se tragar um panorama inicial do conhecimento
dos alunos, fornecendo uma base sélida para a compreenséo do nivel de aprendizado prévio.
Essas informacdes foram essenciais para orientar a abordagem pedagogica na apresentacdo da
CSLE, bem como para identificar possiveis pontos de atencdo e direcionar o suporte
necessario aos estudantes ao longo do processo de aprendizagem.

Desse modo, o primeiro questiondrio do Google Forms desempenha um papel
fundamental no levantamento de dados, possibilitando uma analise das habilidades e
dificuldades dos alunos no tema de sistemas de equagOes lineares. Com o melhor
entendimento dessas informac@es, podemos promover um ensino mais eficaz e personalizado,
visando o desenvolvimento pleno dos estudantes nessa area especifica.

Nesse sentido, 0 primeiro questionamento versou sobre o nivel de familiaridade com

sistemas de equacdes lineares, conforme indica o Grafico 15.
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Grafico 15 - Qual é o seu nivel de familiaridade com sistemas de equacdes lineares?

Conhecimento avancado f.lfo
Conhecimento intermediério -I 2
Conhecimento basico ;_l 18

Pouco ou nenhum -_| 2
conhecimento

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O Grafico 15, revela que a maior parte dos alunos da 3% Série do Ensino Médio da
escola possui um nivel de familiaridade basico em relagdo aos sistemas de equacdes lineares.
Esse resultado demonstra que a maioria dos alunos possui um conhecimento inicial nesse
tema, mas ainda precisa aprofundar seus conhecimentos para alcancar um nivel mais
avancado.

Essa andlise indica a importancia de direcionar o ensino de sistemas de equacbes
lineares com estratégias que levem em consideragdo o nivel de conhecimento inicial dos
alunos. E necessario desenvolver abordagens pedagdgicas que atendam tanto aos alunos com
conhecimento basico, fornecendo uma revisao consistente dos conceitos fundamentais, quanto
aos alunos com niveis mais avancgados, engajando-os com desafios que os estimulem a
expandir seus conhecimentos e habilidades nessa area.

Além disso, é preciso oferecer suporte adequado para aqueles alunos que enfrentam
maiores dificuldades no entendimento dos sistemas de equacbes lineares. E fundamental
identificar as principais lacunas de conhecimento e proporcionar estratégias de ensino
diferenciadas, como exemplos préaticos, exercicios extras e tutorias individuais. Essas medidas
visam contribuir para uma aprendizagem mais eficaz e uma superacdo gradual das
dificuldades apresentadas pelos alunos.

Por fim, é relevante ressaltar que a analise do Gréfico 15 nos fornece uma visao inicial
do cenario de familiaridade dos alunos com sistemas de equac@es lineares. Essa informagdo é
valiosa para direcionar o planejamento de aulas, atividades e avaliagdes, proporcionando uma
abordagem mais personalizada e eficiente para o desenvolvimento dos estudantes nesse tema
especifico.

O segundo questionamento discorreu sobre o qual método de resolucdo de sistemas de

equacdes lineares mais usado pelos alunos, (Gréafico 16).
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Gréfico 16 - Como vocé normalmente resolve sistemas de equacdes lineares?

N3ao sei como resolver sistemas lineares _| 4
de equacoes

Por matriz inversa ou Regra de Cramer -' 2

f13

Por elimina¢do ou adicdo
Por substituicdo _| 3

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Com base nos dados obtidos pelo Grafico 16, é possivel observar que a maioria dos
alunos utiliza métodos tradicionais, como o método da substituicdo ou o método da adicéo,
para resolver sistemas de equacdes lineares.

Essa analise sugere que, ao planejar o ensino dos sistemas de equacdes lineares, é
importante abordar os meétodos tradicionais de resolucdo de forma sélida, garantindo que os
alunos compreendam os fundamentos e saibam aplica-los corretamente. Paralelamente, é
valido explorar o potencial das ferramentas tecnoldgicas, como softwares e calculadoras,
promovendo a conscientizacdo sobre as vantagens e limitacbes do uso dessas ferramentas,
bem como incentivando a utilizag&o responsavel e eficaz.

O terceiro questionamento se deu sobre os desafios enfrentados pelos alunos ao
resolver sistemas de equacgOes lineares manualmente, a devolutiva apresenta as seguintes

respostas (Grafico 17).

Gréfico 17 - Quais desafios vocé enfrenta ao resolver sistemas de equacoes lineares
manualmente?
Outros -' 1
Tempo necessario para resolver _' 6

manualmente

Erros de calculo frequentes

Dificuldade em acompanhar os
calculos

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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O Grafico 17, mostra que os alunos ao resolver sistemas de equacOes lineares

manualmente apresentam desafios significativos, como acompanhar os célculos, evitar erros
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frequentes, administrar o tempo necessario para resolucdo e enfrentar outros obstaculos. Essas
dificuldades nos convidam a refletir sobre a importancia da precisao, perseveranca, busca por
eficiéncia e desenvolvimento de habilidades para lidar com desafios matematicos e
cotidianos.

O quarto questionamento abordou sobre a expectativa dos alunos em relacdo a
apresentacdo e manuseio da CSLE para resolucdo de sistemas de equacdes lineares, as

respostas estdo apresentadas no Grafico 18.

Gréfico 18 - Qual é a sua expectativa em relacdo ao uso da CSLE?

Nao tenho expectativas claras 1

Agilizar o tempo necessario j_l 7

pararesolver os problemas

Melhorar a precisido dos resultados 1

Facilitar a resolucdo de sistemas :' I 13
lineares de equagdes

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O Gréafico 18, nos mostra como a tecnologia tem influenciado a maneira como
abordamos e resolvemos problemas matematicos. Embora a CSLE traga beneficios, é
fundamental buscar um equilibrio entre 0 uso dessa ferramenta e o desenvolvimento de
habilidades conceituais, garantindo uma compreensdo completa e profunda dos sistemas de
equacoes lineares.

O quinto questionamento aludiu sobre as pespectivas de utilizacdo da CSLE e na
comprensédo de sua utilizagéo para resolver sistemas de equacdes lineares. As devolutivas séo

apresentadas no Grafico 19.

Gréfico 19 - Como vocé acredita que a utilizacdo da CSLE pode afetar sua compreensao

sobre como resolver sistemas de equages lineares?

Acredito que pode prejudicar minha [
compreensao

Acredito que pode nio ter nenhum efeito ll 1
na minha compreensao

Acredito que pode melhorar minha _| 21

compreensao

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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O Grafico 19, destaca que a grande maioria dos alunos acredita na capacidade da
CSLE em ajudar na compreensdo do algoritmo de resolucéo de sistemas de equacdes lineares.
Por outro lado, percebe-se uma questdo critica sobre o impacto da utilizacdo da CSLE na
compreensdo de resolucdes para sistemas de equacdes lineares. Embora a ferramenta possa
apresentar beneficios em termos de eficiéncia e precisdo, é fundamental atentar para 0s riscos
de uma dependéncia. E importante buscar um equilibrio entre a utilizacdo da CSLE e o
desenvolvimento de habilidades matematicas, garantindo uma compreensao aprofundada e
abrangente do assunto.

O sexto questionamento abordou a preocupacdo em relacdo ao uso da Calculadora de
Sistemas Lineares no Excel. As respostas a esse questionamento estdo apresentadas no
Gréfico 20.

Griéfico 20 - Vocé tem alguma preocupacao especifica em relagdo ao uso da CSLE?

Preocupagdo em depender
excessivamente da tecnologia

-
0o}

Preocupacao com a precisdo dos
resultados da CSLE

-|
S

Nao tenho preocupagdes

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O Grafico 20 salienta a importancia de adotar uma abordagem critica ao utilizar a
CSLE. Isso se deve ao fato de que mais da metade dos entrevistados expressou preocupacao
em relacdo a dependéncia da tecnologia ou a precisao dos resultados obtidos por meio da
CSLE. E vdlido destacar que ha um percentual significativo de entrevistados que
demonstraram confianca e alegaram ndo ter preocupacdes em relacéo ao uso da CSLE.

O setimo questionamento abordou sobre a frequéncia em utilizar softwares ou

calculadoras para resolver problemas matematicos, a devolutiva é observada no Grafico 21.
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Gréfico 21 - Com que frequéncia vocé utiliza calculadoras ou softwares para resolver
problemas matematicos?

Regularmente M I

Ocasionalmente l 8

Raramente Jo

1

Nunca

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O Gréfico 21 revela que a grande maioria dos alunos utiliza ou utilizou recursos
tecnologicos, como calculadoras e softwares, com frequéncia para resolver problemas
matematicos. Isto é, 95% dos entrevistados afirmaram utilizar calculadoras ou softwares
regularmente, ocasionalmente ou raramente em suas atividades matematicas. Esse dado indica
uma forte dependéncia da tecnologia como auxilio no processo de resolucdo de problemas.
No entanto, € importante ressaltar que 5% dos entrevistados relataram que nunca utilizaram
esses recursos. Essa parcela menor de alunos pode preferir métodos manuais ou ter acesso
limitado a essas ferramentas tecnoldgicas.

Fica evidente que o uso de calculadoras e softwares é amplamente difundido entre os
alunos, mas ainda ha um grupo significativo que ndo faz uso constante dessas tecnologias em

suas atividades matematicas.

6.2 Dados relativos aos objetivos da pesquisa depois da apresentacéo da CSLE

A aplicacdo do segundo questionario, apresentado no “Apéndice B”, deu-se no dia 18
de agosto de 2023 no contraturno (Matutino) da 32 Série do Ensino Médio da escola onde foi
realizada a pesquisa, na aula do professor de Matematica, estavam presentes 20 alunos e todos
responderam ao questionario individualmente, garantindo a confidencialidade e a sinceridade
de suas respostas.

O questionario teve como objetivo principal coletar percepcdes dos alunos sobre o0 uso
da CSLE na resolucdo de sistemas de equacBes lineares por escalonamento. Atraves de
perguntas alusivas ao tema, buscou-se entender o nivel de percepgédo dos alunos em relagdo ao
funcionamento da calculadora CSLE, bem como as suas opinides sobre sua eficiéncia na

resolucéo de sistemas de equacg0es lineares.
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As perguntas foram elaboradas para abordar diferentes aspectos relacionados ao uso
da CSLE, incluindo sua facilidade de uso, a clareza das informacdes fornecidas, a rapidez na
resolucdo de sistemas de equacOes lineares e seu impacto na compreensdo dos conceitos
matematicos envolvidos. Desse modo, o segundo questionario do Google Forms desempenha
um papel importante no levantamento de dados, permitindo uma andlise precisa das
percepcdes dos alunos sobre 0 uso CSLE.

O primeiro conjunto de perguntas aludiu sobre as percepcdes do uso da CSLE, tais
como a facilidade de resolucdo e comparativa entre a resolucdo de sistemas de equacdes
lineares por meio da CSLE e a resolugdo manual, a simplificagdo do processo de encontrar
solugbes utilizando a CSLE, bem como a utilidade desse recurso para a compreensdo dos

conceitos de sistemas de equacdes lineares. As devolutivas estdo expostas no Gréafico 22.

Gréfico 22 - Percepcdes dos alunos sobre a utilidade da CSLE (1)

10 10

A CSLE facilita a A resolugio por A utilizagdo da A CSLE é uma
resolucdo de escalonamento CSLE simplifica o ferramenta util
sistemas lineares. auxiliada pela CSLE processo de para compreender

é mais eficiente do encontrar a solucido melhor os
que a resolugao de sistemas conceitos de
manual. lineares. sistemas lineares.

® Concordo Totalmente  ® Concordo  ® Discordo  ® Discordo Totalmente

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Com base no Gréfico 22, a percep¢do dos alunos sobre a utilidade da CSLE na
resolucdo de sistemas de equacdes lineares, é extremamente positiva. Percebe-se que 100%
dos alunos concordam totalmente ou concordam que a CSLE é uma ferramenta que facilita a
resolucdo, é mais eficiente que a resolucdo manual, simplifica o processo e é Util para a
resolucéo de sistemas de equacg0es lineares.

Esses dados indicam que a CSLE proporciona beneficios evidentes no processo de
resolucdo desses sistemas, de acordo com a percep¢do dos estudantes. Essa concluséo

fortalece a importancia e relevancia desse recurso tecnoldgico no ambito educacional,
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fornecendo uma ferramenta eficaz e simplificada para o estudo e compreenséao de sistemas de
equacdes lineares.

O segundo conjunto de perguntas abordou sobre agilidade no processo de resolugéo,
chances de diminuir erros, confiabilidade e a facilidade de visualizar os passos na resolucao

de sistemas na CSLE, onde obteve-se as respostas de acordo com o Grafico 23.

Grafico 23 - Percepcdes dos alunos sobre a utilidade da CSLE (I1)
11 p=> 11

_a—
|

A CSLE ajudaa 0 uso da CSLE pode A CSLE éuma A utilizagdo da CSLE

agilizar os calculos  diminuir chances de ferramenta confidvel facilita a
necessarios para erros durante a para a resolugdo de visualiza¢do dos
resolver sistemas resolucdo de sistemas lineares. passos de resolucao

lineares. sistemas lineares. dos sistemas
. . lineares.
® Concordo Totalmente ® Concordo ® Discordo = Discordo Totalmente

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

No Gréafico 23, observa-se que a grande maioria dos alunos acredita que a CSLE
melhora a eficiéncia na resolucéo de sistemas de equacdes lineares, isto é, 98,75% concordam
totalmente ou concordam com 0s questionamentos. Esse resultado sugere que os estudantes
percebem que a utilizacdo da calculadora pode agilizar o processo de resolucdo desses
sistemas, tornando-o mais eficiente.

Entretanto, 1,25% dos alunos expressam uma percepcao de discordancia em relacéo a
eficiéncia da CSLE. Isso indica que eles possuem uma visao imparcial sobre o impacto da
calculadora na resolucdo de sistemas de equacOes lineares, possivelmente por ndo terem
experimentado essa ferramenta ou por ndo terem percebido um aumento significativo
aprendizado apds seu uso.

Com base nas percepgdes dos alunos expressas nos Graficos 22 e 23, pode-se concluir
que a maioria dos estudantes considera a CSLE como uma ferramenta Util e percebe
melhorias na eficiéncia da resolugdo de sistemas de equacOes lineares com 0 seu uso. No

entanto, ainda existem alunos que possuem opinides neutras em relacdo a essas percepcoes.
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Essa diversidade de percepgdes destaca a importancia de avaliar mais a fundo o impacto da
CSLE e considerar as preferéncias individuais dos alunos ao incorporar essa ferramenta no
processo de ensino-aprendizagem.

Para complementar o conjunto de perguntas perguntou-se sobre a utilidade da CSLE
na perspectiva de avaliagdo da ferramenta. As respostas estdo em acordo com Grafico 24.

Gréfico 24 - Em sua opinido, qual é a utilidade da CSLE na resolucdo de sistemas de

equacdes lineares?
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O Gréfico 24, revela que 19 dos alunos percebem que a CSLE é extremamente Util ou
atil. Essa percepcao reforca a utilidade desse recurso e sua importancia como uma ferramenta
eficaz na resolucdo pratica de sistemas de equacdes lineares.

Enquanto, apenas 1 aluno ndo expressou uma opinido clara sobre a utilidade da
calculadora. E importante observar que essa resposta pode ser resultado de diferentes fatores,
como a falta de familiaridade com o recurso ou incerteza na avaliacdo de sua eficacia.

E salutar observar que nenhum aluno desmontou que a calculadora seria pouco util ou
sem utilidade. 1sso sugere que, na visdo dos alunos, esse recurso possui um impacto positivo
na resolucéo de sistemas de equagodes lineares.

Diante do exposto, a CSLE é amplamente reconhecida pelos alunos como uma
ferramenta util, capaz de proporcionar beneficios perceptiveis na resolucdo de sistemas
lineares. Essa percepcéo positiva reforga a relevancia desse recurso tecnoldgico no ensino e
aprendizado de matematica, oferecendo uma abordagem mais pratica e eficiente para o estudo

de sistemas de equacdes lineares.
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O pendltimo questionamento abordou sobre a compreensdo na resolucdo de sistemas
de equacdes lineares por escalonamento no manuseio da CSLE. As devolutivas sdo

apresentadas no Grafico 25.

Gréfico 25 - Vocé acredita que a utilizagdo da CSLE melhora sua compreensdo sobre como

resolver sistemas de equac@es lineares por escalonamento?
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A partir do Grafico 25, pode ser representado que 17 alunos concordam totalmente ou
concordam em grande parte que a CSLE melhora sua compreensdo na resolucdo de sistemas
de equacdes lineares por escalonamento. Essa resposta positiva demonstra que esses alunos
acreditam que o uso da calculadora simbolica nesse contexto especifico contribui de forma
significativa para compreensdo dos conceitos e na aplicacdo do escalonamento na resolucéo
de sistemas de equacdes lineares.

Por outro lado, apenas 3 alunos responderam de forma neutra, indicando que eles tém
uma posicdo mais indecisa ou ndo tém uma opinido clara sobre como a CSLE pode melhorar
0 seu aprendizado. Essa resposta pode ser resultado de diferentes fatores, como falta de
familiaridade com a calculadora ou falta de experiéncia em utilizar essa abordagem especifica
de resolucéo de sistemas.

E importante destacar que nenhum aluno discordou em grande parte ou discordou
totalmente da afirmacdo, sugerindo que a maioria dos alunos pelo menos reconhece a
utilidade da CSLE nesse contexto e acredita que ela de fato contribui para melhorar a

compreensdo na resolucao de sistemas em estudo.
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Contudo, concluimos que a CSLE é percebida pelos alunos como uma ferramenta Util
para melhorar a compreensdo e a aprendizagem na resolucdo de sistemas foco do nosso
estudo. Essa percepcdo positiva reforca a relevancia dessa ferramenta tecnolégica no ensino
de matematica e no aprimoramento das habilidades de resolucdo de problemas dos alunos
nesse campo especifico.

O dltimo questionamento discorreu sobre a eficacia da CSLE na obtencdo de solucGes

de sistemas de equacdes lineares. As respostas estdo expostas no Grafico 26.

Gréfico 26 - Considerando sua experiéncia com a CSLE, qual € a sua opinido sobre a sua

eficacia na obtencdo de solucdes corretas para sistemas de equacgdes lineares?
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i

Muito eficaz Eficaz Nem eficaz, Ineficaz Muito
nem ineficaz ineficaz

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Com base Grafico 26, foi observado que 19 alunos consideram muito eficaz ou eficaz
a utilizacdo de sistemas de equacdes lineares para a obtencdo de solugcbes. Essa resposta
indica que esses alunos acreditam que essa abordagem é altamente eficiente e confiavel na
resolucdo desse tipo de problema matematico. Apenas 1 aluno respondeu de forma neutra,
indicando que ele ndo considera a utilizacdo para resolucdo de sistemas de equaces lineares
nem eficaz nem ineficaz.

E interessante notar que nenhum aluno respondeu que a utilizagio da CSLE é ineficaz
ou muito ineficaz. Isso sugere que, na opinido dos alunos, a calculadora tem aceitacdo e
reforga ainda mais a percepgéo de que ela é considerada uma abordagem eficiente.

Finalmente, de acordo com a experiéncia relatada pelos alunos, a CSLE é amplamente

considerada como uma abordagem eficaz, e até mesmo muito eficaz. Essa percep¢do positiva
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reforca a relevancia e a utilidade da calculadora como uma ferramenta para auxiliar no ensino

e aprendizado de sistemas de equacdes lineares.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo proporcionou uma abordagem sobre sistemas de equacdes lineares,
explorando sua evolucdo historica, conceitos fundamentais, métodos de resolucdo, dando
énfase no método do escalonamento, e a aplicagdo de softwares como Excel e GeoGebra
nesse contexto matematico.

Ao longo da pesquisa, foi possivel revisitar a histéria da Matematica, oferecendo uma
perspectiva cronolégica e contextualizada sobre sistemas de equagdes lineares, seguida pela
exploragdo aprofundada de conceitos cruciais, como equagdes lineares, sistemas equivalentes,
matrizes e representacdo grafica, culminando na andlise detalhada do método de
escalonamento e a criacdo de uma Calculadora de Sistemas Lineares no Excel (CSLE). A
contribuicédo principal desse estudo foi a criacdo CSLE, que vai além de resolver sistemas de
equacdes lineares, classificando-os em SPD (Sistema Possivel e Determinado), SPI (Sistema
Possivel e Indeterminado) e Sl (Sistema Impossivel). Além disso, o estudo também destacou a
importancia do uso do Geogebra, que auxilia no estudo desses sistemas por meio de
representacdes graficas.

Através da sequéncia didatica proposta e aplicada, foi viavel observar a eficacia do uso
do Excel como ferramenta pedagdgica para o ensino de sistemas lineares. A CSLE permitiu a
resolucdo de sistemas de equagdes lineares de maneira &gil e visualmente interativa,
proporcionando aos alunos uma compreensdo mais profunda e pratica dos conceitos
estudados.

Os resultados obtidos na analise dos dados indicam que, na percep¢do dos alunos,
houve uma melhoria significativa no entendimento sobre a resolucdo de sistemas de equacdes
lineares apos a utilizacdo da CSLE. Alguns beneficios nas percepc¢des relatados pelos alunos
incluem: facilitacdo da resolucdo de sistemas lineares, maior eficiéncia na resolucdo por
escalonamento auxiliada pela CSLE em comparagdo com a resolu¢do manual, simplificacéo
do processo de encontrar a solugdo, melhor compreenséo dos conceitos de sistemas lineares,
agilizacao do processo de resolucdo, reducgéo das chances de erros, facilitagdo da visualizacdo
dos passos de resolucdo dos sistemas, melhora na compreensdo sobre como resolver sistemas
por escalonamento e eficacia na resolucdo de sistemas de equacdes lineares. As informacdes
coletadas evidenciaram nas percepc¢@es dos alunos um aumento notavel no desempenho e na
compreensdo dos métodos de resolucéo, refletindo um impacto positivo na aprendizagem.

Olhando para o futuro, sugere-se uma continuidade dessa abordagem metodoldgica,

expandindo o uso de ferramentas tecnologicas como a CSLE e o GeoGebra para aprofundar
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ainda mais a compreensdo dos alunos sobre sistemas de equagOes lineares. Uma diregdo
promissora seria 0 aprimoramento da CSLE, capacitando-a para resolver sistemas de ordens
superiores, indo além das restri¢cGes atuais de solucdo até a ordem 5. Isso possibilitaria um
maior alcance e aplicacdo da ferramenta, abrindo portas para explorar e resolver sistemas
mais complexos, proporcionando uma experiéncia de aprendizado mais abrangente e
desafiadora para os estudantes. Além disso, a pesquisa poderia ser estendida para outras
turmas ou contextos educacionais, a fim de validar e aprimorar ainda mais os resultados
obtidos.

Por fim, acredita-se que a combinacdo entre teoria, pratica e 0 uso de recursos
tecnologicos tem o potencial de tornar o ensino de sistemas de equacGes lineares mais
dindmico, acessivel e enriquecedor para 0s estudantes, preparando-o0s de maneira mais eficaz

para desafios matematicos futuros.
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APENDICE A - Questionario sobre o Uso da Calculadora de Sistemas Lineares no Excel
(CSLE).

Questionario sobre o0 Uso da Calculadora de
Sistemas Lineares no Excel (CSLE)

ola

Estamos realizando uma pesquisa sobre o uso da Calculadora de Sistemas Lineares no Excel (CSLE) e seu
impacto na resolugdo de sistemas lineares de equagdes. Gostariamos de obter suas percepgdes e opinides
antes de vocé utilizar a CSLE, a fim de entender seu conhecimento prévio sobre sistemas lineares de
equagoes e expectativas em relagdo a essa ferramenta.

Este questionaric possui algumas perguntas para ajudar a avaliar sua familiaridade com sistemas lineares de
equacdes, sua abordagem atual para resolvé-los e suas expectativas em relagdo ao uso da CSLE. Suas
respostas serdo tratadas de forma andnima e confidencial.

Agradecemos antecipadamente por dedicar um momento para responder a este questionario. Suas
contribuices serdo valiosas para nossa pesquisa sobre a utilizagdo de ferramentas tecnoldgicas no ensino e

aprendizado da matematica.

Vamos comegar!

Qual é a sua idade? *

Menos de 15 anos

Entre 15 e 17 anos

Entre 18 e 20 anos

Mais de 20 anos

Qual é 0 seu sexo? *

Masculing

Feminino

Qutro



Qual é o seu nivel de familiaridade com sistemas lineares de equacdes? *
Pouce cu nenhum conhecimento
Conhecimento basico
Conhecimento intermediario

Conhecimento avangado

Como vocé normalmente resolve sistemas lineares de equagdes? *

Por substituigdo

Por eliminagio ou adigdo

Por matriz inversa ou Regra de Cramer

N30 sei como resolver sistemas lineares de equacgdes

Quais desafios vocé enfrenta ao resolver sistemas lineares de equagdes manualmente? *

Dificuldade em acompanhar os calculos

Erros de cilculo frequentes

Tempo necessario para resolver manualmente

Qutros

Qual é a sua expectativa em relagdo ao uso da CSLE?

Facilitar a resolugéo de sistemas lineares de equactes

Melhorar a precisdo dos resultados

Agilizar o tempo necessario para resolver os problemas

M&o tenho expectativas claras
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Como vocé acredita que a utilizagdo da CSLE pode afetar sua compreenséo sobre como
resaolver sistemas lineares de equacgdes?

Acredito que pode melhorar minha compreensioe

Acredito que pode nde ter nenhum efeito na minha compreensao

Acredito que pode prejudicar minha compreensao

Vocé tem alguma preocupacédo especifica em relagdo ao uso da CSLE?

MEo tenho preccupagbes

Preccupagdo com a precisdo dos resuliades da CSLE

Preccupagdo em depender excessivamente da tecnologia

Com gue frequéncia vocé utiliza calculadoras ou softwares para resolver problemas
matematicos?

Munca

Raramente

Ocasionalments

Regularmente
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APENDICE B - Resolucéo de Sistemas de Equacdes Lineares por Escalonamento com

Auxilio da CSLE - Calculadora de Sistemas Lineares no Excel.

Resolucdo de Sistemas de Equacdes Lineares por
Escalonamento com Auxilio da CSLE - Calculadora
de Sistemas Lineares no Excel

Caro(a) alunola),

Este guestiondrio tem como objetivo coletar sua percepcdo sobre o tema "Sistemas Lineares de Equacdes:
Resolugdo por Escalonamento com Auxilio da CSLE - Calculadora de sistemas lineares no Excel”. Através da
resposta &s perguntas a sequir, procuramos compresnder seu nivel de concordancia em relacio & utiizacdo
da calculadora CSLE e sua eficiéncia na resolugdo de sistemas lineares.

A resolugio de sistemas lineares de equagdes € uma parte importante da discipling de matematica e pode ser
um desafio para muitos estudantes. Com esse gquestionario, queremos obter sua opinido sobre como a
calculadora CSLE, que utiliza o Excel como plataforma, impacta o processo de resolucdo desses sistemas.

Suas respostas serdo tratadas de forma andénima e confidencial. Portanto, ndo hesite em expressar sua
opinido de maneira sincera e objetiva, selecionando a attemativa que melhor reflete sua percepcio sobre cada
questdo.

Agradecemos antecipadamente pela sua colaboracdo. Suas respostas 530 essencials para melhorar a
compreensao da utilidade e eficacia da CSLE no ensino dos sistemas lineares de equacies.

Boa pesquisal

Qual é a sua idade? "

Menos de 15 anos

Entre 153217 anos

Entre 18 e 20 anos

Mais de 20 anos
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Qual é o seu sexo? *

Masculino
Feminino

Qutro

w

& calculadora CSLE facilita a resolugdo de sistemas lineares de equagdes.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente

& resolugdo por escalonamento auxiliada pela CSLE € mais eficiente do que a resolugdo
manual.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente

A utilizagdo da calculadora CSLE no Excel simplifica o processo de encontrar a solugdo de
sistemas lineares.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente
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& CSLE no Excel € uma ferramenta Otil para compreender melhor as conceitos de sistemas
lineares de equagdes.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente

& calculadora CSLE no Excel ajuda a agilizar os calculos necessarios para resolver sistemas
lingares.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente

0 uso da CSLE no Excel pode diminuir chances de erros durante a resolugdo de sistemas
lingares.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente
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& CSLE no Excel &€ uma ferramenta confiavel para a resolugdo de sistemas lineares.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente

& utilizagdo da CSLE no Excel facilita a visualizagdo dos passos de resolugio dos sistemas
lineares.

Concordo Totalmente
Concordo
Discordo

Discordo Totalmente

Em sua opiniZo, qual é a utilidade da CSLE (Calculadora de sistemas lineares no Excel) na
resolugdo de sistemas lineares de equagdes?

Extremamente Util
Uil

Neutra

Pouco (il

Sem utilidade
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Vocé acredita que a utilizag3o da CSLE melhora sua compreens&o sobre como resolver
sistemnas lineares de equacdes por escalonamento?

Concordo totalmente
Concordo em grande parte
Neutro

Discordo em grande parte

Discordo totalmente

Considerando sua experiéncia com a CSLE, qual € a sua opinido sobre a sua eficacia na
obtencdo de solucbes corretas para sistemas lineares de equagdes?

Muito eficaz

Eficaz

Mem eficaz, nem ineficaz
Ineficaz

Muito ineficaz



