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RESUMO

A congruéncia modular permite estabelecer propriedades com os restos da divisdo entre
nameros inteiros. Sua aplicabilidade pode ser verificada por meio da criptografia, em
calendarios e em sistemas de identificacdo de nimeros, como o Cadastro de Pessoa Fisica (CPF)
e codigo de barras. O trabalho tem por finalidade investigar que impactos podem ser percebidos
no conhecimento matematico de estudantes do Ensino Médio, na perspectiva da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), a partir de uma sequéncia didatica que explore aplicacbes de
congruéncia modular. A pesquisa foi desenvolvida com cingquenta e quatro alunos do primeiro
ano do Ensino Médio, em uma escola publica na cidade de Paracatu, estado de Minas Gerais
(MG). A pesquisa é qualitativa do tipo exploratoria, e adotou-se como procedimentos
metodoldgicos a pesquisa bibliografica, que resultou na elaboracdo de uma sequéncia didatica,
e 0 estudo de caso. A coleta dos dados ocorreu durante os meses de outubro e novembro de
2023 e se deu por meio de: anotacdes e documentos produzidos pelos estudantes, e registros do
pesquisador no diario de campo. Os dados coletados foram analisados a partir da criacdo de
eixos e categorias. A analise dos dados ocorreu em duas perspectivas, a primeira com o intuito
de comparar as respostas produzidas, pelos estudantes e as respostas esperadas pelo pesquisador
em cada uma das atividades da SD, nessa etapa quantificou-se as quantidades de acertos, erros
e em branco em cada questdo. A segunda perspectiva reside na producdo de significados,
analisou-se 0 comportamento da amostra por meio dos registros das atividades, além disso,
verificou-se se houve o desenvolvimento das habilidades inerentes a BNCC. Finalizado o
processo de analise dos dados obteve-se duas respostas para a pergunta norteadora, uma para
cada perspectiva. Ao final, foram constatadas algumas dificuldades do estudante no processo
de ensino-aprendizagem de matematica, a saber: efetuar a divisdo de niameros inteiros, aplicar
corretamente os critérios de divisibilidade, interpretar um problema matematico resolvendo-o
corretamente, utilizar a simbologia matematica de forma adequada, apego a calculadora.

Palavras-chave: Congruéncia Modular. Ensino Médio. Matematica.



ABSTRACT

Modular congruence makes it possible to establish properties with the remainders of division
between integers. Its applicability can be verified through cryptography, in calendars and in
number identification systems, such as the Individual Taxpayer Registry (CPF) and barcodes.
The objective of this work is to investigate what impacts can be perceived in the mathematical
knowledge of high school students, from the perspective of the National Common Curriculum
Base (BNCC), based on a didactic sequence that explores applications of modular congruence.
The research was carried out with fifty-four first-year high school students at a public school in
the city of Paracatu, state of Minas Gerais (MG). The methodological procedures adopted were
bibliographical research, which resulted in the development of a didactic sequence, and a case
study. Data collection took place during the months of October and November 2023 and was
carried out through: notes and documents produced by the students, and the researcher's field
diary entries. The data collected was analyzed based on the creation of axes and categories. The
data analysis was conducted from two perspectives, the first with the aim of comparing the
answers produced by the students and the answers expected by the researcher in each of the SD
activities. At this stage, the number of hits, errors and blanks in each guestion was quantified.
The second perspective lies in the production of meanings. The behavior of the sample was
analyzed through the records of the activities, and it was also checked whether the skills
inherent in the BNCC were developed. Once the data analysis process was complete, two
answers to the guiding question were obtained, one for each perspective. In conclusion, some
of the students' difficulties in the mathematics teaching-learning process were noted, namely:
dividing whole numbers, correctly applying the divisibility criteria, interpreting a mathematical
problem and solving it correctly, using mathematical symbology properly, attachment to the
calculator.

Keywords: Modular Congruence. High School. Mathematics.
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1 INTRODUCAO

Segundo dados do Portal Anti Fraude do Brasil*, o primeiro documento de Registro
Geral (RG) expedido em nosso territorio data de 1907, foi elaborado por Edgard Costa que, na
época, ocupava o cargo de presidente do gabinete de identificagdo da Policia do Distrito
Federal. Segundo 0 mesmo portal, ha ainda trés avancos fundamentais na histéria do RG, o

documento datilografado, informatizado e atualmente digitalizado.

Apos os avangos do registro geral, em 30 de dezembro de 1968 por meio de Decreto-lei
n° 401 institui-se o Cadastro de Pessoa Fisica (CPF)2. Atualmente, os brasileiros podem ser
distinguidos por uma sequéncia de codigos numéricos e/ou alfanuméricos, possibilitando uma
diversidade de combinacdes de cddigos. Destacam-se mais usualmente o Cadastro de Pessoa
Fisica (CPF), o Registro Geral (RG) e a Carteira Nacional de Habilitacdo (CNH).

Outra sequéncia numérica bastante utilizada no dia a dia é o codigo de barras. Idealizada
por Norman Joseph Woodland e Bernard Silver, em 1952, nos Estados Unidos da América, tal
codigo consiste na representacdo grafica de uma sequéncia numeérica que tem por intuito ajudar
0 comércio aumentando a velocidade do fluxo de mercadorias por meio da identificacdo de
produtos. O modelo apresentado consistia de doze digitos (colocados abaixo das listras) e em

1973 foi denominado como Universal Product Code® (Codigo Universal de Produtos “UPC”).

A Matematica esta inserida nos diferentes contextos. Segundo Skovsmose (2001, p. 83),
“as estruturas matematicas vém a ter um papel na vida social tdo fundamental quanto o das
estruturas ideologicas na organizagdo da realidade.” No Brasil, segundo o Conselho Nacional
de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq), a Matematica estd dividida em:

Algebra, Anélise, Geometria e Topologia e Mateméatica Aplicada.

Dentro da area de concentracio da Algebra no CNPq encontra-se inserida a subérea da
Teoria dos NUmeros (também conhecida por Aritmética). Para Domingues (1991, p. 9), “o

termo aritmética vem do grego: arithmos, que significa numero, e technes, que se traduz por

! Disponivel em: https://portalantifraude.com.br/2018/09/a-evolucao-dos-documentos-de-identificacao-rg/ .
Acesso em: 10 fev. 2024,

2 Origem e histéria do CPF. Disponivel em: https://segredosdomundo.r7.com/o-que-e-cpf/ . Acesso em: 03 mar.
2024.

3 Cadigo de barras completa 50 anos com disputa sobre quem foi o criador. Disponivel em:
https://www.cnnbrasil.com.br/economia/codigo-de-barras-foi-criado-ha-50-anos-mas-disputa-sobre-quem-o-
inventou-
permanece/#:~:text=Bernard%20Silver%20e%20Norman%20Joseph,que%20ele%20aprendeu%20n0s%20escot
eiros. Acesso em: 03 mar. 2024.
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ciéncia”. Por meio da aritmética, estuda-se 0s numeros inteiros e suas propriedades
algébricas/estruturais. Mais adiante, serd mostrada a aplicabilidade da aritmética por meio de

sistemas de identificacdo de numeros, tais como: no codigo de barras e CPF.

No decorrer da historia, a aritmética foi construida por diversos matematicos. Na
antiguidade classica, na Grécia Antiga, o matematico Euclides de Alexandria (que viveu por
volta do século 11 a.c.), sistematizou os conceitos geométricos no seu trabalho Os Elementos
(DOMINGUES, 1991). Embora, tenha como arcabouco principal o estudo da geometria, nesse
trabalho ha uma célebre demonstracéo para o algoritmo da divisdo utilizado até os dias atuais.
Para Hefez (2014, p. 35), “este resultado, [...], ndo s6 é um importante instrumento na obra de

Euclides, como também ¢é um resultado central da teoria.”

Os registros indicam poucos avancos apés os trabalhos de Euclides. Impulsionados pelo
renascimento e iluminismo, e posteriormente pela revolucdo industrial, a Aritmética volta a ser
explorada no século X V11, destacando-se os trabalhos de Pierre de Fermat (1601-1665), que fez
contribuicdes nos numeros perfeitos, ternos pitagoricos e sobretudo nos numeros primos. Nos
séculos XVIII e XIX outros estudiosos de grande relevancia merecem destaque, sdo eles:
Leonhard Euler (1707-1783) e o estudo das congruéncias, Josefh Louis Lagrange (1736-1813),
e a sua simbologia, John Wilson (1741-1793), com o0 seu teorema que relaciona a congruéncia
de fatoriais com numeros primos, e Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que desenvolveu a teoria

da aritmética modular como é conhecida nos dias atuais (HOWARD, 2011).

O papel de Gauss na aritmética é fundamental, varios lemas e teoremas carregam o seu
nome. Em 1801, publicou o livro Disquisitiones Arithmeticae (Investigacdes Aritméticas) e
neste trabalho sistematizou as propriedades dos restos da divisao de nimeros inteiros por meio
da ideia de congruéncia (inteiros distintos, iguais pelo mesmo resto na divisdo por outro inteiro)
(HEFEZ, 2022). Para Santos (2020, p. 32), “varias idéias de grande importancia, que serviram
como base para o desenvolvimento da teoria de nimeros, aparecem neste trabalho”, entre elas

a congruéncia modular.

A partir dos trabalhos de Gauss, a aritmética passou a ser denominada Teoria dos
Numeros e tratada como a subarea da Matematica que estuda as propriedades dos nimeros, as
estruturas algébricas e essencialmente as operacdes (adi¢do, subtracdo, multiplicacéo e divisao).
Sua aplicabilidade engloba, desde métodos simples de contagem, céalculo de troco, até
sofisticados algoritmos de codificacdo de mensagens (criptografia) e verificacdo de dados

(como no CPF, RG, e cartdo de crédito).
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A aritmética é parte obrigatoria do curriculo educacional do Ensino Fundamental
brasileiro conforme salienta a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), nesse contexto
destacam-se as habilidades: “EFO6MAO0S5: Classificar nimeros naturais em primos € compostos,
estabelecer relagdes entre nimeros, expressas pelos termos “é¢ multiplo de”, “é divisor de”, “¢
fator de”, e estabelecer, por meio de investigagdes, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6,
8, 9, 10, 100 e 1000.” (BRASIL, 2018, p. 303), “EFO6MAO06: Resolver e elaborar problemas
que envolvam as ideias de multiplo e de divisor.” (BRASIL, 2018, p. 303) e “EF07MAO1:
Resolver e elaborar problemas com nameros naturais, envolvendo as nocGes de divisor e de
maltiplo, podendo incluir méximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de

estratégias diversas, sem a aplicagdo de algoritmos.” (BRASIL, 2018, p. 309).

No Ensino Médio, embora ndo haja presenca direta da aritmética na BNCC, ha
claramente a orientagdo para o desenvolvimento de habilidades que possibilitam sua
exploracdo, a saber: “EM13MAT315: reconhecer um problema algoritmico, enuncia-lo,
procurar uma solucéo e expressa-la por meio de um algoritmo*, com o respectivo fluxograma”
(BRASIL, 2018, p. 537) e “EM13MAT405: utilizar os conceitos basicos de uma linguagem de
programacdo na implementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou
matematica” (BRASIL, 2018, p. 539).

A pandemia de Covid-19° expds fragilidades dos sistemas educacionais no mundo,

sobretudo no Brasil. Em seu trabalho Queiroz, Silva e Sousa (2022, p. 11), evidenciam que:

as diversas problemaéticas levantadas durante o ensino remoto somadas as ja existentes
na educacao, sdo frutos da falta de investimento nesse setor e na formagéo continuada
dos/as professores/as de diferentes escolaridades e instituicdes de ensino. Embora o
uso da tecnologia tenha sido essencial para dar continuidade ao ensino de forma
remota, a mudanca sibita em que docentes, estudantes e a gestdo escolar foram
submetidos ocasionou varias limitacfes decorrentes de falta de estrutura, tecnologia,
letramento, suporte e formacdo pedagdgica advindos da desigualdade educacional e
social no pais, e 0os mais prejudicados, como sempre é a populacéo pobre.

Nesse cenario pés-pandémico a escola tem recebido estudantes em diferentes niveis de
aprendizagem, varios destes tiveram acesso ao ensino remoto e outra grande quantidade mal

tiveram acesso a condi¢Oes basicas de higiene e de sobrevivéncia. Com isso, &€ notoria a

4 Conjunto finito de acOes que descrevem como executar uma tarefa.

% Originario na cidade de Whuan, provincia de Hubei, na Republica Popular da China. Tratava-se de uma nova
cepa (tipo) de coronavirus que ndo havia sido identificada antes em seres humanos, sendo os primeiros caso
identificados no fim do ano de 2019. No dia 11 de marco de 2020, a Organizacdo Mundial de Saude (OMS)
decretou estado de Pandemia sanitéaria. (Histérico da pandemia de COVID-19. Organizagdo Pan-Americana de
Salde (OPAS). Disponivel em: https://www.paho.org/pt/covid19/historico-da-pandemia-covid-
19#:~:text=Em%2031%20de%20dezembro%20de, identificada%20antes%20em%20seres%20humanos. Acesso
em: 10 fev. de 2024.)
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presenca de estudantes no Ensino Médio sem conhecimentos basicos de aritmética (somar,

subtrair, multiplicar e dividir).

A pesquisa tem por finalidade responder ao seguinte questionamento: Que impactos
podem ser percebidos no conhecimento matematico de estudantes do Ensino Médio, na
perspectiva da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a partir de uma sequéncia didatica

(SD) que explore aplicacdes de congruéncia modular?

O interesse em desenvolver esta pesquisa surge em decorréncia das minhas observagdes
como professor®/pesquisador e com base em inquietacdes de turmas da 12 série do Ensino Médio
nos anos de 2018 até 2023. Nos anos de 2018 e 2019, era notdria a dificuldade dos estudantes
em desenvolver as operagdes basicas, sobretudo a divisdo. Nos anos de 2020 e 2021, ficou
constatado que a pandemia ampliou as dificuldades ja observadas no processo de ensino-
aprendizagem, fazendo com que muitos estudantes ndo conseguissem adquirir conhecimento
por meio do ensino remoto. Com o retorno das atividades presenciais nos anos de 2022 e 2023,

ficou claro o quéo distante estes se encontravam em relacao ao aprendizado matematico.

Na literatura tem-se a presenca de diversos trabalhos de Matematica Pura, na area de
Teoria dos NUmeros destacam-se: Domingues (1991), Hefez (2014) e Santos (2020). A
Aritmética aplicada em situacdes problemas encontra-se alicercada nas pesquisas de Coutinho
(2008a), entre outros. Na Revista Professor de Matematica (RPM) tem-se alguns artigos sobre

a aritmética e a sua utilizagdo em sala de aula pelo professor.

No entanto, ha um vasto caminho a ser explorado. A partir de observagdes no repositorio
de dissertacbes do Programa de Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional —
PROFMAT constatou-se alguns trabalhos que contemplaram em parte a tematica que foi
estudada, por exemplo: Montanher (2022) e Takahashi (2013), que exploraram respectivamente
a criptografia no ensino basico e a matematica dos codigos de barras. O grande diferencial desta
proposta de pesquisa € a possibilidade de estudar a congruéncia modular presente no CPF, e
integrar essas diferentes aplicagcbes no desenvolvimento e implementacdo de algoritmos

matematicos, anseio da BNCC.

& Professor de Matemética da rede publica de ensino, atua na Educacgdo Basica e Educacdo Superior. Licenciado
em Matematica pela Universidade Estadual de Goias (UEG), 2014. Especialista em Matematica Financeira e
Estatistica pela Universidade Candido Mendes (UCAM), 2017. Licenciado em Pedagogia pela Universidade
Estadual do Vale do Acarai (UVA), 2018.
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O objetivo deste trabalho é identificar e analisar os efeitos de uma proposta de ensino-
aprendizagem que explore aplicagdes da congruéncia modular para estudantes de Ensino
Médio. De forma secundaria tem-se como objetivos:

e Estudar os fundamentos tedricos relacionados a congruéncia modular;

e Exemplificar a congruéncia modular por meio de situacdes do cotidiano tais como:
codigos de barras e Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF);

e Propor um modelo de sequéncia didatica para o ensino de Matematica por meio de
algoritmos de identificacdo e verificagdo por meio de congruéncia modular.

Desse modo, o trabalho esté estruturado em 6 capitulos, onde o primeiro é a Introducao.
Na Introducdo falamos sobre os aspectos histdricos da aritmética e descrevemos algumas
habilidades da BNCC (2018). Além disso, foi revisado brevemente trabalhos sobre a temética
que sera estudada. Ao final, foi apresentada a pergunta norteadora, as motivacgdes e 0s objetivos
da pesquisa.

O capitulo 2 esté divido em trés secdes. Na primeira abordamos a divisdo euclidiana e
0 méximo divisor comum (mdc). Na segunda, apresentamos 0s numeros primos, bem como
alguns testes de primalidade. Na terceira, exploramos a congruéncia modular e alguns de seus
resultados, tais como: o pequeno teorema de Fermat e o teorema de Euler.

No capitulo 3 abordamos os conceitos de Tecnologias da Informacdo e Comunicacao
(TIC) e Tecnologias Digitais de Informacéo e Comunicacdo (TDIC) e sua inser¢do como fases
da Educacdo Matematica (EM) no Brasil. Ao final do capitulo, abordamos as planilhas
eletronicas, enfocando-as nas respectivas fases da EM.

No capitulo 4 apresentamos a metodologia utilizada na pesquisa, a partir de cinco
secOes, a saber: na primeira se¢do é caracterizado o ambiente da acdo; na segunda secao
apresentamos 0s participantes da pesquisa, a amostra; na terceira secdo caracterizamos a
pesquisa quanto a sua natureza metodoldgica, no caso qualitativa e exploratdria; na quarta secao
retratamos as etapas da aplicacdo da sequéncia didatica; na ultima secdo destinamos a relatar a
experiéncia e os desafios encontrados a partir da aplicacdo da SD.

O capitulo 5 apresenta uma discussdo dos dados obtidos a partir da aplicacdo da SD
sobre a Otica das respostas produzidas/respostas esperadas. O capitulo esta dividido em quatro
secOes, cada uma das se¢des remete aos resultados obtidos na aplicacdo de uma atividade da
SD, a saber: atividade diagnostica, atividade de congruéncia e explorando o CPF, dividida em

duas atividades: exame tedrico e exame pratico.
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No capitulo 6 exibimos os resultados obtidos na aplicagdo da SD sobre um enfoque
qualitativo. A partir dos registros da amostra construimos significados sobre duas perspectivas,
com base nas respostas das atividades e sobre as habilidades da BNCC.

No capitulo 7 estdo dispostas as consideracGes finais do trabalho. Por fim, constam as

referéncias, 0s anexos e 0s apéndices.
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2 ELEMENTOS DE ARITMETICA MODULAR

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados da aritmética relacionados
com o algortimo da divisdo euclidiana. Para isto, percorremos algumas propriedades e
resultados relacionados com nimeros primos, testes de primalidade, Teorema Fundamental da

Aritmética (TFA) e congruéncia modular.

2.1 DIVISAO EUCLIDIANA

Iniciamos esta secdo com a situacdo-problema: Pretende-se dividir 63 balGes entre 4
criangas. Cada uma delas recebera quantos baldes? Como 63 ndo é mdultiplo de 4, entdo, a
quantidade inteira mais proxima que cada crianca receberia seria 15 baldes, mas ainda restariam

3 baldes. Nessa situacdo, este conjunto de baldes ndo distribuidos ¢ o que chamamos de “resto”.

Embora pensassemos em outra forma de divisdo de nimeros inteiros, tal como, cada
crianca recebendo 14 baldes e o resto da divisdo sendo igual a 7 baldes. Tal fato, ndo se aplica
na divisdo de nimeros inteiros, uma vez que uma especificidade da divisdo euclidiana reside

no fato de o resto ser positivo e estritamente menor que o divisor.

O algoritmo que descreve o processo de realizar divisées como 0 exposto aparece na
obra de Euclides’, em seu livro Os elementos, a partir disso ficou conhecido como Divis&o

Euclidiana.

Segundo Howard (2011, p.181), “[...] embora o processo em si sem duvida fosse
conhecido muito tempo antes. Esse algoritmo se encontra nos fundamentos de varios progressos

da matematica moderna.”

Definigdo 2.1. Dados 0s nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b (em simbolos a | b)

quando existir um numero inteiro c, tal que:
b=a-c,

Neste caso, diz-se que b é multiplo de a, ou de maneira equivalente b é divisivel por a.

7 Matematico e escritor grego que viveu por volta de 300 a. ¢. Autor da obra Os Elementos, compilado de textos
matematicos que dispunha de Algebra, Aritmética e principalmente Geometria. (AVILA, G. Revista do Professor
de Matematica, v. 45, 2001).
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De modo geral, temos que:
alb &b=a-c,
para algum c € Z.

Teorema 2.2. (Algoritmo da divisdo euclidiana) Dados os nimeros inteiros a € b, b > 0, existe

um Unico par de inteiros g e r tais que,
a=b-q+r,com0<r<b (1).
Note que, se r = 0, entdo:
a=b-q+0 =a=b-q = bla

Demonstragado. Existéncia: Utilizando o Teorema de Eudoxius®, dado b > 0, existe g € Z tal

que:
bg <a<b(q+1),

0 que implica que 0 < a — bq < b. Deste modo, ao tomar r = a — bq, tem-se garantida a

existénciade g e r.
Unicidade: Suponhamos a existéncia de outro par g, e ry, de forma que verifique:
a=b-q, +r,com0<r; <b.

Tem-se (bq + 1) —(bqy + 1) =0, ou seja, b(q —q,) + (r—r) =0, 0 que implica em
b(q —q,) = (ry — 1), isto é, b|(r; — ). Por hipbtese temos que r < b e r; < b, com isso,
|r; —r| < b, porém, b|(r, — r) 0 que provocar; —r = 0, ou seja, r; = r. O fato dos restos r;

e r serem iguais acarreta em bq = bq4, l0go g = q;, uma vez que b # O.
[ ]

A demonstracdo do Teorema 2.2 garante a existéncia unica de dois nimeros inteiros q

e r, conhecidos como quociente e resto da diviséo, respectivamente.

Observacgéo 2.3. Apesar do enunciado do Teorema 2.2 restringir b como um valor positivo,
isto ndo é necessario. Ao utilizar o Teorema de Eudoxius se tivéssemos tomado b < 0, também

encontrariamos g e r univocamente. Deste modo, o algoritmo da divisdo euclidiana pode ser

8 Dados a e b inteiros, com b > 0, entdo a é multiplo de b ou esta localizado entre dois multiplos consecutivos
de b. (PARENTE, U. L. O algoritmo de Euclides. Portal da Matematica OBMEP, 2022).
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generalizado da seguinte forma: Dados 0s nimeros inteiros a e b, b # 0, existe um Unico par

de inteiros q e r tais que:
a=b-q+r,com0<r < |b| (2).
Exemplo 2.1.1. Determine o quociente g e o resto r nas divisoes:

a) 37 por?7

b) —131 por —4
c) 68 por—13
d) —71por1ll

Solucéo.

a) Utilizando o algoritmo da divisao euclidiana obtemos:
37=7-5+2.

Portanto, temosqg =5er =2,0nde0 <r=2<|b| = 7.

b) Utilizando o algoritmo da divisao euclidiana obtemos:
—131=—-4-33 + 1.

Portanto, temos g =33 er =1,onde 0 <r =1 < |b| = 4.

c¢) Utilizando o algoritmo da divisao euclidiana obtemos:
68 = (—13) - (-5) + 3.

Portanto, temos g = —5er =3,0nde 0 <r =3 < |b| = |-13| = 13.

d) Utilizando o algoritmo da divisao euclidiana obtemos:
~71=11-(=7) + 6.

Portanto, temos g = —7er =6,0nde 0 <r =6 < |b| = 11.

Exemplo 2.1.2. (HEFEZ 2022, p. 40) Quais sdo 0s nimeros naturais que quando divididos por

5 deixam resto igual a metade do quociente.

Solucéo.
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Pelo algoritmo da diviséo euclidiana, temosn = 5q +r,onde 0 <r < 5e q € Z, pelo fato de

n € N? obriga que g € N.

Comor = % & q = 2r. Logo, chega-se:
n=5g+r=n=5-Q2r)+r=n=11r.

Assim,

(i) Ser =0,entdon = 0;

(i) Ser=1,entdon = 11;
(ili) Ser =2,entdon = 22;
(iv) Ser =3,entdon = 33;

(v) Ser =4, entdon = 44.

Portanto, conclui-se que 0s numeros naturais que deixam resto igual a metade do

quociente quando divididos por 5, sdo: 11, 22, 33 e 44.

A partir do algoritmo da diviséo euclidiana, um nimero inteiro n pode ser escrito como
n=b-q+r,ondeb eZere€{01,..,|b— 1|} Deste modo um nimero inteiro n pode ser
expresso como 2L (par) ou 2L + 1 (impar), para algum L € Z. Com raciocinio anal6go, tem-se
que n pode ser representado por alguma das seguinte formas: 3k ou 3k + 1 ou 3k + 2, para

algum k € Z.
Exemplo 2.1.3. Mostre que nenhum quadrado é da forma 5M + 3, para algum M € Z.
Solucéo.

Pelo algoritmo da divisdo euclidiana na divisdo de um namero inteiro n por 5, tem-se 0s
possiveis restos: 0,1,2,3 ou 4. Dai,n =5koun =5k +1oun=5k+20un=>5k+3o0u

n = 5k + 4 onde k € Z. Elevando n ao quadrado tem-se:

() n =5k = n?=(5k)? = 25k? = 5(5k?) = n? = 5M,, onde 5k% = M, € Z.

(i) n=5k+1 =n2=GBk+1)2=25k?+10k+1=5Gk*+2k)+1=
= n = 5M, + 1, onde 5k? + 2k = M, € Z.

(i) n=5k+2 =n?=(5k+2)?=25k?+20k+4=505k?>+4k)+4=
= n? = 5M; + 4, onde 5k? + 4k = M; € Z.

® Adotamos o conjunto dos nimeros naturais como N = {1,2,3, ... }.
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(iv)y n=5k+3 =n?=Gk+3)2=25k2+30k+9=50Gk2+6k+1)+4=
= n? = 5M, + 4, onde 5k? + 6k + 1 = M, € Z.

(V) n=5k+4 =>n?=(5k+4)?>=25k*’+40k+16=55k*+8k+3)+1=
= n? = 5Ms + 1, onde 5k* + 8k + 3 = M € Z.

Portanto, conclui-se que nenhum quadrado é da forma 5M + 3.

Definicéo 2.41°. (Maximo divisor comum) Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos
a # 0 ou b # 0. Chama-se m&ximo divisor comum de a e b, representado por mdc(a, b) ou

(a, b), 0 maior inteiro positivo d que é divisor comum de a e b.

Propriedades 2.5. Sejam a e b nimeros inteiros, entao:

@ (abD=1
(i) (a,0) = |al|, coma # 0;
(iii)  (a,a) = lal;

(iv)  se a édivisor positivo de b, entdo (a,b) = a.
Demonstracéo. Supondo a e b nimeros inteiros, ao analisar cada um dos casos temos:

(1) Como o maior divisor positivo de 1 é ele mesmo e pelo fato de que todo nimero
inteiro ser divisivel por 1, tem-se (a, 1) = 1.

(i)  Seja a um ndmero inteiro entdo temos que |a||a, por outro lado 0 € divisivel por
todo nimero positivo, assim (a, 0) = |a|.

(iii)  Sendo a um ndmero inteiro, entdo seu maior divisor é |a|, decorrendo o fato
(a,a) = |al.

(iv)  Se b multiplo de a, entdo b = ma, para algum m € Z, logo, (a, b) = (a,ma) = a.

Definicdo 2.6. Dados dois numeros inteiros a e b, com (a,b) = 1. Entdo a e b sdo

denominados primos entre si ou coprimos.
Exemplo 2.1.4. Determine 0 maximo divisor comum dos nimeros abaixo:

a) Os divisores positivos comuns dos inteiros 24 e 36 séo,
D(24,36) ={1,2,3,4,6,12}.

10 A Definicéo 2.4 foi escrita baseada em: SANTOS, J. P. de O. Introducéo a Teoria dos NUmeros. 3.ed. Rio de
Janeiro: Impa, 2020, p. 5.
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Logo, (24,36) = 12.

b) Os divisores positivos comuns dos inteiros 9 e 18 séo,
D(9,18) = {1,3,9}.

Logo, (9,18) = 9.

c) O maximo divisor comum entre 16 e 0 é 16, ou seja, (16,0) = 16.

d) O maximo divisor comum entre 1 e 617 é 1, ou seja, (1,617) = 1.

2.2 NUMEROS PRIMOS

Essa secdo dedica-se a apresentar algumas propriedades dos nimeros primos, com vistas

ao Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) e alguns testes de primalidade.

Defini¢do 2.7. Um namero natural maior do que 1 que s possui como divisores positivos 1 e

ele proprio é chamado de nimero primo.

Teorema 2.8. Dado um namero inteiro a e dois nimeros primos p e q, decorrem as seguintes

propriedades:

()  Seplq,entdop = q;
(i)  Sep ta,entdo p e a sdo primos entre si.

Demonstracao. Vejamos:

(i) Como p|q e sendo g primo, temos que p = 1 ou p = q. Sendo p primo, tem-se que
p>1,0quenoslevaap =gq.

(i)  Seja d o maximo divisor comumde p e a, entdo d|p e d|a. Logo,d = poud = 1.
Mas d # p, poisp t a, 0 que implicaem d = 1, portanto, pela Definigdo 2.6 temos
que p e a séo primos entre si.

Definigdo 2.9. (NUmero composto) Um nimero maior do que 1 e que ndo € primo sera dito

composto.

Se um numero natural n > 1 for composto, existira um divisor natural n, de n tal que

1 < n; < n. Logo, existira um numero natural n, tal que,
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n=nm, com 1<n, <n e 1<n,<n.

Proposicdo 2.10. (Lema de Euclides) Sejam a, b,p € Z, com p primo. Se p|ab, entdo p|a ou
p|b.

Demonstracéo. Suponhamos que p|ab e que p t a, entdo temos que (p,a) = 1, logo pelo Lema

de Gauss'! segue-se que p|b.
n

Corolério 2.11. Se p,p4, ..., Pn SA0 NUMEros primos €, se p|py " P; * ...* Pn, ENtA0 p = p; para

algumi=1,..,n.

Demonstracéo. Para a demonstracéo sera utilizado o Principio de Inducgdo Finital? em n. Como
caso inicial tomamos n = 2, o0 que é verdadeiro pela Proposicdo 2.10. Suponhamos o resultado
valido para n — 1 natural. Provemos a propriedade para n, para (p; Pz * ..." Pn—1) * Pn- Pela
Proposicao 2.10 temos que p|p; * P2 * ... " Pn—1 OU p|p,, dai se p t p, entdo p|p;, - vy * ...” Pp-1,
0 que é verdadeiro pela hipdtese de inducdo. Mas se p t p; - p, * ..." pp—1 Chega-se a p|p,,.
Logo, p = p; paraalgum i = 1, ..., n. Deste modo, conclui-se que a propriedade é valida pelo

Principio de Inducdo Finita.
[ |

Teorema 2.12. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo numero natural maior do que 1 ou
é primo ou se escreve de modo Unico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de

ndmeros primos.
Demonstragao. Utilizando o conceito de indugdo completa®®,

Como caso inicial tomamos n = 2, o resultado é obviamente verificado. Suponhamos o
resultado valido para todo nimero natural menor do que n e vamos provar que vale para n. Se
0 nimero n é primo, nada tem-se a demonstrar. Suponhamos, entdo que n seja composto. Logo,

existem numeros naturais n, e n, tais que n = nyn,, com1 <n; <n, < n.

1 Sejam a,b e ¢ € Z. Se a|bc e (a,b) = 1, entdo a|c. (HEFEZ, A. Aritmética. Colegdo PROFMAT. Sociedade
Brasileira de Matematica, 2014).

12Sejaa € Z e sejap(n) uma sentenca aberta em n. Suponha que: (i) p(a) é verdadeiro, e que (ii) vn = a,p(n) =
p(n + 1) é verdadeiro. Entdo, p(n) é verdadeiro paratodo n = a. (HEFEZ, A. Aritmética. Colecdo PROFMAT.
Sociedade Brasileira de Matemaética, 2014).

13 Seja p(n) uma sentenca aberta tal que: (i) p(a) é verdadeiro, e que (ii) Vn, p(a) e p(a+ 1) e - e p(n) =
p(n + 1) é verdadeiro. Entdo, p(n) é verdadeiro paratodon = a. (HEFEZ, A. Aritmética. Colecdo PROFMAT.
Sociedade Brasileira de Matematica, 2014).
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Pela hipotese de inducdo, temos que existem ndmeros primos py, ..., P € ¢4, ..., qs, tais que
n, =p, Py € Ny = qq " qs. Portanto, n = p; -+ p-q; * q5. Deste modo, conclui-se que a
propriedade € valida pelo Principio de Inducdo Completa, todo nimero natural maior do que 1

se escreve com um produto de numeros primos.
A seguir sera provada a unicidade da escrita da fatoracdo em nameros primos.

Unicidade: Suponhamos que tenhamos n = p; * p, = q; *** qs ONde 0S p; € 0S q; Sd0 NUMeros
primos. Como p;|q; - q,, pelo Corolario 2.11, temos que p; = q; para algum j, que, apos

reordenamento de q4, ..., g5, POdeMOS supor que seja q;.
Portanto,

P2 " Dr = (2 " (.

Como p, - p, < n, ao generalizar o processo até o indice r, a hipdtese de inducao garante que
0s produtos p, - py € g, ** g5 Sa0 iguais e que {pz, p3,~, pr} € {42, g3, ¢} possuem a mesma

quantidade de nimeros primos, logo, = s e que cada p; é igual a algum q;.
|

O Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) nos permite agrupar os fatores primos
repetidos, se necessario, e ordenar os nimeros primos em ordem crescente. A Observacédo 2.13

apresenta a representacdo de qualquer nimero inteiro por meio de seus fatores primos.

Observacdo 2.13. Para qualquer numero inteiro n # 0,1,—1, existem numeros primos

p1 < <prea; <-<a, €N, univocamente determinados, tais que n = +p;* ... p;".

Na decomposicdo em fatores primos de dois ou mais ndmeros naturais utiliza-se o
recurso de acrescentar fatores da forma p°(= 1), onde p é um nimero primo qualquer. Deste

modo, ao tomar n,m € Z comn # 0,1, —1 e m # 0,1, —1 quaisquer, escreve-se:
n=+4pt..pem=+pt.. phr
usando 0 mesmo conjunto de primos p4, ..., p,-, desde que seja empregado 0s expoentes

a << ay,f < <pB,, variando em N U {0} e ndo apenas em N.
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Teorema 2.14. Seja n um numero natural, escrito na forma n = p;* ... p;". Tem-se que k &

um divisor positivo de n se, e somente se,

k=pit.. pfr,

onde 0 < B; < a; paracadai=1,..,r.
Demonstragdo. Suponhamos k = p;* ... pr, em que 0 < f; < a;, entdo a; = f; + A; para

cadai =1, ...,r. Desse modo,

r A r+ir A roaAr
n=pit.p = p Y L P = pliplt Ll =

T A Ar A Ar
n= @M. pf (] . pf) = n = k(p .. ).
Logo, k|n.

Reciprocamente, suponhamos que k|n, ou seja, n = kc paraalgum ¢ € N. Com base no

TFA, tomemos k = p%* . pPr e c=p™ .. plr emque0<pB e 0<n parai=1,..,r.

Assim,

O e (pfl pfr)(pfl ) = phitin bt

pelo TFA, deve ocorrer a; = 8; +n; paracadai = 1,...,r. Mas, como 0 < n;, entdo §; < «a;

paracadai =1,...,r.
|

Observacdo 2.15. Dado um ndmero natural n, denota-se por d(n) o nimero de divisores
positivos de n. Dado n = p;* ... p,", onde py, ..., p, S40 nOmeros primos e @y, ..., a, € N,

entdo,

dn) =(a; + 1) ...(a, + 1).
Exemplo 2.2.1. Calcule a quantidade de divisores positivos de 12, 36 e 17.
Solugéo.

a) Temos que, 12 = 22-3% logo, d(12) =(2+1)-(1+1)=3 -2 =6. Com isso 0
numero 12 tem seis divisores positivos e sdo eles: {1, 2,3,4,6,12}.
b) Note que, 36 =22-32, logo, d(36) =(2+1)-(2+1)=3:-3=9. Com isso 0

numero 36 tem nove divisores positivos e sdo eles: {1, 2,3,4,6,9,12,18, 36}.
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c) Note que, 17 = 172, ou seja, 17 é primo, logo, d(17) = (1+ 1) = 2. Com isso 0

namero 17 tem dois divisores positivos e sdo eles: {1,17}.

Ainda na antiguidade, o matematico grego Euclides respondeu no Livro IX dos

Elementos, a seguinte pergunta: Quantos sdo 0s nimeros primos?

Para Howard (2011, p.175), “A prova de Euclides (o nimero de niimeros primos ¢é
infinito) é considerada universalmente pelos matematicos como um modelo de elegancia

matematica. Ela emprega o método indireto, ou reducdo ao absurdo [...]”.
Teorema 2.16. (Infinitude dos nimeros primos) Existem infinitos nimeros primos.

Demonstracéo. Suponha, por absurdo, que exista apenas um numero finito de primos py, ..., by
Considere o nimero natural n = p;p, = p, + 1. Pelo Teorema 2.12, 0 nimero n possui um
fator primo p que, portanto, deve ser um dos py, ..., p»- €, consequentemente, divide o produto

p1b2 - Pr. Mas isso, implica que p divide 1, o que é absurdo.
|

Sabendo que existem infinitos nimeros primos, como obter uma lista contendo 0s
nimeros primos até uma dada ordem? E possivel estabelecer uma funcdo que gere todos os

nameros primos? Qual pode ser a distancia entre dois nimeros primos consecutivos?

Os guestionamentos anteriores mostram o quao viva é a Aritmética, e em particular o

estudo dos nimeros primos.

Como resposta para 0 primeiro questionamento € possivel estabelecer um teste de
primalidade chamado Crivo de Erastdstenes!4, que consiste em determinar todos os nimeros

primos até a ordem que se desejar, no entanto ndo é muito eficiente para ordens muito elevadas.
Exemplo 2.2.2. Determine os primos inferiores a 100, a partir do Crivo de Erastdstenes.
Solugéo.

Escreve-se todos 0s ndumeros naturais de 2 a 100. Risca-se de modo sistematico, todos os

numeros compostos da lista, seguindo o roteiro abaixo:

14 Erastostenes de Cirene (276 a.C — 194 a.C.), matematico e astrénomo grego conhecido por calcular a
circunferéncia da Terra. (Eratdstenes: conhega a vida do matematico, bibliotecario e astronomo. Globo
Ciéncia. Disponivel em: http://redeglobo.globo.com/globociencia/noticia/2011/10/eratostenes-conheca-vida-do-
matematico-bibliotecario-e-astronomo.html . Acesso em: 10 fev. 2024.)
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¢ Risque todos os multiplos de 2 acima de 2, ja que nenhum deles é primo;

e O segundo numero ndo riscado € 3, pois 3 é primo. Risque todos os multiplos de 3
maiores do que 3, pois esses ndo séo primos;

e O terceiro nimero nao riscado é 5, pois 5 é primo. Risque todos os multiplos de 5
maiores do que 5, pois esses ndo sao primos.

Repete-se 0 processo sistematicamente, 0s nimeros ndo riscados séo todos primos. No

Quadro 1 esté diposto os nimeros primos menores que 100.

Quadro 1 — Crivo de Erastdstenes até 100

2 3 /4/ 5 /6/ 7 /8/ /Le/
11 13 /].A/ /],6/ 17 19
/4/ 23 /28/ 29
31 )3/ /34/ 3 37 /39/
e e e a
61 /62/ )A/ 6 67 /68/ 7
71 /72/ 73 /A/ 7 /za/ 7 7 79
/81/ /82/ 83 /84/ /85/ /86/ /87/ 89 /%/

Fonte: Proprio autor (2023).

Observe que ndo € necessario chegar até 100 para obter todos 0s nimeros primos da

lista acima, neste problema chegou-se até o 7. Tal resultado € justificado pelo Teorema 2.17.

Teorema 2.17. Consideremos um numero natural n > 1, tal que n ndo é divisivel por nenhum

nlmero primo p tal que p? < n, entéo ele é primo.

Demonstracéo. Seja n um numero composto, entdo n = a- b, com 1 < a < b < n. Supondo
a>+neb>+/n,entdion = a-b >+/n-vn =n,oqueéimpossivel. Logo, a < +/n outemos
b < +/n. Suponhamos que a < v/n. Como a > 1, entdo existe um primo p, com p|a. Desde que

a|n, temos que p|n e p < a < +/n, 0 que prova o teorema.

Exemplo 2.2.3. Verifique se o nimero 71 é primo.
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Solugéo.

Veja que p?> <n < p <+/n, entdo p <71 = 8,42. Devemos verificar se 0s nimeros
primos menores que 8 dividem o 71. Assim, temos que 2+ 71, 3+71, 5471 e 7t 71.

Portanto, 71 € um numero primo.

Conforme questionamento anterior alguns matematicos ao longo da historia
contribuiram sistematicamente para a obtencao de nimeros primos. Neste contexto, destacam-
se os trabalhos de Pierre de Fermat'® com os nimeros de Fermat dados por F, = 22" + 1, Marin
Mersenne!® com os ndmeros de Mersenne representados por M, = 2P —1 e Christian
Goldbach!” famoso por conjecturar um dos problemas matematicos mais antigos n&o
resolvidos, ele consiste em provar que todo numero par maior que 2 pode ser representado pela

soma de dois nimeros primos.

Apesar dos inumeros avangos na Teoria dos NUmeros sobretudo na pesquisa dos
ndmeros primos, ainda ndo é possivel obter uma funcdo que gere todos os nimeros primos a

partir de um indice n € N.

No que concerne a terceira pergunta, pode-se tomar primos extremamentes proximos,
chamados de primos gémeos que diferem em duas unidades, por exemplo: (3,5) e (5,7), ou

nameros primos consecutivos arbitrariamente afastados, como no caso da sequéncia
k+ D! +2,(k+D!+3,.,(k+ D!+ k, (k+ D!+ (k+ 1),

formada por k nimeros consecutivos compostos.

2.3 CONGRUENCIA MODULAR

Nessa secdo sera abordado o conceito de congruéncia modular, assim como algumas

propriedades e teoremas.

15 Pierre de Fermat (1601 — 1665) magistrado, polimata e matematico francés. Seus trabalhos impactaram a
Geometria, Calculo Infinitesimal, Probabilidade e Teoria dos Nimeros. (Nota histérica. Revista Elementos. 2 ed.
p. 110-114. Ano: 2012)

16 Marin Mersenne (1588 — 1648) monge e matematico francés. Mais conhecido pelos seus trabalhos na Teoria
dos Numeros e pela tentativa de encontrar uma férmula para os numeros primos. (Disponivel em:
https://pt.mathigon.org/timeline/mersenne . Acesso em: 10 fev. 2024.)

7 Christian Goldbach (1690 — 1764) matematico prussiano. Seus trabalhos englobam Somas Infinitas, Geometria
de Curvas e a Teoria dos Numeros. (Christian Goldbach. Biografias Matematicas. Disponivel em:
https://www.somatematica.com.br/biograf/christianGoldbach.php. Acesso em: 10 fev. 2024.)
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Exemplo 2.3.1. Se dia 01 de julho de 2023 ¢é s&bado, que dia da semana sera daqui 1.789 dias?
Solucéo.

Questionamentos como este sdo relativamente simples quando estudados sobre a 6tica

da aritmética modular. No Quadro 2 estdo dispostos os dias do més de julho de 2023.

Quadro 2 — Calendario julho de 2023

Domingo | Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Sébado
1
2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22
23 24 25 26 27 28 29
30 31

Fonte: Préprio Autor (2023).
Inicialmente iremos associar a sucessdo de dias e 0s numeros inteiros. Ao dia de hoje
(sdbado), associamos 0 numero 1, ao domingo 2, a segunda 3, e assim sucessivamente. Sabe-
se que uma semana tem 7 dias, assim havera repeticdo de dias da semana. O Quadro 3 ilustra a

repeticdo dos dias das semanas.

Quadro 3 — Nova representacdo do calendario julho de 2023

Domingo | Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Séabado

1=7-0+1
2=70+2 | 3=70+3 | 4=7-0+4 | 5=7045 | 6=70+6 | 7=7-1+0 | 8=7-1+1
9=71+2 | 10=71+43 | 11 =71+4 | 12=7-145 | 13=7-1+6 | 14=7-2+0 | 15=7-2+1
16=7-2+2 | 17=72+3 | 18=7-2+4 | 19=7-2+45 | 20=7-2+6 | 21 =7-3+0 | 22 =7-3+1
23=7-3+2 | 24=7-3+3 | 25=7-3+4 | 26 =7-3+5 | 27 =7-3+6 | 28=7-4+0 | 29=7-4+1
30=7-4+2 | 31=7-4+3

Fonte: Proprio Autor (2023).
Com base no Quadro 3, observa-se o fato de que dois nimeros representam 0 mesmo
dia da semana se, e somente se, 0s restos da divisao por 7 forem iguais, em outras palavras dois

inteiros representam o mesmo dia da semana se, e somente se, sua diferenca é divisivel por 7.

Na resolucdo do problema néo é necessario utilizar o Quadro 3, basta efetuar a divisao
de 1.789 por 7, obtendo: 1.789 = 7 - 255 + 4, ou seja, temos 255 semanas e 4 dias. Como o
primeiro dia é sabado, ao somarmos quatro dias apds o primeiro dia teremos que daqui 1.789

dias serd uma quarta-feira.

Achados historicos indicam que os chineses anteriores a era cristd ja tinham o
conhecimento da aritmética dos restos da divisao de dois nimeros inteiros. Segundo Matkovic

(1988), credita-se ao matematico chinés Sun-Tsu no século IV a.C., o registro mais antigo sobre
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0 problema dos restos, dando-se o nome de Teorema Chinés do Resto para a ferramenta

utilizada na resolugéo de congruéncias lineares simultaneas.

No entanto, a luz dos avancos cientificos vivenciados na Europa no fim da ldade
Moderna e inicio da Idade Contemporanea, o matematico alem&o Johann Carl Friedrich Gauss®®
(1777-1855) estrutura a teoria de congruéncia modular em seu trabalho Disquisitiones
Arithmeticae (Investigacbes Matematicas). A partir disso ocorre a sistematizacdo das
propriedades aritméticas dos restos, a utilizacdo de nova simbologia e o tratamento da
Aritmética como uma area de estudo, a Teoria dos NUmeros. A aritmética tem grande destaque
dentro da histéria da matematica, na visdo de Shokranian (2010),

Teoria dos nimeros é a Rainha da Matematica. Como nos diz Gauss no século XIX.
Esse apelido ndo foi dado so6 pela razdo de que a Teoria dos nimeros é a parte mais
bela da matemaética, mas também pelo fato de que ela representa ao mesmo tempo a
parte mais antiga e a mais jovem da matematica. Ndo somente no nosso tempo, mas
sempre foi assim, pelo menos desde o inicio do tempo moderno. Teoria dos nimeros,
essa area tdo antiga, tem um passado profundo, espetacular e tem um presente ativo e
um futuro que deve ser julgado pelas gerac6es vindouras. (SHOKRANIAN, p. 1,
2010)

Ao operar a divisdo de numeros inteiros a e b distintos por outro inteiro m surgem

alguns questionamentos:
1°) O resto da soma é igual a soma dos restos?
2°) O resto do produto é igual ao produto dos restos?

Para melhor ilustracdo dos questionamentos mencionados vejamos 0s exemplos 2.3.2 e
2.3.3.

Exemplo 2.3.2. Qual € o resto da diviséo de (8.765 + 12.173) por 6?
Solucéo.
O problema seré resolvido de duas formas distintas.

12 forma: Somando 0s numeros temos 8.765 + 12.173 = 20.938, dividindo o resultado por 6,
tem-se 20.938 = 6 - 3.489 + 4. Portanto, o resto da diviséo é 4.

18 Matematico, astrondmo e fisco-alemao. Contribui em diversas areas da conhecimento, dentre elas destacam-se
a: Teoria dos Numeros, Estatistica, Analise Matematica, Geometria Diferencial; Eletroestatica, Astronomia e
outros. (HOWARD, E. Introdugdo a histéria da matematica. Tradugdo: Hygino H. Domingues. 5. ed. Campinas,
SP: Editora da Unicamp, 2011)
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22 forma: Neste método inicialmente serdo divididos ambos os numeros por 6. Deste modo,
temos: 765 = 6-1.460 + 5e 12.173 = 6 - 2.028 + 5. Logo ao somar 0s nimeros obtém-se:

8.765 +12.173 =6-1460+5+6-2.028+5 = 6-(1.460 + 2.028) + 10 =
=6-3488+6+4=6-(3.488+1) + 4.
Logo, chega-se ao resto 4.

Proposicao 2.18. Dados trés nimeros naturais N;, N, € m, tais que m < N;, N, tem-se que 0
resto da divisdo da soma N; + N, por m €é igual ao resto da divisdo de N; por m somado ao

resto da divisao de N, por m, a menos de um multiplo m.

Demonstracdo. Ao tomar dois nimeros naturais N; e N,, tais que a soma N; + N,, quando
dividido por m, deixaresto s, 0 < s < m, ou seja, N; + N, = mk + s, e que quando divididos
separadamente pelo natural m, deixamrestosr; ey, taisque 0 < r; <me0 <r, < m. Sendo
assim, existem numeros naturais k, e k,, tais que, N; = mk, +r; e, N, = mk, + r,. Desta

forma,

N, + N, =mky +1r, +mk, +1, = N; + N, = m(ky + ky) + (ry +13).
Consideremos, r; +, =mk’' +r', e k; + k, = k', com 0 < r’ < m. Assim;
N+ N, =m(ky +ky)+(r+1p) =
N+ N, =mk" +mk' +r' =
N, + N, =m(k" + k") + 1,

com 0 < r' < m. Logo, pela unicidade do resto tem-se s = r'.

Exemplo 2.3.3. Qual é o resto da divisdo de (1.789 - 2.783) por 4?

Solucéo.

12 forma: Multiplicando os nimeros temos 1.789 - 2.783 = 4.978.787, em seguida ao dividir
0 resultado obtido por 4, chega-se a 4.978.787 = 4 -1.244.696 + 3. Portanto, 0 resto da
diviséo é 3.

22 forma: Neste método inicialmente sera dividido ambos os nimeros por 4. Deste modo, temos

que: 1.789 = 4-447 + 1 e 2.783 = 4 - 695 + 3. Multiplicando 0s numeros obtém-se:

1.789-2.783 = (4-447 + 1) - (4695 +3) = 4-447 - (4-695+3) + 1- (4695 + 3)
=4-447-4-695+4-447-3+1-4-695+1-3 =
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= 4-(447 - 4-695 + 447 -3+ 1-695) + 3 = 4 - 1.244.696 + 3.
Logo, chega-se ao resto 3.

Proposicdo 2.19. Dados trés numeros naturais N;, N, e m, tais que m < N;, N,, tem-se que 0
resto da divisdo do produto N; - N, por m é igual ao produto dos restos da divisdo de N; por m

e da divisdo de N, por m, a menos de um multiplo de m.

Demonstracédo. Dados dois numeros naturais N; e N,, tais que o produto N, - N,, quando
dividido por m, deixa resto s, 0 < s < m, ou seja, N; - N, = mk + s, e que quando divididos
separadamente pelo nimero natural m deixam restos r; e r,, talque 0 <, <me0 <r, < m,

existem naturais k, e k,, onde, N; = mk, + r; e N, = mk, + r,. Desta forma,

Ny N, = (mky +1y) - (mk, + 1) =
Nl 'N2 =mk1 'mkz +mk1'T'2+T1'mk2 +T1'T'2 =
Nl " N2 = m(mk1k2 + k1T2 + rlkz) + (T‘1 - rz).
Consideremos, agora, 1, -1, = mk' +r', e mkik, + kyr, + ik, = k'', com 0 <r’' <m.
Assim:
N1 - Nz - m(mk1k2 + k17”2 + lez) + (T1 - rz) =
NllNZ =mk”+mk'+7" =1
Ny-Ny =m(k" + k") + 1,

com 0 < r' < m. Logo, pela unicidade do resto chega-se a s = r'.

Definicdo 2.20. (Congruéncia Modular) Dado m um numero natural, tal que m > 1. Diz-se
que dois numeros inteiros a e b sdo congruentes modulo m, quando os restos das divisdes
euclidianas de a por m e b por m sdo iguais. Em notacdo matemaética, escreve-se da seguinte

forma:
a = b (mod m).

Caso arelacdo a = b (mod m) seja falsa, diz-se que a e b sdo incongruentes, ou seja,

a e b deixam restos distintos na divisdo por m. Escreve-se, a % b (mod m).
Exemplo 2.3.4. Verifique se 0s nimeros sdo congruentes mod m.

M 1.789 = 25 (mod 7), pois 1.789 = 7-255+4e 25 =7-3 4+ 4,0u seja, 1.789 e

25 possuem o mesmo resto na divisao por 7.
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(i) 27 =7 (mod 5), pois 27 =5-54+2e7=5-14 2, ou seja, 27 e 7 possuem 0
mesmo resto na diviséo por 5.
(ili) 35 # 22 (mod 3),pois35=3-11+4+2e22 =3-7+ 1,0useja, 35e 22 possuem

restos distintos na divisao por 3.

Proposicdo 2.21. Se a e b séo inteiros e m # 0, temos que a = b (mod m) se, e somente se,

existir um inteiro k tal que a = b + km, ou seja, m| (a — b).

Demonstracdo. Se a = b (mod m), entdo existem k4, k,,r € Z, tal que 0 < r < m, assim:
a=ki-m+r =>r=a—-k;-m (1)
b=k, m+r =>r=b—k,-m (2)

Subtraindo membro a membro (1) — (2), temos: 0 = a — b — k; - m + k, - m, donde decorre
que,a—b=k;-m—k, - m=a—b = (k; —k,) -m,tomando k; — k, = k € Z, chega-se

quea—b=k-m= m|(a—b).

Reciprocamente, dada a existéncia de um inteiro k satisfazendo a = b + km. Tomemos
r 0 resto da divisdo de b por m, de tal maneiraque b =qm+r,com0<r <m, e q € Z.

Deste modo, temos:
a=b+km=>a=km+qm+r >2a=m(k+q) +r,
logo, a quando dividido por m, também tem resto r.

Portanto, a = b (mod m).

Exemplo 2.3.5. Mostre que 0s pares de nimeros inteiros sao congruentes mod m.

a) 20 = 6 (mod 7), pois 7| (20 — 6);
b) 26 = —1 (mmod 9), pois 9|(26 — (—1)).

Proposicao 2.22. (Relagdo de equivaléncia) Sejam € N, tal que m > 1. Paratodos a, b, ¢ € Z,

tem-se que:

(1) a = a (modm);
(i) sea = b (modm),entdo b = a (mod m);

(iii) sea =b(modm)eb =c (modm),entdoa = c (mod m).
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Demonstracéo.

(i) Note que m|0, entdo m|(a — a) = a = a (mod m).
(i)  Sea =b (modm),entdom|(a —b) < a— b =mk,comk € Z. Logo,
b —a =m(—k),onde —k € Z,

istoé, m|(b —a) & b = a (modm).

(iii) Dadosa = b (mod m)eb = c (mod m), existem ky, k, € Z tais que:

a—b=mk;eb—c=mk,,
somando membro a membro as equagdes anteriores, teremos:
a—b+b—c=mky+mk, = a—c=m(ky + k),

logo, m|(a — ¢) © a = c (mod m).

Proposicado 2.23. Sejam a,b,c,d,m € Z, comm > 1.

(i) Sea =b(modm)ec =d (modm),entdoa+c =b +d (modm);

(i) Sea =b (modm)ec =d (modm),entdo ac = bd (mod m).
Demonstracéo. Supondo que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m). Assim, temos que:
m|(a — b) e m|(c — d), ou seja, existem q,,q, € Z,taisque a — b = mq; € c —d = mqy,
logo:

(i) (a—=b)x(c—d)=mq, tmqg, = (atc)—(bxd)=m(q, £ q;),fazendo
ql i q2 = q3 € Z tem'se

(atc)—(bxtd)=mqz; = ml|{latc)—(btd)},
portanto,
a+c=b+d(modm).

(i) Multipliguemos as equagdes respectivamente por c e por b, entdo:
ac —bc =mqg,c (1)

cb —db =mq,b (II)

somando membro a membro as igualdades (1) e (I1I) obtem-se:
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ac — bc + cb —db = mq,c + mq,b =
ac —db = m(q.c + gq,b),
logo, conclui-se que:

m|(ac — bd) = ac = bd (mod m).

Corolario 2.24. Dadosn € Ne a,b € Z.Se a = b (mod m), entdo a™ = b™(mod m).

Demonstracédo. A demonstracao serd feita por indugdo sobre n. Tomando inicialmente n = 1,
temos que a! = b(mod m) < a = b (mod m), o que faz com que a propriedade seja
verdadeira. Suponhamos vélida a propriedade para algum k € N, entdo a = b (mod m) =
a® = b*(mod m). Provaremos que a propriedade ¢ valida para algum k + 1 € N, veja que se

a = b (mod m) e a® = b*(mod m), utilizando a Proposicdo 2.23 (ii), teremos:
aa® = bb*(mod m) = a*** = b**1(mod m).

Portanto, a propriedade é valida para todo n € N pelo Principio de Inducao Finita (PIF).

Exemplo 2.3.6. Determine o resto da divisdo de 6** por 5.
Solucéo.
Vejaque: 36 = 1(mod 5) = 6% = 1 (mod 5), logo,
(62)?%2 = 122 (mod 5) = 6** =1 (mod 5),
portanto, o resto da divisdo de 6** por 5 é 1.
Exemplo 2.3.7. (HEFEZ 2022, p. 136) Mostre, paratodo n € N, que:
102" = 1 (mod 11).
Solugéo.
Observemos que: 100 = 1(mod 11) = 102 = 1 (mod 11), logo,

(102)" = 1™ (mod 11) = 10?" = 1 (mod 11).
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Defini¢do 2.25. O conjunto dos inteiros {ry,7,,...,7} € um sistema completo de residuos

moédulo m se:

(i) 1y # rj(mod m) parai # j;

(i) Para todo n € Z existe um i tal que n = r;(mod m).

Definigdo 2.26. O conjunto dos inteiros {ry, 15, ..., 5} € um sistema reduzido de residuos modulo

m Se:

(i) (r;,m)=1,paratodoi =1,2,...,s;
(i) 7 #rj(mod m) parai # j,

(ili)  Paracadan € Z tal que (n,m) = 1, existe i tal que n = r;(imod m).

Exemplo 2.3.8. Seja p primo, entdo o conjunto {1,2,...,p — 1} € um sistema reduzido de

residuos modulo p.
Solucéo.

Pelo TFA temos que (1,p) = (2,p) = --- = (p — 1,p) = 1, tal fato garante a validade de (i) e
(i) na Definicdo 2.22. Note que dado um n € Z se (n,m) = 1 entdo n tera resto na divisao por
p pertencente ao conjunto {1, 2, ..., p — 1} 0 que garante a validade de (iii). Portanto, o conjunto

{1,2,...,p — 1} é um sistema reduzido de residuos modulo p.
Teorema 2.27. (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primoe a € Z. Se p + a, entdo:
aP~! =1 (mod p).

Demonstracéo. Sabe-se que o conjunto formado pelos p ndmeros 1,2, ...,p — 1 constitui um
sistema completo de residuos modulo p. Isto significa que qualquer conjunto contendo no
maximo p — 1 elementos incongruentes médulo p pode ser colocado em correspondéncia
biunivoca com um subconjunto de {1,2,..,p —1}. Consideremos 0s ndmeros
a,2a,3a,..,(p— 1)a. Por hipétese, (a,p) =1, 0o que implica que nenhum dos nimeros

ia,1 <i<p—1Eédivisivel por p.

Quaisquer dois deles sdo incongruentes médulo p, pois (a,p) = 1, assim temos que:

aj = ak (mod p) = j = k (mod p)*° e isto s6 € possivel se j = k, dado que j e k s&o positivos

¥ Sejam a,b,c,m € Z,comm > 1 e (¢,m) = 1. Temos que ac = bc (mod m) < a = b (mod m). (HEFEZ,
A. Aritmética. Colecdo PROFMAT. Sociedade Brasileira de Matematica, 2014).
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e menores do que p. Com isso, temos um conjunto de p — 1 elementos incongruentes médulo

p e ndo-divisiveis por p.

Assim, cada elemento é congruente a exatamente um ndmero dentre 1,2,3,...,p — 1.

Pela Proposigéo 2.23 (ii), ao multiplicar estas congruéncias membro a membro, chega-se a:
a(2a)(3a) ...(p—1a=1-2-3-...-(p — 1) (mod p),

ou seja, a? (p—1!'=(p—1)! (modp). Mas, (p—1)! e p sdo coprimos, ou seja,
((p — 1)}, p) = 1, assim pode-se aplicar a lei do corte no fator (p — 1)! em ambos os membros

da congruéncia, obtendo assim:
aP~! = 1(mod p),

concluindo a demonstracéo.

Proposicado 2.28. Sejam a, b € Z e p um ndmero primo. As seguintes relacdes sao validas:

(i) (a+ b)P = aP + b? (mod p);
(i)  aP = b? (mod p) = aP = b? (mod p?).

Demonstracao.

(i) Sera demonstrado que:
(a £ b)? = a? + bP (mod p).

Decorre do Pequeno Teorema de Fermat (PTF), que:

a? = a (mod p) (1),
b? = b (mod p) (2),

pela Proposicdo 2.23 (i), somando membro a membro (1) e (2), obtém-se:
a? +b?P =a+b (modp) (3)
por outro lado, ao fazer A = a + b, em decorréncia do PTF temos:
AP = A (modp) = (a+b)’ =a+b(modp) (4)
pela transitividade nas congruéncias (3) e (4) chega-se a:

(a+ b)P = aP + bP (mod p).
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Com raciocinio analogo, pela Proposi¢éo 2.23 (i), subtraindo membro a membro (1) e (2),
obtém-se:

a? —b?P =a—b (modp) (5)
por outro lado, ao fazer A = a — b, em decorréncia do PTF temos:
AP = A (modp) = (a—b)? =a—b (modp) (6)
pela transitividade nas congruéncias (5) e (6) chega-se a:

(a—Db)? =aP —b? (modp) (7).
(i) Utilizando o resultado demonstrado em (i), temos que:
(a —b)P = aP — bP (mod p) (8),

Como por hipoétese, temos que p| (aP — bP), segue-se de (8), que p|(a — b)P, logo
p|(a — b), ou seja, pelo Corolario 2.24, temos que se a = b (mod p) = a' = b' (mod p) para

todo i € N. Logo,
aP~1 + baP=2 4+ +bP~2 + pP~1 = ph?P~1 = 0 (mod p),
onde, o resultado decorre, pois,
a? — b? = (a—b)(aP~t + baP~2 +- +bP~% + hP71),

e ambos os fatores no lado direito sdo divisiveis por p.

Exemplo 2.3.9. Ache o resto da divisdo por 17 do nimero

S =1 4216 4 316 + ...+ 9916 4 100%°.
Solucéo.
Pelo PTF temos que:

16

{1, sel7 ta
a

0, se 17| a (mod 17).

Como 85 = 17 - 5, temos que de 1 a 100 ha 5 mdltiplos de 17 e 100 — 5 = 95 ndo multiplos

de 17 (isto é, primos com 17), logo,

S$=95-1=10 (mod 17).

45



Portanto, o resto da divisdo de S por 17 € 10.

Definicdo 2.29. A funcéo ¢ que associa a cada nUmero inteiro positivo n com a quantidade de
inteiros positivos relativamente primos com n é chamada de funcdo de Euler®.

Matematicamente ¢ (n) é a quantidade de elementos do conjunto
fmeZ0<m<ne(mn)=1}.
Exemplo 2.3.10. Calcule a quantidade de elementos de ¢ (n) dos numeros abaixo:
(1) Ao considerarmos 0 numero inteiro positivo 10, temos que:
(1,10) = (3,10) = (7,10) = (9,10) =1,
(2,10) = (4,10) = (6,10) = (8,10) = 2, e (5,10) = 5,
ou seja, 1,3, 7 e 9 sdo relativamente primos com 10. Logo, ¢(10) = 4.

(i) Ao considerarmos o nimero inteiro positivo 18, temos que:
(1,18) = (5,18) = (7,18) = (11,18) = (13,18) = (17,18) =1,
(2,18) = (4,18) = (8,18) = (10, 18) = (14,18) = (16,18) = 2,
(3,18) = (15,18) = 3, (6,18) = (12,18) = 6 e (9,18) = 9,

ouseja, 1,5,7,11,13 e 17 sédo relativamente primos com 18. Logo, ¢(18) = 6.

Observagdo 2.30%. Dado m > 1 tal que m = p;* ...p,™ € a decomposicio de m em fatores

primos, entao,

ap—1

o(m) = pi* " (= 1) o (P — D).
Teorema 2.31. (Teorema de Euler) Sejam m,a € Zcomm > 1 e (a,m) = 1. Entéo,

a?™ = 1 (mod m).

20 eonhard Paul Euler (1707 — 1783) célebre matematico e fisico alem&o, cujas contribuicdes abrangem a
Geometria, Analise Matematica, Algebra e Teoria dos Nameros. (HOWARD, E. Introducéo a histéria da
matemaética. Traducdo: Hygino H. Domingues. 5. ed. Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2011).

21 A demonstragdo da Observagéo 2.30, encontra-se em: HEFEZ, A. Aritmética. Colegdo PROFMAT. Sociedade
Brasileira de Matematica, 2014, p. 159-160.
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Demonstracdo. Seja 74,73, ..., Ty UM sistema reduzido de residuos médulo m. Logo, pelo
fato de que (a,m) =1, entdo ary, ary, ..., aryey) formam um sistema reduzido de residuos

maodulo m e, portanto,
ary: ary* .. ATy =111 " v Tom) (Mod m).
Consequentemente,
a®?™y -y Tomm) = ATy ATy " o AT p(m) = 1112 " o Tp(m) (Mod m),
como (ry 7y * ... Ty(my, M) = 1, Segue-se o resultado

a?™ =1 (mod m).

Exemplo 2.3.11. Encontre o resto da divisdo de 475 por 26.
Solucéo.
Observe que:
26=2-13 = ¢(26) =21"1-13"1.(2-1)- (13- 1)

= ¢(26) =2°-13°-1-12 = ¢(26) = 12.
Pelo Teorema de Euler, temos

a®?™ =1 (mod m) = 4'2 = 1 (mod 26),
mas,

75=12-6 + 3,
logo,
412 = 1 (mod 26) = (412)® = 1° (mod 26) = 47?2 = 1 (mod 26)
= 47243 =143 (mod 26) = 475 = 64 = 12 (mod 26).

Portanto, o resto da divisdo de 47° por 26 é 12.

Por meio deste capitulo conhecemos um dos principais elementos da aritmética, a
congruéncia modular, estudamos suas propriedades e os teoremas de Euler e Fermat que sdo

ferramentas poderosas para a compreensdo da criptografia e de sistemas de verificacdo de
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nameros como: cddigo de barras e CPF. Além disso, foi apresentado o conceito de numeros
primos e alguns resultados importantes como o TFA e a sua infinitude.

No capitulo seguinte refletimos sobre o conceito de Tecnologia, sendo discutidas as
Tecnologias de Informacdo e Comunicagéo (TIC) e as Tecnologias Digitais de Informacdo e
Comunicacdo (TDIC). Nesse contexto, desenvolvemos um breve estudo sobre planilha

eletronica, que é fundamental para o trabalho.
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3 TECNOLOGIAS DIGITAIS DE INFORMACAO E COMUNICACAO NA
EDUCACAO MATEMATICA

Neste capitulo apresentamos consideracfes sobre Tecnologias da Informagdo e
Comunicacéo (TIC) e Tecnologias Digitais da Informagédo e Comunicacdo (TDIC). Discutimos
as TDIC dentro das fases da Educacdo Matematica (EM). E no final do capitulo, estudamos as
planilhas eletrénicas como recurso pedagdgico a partir das fases da EM, ressaltando sua

insercdo na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e na pesquisa de campo.

3.1 TECNOLOGIAS DA INFORMAGCAO E COMUNICACAO

Segundo Houaiss, Villar e Franco (2004, p. 2.683) o vocabulo tecnologia pode ser
definido como:

1. Teoria geral e/ou estado sistematico sobre técnicas, processos, métodos, meios e
instrumentos de um ou mais oficios ou dominios da atividade humana (p. ex. indUstria,
ciéncia etc.) (o estado da t. é fundamental na informatica). 2. p.met. técnica ou
conjunto de técnicas de um dominio particular (a. t. nutricional). 3. p.ext. qualquer
técnica moderna e complexa.

O conceito de tecnologia é amplo e dindmico, com transformacGes no decorrer da
historia e implicacfes que modificam os diferentes aspectos de uma sociedade. Para Pinto
(2007, p. 113), o processo tecnologico em seu curso “[...] tem indiscutivel base social: €
determinado pela necessidade que a sociedade tem dos servicos a serem prestados pelos

instrumentos passiveis de construir”.

Ao analisar etimologicamente a palavra tecnologia, observa-se sua origem no grego
tekhnologia, formado pelos radicais tekhno (arte, artesanato, industria e ciéncia) e logia (de
linguagem, proposicdo) (CAVALCANTE, 2020).

As tecnologias podem ser vistas a partir de um conjunto de técnicas. Para Kenski (2013,
p. 24), as técnicas sdo definidas como: “as maneiras, jeitos ou habilidade especiais de lidar com
cada tipo de tecnologia, para executar ou fazer algo”. Deste modo, a técnica pode ser enxergada
como o conhecimento préatico (o saber fazer), que se da pelo aprendizado e transmissdo do uso

que impacta as diferentes dimensdes sociais.

A comunicagdo vai além de um substantivo, ela representa um dos mais importantes
fendmenos da humanidade. No contexto histérico, mais especificamente quando o homem se

fixa em sociedade, surgem as primeiras formas de comunicacéo verbal e ndo-verbal.

49



Nessa perspectiva Bordenave (1982, p. 24) enfatiza que:

qualquer que seja o caso, o que a histdria mostra é que os homens encontraram a forma
de associar um determinado som ou gesto a um certo objeto ou a¢do. Assim nasceram
os signos, isto é, qualquer coisa que faz referéncia a outra coisa ou idéia, e a
significacdo, que consiste no uso social dos signos.

Dessa forma, com o advento da escrita tem-se a primeira grande revolugéo tecnologica
da comunicagdo. Em seu trabalho, Fischer (2009) retrata a importancia da escrita para o

desenvolvimento humano:

a escrita ¢, no entanto, muito mais do que “a pintura da voz” como queria Voltaire.
Tornou-se a suprema ferramenta do conhecimento humano (ciéncia), agente cultural
da sociedade (literatura), meio de expressdo democratico e informag8o popular (a
imprensa) e uma arte em si mesma (caligrafia), para mencionar algumas

manifestacdes. (FISCHER, 2009, prefacio)
A partir da escrita, as tecnologias de comunicacao e principalmente os mecanismos de
transmissao de informacdo evoluiram, permeando avancos desde escrituras em cavernas até as

tecnologias digitais, amplamente difundidas na sociedade (PERLES, 2007).

No aspecto educacional as tecnologias de comunicacdo encontram-se cada vez mais
inseridas. Porém, em determinado momento a utilizacdo dessas ferramentas foi vista como

maléfica, o que poderia prejudicar o processo de ensino-aprendizagem.

Em seu trabalho, Kenski (2013, p. 24) enfatiza que:

essa visdo literaria e redutora do conceito de tecnologia — como algo negativo,
ameacador e perigoso — deixa aflorar um sentimento de medo. As pessoas se assustam
com a possibilidade de que se tornem realidade as tramas ficcionais sobre o dominio
do homem e da terra pelas “novas inteligentes tecnologias”. Tecnologia, no entanto,
ndo significa exatamente isso. Ao contrario, ela estd em todo lugar, j& faz parte das
nossas vidas. As nossas atividades cotidianas mais comum — como dormir, comer,
trabalhar, nos deslocarmos para diferentes lugares, ler, conversar e nos divertimos —
sdo possiveis gracas as tecnologias a que temos acesso. As tecnologias estdo téo
proximas e presentes que nem percebemos mais que ndo sdo coisas naturais.
Tecnologias que resultaram por exemplo, em lapis, cadernos, canetas, lousas, giz e
muitos outros produtos, equipamentos e processos que foram planejados e construidos
para que possamos ler, escrever, ensinar e aprender.

A utilizacdo de alguma tecnologia em sala de aula deve ser pensada e planejada com
cuidado para que ndo se sobreponha a pratica docente. Na visao de Teruya (2006, p. 23), “[...]
é preciso que o professor preste muita atencdo para que o trabalho educacional com uso de
equipamentos eletronicos ndo se torne uma “muleta” para realizar as tarefas que necessitariam

ser realizadas na escola”.
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Segundo Sampaio e Leite (1999, p. 74), “[...] o professor deve ter clareza do papel delas
enquanto instrumentos que ajudam a construir a forma de o aluno pensar, encarar o mundo e

aprender a lidar com elas como ferramentas de trabalho”.

Nesse sentido, Chaves (2004, p. 2) afirma que:

[...] faz sentido lembrar aos educadores o fato de que a fala humana, escrita, e
consequentemente, aulas, livros e revistas, para ndo mencionar curriculos e
programas, sdo tecnologia, e que, portanto, educadores vém usando tecnologia na
educacdo ha muito tempo. E apenas a sua familiaridade com essas tecnologias que as
torna transparentes para eles. Percebe-se que o0 uso das tecnologias no trabalho
docente exigem concepcdes e metodologias de ensino diferentes das tradicionais, para
atender as necessidades educacionais contemporaneas. Portanto, € necessario que 0s
professores desenvolvam um debate sobre a relevancia das tecnologias no trabalho
docente e sobre a melhor maneira de usa-las, para que nao sejam vistas e trabalhadas
COMO um recurso meramente técnico.

E preciso pensar de forma qualitativa o processo de ensino-aprendizagem analisando a
necessidade/viabilidade da utilizagc&o da tecnologia em sala de aula, bem como tracar planos,
objetivos e estratégias para as aulas. Para Moran (2000, p. 29), “as tecnologias podem trazer,
hoje, dados, imagens, resumos de forma rapida e atraente. O papel do professor — o papel

principal — é ajudar o aluno a interpretar esses dados, a relaciona-los, a contextualiza-los.”

Por fim, outro aspecto relevante na discussdo das tecnologias em sala de aula concerne
a0 acesso dos estudantes a essas ferramentas. E fundamental politicas piblicas que garantam o

acesso as tecnologias para alunos e professores.

Para Fagundes (1999, p. 25),

conseguir alguns computadores é s6 o comego. Depois é preciso conecté-los a internet
e desencadear um movimento interno de buscas e outro, de trocas. Cabe ao professor,
no entanto, acreditar que se aprende fazendo e saindo da passividade da espera por
Ccursos e por iniciativas da hierarquia administrativa.

As Tecnologias de Informacao e Comunicacdo (TIC) estdo inseridas em diferentes areas
da sociedade, como por exemplo: no comércio, na industria, no mercado financeiro e na
educacdo. Em todos esses setores nota-se a presenca de diferentes tecnologias, em que 0

principal objetivo se d& pelo processo de automacdo da informagéo e comunicagao.

Para Oliveira e outros (2007, p. 77), “as Tecnologias de Informagdo ¢ Comunicagao
(TIC’s) referem-se a qualquer forma de transmisséo de informacgéo intermediada por processos
informacionais e comunicativos dos seres.” Em outras palavras, tais tecnologias podem ser
vistas como um conjunto total que possibilita a producdo, o acesso e a propagacdo de

informagdes.
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Polato (2009, p. 50) reflete sobre o uso das TIC nas escolas:

cada vez mais parece impossivel imaginar a vida sem essas letrinhas. Entre os
professores, a disseminacdo de computadores, internet, celulares, cameras digitais,
emails, mensagens instantaneas, banda larga e uma infinidade de engenhocas da
modernidade provoca rea¢des variadas.

No Brasil, 0 uso do computador na educacdo remonta a década de 1970 em algumas
universidades, tais como: a Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), Universidade
Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) e Universidade Estadual de Campinas (Unicamp). Na
década de 1980 por meio da Secretaria Especial de Informatica (SEI) e pelo Ministério da
Educacao (MEC), cria-se 0 EDUCOM, que tinham por finalidade a formacéo de professores

universitarios e docentes da educacdo basica (VALENTE, 1998).

O processo sistematico de implementacdo de tecnologias educacionais nas escolas da
rede publica brasileira é tardio. Somente em 1997, foi criado o Programa Nacional de
Informética na Educacéo (Prolnfo). O objetivo do Prolnfo era introduzir a informética na rede
publica de ensino (municipal e estadual) por meio da producdo, armazenamento e transmissao

de informacéo fortemente centrada no computador (TAVARES, 2002).

Nesse contexto a formacdo de professores para utilizagdo da informética na escola esta
dividida em trés fases, caracterizadas quanto: a abordagem educacional, a disseminacao e ao
tipo de computadores utilizados. A primeira é considerada a fase artesanal, com a
implementacdo do projeto EDUCOM, marcada por maquinas caras e com poucos softwares
educacionais disponiveis. A segunda abrange a disseminacdo em massa dos
microcomputadores MSX para as escolas e a formacdo massiva de professores. A ultima fase é
regida pela descontinuidade na producéo dos microcomputadores MSX e a chegada do sistema
operacional Windows, que possibilitou o desenvolvimento de inimeros programas e ampla
formagéo docente (VALENTE, 1998).

As TIC possibilitaram a educacdo alcancar locais remotos e/ou longinquos chegando a
diferentes classes sociais por meio da expansdo do ensino a distancia (EAD). Com o advento
da Universidade Aberta do Brasil (UAB), ocorreu o processo de ampliacéo e interiorizacao de
cursos e programas de educagdo superior, além de formagdo continuada aos profissionais da

rede publica de ensino.

A pandemia de Covid-19 exp0s as disparidades presentes na rede publica e privada de
ensino, mostrando que ha um longo caminho a ser percorrido no que diz respeito a acesso da

comunidade escolar frente as tecnologias.
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A crise sanitéria evidenciou a caréncia da formacdo docente brasileira frente aos
recursos tecnoldgicos, e sobretudo apresentou a ineficiéncia do sistema educacional brasileiro
em garantir ao estudante acesso a computadores, celulares e principalmente rede de internet.
Segundo dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), até o ano de 2021
cerca de 7,28 milhdes de familias ndo tinham acesso a rede de internet, esses dados indicam
que cerca de 28 milhdes de brasileiros acima de 10 anos de idade permaneciam sem conexao
(IBGE, 2021).

Com base no estudo intitulado Perda de Aprendizagem na Pandemia??, produzido pelo
Instituto de Ensino e Pesquisa (Insper) e Instituto Unibanco, com a utilizag&o do ensino remoto
apenas 38% dos estudantes aprenderam os contetdos de lingua portuguesa e 17% o0s contelidos

de matematica, quando comparados ao ensino presencial.

Os dados sdo assustadores e refletem outros indices. Segundo levantamento da
organizacdo civil Todos Pela Educacdo®® com base nos dados da Pesquisa Nacional por
Amostra de Domicilios Continua (PNAD — Continua), cerca de 244 mil criancas de 6 a 14 anos
estavam fora do sistema educacional brasileiro em 2021. Além disso, a evasdo escolar
apresentou um aumento de 171% em seu indice quando comparado a 2019 (TODOS PELA
EDUCACAO, 2021).

3.2 TECNOLOGIAS DIGITAIS DE INFORMACAO E COMUNICACAO

O homem relaciona-se entre si de diferentes formas dentro de uma sociedade. No
cenario atual as relagcfes sociais pautam-se pelo carater fluido e instantaneo sobre a Otica de

consumo.

Segundo Bauman (2013, p. 28):

a cultura plenamente abrangente de nossos dias exige que se adquira a aptiddo para
mudar de identidade (ou pelo menos sua manifestacdo pdblica) com tanta frequéncia,
rapidez e eficiéncia quanto se muda de camisa ou de meias... N&o preciso acrescentar,
ja que seria 6bvio, que a mudanca de foco da posse para o descarte e a alienagdo de
coisas se encaixam perfeitamente na logica de uma economia orientada para o
consumo.

22 Disponivel em: https://www.institutounibanco.org.br/conteudo/estudo-perda-de-aprendizagem-na-pandemia/ .
Acesso em: 10 fev. 2024.

2 Disponivel em: https://todospelaeducacao.org.br/wordpress/wp-content/uploads/2021/12/nota-tecnica-taxas-
de-atendimento-escolar.pdf?utm_source=site&utm_id=nota . Acesso em: 10 fev. 2024.
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As Tecnologias Digitais de Informacéo e Comunicacdo (TDIC) caminham paralelas ao
contexto social atual, elas direcionam-se a uma tendéncia de fluidez no qual modifica as

relacGes e comportamentos entre homem-tecnologia-sociedade.

No fim dos anos cinquenta e inicio dos anos sessenta, no periodo da Guerra Fria?*, em
resposta ao langcamento do Sputinik pela ex-Unido Soviética nasceu um projeto de pesquisa
militar americano intitulado Advanced Research Projects Agency (ARPA). Considerada a
percussora da internet, a ARPA, tinha como objetivo conectar os principais centros
universitarios de pesquisa americanos ao Pentagono, a fim de se obter troca rapida e protegida
de informacoes (BRIGGS; BURKE, 2006).

Ja na década de 1970 ap06s inumeras revisbes nos programas utilizados nos
computadores em rede, utiliza-se pela primeira vez o eletronic mail (e-mail), tal avanco
permitiu a troca rapida de informacdes entre as universidades. O uso comercial da internet
remonta ao inicio da década de 80 com os provedores ISP (International Service Providers).
No ano de 1992 ¢é lancado 0o WWW (World Wide Web), fazendo com que milhares de usuarios

ao redor do mundo pudessem estar conectados (LINS, 2013).

Os idealizadores do projeto ARPA ndo imaginariam o que a internet se tornaria. Sobre

isso, Alves (2010, p. 145) afirma que:

a revolucdo trazida pela internet tem sido comparada a trazida pela invencdo da
imprensa e pela revolugdo industrial. A impressdo generalizada é a de que as
distancias foram repentinamente abolidas. O tempo que a informag&o levava para ir
de um lugar a outro ou de uma pessoa a outra foi drasticamente reduzido, e a vida das
pessoas foi, desse modo, bruscamente alterada. Pela internet circulam informacdes e
mensagens [...], pode-se considera-la um gigantesco espago de intercambio e partilha.
Através dela podem-se intercambiar informagdes, ideias, mensagens eletronicas,
servigos etc. E um espacgo de comunicagdo que reine pessoas que se encontram por
vezes muito afastadas umas das outras no plano geografico, mas que se aproximam
em torno de interesses comuns.

Por meio da internet cria-se, aproxima-se e estabelece vinculos e relacdes intersociais.
Segundo Turner e Mufioz (2002, p. 35), a internet “pode ser considerada como a maxima

expressao da democracia. [...] porque constitui uma comunidade livre, igualitaria e fraternal.”

Para Afonso (2002, p. 169), “as tecnologias de informagdo e comunicacao existem desde

tempos imemoriais, mas suas formas digitais séo um fenémeno que se consolidou na ultima

2 Disputa ideoldgica e politica no periodo de 1947 — 1989, pelas superpoténcias Estados Unidos da América
(USA) e Unido das Republicas Socialistas Soviéticas (URSS). (HOBSBAWM, E. A era dos extremos: o breve
século XX. 2. ed. 9. reimp. Sdo Paulo: Companhia das Letras, 1995.)
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década do século XX”. Esse fato diferencia as TIC das TDIC, ou seja, as tecnologias digitais

sdo predominantemente marcadas pela difusdo instantanea de informacoes.

Embora as TIC caracterizadas por computadores, video, plataformas educacionais,
softwares e outras midias proporcionaram avancos significativos na educacdo por meio de

novas metodologias, temos nas TDIC uma revolucéo.

Para Kenski (2012, p. 32),

a tecnologia digital rompe com as formas narrativas circulares e repetidas da oralidade
e com 0 encaminhamento continuo e sequencial da escrita e se apresenta como um
fenémeno descontinuo, fragmentado e, a0 mesmo tempo, dindmico, aberto e veloz.
Deixa de lado a estrutura serial e hierarquica na articulagdo dos conhecimentos e se
abre para o estabelecimento de novas relagbes entre conteldos, espagos, tempos e
pessoas diferentes.

Com a pandemia de Covid-19 ficou claro o quédo necessario € a utilizacdo das TDIC no
ambiente escolar, dado que muitas escolas utilizaram alguma plataforma para o ensino remoto
e/ou hibrido. Atualmente essas tecnologias encontram-se presentes em computadores,
celulares, em aplicativos de video conferéncia (por exemplo: Google Meet e Zoom), no Google

Classroom, em redes sociais e até mesmo em softwares de gamificacdo e de realidade virtual.

Contudo, neste cenario pés-pandémico, observa-se que os alunos estdo conectados as
tecnologias estando imersos as redes sociais e ao mundo virtual. O professor néo se pode ater
apenas em conhecer as TDIC, é fundamental utiliza-las na préaxis pedagdgica. No ensino de
matematica, torna-se cada vez mais indissociavel professor-ensino-TDIC (RONDINI; PEDRO;
DUARTE, 2020).

3.2.1 As Fases das Tecnologias Digitais em Educacdo Matematica

Conhecer e discutir as tecnologias no contexto educacional é importante, mas saber de
que forma elas estdo inter-relacionadas com a Matematica é fundamental para o trabalho
docente. A Educacdo Matemaética surge como uma area da Educacdo ao final do século XIX e
inicio do XX com o livro Psicologia do Namero (1895) de John Dewey (1859-1952) (MIGUEL
et al., 2004).

Para Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 5), a Educacdo Matemética é uma &rea do
conhecimento que estuda a aprendizagem matematica, sendo caracterizada como “uma praxis

que envolve o dominio do conteudo especifico (a matematica) e o dominio de idéias e processos

55



pedagogicos relativos a transmissdo/assimilacdo e ou a apropriacdo/constru¢do do saber

matematico”.

Essa secdo destina-se em abordar as fases das tecnologias digitais em Educacéo
Matematica, quantificadas em cinco, a partir da perspectiva de Borba; Scucuglia; Gadanidis
(2020) e Borba; Souto; Canedo Junior (2022).

3.2.1.1 Primeira fase

No inicio da década de 1980, estudava-se em Educacdo Matematica a utilizacdo de
calculadoras simples e cientificas, além de computadores, onde acreditava-se que as escolas
deveriam ter laboratdrios de informética. Segundo Borba, Scucuglia e Gadanidis (2020, p. 21),
pensava-se que “[...] o papel atribuido as tecnologias era o de catalisador para a mudanca
pedagbgica”, e com a utilizagdo de computadores seria possivel formar cidaddos mais

reflexivos.

A primeira fase das tecnologias digitais em educacdo matematica alicerca-se
principalmente na utilizacdo do software LOGO e na construcdo de objetos geométricos
(BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2020). Segundo Ferruzzi (2001, p. 1), “O LOGO ¢
formado por comandos chamados de primitivos, que constituem a base de todos os
procedimentos. Esses comandos sdo para frente (PF), para direita (PD), para esquerda (PE),
para tras (PT) [...]”.

Na Figura 1 tem-se a interface do LOGO, conhecido como software da tartaruga.
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Figura 1 — Interface LOGO

EA J2nela de Comandos = a X
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Executar %)

Fonte: Proprio Autor (2023).

Tal software esta ligado ao construcionismo de Papert®®, o qual unia pensamento

matematico e linguagem de programacdo. Para Papert (1985, p. 45),

os ambientes intelectuais oferecidos as criancas pelas sociedades atuais sdo pobres em
recursos que as estimulem a pensar sobre o pensar, aprender a falar sobre isto e testar
suas idéias através da exteriorizagdo das mesmas. O acesso aos computadores pode
mudar completamente esta situacdo. Até o mais simples trabalho com a tartaruga pode
abrir novas oportunidades para tornar mais acurado nosso ato de pensar sobre o
pensar: programar a tartaruga comega com a reflexdo sobre como nés fazemos o que
gostariamos que ela fizesse; assim, ensiné-la a agir ou pensar pode levar-nos a refletir
sobre nossas proprias agdes ou pensamentos.

3.2.1.2 Segunda fase

A segunda fase das tecnologias digitais em Educacdo Matematica inicia-se a partir da
segunda metade da década de 1990 com o acesso da populagdo a computadores de uso pessoal.
A caracteristica predominante dessa etapa é a utilizacdo de softwares especificos, ou seja, que
ndo necessitam de programacdo e que contém interfaces graficas poderosas. Nessa perspectiva

destacam-se: 0 Winplot?® e o Graphmatica?’, utilizados na representacdo de funcdes, e o Cabri

25 Seymour Papert (1928 — 2016) matematico e educador. Considerado um dos mais importantes teéricos do século
XX, cunhou o temo construcionismo. (Disponivel em: https://wash.net.br/quem-foi-seymour-papert/ . Acesso em:
06 fev. 2024.)

% Disponivel em: https://winplot.softonic.com.br/ . Acesso em: 10 fev. 2024.

27 Disponivel em: http://www.graphmatica.com/ . Acesso em: 10 fev. 2024,
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Géometre?® e o Geometrics?®, voltados para Geometria Dinamica (GD)*, ressalta-se ainda o

uso softwares de computagdo algébrica como o Maple®! (BORBA; SCUCUGLIA;
GADANIDIS, 2020).

A Figura 2 apresenta a interface gréafica do Winplot.

Figura 2 — Interface do Winplot

Fonte: Proprio Autor (2023).
Na Figura 3 tem-se a representacdo da interface grafica do Maple.

Figura 3 — Interface do Maple
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Fonte: Corréa (2016).

Na Figura 2 tem-se o software Winplot sendo utilizado na resolucdo de uma conica, uma
caracteristica desse programa é o facil manuseio da janela de comando. A Figura 3 mostra o

Maple empregado na resolucéo de equacdes algébricas.

28 Disponivel em: http://www.cabri.net/ . Acesso em: 10 fev. 2024.

2 Disponivel em: https://www.geometrics.com/software/ . Acesso em: 10 fev. 2024.

%0 Entende-se por softwares de geometria dindmica aqueles que se opdem aos do tipo Computer Assisted
Instruction (CAIl). (GRAVINA, M. A. GEOMETRIA DINAMICA UMA NOVA ABORDAGEM PARA O

APRENDIZADO DA GEOMETRIA. Anais. VII Simpdsio Brasileiro de Informética na Educacdo, p.1-13, Belo
Horizonte, Brasil, nov. 1996.)

31 Disponivel em: https://www.maplesoft.com/. Acesso em: 10 fev. 2024.
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3.2.1.3 Terceira fase

A internet modificou o comportamento humano no final do século passado implicando
em varias transformacbes na sociedade. Neste contexto, tem-se inicio a terceira fase das
tecnologias digitais em Educacdo Matemética marcada pela utilizagdo das Tecnologias de
Informagéo (TI) e pelas Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo (TIC) (FARIA;
ROMANELLO; DOMINGUES, 2018).

Essa etapa ¢ marcada pelo emprego da internet como meio de comunicacdo entre
estudantes e professores, pela realizacdo de cursos a distancia via plataformas virtuais de
aprendizagem, e pela utilizacdo de e-mails, chats, blogs e outros para compartilhamento de
informagdes (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2020).

Borba, Gracias e Chiari (2015), compreendem que essa fase pode ser denominada como
Educacdo Matematica online com bastante pesquisa tecnologica em consonancia com a

formacéo inicial e continuada de professores.

3.2.1.4 Quarta fase

A principal caracteristica da quarta fase em relacdo a fase anterior refere-se ao modo
que a internet é utilizada. Nesta etapa, a internet rapida (por meio de fibras Oticas e redes sem
fio) transforma as relagdes sociais. Por meio dela o jovem atual conquista qualidade no
compartilhamento de videos e imagens, obtendo grande capacidade de armazenamento de
informagdes (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2020).

Para Rosa (2015, p. 60-61), este modo de internet “[..] interfere significativamente no
processo cognitivo e/ou formativo de modo a amplia-los ou potencializé-los”. No contexto
educacional, tais avangos possibilitaram atualizacdes no GeoGebra®?, sendo utilizado online, e

a utilizacio de outros softwares no ensino de matematica, tais como: Scratch® e o MineCraft®*.

A Figura 4 apresenta a interface do Scratch.

32 Disponivel em: https://www.geogebra.org/?lang=pt . Acesso em: 10 fev. 2024.
33 Disponivel em: https://scratch.mit.edu/ . Acesso em: 10 fev. 2024.
3 Disponivel em: https://www.minecraft.net/pt-br . Acesso em: 10 fev. 2024.
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Figura 4 — Interface Scratch
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Fonte: Proprio Autor (2023).

Embora o GeoGebra ja integrasse a segunda fase por se tratar de um software de
geometria dindmica, atualmente ele é categorizado nessa fase de acordo com Borba, Scucuglia
e Gadanidis (2020), isso deve-se as diversas iteracGes/aplicacdes do software quando conectado

a internet.
Na Figura 5 tem-se uma tela de exibicdo do GeoGebra.

Figura 5 — Interface do GeoGebra
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Fonte: Préprio Autor (2023).

Contudo, a utilizacdo demasiada da internet como disseminadora de informag6es tem
sido um dos grandes problemas atuais em sala de aula. Segundo Borba, Souto e Canedo Junior

(2022, p. 19), “o excesso de informagdo, a ansiedade relacionada a vida “multitarefa” e o
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excesso de tempo de tela sdo problemas que devem ser estudados, e um equilibrio deve ser

buscado”.

3.2.1.5 Quinta fase

O virus de Covid-19, modificou drasticamente as relagdes humanas. No contexto
educacional escolas foram fechadas e rapidamente professores se viram diante da necessidade
de adotar novas metodologias para o ensino de Matematica.

Para Borba, Souto e Canedo Junior (2022, p. 25),

[...] nenhuma das a¢des governamentais voltadas a promocdo do uso educacional das
tecnologias digitais, [...]parecem ter provocado efeitos tdo contundentes como aqueles
provocados pelo SARS-CoV-2. As reformas propostas que incluiam e “priorizavam”
as tecnologias digitais parecem nunca ter conseguido torna-las partes preponderantes
da Educagdo Matematica. [...] Até que o poder de a¢do de um virus modificou tudo.

De repente, professores em diferentes niveis de ensino se viram obrigados a usar
ambientes virtuais de aprendizagem, mesa digitalizadoras, videos e redes sociais para alcancar
0 estudante. Grupos de WhatsApp emergiram exigindo do docente habilidade no atendimento

de alunos e pais de forma remoto.

A quinta fase das tecnologias digitais em Educacdo Matematica € marcada pelo processo
de hibridizacdo* da Educacdo. Nessa perspectiva, Christensen, Horn e Staker (2013, p. 9)

entendem o ensino hibrido como:

O ensino hibrido é um programa de educacdo formal no qual um aluno aprende, pelo
menos em parte, por meio do ensino online, com algum elemento de controle do
estudante sobre o tempo, lugar, modo e/ou ritmo do estudo, e pelo menos em parte em
uma localidade fisica supervisionada, fora de sua residéncia.

Embora o surgimento das lives antecedam a pandemia de Covid-19, a partir de 2020
teve-se a explosdo superlativa dessas tecnologias digitais por meio de ferramentas como:

Google Meet, Zoom, Microsoft Teams e outros.

% Do grego hybris, cuja etimologia remete a ultraje, correspondendo a uma miscigenagao ou mistura que violava
as leis naturais][...]. A palavra remete ao que € “originario de espécies diversas”, miscigenado de maneira anémala
e irregular. Esta origem etimolégica foi responsével pelo fato de serem considerados como sindnimos de hibrido,
palavras como: irregular, anémalo, aberrante, anormal, monstruoso, etc. Hibrido é também o que participa de dois
ou mais conjuntos, géneros ou estilos. (“Hibrido.” E-Dicionario de Termos literarios de Carlos Ceia (2018).
Disponivel em: http://edtl.fcsh.unl.pt/encyclopedia/hibrido/. Acesso em: 10 fev. 2024).
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Para Borba, Souto e Canedo Junior (2022, p. 25), “Uma live, em Educacdo Matematica,
configura-se uma espécie de palestra online, com direito a participagdo de ouvintes que podem

fazer perguntas via chat ou com sua webcam, dependendo da plataforma utilizada”.

Contudo, observa-se que o carater dindmico da live (diferentemente do video) associado
ao fendmeno de hibridizagdo é uma tendéncia que permeara mais profundamente os niveis
educacionais nos proximos anos (BORBA; SOUTO; CANEDO JUNIOR, 2022).

3.2.1.6 Novas Tendéncias

No contexto pandémico novas tecnologias digitais surgiram fazendo com que o
professor tivesse que se adaptar metodologicamente dentro do processo de ensino-
aprendizagem. Diante disso, surge o seguinte questionamento: o que esperar para a Educacéo

Matematica nos proximos anos?

E impossivel afirmar com certeza o que acontecera nos proximos anos. Para Borba,
Souto e Canedo Junior (2022, p. 26), “[..] os grupos de WhatsApp ndo desaparecerdo da
Educacdo. [..] Parece ndo haver possibilidade de que, com o fim da pandemia, alunos e

professores deixem de utilizar tecnologias digitais como a fizeram durante a mesma”.

Na visdo de Garafalo (2020, p. 1),

professores e estudantes tém aprendido, com mudangas, em que a lousa é a tela do
computador, anotagdes se misturam em esferas impressas e digitais, as cadeiras da
sala de aula e os estudantes ndo sdo mais no mesmo espaco, tudo isso incorporando
ha ambientes Gnicos de aprendizagem digital.

Embora algumas tendéncias encontram-se consolidadas na EM, a saber: a
Etnomatematica, a Historia da Matematica, a Modelagem Matematica, entre outras. Sob o
prisma atual, novas tendéncias emergiram no ensino de matematica, nessa perspectiva ressalta-

se: a gamificacio®, o uso de redes sociais®’ e a Inteligéncia Artificial (1A)%.

3 Corresponde ao uso de mecanismos de jogos aplicados em situages que ndo correspondem a jogos, ou seja,
para solucionar problemas praticos ou ainda despertar engajamento entre um publico especifico [...]. (SARAIVA,
H. T.; GALVAO, S. S.; MORAIS, M. A. C. GAMEFICACAO E APRENDIZAGEM: passo a passo para 0
desenvolvimento de projetos de ensino gamificados. Parnaiba: [s.n.], 2021, p. 6. Disponivel em:
https://educapes.capes.gov.br/bitstream/capes/602994/4/Gamifica%C3%A7%C3%A30%20a%20Aprendizagem

%20-%20EBOOK.pdf . Acesso em: 10 fev. 2024.)

37 Conjunto de participantes autbnomos, unindo ideias e recursos em torno de valores e interesses compartilhados.
(MARTELETO, R. M. Anédlise de redes sociais: aplicagdo nos estudos de transferéncia da informacao. Ciéncia
da Informacdo. Brasilia, v.30, n.1, p. 71-81, Instituto Brasileiro de Informagéo em Ciéncia e Tecnologia, 2001.)
3 O novo e interessante esforco para fazer os computadores pensarem... maquinas com mentes, no sentido total e
literal. (HAUGELAND, J. Artificial Intelligence: The Very ldea. Massachusetts: The MIT Press, 1985.)
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3.3 APLANILHA ELETRONICA COMO RECURSO METODOLOGICO

As planilhas eletronicas aparecem de forma central no trabalho, uma vez que por meio
delas foram implementados os algoritmos de sistemas de verificacdo de nimeros. Na pesquisa
de campo, as planilhas eletronicas estdo inseridas no contexto da terceira e quarta fase da EM,

como TIC e TDIC, respectivamente.

No desenvolvimento do trabalho alguns estudantes as utilizaram de forma online e
outros dentro do pacote instalado nos computadores, apesar das diferentes formas de utilizacdo
ndo houve influéncia nos dados coletados. Na sequéncia apresentamos um breve estudo acerca

das planilhas eletronicas, ressaltando desde os aspectos histdricos até sua inser¢do na BNCC.

No fim da década de 1970, Daniel Bricklin juntamente com seu amigo Robert Frankston
desenvolveram um programa de computador que simulava uma tabela de célculo, o VisiCalc.
A ideia surge ap6s Bricklin observar o seu professor de financas na Universidade de Harvard
trabalhar com uma grande quantidade de dados no quadro negro, onde ao alterar um dado na

tabela alterava-se todas as demais linhas e colunas da mesma (MUSSOLINI, 2004).

O software foi um sucesso comercial, 0 que impulsionou na sequéncia diversas
empresas a desenvolverem suas planilhas eletronicas. A Létus 1-2-3 desbancou o VisiCalc e se
tornou um grande sucesso comercial na segunda metade da década de 1980 (CARVALHO,
2004).

Na década 1990 a Microsoft assume a lideranca no setor de planilhas eletrénicas com a
criacdo do software Excel. Essa planilha diferenciava-se das demais pelo fato de ter funcdes e
férmulas implementadas no pacote o que a tornava moderna e dindmica. O Microsoft Excel
ainda é a planilha eletrdnica mais utilizada nos dias atuais, embora existam Varios outros
softwares, como o Calc, do pacote Libre Office (SILVA, 2013).

Para Norton (1996, p. 331) uma planilha eletrénica pode ser definida como:

[...] uma ferramenta para calcular e avaliar nimeros. Ela também oferece recursos
para a criacdo de relatorios e apresentagdes que comunicam o que a analise revela. O
software de planilha eletronica facilita essas tarefas oferecendo uma estrutura visual
de trabalho e as ferramentas necessarias para que 0 processamento numérico seja
realizado.

Uma planilha parece uma gigantesca folha de papel, constituida de uma grade de colunas

e linhas. As linhas sdo numeradas de cima para baixo (1,2,3, ...) e as colunas identificadas da
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esquerda para a direita por letras do alfabeto (A, B, C, ...). A intersecdo de linhas e colunas
denomina-se célula, exemplo: B2, C4 e F7.

Por se tratar de uma tabela a planilha eletrénica assemelha-se a uma matriz. Nas entradas
dessa matriz (nas células) pode-se inserir nimeros (inteiro ou real), textos, expresses

matematicas e até mesmo datas.

Segundo Fioreze (2010, p. 84):

Com as planilhas eletrdnicas, podem-se inserir formulas que possibilitam minimizar
calculos laboriosos e rotineiros, permitindo assim que se dé mais atencdo a construcéao
de procedimentos relacionados a resolucéo do problema e a verificagdo e analise do
resultado encontrado. Assim como na utilizacdo da calculadora, a montagem das
expressdes envolvidas na situacdo demanda que o aluno tenha conhecimento da
hierarquia de cada operacdo em relacdo as demais, necessitando, quando que
necessario, a colocacdo de parénteses. Essa verificacdo do erro cometido ao observar
os resultados encontrados possibilita que o aluno encontre na expressdo o que deve
ser corrigido.

Na educacdo, mais especificamente no ensino de matematica, as planilhas eletrénicas
podem ser utilizadas em diversas aplicacfes: na resolucdo de problemas estatisticos, em
questdes ligadas a expressdes algébricas e trigonométricas. Além disso, essa ferramenta pode
auxiliar o estudo de funcgdes, sequéncias, limites, derivadas, na programacdo linear e na

matematica financeira.

Dentre as vantagens da utilizacdo de planilhas eletronicas em sala de aula deve-se a
disponibilidade desses mecanismos. No contexto das TDIC tais planilhas podem ser
encontradas como aplicativos para smartphones, além disso a interatividade e automatizacao
dos comandos permitem ao aluno alterar gréficos, tabelas e formulas de forma simultanea,
possibilitando diferentes visualizacGes matematicas e, consequentemente, compartilhamento de

informacdes.

As planilhas eletronicas encontram-se inseridas na BNCC em diversas unidades
tematicas, tais como: probabilidade e estatistica, grandezas e medidas, numeros, algebra e ate
mesmo na geometria, orientando a formacao discente por meio de diferentes habilidades. No
Quadro 4 sdo apresentadas as habilidades referentes a utilizacdo das planilhas eletrénicas na

BNCC, no Ensino Fundamental.
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Quadro 4 — Habilidades do Ensino Fundamental relacionadas a planilha eletronica na BNCC

HABILIDADES

(EFO4MAZ24) Registrar as temperaturas maxima e minima diarias, em locais do seu
cotidiano, e elaborar gréficos de colunas com as variagGes diarias da temperatura,

utilizando, inclusive, planilhas eletronicas.

(EFO5MA14) Utilizar e compreender diferentes representacdes para a localizacéo de
objetos no plano, como mapas, células em planilhas eletronicas e coordenadas geograficas,

a fim de desenvolver as primeiras no¢fes de coordenadas cartesianas.

(EFO6MAS33) Planejar e coletar dados de pesquisa referente a préaticas sociais escolhidas
pelos alunos e fazer uso de planilhas eletrdnicas para registro, representacao e interpretacao

das informac6es, em tabelas, varios tipos de graficos e texto.

(EFO7MA36) Planejar e realizar pesquisa envolvendo tema da realidade social,
identificando a necessidade de ser censitaria ou de usar amostra, e interpretar os dados para
comunica-los por meio de relatdrio escrito, tabelas e graficos, com o apoio de planilhas

eletronicas.

(EFO9MAZ22) Escolher e construir o grafico mais adequado (colunas, setores, linhas), com
ou sem uso de planilhas eletronicas, para apresentar um determinado conjunto de dados,

destacando aspectos como as medidas de tendéncia central.

(EFO9MAZ23) Planejar e executar pesquisa amostral envolvendo tema da realidade social e
comunicar os resultados por meio de relatério contendo avaliacdo de medidas de tendéncia
central e da amplitude, tabelas e graficos adequados, construidos com o apoio de planilhas

eletronicas.

Fonte: BNCC (2018).

Embora a BNCC ndo direcione nenhuma habilidade relacionada as planilhas eletronicas
para 0 Ensino Médio, no documento encontram-se descritas interessantes habilidades
relacionadas as planilhas para esta fase da Educacao Basica. Essas habilidades englobam: juros

simples, juros compostos e representacdo grafica de funcBes, para modelos lineares e
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exponencial. No Quadro 5 estdo apresentadas as habilidades referentes a utilizacdo das
planilhas no Ensino Médio.

Quadro 5 — Habilidades do Ensino Médio relacionadas a planilha na BNCC

HABILIDADES

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucdo e na analise
de acGes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacdo de planilhas (para o controle de
orcamento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compostos, entre outros),

para tomar decisoes.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situacdes que envolvam juros simples com as que
envolvem juros compostos, por meio de representacdes graficas ou analise de planilhas,

destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execugdo e na analise
de acGes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacdo de planilhas (para o controle de
orcamento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compostos, entre outros),

para tomar decisoes.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situacdes que envolvam juros simples com as que
envolvem juros compostos, por meio de representacdes graficas ou analise de planilhas,

destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

Fonte: BNCC (2018).

No processo de elaboracdo da sequéncia didatica (SD) ndo foram utilizadas como
referéncia nenhuma das habilidades descritas nos Quadros 4 e 5. Deste modo, a finalidade das
planilhas eletronicas na pesquisa é de um instrumento pedagOgico operacional para o
desenvolvimento das habilidades “EM13MAT315: Investigar e registrar, por meio de um
fluxograma, quando possivel, um algoritmo que resolve um problema” (BRASIL, 2018, p. 537)
e “EMI13MAT405: Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagdo na
implementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica” (BRASIL,
2018, p. 539).

Discutir as TDIC e as diversas concepcdes tecnologicas é de grande importancia, pois

conforme descrito neste capitulo os estudantes estdo cada vez mais integrados a essas
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ferramentas, o que obriga o professor a empregé-las como instrumento pedagdgico. Neste
contexto, as planilhas eletronicas apresentam grande relevancia devido a sua facil utilizagdo e

vasta aplicabilidade.

No capitulo seguinte apresentamos o percurso metodoldgico utilizado no
desenvolvimento da pesquisa. Por meio da metodologia, caracterizamos o ambiente da acéo, a

amostra, 0s instrumentos empregados e a experiéncia da aplicagdo da pesquisa de campo.
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo estdo detalhados os procedimentos metodologicos que foram empregados
no desenvolvimento do trabalho. O capitulo foi dividido em cinco se¢Bes que caracterizam: o
ambiente de acdo, a amostra, a hatureza da pesquisa, a sequéncia didatica (SD) aplicada em sala

de aula e os desdobramentos da pesquisa de campo.

4.1 0 AMBIENTE DA ACAO

A cidade de Paracatu, Minas Gerais (MG), é sede de varias instituicbes de ensino
superior, 0 que atrai varios estudantes da regido, as principais instituicbes sdo: Centro
Universitario Atenas (UniAtenas), Faculdades Integradas do Noroeste de Minas (FINOM),
Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Triangulo Mineiro (IFTM),

Universidade Estadual de Montes Claros (Unimontes), entre outras.

A educacdo basica do municipio esta dividida por meio de 68 creches/escolas/colégios,
sendo: quinze instituices estaduais, trinta e sete municipais, quinze particulares e uma
instituicdo federal. Deste total, quarenta e trés oferecem Educacdo Infantil, quarenta e uma

Ensino Fundamental e doze Ensino Médio.

A escola publica onde foi realizada a pesquisa encontra-se localizada a margem da
rodovia MG-188, no municipio de Paracatu — MG. Para a execucdo do trabalho foram
escolhidas duas turmas (A e B) do primeiro ano do Ensino Médio. As atividades se deram nos
horéarios de aula, no turno matutino, no periodo de 09 de outubro a 13 de novembro de 2023,

estando divididas da seguinte forma:

a) segundas-feiras, das 7h00 as 8h40 na turma A e 9h50 as 11h30 na turma B, totalizando cinco

encontros em cada uma das turmas;

b) quartas-feiras, das 7h00 min as 7h50 min na turma B e 08h40 as 09h30 na turma A,

totalizando quatro encontros em cada uma das turmas.

Para gque os estudantes nédo ficassem prejudicados em relacéo ao conteddo programatico
curricular o professor regente de mateméatica comprometeu-se com a coordenagdo pedagdgica

em prestar atendimento em contraturno durante a realizag&o da pesquisa.
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4.1.1 Estrutura fisica da escola

A escola escolhida para o desenvolvimento da pesquisa funciona ao longo dos trés

periodos do dia, sendo considerada referéncia na regido noroeste de MG. Seu ambiente fisico é

constituido de maultiplos espacgos de aprendizagem, tais como: salas de aula, laboratdrios,

biblioteca, auditdrio, quadra esportiva e outros.

O Quadro 6 apresenta de forma sintetizada os espacos fisicos da escola.

Quadro 6 — Espaco fisico da escola

Quantidade Espaco fisico
01 Sala de Direcao Geral
01 Sala de Direcéo de Ensino/Coordenacdo Geral de Ensino
01 Sala de Coordenacédo do Curso
01 Sala de Tecnologia da Informacéo (T1)
01 Sala de Nutricionista
13 Salas de Laboratorios
01 Sala de Secretaria Académica
01 Sala de Apoio Pedagdgico
01 Sala de Assisténcia Social
01 Sala do Psico6logo
01 Sala de Apoio ao Estudante
01 Sala de Coordenacéo de Pesquisa e de Extensao
01 Sala de Coordenacdo Geral de Assisténcia ao Estudante
01 Sala de Coordenacdo de Estagios e Egressos
01 Sala de professores
16 Salas de aulas separadas em 03 blocos distintos
01 Sala de videoconferéncia — videoteca
01 Auditorio
01 Praca de alimentacdo
10 Banheiros masculinos e femininos
01 Biblioteca
01 Quadra poliesportiva e vestiarios

Fonte: Proprio Autor (2023).
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Outro aspecto relevante é o vasto recurso didatico-pedagdgico utilizado na escola. Além
disso, ressalta-se que todas as salas de aulas possuem projetores multimidia e internet. No

Quadro 7 estdo quantificados os principais recursos pedagagicos disponiveis.

Quadro 7 — Recursos didatico-pedagogicos

Quantidade Itens
55 Data Show
09 Lousas Interativas
02 Home Theater
28 Notebooks
27 Telas de Projecéo
04 Televisores
03 Céameras Digitais
146 Central Processing Unit (CPUs)

Fonte: Proprio Autor (2023).

Ademais, a biblioteca conta com um amplo acervo, com 1.600 titulos e 5.695

exemplares, ndo contabilizados os periddicos.

4.1.2 Aspecto humano da escola

Observou-se no local da pesquisa a presenca de duas carreiras de servidores publicos,
os técnicos administrativos em educacdo e os docentes. Além disso, a escola contava com

equipes terceirizadas de limpeza e seguranca.

Os técnicos administrativos em educacdo somavam a época da pesquisa um total de 53
servidores sendo 18 de nivel de apoio, 24 de nivel intermediario e 11 de nivel superior. Sobre

a formacéo, eles dividiam-se em: 15 graduados, 28 especialistas e 10 mestres.

O quadro docente da escola era composto por 66 docentes efetivos, estando seis
professores afastados para capacitacdo em Pos-Graduagdo. No que diz respeito a titulagdo esses
profissionais dividiam-se em: 15 doutores, 5 especialistas e 46 mestres. A area de matematica

era constituida de 6 professores, sendo: 5 mestres e 1 especialista.

O corpo discente do Ensino Médio é formado por 630 estudantes, divididos em dezoito

turmas, sendo 6 de cada série do Ensino Médio.
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4.2 PARTICIPANTES DA PESQUISA

Inicialmente o projeto de pesquisa foi submetido ao Comité de Etica em Pesquisa (CEP)
da Universidade Federal de Cataldao (UFCAT) no dia 30 de maio de 2023, tendo parecer final
aprovado no dia 13 de setembro de 2023. O projeto de pesquisa esté registrado sob nimero de
protocolo: 71178523.6.0000.0164. Vale ressaltar que o parecer consubstanciado se encontra
anexo ao trabalho, no ANEXO A.

No dia 15 de setembro de 2023 foram impressos: o Termo de Assentimento Livre e
Esclarecido — TALE (para os discentes) e o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido —
TCLE (para os pais). Os documentos TCLE e TALE estfo disponiveis nos APENDICE J e
APENDICE K, respectivamente.

Ao final das aulas de matematica realizadas nas turmas A e B no dia 18 de setembro de
2023, o pesquisador entregou os termos TCLE e TALE em trés vias para cada um dos alunos
presente. A amostra foi estimada em 80 individuos, no entanto ao consultar os registros
escolares verificou-se 75 estudantes matriculados.

Todos os estudantes matriculados receberam o Termo de Assentimento Livre e
Esclarecido — TALE (para os discentes) e o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido —
TCLE (para os pais) em trés vias. Nesses documentos continham informages sobre a pesquisa,
mais especificamente estavam explicitos: os objetivos, riscos, os direitos enquanto voluntarios

e a autorizacdo do uso de som e imagem.

Com intuito de obter a maior participacdo possivel e explicar a proposta aos
pais/responsaveis foi realizada uma reunido no dia 05 de outubro de 2023, via Google Meet,

com pais e alunos. A Figura 6 mostra o convite dessa reuniao.

71



Figura 6 — Convite de reunido para esclarecimentos

@: Suillesma Rarson Somas Pires Ararias

HilT ':-'.*T'Z'b‘u".-"' Ui Fisni o Cugdritics, Fongdo Dulnida por Partes & Funcho Modular), & data da

adencinsaments,

Fonte: Préprio Autor (2023).

Com a reunido muitas duvidas foram sanadas e muitos pais/responsaveis autorizaram a
participacdo do(a) filho(a). No entanto, muitos ficaram relutantes em ndo autorizar a
participacdo sob o argumento de se sentirem inseguros quanto a utilizacdo da imagem dos
mesmos. Deste modo, transcorrida a reunido foram obtidas 54 autorizagOes de participagdo na

pesquisa.

Vale ressaltar que por se tratar de atividades realizadas no horario letivo todos os
estudantes matriculados nas turmas participaram da proposta. No entanto, foi utilizado para
analise dos dados somente os resultados obtidos da amostra, ou seja, dos 54 estudantes. Deste
modo, os estudantes foram divididos em dois grupos: 31 alunos na turma A e 23 alunos na

turma B.

No que concerne a identidade de género da amostra, obteve-se a seguinte participacdo
de: 17 do género feminino e 37 do género masculino, sendo um transgénero®® masculino. A
faixa etaria da amostra encontra-se situada entre 14 e 17 anos de idade. O Gréafico 1 apresenta
a frequéncia das idades da amostra.

39 Transgénero (trans) € o individuo que nao se identifica com o género que lhe foi atribuido ao nascer. Uma
pessoa que se identifica quanto ao género (masculino ou feminino) que Ihe foi dado quando nasceu é denominada
cisgénero. (THEODORO, J. Comportamento Humano: Transgénero. Enciclopédia Significados. Disponivel em:
https://www.significados.com.br/transgenero/ . Acesso em: 10 fev. 2024)
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Gréafico 1 — Analise da idade da amostra

9

Quantidade

5 3
1
0 — |
14 15 16 17
Idade

Fonte: Proprio Autor (2023).

Todavia destaca-se que cada aluno, bem como os pais/responsaveis, ficou com uma
copia do TALE e do TCLE assinada pelo pesquisador. O pesquisador também ficou com uma

copia devidamente assinada e preenchida.

4.3 CARACTERIZACAO DA PESQUISA

O estudo configura-se como uma pesquisa de cunho qualitativo. Para Bogdan e Biklen
(1994, p. 48), nessa modalidade de pesquisa tenta-se “analisar os dados em toda sua riqueza,
respeitando, tanto quanto possivel, a forma com que estes registros foram registrados ou

transcritos”.

No contexto de educacdo matematica, Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 110) apontam
que a pesquisa qualitativa “busca investigar e interpretar o caso como um todo orginico, uma
unidade em acdo com dindmica prépria, mas que guarda forte relacdo com seu entorno e
contexto sociocultural”.

A abordagem exploratoria da pesquisa qualitativa permitiu ao pesquisador se aproximar
da realidade da amostra e do fendmeno estudado, por meio de métodos e critérios.

Para Malhotra (2001, p. 105-106):

a pesquisa exploratoria é usada em casos nos quais € necessario definir o problema
com maior precisdo, identificar cursos relevantes de acdo ou obter dados adicionais
antes que se possa desenvolver uma abordagem. As informagfes necessarias sdo
definidas apenas ao acaso neste estagio e o processo de pesquisa adotado é flexivel e
ndo estruturado.
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Os estudos exploratérios sdo bastante empregados para diagnosticar situaces
problemas, investigar alternativas e explorar novas ideias. Para isso, utiliza-se de: consulta
bibliogréafica, exploracdo em fonte secundarias, levantamento de experiéncias, estudo de casos
e observacdo informal. O estudo foi dividido em duas partes: pesquisa bibliogréfica e estudo de
caso.

A pesquisa bibliogréafica é entendida como levantamento de material tedrico sobre a
tematica de interesse. Para Fonseca (2002, p. 32), “a pesquisa bibliografica é feita a partir do
levantamento de referéncias tedricas ja analisadas, e publicadas por meios escritos e eletrénicos,

como livros, artigos cientificos, paginas de web sites”.

Inicialmente foram utilizados como aporte tedrico para a pesquisa bibliogréafica os
trabalhos de: Domingues (1991), Hefez (2014), Hefez (2022) e Santos (2020), por meio destes
autores construiu-se o Capitulo 2, Elementos de Aritmética Modular.

Na construcdo do Capitulo 3 foram utilizados diversos livros, artigos, revistas e até
mesmo softwares matematicos, como o LOGO e o GeoGebra, nesse contexto destacam-se:
Kenski (2013), Teruya (2006), Fiorentini e Lorenzato (2006), Borba, Scucuglia e Gadanidis
(2020), Borba, Souto e Canedo Junior (2022), entre outros. Além disso, ressalta-se a

importancia da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para elaboracdo deste capitulo.

A pesquisa bibliogréfica culminou na elaboracdo de uma Sequéncia Didética (SD). Para
Zabala (1998), sequéncia didatica pode ser definida como uma sequéncia de atividades
ordenadas, estruturadas e articuladas para alcancar determinados objetivos educacionais.
Segundo Barbosa (2002), as sequéncias didaticas ocasionam um ambiente propicio de
modelagem matematica, para este autor tais sequéncias podem ser observadas como um
conjunto de atividades interligadas com objetivo de ensinar um contetido em varias etapas.

O processo de elaboracdo da SD esta estruturado por meio de Zabala (1998), que
estabelece critérios para a analise das sequéncias de contetdos de aprendizagem com intencdes
educativas. Ha o direcionamento de unidades que podem ser utilizadas como roteiro para a
elaboracdo de uma SD. Deste modo, as etapas da SD estdo construidas com base nas orientagdes
do modelo da Unidade 2 (ZABALA, 1998, p. 60), que orienta para:

(@) “Apresentacdo situacdo problematica (p. 60)”;
(b) “Busca de solugdes (p. 60)”;
(c) “Exposic¢éo do conceito e algoritmo (p. 60)”;
(d) “Generalizagao (p. 60)”;
(e) “Aplicacéo (p. 60)”;
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(f) “Exercitacdo (p. 60)”;
(9) “Prova ou exame (p. 60);
(h) “Avaliacao (p. 60)”.

No processo de construcdo da SD foram utilizados livros, jornais, artigos, revistas e
sites, além de planilhas eletrénicas. De modo especifico, destacam-se: o texto “Adedanha ou de
como o0s deuses matematicos trouxeram a paz ao mundo” de Emanuel (2007) extraido da
Revista Professor de Matematica (RPM), o site da Receita Federal e as planilhas eletronicas.

Formulada a SD, ocorreu a aplicacdo da proposta por meio de um estudo de caso.

Um estudo de caso pode ser caracterizado como um estudo de uma entidade bem
definida como um programa, uma institui¢cdo, um sistema educativo, uma pessoa, ou
uma unidade social. Visa conhecer em profundidade o como e o porqué de uma
determinada situacdo que se suple ser Unica em muitos aspectos, procurando
descobrir o que ha nela de mais essencial e caracteristico. O pesquisador ndo pretende
intervir sobre o objeto a ser estudado, mas revela-lo tal como ele o percebe. O estudo
de caso pode decorrer de acordo com uma perspectiva interpretativa, que procura
compreender como € 0 mundo do ponto de vista dos participantes, ou uma perspectiva
pragmatica, que visa simplesmente apresentar uma perspectiva global, tanto quanto
possivel completa e coerente, do objeto de estudo do ponto de vista do investigador.
(FONSECA, 2002, p. 33)

Na etapa do estudo de caso, os dados coletados foram obtidos a partir de: atividades,
questionarios, anotacdes e documentos produzidos pelos estudantes. No desenvolvimento do
estudo de caso foram utilizadas as seguintes ferramentas: sala de aula, datashow, quadro branco,
pincéis para quadro branco, apagador, material impresso, lapis, borracha, caneta, computadores

no laboratoério de informatica com acesso a internet e planilhas eletronicas.

4.4 A SEQUENCIA DIDATICA

A SD foi estruturada de modo que possibilitasse a discussdo da tematica de congruéncia
modular por meio de diferentes estratégias como: leituras de textos, jogos, aulas dialogadas,
resolucdo de atividades, simulagbes computacionais, entre outros. A SD foi pensada em seis
etapas, sendo a carga-horaria prevista de 15 horas-aula*®. No APENDICE A apresentamos a

SD detalhadamente cuja sintese das etapas é:

a) Atividade Diagnostica: aplicacdo e correcdo de atividade realizada em sala de aula com
duracdo de 02 horas-aulas. A atividade diagndstica e a pauta de corregdo encontram-se
nos APENDICE B e APENDICE C, respectivamente;

40 A hora-aula foi contabilizada em 60 minutos.
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b)

f)

Apresentacdo da sequéncia didatica: realizada em sala de aula por meio de
leitura/analise de texto e aplicacdo de atividade com duragdo de 03 horas-aulas. A
atividade de congruéncia e a pauta de correcdo encontram-se nos APENDICE D e
APENDICE E, respectivamente;

Sistema de identificacdo de nimeros: andlise do codigo de barras por meio de aula

expositiva dialogada realizada em sala de aula com duragéo de 01 hora-aula;

Busca de solugbes e exposicdo do conceito e algoritmos: aula expositiva teorica

realizada em sala de aula com carga-horaria de 02 horas-aula;

Generalizacdo do algoritmo matematico por meio de planilhas eletronicas: aula pratica

realizada no laboratério de informética com duracdo de 02 horas-aula;

Explorando o CPF: esta que é a ultima etapa da sequéncia didatica dividiu-se em trés

momentos;

(1) Explicacéo teorica: aula expositiva dialogada em sala de aula com duragéo de
01 hora-aula;

(i) Exame tedrico: aplicacdo de prova escrita em sala de aula com carga-horéaria de
02 horas-aula. A avaliacdo escrita e a pauta de correcdo encontram-se no
APENDICE F e APENDICE G, respectivamente;

(ilf)  Exame prético: avaliacdo préatica realizada no laboratério de informética com
duracdo de 02 horas-aula. A atividade pratica e a pauta de corre¢cdo encontram-
se no APENDICE H e APENDICE |, respectivamente.

4.5 A PESQUISA DE CAMPO

A pesquisa de campo caracterizada pelo desenvolvimento da SD se deu no periodo de

09 de outubro a 13 de novembro de 2023. Durante a execuc¢ao das atividades foram observados

fatores

Se:

(i)

(i)

positivos e negativos. No que tange aos principais aspectos positivos observados, tem-

Participacdo: durante a execucdo das atividades os estudantes mostraram-se
interessados e receptivos a proposta;

Suporte técnico-operacional da escola: desde o inicio da pesquisa a escola
prontificou-se em oferecer toda sua infraestrutura. Alem de ter cedido salas de aula

e laboratdrio de informatica, ainda disponibilizou folhas e materiais impressos;
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(iii)

Feedback positivo de pais/responsaveis: por meio de conversas informais com o
setor pedagogico da escola, foi repassado ao pesquisador alguns elogios

provenientes dos pais quanto ao desenvolvimento da pesquisa.

Os problemas inerentes a aplicacdo da SD decorrem em sua maioria de fatores externos

a pesquisa, que ndo puderam ser controlados pelo pesquisador. A seguir enumeramos algumas

das principais dificuldades encontradas:

(M

(I

(1)

(V)

Inflexibilidade no horério letivo escolar: ndo foi possivel alterar o horério de aulas
a fim de seguir fidedignamente as etapas da SD. Desse modo, teve-se que
alterar/aglutinar algumas etapas da SD, por exemplo: apresentacdo da SD e
aplicacdo da atividade diagndstica, correcdo da atividade de congruéncia modular e
introducgdo aos sistemas de nimeros: o cédigo de barras, que diferenciam em parte
da proposta original da SD.

Feriados e recessos: no periodo de 28 de outubro a 05 de novembro de 2023 ocorreu
a semana do saco cheio em todas as escolas do municipio de Paracatu — MG, essa
semana englobava o dia do servidor publico (28/10), dia de finados (02/11), além
de recessos. Com isso, 0 cronograma de execucdo da pesquisa foi apertado.
Finalizacdo do ano letivo: a pesquisa ndao poderia adentrar na Gltima quinzena do
més de novembro de 2023, uma vez que a escola possuia calendario de
revisao/avaliacdo/recuperacao de aprendizagem final programado.

Computadores lentos: durante a atividade pratica, Gltima etapa do Explorando o
CPF, alguns estudantes queixaram-se da lentiddo/dificuldade em abrir a planilha

eletronica.

Diante do exposto, embora a SD estivesse estruturada para quinze horas-aula, a pesquisa

teve que ser finalizada em quatorze horas-aula. O Quadro 8 retrata a data, o dia da semana, o

namero de aulas e uma breve descricao da atividade desenvolvida da SD.

Quadro 8 — Encontros realizados durante a pesquisa de campo

Data Dia dasemana | N°de aulas Atividade

_ Apresentacédo da SD e aplicacédo da

09/10/2023 | Segunda-feira 2 o ) )
atividade diagnostica

11/10/2023 Quarta-feira 1 Correcdo da atividade diagnostica

_ Leitura do texto: “Adedanha ou de como
16/10/2023 | Segunda-feira 2 L

0s deuses matematicos trouxeram a paz
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ao mundo" e aplicagdo da Atividade de
Congruéncia Modular
Correcédo da Atividade de Congruéncia
18/10/2023 Quarta-feira 1 Modular e Sistema de identificacdo de
nameros: o codigo de barras
_ Busca de solucdes e exposi¢do do
23/10/2023 | Segunda-feira 2 )
algoritmo
) Generalizacdo do algoritmo matematico
25/10/2023 Quarta-feira 1 ) ] .
por meio de planilhas eletronicas
Generalizacao do algoritmo matematico
06/11/2023 | Segunda-feira 2 por meio de planilhas eletronicas e
Explicacdo tedrica (Explorando o CPF)
08/11/2023 Quarta-feira 1 Exame Tedrico
13/11/2023 | Segunda-feira 2 Exame Prético

Fonte: Proprio Autor (2024).

No préximo capitulo apresentamos os resultados obtidos a partir da aplicacdo da SD.

Analisamos todas as questdes em cada uma das atividades, expressamos os resultados por meio

de gréficos que retrataram os percentuais de acertos, erros e em branco. Além disso, exibimos

algumas respostas que caracterizam o perfil da amostra.
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5 ANALISE DAS RESPOSTAS

Neste capitulo analisamos as respostas obtidas da amostra frente as atividades realizadas
do: Apéndice B — Avaliacdo Diagnostica, Apéndice D — Atividade de Congruéncia, Apéndice
F — Avaliacdo — Exame Teorico e Apéndice H — Avaliacdo — Exame Préatico. Com intuito de
padronizar as respostas esperadas foi elaborada a pauta de correcdo dessas atividades que
constam nos Apéndice C — Avaliagdo Diagndstica/Respostas Esperadas, Apéndice E —
Atividade de Congruéncia Modular/Respostas Esperadas, Apéndice G — Avaliacdo — Exame

Tedrico/Respostas Esperadas e Apéndice | — Avaliacdo — Exame Pratico/Respostas Esperadas.

Para Yin (2001, p. 135), a analise de dados pode ser expressa como 0 ato de examinar,
categorizar e classificar as evidéncias a partir das proposic@es iniciais do trabalho. Segundo
Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 133), essa fase abarca “[..] a organizagdo das informagdes
obtidas por meio de observacbes etnograficas, entrevistas transcritas, questionarios

respondidos, notas de campo, fichas obtidas a partir de documentos, entre outros meios”.

Na etapa do estudo de caso a coleta de dados se deu por meio de: questionarios,
anotacOes, dos registros em planilhas eletrénicas e da observacéo participante. Além disso, o

pesquisador utilizou-se do diario de bordo (ou campo) para realizar registros.

O processo de categorizacdo dos dados sustenta-se em Fiorentini e Lorenzato (2006, p.
135) que afirmam que essa etapa consiste em
[...] transcrever, na primeira coluna de um quadro ou tabela, entrevistas, gravacdes e
descri¢des do material de campo. A segunda coluna desse quadro, chamada “produgéo
de significados”, fica reservada para anotagdes, interpretagdes, comentarios e

conexdes com literatura. A terceira coluna destina-se a “constru¢do de unidades de
significados”, isto ¢, a construcdo das categorias analiticas.

Os estudantes foram incentivados a tentarem desenvolver discursivamente as atividades,
empregando raciocinio logico-matematico em todas as questdes. Em cada atividade, foi

distribuida uma folha com as questfes e duas folhas sulfite para registro das respostas.

5.1 ATIVIDADE DIAGNOSTICA

A atividade diagnostica ocorreu no dia 09 de outubro de 2023, no turno matutino.

Estiverem presentes um total de 66 estudantes, sendo que 50 pertenciam a amostra pesquisada.
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A seguir exibimos os resultados alcangados em cada questdo da atividade diagndstica.
O intuito da primeira questdo era verificar a habilidade dos estudantes em desenvolver o

algoritmo da divisédo euclidiana. Desse modo,

1) Determine o quociente e o resto da divisdo:
a) de 27 por 5 c) de 513 por 11
b) de 38 por 7 d) de 1457 por 17

O Gréfico 2 apresenta o percentual de acertos, erros e questdes em branco de cada item

da questdo 1.

Gréfico 2 — Percentual de acertos, erros e em branco na questdo de divisdo euclidiana
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
No processo de correcdo dessa questdo considerou-se somente como resposta correta
aquela que apresentava ambos quociente e resto certos. Com base no Grafico 2 é possivel inferir
que os alunos tiveram maior facilidade no desenvolvimento dos itens a) e b) cujos nimeros

naturais sdo de menor classe.

A Figura 7 ilustra o registro da divisao euclidiana feita por um estudante que consistiu
num comportamento frequente da amostra, a dificuldade em dividir nimeros maiores (caso dos
itens c) e d)) além disso é possivel observar que embora as respostas dos itens a) e b) nos induza
ao quociente e resto adequados, o processo de montagem do algoritmo carece de sinais
operatdrios, como o da subtracao.
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Figura 7 — Resposta de um estudante para a questéo de diviséo euclidiana
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
Na Figura 7 observamos a obtencao errada do quociente e resto da divisdo de numeros
maiores, nos itens ¢) e d). No item ¢) o erro se deu ao realizar a subtracdo 51 — 44, o resultado
correto seria 7. No item d) o erro consiste em tentar aproximar-se de 145 por um multiplo de

17 que ndo o ultrapassasse, no caso seria 17 - 8 = 136.

A segunda questdo surge de um problema de divisdo de numeros inteiros aplicados no
cotidiano. A questdo consistiu em verificar a capacidade dos estudantes em interpretar um

problema matematico e resolvé-lo corretamente.

2) Um mercado publico foi construido em uma area de 6.000 metros quadrados. Na
preparacdo do terreno, o espaco foi dividido em trés partes iguais. Duas partes foram
utilizadas para construir 50 boxes para os feirantes e a parte que sobrou foi reservada

ao estacionamento. Calcule qual a area de cada box construido.

O Grafico 3 apresenta os resultados obtidos na questéo 2.

Gréafico 3 — Percentual de acertos, erros e em branco no problema de divisao de area

= Acertos = Erros  « Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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O resultado da questdo 2 nao foi satisfatério, uma vez que os acertos ndo totalizaram
60%*!. O Gréfico 3 traduz a dificuldade dos estudantes em interpretar um problema matematico

e aplicar os conceitos tedricos em situacdes do cotidiano.

Na Figura 8 temos a resposta de um estudante para a questdo 2, onde € exposto mais
uma vez a dificuldade em efetivar adequadamente o registro dos sinais operatorios no processo

de divisdo, no caso o sinal de subtracao.

Figura 8 — Resposta de um estudante para o problema de divisdo de area
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Fonte: Respostas da amostra (2023).

A Figura 8 revela a dificuldade do aluno em interpretar inicialmente o problema
matematico, ao passo que, a primeira etapa da resolucdo consistia em dividir em trés partes o
terreno. No entanto, mesmo que a resposta final produzida esteja errada, ao realizar a diviséo
2400 + 50 = 48 evidencia-se o entendimento l6gico do estudante a fim de se obter a resposta,

que consistia em dividir a area pela quantidade de boxes.

A terceira questdo foi retirada da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP), nivel 1 do ano de 2010. O objetivo era verificar o conhecimento

matematico adquirido da amostra acerca dos critérios de divisibilidade de nimeros naturais.

3) (OBMEP) No nimero 6a78b, o algarismo a é da ordem das unidades de milhar e o
algarismo b é da ordem das unidades. Se 6a78b for divisivel por 45, entdo o valor de

a+b é:
a) 5 d) 8
b) 6 e)9
c) 7

Lembre-se: um namero é divisivel por 45, quando € divisivel por 5 e por 9.

No Gréfico 4 estdo exibidos os resultados da questéo 3.

41 percentual adotado na escola para aprovagao/certificacdo.
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Gréfico 4 — Percentual de acertos, erros e em branco da questdo de divisibilidade por 45

= Acertos = Erros  « Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Por se tratar de uma questdo objetiva adotou-se a marcacdo do item correto como
parametro para o acerto. O Gréfico 4 aponta que erros e questdes em branco totalizam 90%, o
que nos revela o distanciamento da matematica curricular da matematica olimpica. A Figura 9
apresenta a Unica resposta com desenvolvimento matematico totalmente correto para esta

questao.

Figura 9 — Raciocinio correto de um estudante para a questdo de divisibilidade por 45

e Questio 3) (OBMEP) No ntimero 6a78b, o algarismo-s;—é da ordem das unidades de
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
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/ Lembre-se: um nimero, ¢ divisivel por 45, quando ¢ diyisivel por 5 e por 9.
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Na Figura 9 temos a aplicacgdo correta dos critérios de divisibilidade por 5 e 9. Por meio
da resposta produzida pelo estudante evidencia-se o sequenciamento adequado para a resolucéo
do problema, a busca do valor de b pelo critério de divisibilidade por 5 e na sequéncia o valor

de a pelo critério de divisibilidade por 9, utilizando os valores conhecidos de b.

Embora na questdo 3 o percentual de acertos tenha sido muito baixo, apenas 10%,

observou-se um comportamento interessante da amostra frente as respostas erradas. A Figura
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10 mostra o raciocinio incorreto de um aluno, nela é possivel observar a facilidade em visualizar
a aplicabilidade do critério de divisao por 5 e a dificuldade no critério de divisibilidade por 9.

Figura 10 — Raciocinio parcialmente correto para a questdo de divisibilidade por 45
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
A Figura 10 apresenta a busca correta dos possiveis valores de b no problema, no caso
0 ou 5, no entanto, faltou o emprego adequado do critério de divisibilidade por 9 para a
obtencdo de a. Outro aspecto relevante apresentado € que conhecido o valor de b o estudante

optou por buscar o valor de a utilizando a divisibilidade por 45, ou seja, testando as
possibilidades para este digito.

Na quarta questdo temos um classico problema de aritmética.

4) Ache o menor maltiplo de 5 que deixa resto 2 quando dividido por 3 e por 4.

O Grafico 5 traduz os resultados obtidos na questéo 4.

Gréfico 5 — Percentual de acertos, erros e em branco da questdo 4 referente a maltiplo de 5

s Acertos = Erros = Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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O Gréfico 5 aponta para poucos acertos alcancados, somente 18%. No processo de
correcdo verificou-se que os estudantes, ao buscar um nimero que atendesse as hipdteses do

problema, o fizera por tentativa e erro.

Além disso, todos os estudantes que chegaram a resposta correta buscaram um numero
dividindo-o por 3 e por 4, no entanto, nenhum aluno teve a presteza de testar o nimero dividindo
simultaneamente por 3 e 4, no caso por 12. A Figura 11 apresenta a busca de um aluno pela

resposta, mais uma vez visualiza-se a auséncia do registro do sinal de subtracao.

Figura 11 — Resposta de um estudante para a questdo multiplo de 5
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Fonte: Respostas da amostra (2023).

A Figura 11 apresenta em todos os calculos de diviséo a auséncia do sinal de subtragéo
e em alguns casos a auséncia do quociente. Contudo, a obtencdo da resposta por tentativa e erro
torna-se uma possibilidade para a busca da resposta correta, haja vista a dificuldade da amostra

em empregar as técnicas corretamente.

Na questdo 5 evidencia-se a aplicabilidade dos restos de nimeros inteiros em problemas
cotidianos. Apesar de tratarmos matematicamente da conversao de unidades de tempo, a ideia

implicita no algoritmo desenvolvido encontra-se inserida em computadores e reldgios digitais.

5) Sabe-se que:
1 minuto = 60 segundos
1 hora = 60 minutos

Com essas informacgdes podemos converter determinada quantidade de segundos para hora e

minutos. Exemplo: 4.873 segundos = 1h 21min 13seg = 01: 21: 13.
Converta a quantidade de segundos abaixo para o formato Xhoras Ymin Zseg=X:Y:Z

a) 37.517 segundos
b) 61.983 segundos
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No Gréfico 6 € apresentado os resultados da questao 5.

Gréafico 6 — Percentual de acertos, erros e em branco da questdo transformacéo de tempo
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
O Grafico 6 revela que a ultima questdo da atividade diagndstica apresenta a pior
quantidade de acertos entre as questdes apresentadas anteriormente, porém todos aqueles que a
fizeram corretamente desenvolveram raciocinio matematico coerente. A Figura 12 apresenta

uma resolucao correta para a questéo.

Figura 12 — Resposta de um estudante para a questao transformacéo de tempo
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Fonte: Respostas da amostra (2023).

Na Figura 12 temos na resolucdo do estudante o emprego do algoritmo da diviséo
euclidiana de forma apropriada, estando contemplado em todas as divisdes a chegada no
quociente e resto certos, todavia faltou organizacdo na montagem dos célculos de diviséo.
Contudo, ressalta-se nessa questdo o emprego adequado das conversdes de tempo, no caso hora
para segundos e segundos para minutos.
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5.2 ATIVIDADE DE CONGRUENCIA

A aplicacéo da atividade de congruéncia ocorreu no dia 16 de outubro de 2023, no turno
matutino, apos a leitura e discussdo do texto “Adedanha ou de como os deuses matematicos
trouxeram a paz ao mundo™*? (EMANUEL, 2007), o texto consistia numa brincadeira de
escolher um individuo a partir de um grupo de pessoas analisando o resto da divisdo da soma
dos numeros escolhidos por cada um dos individuos pela quantidade de integrantes do grupo.
Estiveram presentes um total de 65 alunos, sendo que 47 alunos pertenciam a amostra

pesquisada.

Nessa etapa teve-se a participacdo ativa dos estudantes, o que culminou com étimos
guestionamentos do texto e da atividade. Os percentuais de acertos alcangados pela amostra
nessa atividade se mostraram satisfatorios, considerando que em todas as questdes os alunos

atingiram um percentual de acerto superior a 60%.

O raciocinio légico-matematico empregado pelos estudantes no desenvolvimento das
questdes dessa atividade apresentou certo grau de abstracdo, o que nos da indicios que quando
contextualizada a matematica pode-se tornar uma disciplina muito atrativa. Na sequéncia farar-

se-4 a analise dos resultados obtidos em cada questdo da atividade de congruéncia modular.

Em algum momento da vida nos deparamos com a necessidade de marcar o intervalo de
tempo da ingestdo de um medicamento. A questdo 1 busca explorar de que forma a matematica

pode ser inserida nesse contexto.

1) Uma pessoa toma uma medicacdo as 13h00, sabe-se que ele precisa repetir a

medicacdo apos 12 horas, que horas ele deve tomar o remédio?

O Gréfico 7 apresenta os resultados da questdo 1, ndo houve nenhuma questao entregue

em branco.

42 EMANUEL, P. ADEDANHA OU “DE COMO OS DEUSES MATEMATICOS TROUXERAM A PAZ AO
MUNDO”. EUREKA, Edicdo Especial, 2007, Rio de Janeiro, p. 22-28. Disponivel em:
https://www.obmep.org.br/docs/Eureka.pdf . Acesso em: 10 fev. 2024.
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Gréfico 7 — Percentual de acertos, erros e em branco da questdo tempo da medicacao

0,00%

m Acertos = Erros  « Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).
Com base no Grafico 7, observa-se que a questdo 1 relacionada com o tempo da
medicacdo apresenta 0 maior percentual de acertos entre todos os itens aplicados, uma
justificativa para tal fato deve-se a proximidade de tal aplicacdo com a realidade do aluno. Na

Figura 13 temos o registro (ainda que empirico) da ideia de congruéncia modular.

Figura 13 — Resposta de um estudante para a questdo tempo da medicacao

Questdo 01) Uma pessoa toma uma medicagdo as 13h00, sabe-se que ele precisa repetir
a medicagdo apos 12 horas, que horas ele deve tomar o remédijo:
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Fonte: Respostas da amostra (2023).

Por meio da Figura 13 é possivel observar o emprego indireto da ideia de congruéncia
modular, uma vez que ao olhar para o resto da divisdo de 25 por 24 chega-se ao horéario de
ingestdo do remeédio, vejamos: 25 =124 + 1.

As questbes de vestibulares, concursos e processos seletivos também podem ser
utilizadas no ensino de aritmética. A questdo 2 foi extraida de uma prova de ingresso para o

Colégio Militar em Fortaleza — CE.
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2)

(Colégio Militar de Fortaleza — 2011) Dois numeros inteiros positivos séo tais que a
divisdo do primeiro deles por 7 deixa resto 6, enquanto a divisdo do segundo, também

por 7, deixa resto 5. Somando os dois nimeros e dividindo o resultado por 7, o resto

seré:
a) 1 d) 4
b) 2 e)5
c) 3

correto

somara
A Figu
correta

O Gréfico 8 traduz os resultados obtidos na questéo 2.

Gréfico 8 — Percentual de acertos, erros e em branco da questdo soma dos restos

425%

m Acertos = Erros  » Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Mais uma vez por se tratar de uma questdo objetiva adotou-se a marcacdo do item
como pardmetro para o acerto. Com base no Gréfico 8, embora a maior parte da amostra

tenha acertado a questdo 2, no processo de correcdo constatou-se muitas respostas sem

justificativas, o que nos da indicios de chute.

Os alunos que desenvolveram raciocinio aritmético coerente fizeram da seguinte forma:

exibiram dois niUmeros naturais que deixavam restos 6 e 5, respectivamente, na divisdo por 7,

m os nameros e dividiram o resultado por 7, assim chegaram ao resto de forma correta.
ra 14 apresenta o registro do desenvolvimento de um estudante, embora a ideia esteja
percebe-se ainda a auséncia do registro do sinal de subtracéo.
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Figura 14 — Resposta de um estudante para a questdo soma dos restos da diviséo por 7
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
O calendério desperta curiosidade, fascinio e até mesmo medo (haja vista o calendario
da civilizacdo Maia*® em 2012). Na congruéncia modular os problemas que envolvem essa
tematica ganham destaque, pois aproxima conceitos teoricos e praticos. Nessa perspectiva

aplicou-se a questdo 3:

3) Sabendo que dia 13 de outubro de 2023 sera uma sexta-feira qual dia da semana sera
dia 26 de dezembro de 2023.

a) segunda-feira d) quinta-feira
b) terca-feira e) sexta-feira

c) quarta-feira

O Gréfico 9 apresenta os resultados da questdo 3, vale destacar que todos os estudantes

tentaram fazer essa questao.

43 Desenvolveu-se na regido da Mesoamérica e teve seu auge entre 250 d.C. e 900 d.C., iniciando sua decadéncia
apos esse periodo. (Civilizagdo Maia. Disponivel em: https://www.historiadomundo.com.br/maia . Acesso em:
10 fev. 2024).
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Gréfico 9 — Percentual de acertos, erros e em branco da questdo calendario

0,00%

s Acertos = Erros  « Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Embora grande parte da amostra tenha acertado a questdo 3 conforme evidenciado no
Gréafico 9, no processo de correcdo da atividade verificou-se que muitos alunos desenvolveram
todo o calendario até a data pedida, outros justificaram o raciocinio associando uma data a
algum evento ocorrido no més de dezembro do ano de 2022 e em seguida adiantaram um dia

em relacdo ao calendéario de 2023, chegando corretamente ao dia da semana.

Vale ressaltar alguns casos exitosos do desenvolvimento da ideia de congruéncia
modular, em que os alunos contaram a quantidade de dias, dividiram por 7 (obtendo a
quantidade de semanas) e analisaram corretamente o resto da divisdo. A Figura 15 apresenta o

emprego do conceito de congruéncia modular em uma resolugéo.

Figura 15 — Resposta de um estudante para a questdo calendario
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Fonte: Respostas da amostra (2023).

A Figura 15 é carregada de significado aritmético, pois a analise do dia da semana é

feita a partir do resto da divisao euclidiana. Embora “sexta + 4" ndo apresente rigor matematico,
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ela evidencia a presenca da aritmética no cotidiano e permeia o0 conhecimento matematico em

diferentes niveis.

A préxima secdo destina-se a analisar os resultados obtidos na aplicacdo da ultima
atividade da sequéncia didatica, intitulada Explorando o CPF. Vale ressaltar que a tarefa

encontra-se dividida em duas propostas, exame tedrico e exame pratico.

5.3 EXPLORANDO O CPF

A Ultima etapa da sequéncia didatica é denominada Explorando o CPF e tinha trés
momentos: aula expositiva, exame tedrico e exame pratico. O conjunto de atividades ocorreu

no periodo de 06 de novembro a 13 de novembro de 2023.

No dia 06 de novembro de 2023 ocorreu a aula expositiva que abordou: a historia do
CPF, a aritmética presente na sequéncia de digitos, o algoritmo para obtencao dos dois digitos
verificadores e 0 estado de emissdo do documento. Estiverem presentes um total de 70

estudantes, sendo que 54 estudantes pertenciam a amostra pesquisada.

5.3.1 Exame Teorico

O exame tedrico ocorreu no dia 08 de novembro de 2023 e estiveram presentes 68
estudantes, sendo que 49 estudantes pertenciam a amostra pesquisada. O intuito dessa atividade
era verificar a autonomia do estudante em desenvolver o algoritmo de verificacdo de nimeros

do CPF e analisar o conhecimento adquirido acerca da tematica estudada.

O exame foi dividido em quatro questdes, sendo o primeiro exercicio verdadeiro ou
falso, e os demais discursivos. A atividade foi realizada individualmente, ndo foi permitida a

utilizacdo de calculadoras, celular ou qualquer outro dispositivo eletrénico.

A questdo 1 tinha por objetivo investigar se a amostra estava atenta aos aspectos gerais
do CPF, tais como: namero utilizado na congruéncia modular, Estado emissor do documento,

entre outros.
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Questdo 01) Marque V para verdadeiro e F para falso:

a) ( ) Duas pessoas podem possuir 0 mesmo CPF.

b) ( ) A aritmética relacionada as sequéncias de CPF baseia-se na diviséo por 11.

c) ( ) Os pesos utilizados no processo de multiplicacdo dos digitos do CPF sdo de livre
escolha podendo ser alterado.

d) ( ) A sequéncia de niumeros 345.724.518-50 que corresponde a um CPF foi emitido no
estado de S&o Paulo.

e) () A sequéncia de numeros 290.016.051-09 que corresponde a um CPF foi emitido no
estado do Rio Grande do Sul.

Justifique sua resposta.

O Grafico 10 apresenta o percentual de acertos, erros e em branco em cada um dos itens

da questdo 1.

Gréafico 10 — Percentual de acertos, erros e em branco na questdo verdadeiro ou falso
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Fonte: Respostas da amostra (2023).

No Grafico 10 é apresentado o 6timo percentual de acertos nessa questao, uma vez que

todos os itens totalizaram indice superior a 60%.

Na Figura 16 temos o registro das respostas de um estudante para a questdo 1, percebe-
se 0 excelente aproveitamento nos itens. Ressalta-se 0 entendimento correto da aritmética

mod 11 no item b) e do Estado emissor do documento nos itens c) e d).
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Figura 16 — Resposta de um estudante para a questao verdadeiro ou falso
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
A ideia da segunda questdo era utilizar a congruéncia mod 11 na verificacdo das
sequéncias de numeros. Deste modo esperava-se que a amostra fosse capaz de julgar se as

sequéncias numéricas eram validas ou ndo para um CPF.

Questdo 02) Verifique se as sequéncias de nimeros correspondem a um CPF:
a) 181.624.940-81 c) 670.704.960-68
b) 248.684.735-91 d) 961.768.792-56

No Gréafico 11 encontra-se exposto 0s percentuais de acertos, erros e em branco da

questao 2.

Gréfico 11 — Percentual de acertos, erros e em branco na questdo verificacdo numeérica

70,00% 65,30%
£0,00% 57.14% 55,10%
51,00%
50,00%
40,00%
32,65 0,61% 30,61
30,00%
0,41% 18,37%
20,00% 14,205 14,29%
10,21%
0,00%

Item a) ltem b} ltem ¢ ftem d}

mAcertos mErros m Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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No Gréfico 11 observa-se que a amostra teve maior quantidade de acertos nos itens b) e
c). Nessa questdo os itens com maior quantidade de acertos séo aqueles cuja diviséo por 11 do
produto digito por pesos ndo é exata, ou seja, o resto é diferente de zero. Este comportamento
aponta para a dificuldade da amostra em reconhecer um multiplo de 11.

A Figura 17 aponta para o acerto de todos os itens. Dentre os aspectos relevantes
observados na resolucdo dos itens, destacam-se: o interessante processo de soma dos produtos
digitos por pesos, a utilizacdo adequada do algoritmo da divisdo euclidiana e a analise da

aritmética mod 11.

Figura 17 — Resposta de um estudante para a questéo verificagdo numérica

Fonte: Respostas da amostra (2023).
A terceira questdo consistia em determinar os dois digitos verificadores de erro do CPF.
O objetivo desse exercicio era implementacdo o algoritmo matematico de forma tedrica, sem o
auxilio de ferramentas computacionais.

Questdo 03) Determine os digitos verificadores das sequéncias de nimeros abaixo para que
correspondam a um CPF:

a) 285.666.758-XX

b) 863.802.855-YY

O Grafico 12 apresenta os resultados da questéo 3.
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Gréfico 12 — Percentual de acertos, erros e em branco na questdo digito verificador
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Fonte: Respostas da amostra (2023).

O Grafico 12 nos faz refletir sobre a grande dificuldade dos estudantes em implementar
o0 algoritmo que determina os digitos verificadores de erro, visto o0 baixo percentual de acertos.

No processo de correcao foi perceptivel a dificuldade em obter o resto na diviséo por 11.

Os resultados do Gréafico 12 corroboram com os resultados apresentados na atividade
diagnostica, a dificuldade em desenvolver o algoritmo da divisao euclidiana corretamente. Na
Educacdo Basica, a divisdo de numeros naturais é considerada a operacdo aritmética mais
dificil.

Para Ripoll e outros (2015, p. 104, grifo do autor):

A divisdo é, entre as operacOes basicas, a mais complexa e a que determina maiores
desafios para o ensino e para a aprendizagem. Comparada as demais operagdes
elementares, a diviséo com nudmeros naturais é diferente no seguinte sentido.
Enguanto na adig8o, na subtracdo e na multiplicacdo temos dois valores de entrada e
obtemos apenas um terceiro valor de saida, que é o resultado da operagéo, a divisdo
com naturais envolve dois valores como resultado: o quociente e o resto. O fato
de obtermos duas informagdes como resultado de uma divisdo com naturais faz com
que problemas que envolvam esta operacdo possam ter respostas diversificadas,
apesar de um mesmo contexto.

A obtencdo dos dois digitos verificadores de erro torna-se adversa pois reflete a caréncia
matematica no processo de divisdo por 11 e a incapacidade do educando em aplicar o
sequenciamento correto do algoritmo.

No processo de corre¢do constatou-se duas respostas corretas, uma para cada item,
realizadas independentemente por dois estudantes. Nas Figuras 18 e 19, temos as respostas
corretas para os itens a) e item b), respectivamente.
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Figura 18 — Resposta de um estudante para o item a) na questdo digito verificador

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Figura 19 — Resposta de um estudante para o item b) na questdo digito verificador

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Percebe-se na Figura 18 que a resolugéo se encontra mais sintetizada quando comparada
aresolucdo da Figura 19. Na Figura 18 temos na terceira linha a aplicag&o do algoritmo na soma
dos produtos digitos por pesos culminando na obtencéo do primeiro digito verificador, 9, e a
na quarta linha a repeticdo do algoritmo com o digito verificador obtido anteriormente (9),
chegando-se ao segundo digito verificador, no caso 4. Na Figura 19 temos na parte superior
esquerda o emprego do algoritmo, onde a partir da divisdo 281 por 11 obteve-se o primeiro
digito verificador, no caso 5, na sequéncia na parte superior direita ha o registro da busca do

segundo digito verificador, chegando-se em 5.

Na tentativa de compreender o fenébmeno ocorrido na questdo 3 analisou-se o
comportamento das respostas erradas. A partir disso, constatou-se que cinco estudantes
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acertaram o primeiro digito verificador em cada um dos itens e erraram o segundo digito

verificador.

Na Figura 20, embora a resolucdo carecesse do registro de alguns sinais operatorios, é
apresentado um desenvolvimento parcialmente correto para os itens a) e b). Nota-se a busca
correta do primeiro digito verificador e a dificuldade na obteng&o do segundo digito.

Figura 20 — Resposta parcialmente certa de um estudante na questdo digito verificador

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Na Figura 20 o estudante obteve, em ambos os itens, o primeiro digito verificador
correto e o segundo errado. Percebe-se no item a) que o erro se deu ao somar o produto digitos
por pesos ja inserido o primeiro digito verificador, a soma apresentada foi 234 ao passo que a

correta seria 370. No item b) ndo foi desenvolvida a busca do segundo digito verificador.

A quarta questdo englobou todos os assuntos abordados no CPF.
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Questao 04) (Clubes Obmep/Adaptado) Na figura, temos a imagem do cartdo de um suposto
CPF:

Figura 21 — Apéndice F — CPF montado questéo 4

@ MINISTERIO DA FAZENDA

Secretaria da Receita Federal

CPF

332.200.116-44

DUDA CID WELZHU

01/01/1981

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/

Supondo o cartdo verdadeiro:

a) Qual o Estado Brasileiro responsavel pela emissdo do CPF? Por qué?
b) O primeiro Digito Verificador esta correto? E o segundo? Justifique matematicamente a sua

resposta.

O Graéfico 13 apresenta 0s percentuais de acertos, erros e em branco da questdo 4.

Gréfico 13 — Percentual de acertos, erros e em branco na questao final do CPF
80,00%
70,00% 65,31% 66,67%
60,00%

50,00%

30,00%
20,40%
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0,00%
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Fonte: Respostas da amostra (2023).
O Gréfico 13 revela a capacidade dos estudantes em identificar o Estado emissor do
CPF e a dificuldade em determinar os digitos verificadores de erro. Na Figura 22 esta exibido
uma resposta da amostra nessa questdo, no qual consistiu em responder corretamente o item a)
e deixar em branco o item b).
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Figura 22 — Resposta de um estudante na questéo final do CPF

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Embora nenhum estudante tenha acertado em totalidade o item b) da questéo 4, na
Figura 23 é revelada a habilidade da amostra em verificar se a sequéncia de nimeros é vélida
para um CPF, ou seja, se a divisdo por 11 da soma do produto digitos por pesos é exata, ao
mesmo tempo que mais uma vez é apresentada a incapacidade em se obter corretamente os dois

digitos verificadores de erro.

Figura 23 — Resposta parcialmente correta de um estudante na questédo final do CPF

b) O primesro Digito Venficador esti correto? E 0 segundo? Justifique maemancamente
2 S r_c\;m.\;.u {\J£9 Q) ?*{\\{]’\e\\{g ‘('\UI“‘I_QYQ
(N ooy @ N 3 *9,6& 3 35220416
At ih 0% $165432
1 2 Oi 274 (61444030143 312

Fonte: Respostas da amostra (2023).
Verifica-se por meio da Figura 23 algo semelhante ao ocorrido na Figura 20, o acerto
parcial da questdo. Mais uma vez, o estudante encontrou corretamente o primeiro digito

verificador o que ndo foi repetido para o segundo digito.

5.3.2 Exame Pratico

A (ltima atividade avaliativa da sequéncia didatica consistiu num exame préatico
realizado no laboratorio de informatica da escola. O exame pratico foi realizado no dia 13 de
novembro de 2023 e estiveram presentes 45 estudantes, sendo que 34 estudantes pertenciam a

amostra pesquisada.

O pesquisador chegou previamente ao laboratério de informatica organizando as mesas
e deixando os computadores ligados. A capacidade do laboratério era de 35 maquinas, e pelo
fato da amostra estar dividida em dois grupos possibilitou-se que todos os estudantes

realizassem individualmente a atividade.
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Um fato relevante observado, deve-se aos pacotes de planilhas eletronicas instalados
nos computadores, em alguns casos o Microsoft Excel, e em outros o Calc, do pacote
LibreOffice. Alem disso, algumas maquinas apresentaram lentiddo no processamento das
planilhas o que obrigou a utilizacdo do Google Planilhas logado ao e-mail institucional dos

estudantes.

Embora tenham sido utilizadas diferentes planilhas eletronicas na realizacdo da
atividade, elas ndo se diferiram quanto a finalidade do uso. Desse modo, as diferentes planilhas
eletronicas ndo influenciaram nos dados coletados, sobretudo na implementagdo dos

algoritmos.

A atividade foi dividida em duas questdes, cujo objetivo principal foi verificar a
capacidade da amostra em implementar algoritmos relacionados aos sistemas de verificagdo de
ndmeros, no caso o CPF. Nao foi permitida a utilizacdo de calculadoras, celular ou qualquer
outro dispositivo eletrdnico. A internet foi utilizada para o envio das planilhas eletrdnicas para

0 pesquisador via correio eletronico (e-mail).

A questdo 1 estava fundamentada na aula expositiva. O intuito era implementar por meio
de uma planilha eletrdnica o algoritmo que verificava se uma sequéncia de onze digitos era

valida para um CPF.

1) Com base na explicacéo tedrica realizada pelo professor sobre o processo de constitui¢ao
da sequéncia numeérica do Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF). Implementar, em uma planilha

eletronica, um algoritmo que verifique se uma sequéncia de onze digitos é um CPF.

O Gréfico 14 apresenta 0s percentuais de acertos, erros e em branco do algoritmo da

questao 1.

101



Gréfico 14 — Percentual de acertos, erros e em branco do algoritmo da questdo 1

= Acertos = Ermos  « Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).

O Gréfico 14 retrata as dificuldades enfrentadas pela amostra na implementacdo do
algoritmo que verificava se uma sequéncia de onze digitos é valida para um CPF. Por meio dele
constatou-se que os resultados obtidos na questdo 1 ndo foram satisfatorios, uma vez que o

percentual de acertos totalizou apenas 20,58%.

Na Figura 24 apresentamos duas simulagcdes em uma planilha eletronica desenvolvida
por um aluno, que apontam para conclusdes corretas. As sequéncias simuladas foram extraidas
da questfo 2, do exame tedrico, APENDICE F, itens a) e b), respectivamente, a esquerda e a
direita.

Figura 24 — Simulac@es corretas do algoritmo da questéo 1

i A B [ b a A -] (=] B
[l Digitos Pesos Digitos x Pesos  Verificagao 1
z 1 11 11 Q 2 2 11 22 2
3 -] 10 a0 E um CPF 3 4 10 40 N&o & um CPF
4 1 a 8 i 8 g T2
5 & 8 48 5 ] 8 48
[ 2 T 14 [ 8 7 56
7 4 6 24 1 4 5] 24
[} 9 ] 45 8 T 5 35
* 4 4 16 ' 3 4 12
10 1] 3 0 ® 5 3 15
1" 8 2 16 1 ] 2 18
13 1 1 1 12 1 1 1
13 Soma: 284 n Soma: 343

Fonte: Respostas da amostra (2024).
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Com base no APENDICE G, Avaliacio — Exame Tedrico/Respostas Esperadas,
percebemos que o algoritmo retratado na Figura 24 esta correto. Em ambos os casos o produto
pesos por digitos coincide com a resolucdo proposta no apéndice, e consequentemente para a

validacao ou ndo da sequéncia numérica como um CPF.

Nota-se ainda que o Gréfico 14 aponta para muitos erros e em branco, que juntos
totalizam 79,42%. Na Figura 25 temos um comportamento observado a partir das respostas
erradas, a implementacéo parcial/incompleta do algoritmo na planilha eletronica desenvolvida

por um estudante.

Figura 25 — Simulac¢6es parcial/incompleta do algoritmo da questédo 1

D2 S Fe =MOD(C13;11) D2 - e =MOD({C13;11)
A B C D A B C D

1 CPF Peso Produto Resto 1 CPF Peso Produto Resto

2 | 1 11 11 ol 2] 2 11 22 2

3 8 10 80 3 4 10 40

4 1 9 9 4 3 9 72

5 B 8 48 ) 5 8 48

6 2 7 14 B 8 I 56

7 4 6 24 T 4 b 24

8 9 5 45 ] 7 5 35

9 4 4 16 ] 3 4 12

10 0 3 0 10 5 3 15

11 g 2 16 11 9 2 18

12 1 1 1 12 1 1 1

13 264 13 343

Fonte: Respostas da amostra (2024).

Por meio da Figura 25 observamos em ambos os casos o calculo correto da soma do
produto peso por digitos e o mais importante a implementacdo da funcdo MOD na célula D2,
que extrai o resto da divisdo, no caso o resto da divisdo do valor da célula C13 por 11. Nesse
caso, a planilha eletrdnica ndo estd completa, pois faltou a implementacdo do comando
condicional: SE (D2 = 0; “E um CPF”; “Nio ¢ um CPF”), que exibiria uma mensagem

afirmativa como resposta.

A questdo 2 exigia da amostra maior dominio sobre os conceitos de congruéncia
modular e sobre as técnicas de programacgéo em planilhas eletronicas. A finalidade da questéo
2 era a busca dos dois digitos verificadores de erro do CPF dado a sequéncia dos nove primeiros

digitos.

2) Implementar, em uma planilha eletrdnica, um algoritmo que determina os dois digitos

verificadores de erro a partir de uma sequéncia de nove nimeros.
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Por meio do Gréfico 15 apresentamos 0s percentuais de acertos, erros e em branco do

algoritmo da questéo 2.

Gréfico 15 — Percentual de acertos, erros e em branco do algoritmo da questéo 2

= Acertos = Erros = Branco

Fonte: Respostas da amostra (2023).

O Grafico 15 apresenta o baixo percentual de acertos na questdo de implementacdo do
algoritmo que determinava os dois digitos verificadores de erro do CPF, além disso, o total de
erros e branco totalizaram 97,06%. Esse comportamento converge com os resultados
apresentados nos Graficos 12 e 13, da subsecdo 5.3.1, pois reforca a dificuldade da amostra na

obtencdo dos dois digitos verificadores de erro.

Ao analisar os erros obtidos na implementacgdo da planilha eletrénica, observou-se que
quatro estudantes acertaram parcialmente. Na Figura 26 apresentamos uma planilha eletrénica

desenvolvida parcialmente correta.

Figura 26 — Simulacéo parcial/incompleta do algoritmo da questao 2

14 - Fe ={11-13)
A B C D E F G | H |

1 |Digitos Pesos Digitos x Pes| Resto Verificagao |Digitos Pesos |Digitos x Pes| Resto |
2 3 10 30 6 3 11 33

3 4 9 36 5 4 10 40 0
4 5 8 40 5 9 45 11
5 7 7 49 7 B8 56

6 2 6 12 2 [ 14

7 4 5 20 4 ] 24

8 5 4 20 5 5 25

9 1 3 3 1 4 4
10 8 2 16 8 3 24
" [SowaN 226 | 5 2 10
12 | 242

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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Na Figura 26 temos a simulacdo da sequéncia 345724518, retirada da questédo 1, item d)
do exame tedrico, APENDICE G. Observa-se que 0 estudante conseguiu obter corretamente o
primeiro digito verificador, 5. No entanto, a planilha eletronica falha ao buscar o segundo digito
verificador que deveria ser 0. Veja que na célula 14 ndo foi criada uma condicdo para 0s casos

em que a célula 13 recebesse 0 ou 1.

Ainda no processo de correcdo, verificou-se que apenas uma planilha eletrénica exibiu
corretamente os dois digitos verificadores de erro nos dois cenarios possiveis de simulagéo,
quando o resto da divisdo da soma do produto de digitos por pesos por 11 encontra-se entre
dois e dez, ou quando esse resto é zero ou um. Na Figura 27 tem-se uma simulacéo na planilha

eletronica correta.

Figura 27 — Simulagéo 1 na planilha eletronica correta do algoritmo da questéo 2

E15 v Je || =SE(D15=0;"0";SE(D15=1; "0";11-D15))
A B cC D E
1 Digitos MULTIPLICACAD RESTO DADIVISAO | NUMERQO VERIFICADOR
2 3 10 30 B 5
3 4 g 36
4 5 g 40
5 7 7 49
B 2 B 12
T 4 5 20
8 5 4 20
g 1 3 3
10 8 2 16
11 SOMA 226
12
13
14 Digitos MULTIPLICACAD RESTO DADIVISAD | NUMERC VERIFICADOR
15] 3 11 33 0 0
16 4 10 40
17 5 9 45
18 7 B 56
19 2 7 14
20 4 B 24
21 5 5 25
22 1 4 4
23 g 3 24
24 5 2 10
25 SOMA 242

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Na Figura 27 temos o resultado da simulacéo da sequéncia 345724518, que também foi
simulada anteriormente, conforme a Figura 26. Observa-se que nesse caso 0 estudante obteve
os dois digitos verificadores de erro corretamente, 5 e 0, respectivamente. Embora o comando
condicional aplicado na célula E15, SE(D15=0;“0";SE(D15=1;“0";11 — D15)), esteja diferente
ao modelo proposto na resolucdo no APENDICE |, SE(2 =< D15; 11 — D15; 0), ele também
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conduz a resposta correta. O estudante aplicou um comando condicional dentro de outro

comando condicional, ao passo que no apéndice isso foi descrito de modo mais simplificado.

No intuito de verificar se 0s outros casos possiveis para as sequéncias de digitos do CPF
estavam satisfeitos, realizamos mais duas simulagdes na planilha eletronica implementada

corretamente. As Figura 28 e 29 apresentam os resultados das simulagdes.

Figura 28 — Simulagéo 2 na planilha eletronica correta do algoritmo da questéo 2

A B T D E
1 Digitos IEECE| WULTIPLICACAO | RESTODADIVISAO | NUMEROD VERIFICADOR
2 2 10 20 0 0

3 9 9 B1

4 0 B 0

5 0 7 0

B 1 B B

7 B 5 30

B 0 4 0

9 5 3 15

10 1 2 2

1] 50MA 154

12

13

14 Digitos =S WULTIPLICAGAD | RESTO DADIVISAD | NUMERD VERIFICADOR
15 2 11 22 2 9

16 9 10 90

17 0 9 0

18 0 0

19 1 7 7

20 B B 36

21 0 5 0

22 5 4 20

23 1 3 3

24 0 2 0

25 SOMA 156

26

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Figura 29 — Simulacéo 3 na planilha eletronica correta do algoritmo da questéo 2

A B C D E
1 Digitos -:m MULTIPLICACAD RESTO DA DVISAD NUMERD VERIFICADOR
2 1 10 10 3 8
3 2 ] 72
4 1 (i) g
5 ] T 42
6 2 6 12
7 4 5 20
8 5 4 35
9 4 3 12
10 0 2 0
il Soma 212
12
13 Digitos -:m MULTIPLICACAD RESTO DA DVISAD NUMERD VERIFICADOR
14 1 11 11 10 1
15 2 10 a0
16 1 5 9
17 ] (i) 48
18 2 T 14
19 4 ] 24
20 5 5 45
21 4 4 16
22| 0 3 0
23 (i) 2 16
24 Soma 252

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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Na Figura 28 temos a simulacdo da sequéncia 290016051 e na Figura 29 da sequéncia
181624940, ambas retiradas do exame tedrico, APENDICE G, questdes: 1.e) e 2.a),
respectivamente. Na Figura 28 temos 0 caso em que o primeiro digito verificador resulta em 0,
0 que nos leva, por meio da planilha eletrénica, corretamente ao segundo digito verificador, 9.
Percebe-se na Figura 29 que a planilha eletronica também € valida para o caso em que o resto
da divisdo por 11 da soma do produto digito por pesos esta contida no conjunto {2, 3, ..., 9, 10},

nesse caso obtivemos como primeiro digito verificador 8 e como segundo digito verificador 1.

No decorrer deste capitulo discutimos os resultados obtidos com a aplicagdo das
atividades da SD, a partir dos percentuais de acertos, erros e branco em cada uma das questdes.
Além disso, realizou-se a analise na perspectiva das respostas desenvolvidas pela amostra, de

modo que apresentamos por meio de figuras os principais comportamentos observados.

No capitulo seguinte discutimos qualitativamente os registros de respostas gerados pela
amostra. A construcdo de significados se dara por meio das atividades escritas e planilhas
eletronicas implementadas, além das falas produzidas durantes as etapas da SD e em

documentos norteadores da educagéo, no caso a BNCC.
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6 CONSTRUCAO DE SIGNIFICADOS

Neste capitulo apresentamos qualitativamente os resultados obtidos a partir da aplicacéo
das atividades na SD, a saber: Apéndice B — Avaliagdo Diagnostica, Apéndice D — Atividade
de Congruéncia, Apéndice F — Avaliacdo — Exame Teodrico e Apéndice H — Avaliagdo — Exame

Pratico.

O capitulo esta dividido em duas se¢des. A primeira se¢do sustenta-se por analises em
cada uma das atividades aplicadas na SD, deste modo divide-se em trés subsecdes. Na segunda
secdo explora-se as intersecBes das respostas na perspectiva do desenvolvimento das
habilidades presentes na BNCC.

Para Godoy (1995, p. 20), “a pesquisa qualitativa ocupa um reconhecido lugar entre as
varias possibilidades de se estudar os fenbmenos que envolvem o0s seres humanos e suas
intrincadas relagdes sociais, estabelecidas em diversos ambientes.” Em seu trabalho Bogdan e

Biklen (1994), caracterizam aspectos da pesquisa qualitativa:

1. “Na investigagdo qualitativa a fonte direta de dados é o ambiente natural, constituindo
o investigador o instrumento principal (p. 47)”;

2. “A investigagdo qualitativa é descritiva (p. 48)”;

3. “Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente
pelos resultados ou produtos (p. 49)”;

4. “Osinvestigadores qualitativos tendem a analisar seus dados de forma indutiva (p. 50)”;

5. “O significado ¢ de importancia vital na abordagem qualitativa (p. 50)”.

Na Educacdo Matematica a pesquisa qualitativa proporciona producdo de conhecimento
por meio de diferentes formas de expressdo. Nessa perspectiva Borba e outros (2019, p. 5)
afirmam que, “ndo ha neutralidade no conhecimento que se constrdi. [...] o ser humano é o
principal ator nessa modalidade de pesquisa, e ndo ha procedimentos que substituam ideias e

insights.”

Nesse capitulo procuramos englobar as ideias existentes no campo da subjetividade,
buscando compreender as sensagdes e opinides. O intuito ndo foi creditar juizo de valor sobre
certo ou errado, mas produzir significados. As analises se deram por meio dos registros nas
atividades, nas falas produzidas pela amostra, nas planilhas eletronicas, nas anota¢des no diario

de campo e nas habilidades descritas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
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6.1 ANALISE NA PERSPECTIVA DOS REGISTROS NAS ATIVIDADES

O conjunto de atividades aplicadas durante a SD se deu no periodo de 09 de outubro a
13 de novembro de 2023. O pesquisador ndo realizou nenhuma intervengdo no grupo ou sobre
algum participante durante a aplicacdo das tarefas, ele limitou-se em anotar as falas produzidas
pela amostra e posteriormente investigar/construir significados a partir dos registros das

respostas.

6.1.1 Atividade Diagndstica

Conforme descrito na secédo 5.1, a atividade diagndstica foi a primeira atividade aplicada
durante a SD, ocorrendo no dia 09 de outubro de 2023. Pelo fato de os estudantes presentes
nessa tarefa totalizarem 50 e a atividade ser composta de 5 questdes, o que acarretou em 250
possibilidades de respostas, optou-se por discutir registros dos estudantes que retratassem

aspectos relevantes da amostra.

Na Figura 30 temos o registro de um estudante para a questdo 1, o intuito dessa questéo

era aplicar o algoritmo da divisdo euclidiana obtendo-se o quociente e o resto.

Figura 30 — Registro de um estudante para a questdo de diviséo euclidiana

toladet,
0{/ i /"7 COLrez MTE
e PSR 7T b) 55
3
207 st '—9%1
A7 W EE %5
~ f)/ =540
-@a}ﬂé%-’) @ﬂ-;,
Lt d) f‘k\i@é_]
<) /\SKQJ ve, 77 ;7
L’L{Z ﬁ@w&;ﬁfﬁ:‘tf 7
0@-&,7 COSi e (" T

Tt o7 9
Z(”F 65:7}""/@

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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A Figura 30 nos revela inicialmente a dificuldade do estudante na utilizacéo da lingua
portuguesa em norma culta, uma vez que se visualiza o0 emprego das palavras: “cociente”,
“cosciente” ¢ “cosiente”. Nota-se ainda, a auséncia do registro do sinal operatério de subtracdo
no item a) e a realizacdo errada das divisdes nos itens: a), ¢) e d), evidenciada pelo produto

17 -7 = 119, a0 passo que deveriaser 17 - 8 = 136.

Contudo, a observacdo mais importante na Figura 30 aponta para incapacidade do
estudante em identificar no algoritmo da divisdo euclidiana o quociente, tal fato, esta

relacionado com fragilidades no letramento matematico.

A BNCC, define letramento mateméatico como:

as competéncias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e argumentar
matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a
formulacdo e a resolucdo de problemas em uma variedade de contextos, utilizando
conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas. (BRASIL, 2018, p. 268)

Por meio do letramento matematico é assegurado aos alunos a capacidade em
reconhecer que 0s conhecimentos matematicos sdo imprescindiveis para a compreensdo do

mundo e para o desenvolvimento do raciocinio ldgico e critico (BRASIL, 2018).

Na Figura 31 apresentamos uma resposta para a questdo 2, que consistia em uma
aplicacdo do algoritmo da divisdo euclidiana. Embora a resposta final esteja errada, existem

importantes elementos cognitivos inseridos na resolucéo.

Figura 31 — Registro de um estudante para o problema de divis&o de &rea

DA- 6W 8
| AP lo ] O
‘\/a"l

e e 1
A

| \ v

-
| QO\

2002 200

9
C

fiveo\ gu’eﬁ , U0C0 M- ,
\,v\uo\ [3.))( TU-'C" HOm® 5'Q
TR 1 Q,c:) boxes de Yom®

LW M

20001 - ’L5 boxes de 4UGm® Y

50 botes

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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O desenvolvimento apresentado na Figura 31 sustenta-se em dois aspectos cognitivos,
abstracdo e representacdo. Inicialmente foi realizada a abstracdo dos dados, e na sequéncia a
representacdo, por meio de desenho. Entretanto, no processo resolutivo a interpretacdo dos
dados foi inconsistente. O erro reside na divisdo 2000 + 50 = 40, sendo o caminho correto:
2000 =25 =80 0u 4000 = 50 = 80.

Em seu trabalho, Dreyfus (1991, p. 38) ressalta que:

[...] representagdo e abstragdo sdo, entdo, processos complementares em dire¢Ges
opostas: por um lado, um conceito é frequentemente abstraido de varias de suas
representagdes e, por outro lado, as representacfes sdo sempre representacdes de um
conceito mais abstrato. Quando uma Unica representacdo de um conceito é usada, a
atencdo pode estar focada nela, em lugar do objeto abstrato. Entretanto, quando
diversas representagdes sdo usadas em paralelo, a relagdo com o conceito abstrato
correspondente se torna importante.

A Figura 32 surge do registro de uma resposta para a questdo 3, problema retirado da

OBMEP. A figura nos faz refletir sobre a pratica docente e em como ensinar matematica.
Figura 32 — Registro de um estudante para a questao de divisibilidade por 45

Questio 3) (OBMEP) No nimero 6a78b, o algarismo a ¢ da ordem das unidades tféj
milhar e o algarismo b é da ordem das unidades. Se 6a78b for divisivel por 45, entao o *

valordea + b é: A/a/o "\I‘Z pO"‘ P"e‘g “.rl; CY] ’FQIG Ja GO\%@

vonT-n st Tewmpo e w yilo

a) 5 F3CioCinio d) 8
b) 6 e)9
c) 7

Lembre-se: um numero é divisivel por 45, quando ¢ divisivel por 5 e por 9.

Fonte: Respostas da amostra (2023).
Na Figura 32 temos a seguinte anotagao: “Nao fiz por preguiga, falta de vontante, tempo
e muito raciocinio”, além de um desenho. Inicialmente podemos excluir a falta de tempo como
fator preponderante para o ndo desenvolvimento da resolucdo, haja vista a contradicdo entre

falta de tempo para a resolucdo e tempo disponivel para o desenho.

O aspecto faltar raciocinio é plausivel quando usado como justificativa, tal fato é
confirmado pelo Gréfico 4 apresentado na se¢do 5.1, que revela o baixo percentual de acertos

nessa questdo, caracteristica comum da amostra.

Os aspectos mais reflexivos da Figura 32 sdo: a preguica e a falta de vontade, alguns
dos principais desafios vivenciados na atualidade por professores, ndo somente de matematica.

N&o é facil motivar o aluno por meio de fatos e situacfes cotidianas numa ciéncia emergida em
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tempos passados, com outra percep¢do, finalidade, urgéncia e objetivos (D’AMBROSIO,

1986).

O desinteresse do aluno frente as disciplinas pode estar relacionado a fatores externos,
ou seja, no trabalho, nos afazeres domésticos, na cobranca em vestibulares, exames e concursos
(GADOTTI, 1995). No contexto atual outros fatores externos podem ser acrescentados a

discussdo, como por exemplo, o uso do celular e das redes sociais.

Por outro lado, a Figura 32 expde a manifestacdo sincera de um estudante perante as
suas dificuldades, evidenciando sua coragem em ndo chutar ou deixar em branco. O papel do
professor de matematica € de catalisador no processo de ensino-aprendizagem, ele deve estar
atento no processo de transmissao de conhecimento. Nessa perspectiva, D’ Ambrosio (1986, p.
25) afirma que: “a adog¢ao de uma forma de ensino mais dindmica, mais realista e menos formal,
mesmo no esquema de disciplinas tradicionais, permitira atingir objetivos mais adequados a

nossa realidade”.

No Quadro 9 encontram-se registrados alguns comentérios feitos pelos estudantes
durante a execucdo da atividade diagndstica.

Quadro 9 — Registro de falas durante atividade diagndstica

Identificagéo Comentario
Professor hoje vi que néo tenho conhecimento para estar no Ensino
“l Médio.
Essas questbes estdo muito dificeis, mais do que a disciplina de
c2 matematica.
C3 Meu Deus! Nao sei dividir.

Fonte: Diario de Campo (2023).
No Quadro 9 observamos que a principal dificuldade encontrada na aplicacdo da
atividade diagnostica foi o emprego correto do algoritmo da diviséo euclidiana. Vale ressaltar,

que as falas expressas convergem com os resultados apresentados pelos graficos na secdo 5.1.

Motivado por uma Matematica inclusiva e humanista, entende-se que o professor deve
conhecer os alunos e suas dificuldades, e sobretudo, ter uma postura ativa perante as
metodologias e formas de ensinar. Para D’ Ambrosio (2012, p. 73), “o novo papel do professor

sera o de gerenciar, de facilitar o processo de aprendizagem e, naturalmente, de interagir com
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o0 aluno na produgao e na critica de novos conhecimentos [...]”. O Quadro 10 traduz os principais
problemas visualizados pelo pesquisador na aplicacdo da atividade diagnostica.
Quadro 10 — Problemas observados durante a aplicacdo da atividade diagndstica
Dificuldade

Desenvolver corretamente o algoritmo da divisao euclidiana.

Ler, interpretar e abstrair significado matematico de problemas do cotidiano.

Utilizar adequadamente os critérios de divisibilidade.

Empregar os simbolos matematicos de forma apropriada.

Fonte: Proprio Autor (2023).

Ao final dessa etapa, pode-se inferir que a insuficiéncia em letramento matematico foi

fator predominante para a ndo obtencdo de conhecimento matematico.

6.1.2 Atividade de Congruéncia

No dia 16 de outubro de 2023 ocorreu a leitura do texto “Adedanha ou de como os
deuses matematicos trouxeram a paz ao mundo” (EMANUEL, 2007), que permitiu ao
pesquisador introduzir a ideia de congruéncia modular por meio de jogos. O jogo do par ou
impar** possibilitou explorar o resto da divisdo de niimeros naturais pér 2, no caso, 0 ou 1. Ao
jogar o zero ou um* foi explorado o resto da divisdo de nimeros naturais por 3, nesse caso 0s
possiveis restos sdo: 0, 1 ou 2. Por fim, o jogo foi generalizado para qualquer nimero natural,

dado um grupo de n pessoas dever-se-ia analisar o resto contido no conjunto {0, 1, 2, ...,n — 1}.

Finalizada a leitura do texto e realizado os jogos em grupos, foi aplicada a atividade de
congruéncia, a amostra presente era de 47 estudantes. Com base nos graficos exibidos na secao
5.2, essa tarefa apresentou os melhores resultados percentuais se comparada as demais
atividades da SD.

No processo de andlise das respostas a partir de uma otica qualitativa percebeu-se que
as respostas produzidas em geral seguiam os padrdes de respostas propostas no APENDICE E,

40 jogo ‘par ou impar’ é bem popular. Chegado a um acordo, conta-se até trés e, em seguida, cada jogador mostra
certo nimero de dedos de uma das maos. Se a soma dos dedos apresentados for par, ganha o jogador que escolheu
par; se for impar, vitéria do outro. Disponivel em: https://cienciahoje.org.br/artigo/par-ou-impar/ . Acesso em: 10
fev. 2024.

4 Trés participantes dizem "zero ou um" e colocam as méos para a frente, mostrando um dedo ou nenhum.

Se alguém colocar sozinho o um ou o zero, é o vencedor. Disponivel em:
https://mapadobrincar.folha.com.br/brincadeiras/formulas-de-escolha/338-zero-ou-
um#:~:text=T0d0s%200s%20participantes%20dizem%20%22zero,brincadeira%20n0%20par%200u%20%C3%
ADmpar. Acesso em: 10 fev. 2024.

113


https://cienciahoje.org.br/artigo/par-ou-impar/
https://mapadobrincar.folha.com.br/brincadeiras/formulas-de-escolha/338-zero-ou-um#:~:text=Todos%20os%20participantes%20dizem%20%22zero,brincadeira%20no%20par%20ou%20%C3%ADmpar
https://mapadobrincar.folha.com.br/brincadeiras/formulas-de-escolha/338-zero-ou-um#:~:text=Todos%20os%20participantes%20dizem%20%22zero,brincadeira%20no%20par%20ou%20%C3%ADmpar
https://mapadobrincar.folha.com.br/brincadeiras/formulas-de-escolha/338-zero-ou-um#:~:text=Todos%20os%20participantes%20dizem%20%22zero,brincadeira%20no%20par%20ou%20%C3%ADmpar

Atividade de Congruéncia Modular/Respostas Esperadas. Contudo, destacamos duas respostas
que carecem de reflexdo, pois incidem diretamente na préatica docente, especificamente sobre o

ato de avaliar.

Na Figura 33 temos uma reposta para a questdo 1 da atividade de congruéncia, que se
pedia a hora da ingestdo do medicamento. Embora a pauta de corre¢do para esta questdo,
conforme retratada no APENDICE E, esteja fundamentada no algoritmo da divisao euclidiana,

0 processo de resolucdo apresentado na figura sustenta-se em argumentos diferentes.

Figura 33 — Registro de um estudante para a questdo tempo da medicagéo

Questiio 01) Uma pessoa toma uma medicacio as 13h00, sabe-se que ele precisa repetir

a medicagdo apés 12 horas, que horas ele dev tomar o remédio? jf | Aa
b o ; 7.
et oy Poroy depoin gyt o Tenran & rphoidio

AU do 71%,,‘{‘?0&.

Fonte: Respostas da amostra (2023).
A construgdo de significados matematicos da resposta na Figura 33 se deu por texto
explicativo, ndo havendo célculos. Ao descrever os passos desenvolvidos o estudante aponta

uma solucdo diferente da sugerida pelo pesquisador, ele utiliza o processo de contagem de
horas.

Uma reflexdo mais profunda sobre a Figura 33 permeia o ato de avaliar. Para Fernandes
(2009, p. 21), “a avaliacdo de aprendizagem ¢ um componente indissociavel do processo que
se constitui da aprendizagem e do ensino.” A avalia¢do ¢ uma tomada de decisdo, onde toma-
se juizo de qualidade sobre os dados apresentados (LUCKESI, 2006). Nesse contexto, a figura
retrata um dilema vivenciado na préatica docente, aceitar ou ndo uma resposta diferente da

proposta de um gabarito estando ela desenvolvida por meio de outros conhecimentos.

Na Figura 34, tem-se o registro de uma resolugdo para a questdo 2. Percebe-se que a

resposta desenvolvida esta errada, nesse caso o item certo é o d), ou seja, 4.
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Figura 34 — Registro de um estudante para a questdo soma dos restos
)(Questﬁo 02) (Colegio Militar de Fortaleza — 201 1) Dois nlimeros inteiros positivos sao
tais que a divisdo do primeiro deles por 7 deixa resto 6, enquanto a divisdo do segundo,

também por 7, deixa resto 5. Somando os dois niimeros e dividindo o resultado por 7, 0

resto sera:
B 1 Yo=Y v Y P
b) 2 ,jj,,i
c) 3 5
d) 4

@5

Fonte: Respostas da amostra (2023).

Embora na Figura 34 a resposta apresentada esteja incorreta, o raciocinio Idgico-
matematico inserido esta certo. O erro, talvez por desatencdo do estudante, consiste no ato de
somar os restos, o estudante realizou 6 + 6 = 12, enquanto o procedimento correto seria somar
6+5=11. A figura reflete sobre a pratica docente e nos permite examinar mais

profundamente o processo avaliativo dentro do ensino de matematica.

Partindo de uma viséo construtivista, o erro pode ser utilizado como instrumento no
processo de construcdo do conhecimento. A luz de Luckesi (1995), ele tem carater dinamico, é
algo fluido que modificasse em diferentes nuances e pessoas. O mesmo autor ainda afirma que:
“ndo devemos fazer deles fontes de culpa e de castigo, mas trampolins para o salto em direcdo
a uma vida consciente sadia e feliz” (LUCKESI, 1995, p. 51).

Para Demo (2001, p. 50),

O erro ndo é um corpo estranho, uma falha na aprendizagem. Ele é essencial, é parte
do processo. Ninguém aprende sem errar. O homem tem uma estrutura cerebral ligada
ao erro, é intrinseco ao saber pensar a capacidade de avaliar e refinar, por acerto e
erro, até chegar a uma aproximacao final. Para quem tem uma idéia da aprendizagem
como produto final, o erro esta fora dela, mas para quem a vé como um processo, ele
faz parte.

Por imaginar o surgimento de respostas como a apresentada na Figura 34, recomendou-

se na SD, APENDICE A, uma avaliagio cumulativa. No modelo de avaliagio proposto sugere-
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se a utilizacAo de escalas do tipo Likert*®, que exploram aspectos qualitativos no ato de avaliar,
tais como: esforco, envolvimento, participagéo, entre outros, permitindo ao professor ndo ficar

preso somente a resposta certa ou errada.

No Quadro 11 tem-se o registro de questionamentos e comentarios realizados pelos

estudantes durante a leitura do texto e na aplicacdo da atividade de congruéncia modular.

Quadro 11 — Registro de falas durante a leitura do texto e atividade de congruéncia

Identificacéo Comentario

Professor o par ou impar ndo é algo justo, pois ao levantar as médos ha
C4 mais possibilidade de a soma dos dedos ser par, impar + impar ou Par

+ Par, enquanto que pra dar impar temos somente impar + Par.

Existiria alguma estratégia pra manipular o jogo da “Adedanha” como

C5
no “Zero ou um”?
Nunca mais perco no “Zero ou um’! Vou sempre combinar o
0 resultado.
C7 O que é um numero inteiro positivo?
C8 O més de outubro é de 30 ou 31 dias? E novembro?

Fonte: Diario de Campo (2023).

Com base no Quadro 11 percebemos o interesse da amostra durante a leitura do texto e
nos jogos relacionados a ele. Por meio do comentario C4 nota-se certo grau de conhecimento
matematico de um estudante, uma vez que foi empregado o conceito de paridade na soma de
nimeros naturais. Ressalta-se que a afirmacdo expressa por C4 nédo é véalida, uma vez que 0
espaco amostral das possibilidades do jogo do par ou impar é dado por: {(par, par), (par, impar),
(impar, par), (impar, impar)} o que nos leva a 50% de chance de vit6ria para cada um dos
jogadores. O comentério C7, também relevante, nos faz refletir sobre como ensinar conjuntos
numéricos, componente curricular da 12 série do Ensino Médio.

ApoOs a aplicacdo da atividade de congruéncia modular pdde-se observar que a
matematica quando explorada por meio de atividades do cotidiano € capaz de motivar e
despertar a atencdo/interesse do estudante.

46 Costuma ser apresentada como uma espécie de tabela de classificacdo. Afirmativas sdo apresentadas e o
respondente é convidado a emitir o seu grau de concordancia com aquela frase. Para isso, ele deve marcar, na
escala, a resposta que mais traduz sua opinido. Disponivel em: https://mindminers.com/blog/entenda-o-que-e-
escala-likert/ . Acesso em: 10 fev. 2024.

116


https://mindminers.com/blog/entenda-o-que-e-escala-likert/
https://mindminers.com/blog/entenda-o-que-e-escala-likert/

As dificuldades visualizadas pelo pesquisador ap6s a aplicacdo da atividade de
congruéncia concentram-se ndo sobre a amostra, mas sobre a pratica docente. Conforme a
discutido, a avaliacdo nessa etapa apresentou-se em alguns casos como um problema, haja vista

a dificuldade em produzir conhecimento a partir dos erros dos estudantes.

6.1.3 Explorando o CPF

A etapa final da SD, intitulada Explorando o CPF, consistia em uma aula expositiva
tedrica, e duas atividades: a primeira escrita, em sala de aula, e a segunda por meio de planilhas
eletronicas, no laboratoério de informatica. O conjunto de atividades se deu no periodo de 06 de

novembro até 13 de novembro de 2023.

O objetivo dessa proposta foi verificar se a amostra conseguiria desenvolver as
habilidades: “EM13MAT315” (BRASIL, 2018, p. 537) ¢ “EM13MAT405” (BRASIL, 2018, p.
539), contidas na BNCC. Essas habilidades caracterizam-se por explorar a capacidade do

educando em implementar algoritmos, seja por meio escrito e/ou linguagem de programacao.

A aula expositiva realizada no dia 06 de novembro de 2023, contou com 54 estudantes
pertencentes a amostra. Durante a aula, explorou-se os diversos aspectos presentes no Cadastro
de Pessoa Fisica (CPF) e foi explicado sobre o carater Unico do sequenciamento, enfatizando a
composicao da sequéncia numérica e o Estado emissor do documento. Por fim, foi destacada a
importancia da utilizacdo do resto na divisao por 11 e o algoritmo para determinacéo dos dois

digitos verificadores de erro.

Todos os estudantes presentes na aula mostraram-se participativos e interessados em
testar os algoritmos. As sequéncias numéricas utilizadas pelo pesquisador nas simulacdes em
sala de aula estdo expressas no APENDICE A. Contudo, foi solicitado a cada um dos presentes
que utilizassem o proprio CPF no processo de validacdo dos algoritmos, ressalta-se que o
pesquisador ndo guardou nenhum registro dessas anotacOes, pois neles continham dados
pessoais da amostra. Finalizada a aula expositiva, na aula posterior foi aplicada a atividade

escrita, denominada exame tedrico.

117



6.1.3.1 Exame Teorico

O objetivo do exame tedrico era verificar a aquisi¢do dos conhecimentos abordados na
aula expositiva por meio das habilidades descritas anteriormente. A atividade se deu no dia 08

de novembro de 2023 e estiveram presentes 49 estudantes.

Como na atividade diagnostica, a multiplicidade de possibilidades das respostas ndo
permitiu uma exibicéo individualizada dos registros obtidos, visto que, 49 estudantes e quatro
questdes, acarretam 49 - 4 = 196 possibilidades de respostas. Desse modo, selecionou-se trés

registros que permitiram reflexdes profundas.

Na Figura 35 temos o registro de uma resposta para a questdo 3, cuja finalidade era a
obtencéo dos dois digitos verificadores de erro. Nota-se que ndo houve resolugdo para ambos
0s itens, no caso a) e b).

Figura 35 — Registro de um estudante para a questdo verificagdo numérica

Questdo 03) Determine os digitos verificadores das sequéncias de nimeros abaixo para
que correspondam a um CPF: ’\

:))
b) 863.802.855-YY “3 &
W B0 su mow I (}«w@

a) 285.666.758-XX

Fonte: Respostas da amostra (2023).
A Figura 35 carrega muito significado na mensagem “esse eu nao sei fazer” e no
desenho borrado. A mensagem descrita na figura sugere dificuldade em implementar o
algoritmo de obtencdo dos dois digitos verificadores de erro, reforcando o comportamento

exposto anteriormente pelo Gréfico 12, na subsecéo 5.3.1.
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Outro fato relevante visualizado na Figura 35 € a utilizacdo do desenho, que se
assemelha a um emoji*’. Nas Figuras 36 e 37 estdo apresentados os emojis presente em teclados

de aplicativos de mensagens, WhatsApp*® e Messenger?®, respectivamente.

Figura 36 — Emojis no WhatsApp Figura 37 — Emojis no Messenger

‘ Q, Pesquisar emoji

@ @ e G 0 @ @ Carinhas e pessoas
2608606003 cecosese
0209200 Goveveac
22000 cedsoves
200CO0ER vesaew
r O 0o &
® D { = * b S|
G @ @ 7 ® b
Fonte: https://web.whatsapp.com/ Fonte: https://www.messenger.com/?locale=pt BR

Para Coutinho (2008b, p. 3), "um dos objetivos fundamentais da informacao ¢ a relacdo
entre contetdo e forma". Desse modo, ao comparar o conteddo expresso no desenho da Figura
35 e as formas exibidas pelos emojis nas Figuras 36 e 37, percebemos o sentimento de tristeza.
E impossivel determinar com precisio em qual campo semantico reside a tristeza, atemos a

acreditar que ela habita na incapacidade em resolver o problema.

A Figura 38 apresenta uma resposta para a questdo 4, ultima questdo do exame escrito.
Observa-se mais uma vez o comportamento descrito na Figura 22, da subsecdo 5.3.1, que

consiste em responder o item a) e deixar em branco o item b).

47 Inicialmente, os Emoticons possuiam apenas a representacdo do proprio texto, mas, com o tempo, os caracteres
foram incorporando imagens graficas em sua representacao e se diversificando de varias maneiras. Essas figuras
sdo chamadas de Emojis. A palavra surgiu derivada da jungdo de dois termos em japonés: “e” (que significa
"imagem") + “moji” (que significa "letra"). O nome foi dado pelo seu criador, Shigetaka Kurita, que, em 1995,
decidiu inclui-los em pagers da companhia que trabalhava, a NTT DoComo6, para atrair o publico adolescente. O
significado em portugués de Emoji, ndo por coincidéncia, € pictograma. (MORO, G. H. M. Emoticons, emojis e
icones como modelo de comunicacdo e linguagem: relagdes e tecnoldgicas. In: Revista de Estudos da
Comunicacao, [S.1.], V. 17, n. 43, set./dez. 2016. Disponivel em:
https://www.researchgate.net/directory/publications . Acesso em: 10 fev. 2024.)

“8 E um aplicativo de mensagens gratuito que permite enviar mensagens de texto e compartilhar outros formatos
de midia. Disponivel em: https://resultadosdigitais.com.br/marketing/whatsapp/ . Acesso em: 10 fev. 2024.

49 E 0 servico de mensagens e bate-papo gratuito do Facebook, que possui seu proprio aplicativo e plataforma.
Disponivel em: https://neilpatel.com/br/blog/facebook-messenger-o-que-e/ . Acesso em; 10 fev. 2024.
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Figura 38 — Registro de um estudante na questdo final do CPF

Supondo o cartdo verdadeiro: : 7 ,0(4 ; 0(0 ite W G . 0/
g M’G‘ SYAUNRA (y@{ﬂ e §
a) Qual o Estado Brasileiro responsavel pela emissaio do CPF? Por qué?

b) O primeiro Digito Verificador esta correto? E o segundo? Justifique matematicamente ()

a sua resposta. .
Fonte: Respostas da amostra (2023).

Percebemos na Figura 38 a seguinte mensagem: “Acho que minas pois o 9° digito do
meu também 6”. Nota-se mais uma vez a caréncia no emprego da lingua portuguesa em sua
forma culta, haja vista a falta de concordancia na frase e a palavra “minas” que remete ao estado
de Minas Gerais. Além disso, a resposta anotada pelo estudante recorre a outro aspecto
cognitivo na resolucdo do problema, a associagdo de conceitos. Embora ele nédo tenha certeza
da resposta certa, pois utiliza-se da palavra “acho”, ao associar a sequéncia de numeros
apresentada no problema a sua prépria sequéncia do CPF, ele obtém a resposta correta. Além

disso, assim como na Figura 35, na Figura 38 tem-se a presenca de respostas em branco.

A Figura 39 foi extraida do verso de uma folha de atividade do exame tedrico. Nota-se
a representacdo de algumas simbologias, alguns desenhos e algumas expressdes em lingua

inglesa, como: “The Hell”, “Big ?”, “How ?” e “Bad” ¢ em lingua portuguesa: “meu”.
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Figura 39 — Registro de um estudante no exame escrito
THE

HELL

862

HO\J?I

Fonte: Respostas da amostra (2023).

A Figura 39 é passivel de uma reflexdo profunda sobre o papel docente e os limites da
sua atuacdo em sala de aula. Ao traduzir as expressdes em lingua inglesa para a lingua
portuguesa, chegamos a: “The Hell” = “O inferno”, “Big ?” = “Grande ?”, “How ?” =
“Como?” & “Bad” = “Ruim”®. As expressdes, juntamente com os desenhos possibilitam

maltiplas interpretacdes e construcdes de significados, ficamos engendrados em duas anélises.

A primeira andlise se da na perspectiva do ensino de matematica, em como o estudante
enxerga a disciplina, a atividade e o contetdo abordado. Por meio da palestra “Qual é a cara da
Matematica?”, Bortolossi (2023), apresenta concepcGes matematicas obtidas por meio de
desenhos de alunos. Na palestra, 0 autor ressalta a importancia em utilizar esse tipo de material
como forma de diagnosticar as dificuldades do estudante. Desse modo, sob a 6tica do estudante,

os desenhos apontam que a matematica é vista como um monstro, como algo ruim, o inferno®?.

0 As expressdes “The Hell”, “Big ?”, “How ?” e “Bad” foram traduzidas com base no Cambridge Dictionary.
Disponivel em: https://dictionary.cambridge.org/pt/dicionario/ingles-portugues/ . Acesso em: 10 fev. 2024.

>1 Religio: para os cristdos, lugar em que as almas pecadoras se encontram ap6s a morte, submetidas a penas
eternas. Mitologia: local subterraneo habitado pelos mortos. Disponivel em: https://languages.oup.com/google-
dictionary-pt/ . Acesso em: 10 fev. 2024.
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A segunda interpretacdo, mais abrangente, se constroi a partir da saide mental do aluno.
As mensagens anotadas e os desenhos na Figura 39, nos fazem refletir a angustia vivenciada
pelo estudante fora do ambiente escolar. Ndo se sabe com precisdo a intencionalidade e o

significado da mensagem.

E papel do professor conhecer e estar atento a seus alunos durante o transcurso
educacional. Nessa perspectiva, temos por meio do Quadro 12 o registro de algumas

observacdes/comentarios feitos pela amostra durante a aula expositiva e a realizacdo do exame

tedrico.

Quadro 12 — Registro de falas durante a aula expositiva e exame teorico
Identificagédo Comentario

C9 Nunca imaginei que tinha matematica no CPF.
C10 Poderiamos ter mais momentos assim.
Ci11 O tempo para fazer a atividade néo é suficiente.
C12 Por favor, deixa a gente usar a calculadora!
C13 D& mais tempo pra gente fazer a atividade.

Fonte: Diério de Campo (2023).

Com base nos comentérios C9 e C10 do Quadro 12 percebe-se a importancia da
elaboracdo/utilizacdo de aulas diversificadas no ensino de matematica, nesse caso com a
contextualizacdo de contetdo. Além disso, os comentarios C11 e C13 vao de encontro a um
dos problemas explicitados no Quadro 8, na se¢do 4.5, a perca de uma hora-aula na execucgéo

do exame teodrico.

Aplicado o exame teorico e alicer¢ado nos dados obtidos, percebeu-se mais uma vez a
dificuldade em dividir numeros naturais. Nessa etapa foi notaria a dificuldade na
implementacédo do algoritmo matematico e do manuseio do resto da divisdo, sendo confirmado
pelos Graficos 12 e 13, na subsecdo 5.3.1. O Quadro 13 retrata os principais problemas
visualizados pelo pesquisador nessa etapa.

Quadro 13 — Principais problemas observados no exame teorico
Dificuldade

Obtencdo correta do resto da divisdo de um namero natural por 11.

Desenvolvimento certo do algoritmo dos digitos verificadores de erro.

Dependéncia de calculadoras e outros dispositivos eletronicos em calculos matematicos.

Fonte: Proprio Autor (2023).
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Anéloga as percepg¢des apresentadas no Quadro 10, o Quadro 13 retrata a dificuldade
em desenvolver o algoritmo da diviséo euclidiana corretamente. Contudo, com enfoque na
pergunta norteadora, nessa etapa outros fatores prejudicaram a obtencéo de conhecimento, a
saber: 0 tempo e 0 apego a calculadora. A seguir analisamos 0s aspectos qualitativos observados

no exame pratico.

6.1.3.2 Exame Pratico

O exame pratico foi realizado no dia 13 de novembro de 2023. Acredita-se que pelo fato
de a atividade ter sido realizada na antevéspera de um feriado, proclamacéo da republica, e por
envolver a utilizacdo das planilhas eletrdnicas, isso prejudicou a participacdo da amostra,

somente 34 estudantes presentes.

A proposta consistia em implementar por meio de planilhas eletronicas dois algoritmos.
Na questdo 1, pedia-se um algoritmo que verificasse uma sequéncia de onze digitos, informando
se era valida para a composi¢do de um CPF. O segundo exercicio era implementar um algoritmo

para se obter os dois ultimos digitos do CPF, conhecidos como digitos verificadores de erros.

Analisamos as planilhas eletrénicas a partir de dois aspectos qualitativos, o estético e 0
operacional. As Figuras 40 e 41 apresentam duas planilhas eletronicas desenvolvidas por dois
estudantes para a questédo 1.

Figura 40 — Registro da planilha eletrdnica 1

A B C D E F
Miamero do CPF Pesos Soma Divisdo Resto da Divisdo
0 253 23 0
40 E UM CPF
g
43
63
30
30
16
3
12
2

Pa || == |m|w|o| ==
—|ha | (o= oe(w| S| =

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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Figura 41 — Registro da planilha eletronica 2

A B C D
¥ Digitos Pesos Digitos x Pesos Verificar
2 0 i 0 253
3 4 10 40 23
4 1 9 9 0
5 B 8 48 E CPF
6 9 7 63
7 5 B 30
8 B 5 30
9 4 4 16
10 1 3 3
1 b 2 12
12 2 1 2

Fonte: Respostas da amostra (2023).

As Figuras 40 e 41 permitem refletir sobre o aspecto estético das planilhas eletronicas.
No processo de simulacao/correcdo das planilhas eletrénicas percebeu-se a utilizacao diversas
cores e layouts na composicdo das células, ficando evidente a preocupagdo com a forma, em

como apresentar, e ndo com o contedido, 0 que apresentar.

As Figuras 42 e 43 retratam duas planilhas eletronicas que se diferem pelo aspecto

operacional da implementacéo do algoritmo.

Figura 42 — Registro da planilha eletr6nica 3

D2 - Je =S0OMA(C3;C4;C5;C6;C7;C8;C9;C10;C11:C12)
A B C O E F G

1 Dig Pes Dig x Pes Werif

2 1 1 11 | 286 _|

3 1 10 10 0

4 8 9 72 E um cpf

5 B B 64

B 2 7 14

7 5 B 30

B B ] 30

9 7 4 28

10 B 3 18

11 9 2 18

12 2 1 2

Fonte: Respostas da amostra (2023).
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Figura 43 — Registro da planilha eletrénica 4

B13 - F =SOMA(C2:C12)
A B C D
1 digitos pesos digitos resto
2 1 11 11 0
3 1 10 10 E UM CPF
4 B 9 72
5 B B 64
B 2 7 14
7 5 B 30
B B 5 30
9 7 4 28
10 B 3 18
11 9 2 18
12 2 1 2
13 297 |

Fonte: Respostas da amostra (2023).

No processo de analise das planilhas eletrdnicas observou-se, em alguns casos,
diferentes implementacGes que convergiam para a resposta correta. Na Figura 42 o estudante
realizou o processo de soma dos produtos digitos por pesos individualmente, escrevendo na
funcdo SOMA todas as células que queria somar. Na Figura 43 temos 0 mesmo processo
executado automaticamente, empregando a funcdo SOMA e o intervalo de células que se queria

somatr.

O comportamento observado no ato de somar células também foi visualizado no ato de
efetuar o produto digitos por pesos, com a utilizacdo da funcdo MULT. No contexto da
Educacdo Matematica, isso nos faz refletir sobre a multiplicidade de caminhos na resolucédo de
um problema matematico e apontam o desafio de ensinar matematica em diferentes niveis de

conhecimento.

Finalizada a aplicacdo do exame préatico, fez se o registro das principais falas dos

estudantes durante a realizagéo da atividade, que apresentamos no Quadro 14.

Quadro 14 — Registro das falas durante o exame préatico

Identificacéo Comentario
Cil4 Professor deixa a gente ver a planilha do codigo de barras?
C15 Meu computador estad muito lento.
C16 Como que utiliza mesmo a fungdo MOD?
C17 Da mais tempo pra gente fazer.
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C18 Posso usar a calculadora?

C19 Né&o estou conseguindo mandar por e-mail.

Fonte: Diario de Campo (2023).

As falas contidas no Quadro 14 englobam dificuldades explicitadas nas etapas
anteriores, como: o0 apego a calculadora e o tempo, além de, problemas técnicos operacionais,
como: a lentiddo dos computadores e o envio das planilhas eletronicas por e-mail. E ainda
apresenta a dificuldade na obtencéo do resto da divisdo de dois niUmeros inteiros, evidenciada
pelas falas C14 e C16.

Nessa etapa 0s problemas observados pelo pesquisador ultrapassam 0 campo
matematico e difundem-se nas inquietacbes dos estudantes no laboratorio. O fato de as
maquinas possuirem acesso a internet, propiciou a distracdo de alguns estudantes durante a
execucdo da tarefa. O Quadro 15 retrata algumas dificuldades encontradas.

Quadro 15 — Principais problemas observados no exame pratico
Dificuldade

Utilizacdo da internet para fins alheios a atividade.

Conversas paralelas, risadas e barulho.

Lentiddo dos computadores no processamento das planilhas eletrénicas.

Dificuldade de implementacdo algoritmica dos conceitos matematicos teoricos.

Dependéncia dos estudantes em calculadoras e celulares.

Fonte: Proprio Autor (2023).

O Quadro 15 expbe a complexidade da utilizacdo da internet em sala de aula. Conforme
apontado no Capitulo 3, a internet aproxima, integra e da dinamicidade ao processo

educacional, mas possibilita distracGes e perca de objetividade na realizacdo das tarefas.

A lentiddo dos computadores ndo comprometeu a execuc¢do da atividade. O principal
obstaculo verificado na busca de conhecimento matemético, deve-se a dificuldade de
implementacdo algoritmica dos conceitos matematicos teoricos. A falta de absor¢do dos

contetidos abordados na aula expositiva se refletiu na implementagéo das planilhas eletronicas.

Na secdo seguinte, a ultima deste capitulo, abordamos a aquisicdo das habilidades
descritas na sequéncia didatica em consonancia com a BNCC. Além disso, apontamos outras

habilidades englobadas durante a realiza¢do da SD.
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6.2 ANALISE NA PERSPECTIVA DA BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um marco na educacéo brasileira. O
documento normatiza o conjunto de aprendizagem essenciais que todos os alunos devem
adquirir no decorrer das etapas da Educacdo Basica (BRASIL, 2018). O documento define
competéncias a serem adquiridas pelos estudantes, nas etapas da: Educagdo Infantil, Ensino
Fundamental: Anos Iniciais e Anos Finais, e Ensino Médio.

Conforme a BNCC, a etapa do Ensino Fundamental divide-se em cinco areas, a saber:
Linguagens, Matematica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas e Ensino Religioso. O
Ensino Médio encontra-se dividido em quatro areas, nesse caso em: Linguagens e suas
Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, e
Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. O Quadro 16 relaciona as disciplinas curriculares da

Educacdo Baésica e as areas de conhecimento da BNCC.

Quadro 16 — Disciplinas curriculares inseridas nas areas da BNCC

Ensino Fundamental Ensino Médio
Arte Arte
_ Educacéo Fisica Linguagens e suas Educagéo Fisica
Linguagens _ . _
Lingua Portuguesa Tecnologias Lingua Portuguesa
Lingua Inglesa Lingua Inglesa
. . Matematica e suas .
Matematica Matematica ) Matematica
Tecnologias
Biologia

A . Ciéncias da Natureza _
Ciéncias da Natureza Ciéncias _ Fisica
e suas Tecnologias

Quimica

_ Filosofia

o Geografia - i
Ciéncias Humanas Ciéncias Humanas e Geografia
Histdria Sociais Aplicadas Histdria
Ensino Religioso Sociologia

Fonte: BNCC (2018).

A BNCC sustenta-se por meio de alguns conceitos, dentre eles: objetos de

conhecimento, habilidades e competéncia, que sdo definidos como:
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()] Objetos de conhecimento

Os conteudos, conceitos e processos organizados em diferentes unidades tematicas que
possibilitam o trabalho multidisciplinar, e sdo aplicados a partir do desenvolvimento de um
conjunto de habilidades (BRASIL, 2018).

(1)  Habilidades

Os conhecimentos necessarios para alcancar as competéncias. Em outras palavras,
utilizamos um conjunto de habilidades para desenvolver uma competéncia, essas habilidades

guando juntas possibilitam o dominio de determinado contexto (BRASIL, 2018).
(1) Competéncia

“A mobilizacdo de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas,
cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida

cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho” (BRASIL, 2018, p. 8).

No processo de concepcao do projeto de pesquisa idealizou-se a anélise de somente duas
habilidades, no caso a “EMI3MAT315” (BRASIL, 2018, p. 537) e “EMI13MAT405”
(BRASIL, 2018, p. 539), ambas do Ensino Médio. No entanto, apds a aplicacdo da SD, e
consequentemente analise dos dados, constatou-se a necessidade de discutir outras habilidades
inseridas nas atividades, no caso: “EFO6MAO05” (BRASIL, 2018, p. 303) ¢ “EFO6MA06”
(BRASIL, 2018, p. 303), ambas do Ensino Fundamental. Desse modo temos:

a) EFO6MAO05

“Classificar nimeros naturais em primos € compostos, estabelecer relagdes entre
numeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “¢ divisor de”, “¢ fator de”, e estabelecer, por
meio de investigacOes, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 ¢ 1000

(BRASIL, 2018, p. 303).

A habilidade descrita encontra-se inserida por meio das questdes 3 e 4, da atividade
diagndstica. Na questdo 3 a utilizacdo de um problema olimpico, extraido da OBMEP, visava
aaplicacdo dos critérios de divisibilidade por 5 e por 9. Na questdo 4 poderia ter sido empregado
o critério de divisibilidade por 12, que consiste na utilizacdo simultanea dos critérios por 3 e

por 4.
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b) EFO6MAOG

“Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de divisor”
(BRASIL, 2018, p. 303). A questdo 2 da atividade diagndstica tratava de um problema de
divisdo de um terreno, observa-se no modelo de resolucio proposto, APENDICE C, a presenca

dos conceitos de multiplo e divisor.
c¢) EM13MAT315

“Reconhecer um problema algoritmico, enuncia-lo, procurar uma solucéo e expressa-la
por meio de um algoritmo, com o respectivo fluxograma” (BRASIL, 2018, p. 537). Essa
habilidade esteve presente nas questdes 2, 3 e 4, do exame tedrico, que se sustentavam na
implementacao dos algoritmos de verificacdo das sequéncias numéricas do CPF e na obtencédo

dos dois digitos verificadores de erro por meio de representagdes escritas.
d) EM13MAT405

“Utilizar os conceitos basicos de uma linguagem de programagao na implementacao de
algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica” (BRASIL, 2018, p. 539). A Gltima
habilidade inserida na SD esteve presente por meio das implementacdes algoritmicas nas

planilhas eletrdnicas, no caso nas questfes 1 e 2, do exame pratico.

A anélise do desenvolvimento das habilidades foi construida a partir de duas
perspectivas: acertos/erros e construcdo de significados. Ao observar os Graficos 3, 4, 5, 11,
12, 13, 14 e 15, apresentados no Capitulo 5, temos os percentuais de acertos, erros e em branco,
em cada uma das questdes mencionadas anteriormente nas habilidades, onde observa-se em

todos os graficos percentuais de acertos inferiores a 60%.

Embora os percentuais de acertos nas questdes que englobam as habilidades da BNCC
ndo tenham sido satisfatorios, por meio delas foi possivel diagnosticar problemas bésicos de
letramento matematico. Durante a SD verificou-se disparidades de conhecimento matematico
dentro da amostra, ao passo que alguns estudantes detinham o dominio das habilidades, outros
conseguiram evoluir na construcdo das habilidades e em grande parte ndo se obteve éxito no

processo de construcdo de conhecimento.

Na perspectiva de producdo de significados, ndo existe certo ou errado. Por meio das
analises foi possivel visualizar as dificuldades e angustias dos alunos, constatando que o

problema € estrutural, ou seja, difunde-se desde o Ensino Fundamental.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

As ideias contidas nessa dissertagdo emanam da necessidade de um professor ensinar
matematica aos seus alunos. O texto encontra-se alicercado nas habilidades da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), alinhado as Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacao

na Educagdo Matemaética, e 0 mais importante, centrado nos estudantes.

O trabalho foi composto por sete capitulos, sendo este capitulo destinado as
consideracOes finais. Os capitulos representam manifestacbes do autor, sobre: educacéo,
matematica e pesquisa cientifica. No Capitulo 1, na Introducdo, foram apresentadas as
motivacgdes e a pergunta norteadora, além dos objetivos da pesquisa.

No Capitulo 2, Elementos de Aritmética Modular, trouxemos resultados interessantes
no campo da Teoria dos NUmeros, especificamente em congruéncia modular. No Capitulo 3,
Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacdo na Educacdo Matematica, fizemos
discuss@es sobre Tecnologias de Informacdo de Comunicacgéo (TIC) e Tecnologias Digitais de
Informacdo e Comunicacdo (TDIC) e expomos as fases das TDIC dentro da Educacdo

Matemaética no Brasil, caracterizando no final com as planilhas eletronicas.

No Capitulo 4, dedicamos a Metodologia utilizada na realizacdo da pesquisa.
Detalhamos o ambiente da a¢do, no caso uma escola publica no municipio de Paracatu-MG, e
a amostra, estudantes de duas turmas do primeiro ano do Ensino Médio dessa escola. Por fim,
descrevemos a pesquisa quanto aos procedimentos e métodos, enfocando para utilizacdo de

uma sequéncia didatica (SD) e seus desdobramentos durante a execucao.

O Capitulo 5, Andlise das Respostas, e o Capitulo 6, Construcao de Significados, estdo
entrelacados por narrativas construidas a partir dos documentos coletados durante a pesquisa
de campo, no entanto, os capitulos diferem-se quanto a significacdo. No Capitulo 5, os dados
sdo analisados na perspectiva de erro, acertos e em branco, estando enfocado nas respostas
produzidas/esperadas. No Capitulo 6, a anélise qualitativa se da na perspectiva do contetdo

registrado nos documentos, ndo importando erro ou acerto, mas o significado produzido.

O processo de anélise dos dados estrutura-se por meio dos documentos produzidos pelos
estudantes e nas anotacOes realizadas no diario de campo pelo pesquisador. Optamos por
direcionar as interpretac0es para a amostra, no entanto, outras interpretacdes poderiam ter sido
realizadas desde que houvesse mudanca no enfoque, por exemplo: nas dificuldades encontradas

ou nas metodologias empregadas.
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Em vista da pergunta norteadora: Que impactos podem ser percebidos no conhecimento
matematico de estudantes do Ensino Médio, na perspectiva da Base Nacional Comum

Curricular, a partir de uma sequéncia didatica que explore aplicacdes de congruéncia modular?

Tem-se duas respostas. Se analisarmos na perspectiva do Capitulo 5, podemos inferir a
partir da SD que estamos distantes do patamar aceitavel/satisfatorio, observamos que a caréncia
de conhecimento matematico basico dos estudantes tornou-se o grande obstaculo no
desenvolvimento das habilidades: “EMI3MAT315” (BRASIL, 2018, p. 537) e
“EM13MAT405” (BRASIL, 2018, p. 539). Se investigarmos segundo a ¢ética contida no
Capitulo 6, percebemos que a SD impactou fortemente, pois permitiu ao pesquisador conhecer

a amostra e suas dificuldades, revelando as habilidades que carecem de intervencao.

O fato de o pesquisador acreditar em uma educacdo freiriana, na qual deve-se estimular
a criticidade do aluno e auxilia-lo dentro do processo de ensino-aprendizagem, possibilitou-se
a construcdo de multiplos significados por meio da SD. Em todo momento, durante as
aplicacdes das atividades, foi explicitado aos estudantes que o foco nédo era o acerto ou erro,

mas como se construiria o raciocinio l6gico-matematico.

Acreditamos que o objetivo principal do trabalho, que era: investigar os efeitos de uma
proposta de ensino-aprendizagem a partir de uma sequéncia didatica que explore aplicacGes da
congruéncia modular para alunos de Ensino Médio, foi alcancado. O objetivo especifico,
estudar os fundamentos tedricos relacionados a congruéncia modular, foi atingido por meio do
Capitulo 2. Com o desenvolvimento da SD teve-se 0s demais objetivos secundarios cumpridos,
no caso, exemplificar a congruéncia modular por meio de situacdes do cotidiano tais como:
codigos de barras e Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF), e propor um modelo de sequéncia
didatica para o ensino de Matematica por meio de algoritmos de identificagdo e verificacdo por

meio de congruéncia modular.

O trabalho permitiu boas analises sobre Educacdo, sendo englobados aspectos inerentes:
a avaliacdo, a psicologia e ao desenvolvimento cognitivo dos educandos. Na perspectiva do
ensino da matematica, percebemos a caréncia de letramento matematico dos estudantes e a
necessidade de explorarmos outras vertentes em sala de aula, como por exemplo: a utilizacéo
de questdes olimpicas, as TDIC, entre outros. Além disso, a quantidade de erros ortograficos
observados no processo de correcdo das questdes aponta para a urgéncia de projetos

integradores entre as areas de Matematica e Lingua Portuguesa na escola.
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Com enfoque sobre as metodologias e instrumentos pedagogicos, observamos o apego
a calculadoras, celulares, e outros equipamentos eletronicos. A internet se mostrou necesséria
para o compartilhamento e utilizacdo online das planilhas eletrénicas, porém quando utilizada

sem objetividade mostrou-se sem beneficio, ocasionando em distracao.

No ambito das planilhas eletronicas, verificamos muita dificuldade na transformacéo
dos conceitos matematicos em implementacdo algoritmica, evidenciando a necessidade do
planejamento conjunto das disciplinas de matematica e informatica basica, ambas componentes
curriculares da 12 série do Ensino Médio. Esse fato expde o &rduo percurso a ser atravessado
pela escola no desenvolvimento do pensamento computacional, presente no Novo Ensino
Médio.

A pesquisa possibilitou ao pesquisador aprimoramento profissional e o dominio de
novas metodologias no ensino de matematica, no caso as planilhas eletrénicas. Sob o aspecto
humano, houve o rompimento das fronteiras professor-aluno, o que permitiu ao pesquisador

aproximar-se dos estudantes compreendendo sua realidade educacional e sociocultural.

O trabalho aponta para diversas possibilidades de investigac6es futuras das TDIC dentro
das subareas da Educacdo Matematica, mais especificamente: na Etnomatematica, na
Resolucdo de Problemas e na Modelagem Matematica. No que tange o ensino de matematica,
nota-se multiplas tematicas a serem exploradas, a saber: curriculo, formacdo docente,

metodologias ativas e dificuldades de aprendizagem.

H& um longo caminho a ser percorrido pelo professor de matematica. A BNCC esta
inserida no contexto escolar, 0 que emerge a necessidade dos alunos em apropriarem-se das
habilidades. O pensamento computacional estara integrado ao Novo Ensino Médio, o que
provoca no professor a busca por novos conhecimentos. A presenca de celulares e calculadoras

é uma realidade, cabendo ao docente dar-lhes sentido a sua utilizacdo em sala de aula.

Podemos concluir que esta dissertacdo, as atividades da SD e os trabalhos oriundos desta
pesquisa, podem contribuir com o ensino da divisdo de nimeros inteiros na perspectiva das
habilidades na BNCC, podendo ser adaptado para outros conteudos. Espera-se que a producéo

desse texto possa influenciar a pratica de outros professores de matematica.

Finalizamos o texto reformulando a pergunta do professor Bortolossi (2023), descrita
no Capitulo 6, de “Qual é a cara da Matematica?” para “Qual ¢ a cara da matematica ensinada

em sala de aula?”.
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ANEXOS

ANEXO A - PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

& UNIVERSIDADE FEDERAL DE
UFCAT CATALAQ - UFCAT
PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DO PROJETO DE PESQUISA

Titulo da Pesquisa: CONGRUENCIA MODULAR: uma sequéncia didatica para o ensino médio.
Peaguisador: GUILHERME RAMON GOMES PIRES ARANTES

Area Tematica:

Versdo: 2

CAAE: T11TB523.6.0000.0164

Instituigéo Proponente: UNIVERSIDADE FEDERAL DE CATALAD

Patrocinador Principal: Financiamento Prdpric

DADOS DO PARECER
Mimero do Parecer: 6302 175

Apresentacio do Projeto:
As informagoes acerca deste protocolo (CAAE: T1178523.6.0000.0164) foram retiradas da brochura do
projeto de pesquisa (vers8o 2) bem como do arquivo Informagfes Bésicas da Pesguisa

(PE_INFORMAGCOES_BASICAS_DO_PROJETO_2088008.pdf). datado de 31 de agosto de 2023.

Tratz-se de um protocolo de primeira versSo em que & pesguisa tem como tlulo *CONGRUENCIA
MODULAR: uma sequéncia didédtica para o Ensino Médio® e estd vinculada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matemsética em Rede Nadconal - PROFMAT do Instituto de Matematica e Tecnologia da
Universidade Federal de Catal3o, como parte dos requisitos para obtengao do grau de Mestre em
Matematica, na Area de Concentragso: Ensino de Matemdética, sob orientagao do Prof. Dr. Thiago Porto de
Almeida Freitas.

Resumo da pesquisa: “A congruéncia modular, ferramenta da Teoria dos Mdmeros, parmite estabelecer
propriedades com os restos da divis8o entre nimernos inteiros. Sua aplicabilidade pode ser verificada através
da criptografia, em calendérios & até mesma em sistemas de identificago de numeros, como no Cadastro
de Pessoa Flaica (CPF) & no codigo de barras. O principal objetive desta pesquisa & descrever os meios
como as habiidades da Bese Macional Comum Curricular s80 adquindas por estudanies do Ensino Médio a
partir do desenvolviments de uma sequéncia diddtica que explore aplicagtes da congruéncia modular. A
ideda & expor 08 conceitos bésicos relacionados
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AMALISE — Pendéncia stendida.

Apds a leitura de todos os documentos que compfem o protocolo obsenvou-se que todas as pendéncias
apresentadas & Versdo 1 foram atendidas. Assim, o meu parecer ao presente protocolo é de aprovagho,
&mj.

Conslderactes Finals a critério do CEP:

Informamos gue o Colegiado do Comité de Etica em Pesquisa da Universidade Federal de Catalao
(CEPIUFCAT) considera o presente protocolo APROVADO, o mesmo fol considerado em acordo com os
principios éticos vigentes. Reiteramos a importincia deste Parecer Consubstanciado, e lembramos que o
pesquisador responsével deverd encaminhar ac CEP/UFCAT o Relatdrio Final baseado na conclusio do
estudo & na incidéncia de publicagbes decomentes deste, de acordo com o disposto na ResolugBo CHS n.
4662012 & suas complementares Resolugtes CHNE n. 5102016 ou n. 58002018, O prazo para enfrega do
Relatdrio Final & de até 30 dias apds o encerramento da pesquisa constante neste Protocoloe. ©
CEP/UFCAT disponibiliza modelo de relatdrio final de protocole de pesguisa am:
https:/icap. catalao ufg_brip/2 TBT6-orientacoes-para-atendimento-de-pendencias-submissao-de-emend as-
alteracac-de-pesgquisador-responsavel-e-envio-de-relatorics#EnvioRelatorio

0B85, O CEPUFCAT LEMBRA QUE QUALQUER MUDANCA NO PROTOCOLO DEVE SER INFORMADA

IMEDIATAMENTE, NA FORMA DE EMENDA, PARA FINS DE ANALISE E APROVACAD DA MESMA POR
ESTE COMITE.

Este parecer fol elaborado baseado nos documentos abalxo relaclonados:

_'ﬁpu Documento Arquivo Postagem Autor Situaceo
informagoes Basicas|PE_INFORMACOES _BASICAS DO P | 31082023 Acaito
| do Projeto ROJETO 2098008 pdf 73031

Projeto Detalhada | | Proj_PosParecer_Grifado pdf 3170872023 |GUILHERME Acaito
Brochura 171947 |RAMON GOMES
|investigador EIRES ARANTES

Projeto Detalhado | | Pro]_PosParecer. pdf 31/08/2023 |GUILHERME Acaito
Brochura 171930 |RAMON GOMES
Linyestigador FIRES ARANTES
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Outros Carta_de_Encaminhamento_pdf 31/0872023 |GUILHERME Acaito
171704  |RAMON GOMES
PIRES ARANTES
TCLE / Termos @2 |Move_TCLE pdf 310872023 [GUILHERME Acaito
Assantimento | 1T14:48  [RAMON GOMES
Justificativa de PIRES ARANTES
LAuESncia _
TCLE / Termos de  |Movo_TALE pdf 31/08/2023 [GUILHERME Acaito
Assentimento 17:14:22  |RAMON GOMES
Justificativa de PIRES ARAMTES
Aussncia
ograma Cronograma_novo. pdf 31082023 |GUILAERME Araitn
160746 |RAMON GOMES
PIRES ARANTES
Outros Conformidade_anuencia_pdf 2B/06/2023 |GUILHERME Acaito
16:04:35 |RAMON GOMES
PIRES ARAMTES
Outros Conformidade_Folha_de_rosto.pdf 2B/06/2023 |GUILHERME Acaito
16:04:00 |RAMON GOMES
BIRES ARAMTES
Outros Conformidade_termo_de_compromisso. | 28/08/2023 |GUILHERME Acaito
16:0257 |RAMON GOMES
BIRES ARANTES
Folha de Rosto Folha_de_rosto_sssinedo_assinedo.pdf | 28/08/2023 [GUILHERME Acaito
15:18:25 |RAMON GOMES
Bl TES
Declaragio de Termo_de_anuencia_sasinado.pal [EICTFIFE] G&E&Eﬁ.ﬂ; Acaito
Instituicso e 14:42:51 |RAMON GOMES
Infraestrutura FIRES ARANTES
Declaragso de TERMO_DE_COMPROMISSO _assinad | 30/052023 |GUILHERME Acaito
Pesquisadores o_assinado.pdf 16:03:06 |RAMOMN GOMES
FIRES ARANTES
Situagdo do Parecer:
Aprovedo
Mecessita Apreclagéo da CONEP:
MNao
CATALAD, 14 de Setembro de 2023
Assinado por:
Magda Valérla da Silva
{Coordenadoria))
Enderego:  Aw. Dr. Lamartine Finlo de Avelar, 1120 Setor Universitario, Bloco Diddtico |, segundo piso {subindo as
Bairna:  Sefor Universino GEP: 75 704-030
UF: GO Municiplo:  CATALAG
Tolofone:  (58)3441-7609 E-mail: cepufcal.edubr
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APENDICE

APENDICE A - SEQUENCIA DIDATICA

A Matemaética no contexto escolar é vista como dificil e pouco atrativa pelo estudante.
Para Braumann (2001, p. 25), “as criangas sdo desde cedo condicionadas a ndo gostar de
Matematica, até porque tém inumeros exemplos de pessoas que estimam e que também néo

gostam e disso se vangloriam”.

Segundo dados do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira (INEP):
[..] 68,1% dos estudantes brasileiros estdo no pior nivel de proficiéncia em
matematica e ndo possuem nivel basico, considerado como 0 minimo para o exercicio
pleno da cidadania. Mais de 40% dos jovens que se encontram no nivel basico de
conhecimento sdo incapazes de resolver questfes simples e rotineiras. Apenas 0,1%
dos 10.961 alunos participantes do Pisa apresentou nivel maximo de proficiéncia na
area. Em termos de escolarizagéo, os estudantes brasileiros estdo trés anos e meio atras

dos paises da OCDE [Organizacdo para Cooperagdo e Desenvolvimento Econdmico],
quando o assunto é proficiéncia em matematica (INEP, 2018).

No contexto educacional pos-pandemia o desinteresse tem se tornado um dos principais
motivos do baixo rendimento escolar. E papel do professor buscar novas metodologias que
envolvam e motivem o aluno para o ensino de matematica. Para Ponte e outros (2009, p. 23),
“na disciplina de Matematica, como em qualquer outra disciplina escolar, o envolvimento ativo
do aluno é uma condicao fundamental da aprendizagem. O aluno aprende quando mobiliza os

seus recursos cognitivos e afetivos com vista a atingir um objetivo”.

Este apéndice destina-se a apresentar uma sequéncia didatica (SD) para o ensino de
congruéncia modular. A sequéncia didatica foi construida de acordo com o0s objetivos e
habilidades expressas na BNCC (BRASIL, 2018). A construcdo das etapas e atividades de
ensino seguiram o modelo de SD idealizada por Zabala (1998, p. 60).

Para a confeccdo das atividades/materiais foram selecionados diversos livros, artigos e
textos presentes em revistas cientificas no qual relacionam a congruéncia modular por meio de
situacOes do cotidiano. Espera-se que os alunos tenham uma rica experiéncia, ampliando assim

o0 conhecimento matematico em relagdo aos conteidos abordados.

Um resumo das informacdes gerais da proposta esta apresentado no Quadro 17.
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Quadro 17 — Apéndice A — Informaces gerais da sequéncia didatica

Area

Matematica e suas tecnologias

Publico-alvo

Ensino Médio / 1° Ano

Unidade Tematica

Numeros e Algebra

Habilidades (BNCC)

(EM13MAT315) Reconhecer um problema
algoritmico, enuncié-lo, procurar uma solugéo e
expressa-la por meio de um algoritmo, com o
respectivo fluxograma.
(EM13MAT405) Utilizar os conceitos basicos de
uma linguagem de programacao na
implementacdo de algoritmos escritos em

linguagem corrente e/ou matematica.

Objetivos/Expectativas de Aprendizagem

e Compreender a aritmética presente no
sequenciamento numérico empregado no
Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF) e no

cddigo de barras;
e Utilizar os conceitos da congruéncia
modular (e suas propriedades) para
obtencdo do resto da divisdo de nimeros
inteiros;

e Desenvolver um algoritmo matematico
que reconheca se determinado padréao de

nameros € um CPF ou um cddigo de

barras a partir da congruéncia modular.

Duracdo

15 horas-aula

Conhecimentos Prévios

e Divisdo de nimeros inteiros;
e Propriedades do resto da divisédo de

ndmeros inteiros.

Estratégias de Ensino

e Aula expositiva dialogada;
e Estudo de texto;
¢ Resolucéo de exercicios;
e Ensino em grupos;

e Laboratorio.

Recursos Educacionais

e Caderno, lapis e borracha;
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e Quadro branco;
e Pincéis para quadro branco;
e Material impresso;
e Laboratorio de informatica;
e Computador;
e Planilhas eletronicas;
e Embalagens de produtos com cédigo de
barras;

e |nternet.

Fonte: Proprio autor (2023).

ETAPAS DA SEQUENCIA DIDATICA

A seguir sera detalhado o roteiro de cada encontro da SD.
Atividade Diagnostica

A avaliacdo diagnodstica ndo é obrigatoria para o inicio da execuc¢do das atividades. No
entanto, quando aplicada ela trara o nivel de conhecimento prévio dos estudantes acerca da
divisdo de numeros inteiros. Orienta-se a utilizacdo de duas-horas aula (equivalente a 120

minutos) para execucao da atividade.

o Aula 1:

A atividade serd iniciada com o acolhimento e organizacao dos estudantes em fila pelo
professor. Em seguida, o professor aplicara a atividade diagndstica, conforme Apéndice B —
Avaliacdo Diagnostica. A proposta € verificar os conhecimentos basicos da divisao de nimeros

inteiros e suas propriedades, a atividade tera duracdo de uma hora-aula.

Para quantificagdo das notas o professor atribuird um ponto para cada atividade e
subdividira essa pontuagdo nos casos em que houver subitens. A primeira aula sera encerrada

com o recolhimento da avaliacdo diagnostica.
o Aula 2:

A segunda aula sera iniciada com a organizacao dos alunos em fila, e na sequéncia o
professor corrigird as atividades no quadro e refletird sobre os procedimentos matematicos

empregados.

145



O gabarito das atividades encontra-se em Apéndice C - Avaliacdo
Diagnostica/Respostas Esperadas. A segunda aula sera finalizada com o término da corregdo

das atividades.

12 Etapa — Apresentacdo da Sequéncia Didatica.

Essa etapa consiste num primeiro contato do estudante com a area que sera pesquisada,
recomenda-se trés horas-aulas para a execugéo dessa etapa. Assim:

. Aulas 3 e 4:

A terceira aula serd iniciada com a recepc¢do e organizacdo dos estudantes em sala de
aula. O professor entregard um texto impresso, retirado da Revista Eureka (2007, p. 22),

intitulado “Adedanha ou de como os deuses matematicos trouxeram a paz ao mundo".

O texto fundamenta-se por explorar o resto da divisdo de numeros inteiros por meio de
jogos, como: o “par ou impar” e o “zero ou um”. Feita a explicagdo do jogo para um grupo de

n pessoas recomenda-se ao professor agrupar os alunos em quatro para fixacao do jogo.

A aula sera finalizada com o recolhimento das trés atividades baseadas no texto,
descritas em Apéndice D — Atividade de Congruéncia Modular. A avaliacdo se dara de modo
analogo ao realizado na avalia¢do diagnostica. O tempo necessario para execucao da proposta

¢ de duas horas-aula.
. Aula 5:

A Ultima hora-aula da primeira etapa sera iniciada com a organizacdo dos alunos em
sala. Em seguida o professor respondera as trés atividades deixadas na aula anterior.

O gabarito das atividades encontra-se em Apéndice E — Atividade de Congruéncia
Modular/Respostas Esperadas. Essa etapa sera finalizada com a explicacdo em linhas gerais do

conceito de congruéncia modular de nimeros inteiros e algumas de suas propriedades bésicas.

22 Etapa - Sistema de identificacdo de nimeros: o codigo de barras.
o Aula 6:

Com duracéo prevista de uma hora-aula a segunda etapa inicia-se com a recepcao dos

estudantes em sala de aula. Sera apresentada a Figura 44.

146



Figura 44 — Apéndice A — Modelo de codigo de barras

1 23456 " 78910 4

Fonte: https://ibid.com.br/blog/codigos-de-barras-conheca-0s-8-tipos-existentes/

Seréo realizados os seguintes questionamentos:
1°) O que é um cddigo de barras?
2°) Pra que ele serve?
3% Como é feita a escolha da sequéncia dos digitos?

Sera realizada uma abordagem historica do cédigo de barras e sua aplicabilidade no
Brasil e no mundo. Para melhor discussdo o professor fara a distribuicdo e leitura de textos,
conforme os materiais encontrados nos links:
(1) https://codigosdebarrasbrasil.com.br/a-evolucao-e-historia-do-codigo-de-barras/

(2) https://segredosdomundo.r7.com/codigo-de-barras/
(3) https://www.i9automacaocomercial.com.br/blog/descubra-quem-inventou-o-codigo-de-barras/

Ap0s a leitura seré realizada a diferenciacdo entre os cddigos de barra UPC-A e EAN-
13, conforme Figura 45.

Figura 45 — Apéndice A — Diferenciagdo de cddigo de barras: UPC-A e EAN-13

" 75678 1l 16

412

|
IM || | EAN-13
J |

075670 164125

n

Fonte: https://ime.ufg.br/bienal/2006/mini/polcino.pdf

A aula sera encerrada com uma breve explicacdo de como ocorrera a proxima etapa da

sequéncia didatica.
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32 Etapa - Busca de solugdes e exposicdo do algoritmo

Nessa fase serd desenvolvido o algoritmo que verifica se uma sequéncia de treze
nimeros € um codigo de barras, para isso sugere-se que o professor utilize duas aulas

individuais de sessenta minutos.
° Aula7:

A aula sera iniciada com o acolhimento dos alunos e sua organizagdo em filas. Sera feita
a leitura do artigo abaixo que exemplifica a aplicabilidade do sequenciamento de numeros
presente no codigo de barras:

(4) http://www.ime.unicamp.br/~apmat/a-matematica-do-codigo-de-
barras/#:~:text=A%20hist%C3%B3ria%20d0s%20c%C3%B3digos%20de%20barra&text=E
mM%20torn0%20de%201970%2C%20uma,um%20c%C3%B3digo%20adequado%20para%20i
Ss0.

Em todo 0 momento o professor fara reflexdes sobre o texto, abrindo espaco para falas
e intervencdes dos estudantes. Por fim, a aula sera finalizada com um questionamento a ser
discutido no encontro seguinte, a saber: Qual a funcdo do ultimo digito no cddigo de barras?
o Aula 8:

A aula tera inicio ap0s a organizacao dos discentes em sala de aula. A ideia € realizar a
explicacdo tedrica dos conhecimentos matematicos presentes no codigo de barras, para isso

recomenda-se a aula expositiva/dialogada.

O cadigo de barras EAN-13 é composto por: dois ou trés digitos que identificam o pais
de origem, os cinco ou quatro digitos restante até as barras centrais identificam o fabricante, ja
no lado direito do codigo os cinco primeiros digitos identificam o produto especifico do

fabricante. No entanto, resta o Gltimo digito, qual é a funcdo desse algarismo?

O dltimo digito é denominado digito de verificacdo, e é acrescentado ao final do
processo para corrigir erros de digitacdo. A escolha desse digito de verificacdo ndo é feita
aleatoriamente, tal escolha envolve processos aritméticos interessantes, mais especificamente

de congruéncia modular.

Dado um produto no sistema EAN-13 por uma sequéncia qualquer de digitos
a;a, -+ a;3. Toma-se x o ultimo digito da sequéncia do vetor, tal que x € {0,1, ---,9}, assim,
v = (aq,a,, -+, ay2,x). Por convencdo no sistema EAN-13 adota-se um vetor de pesos (fixo)

que nao se altera, tal vetor é definido por w = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).
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A obtencdo do digito verificador se da por meio do produto escalar de v e w, deste

modo:
v-w = (aq,ay+,a45,%) +(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1),
isto e,
VW =ay +3a,+as +3a, +as +3ag + a; +3ag + ag + 3a,9 + a4 + 3a;4, + x.

Deve-se escolher x de modo que a soma anterior seja multipla de 10, em notacéo

matematica, tem-se que, ¥ - w = 0 (mod 10).

Para melhor compreensdo do método, considere como exemplo o codigo de barras
789500026624 sem o digito de verificacdo. A ideia é identificar o digito verificador x

conforme algoritmo explicado.

Sejav = (7,8,9,5,0,0,0,2,6,6,2,4,x) ew = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), entdo o produto
v - w sera dado por:
v-w = (7,8,9,5,0,00,2,6,6,2,4,x) -(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1),
isto é,
Vw=7+24+9+15+0+0+0+6+6+18+2+ 12+ x,

ouseja, v-w =99 + x.

Deste modo, 0 nimero que se deve somar a ¥ - w para que se torne um mdaltiplo de 10 é

um, logo, x = 1, ou seja, o digito verificador é 1.

Para ilustrar como ocorre a identificacdo de erro, suponha que um chocolate tenha
codigo de barras 9788583371816 e que um operador de caixa tenha digitado enganado o codigo
9788683371816 (trocando o quinto digito). Deste modo, quando o computador receber esta

sequéncia de numeros ele realizara a seguinte conta:

9+3-7+8+3-8+6+3-8+3+3-:3+7+3-1+8+3-1+6 = 131,

com isso, o resultado ndo é um multiplo de 10, logo o computador alerta sobre o erro cometido.

O mesmo raciocinio aplicado ao sistema EAN-13 € utilizado no sistema UPC, a

diferenca é que o vetor de peso € dado com um digito a menos, ou seja,

w=(3,13,1,3,1,3,13,1,3,1).
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A aula sera finalizada solicitando aos alunos que eles pesquisem previamente sobre

planilhas eletrdnicas (comandos béasicos) para o préximo encontro.

42 Etapa — Generalizacdo do algoritmo matematico por meio de planilhas eletronicas.

Nessa etapa serdo utilizadas duas horas-aula de forma conjugada (em sequéncia) no
laboratorio de informética da Instituicdo. O professor chegaré previamente para organizagdo do
ambiente e dos computadores, e na sequéncia fara o acolhimento e organizacdo dos estudantes.
o Aulas 9 e 10:

A ideia dessa etapa é generalizar o método a partir dos conceitos e algoritmos estudados
anteriormente. Para melhor compreensdo dos assuntos abordados seréo utilizadas planilhas

eletronicas.

No primeiro momento sera implementado o algoritmo desenvolvido anteriormente
numa planilha eletrbnica, na qual verificara se dada uma sequéncia de treze numeros

corresponde a um codigo de barras.

O professor pode considerar como exemplo o cddigo de barras dado por:
7898341430098. Para implementacao do algoritmo seguira os passos/instrucdes abaixo.

Passo 1: Criar dentro de uma planilha eletronica uma coluna onde em cada linha contenha um

digito do cddigo de barra, veja a Figura 46.

Figura 46 — Apéndice A — Coluna dos digitos do Cddigo de Barras 1

A B £ D

Implementagio 1 -Verificagdo se uma sequéncia de 13 digitos é um cddigo de barras

Digitos do cddigo de barras
7

L= =R B = B B e R

DLD

=~ (| =
[« JRN =R R B U R S "SI = - =T = <)

Fonte: Proprio Autor (2023).
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Passo 2: Conforme a Figura 47, crie uma coluna distribuindo o vetor de pesos, onde cada linha

deve conter uma entrada do vetor.

Figura 47 — Apéndice A — Coluna dos pesos do Codigo de Barras 1

A B (€ D
Implementagdo 1 -Verificagdo se uma sequéncia de 13 digitos & um codigo de barras

]
2

3 | Digitos do codigo de barras ~ Pesos
4 7 1

_.
I

L Y- R R T e L TO - Y-

L R W W W e W e W

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 3: Conforme a Figura 48, crie uma coluna denominada produtos dos digitos por pesos e

em seguida somar os valores. Deve-se utilizar a seguinte formula:

(i) Na célula C4, digite o comando = A4 * B4;

(i)  Em seguida clique e arraste a célula C4 a célula C16 serd obtido automaticamente
0s produtos das colunas;

(iii)  Nacélula C17, digite o comando = SOMA(C4: C16) seré& obtida a soma dos valores

dos produtos.

Figura 48 — Apéndice A — Coluna produto dos digitos por pesos do Cadigo de Barras 1

F20 - f
A B C D
1 Implementagio 1-Verificagdo se uma sequéncia de 13 digitos & um coédigo de barras
2
3 | Digitos do codigo de barras  Pesos  Produtos dos digitos por pesos
4 7 1 7
5 8 3 24
6 9 1 9
7 8 3 24
8 3 1 3
9 4 3 12
10 1 1 1
11 4 3 12
12 3 1 3
13 o 3 1]
14 0 1 0
15 9 3 27
16 8 1 8
17 Soma 130

oo

Fonte: Proprio Autor (2023).
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Passo 4: Nesta etapa serd verificado se o resultado é congruente mod 10, ou seja, se deixa resto
zero na divisdo por 10. Se o resto da divisdo for zero entdo a sequéncia numérica é um cddigo
de barras, caso contrario ndo havera um cddigo de barras. Serdo utilizados os seguintes

comandos:

(i) Na célula D5 escreva= MOD(C17; 10), tal comando retornara o resto da divisdo
de C17 (soma dos produtos de digitos por pesos) por 10;

(i) Na célula D6 escreva um comando condicional, = SE(D5 =
0; "Eum cédigo de barras"; "Nao é um codigo de barras"™), com isso uma

mensagem sera emitida se a sequéncia é ou ndo um codigo de barras.
A Figura 49 mostra o resultado obtido.

Figura 49 — Apéndice A — Algoritmo implementado do Codigo de Barras 1

F19 - £
A B C D

1

2

3 | Digitos do codigo de barras  Pesos  Produtos dos digitos por pesos Verificagio
4 7 1 7 Resto da Divisdo:

5 2 3 24 o
3 9 1 9 E um cédigo de barras

7 3 3 24

8 3 1 3

9 4 3 12
10 1 1 1
11 4 3 12
12 3 1 3
13 0 3 0
14 0 1 ]
15 9 3 27
16 a8 1 2
17 Soma 130

—
=]

Fonte: Proprio Autor (2023).

Deste modo, ocorre a generalizacdo do processo de verificagcdo do sistema de numeragéo
de cddigo de barras a partir da planilha eletrénica. Com base nisso, é possivel saber se uma
sequéncia de treze digitos é um cddigo de barras, para isso basta alterar os digitos da coluna A

e obter a resposta na célula Dé6.

Uma atividade opcional/complementar consiste em implementar uma planilha
eletrbnica, de modo que a partir de uma sequéncia de doze digitos consigamos determinar qual
deve ser o digito verificador para que o conjunto de treze digitos forme um codigo de barras no
sistema EAN-13.
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O professor considerard como exemplo a sequéncia numérica: 789608940302X, o
objetivo é determinar o valor do digito verificador de erro X.

Passo 5: Crie dentro de uma planilha eletronica uma coluna colocando em cada linha os doze

primeiros digitos da sequéncia numérica, como apresentado na Figura 50.

Figura 50 — Apéndice A — 12 Coluna da planilha do Codigo de Barras 2

F17 - fe

1 Implementagdo 2 -Determinagio do digito verificador a partir de doze algarismos
2

3 | Digitos do cédigo de barras
4 7

5 8

6 9

7 6

8 0

9 8

10 9

1 4

12 0

13 3

14 0

15 2

16

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 6: Conforme a Figura 51 crie uma coluna distribuindo o vetor de pesos, onde em cada

linha deve conter uma entrada do vetor.

Figura 51 — Apéndice A — 22 Coluna da planilha do Codigo de Barras 2

F17 & I’

Implementagdo 2 -Determinagio do digito verificador a partir de doze algarismos

Digitos do codigo de barras Pesos
7

(== I = T, R - TE R S
[

[ie]

JEAr PSSy [y [y [y
L W = O

MO W o WD M W o
WP W W W W W

—
(=2}

Fonte: Proprio Autor (2023).
Passo 7: De modo analogo ao procedimento descrito no Passo 3 do algoritmo anterior, faca:

(1) Na celula C4, digite o comando = A4 * B4;
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(i)  Em seguida clique e arraste a célula C4 a célula C15 serd obtido automaticamente
0s produtos das colunas;
(iii)  Nacélula C16, digite o comando = SOMA(C4: C15) seré obtida a soma dos valores

dos produtos.
A Figura 52 traz o resultado obtido.

Figura 52 — Apéndice A — 32 Coluna da planilha do Cédigo de Barras 2

G20 - I

1 Implementagio 2 -Determinagdo do digito verificador a partir de doze algarismos
2

3 | Digitos do codigo de barras Pesos Produtos dos digitos por pesos
4 7 1 7

5 8 3 24

b 9 1 9

7 6 3 18

8 ] 1 1]

9 8 3 24

10 9 1 9

11 4 3 12

12 ] 1 1]

13 3 3 9

14 ] 1 1]

15 2 3 6

16 Soma 118

-
P}

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 8: Nessa ultima etapa sera calculado o valor do digito verificador de erros. Utilize os

seguintes comandos:

(i) Na célula D5 escreva = MOD(C16; 10), tal comando retornara o resto da divisdo
de €16 (soma dos produtos de digitos por pesos) por 10;

(i)  Na célula D7 escreva o comando = 10 — D5, deste modo obteremos o valor do
digito verificador, vale ressaltar que este € o namero natural que somado com D5

e/ou C16 que deixa resto zero na diviséo por 10

Veja o resultado obtido na Figura 53.
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Figura 53 — Apéndice A — Valor do digito verificador do Cddigo de Barras 2

G19 = 5

Implementagdo 2 -Determinagdo do digito verificador a partir de doze algarismos

1

2

3 | Digitos do cadigo de barras Pesos Produtos dos digitos por pesos Calculo do digito verificador

4 7 1 7 Resto da Divisdo:

5 8 3 24 8
6 9 1 9 O valor do digito verificador sera:

7 6 3 18 2
8 0 1 0

9 8 3 24

10 9 1 9

11 4 3 12

12 1] 1 1]

13 3 3 9

14 0 1 0

15 2 3 6

16 Soma 118

=]

Fonte: Proprio Autor (2023).

A aula sera finalizada com a explicacdo do que ocorrera na etapa seguinte e com a

organizacéo do laboratorio.

52 etapa — Explorando o CPF

A quinta (e ultima) etapa da SD sera composta de cinco horas-aulas e tem por objetivo
verificar se o educando adquiriu conhecimentos a partir das habilidades previstas na BNCC.
Para isso sera utilizada a sequéncia numérica do CPF, e esta fase divide-se em: explicacdo

tedrica (uma hora-aula), exame tedrico (duas horas-aula) e exame pratico (duas horas-aula).
. Aula 11 (Explicagdo teérica):

A composicdo numérica do CPF é formada por um conjunto de onze nimeros, sendo
trés conjuntos de trés nimeros e um par de digitos verificadores. Veja um exemplo de nimero

de inscrigéo de CPF:
987.654.321-00

A sequéncia de nimeros do CPF ndo é uma sequéncia aleatéria, ela segue um raciocinio
aritmético-matematico de modo que cada sequéncia de onze digitos é Unica, 0 que o torna

confiavel e intransferivel entre os cidadaos.

Para validacdo do modelo referente a sequéncia numérica de um CPF, serd utilizado o

modelo ficticio cujo nimero é 041.695.641-62.
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Passo 1: Distribuir os 9 digitos em um quadro colocando os pesos 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, e 2,

da esquerda para a direita, conforme Quadro 18.

Quadro 18 — Apéndice A — Distribuicéo dos digitos do CPF e pesos
N° do CPF 0 4 1 6 9 5 6 4 1

Pesos 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 2: Efetuar o produto dos valores de cada coluna, conforme disposto no Quadro 19.

Quadro 19 — Apéndice A — Produto dos digitos pelos pesos no CPF

N° do CPF 0 4 1 6 9 5 6 4 1
Pesos 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Resultado 0 36 8 42 54 25 24 12 2

Fonte: Proprio Autor (2023).
Passo 3: Efetuar o somatorio dos resultados.

0+36+8+42+54+25+24+12+ 2 = 203.
Passo 4: O resultado obtido no passo anterior (203) sera utilizado, no qual sera dividido por 11.
Seréa considerado como quociente apenas o valor inteiro da divisdo, o resto obtido na divisdo

sera empregado no célculo do 1° digito verificador. Assim, tem-se:

(1) 203/11 = 18 (quociente) e resto 5;
(i) 11 -5 =6 (primeiro digito verificador).

Obs.: Se o resto da divisdo por 11 for menor do que 2, o primeiro digito verificador torna-se 0,
caso contrario deve-se proceder como acima, ou seja, subtrair o valor obtido de 11.
Para obtencdo do 2° digito verificador, deve-se utilizar primeiro digito verificador

descoberto anteriormente.

Passo 5: O Quadro 20 seguird 0 mesmo procedimento empregado ao Quadro 18, contudo sera
adicionado mais um namero na linha dos pesos, pois tem-se mais um digito no n°® do CPF, que

foi o primeiro digito verificador encontrado.

Quadro 20 — Apéndice A — Digitos do CPF com 1° digito verificador e pesos
N° do CPF 0 4 1 6 9 5 6 4 1 6

Pesos 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Fonte: Proprio Autor (2023).
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Passo 6: Obtemos o0 Quadro 21 seguindo raciocinio andlogo ao empregado no passo 2.
Quadro 21 — Apéndice A — Produto dos valores das colunas com 1° digito verificador

N° do CPF 0 4 1 6 9 5 6 4 1 6
Pesos 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Resultado 0 0 9 48 63 30 30 16 3 12
Fonte: Préprio Autor (2023).

Passo 7: Efetua-se novamente o somatorio dos resultados.

0+40+9+48+63+30+30+16+ 3+ 12 = 251.

Passo 8: Analogamente ao procedimento empregado no Passo 4, utilizamos o resultado obtido

no passo anterior (251). Assim, temos:

(i) 251/11 = 22 (quociente) e resto 9;
(i) 11 -9 =2 (segundo digito verificador).

Deste modo chega-se a conclusdo que a sequéncia numérica 041.695.641-62 € um uma
sequéncia valida para um namero de CPF.
Um dispositivo pratico para verificacdo se uma sequéncia de onze nameros é um CPF,
consiste em:
(1 Escrever um vetor 1 com os onze digitos do CPF 1 = (ay, ay, ..., dq1);
(I1)  Escrever um vetor w com os pesos, tal que, w = (11,10, ..., 1);
(111)  Efetuar o produto escalar de % e w;
(IV)  Verificar a congruéncia (mod 11) do produto escalar i - w, e:
e Seiu-w =0 (mod 11), entdo a sequéncia de nimeros é um CPF;

—

e Caso contrario, u +w % 0 (mod 11), entdo a sequéncia de digitos ndo

corresponde a um CPF;

No exemplo discutido, tinhamos a sequéncia ficticia 041.695.641-62, observe que:

1=(0416,95,641672)ew=(11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1).

Fazendo, i - w, teremos:

Uu-w=0-114+4-10+1-9+6-8+9-7+5:6+6:5+4-4+1-3+6-2+2-1

Uw=0+40+9+48+63+30+30+16+3+12+2
u-w =253,
logo,
i-w=253=0 (mod 11),

pois, 253 = 23 - 11.
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Deste modo comprava-se o fato que a sequéncia 041.695.641-62 ¢ um a sequéncia
valida para um CPF.

Outra informacao interessante consiste no fato de que o ultimo algarismo do terceiro
conjunto de nimeros, YYY.YYY.YYY-YY (destacado em negrito) indica a regido®? onde o
CPF foi emitido. Tem-se:

0 — Rio Grande do Sul,

1 — Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Tocantins;
2 — Acre, Amapa, Amazonas, Para, Rondbnia e Roraima;

3 — Ceara, Maranhdo e Piaui;

4 — Alagoas, Paraiba, Pernambuco e Rio Grande do Norte;

5 — Bahia e Sergipe;

6 — Minas Gerais;

7 — Espirito Santo e Rio de Janeiro;

8 — Sdo Paulo;

9 — Parand e Santa Catarina.

No exemplo ficticio acima, a sequéncia 041.695.641-62 seria uma CPF emitido em
algum destes estados Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Tocantins.

Realizada a exposi¢cdo tedrica do método de composicdo dos numeros do CPF, o
professor finalizara a aula fazendo os encaminhamentos para a etapa de avaliagdo.

. Aulas 12 e 13 (Exame teérico):

O professor chegard antecipadamente a sala de aula para organizacdo das carteiras.
Recepcionado os alunos o professor fara a leitura das instrucfes da prova, nelas constardo o que
sera permitido na realizacdo da atividade e os objetivos esperados.

A atividade sera individual ndo podendo realizar consulta em materiais impressos e/ou
eletronicos, além disso ndo serd permitido a utilizacdo de calculadoras. O professor distribuira
a atividade impressa e duas folhas sulfite para registro das respostas.

A atividade proposta consta no Apéndice F — Exame Teorico. As respostas esperadas
para esta atividade encontram-se descritas no Apéndice G - Avaliagio — Exame

Tedrico/Respostas Esperadas.

52 A Receita Federal, que gerencia o cadastro, é dividida em dez regides fiscais para fins administrativos, logo o
nono digito corresponde a regido fiscal do endereco informado no primeiro cadastro feito pelo cidaddo. Disponivel
em https://www.gov.br/receitafederal/pt-br/assuntos/educacao-fiscal/educacao_fiscal/folhetos-
orientativos/cadastros-dig.pdf . Acesso em: 10 fev. 2024.

158


https://www.gov.br/receitafederal/pt-br/assuntos/educacao-fiscal/educacao_fiscal/folhetos-orientativos/cadastros-dig.pdf
https://www.gov.br/receitafederal/pt-br/assuntos/educacao-fiscal/educacao_fiscal/folhetos-orientativos/cadastros-dig.pdf

A atividade seréa encerrada com o término do tempo de prova e com o recolhimento da
atividade pelo professor.

. Aulas 14 e 15 (Exame prético):

O exame pratico consiste numa atividade que serd realizada no laboratorio de
informatica da instituicdo. O professor chegard previamente para organizacdo do ambiente e
dos computadores, e na sequéncia fard o acolhimento e organizacdo dos estudantes.

O professor deixara antecipadamente ligado os computadores com a planilha eletronica
aberta. A partir disso, o professor organizara os alunos no laboratério de informatica. Nao sera
permitida consulta em materiais impressos, ou dispositivos eletrdnicos (como celulares) e entre
0s participantes, nem comunicagdo ou conversas paralelas.

A atividade proposta/sugerida consta no Apéndice H — Avaliacdo — Exame Pratico. As
respostas esperadas para esta atividade encontram-se descritas no Apéndice | —Avaliacdo —
Exame Préatico/Respostas Esperadas.

A aula seré finalizada com armazenamento das planilhas desenvolvidas pelo professor
para fim de correcdo. Por fim seré realizada a organizacéo do laboratorio.

Avaliacao

O processo avaliativo se dara de forma cumulativa, durante todas as etapas da sequéncia
didatica. Com intuito de mensurar uma nota e/ou conceito para 0s estudantes, pensou-se numa

avaliacdo constituida de instrumentos quantitativos e qualitativos.
Para uma avaliacdo quantitativa, recomenda-se a utilizagdo das seguintes atividades:

e Avaliacdo diagnostica;
e Atividade de congruéncia;
e Avaliacdo/Exame:

» Auvaliacéo escrita;

» Implementacdo do algoritmo através de planilhas eletrdnicas.

Em seu trabalho, Luckesi (2006) analisa o processo avaliativo e propde reflexdes sobre
como avaliar. Acredita-se que a avalicdo ndo pode estar centrada somente no certo ou errado,

outros fatores devem ser considerados, sobretudo os de carater qualitativo.

159



Com objetivo de englobar aspectos qualitativos no processo avaliativo, sugere-se a
utilizacdo de escalas do tipo Likert®®, de modo que englobe fatores como: esforco,

envolvimento, dedicacdo, participacao e questionamentos durante as atividades.

Segundo Cunha (2007, p. 24), entende-se que uma escala Likert “é composta por um
conjunto de frases (itens) em relacdo a cada uma das quais se pede ao sujeito que esta a ser
avaliado para manifestar o grau de concordancia desde o discordo totalmente (nivel 1), até ao

concordo totalmente (nivel 5, 7 ou 11).”
Na Figura 54, tem-se a proposta da escala criada por Likert em 1932,

Figura 54 — Escala do tipo Likert

| | | | |
Aprovo Aprovo Indeciso Desaprovo Desaprovo

fortemente fortemente

Fonte: Likert (1932).

No desenvolvimento do modelo de avaliagdo sugerido segundo a escala Likert, pode-se
optar pela escala cinco. Com isso, a escala sera composta de cinco juizos de valores qualitativos,
dispostos da seguinte forma: 6timo, bom, mediano, ruim e péssimo. Convertendo para um
sistema de pontos, tem-se: 6timo = 5 pontos, bom = 4 pontos, mediano = 3 pontos, ruim = 2

pontos e 0 péssimo = 1 ponto.

A seguir apresenta-se 0 modelo de avaliacdo para os aspectos qualitativos. A ideia
consiste no estudante responder cada uma das assertivas com um dos cinco juizos de valoragéo,
no caso: 6timo, bom, mediano, ruim ou péssimo. Ao final, o professor convertera a escala de
valoracdo para uma escala de pontuacdo, gerando uma pontuacao a cada estudante. A nota final,
chamada de nota atitudinal, se dard pelo percentual da pontuacdo obtida pelo estudante em

relacdo a pontuacéo total possivel da escala.

53 Professor de sociologia e psicologia e diretor do Instituto de Pesquisas Sociais da Universidade de Michigan.
Desenvolveu diversos estudos sobre lideranca e geréncia com experimentos e andlises das informagdes sobre
trabalhos de outros estudiosos. Likert ganhou notoriedade por ter desenvolvido a chamada “Escala de Atitudes”.
Disponivel em: https://professorluizroberto.com/03-teoria-comportamental-rensis-likert/ . Acesso em: 10 fev.
2024.
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Para cada assertiva indique sua resposta utilizando a seguinte escala (pode utilizar

somente a letra correspondente):

Otimo.....ccceveren @)
Bom......oooviin, B
Mediano.................. M
RUIM....ooiiiies R
PESSIMO.....cooirveiines P

Julgue os itens a partir das suas a¢des durante a sequéncia didatica realizada:

a) Comportamento:

b) Dedicacao:

c) Esforgo:

d) Envolvimento:

e) Participacdo:

f) Questionamentos realizados:

A fim de chegar-se a uma nota final para o estudante apds a execucdo da sequéncia
didatica, sugere-se a utilizacdo do Quadro 22 como referéncia. O professor podera optar em
utilizar somente as atividades da etapa explorando o CPF, é facultado ao professor escolher

guantas e quais atividades da SD usar no processo avaliativo.

Quadro 22 — Apéndice A — Quadro de notas
Alunos Exame Escrito (N1) | Implementacdo (N2) | Atitudinal (N3) | Total
Aluno 1
Aluno 2

Aluno n
(enésimo

aluno)

Fonte: Proprio Autor (2023).
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A nota final serd dada pela média aritmética simples obtida pelo estudante em cada um
dos instrumentos avaliativos. Caso o professor julgue interessante poder-se-a utilizar-se de
pesos em algumas etapas, dando maior destaque as etapas em que ocorrer melhor
desenvolvimento das habilidades da BNCC, nesse caso a nota final serd dado pela média

ponderada das atividades.

Além disso, o professor ao final do percurso podera fazer um pequeno questionario com

questionamentos do tipo:

(1) O que vocé estudou no decorrer da sequéncia de aulas?
(2) Os assuntos abordados foram relevantes?

(3) O que mais chamou sua atencdo? Por qué?

(4) Vocé conseguiu compreender os conceitos matematicos envolvidos? Se ndo, quais ndo

conseguiu compreender?
(5) Tem interesse em aprofundar no assunto?

Recomenda-se ao final da proposta duas horas-aula para uma mesa redonda entre
estudantes e professor. Este momento destina-se a realizar o feedback da proposta, relembrar

as etapas da SD e discutir as respostas obtidas a partir dos questionamentos.
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APENDICE B — AVALIACAO DIAGNOSTICA

Questao 1) Determine o quociente e o resto da divisao:
a) de 27 por 5 c) de 513 por 11
b) de 38 por 7 d) de 1457 por 17

Questdo 2) Um mercado publico foi construido em uma area de 6.000 metros quadrados. Na
preparacédo do terreno, o espacgo foi dividido em trés partes iguais. Duas partes foram utilizadas
para construir 50 boxes para os feirantes e a parte que sobrou foi reservada ao estacionamento.

Calcule qual a area de cada box construido.

Questdo 3) (OBMEP) No numero 6a78b, o algarismo a € da ordem das unidades de milhar e o

algarismo b ¢é da ordem das unidades. Se 6a78b for divisivel por 45, entdo o valor de a + b é:

a) 5 d)8
b) 6 e)9
c) 7

Lembre-se: um namero é divisivel por 45, quando é divisivel por 5 e por 9.

Questdo 4) Ache o menor multiplo de 5 que deixa resto 2 quando dividido por 3 e por 4.

Questédo 5) Sabe-se que:
1 minuto = 60 segundos
1 hora = 60 minutos

Com essas informacdes podemos converter determinada quantidade de segundos para hora e

minutos. Exemplo: 4.873 segundos = 1h 21min 13seg = 01: 21: 13.
Converta a quantidade de segundos abaixo para o formato Xhoras Ymin Zseg=X:VY:Z

a) 37.517 segundos
b) 61.983 segundos
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APENDICE C - AVALIACAO DIAGNOSTICA/RESPOSTAS ESPERADAS

Questao 1) Determine o quociente e o resto da divisao:

a) de 27 por 5 c) de 513 por 11
b) de 38 por 7 d) de 1457 por 17
Solucéo:

Pelo algoritmo da divisdo de Euclides, sejam a e b, dois nimeros inteiros com b # O.

Existem dois Unicos nimeros inteiros g (quociente) e r (resto) tais que:

a=bqg+r,com0 < r <|b|,

deste modo,
a) Vejaque
27 =5-5+2,
logo,q =5er =2.
b) Note que
38=7-5+3,

logo,g =5er =3.
c) Observe que
513 =11-46+7,
logo,q =46er =7.
d) Vejaque
1457 =17 -85+ 12,

logo,q =85er =12.

Questdo 2) Um mercado publico foi construido em uma éarea de 6.000 metros quadrados. Na
preparacdo do terreno, o espaco foi dividido em trés partes iguais. Duas partes foram utilizadas
para construir 50 boxes para os feirantes e a parte que sobrou foi reservada ao estacionamento.

Calcule qual a area de cada box construido.

Solucéo:

Sabendo que a area total é de 6.000 metros quadrados, ao dividir em trés partes iguais
tem-se 2.000 metros quadrados, dai a area destinada aos boxes sera de 4.000 metros quadrados.
Dividindo 4.000 metros quadrados por 50 boxes, obtém-se
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4.000 = 50-80 + 0,

logo, cada boxe ocupara uma &rea de 80 metros quadrados.

Questado 3) (OBMEP) No numero 6a78b, o algarismo a € da ordem das unidades de milhar e o

algarismo b € da ordem das unidades. Se 6a78b for divisivel por 45, entdo o valor de a + b é:

d 5 d) 8
e) 6 e)9
f) 7

Lembre-se: um numero € divisivel por 45, quando é divisivel por 5 e por 9.

Solucéo:
Se 6a78b é um numero divisivel por 45, entdo ele é divisivel simultaneamente por 5 e

por 9. Mas pelos critérios de divisibilidade de nimeros naturais temos,

(i) Um ndmero natural n € divisivel por 5 se, e somente se, 0 algarismo das unidades
for divisivel por 5;
(i) Um namero natural n é divisivel por 9 se, e somente se, a soma dos seus algarismos

for um ndmero divisivel por 9.

A partir disso, pode-se afirmar que os possiveis valores de b s&o 0 ou 5.
0] Se b = 0, entdo, 9 deve dividir a soma,
6+a+7+8+0=a+ 21,
0 que implicaem a = 6.
0] Se b = 5, entdo, 9 deve dividir a soma,
6+a+7+84+5=a+ 26,
0 que implicaem a = 1.

Deste modo, nos dois casos temosquea+b=6+0=6ea+b=1+5=6.

Questao 4) Ache o menor multiplo de 5 que deixa resto 2 quando dividido por 3 e por 4.

Solucéo:
Seja n um numero natural tal que, 5 divide n.Temos que, n = 3q; + 2 en = 4q, + 2,

com g4, q» € N, igualando os valores de n temos:

3q1+2=4qz+2<:>3q1=4q2<:>q1=43ﬂ ou qzz%.
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Logo, deve-se imaginar um nimero que subtraido em duas unidades seja divisivel por 3 e por

4 simultaneamente, ou seja, ele deve ser divisivel por 12, dai temos que: n = 48 + 2 = 50.

Questao 5) Sabe-se que:
1 minuto = 60 segundos
1 hora = 60 minutos

Com essas informacdes podemos converter determinada quantidade de segundos para hora e
minutos. Exemplo: 4.873 segundos = 1h 21min 13seg = 01: 21: 13.

Converta a quantidade de segundos abaixo para o formato Xhoras Ymin Zseg=X:VY:Z

c) 37.517 segundos
d) 61.983 segundos

Solucéo:
Sabendo que uma hora tem 60 minutos e cada minuto tem 60 segundos, entdo uma hora
tem 60 - 60 = 3600 segundos.
a) Pelo algoritmo da divisdo de Euclides ao dividir 37.517 segundos por 3600 segundos,
obtém-se
37.517 = 3.600-10 + 1.517,

ou seja, 37.517 é equivalente a 10 horas e 1.517 segundos.

Nesta etapa sera feita a conversdo de 1.517 segundos para minutos. Assim, ao aplicar

novamente o algoritmo da diviséo de Euclides, temos
1.517 =60-25+ 17,
ou seja, 1. 517 é equivalente a 25 minutos e 17 segundos.

Portanto, 37.517 segundos podem ser expressos como: 10h 25 min 17seg.

b) Pelo algoritmo da divisdo de Euclides ao dividir 61.983 segundos por 3600 segundos,
obtém-se
61.983 = 3.600-17 + 783,

ou seja, 61.983 é equivalente a 17 horas e 783 segundos.

166



Nesta etapa sera feita a conversdo de 783 segundos para minutos. Assim, ao aplicar

novamente o algoritmo da divisdo de Euclides, temos
783 =60-13 + 3,
ou seja, 783 é equivalente a 13 minutos e 3 segundos.

Portanto, 61.983 segundos podem ser expressos como: 17h 13min 3seg.
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APENDICE D - ATIVIDADE DE CONGRUENCIA MODULAR

Questdo 01) Uma pessoa toma uma medicacdo as 13h00, sabe-se que ele precisa repetir a

medicacdo ap0s 12 horas, que horas ele deve tomar o remédio?

Questédo 02) (Colégio Militar de Fortaleza — 2011) Dois nimeros inteiros positivos sao tais que
a divisdo do primeiro deles por 7 deixa resto 6, enquanto a divisdo do segundo, também por 7,

deixa resto 5. Somando os dois numeros e dividindo o resultado por 7, o resto sera:

a)
b)
c)
d)
e)

g B~ W N

Questdo 03) Sabendo que dia 13 de outubro de 2023 sera uma sexta-feira qual dia da semana
sera dia 26 de dezembro de 2023.

a) segunda-feira
b) terca-feira

¢) quarta-feira
d) quinta-feira

e) sexta-feira
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APENDICE E - ATIVIDADE DE CONGRUENCIA MODULAR/RESPOSTAS
ESPERADAS

Questdo 01) Uma pessoa toma uma medicacdo as 13h00, sabe-se que ele precisa repetir a

medicacdo ap0s 12 horas, que horas ele deve tomar o remédio?

Solucéo:

Como em um dia sdo contabilizadas 24 horas, ao somar 13 + 12 = 25 horas. Assim, ao
dividir por 24, obtemos: 25 = 24 -1+ 1. Logo, o resto da divisdo foi 1, ou seja, a pessoa

deverd tomar a medicacdo a 01h da manha.

Questao 02) (Colégio Militar de Fortaleza — 2011) Dois nimeros inteiros positivos sdo tais que
a divisdo do primeiro deles por 7 deixa resto 6, enquanto a divisdo do segundo, também por 7,

deixa resto 5. Somando os dois nimeros e dividindo o resultado por 7, o resto sera:

a)
b)
c)
d)
e)

g b~ W N

Solucao Tradicional:

Sejam a e b nUmeros inteiros positivos, pelo Algoritmo da Divisdo de Euclides temos que a =
79, +6eb=7q,+5,comgq,, q; €Z,somando-se a e b obtemos:
a+b=7q,+6+7q,+5=a+b=7(q,+q,) + 11,
dai,
a+b=7(q1+q)+7+4=>a+b=7(q. +q, +1) +4,

logo, o resto da divisdo por 7 é 4.

Solucédo Via Aritmética Modular:

Sejam a e b nUmeros inteiros positivos, temos que a = 6 mod 7 e b = 5 mod 7, a0 somar as
congruéncias obtém-se:
a+b=6+5mod7 =a+b=11mod 7,

note que 11 quando dividido por 7 deixa resto 4.
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Questdo 03) Sabendo que dia 13 de outubro de 2023 sera uma sexta-feira qual dia da semana
sera dia 26 de dezembro de 2023.

a) segunda-feira
b) terca-feira

¢) quarta-feira
d) quinta-feira
e) sexta-feira

Solucéo:

Contando os dias que faltam para terminar més de outubro, obtemos: 18 dias; o més de
novembro tem 30 dias, e 0 més de dezembro tera 26 dias (até 26/12). Somando os dias obtemos:
18 + 30 + 26 = 74 dias.

Ao dividir 74 por 7 encontramos quociente 10 e resto 4, o que significa que
passaram 10 semanas completas e mais 4 dias. Tomando a sexta-feira como o dia 0, teremos o
sébado como o dia 1, o domingo como 2, a segunda-feira como 3 e a terga-feira como 4, assim

o0 dia 26 de dezembro de 2023 sera uma terca-feira.

170



APENDICE F — AVALIACAO - EXAME TEORICO

Questdo 01) Marque V para verdadeiro e F para falso:

a) ( ) Duas pessoas podem possuir 0 mesmo CPF.

b) ( ) A aritmética relacionada as sequéncias de CPF baseia-se na divisdo por 11.

c) ( ) Os pesos utilizados no processo de multiplicacdo dos digitos do CPF séo de livre
escolha podendo ser alterado.

d) ( ) A sequéncia de numeros 345.724.518-50 que corresponde a um CPF foi emitido no
estado de S&o Paulo.

e) () A sequéncia de nimeros 290.016.051-09 que corresponde a um CPF foi emitido no
estado do Rio Grande do Sul.

Justifique sua resposta.

Questdo 02) Verifique se as sequéncias de nimeros correspondem a um CPF:
a) 181.624.940-81 c) 670.704.960-68
b) 248.684.735-91 d) 961.768.792-56

Questdo 03) Determine os digitos verificadores das sequéncias de niumeros abaixo para que
correspondam a um CPF:

a) 285.666.758-XX
b) 863.802.855-YY

Questdo 04) (Clubes Obmep/Adaptado) Na figura, temos a imagem do cartdo de um suposto
CPF:

Figura 55 — Apéndice F — CPF montado questéo 4

' MINISTERIO DA FAZENDA
Secretaria da Receita Federal

CPF ..

‘

332.200.116-44

DUDA CID WELZHU

01/01/1981

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/ .

Supondo o cartdo verdadeiro:
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a) Qual o Estado Brasileiro responsdvel pela emissédo do CPF? Por qué?
b) O primeiro Digito Verificador esta correto? E o segundo? Justifique matematicamente a sua

resposta.
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APENDICE G - AVALIACAO - EXAME TEORICO/RESPOSTAS ESPERADAS

Questdo 01) Marque V para verdadeiro e F para falso:

a) ( ) Duas pessoas podem possuir 0 mesmo CPF.

b) ( ) Aaritmética relacionada as sequéncias de CPF baseia-se na divisdo por 11.

c) ( ) Os pesos utilizados no processo de multiplicacdo dos digitos do CPF sdo de livre
escolha podendo ser alterado.

d) ( ) A sequéncia de numeros 345.724.518-50 que corresponde a um CPF foi emitido no
estado de S&o Paulo.

e) ( ) A sequéncia de nimeros 290.016.051-09 que corresponde a um CPF foi emitido no
estado do Rio Grande do Sul.

Solucéo:

a) Falso, cada CPF é Unico e intrasferivel entre os cidadaos;

b) Verdadeiro, o processo aritmético fundamenta-se na obtencéo do resto da divisdo por
11,

c) Falso, os pesos para multiplicacdo dos digitos sdo fixos;

d) Verdadeiro, como o ultimo digito antes dos digitos verificadores é 8 entdo essa
sequéncia pertence ao estado de S&o Paulo;

e) Falso, o Ultimo digito antes dos digitos verificadores € 1 e o digito verificador do estado
do Rio Grande do Sul é 0.

Questao 02) Verifique se as sequéncias de numeros correspondem a um CPF:

a) 181.624.940-81 c) 670.704.960-68
b) 248.684.735-91 d) 961.768.792-56
Solucéo:
Sera verificado a congruéncia (mod 11) do produto escalar i - w, dados os vetores
U= (ay, ...,a;;1) ew = (11,10,...,1) representam o vetor de digitos e o vetor com 0s pesos,

respectivamente.
a) Tomemos u = (1,8,1,6,2,4,9,4,0,8,1) e w = (11,10,9,8,7,6,5,4,3,2, 1).
Fazendo, % - w, teremos:
Uu-w=1-114+8-10+1-94+6-8+2-74+4-6+9-5+4-44+0-3+8-2+1-1
U-w=11+80+9+48+14+24+45+16+0+16+1
- w =264,
logo, u-w = 264 = 0 (mod 11), pois, 264 = 24 - 11.

Deste modo a sequéncia 181.624.940-81 é uma sequéncia valida para um CPF.

b) Tomemos U= (2,48,6,8,4,7,3,59,1) e w = (11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)
Fazendo, % - w, teremos:
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Uu-w=2-114+4-10+8-94+6-8+8-7+4-6+7-5+3-4+5-3+9-2+1-1
U-w=22+40+72+48+56+24+35+12+15+18+1
U-w =343,
logo, 1 -w = 343 # 0 (mod 11), pois, 343 = 31 - 11 + 2.

Deste modo a sequéncia 248.684.735-91 ndo é uma sequéncia valida para um CPF.

c) Tomemos u = (6,7,0,7,0,4,9,6,0,6,8) e w = (11,10, 9,8,7,6,5,4,3,2, 1)
Fazendo, & - w, teremos:
Uw=6-114+7-10+0-9+7-8+0-7+4-6+9-5+6-4+0-3+6-2+8"1
U-w=66+70+0+56+0+24+45+24+0+12+38
i-w = 305,
logo, u-w =305 # 0 (mod 11), pois, 305 = 27 - 11 + 8.

Deste modo a sequéncia 670.704.960-68 ndo é uma sequéncia valida para um CPF.

d) Tomemos u = (9,6,1,7,6,8,7,9,2,5,6) e w = (11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)
Fazendo, i - w, teremos:
Uu-w=9-114+6-10+1-94+7-8+6-7+8-6+7-5+9-44+2-3+5-2+6-1
Uw=99+60+9+56+42+48+35+36+6+10+6
i-w =407,
logo, u-w = 407 = 0 (mod 11), pois, 407 = 37 - 11 + 0.

Deste modo a sequéncia 961.768.792-56 € uma sequéncia valida para um CPF.

Questdo 03) Determine os digitos verificadores das sequéncias de nimeros abaixo para que
correspondam a um CPF:

a) 285.666.758-XX
b) 863.802.855-YY

Solucéo:

a) Dada a sequéncia numérica 285.666.758-XX, analisemos os primeiros nove digitos:
Passos 1 e 2:

Quadro 23 — Apéndice G — Produto de digitos por pesos item 3.a)
N° do CPF 2 8 5 6 6 6 7 5 8
Pesos 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Resultado 20 72 40 42 36 30 28 15 16
Fonte: Proprio Autor (2023).
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Passos 3 e 4:
Q) Soma dos resultados:

Soma=20+72+40+42+36+30+28+ 15+ 16 =299

(i) Primeiro digito verificador:
299 : 11, 27 (quociente) e 2 (resto)
11 — 2 = 9 (1° digito verificador)

Passos 5 e 6:

Quadro 24 — Apéndice G — Novo produto de digitos por pesos 3.a)

N° do CPF 2 8 5 6 6 6 7 5 8 9
Pesos 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Resultado 22 80 45 48 42 36 35 20 24 18

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passos 7 e 8:
(ili))  Soma dos resultados:
Soma =22+80+45+48+42+36+35+ 20+ 24+ 18 =370

(iv)  Segundo digito verificador:
370 : 11, 33 (quociente) e 7 (resto)
11 — 7 = 4 (2° digito verificador)

Portanto, os digitos verificadores sdo 9 e 4.

b) Dada a sequéncia numérica 863.802.855-Y'Y, analisemos os primeiros nove digitos:

Passos 1 e 2:

Quadro 25 — Apéndice G — Produto de digitos por pesos 3.b)

N° do CPF 8 6 3 8 0 2 8 5 5
Pesos 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Resultado 80 54 24 56 0 10 32 15 10

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passos 3 e 4:
(1) Soma dos resultados:

Soma=80+54+24+56+0+10+32+ 15+ 10 = 281

(i) Primeiro digito verificador:
281 : 11, 25 (quociente) e 6 (resto)
11 — 6 = 5 (1° digito verificador)
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Passos 5 e 6:
Quadro 26 — Apéndice G — Novo produto de digitos por pesos 3.b)
N°do CPF | 8 6 3 8 0 2 8 5 5 5
Pesos 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2

Resultado 88 60 27 64 0 12 40 20 15 10
Fonte: Proprio Autor (2023).

Passos 7 e 8:
(i)  Soma dos resultados:
Soma=88+60+27+64+0+12+40+ 20+ 15+ 10 =336

(iv)  Segundo digito verificador:
336 : 11, 30 (quociente) e 6 (resto)
11 — 6 = 5 (2° digito verificador)

Portanto, os digitos verificadores sdo 5 e 5.

Questado 04) (Clubes Obmep/Adaptado) Na figura, temos a imagem do cartdo de um suposto
CPF:

Figura 56 — Apéndice G — CPF montado questéo 4

' MINISTERIO DA FAZENDA
Secretaria da Receita Federal

CPF

‘

332.200.116-44

DUDA CID WELZHU

01/01/1981

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/ .

Supondo o cartdo verdadeiro:

a) Qual o Estado Brasileiro responsavel pela emisséo do CPF? Por qué?
b) O primeiro Digito Verificador esta correto? E o segundo? Justifique matematicamente a sua

resposta.

Solucéo:
a) Analisando a sequéncia numérica observamos que o ultimo digito antes dos digitos

verificadores de erro é 6, logo o CPF foi emitido no estado de Minas Gerais.
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b) Dada a sequéncia numérica 333.200.116-ZZ, formada pelos nove primeiros digitos do
CPF:
Passos 1 e 2:

Quadro 27 — Apéndice G — Calculo 1° digito verificador 4.b)

N° do CPF 3 3 3 2 0 0 1 1 6
Pesos 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Resultado 30 27 24 14 0 0 4 3 12

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passos 3 e 4:
(v) Soma dos resultados:

Soma=30+27+24+14+0+0+4+3+12 =114

(vi)  Primeiro digito verificador:
114 : 11, 10 (quociente) e 4 (resto)
11 — 4 = 7 (1°digito verificador)

Portanto o primeiro digito verificador do cartdo esta errado.

Prosseguiremos para o calculo do segundo digito verificador.
Passos 5 e 6:

Quadro 28 — Apéndice G — Calculo 2° digito verificador 4.b)

Ne° do CPF 3 3 3 2 0 0 1 1 6 7
Pesos 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Resultado 33 30 27 16 0 0 5 4 18 14

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passos 7 e 8:
(vii)  Soma dos resultados:
Soma=33+30+274+16+0+0+5+4+ 18+ 14 = 147

(viii) Segundo digito verificador:
147 : 11, 13 (quociente) e 4 (resto)
11 — 4 = 7 (2° digito verificador)

Portanto o segundo digito verificador do cartdo esta errado.
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APENDICE H - AVALIACAO - EXAME PRATICO

1) Com base na explicacéo tedrica realizada pelo professor sobre o processo de constituicao da
sequéncia numérica do Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF). Implementar, em uma planilha

eletrbnica, um algoritmo que verifique se uma sequéncia de onze digitos € um CPF.

2) Implementar, em uma planilha eletrénica, um algoritmo que determina os dois digitos

verificadores de erro a partir de uma sequéncia de nove nimeros.
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APENDICE | - AVALIACAO - EXAME PRATICO/RESPOSTAS ESPERADAS

1) Com base na explicacéo tedrica realizada pelo professor sobre o processo de constituicao da
sequéncia numérica do Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF). Implementar, em uma planilha

eletrbnica, um algoritmo que verifique se uma sequéncia de onze digitos € um CPF.

Solucéo:

Para implementacéo do algoritmo seguiremos 0s passos/instrucdes indicados abaixo.

Passo 1: Criar dentro de uma planilha eletronica uma coluna onde em cada linha contenha um

digito do CPF (em nosso caso, simulamos com o niumero 181.624.940-81), veja a Figura 57.

Figura 57 — Apéndice | — Coluna dos digitos do CPF da questéo 1

E13 - I

Digitos do CPF

azm;:ammwmm#wmg
[l T =T S = R S oV T = R = I )

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 2: Conforme a Figura 58 crie uma coluna distribuindo o vetor de pesos, onde cada linha

deve conter uma entrada do vetor.
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Figura 58 — Apéndice | — Coluna dos pesos da questéo 1

F18 7 I
A B C D
1
2 —
3 | Digitos do CPF Pesos
4 | 1 11
5 | 8 10
6 | 1 9
7 6 8
8 | 2 7
9 | 4 6
10| 9 5
11 | 4 4
12 | 0 3
13 | 8 2
14 | 1 1
15 |

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 3: Conforme a Figura 59 crie uma coluna denominada produtos dos digitos por pesos e

em seguida somar os valores. Deve-se utilizar a seguinte formula:

(iv)  Nacelula €4, digitar o comando = A4 * B4;

(v)  Em seguida clique e arraste a célula C4 a célula C14 sera obtido automaticamente
0s produtos das colunas;

(vi)  Nacélula C15, digite o comando = SOMA(C4: C14) seré& obtida a soma dos valores

dos produtos.

Figura 59 — Apéndice | — Coluna produto dos digitos por pesos da questdo 1

F19 - I’

1

2 —

3| Digitos do CPF Pesos  Produtos dos digitos por pesos
4 | 1 1 1
5 | 8 10 80
6 | 1 9 9
7 | 7] 8 48
3 | 2 7 14
9 | 4 6 24
10| 9 5 45
11| 4 4 16
12| 1] 3 1]

13 | 8 2 16
14| 1 1 1
15| Soma 264
16

Fonte: Proprio Autor (2023).
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Passo 4: Nesta etapa verificaremos se o resultado é congruente mod 11, ou seja, se deixa resto
zero na divisdo por 11. Se o resto da divisdo for zero entdo a sequéncia numérica € uma
sequéncia valida para um CPF, caso contrario ndo teremos um codigo de valido. Utilizamos os

seguintes comandos:

(iii)  Na célula D5 escrevemos = MOD(C15; 11), tal comando retornard o resto da
divisdo de €17 (soma dos produtos de digitos por pesos) por 10;

(iv) Na célula D6 escreveremos o0 comando condicional, = SE(D5 =
0; "E um CPF"; "N3o é um CPF"), com isso emitiremos uma mensagem se a

sequéncia é ou ndo uma sequéncia véalida para o CPF.
A Figura 60 mostra o resultado obtido.

Figura 60 — Apéndice | — Algoritmo Implementado da questdo 1

H19 i %
A B C D
1
2
3 Digitos do CPF Pesos  Produtos dos digitos por pesos Verificagio
4 1 11 11 Resto da divisdo por 11:
5 3 10 80 ]
& 1 9 9 Eum CPF
7 7 8 43
8 2 7 14
9 4 6 24
10 9 3 45
11 a4 4 16
12 o 3 1]
13 8 2 16
14 1 1 1
15 Soma 264

Fonte: Proprio Autor (2023).

Deste modo, qualquer usuario pode abrir a planilha, inserir uma sequéncia de onze

digitos e verificar se a sequéncia é valida para um CPF.
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2) Implementar, em uma planilha eletrdnica, um algoritmo que determina os dois digitos

verificadores de erro a partir de uma sequéncia de nove nimeros.

Solucéo:

Tomemos como exemplo a sequéncia numerica: 285.666.758-XX, nosso objetivo € determinar

o valor dos dois ultimos digitos XX, também conhecidos como digitos verificadores de erro.

Passo 1: Criar dentro de uma planilha eletrénica uma coluna colocando em cada linha os nove

primeiros digitos da sequéncia numérica. Veja a Figura 61.
Figura 61 — Apéndice I — 12 Coluna da planilha da questéo 2

112 - I

Digitos do CPF

N TS R S

Wt =l On Ln

10

o L =] & h v LD DD R

12
13

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 2: Conforme a Figura 62 crie uma coluna distribuindo o vetor de pesos, onde em cada

linha deve conter uma entrada do vetor.
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Figura 62 — Apéndice | — 22 Coluna da planilha da quest&o 2

G16 N F

A B C D
1
2
3 Digitos do CPF Pesos
4 2 10
5 8 9
& 5 8
7 6 7
8 6 6
9 6 5
10 7 4
11 5 3
12 8 2

—y
w

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 3: Crie uma coluna denominada produtos dos digitos por pesos e em seguida some 0s

valores. Deve-se utilizar a seguinte formula:

(iv)
v)

(vi)

Na célula C4, digite o comando = A4 * B4;

Em seguida clique e arraste a célula C4 a célula C12 sera obtido automaticamente
0s produtos das colunas;

Na célula €13, digite o comando = SOMA(C4: C12) sera obtida a soma dos valores

dos produtos.

A Figura 63 traz o resultado obtido.

Figura 63 — Apéndice | — 32 Coluna da planilha da questéo 2

G16 - S
A B C D
1
2
3 Digitos do CPF Pesos Produtos dos digitos por pesos
4 2 10 20
3 8 9 72
] 5 ] 40
T o 7 42
8 1] ] 36
9 6 5 30
10 7 4 28
11 5 3 15
12 8 2 16
13 Soma 299

14

Fonte: Proprio Autor (2023).
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Passo 4: Nessa etapa calculamos o valor do primeiro digito verificador de erros. Utilizamos 0s

seguintes comandos:

(ili)  Na célula D5 escrevemos = MOD(C13; 11), tal comando retornara o resto da
divisdo de €13 (soma dos produtos de digitos por pesos) por 11;

(iv)  Nacélula D7 escrevemos o comando condicional, = SE(2 =< D5; 11 — D5; 0),
vale ressaltar que essa condicdo é necessaria pois caso o resto da divisdo for O ou 1,

o primeiro digito verificador devera ser 0.
Deste modo, conforme a Figura 64 obtemos o valor do primeiro digito verificador.

Figura 64 — Apéndice | — Valor do 1° digito verificador da questdo 2

F17 - 5
A B C D
1
2
3 Digitos do CPF Pesos Produtos dos digitos por pesos  Calculo do 12 digito verificador
4 2 10 20 Resto da divis8o por 11:
5 8 9 72 2
6 5 8 40 Valor do 12 digito verificador:
7 6 7 42 9
8 6 6 36
9 6 5 30
10 7 4 28
11 5 3 15
12 8 2 16
13 Soma 299
14

Fonte: Proprio Autor (2023).

Para obtencdo do segundo digito verificador repetimos o procedimento descrito

acrescentando o primeiro digito verificador. Assim:

Passo 5: Criar na planilha eletrénica uma coluna colocando em cada linha os dez primeiros

digitos da sequéncia numeérica (incluido o primeiro digito verificador), veja a Figura 65.
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Figura 65 — Apéndice | — CPF com 1° digito verificador da questéo 2

- I

Digitos do CPF Pesos Produtos dos digitos por pesos  Célculo do 12 digito verificador  CPF ¢/ 12 digito verificador

2 10 20 Resto da divisdo por 11: 2
8 9 72 2 8
5 ] 40 Valor do 12 digito verificador: 5
6 7 42 9 6
6 6 36 6
6 5 30 6
7 4 28 7
5 3 15 5
8 2 16 8

Soma 299 9

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 6: Conforme a Figura 66 crie uma coluna distribuindo o vetor de pesos, onde em cada

linha deve conter uma entrada do vetor.

Digitos do CPF

LI RN R = R = R = R I I

Figura 66 — Apéndice | — Novos pesos da questéo 2

B T D E F

Pesos  Produtos dos digitos por pesos  Calculo do 12 digito verificador  CPF ¢f 12 digito verificador Novos Pesos

10 20 Resto da divisdo por 11: 2 11
9 72 2 8 10
8 40 Valor do 12 digito verificador: 5 9
7 42 9 6 8
6 36 6 7
5 30 6 6
4 28 7 5
3 15 5 4
2 16 8 3
Soma 299 9 2

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 7: Criar uma coluna denominada produto dos digitos por novos pesos e em seguida somar

os valores. Deve-se utilizar a seguinte formula:

(i)
(i)

(iii)

Na célula G4, digite 0 comando = E4 = F4;

Em seguida clique e arraste a célula G4 a célula G13 sera obtido automaticamente
0s produtos das colunas;

Na célula G14, digite o comando = SOMA(G4: G13) sera obtida a soma dos valores

dos produtos.
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A Figura 67 traz o resultado obtido.

Figura 67 — Apéndice | — Produto dos digitos por novos pesos da questdo 2

A B T D E F G

]

2

3 | Digitos Pesos Digitos X Pesos Calculo do 12 digito verificador CPF ¢/ 12 digito verificador Novos Pesos  Digitos X Novos pesos
4 2 10 20 Resto da divisdo por 11: 2 11 22
5 ) 9 72 2 8 10 80
6 5 8 40 Valor do 12 digito verificador: 5 9 45
7 6 7 42 9 6 ) 43
8 6 6 36 6 7 42
9 6 5 30 6 6 36
10 7 4 28 7 5 35
11 5 3 15 5 4 20
12 8 2 16 8 3 24
13 Soma 299 9 2 18
14 Soma 370

Fonte: Proprio Autor (2023).

Passo 8: Nessa etapa calculamos o valor do segundo digito verificador de erros. Utilizamos 0s

seguintes comandos:

(i) Na célula H5 escrevemos = MOD(G14; 11), tal comando retornara o resto da
divisdo de G14 (soma dos produtos de digitos por pesos com o primeiro digito
verificador) por 11;

(i) Na célula H7 escrevemos o comando condicional, = SE(2 =< H5; 11 —
H5; 0), vale ressaltar que essa condigdo € necessaria pois caso o resto da divisdo

for 0 ou 1, o primeiro digito verificador devera ser 0.
Deste modo, conforme a Figura 68 obtemos o valor do segundo digito verificador.

Figura 68 — Apéndice | — Valor do 2° digito verificador da questéo 2

A B = D E F G H
1
2
3 |Digitos Pesos Digitos X pesos  Calc. do 12 digito ver. CPF ¢f 12 digito MNowvos Pesos  Produtos digitos X Novos pesos Calc. do 22 digito ver.
4 2 10 20 Resto da divisSo por 11: 2 11 22 Resto da diviso por 11
5 8 9 7z 2 8 10 80 7
5} 5 2 40 Valor do 12 digito verifica 5 9 45 Valor do 22 digito verificador:
7 [ 7 4z 9 [ 8 48 4
8 [ [ 36 [ 7 42
9 [ 5 30 [ [ 36
10 7 4 28 7 5 35
11 5 3 15 5 4 20
12 8 2 16 8 3 24
13 Soma 299 9 2 18
S5oma 370

B

Fonte: Proprio Autor (2023).

Portanto, qualquer usudrio externo pode abrir a planilha, inserir uma sequéncia de nove

digitos e obter os dois digitos verificadores, para uma sequéncia numérica valida para um CPF.
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APENDICE J - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO — TCLE

Prezado/a pai/mae/responsavel, o(a) seu/sua filho(a) estd sendo convidado(a) a
participar, como voluntério/a, da pesquisa intitulada "CONGRUENCIA MODULAR: uma
sequéncia didatica para o ensino médio". Meu nome € Guilherme Ramon Gomes Pires Arantes
sou aluno do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT e pesquisador responsavel por esta pesquisa.

Ap0s receber os esclarecimentos e as informacGes a seguir, se VOcé autorizar que seu
filho(a) faca parte deste estudo, rubrique todas as paginas e assine ao final deste documento,
que estd impresso em duas vias, sendo que uma delas € sua e a outra pertence ao pesquisador
responsavel. Esclareco que em caso de recusa na participacao ele(a) nao sera penalizado/a de
forma alguma. Mas se aceitar participar, as dividas sobre a pesquisa poderéo ser esclarecidas
pelo pesquisador responsavel por meio do e-mail guilherme.arantes@discente.ufcat.edu.br,

presencialmente no endereco || ' Paracatu - MG, ou pelo nimero
telefonico I

Ao persistirem as davidas sobre os direitos dele(a) como participante desta pesquisa,
vocé podera fazer contato com o Comité de Etica em Pesquisa da Universidade Federal de
Cataldo (CEP/UFCAT), localizado no Bloco Didatico 1, segundo piso (subindo as escadas, a
primeira sala a esquerda), sediado no Campus | da UFCAT, que fica na Avenida Doutor
Lamartine Pinto de Avelar, n°® 1120, Setor Universitario, Cataldo/GO, CEP: 75704-020, e-mails
secretaria.cep.ufcat@gmail.com, cep.rc.ufg@gmail.com, ou pelo telefone (64) 3441-7609. O
CEP é um colegiado independente corresponsavel no desenvolvimento desta pesquisa dentro
de padrdes éticos, conforme resolucdes do Conselho Nacional de Saude, contribuindo na defesa
dos interesses dos participantes da pesquisa em sua integridade e dignidade. VVocé podera ainda
esclarecer dividas, reclamar ou fazer dentincia junto 8 Comissdo Nacional de Etica em Pesquisa
(CONEP) pelo e-mail CONEP@saude.gov.br ou pelo telefone (61) 3315-5877.

Para obter mais informacbes sobre a importancia dele(a) como participante de
pesquisa, vocé podera também consultar a "Cartilha dos Direitos dos Participantes de Pesquisa™
disponivel em:
http://conselho.saude.gov.br/images/comissoes/CONEP/img/boletins/Cartilha_Direitos_Partic
ipantes_de Pesquisa_2020.pdf.

O motivo que nos leva a propor esta pesquisa € descrever e analisar os impactos de
uma proposta de ensino para o desenvolvimento do conhecimento matematico de alunos do
Ensino Médio a partir de uma sequéncia didatica que explore aplicacbes da congruéncia
modular

Os procedimentos de coleta de dados serdo o diario de bordo, o registro de atividade dos
alunos e observacao participante atraves da aplicacdo de uma sequéncia didatica (SD).

54 O texto do trabalho foi tarjado porque contém informagdes pessoais.
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Para isto, abaixo assinale e rubrique no espago deixado a frente da opgéo que melhor
expressa sua vontade quanto a participacdo do/a seu/sua filho/a na pesquisa.

() Nao permito a gravacdo ou obtencdo do audio ou voz de meu/minha filho/a nos resultados
publicados dessa pesquisa ( );

() Permito a gravagédo ou a obtencdo da imagem ou voz de meu/minha filho/a nos resultados
publicados dessa pesquisa; ( );

() Permito a divulgacdo da imagem ou voz de meu/minha filho/a nos resultados publicados
desta pesquisa ( );

() N&o permito a divulgacdo da imagem ou voz de meu/minha filho/a nos resultados
publicados desta pesquisa.( ).

Esta pesquisa trara como beneficios ao seu filho(a): a oportunidade de ampliar o
conhecimento matematico, e consequentemente melhorar as percepcoes frente as propriedades
dos numeros inteiros, além de aumento da autonomia, criatividade e do aspecto cognitivo.

Prezado/a pai/mée/responsavel, por se tratar de uma pesquisa cientifica pode haver
riscos ou danos ou desconfortos relacionados a participacao do(a) seu/sua filho(a) neste estudo,
tais como: constrangimento e/ou desconforto emocional, cansaco e/ou estresse e choque
elétrico e/ou desconforto de ordem fisica. Como forma de minimizar o constrangimento e/ou
desconforto emocional serd oportunizado um espagco inicial para fala do psicélogo institucional,
persistindo o constrangimento e/ou desconforto emocional o senhor(a) serd avisado e os
participantes encaminhados para o setor de saude da instituicdo, para amenizar os efeitos do
cansaco e/ou serdo realizadas pausas e alongamentos laborais, e a fim de evitar casos de choque
elétrico e/ou desconforto de ordem fisica as atividades serdo desenvolvidas em laboratorios
estruturados, onde conta com apoio de profissionais técnicos. Contudo, vale ressaltar que os
participantes terdo garantido acesso integral, imediata e gratuita a salde.

N&o revelaremos a identidade dele(a) na pesquisa, ficando assegurados seu sigilo,
privacidade, integridade e confidencialidade. Caso o senhor(a) julgue necessario podera
solicitar a retirada dos dados dele(a) coletados a qualquer momento, deixando ele(a) de
participar deste estudo, sem prejuizo. Assim como tem liberdade de recusar a fornecer
informagdes que lhe cause desconforto ou constrangimento.

Os dados coletados nesta pesquisa serdo guardados em arquivo digital, sob a
responsabilidade do pesquisador responsavel por um periodo de cinco anos, no minimo, apos o
término da pesquisa. Apos esse periodo, o material obtido seré apagado das midias.

Se ele(a) sofrer qualquer tipo de dano resultante de sua participagédo na pesquisa,
previsto ou ndo no Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, tem direito de pleitear
indenizacg&o para reparacdo de danos imediatos ou futuros decorrentes de sua participagao. Seu
filho(a) ndo recebera nenhum tipo de compensacao financeira pela participacdo neste estudo,
mas caso tenha algum gasto decorrente desta, este sera ressarcido por mim, pesquisador
responsavel.
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Os resultados da participacdo dele(a) poderdo ser consultados pelo(a) senhor(a) a
qualquer momento. E os resultados serdo tornados publicos, sejam favoraveis ou nao.

Ademais, os resultados da pesquisa serdo divulgados em congressos cientificos e/ou
revistas cientificas e espera-se que a experiéncia do projeto de pesquisa oportunize a construcao
de materiais didaticos, no intuito de colaborar com a melhoria do ensino de matemaética da
Educacdo Bésica.

Assim, eu, ,
abaixo assinado,
autorizo no qual
sou responsavel, a participar desta pesquisa, sob a responsabilidade do pesquisador Guilherme
Ramon Gomes Pires Arantes. Informo ter mais de 18 anos de idade e destaco que a participacéao
do meu filho(a) nesta pesquisa é de carater voluntario. Fui devidamente informado/a e
esclarecido/a pelo pesquisador responséavel sobre a pesquisa, 0s procedimentos e métodos nela
envolvidos, assim como os possiveis riscos e beneficios decorrentes da participacdo no estudo,
bem como sobre as garantias de assisténcia, confidencialidade e esclarecimentos permanentes.
Ficou claro também que a participacdo € isenta de despesas e que meu filho(a) podera se retirar
a qualquer momento, sem penalidades, prejuizos ou perdas e ainda estou ciente de que 0s
resultados desta pesquisa sejam favoraveis ou ndo, serdo tornados publicos.

Paracatu - MG, ........ o[ (o [T

Assinatura ou datiloscopia (com duas testemunhas) do/a responsavel legal

Assinatura do pesquisador responsavel ou membro da equipe
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APENDICE K - TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO - TALE

Vocé estd sendo convidado(a) a participar, como voluntario(a), da pesquisa intitulada
“CONGRUENCIA MODULAR: uma sequéncia didatica para o ensino médio”. Meu nome
é Guilherme Ramon Gomes Pires Arantes, sou 0 pesquisador e minha area de atuacédo é a
Matematica. Apos receber os esclarecimentos e as informac6es a seguir, se vocé aceitar fazer
parte do estudo, assine ao final deste documento, que esta impresso em duas vias, sendo que
uma delas é sua e a outra pertence ao(d) pesquisador(a). Esclareco que em caso de recusa na
participagdo vocé ndo serd penalizado(a) de forma alguma. Mas se aceitar participar, as davidas
sobre a pesquisa poderdo ser esclarecidas pela(s) pesquisador(as), via e-mail
(quilherme.arantes@discente.ufcat.edu.br) e, inclusive, sob forma de ligacdo a cobrar, atraves
do(s) seguinte(s) contato(s) telefonico(s): GGG . O p-ticipante da
pesquisa so participara se seu responsavel ja tiver autorizado e assinado o TCLE — Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. O processo de convite é feito de forma sequencial: Primeiro
obtém-se 0 consentimento dos pais e/ou responsaveis e depois aborda os candidatos a
participantes.

1. Informac6es Importantes sobre a Pesquisa:

A presente pesquisa esta sendo desenvolvida no ambito do Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT no Instituto de Matematica e Tecnologia — IMTec
da Universidade Federal de Cataldo (UFCAT). Busca responder a seguinte questdo problema:
Que impactos podem ser percebidos na aprendizagem matematica de estudantes do Ensino
Meédio, na perspectiva da Base Nacional Comum Curricular, a partir de uma sequéncia didatica
que explore aplicagdes de congruéncia modular?

Essa pesquisa tem como principal objetivo: Descrever e analisar os impactos de uma
proposta de ensino para o desenvolvimento do conhecimento matematico de alunos do Ensino
Médio a partir de uma sequéncia didatica que explore aplicacGes da congruéncia modular. De
modo especifico, pretende-se estudar os fundamentos tedricos relacionados a congruéncia
modular, exemplificar & congruéncia modular por meio de situacdes do cotidiano tais como:
codigos de barras, CPF e criptografia e propor um modelo de sequéncia didatica para o ensino
de Matematica através de algoritmos de identificacdo e verificacdo por meio de congruéncia
modular.

Para o desenvolvimento dessa investigacao sera utilizada a pesquisa exploratoria, por
meio dos pressupostos do estudo de caso. A coleta de dados se dara por meio de diario de bordo,
registro de atividade dos alunos e observacédo direta através da aplicacdo de uma sequéncia
didatica (SD).

A sequéncia didatica sera realizada com os alunos que aceitarem participar da presente
pesquisa, serd de forma individual, e vale ressaltar que ndo sera revelado sua identidade ao final
do trabalho, ficando assegurados seu sigilo, privacidade, integridade e confidencialidade.

Por se tratar de uma pesquisa cientifica pode haver riscos ou danos relacionados a sua
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participacdo neste estudo tais como: constrangimento e/ou desconforto emocional, cansago e/ou
estresse e choque elétrico e/ou desconforto de ordem fisica. Como forma de minimizar o
constrangimento e/ou desconforto emocional serd oportunizado um espaco inicial para fala do
psicdlogo institucional, persistindo o constrangimento e/ou desconforto emocional seu
pai/mée/responsavel sera avisado e vocé poderad ser encaminhado para o setor de saude da
instituicdo, para amenizar os efeitos do cansaco e/ou serdo realizadas pausas e alongamentos
laborais, e a fim de evitar casos de choque elétrico e/ou desconforto de ordem fisica as
atividades serdo desenvolvidas em laboratorios estruturados, onde conta com apoio de
profissionais técnicos. Contudo, vale ressaltar que os participantes terdo garantido acesso
integral, imediata e gratuita a satde.

Divulgacéo de Imagens (O/A participante deve rubricar dentro do paréntese):

) Permito a divulgacdo da minha imagem nos resultados publicados da pesquisa

(
( );
(
(

) Néo permito a publicagdo da minha imagem nos resultados publicados da pesquisa

).

Garantia do sigilo que assegure a privacidade e o anonimato dos/as participante/s (o/a
participante deve rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito a minha identificacdo nos resultados publicados da pesquisa
( );
( ) Né&o permito a minha identificagdo nos resultados publicados da pesquisa
( ):.

Paracatu, ........ e o o[

Assinatura por extenso do(a) participante

Assinatura por extenso do pesquisador ou membro da equipe
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