i A
% sBMm AA

SOCIEDADE BRASILEIRA

DE MATEMATICA P RO |I M AT

UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA - UFBA
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA - IME
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA - SBM
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL - PROFMAT

DISSERTACAO DE MESTRADO

LUGARES GEOMETRICOS NA EDUCACAO BASICA: UMA
PROPOSTA DE ENSINO COM O APORTE DO
GEOGEBRABOOK

LOURIVALDO LACERDA DA CUNHA FILHO

Salvador - Bahia

JANEIRO DE 2024



LUGARES GEOMETRICOS NA EDUCACAO BASICA: UMA
PROPOSTA DE ENSINO COM O APORTE DO
GEOGEBRABOOK

LOURIVALDO LACERDA DA CUNHA FILHO

Dissertacao de Mestrado apresentada a
Comissao  Académica  Institucional  do
PROFMAT-UFBA como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em Ma-

tematica.

Orientador: Prof. Dr. André Luis Godinho
Mandolesi.

Salvador - Bahia
Janeiro de 2024



Ficha catalogréfica elaborada pela Biblioteca Universitaria de
Ciéncias e Tecnologias Prof. Omar Catunda, SIBI — UFBA.

C972 Cunha Filho, Lourivaldo Lacerda da

Lugares geométricos na educacdo basica: uma proposta de
ensino com o aporte do GeoGebraBook. / Lourivaldo Lacerda da
Cunha Filho. — Salvador, 2024.

87 f.

Orientador: Prof. Dr. André Luis Godinho Mandolesi

Dissertacéo (Mestrado) — Universidade Federal da Bahia,
Instituto de Matematica e Estatistica, 2024.

1. Geometria. 2. Educacdo Bésica. 3. Ensino. 4. Geometria
Sintética. I. Mandolesi, André Luis Godinho. Il. Universidade
Federal da Bahia. Ill. Titulo.

CDU 514




“Lugares Geométricos na Educagdo Basica: uma Proposta de
Ensino com o Aporte do GeoGebraBook”

LOURIVALDO LACERDA DA CUNHA FILHO

Dissertagio de Mestrado apresentada & comissdo
Académica Institucional do PROFMAT-UFBA como
requisito parcial para obtengdo do titulo de Mestre em
Matematica, aprovado em 23/01/2024.

Banca Examinadora:

N
Prof. Dr. André Luik Godinho Mandolesi (orientador)
Instituto de Matemética e Estatistica - UFBA

O Y I [ a
JMine  Miut x/\')@ (/D
Prof. Dr. Vinicius Moreira Mello
Instituto de Matematica e Estatistica — UFBA

(A@M/OLCLO P ()@ L/()'/

- Prof. Dr. Adriano Pedreira Cattax
,‘ Umversxdade do Estado da Bahia- UNEB




\

A minha esposa Cristiane Cancio e aos meus filhos Lucas Cancio e Clara
Cancio, pelo significado que possuem para mim e pelo apoio e incentivo
irrestritos. Aos meus pais, Therezinha Lopes Cunha e Lourivaldo Lacerda
da Cunha (in memorian), pilares da minha formagao como ser humano,

dedico este trabalho.



Agradecimentos

Agradeco, em primeiro lugar, a Deus pelas béncaos concedidas em toda minha vida;

A minha querida mae Therezinha Lopes Cunha e a meu inesquecivel pai Lourivaldo La-
cerda da Cunha (in memorian), pela educa¢ao que me deram, sempre alicer¢ada na valo-
rizacao do estudo e nos principios éticos e morais;

A minha amdvel esposa Cristiane Cancio, pelo apoio incondicional, e aos meus adordveis
filhos: Lucas Cancio, pela ajuda em algumas situagoes especificas as quais envolviam re-
curso de Programacao no GeoGebra, e Clara Cancio, pela elaboracao da capa do livro;
A meus irmaos Antonio Carlos, Licia Margarida e Roberto Luiz, por torcerem pelo meu
Sucesso;

Ao Prof. Dr. André Luis Godinho Mandolesi, por ter me aceitado como seu orientando
e em mim confiado, pelas sugestoes e comentarios sempre precisos e objetivos os quais
enriqueceram todo o trabalho, além da empatia e paciéncia inerentes a sua pessoa;

A todo o corpo docente e funcionarios da UFBA que contribuiram, direta ou indireta-
mente, para esta conquista;

A SBM (Sociedade Brasileira de Matemética) e ao IMPA (Instituto de Matemdtica Pura
e Aplicada) que, juntamente com a CAPES (Coordenacao de Aperfeigopamento de Pessoal
de Nivel Superior), tiveram a iniciativa de criar um mestrado, de alto nivel, voltado para
os professores da Educacao Bésica;

Aos colegas, pelos momentos que passamos juntos e pelas experiéncias trocadas;

A dra. Cristina Rigaud, por ter me ajudado, de forma bastante humana e competente, a
combater os sintomas da ansiedade, os quais me atrapalharam bastante;

Aos amigos de sempre, Franklin Leal Brandao e Luiz Carlos Marques Fonseca, pelo apoio
num dos momentos mais criticos pelo qual passei em toda minha vida;

A todos aqueles que, de alguma forma, contribuiram para a realizacao deste trabalho.

Gratidao e Muito obrigado!



“A mente que se abre para uma nova
ideta, jamais voltard ao seu tamanho
original.”

Albert FEinstein



Resumo

O presente trabalho trata-se de uma proposta de ensino sobre o tema Lugares
Geométricos, voltada para professores da Educacao Basica, elaborada com o auxilio do
GeoGebraBook e do software GeoGebra. Contextualizada e interativa, tal proposta busca
explorar o tema em questao através da investigacao mateméatica e dos recursos da Geo-
metria Dinamica, de maneira gradual e amena, sem perder de vista o rigor matematico,
e colocando o leitor (professor/aluno) como agente ativo no processo de aprendizagem.
Procurou-se dividi-la em duas partes: uma que atendesse ao Ensino Fundamental, com-
posta dos lugares geométricos bésicos (circunferéncia, mediatriz, bissetriz, par de parale-
las e arco capaz), além do método dos lugares geométricos e dos pontos notaveis de um
triangulo (circuncentro, incentro, baricentro e ortocentro); e a outra, que atendesse ao
Ensino Médio, referente ao estudo das conicas (elipse, hipérbole e pardbola), explorando
suas respectivas defini¢oes, elementos, excentricidades, bem como as formas de construcao
e, também, o método dos lugares geométricos. Convém salientar que o trabalho foi de-
senvolvido substancialmente no dominio da Geometria Sintética, onde buscou-se, através
das propriedades das figuras geométricas e das relagoes entre seus elementos, mostrar o

quao é bela a Geometria.

Palavras-chave: Lugares Geométricos. GeoGebraBook. Conicas. Geometria

Sintética.



Abstract

The present work is a teaching proposal about the theme of Geometric Loci, ai-
med at Basic Education teachers, prepared with the help of GeoGebraBook and the
GeoGebra software. Contextualized and interactive, this proposal seeks, through mathe-
matical investigation and Dynamic Geometry resources, to explore the theme in question
gradually and softly, without losing sight of mathematical rigor, and placing the reader
(teacher/student) as an active agent in the learning process. It was divided into two
parts: one addressing Elementary Education, composed of basic geometric loci (circle,
perpendicular bisector, angle bisector, pair of parallel lines, and arc capable), as well as
the method of geometric loci and the notable points of a triangle (circumcenter, incenter,
barycenter, and orthocenter); and the other addressing High School, related to the study
of conics (ellipse, hyperbola, and parabola), exploring their respective definitions, ele-
ments, eccentricities, as well as construction methods, and also the method of geometric
loci. It is worth noting that the work was substantially developed in the field of Synthe-
tic Geometry, where, through the properties of geometric figures and the relationships

between their elements, the beauty of Geometry is highlighted.

Keywords: Geometric Loci. GeoGebraBook. Conical. Synthetic Geometry.



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19

Motivacao - circuncentro . . . . . . ... oo 7
Investigacao - Conjecturas . . . . . . . . .. ... 7
Argumentagao - Demonstracao . . . . . .. ..o 8
Editor do GeoGebraBook . . . . . .. ... oo 12
Editor do GeoGebraBook - Continuagao . . . . . . .. ... .. ... ... 13
fcone 2.1 Situagao-problema . . . . . ... 14
Edicao do Livro . . . . . . . . . . 16
Inclusao de capitulos e atividades . . . . . . . ... ... ... ... ... 17
Inclusao de recursos pedagdgicos . . . . . . . ... 17
Péagina inicial do GeoGebraBook . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 18
Atividades com seus respectivos icones . . . . . . . . ... ... L. 18
[cones das Atividades do Capitulo2 . . . . . . . ... ... .. ... .. 20
Situacao-problema . . . . . ..o 20
Observagoes situacao-problema . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 21
Definicao de Lugar Geométrico . . . . . . . . . .. ... 21
Definicao usual de mediatriz . . . . . . ... .. ... L 22
Motivacao - mediatriz . . . . . . . ..o 22
Perguntas - mediatriz . . . . . . . ... 23
Resposta Pergunta 2 - mediatriz . . . . . . . . ... ... 0. 23
Ponto P fora da mediatriz» . . . . . . . .. ... 24
Defini¢ao de mediatriz como um Lugar Geométrico . . . . . .. .. .. .. 24
Definicao de arco capaz . . . . . . . . . . ..o 25
Arcos capazes de 30° . . . ... 25
Método dos Lugares Geométricos . . . . . . . . . . .. . ... ... . ... 26

Exercicio resolvido 2 -3°Caso . . . . . . ... 27



3.20
3.21
3.22
3.23
3.24
3.25
3.26
3.27
3.28
3.29
3.30
3.31
3.32
3.33
3.34
3.35
3.36
3.37
3.38
3.39
3.40
3.41
3.42

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

Respostas - Exercicio proposto 1. . . . . . . . .. . .. ... ... .. 27
Propriedade do Baricentro . . . . . . . ... ... ... 28
Demonstracao - Propriedade do Baricentro . . . . . . ... ... ... ... 28
Divisao de um triangulo pelas suas medianas . . . . . . . . ... ... ... 29
Proposicao - Baricentro . . . . . . . . ... oL 29
Atividade 3 - Ortocentro . . . . . . . . .. ... 30
Atividade 2 - Ortocentro . . . . . . . . . ... 30
Retade Euler . . . . . . . .. . 31
[cones das Atividades do Capitulo3 . . . . . . . ... ... ... ..., 32
Secoes CONICAS . . . . . . ... 32
Video ilustrativo - elipse . . . . . . . .. ..o 33
Definicao de elipse . . . . . . . .. 33
Construgao 1 -elipse . . . . . . . . . . 34
Elementos de uma elipse . . . . . . .. ... oo 34
Pergunta 2 da secao 3.3.2 . . . . . . ... 35
Excentricidade da elipse . . . . . . . . ... 35
Outra forma de construgao - elipse . . . . . .. .. ... ... ... 36
Mais uma forma de construcao - elipse . . . . . . ... ... L. 37
Observacao - hipérbole . . . . . . . . . ... .. ... ... 37
Excentricidade das conicas . . . . . . . . ... L oL 38
Variacao da excentricidade das conicas . . . . . . .. .. ... 39
Atividade 1 - As conicas e o Método dos LGs . . . . .. .. .. ... ... 40
Conicas e o Método dos LGs . . . . . . . . . ... ... ... ... 40
Posicoes do ponto P relativas a mediatrizr . . . . . . . ... ... ... .. 42
Letra L e circunf. A deraio ON . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 43
OM invariante como girode L . . . . . . . . . ... . 44
APB invariante ao longo de APB . 44
Dem. teorema da bissetriz interna . . . . . . . ... Lo 45
Arco capaz de a« em relagao a AB . . . . . ... 46
Arco capaz de c« em relaggo a AB . . . . .. ... 47
Arco capaz de a em relacao a AB . . . . .. ... 48
P’ fora do arco capaz - (caso i) . . . . . . ... 49



4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25

P’ fora do arco capaz - (casoil) . . . . .. .. ... 49
Simétrico de um Arco capaz . . . . . . . ... 50
As medianas e o baricentro . . . . . .. ... Lo 51
Unicidade do baricentro . . . . . . . . . ... 52
Triangulo ABC e suas medianas . . . . . . . .. . .. .. ... ... .... 53
Aretade Euler . . . . . . ... 55
Video ilustrativo - elipse . . . . . . . ... oo o7
Resposta a Pergunta 1 -elipse . . . . . . .. . ... ... ... ....... 58
Resposta a pergunta 1 - hipérbole . . . . . . . .. .. ... .. ... .... 59
Dem. teorema 3.2.1 - elipse . . . . . . ... ... 60
Dem. teorema 3.2.1 - elipse . . . . . . . ... ... 61
Dem. teorema 3.2.1 - elipse . . . . . . .. ... 62
Dem. teorema 3.2.1 - hipérbole . . . . . . . . ... ... ... ... ... 66
Dem. teorema 3.2.1 - hipérbole . . . . . . . .. .. ... L. 66
Dem. teorema 3.2.1 - hipérbole . . . . . . . . ... ... L. 67

As cOnicas e suas diretrizes . . . . . . .. . 71



Sumario

Introducao

1 Revisao de Literatura

1.1 Investigacao matemadtica no ensino de Lugares Geométricos . . . . . . . . .

1.2 Geogebra: cendrio para investigagao . . . . . . . . .. ...

1.3 Importancia da Demonstracao no ensino da Matematica . . . .. . . . ..

1.4 Tecnologias no ensino da Matematica . . . . . . . .. .. .. .. ... ...

2 Metodologia

3 Produto Educacional

3.1 Lugar Geométrico . . . . . .

3.2 Conicas como Lugar Geométrico . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..

4 Alguns Resultados Interessantes

4.1 Teorema da bissetriz interna
4.2 Construcao de um arco capaz

4.3 As medianas de um triangulo

e seu baricentro . . . . . . . ... ... ...

4.4 Divisao de um triangulo pelas suas medianas . . . . . . ... ... ... ..

45 Aretade Euler . . . .. ..

4.6 Significado da constante 2a das defini¢oes de elipse e hipérbole . . . . . . .

4.7 A excentricidade da parabola

Consideragoes Finais

Referéncias Bibliograficas

11

16
20
32

41
45
46
o1
23
o4
57
60

72

73



Introducao

Ao longo de minha trajetoria profissional como professor de Matematica da rede
estadual de ensino na cidade do Salvador, pude perceber que o ensino de geometria
na Educacao Baésica, mesmo norteado pelos antigos Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs) e, mais recentemente, pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ainda as-
sim, traz na sua esséncia uma predominancia do uso da algebra, no que se refere, por
exemplo, a cédlculos numéricos envolvendo perimetro, area e volume de figuras, dando
pouco destaque as construgoes geométricas, com suas respectivas justificativas de cons-
trugao, ainda que sejam as mais elementares possiveis. Isto contradiz o que postula a
BNCC:

[...] a Geometria nao pode ficar reduzida a mera aplicagdo de férmulas
de calculo de area e de volume nem a aplicagoes numéricas imediatas
de teoremas sobre relacoes de proporcionalidade em situacoes relativas
a feixes de retas paralelas cortadas por retas secantes ou do teorema de
Pitagoras (BRASIL, 2018, p.272).

Longe de querer minimizar o papel da algebra, pelo contrario, deve-se buscar o
equilibrio entre seu uso e o da geometria, dando oportunidade para que os alunos possam
desenvolver tanto o pensamento algébrico quanto o geométrico, o qual segundo Gravina
(2001, p. 2) “sao os raciocinios de natureza dedutiva e visual quando manipulam desenhos
inseridos num quadro conceitual bem definido. Eo pensamento que permite a construgao
de conhecimento, a geometria concebida como modelo tedrico do mundo sensivel imedi-
ato”.

Com essa concepcao e, a partir das dificuldades encontradas na resolucao de pro-

blemas de construgao geométrica e outros relacionados a lugares geométricos vistos na

disciplina de Geometria do PROFMAT!, ficou bastante claro o quao ¢ importante o pen-

!Curso do Programa de Mestrado Profissional para Professores da Educacio Bésica (Proeb) que
proporciona a formacao continuada stricto sensu, em nivel de mestrado profissional, aos professores em
exercicio na rede publica de educagao bésica.



sar geometricamente, principalmente quando o assunto de que se trata é Geometria. A
utilizagao, apenas, de ldpis e papel, as vezes nao ajudava na visualizagao e resolucao de
problemas desse tipo, devido ao carater estatico das figuras. Este fato implicou na busca e
uso do GeoGebra como ferramenta auxiliar na resolugao de tais problemas, dando origem
a questao norteadora desta pesquisa: Como trabalhar com os alunos um tema como Lugar
Geométrico, no plano, de maneira inovadora e significativa para eles? Entende-se que os
professores, devem estar sempre motivando seus alunos a se interessarem pela descoberta
e pela aquisicao de novos conhecimentos.

A escolha pelo GeoGebra? nao poderia ter sido melhor, por se tratar de um software
cujas funcgoes sao bastante intuitivas, ser traduzido para o portugués, posuir diversos
aplicativos para 10S, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linuz, e ser inteiramente
gratuito, o que favorece seu uso por parte de alunos e professores, principalmente das
escolas publicas. Além disso, ele nos permite fazer construgoes geométricas e modifica-
las dinamicamente, preservando suas relagoes matemdticas, o que pode colocar o
aluno em situacgao de descobrir ou redescobrir propriedades, verificar a regularidade dos
resultados e conjecturar. Nota-se que, ao se trabalhar no papel usando lapis e borracha,
geralmente a andlise é centralizada num objeto fixo, e o aluno se limita aquele objeto
sobre o papel, enquanto nos ambientes computacionais, em particular no GeoGebra, o
aluno pode analisar esse objeto sob um ponto de vista epistemoldgico e didatico mais
abrangente, tendo, assim, a oportunidade de visualizar nao apenas o objeto isoladamente,
como também, de manipuld-lo em tempo real, conforme salienta (HENRIQUES, 2001).

No site oficial do GeoGebra existe a opcao de se criar um livro digital, chamado
GeoGebraBook, o que me chamou bastante atencao devido a sua potencialidade no que
tange aos recursos educacionais existentes. Neste livro pode-se incluir elementos como
textos, questoes abertas ou de miultipla escolha, videos, imagens, arquivos PDF, links
de péginas da Web e applets® de criacao prépria ou obtidos da plataforma GeoGebra.
Diante de todas essas possibilidades surge a seguinte proposta de trabalho: A criacao de
um GeoGebraBook, que venha dar um cardter dinamico ao ensino do tema em questao,
tendo como piblico-alvo professores* da Educacdo Bdsica.

Nesse contexto, o presente trabalho tem por objetivo geral apresentar uma proposta

2Disponivel para baixar em: < https://www.geogebra.org/download >

3 Applets sdo aplicaces interativas criadas com o software GeoGebra, nas quais o usudrio ndo precisa
saber crid-los para poder usa-los.

4Incluindo-se os professores em formacao inicial.



de ensino do tema Lugar Geométrico, para professores de Matemdtica da Educacdo Bdsica,
subsidiada pelo GeoGebraBook, que venha auzilid-los na prdatica docente. Convém salientar
que as atividades construidas no capitulo 2 (Lugar Geométrico) contemplam as seguintes

habilidades, para os anos finais do ensino fundamental, recomendadas pela BNCC:

(EFOTMA22) Construir circunferéncias, utilizando compasso, reco-
nhecé-las como lugar geométrico e utilizd-las para fazer composigoes
artisticas e resolver problemas que envolvam objetos equidistantes
(BRASIL, 2018, p. 309);

(EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwa-
res de geometria dinamica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45°
e 30° e poligonos regulares (BRASIL, 2018, p. 315);

(EFO8MA1T7) Aplicar os conceitos de mediatriz e bissetriz como lugares
geométricos na resolugao de problemas (BRASIL, 2018, p. 315);

(EFO9MA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de
relagoes entre arcos, angulos centrais e angulos inscritos na circun-
feréncia, fazendo uso, inclusive, de softwares de geometria dinamica

(BRASIL, 2018, p. 317).

Embora o tema conicas nao seja mencionado na BNCC para ser ensinado no ensino
médio, por este trabalho se tratar de uma proposta de ensino, entende-se que se possa
fazer alusao ao mesmo, sob o ponto de vista da Geometria Sintética®, ampliando o campo
de visao do professor e, sobretudo, mostrando-lhe que os lugares geométricos vao além de
retas e circunferéncias, como sao geralmente apresentados no ensino fundamental.

Ademais, diversos vestibulares no Brasil podem cobrar esse tema, a exemplo da
FUVEST, UNICAMP, o préprio ENEM, dentre outros.

O trabalho estd estruturado em 4 capitulos, seguidos das consideracoes finais. No
Capitulo 1 é feita uma revisao de literatura; no Capitulo 2, aborda-se a metodologia
utilizada na pesquisa; o Capitulo 3, traz a apresentacao do produto educacional®; e o
Capitulo 4, mostra alguns resultados interessantes, abordados no produto educacional.

Preparar o jovem para participar de uma sociedade complexa como a atual, que
requer, cada vez mais, aprendizagem autonoma e continua ao longo da vida, é um grande
desafio que se tem pela frente. Este trabalho nao se trata de uma cartilha a ser seguida,
mas um instrumento de apoio ao professor, o qual podera ser utilizado, da maneira que

melhor lhe convier, em favor da aprendizagem do aluno.

5Aquela na qual nos debrucamos sobre uma figura e exploramos as propriedades inerentes aos seus
elementos.
SDisponivel para acesso em: < https://www.geogebra.org/m/wrdmkxnn >.



Capitulo 1

Revisao de Literatura

1.1 Investigacao matematica no ensino de Lugares
Geométricos

Iniciamos esta se¢ao citando Ponte (2010, p. 1-2), o qual nos leva, como professores
de Matematica, a refletir sobre nossas praticas pedagdgicas, quando afirma que:

Ensinar Matematica como um produto acabado, tem-se revelado pro-
blematico para sucessivas geracoes de professores. Muitos alunos acham
que a disciplina nao faz qualquer sentido e que nao vale a pena es-
forgarem-se para a aprender. Outros lutam para sobreviver, aprendendo
a resolver diversos tipos de exercicios e desenvolvendo significados par-
ciais que, muitas vezes, envolvem sérios equivocos. Por isso, hd muito
tempo que matematicos e professores preocupados com este problema
procuram encontrar outras formas de apresentar a Matematica aos alu-
nos.

No que tange a aprendizagem da Matemética, (Braumann, 2002, p. 5) traga a
seguinte linha de pensamento:

Aprender Matemaética ndo é simplesmente compreender a Matemética
ja feita, mas ser capaz de fazer investigacao de natureza matemética (ao
nivel adequado a cada grau de ensino). S6 assim se pode verdadeira-
mente perceber o que é a Matematica e a sua utilidade na compreensao
do mundo e na intervencao sobre o mundo [...]. Aprender Matemdtica
sem forte intervengao da sua faceta investigativa é como tentar aprender
a andar de bicicleta vendo os outros andar e recebendo informacao sobre
como o conseguem. Isso nao chega. Para verdadeiramente aprender é
preciso montar a bicicleta e andar, fazendo erros e aprendendo com eles.

Tomando como premissa as consideracoes feitas por estes renomados autores, de-

senvolvemos todo nosso trabalho, procurando, sempre, manter o foco nestas duas agoes:



ensinar e aprender Matemaética.

O tema Lugar Geométrico, por si so, é bastante fecundo e propicio a tnves-
tigacao matemdtica. Mas, o que vem a ser uma investigacao matematica?

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2009, p. 13), “Para os mateméaticos profissio-
nais, investigar é descobrir relacoes entre objectos matematicos conhecidos ou entre estes
e novos objectos matematicos, procurando identificar e comprovar as respectivas propri-
edades”. No que concerne a Educacao Matematica, para estes autores, “investigar nao é
necessariamente lidar com problemas de grande dificuldade, e sim trabalhar a partir de
questoes que nos confrontem, que inicialmente se apresentem de maneira confusa, mas que
se tornem claras a medida que as exploramos e estudamos de modo organizado”. Assim
sendo, o processo investigativo ocorre em quatro momentos distintos, a saber:

O primeiro abrange o reconhecimento da situagao, a sua exploracao pre-
liminar e a reformulacao de questoes. O segundo momento refere-se ao
processo de formulagao de conjecturas. O terceiro inclui a realizacao de
testes e o eventual refinamento das conjecturas. E, finalmente, o ultimo
diz respeito a argumentacao, a demonstracao e a avaliacao do trabalho
realizado. Esses momentos surgem, muitas vezes, em simultaneo: a for-
mulagao das questoes e a conjectura inicial, ou a conjectura e o seu teste,

ete. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2009, p. 20).

Nas paginas 22 a 24 deste texto, podemos ver que a secao 2.4.2 (Mediatriz), do
GeoGebraBook desenvolvido como produto educacional, revela bem esses momentos.

E importante destacar que perguntas do tipo: Por que?, FE se?, O que acontece
se? denotam o carater investigativo de uma atividade, e que, atividades desta natureza,
quando aplicadas em sala de aula, podem levar os alunos a se interessarem e participarem
da aula, de maneira mais efetiva, favorecendo a construcao do conhecimento. Desta forma,
o professor deixa de ser o detentor do conhecimento, adquirindo um status de mediador.
Essa abordagem difere do modelo tradicional de ensino, no qual os alunos simplesmente
absorvem férmulas e métodos prontos, sem entender o porqué ou como surgiram.

Dentre as competéncias especificas de Matematica e suas Tecnologias para o Ensino
Médio, da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), disponibilizadas pelo Ministério da
Educacao em 2018, estd a capacidade dos alunos em:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, iden-
tificando a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais
formal na validagao das referidas conjecturas (BRASIL, 2018, p.531).



O desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupoe um conjunto de habi-
lidades voltadas as capacidades de investigacao e de formulacao de explicagoes e argu-
mentos, que podem emergir de indugoes decorrentes de investigacoes e da utilizacao de
tecnologias digitais, por exemplo.

Diante do exposto, surge a seguinte questao: serd que é simples a adocao de ativi-
dades investigativas nas aulas de Matematica?

Segundo Oliveira, Segurado e Ponte (1996, p. 207-213),

A realizacdo deste tipo de tarefas na sala de aula requer o desenvolvi-
mento de competéncias profissionais relacionadas com um dominio mais
profundo dos conteiidos matemadticos, os modos de questionamento e
acompanhamento dos alunos e a condugao de discussoes colectivas.
Para que os alunos sintam autenticidade nas propostas de trabalho do
professor é necessario que ele proprio demonstre um forte espirito inves-
tigativo, aceitando caminhos de exploracao imprevistos, colocando-se a
si mesmo novas perguntas, e admitindo ideias alternativas.

Completando o pensamento destes autores, salientamos que a aplicagao de ativida-
des investigativas em sala de aula demandam um maior tempo, o que pode ser um desafio
para o professor, em relacdo ao cumprimento do conteudo programético. Assim sendo,
nao é uma tarefa simples, mas, também, nao é impossivel de ser realizada com os alunos,

desde que haja condicoes para tal.

1.2 (Geogebra: cenario para investigacao

Softwares de Geometria Dinamica, a exemplo do GeoGebra, se constituem em
verdadeiros cendrios para investigagao, uma vez que possibilitam a criacao de situagoes
nas quais o aluno, ao movimentar a figura construida, pode fazer conjeturas e se envolver,
ativamente, no processo de descoberta matematica. Nas Orientagoes Curriculares para o

Ensino Médio (volume 2), encontramos a seguinte instrugao:

Para o aprendizado da geometria, h4 programas que dispoem de régua
e compasso virtuais e com menu de construcao em linguagem cléassica
da geometria — reta perpendicular, ponto médio, mediatriz, bissetriz,
etc. Feita uma construgao, pode-se aplicar movimento a seus elementos,
sendo preservadas as relagoes geométricas impostas a figura — dai
serem denominados programas de geometria dindmica (BRASIL, 2006,
p. 88, grifo nosso).

Sem sombra de dividas, podemos afirmar que o recurso “Arrastar”, destes softwa-

res, é a principal caracteristica que os qualificam como tal, uma vez que permite que



as figuras geométricas construidas possam ser modificadas dinamicamente,
preservando as relacoes matemadticas existentes entre seus elementos.
A Atividade 1, da secao 2.7.1, do produto educacional desenvolvido pelo autor,
valida esta afirmacao. A mesma se inicia com uma motivacdo, conforme figura 1.1.
Figura 1.1: Motivagao - circuncentro

Utilizando as ferramentas disponiveis no applet abaixo, trace as mediatrizes dos lados
do trigngulo ABC.

k]>x L+ @ 4 @
LHraCcd @ &

Fonte: Elaborado pelo autor

A figura 1.2 mostra a etapa de investigacao e a utilidade do recurso “Arrastar”do

GeoGebra.

Figura 1.2: Investigacao - Conjecturas

Pergunta 1:

O que podemos observar com essa agao?

Aa T

Identifique o ponto de intersecdo dessas retas com a letra O. Em seguida, trace uma circunferéncia de
centro O e raio OA (ou OB ou OC), destacando-a na cor vermelha.

Mova um dos vértices (o A, por exemplo), de modo que o tridngulo acutangulo dado se transforme em
um tridngulo obtusangulo e, depois, em um triangulo retdngulo (neste caso, ative a malha quadriculada

para facilitar a obtencdo do angulo reto). [Para ativar a malha quadriculada basta clicar com o botao
esquerdo do mouse em qualquer parte branca do applet]. Experimente mover, também, os vértices B e C.

Pergunta 2:

O que podemos observar a respeito da posi¢ao do ponto O, em relagdo ao triangulo ABC?

Aa

Fonte: Elaborado pelo autor

E nesta etapa que o leitor percebe que a circunscricao do triangulo resiste ao

arrastar dos seus vértices, ou seja, a figura mantém as suas propriedades geométricas.



Ainda nesta etapa, chega-se a conclusao de que nem sempre o circuncentro ¢ um ponto
intertior a um triangulo.
A figura 1.3 mostra a etapa da justificativa do método de obtenc¢ao do circuncentro

de um triangulo qualquer.
Figura 1.3: Argumentacao - Demonstragao

Pergunta 3:

Por que sera que essa construgdo funciona?
Respondendo a pergunta, considere um tridngulo ABC qualquer, m,, m,, e m., respectivamente,
as mediatrizes dos lados BC, CA e AB, e 0 o ponto de intersecdo das retas m, e m,, conforme

figura abaixo:

Temos que:

0em, = 0B =0C

= B=04 = 0€em,.

0€Emy = 0C =04

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim sendo, ressaltamos a importancia do GeoGebra no ensino da Geometria, pois
o mesmo € capaz de levar o aluno a assumir um papel ativo na construcao do conhecimento,

tornando a aprendizagem mais significativa e envolvente.

1.3 Importancia da Demonstracao no ensino da Ma-
tematica

Durante a elaboracao do produto educacional, procuramos, sempre que possivel,
fazer uso da demonstragao matematica, como meio de resposta formal, as provocagoes
(perguntas) feitas ao leitor, nas diversas atividades (vide Figura 1.3, desta pagina). En-
tendemos que, a partir da manipulacao dos applets, o mesmo seja capaz de formular
conjecturas, testd-las, valida-las ou refuta-las, sempre buscando caminhos para justificar
seus argumentos. Mas, a prova inconteste dar-se-a por meio da demonstracao matemdtica,

sendo esta a ultima etapa do processo investigativo, como foi mencionado na segao 1.1.



Utilizamos as demonstragoes nao somente como a culminancia de um ciclo inves-
tigativo, mas, também, como uma maneira de levar o leitor (professor/aluno) a pensar as
situagoes-problema de forma ldgica e dedutiva. Claro que, sem perder de vista a quem se
destina o uso do produto educacional. Como defende Amado, Sanchez e Pinto (2015, p.

637-657), procuramos encara-las

[...] ndo numa perspectiva formal, que pouco significado teria para os
alunos deste nivel de escolaridade, mas como produto decorrente de uma
justificagdo que encerra o caracter geral do universo matemaético, ou de
um contraexemplo que demonstra a falta de validade de uma afirmacao
ou conjectura.

Assim sucederam-se as demonstracoes, sempre de maneira acessivel e contextuali-
zada, buscando levar o leitor a uma compreensao geral das situagoes-problema propostas.
Quando se trata de demonstragao, principalmente na Educacao Basica, devemos
tomar certos cuidados ao utilizé-las em sala de aula. No que concerne a este tema, Amado,

Sanchez e Pinto (2015, p. 637-657) advogam a favor de que

as demonstragoes devem ser rigorosas e conter algum simbolismo, mas
nao tornar-se demasiado formais, devendo privilegiar-se o raciocinio
l6gico-dedutivo e as cadeias argumentativas. Desta forma, e quando
adequadas ao nivel de escolaridade e ao contexto de ensino, poderao
possibilitar a compreensao da Matematica. E também fundamental que
constituam para o aluno um instrumento a ser usado para fazer Ma-
temética (no sentido da produc@o de conhecimento que esteja ao seu
alcance) e nao apenas um mero objeto de apreensao e de memorizagao.

Deste modo, a demonstracao deve assumir seu papel pedagdgico, como forma de
educar os alunos para que estes sintam-se cada vez mais seguros e motivados nas suas

argumentagoes matematicas.

1.4 Tecnologias no ensino da Matematica

Embora o uso de tecnologias no ensino da Matemética seja um tema bastante
abordado no ambito da Educacao Matematica, principalmente nas ultimas décadas, po-
demos notar que os recursos tecnoldégicos ainda sao pouco explorados por professores e
alunos da Educacao Basica. Podemos, ainda, observar um ntumero cada vez maior de
pessoas utilizando aparelho celular no seu dia a dia, seja como ferramenta de trabalho
ou entretenimento. SO para termos uma ideia, segundo estudo divulgado em abril deste

ano pelo Centro de Tecnologia de Informacao Aplicada da Escola de Administracao de
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Empresas de Sao Paulo (FGVcia)!, sdo 1,2 smartphones por habitante, totalizando 249
milhoes de celulares inteligentes em uso no Brasil. Neste universo, inclui-se grande parte
dos alunos da Educagao Bésica, o que justifica pensarmos, quando possivel, na utilizacao
pedagdgica deste dispositivo, em prol da aprendizagem dos mesmos, pois, como assegura

Borba e Penteado (2003, p. 45),

a inser¢ao de uma nova midia, como a informatica, na pratica pedagégica
do professor, abre possibilidades de mudancas dentro do préprio conheci-
mento e que é possivel haver uma ressonancia entre uma dada pedagogia,
uma midia e uma visao de conhecimento.

A BNCC propoe a utilizagao da tecnologia desde os anos iniciais do ensino fun-
damental, para que, “[...] ao chegarem aos anos finais, eles [os estudantes| possam ser
estimulados a desenvolver o pensamento computacional?, por meio da interpretacao e da
elaboragao de algoritmos [...|” (BRASIL, 2018, p. 528). No que tange ao ensino médio,
o foco é a construgao de uma visao integrada da Matematica, aplicada a realidade, em
diferentes contextos, levando-se em consideracao o avanco da tecnologia e as exigéncias
do mercado de trabalho. Destaca ainda “a importancia do recurso a tecnologias digitais
e aplicativos tanto para a investigacao matematica como para dar continuidade ao desen-
volvimento do pensamento computacional, iniciado na etapa anterior.” (BRASIL, 2018,
p. 528).

Nesse contexto, Ferreira Tostes e Oliveira Dias (2017, p. 135), defendem que:

A informacao apresentada pelas tecnologias ultrapassa a linguagem ver-
bal, comumente usada no ambiente escolar, amplia possibilidades de
estimulos simultaneos — multissensoriais —, e promove o senso de inves-
tigacao, expandindo a capacidade de comunicacao entre professores e
alunos.

Nessa perspectiva, resta ao professor delinear as atividades propostas, tracando os

objetivos a serem alcangados, levando sempre em consideracao a realidade de seus alunos.

'Disponivel em: < https://shre.ink/T4aq >. Acesso em: 10 nov. 2023.

2“Pensar nos problemas de forma que um computador consiga soluciond-los”. “O Pensamento Com-
putacional é executado por pessoas e nao por computadores. Ele inclui o pensamento légico, a habilidade
de reconhecimento de padroes, raciocinar através de algoritmos, decompor e abstrair um problema” (LIU-
KAS, 2015). Disponivel em: < https://www.computacional.com.br/definicoes_pc.html >. Acesso em:
10 nov. 2023.



Capitulo 2

Metodologia

Neste capitulo, procuro responder a seguinte questao: como foi conduzida a pre-
sente pesquisa?

Conforme relato feito na Introducao desta dissertacao, inquietacoes, no que diz
respeito ao ensino de geometria na Educacao Basica, juntamente com dificuldades vi-
venciadas na resolucao de problemas de construcao geométrica e outros relacionados a
lugares geométricos, foram o fio condutor para a elaboracao de uma proposta de ensino
para professores da educacgao basica que versasse sobre o tema Lugar Geométrico e que
utilizasse o Geogebra como ferramenta auxiliar de aprendizagem.

Dei inicio, entao, a uma pesquisa bibliogrdfica, no sentido de que elegi a fonte
bibliografica como recurso principal para o aprofundamento tedérico do tema em questao.
No entanto, apds meses de pesquisa, percebi que no site oficial do GeoGebra existe a
opcao de se criar um livro digital, o que me chamou bastante atencao, devido aos recursos
educacionais existentes e a possibilidade de uma maior imersao do leitor no tema. Este
fato levou-me a mudar o rumo da pesquisa e a pensar na elaboragao de um GeoGebraBook,
como produto educacional.

O primeiro GeoGebraBook o qual tive acesso, e que me deu um norte para o
desenvolvimento da pesquisa, foi elaborado por Hellmann (2021)! e, diga-se de passagem,
trata-se de um belo trabalho que vale a pena ser lido na integra por quem deseja criar seu
proprio GeoGebraBook. Obviamente alguns outros foram consultados, mas o primeiro
mostrou-se ser suficiente para o norteamento da pesquisa em questao.

Livros de Muniz Neto (2013), Wagner (2007) e Putnoki (1993), bem como notas

Disponivel em: < https://www.geogebra.org/m/kstvedfr >. Acesso em: 03 dez. 2021.
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da disciplina de Geometria ministrada pelo orientador desta pesquisa, foram essenciais
para a fundamentacao matematica e estruturacao do capitulo 2 do GeoGebraBook. Para
o capitulo 3, foram consultados Delgado, Frensel e Crissaff (2017), Lehmann (1991), Tezzi
et al. (2013), Dante (2017) (o qual me inspirou a desenhar os icones das se¢oes 3.3 Elipse,
3.4 Hipérbole e 3.5 Pardbola, do GeoGebraBook), além das RPMs (Revistas do Professor
de Matematica) de nimeros 60 e 68 e dissertacoes sobre o tema.

Naturalmente as dificuldades foram surgindo ao longo de todo o percurso de ela-
boracao do livro, dando espaco a um verdadeiro cenario de investigagoes e descobertas.
Uma dificuldade inicial a qual me deparei, diz respeito ao dimensionamento dos applets
(Largura e Altura), para que coubessem na tela de um smartphone, trazendo o tema de-
senvolvido no GeoGebraBook para a “ponta dos dedos”do usuario. Convém lembrar que
as imagens ajustaram-se perfeitamente em um modesto smartphone Samsung Galaxy J5
Pro, de tela Touchscreen de 5.2 polegadas, ao considerarmos, em geral, Largura = 700 e
Altura = 500, nas configuragoes do applet, no GeoGebraBook.

Outra dificuldade encontrada diz respeito ao Editor KTEX do GeoGebraBook: nao
consegui utilizar notagoes basicas da Geometria como E , jﬁ, AB e ABC. Ademais, o
GeoGebraBook nao importa cédigo HTREX de editor externo. A notacao AB sé pode ser
utilizada, mediante digitagao do c6digo \overline{AB} no editor nativo do GeoGebra-

Book, resultando o conteido da figura a seguir,

Figura 2.1: Editor do GeoGebraBook

Edigdo Matematica x

+ Basico © Grego | @ Operadores < Relacbes &< Setas { Delimitadores | oo Misc
w T LSV (B +-xF -o=x++ v YIIIODS[ NP

Z QR CH

ﬁ Ca ncel

Fonte: Elaborado pelo autor

o qual precisava passar, ainda, por ajustes feitos através do duplo toque da tecla direcional
<+ (para levar o cursor para frente da letra A), mais o toque da tecla Backspace e o

clique no botao SAVE, do referido editor (vide figura 2.2).
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Figura 2.2: Editor do GeoGebraBook - Continuagao

Edigdo Matematica x

+ Basico w Grego @® Operadores < Relagfes 4 Setas { Delimitadores oo Misc
L - SV O € - + -+ F - =x+ 4+ v DIINDS NP

Z QR CH

B

Fonte: Elaborado pelo autor

O dimensionamento da fonte, no GeoGebra, também teve seu peso na elaboragao
do livro, uma vez que os applets e figuras geométricas criadas com este software, na
configuracao padrao, ao serem importados para o GeoGebraBook, ficavam com as letras
muito pequenas, independentemente de se ter ou nao dado um zoom na figura. Isso
dificultava a visualizacao de textos e rétulos de objetos geométricos das mesmas, na tela
do smartphone citado na pagina anterior e utilizado como teste. A fim de resolver este

problema, foram feitas, em geral, as seguintes configuragoes no GeoGebra para:

Applets e imagens do GeoGebraBook
- Tamanho da fonte: 24 pt

- Texto: Médio (120%)

- Espessura da linha: 7

- Tamanho do ponto: 5

Imagens dos icones das Atividades do GeoGebraBook
- Tamanho da fonte: 48 pt

- Texto: Médio (120%)

- Espessura da linha: 13

- Tamanho do ponto: 7

- Cor de fundo: Azul claro (153, 204, 255)

Para nao ficar macante, abordarei, por tltimo, como foram feitas a edicao e insercao

das imagens dos icones das Atividades do GeoGebraBook, como a da figura 2.3, por
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exemplo.

Figura 2.3: [cone 2.1 Situacao-problema

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma vez capturada a imagem? na internet, utilizei o software LunaPic® para deixa-
la com o fundo transparente (caso assim nao se encontrasse); em seguida, a inseri no
GeoGebra e modifiquei a cor de fundo da Janela de Visualizacdo para azul claro (153,
204, 255). Dei um zoom na imagem, recortei com a Ferramenta de Captura do Windows,
salvei e a importei para o GeoGebraBook. Caso a mesma se enquadrasse, perfeitamente,
no retangulo existente, encerraria o processo; senao, voltaria para a imagem no GeoGebra,
redimensionaria imagem e/ou area de captura, salvaria e importaria, novamente, para o
GeoGebraBook. Trata-se, basicamente, de um método de “tentativa e erro”. Mas, como
se da a importacao da imagem, em questao, para o GeoGebraBook?

Basta entrar na Atividade que se deseja importar a imagem salva para o icone;
clicar nos trés pontos alinhados verticalmente ao lado do botao ATRIBUIR, no canto
superior direito da pégina inicial; e depois em Editar Atividade. No canto inferior
esquerdo da pégina que se abrir, clicar em Configuragoes da Construgao e em Mo-
dificar imagem.

Como em tudo na vida existe os prds e os contras, com o GeoGebraBook nao seria
diferente. A seguir, citaremos algumas vantagens e desvantagens no que tange ao uso do

GeoGebraBook como produto educacional, observadas ao longo do seu desenvolvimento:

Vantagens:

- Interatividade: Permite que o leitor aja de forma interativa com os conteudos do

2Disponivel em: < https://shre.ink/chzb >. Acesso em: 20 fev. 2023.
3Disponivel em: https://< wwwl2.lunapic.com/editor/ >. Acesso em: 20 fev. 2023.
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livro, tornando-o sujeito ativo no processo de construcao de seu préprio conhecimento;

- Dinamicidade: O carater dinamico dos applets pode tornar a aprendizagem lidica
e envolvente, além de ajudar o leitor numa melhor compreensao dos conceitos matematicos
e visualizagao de figuras geométricas;

- Acesso ao livro digital: Por se tratar de um livro disponibilizado de forma on-line,
o GeoGebraBook pode ser acessado de qualquer lugar do mundo, onde haja uma conexao
com a internet, o que o torna bastante 1til para professores e alunos;

- Personalizacdo: O professor pode personalizar o contetuido do livro para atender as
necessidades de sua turma, ou seja, é possivel adaptar o material de ensino as habilidades
dos alunos;

- Gratuidade: O GeoGebraBook é inteiramente gratuito, o que torna seu uso

acessivel por parte de alunos e professores, principalmente das escolas publicas.

Desvantagens:

- Condigoes Tecnoldgicas: A utilizacao do GeoGebraBook de maneira efetiva, ou
seja, com a utilizagao de todos os seus recursos, requer do usuario o acesso a dispositivos
eletronicos como smartphones, tablets, notebooks ou computadores, e uma conexao com
a internet. KEscolas com recursos limitados, ou em regioes com uma infraestrutura de
internet precdria, certamente terao dificuldade em utilizar este recurso pedagogico;

- Cumprimento do conteudo programdtico: A utilizagao do GeoGebraBook em sala
de aula, caso nao seja bem planejada, pode demandar um tempo maior do que o previsto,
impactando no cumprimento do contetido programatico pelo professor;

- Possiveis distracoes: Os professores precisam acompanhar de perto o uso do Ge-
oGebraBook em sala de aula, para garantir que os alunos estejam realmente focados no

aprendizado, e nao “brincando” com o livro.

Em suma, o GeoGebraBook é uma ferramenta bastante interessante para o ensino
de matematica, principalmente da geometria, e para o professor, pela sua capacidade de
criacao de materiais interativos e personalizados. No entanto, sua eficicia depende do
dominio do professor em relacao ao conteudo a ser ensinado e do software GeoGebra, bem
como da disponibilidade de tecnologia. Portanto, faz-se importante avaliar a viabilidade

de seu uso, antes mesmo de ser adotada.



Capitulo 3

Produto Educacional

Neste capitulo apresentaremos o GeoGebraBook intitulado Lugares Geométricos
na Fducag¢ao Bdsica, como produto educacional desenvolvido no site geogebra.org. Para
a criacao de um GeoGebraBook é necessario entrar no referido site, criar uma conta de

acesso e clicar, ordenadamente, em:
MATERIAIS DIDATICOS — MEUS RECURSOS — CRIAR — Livro

Ao criar o livro, tem-se a opgao de compartilhd-lo através de um link (neste caso,
somente usudrios que possuam o link poderao visualizé-lo) ou manté-lo privado (outros
usudrios nao poderao visualizé-lo). Em ambos os casos, ele ndo aparecera nos resultados
de pesquisa de outros usuarios, a menos que seja publicado na plataforma GeoGebra. Uma
vez publicado, o mesmo pode aparecer em pesquisas feitas no site do GeoGebra pelo nome
do produto educacional ou palavras-chave como: GeoGebraBook, Lugares Geométricos,
Conicas, Geometric Loci, Conics, Lourivaldo Lacerda. No que se refere a sua edi¢ao, uma
vez criado, clica-se nos trés pontos alinhados verticalmente ao lado do botao ATRIBUIR,

no canto superior direito da pagina, e depois em Editar Livro. Observe a figura abaixo:

Figura 3.1: Edicao do Livro

ATRIBUIR
Incluir aos Favoritos

@ Publicar
B Mover para

/" Editar Livro
0] copiar Livio

© Detalhes

Apagar

Fonte: Geogebra
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Ao clicar nessa opcao, a plataforma nos remete a uma pagina na qual podemos

acrescentar os capitulos e incluir atividades neles, como mostra a figura 3.2.

Figura 3.2: Inclusao de capitulos e atividades
¢ Editar Livro: < Nome do livro >

Conteldo Titulo da Pagina

Ca DIITU|OS Este Livro GeoGebra ndo contém material algum

) Incluir Atividade
[ Acresentar Capitulo ]

Fonte: GeoGebra

Ao clicar em Incluir Atividade, podemos pesquisar atividades produzidas por
usuarios da plataforma, estando 14 armazenadas, e adiciona-las ao capitulo do livro, ou
criarmos nossa prépria atividade, clicando em Nova Atividade. Deste modo, podemos

inserir diversos recursos pedagdgicos, conforme figura 3.3.

Figura 3.3: Inclusao de recursos pedagogicos

< Titulo da atividade >

Incluir Elemento

= Texto | » | Video

() GeoGebra |._ Imagem

(] Notas | A| Arquivo PDF
? Questdo Q Web

Gravar & Fechar Cancelar

Fonte: GeoGebra

A utilizagao desses recursos permite a criacao de um texto (Atividade), no qual o
usudrio pode interagir de forma dinamica com o mesmo. No desenvolvimento do livro,

exploramos todos esses recursos ao longo de suas Atividades, exceto Notas.
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Disponivel on-line na plataforma GeoGebra, para acessé-lo basta clicar no link
https://www.geogebra.org/m/wrdmkxnn, o qual direcionard o leitor a pagina ini-
cial, contendo os capitulos e os conteidos do livro, podendo estes serem acessados de

acordo com seu interesse. A figura 3.4 apresenta a pagina inicial do livro.

Figura 3.4: Pagina inicial do GeoGebraBook

Lugares Geométricos na Educagdo Basica

Lugares Geométricos na Educacdo Basica

1. Introducio i
Autor: Lourivaldo Lacerda

2. Lugar Geométrico

aad Aﬂ
3. Cénicas como Lugar Geométrico & E-S—B-‘M AA
=i T PROFMAT
Referéncias
Lugares Geométricos na

Educagdo Basica

% Lourivaldo Lacerda

Lista de conteudos

1. Introducao
1.1 Apresentacdo

1.2 Objetivo geral

Fonte: Elaborado pelo autor

Clicando num capitulo, este se expandira em secoes, onde cada uma delas corres-

ponde a uma Atividade, identificada por um icone, conforme ilustra a figura 3.5.

Figura 3.5: Atividades com seus respectivos icones

Lugares Geométricos na Educagio B. L.
2. Lugar Geomeétrico
1. Introducio

2. Lugar Geométrico

2.1 Situago-problema

2.2 Definigio de Lugar Geométr...

2.3 Um pouco de historia
2.1 Situagao-problema 2.2 Definicdo de Lugar 2.3 Um pouco de histéria 2.4 Lugares geométricos
2.4 Lugares geométricos basicos Geométrico basicos

Fonte: Elaborado pelo autor



19

As imagens dos icones foram construidas pelo autor ou, criteriosamente, escolhidas
e baixadas de sites da internet, cujos enderecos encontram-se disponiveis em Lista de
imagens, no GeoGebraBook. Essas imagens tém como objetivo favorecer a comunicagao
visual e a identificacao rapida das Atividade em um Capitulo.

E importante salientar que existe a possibilidade de acesso off-line do livro, medi-
ante o download do arquivo Livro Off-line.zip. Para tanto, basta clicar nos trés pontos
alinhados verticalmente ao lado do botao ATRIBUIR, no canto superior direito da
pagina inicial, e depois em Detalhes. No entanto, nao serao possiveis a verificacao das
respostas as perguntas feitas nas atividades, nem o acesso a videos e links da internet. J&
os arquivos PDF e os applets, funcionam normalmente no navegador.

Estruturamos o livro em trés Capitulos, seguidos das Referéncias e Anexos. No
Capitulo 1 fazemos uma breve introducgao, na qual apresentamos o trabalho, seu objetivo
geral e o prefdcio do livro.

No Capitulo 2 estudamos os Lugares geométricos basicos, o Método dos Lugares
Geométricos, bem como os Pontos Notaveis de um triangulo. Basicamente utilizamos
temas como: congruéncia e semelhanga de triangulos, desigualdade triangular, teorema de
Tales, teorema da bissetriz interna, soma dos angulos internos de um triangulo qualquer,
teorema da base média, dentre outros.

No Capitulo 3 estudamos as Conicas como Lugar Geométrico, seus elementos (onde
citamos o teorema de Pitdgoras), excentricidade, construgdo, bem como a utilizacao do
Método dos Lugares Geométricos como ferramenta na resolucao de alguns problemas
geométricos.

Tanto no Capitulo 2 quanto no Capitulo 3 foram disponibilizados exercicios resol-
vidos e propostos, para uma maior fixacao dos contetidos abordados.

Nas secoes a seguir, daremos uma nocao acerca dos Contetudos e das Atividades

elaboradas nos capitulos 2 e 3.
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3.1 Lugar Geométrico

Nesta secao abordaremos o Capitulo 2, cuja tela inicial pode ser observada na

figura 3.6.

Figura 3.6: [cones das Atividades do Capitulo 2

2.7 Circuncentro 27.2 Incentro 273 Baricentro 2.7.4 Ortocentro

e e i . E . K LE e s
2.4 Circunferéncia 2.42 Mediatriz 2.4.3 Bissetriz 2.4.4 Par de retas
paralelas
2 ?

2.8 Ainda sobre tais 2.9 Exercicios resolvidos
pontos notaveis e propostos

\ ' + .
2.1 Situagdo-problema 2.2 Definigao de Lugar 23 Um pouco de histéria 2.4 Lugares geométricos. 0
Geométrico bisicos
R — £ 2 b
o \
@ ! i

2.45 Arco capaz 2.50 Método d 2.6 Exerci 2.7 Pontos notaveis de
Lugares Geométricos e propostos um tridngulo

Fonte: Elaborado pelo autor

Iniciamos com uma situagao-problema (segao 2.1), cujo objetivo é a contextua-
lizagao do tema, a qual conduzird o leitor a definicao de Lugar Geométrico, conforme

figuras 3.7 e 3.8.
Figura 3.7: Situacao-problema

2.1 Situagdo-problema

Autor: Lourivaldo Lacerda

Um jardineiro quer construir um canteiro de rosas, de forma que todas as plantas fiquem a uma mesma distincia da torneira para irrigacdo. Que estratégia o
Jjardineiro deve utilizar para definir o lugar onde as roseiras devem ser plantadas? Que forma devera ter o canteiro?

Aa m

Cligue aqui!

Fonte: https://shre.ink/chls

ra
La

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 3.8: Observagoes situagao-problema

Observacoes:

Podemos notar que a curva fechada feita pelo jardineiro determina
um conjunto de pontos do plano (terreno) e, portanto, tais ponlos
devern possuir uma propriedade que os caracterizem (no caso, dis—
tar igualmente do ponto de instalacao da torneira);

Urn vez fizada a distancia que as roseiras devem ler da torneira de
irrigacao, as mesmas devem ser plantadas somente ao longo da curva
determinada pelo jardineiro.

Fonte: Elaborado pelo autor

Na secao 2.2 definimos o que vem a ser um Lugar Geométrico, como mostra a

figura 3.9.

Figura 3.9: Definicao de Lugar Geométrico

/'

geométrico (abreviamos LG) dos pontos que possuem a propriedade P
¢ o subconjunto L do plano que satisfaz as duas condi¢des a seguir:

ada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o Iugar\

(a) Todo ponto de L possui a propriedade 2.

(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

4

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma vez definido, observacoes feitas com base na teoria dos Conjuntos e da Légica
Matematica véem reforgar, ainda mais, a ideia de Lugar Geométrico.

Na secao 2.3 procuramos, de maneira breve, situar o leitor no contexto historico
dos Lugares Geométricos.

As segoes 2.4.1 a 2.4.5 tratam dos Lugares Geométricos bdsicos: circunferéncia,
mediatriz, bissetriz, par de retas paralelas e arco capaz; ferramentas indispensaveis para

a construcao de outras figuras geométricas, satisfazendo certas condi¢oes. Por exemplo,
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para a construcao de um triangulo isésceles ABC' de base AB e altura h, faz-se necessario
tragar a mediatriz do segmento AB para que seja, entao, determinado o vértice C'. Tais
secoes foram elaboradas com os seguintes objetivos:

- Evidenciar as propriedades dos objetos geométricos em estudo que os caracterizam
como um Lugar Geométrico;

- Defini-los como um Lugar Geométrico;

- Construir e justificar a construcao desses objetos;

- Colocar o leitor como agente ativo no processo de aprendizagem.

Para um melhor entendimento do que foi exposto, ilustraremos como foi elaborada
a secao 2.4.2 Mediatriz. As demais, seguem uma linha de construgao semelhante.

A secao se inicia com a definicao usual de mediatriz, como mostra a figura 3.10.

Figura 3.10: Defini¢ao usual de mediatriz

Defini¢aol: Dados os pontos A e B no plano, definimos a mediatriz do
segmento AB como sendo a reta perpendicular a AB e que passa por
seu ponto medio.

Fonte: Elaborado pelo autor

Dada a definigao, através do applet (figura 3.11) motivamos o leitor no sentido de
mostra-lo que qualquer ponto P da reta r (mediatriz) guarda sempre a mesma distincia

das extremidades do segmento AB.

Figura 3.11: Motivacao - mediatriz

AB =5.0 u.c.
PA=56u.c.
PB =56 u.c.

Fonte: Elaborado pelo autor
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A partir da interacao com o applet, sao feitas duas perguntas. Para tanto, utiliza-
mos o recurso de inserir questao, o qual permite que a resposta correta possa ser revelada

ou nao. A figura 3.12 mostra essa potencialidade que o GeoGebraBook possui.

Figura 3.12: Perguntas - mediatriz

Pergunta 1:

O que vocé cbserva com essa agdo?

Aa ™

Pergunta 2:

Por que PA e PB tém sempre a mesma medida?

Aa ia

VERIFIQUE SUA RESPOSTA

Fonte: Elaborado pelo autor

Note que, uma vez respondida a Pergunta 2, a resposta correta pode ser verificada
pelo leitor, como mostra a figura 3.13. Nesse ponto, a ilustracao da lugar a uma pequena

demonstracao utilizando congruéncia de triangulos.

Figura 3.13: Resposta Pergunta 2 - mediatriz

Pergunta 2:

Por que PA e PB tém sempre a mesma medida?

Aa T

Resposta correta: Na figura, temos que:

PM L AB, pois PM C r, 0 que implica que £ PMA = £ PMB = 90%;

AM = BM & ponto médio de AB);

PM é lado comum.

Logo, os tridngulos PMA e PMB sdo congruentes (caso LAL) e, portanto, PA=FB.

TENTAR NOVAMENTE

Fonte: Elaborado pelo autor

Até ai, tudo bem! Mas, surge a seguinte pergunta: Serd que somente os pontos
da mediatriz distam igualmente dos extremos do segmento AB? Ou, equivalentemente,
existe algum ponto “fora” da mediatriz que possui tal propriedade?

Para responder a esta pergunta, elaboramos o applet da figura 3.14. Mas, o ap-

plet sozinho nao prova nada! Apenas ilustra uma situacao-problema. Torna-se, entao,
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necessario recorrer a Desigualdade Triangular para dar a sustentacao matematica ne-

cessaria.

Figura 3.14: Ponto P fora da mediatriz r

AB = 5.0 u.c.
PA =48 ue.
PB =29 u.c.
(JAaABC

Fonte: Elaborado pelo autor

Feitas as devidas observagoes, definimos a mediatriz como um Lugar Geométrico,

conforme figura 3.15.

Figura 3.15: Definicao de mediatriz como um Lugar Geométrico

Defini¢do2: Dados os pontos A ¢ B no plano, a mediatriz do segmento
AB ¢ 0 LG dos pontos do plano que equidistam de A e B.

Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida, elaboramos duas atividades: a primeira, a construgao da mediatriz de
um segmento dado; e a segunda, a construcao de uma reta que passa por um ponto dado
e é perpendicular a uma reta dada. Convém notar que a Atividade 2 tem como objetivo,
além de fazer com que o leitor “ponha a mao na massa” para construir a reta desejada,
Justificar a sua construcao.

Na secao 2.4.3 fazemos, passo a passo, a demostracao do Teorema da bissetriz
interna, muito utilizado na resolucao de questoes de Geometria Plana.

Na secao 2.4.4 (Atividade 3) mostramos uma propriedade importante da area de
um triangulo, qual seja: “A drea de um triangulo nao se altera quando sua base permanece
fixa e o terceiro vértice percorre uma reta paralela a base”.

A secao 2.4.5 trata do Arco Capaz. Um Lugar Geométrico bastante interessante e
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util na resolugao de problemas de Geometria Sintética, mas pouco explorado na educacao

béasica. Sua definigao encontra-se na figura 3.16.

Figura 3.16: Definicao de arco capaz

Defini¢ao: Dados um segmento AB e um angulo a, com 0° < a < 180°, o
LG dos pontos P do plano tais que APB = « é a reunifio de dois arcos de

r . r . ~ hl Lrr—] .
circulo, simétricos em relagdo a reta AB, excluindo-se os pontos A e B.
Tais arcos sao os arcos capazes de o em relagcdo a AB.

Fonte: Elaborado pelo autor

Nesta secao elaboramos um applet do arco capaz de «, com 30° < o < 180°, para
que o leitor possa visualizar sua construcao, verificar sua simetria em relagao ao segmento
AB e, ao mover o ponto P ao longo desse arco, verificar a propriedade que o caracteriza
como um Lugar Geométrico. Pensamos, também, em leva-lo a perceber o que acontece
com sua forma e com seu centro, ao variar o angulo « no intervalo dado. A figura 3.17

mostra um par de arco capaz de 30°.

Figura 3.17: Arcos capazes de 30°

a=30°
®

D Construcdo

Angulo inscrito

D Angulo central
Par de arcos capazes

[:‘ Verificar simetria

Fonte: Elaborado pelo autor

Perguntas, observacoes e atividades foram elaboradas visando uma maior compre-
ensao do leitor.
Na secao 2.5 abordamos o Método dos Lugares Geométricos, o qual se trata de um

procedimento geométrico que permite a obtencao da solugao grafica de problemas de cons-



26

trugao com régua e compasso, satisfazendo certas condicoes, a partir da suposi¢cao do
problema resolvido e da construgcao dos pontos-chave para a solugao do mesmo.
A figura 3.18 ilustra bem esse método, quando aplicado na resolucao do problema do
Exemplo 1, qual seja: Dados trés pontos A, B e C, nao alinhados, construa a circun-

feréncia que passa por esses pontos.

Figura 3.18: Método dos Lugares Geométricos

ﬁ
G
Q

\ Ponto(s) — chave
Suposto resolvido \
LG, (mediatriz de AB) \
Esbogo da figura \

LG, (mediatriz de AB) \

B B Ponto-chave \

\
a Soluggo do problema / -
A o A -

)
\

Fonte: Elaborado pelo autor

Perguntas, observacoes e exemplos foram feitos visando um maior entendimento
do leitor.

A sec¢ao 2.6 consta de exercicios resolvidos e propostos, com o objetivo de consolidar
a teoria abordada até o momento.

Os exercicios resolvidos, coletados do livro de Muniz Neto (2013, p.78, 98), sdo mais
desafiadores, possuindo um grau de dificuldade maior. Exercicios como esses, motivaram
o autor deste trabalho a buscar o GeoGebra como instrumento de apoio na resolucao
dos mesmos, conforme foi dito na introducao deste texto. O Exercicio resolvido 2, por
exemplo, traduz bem o que foi revelado. Trata-se do seguinte problema: “Sao dados, no
plano, uma circulo I', de centro O e raio R, e um segmento de comprimento r. Identifique
e construa, com régua e compasso, o LG dos centros dos circulos de raio r e tangentes a
I'. Em que medida o LG em questao depende dos valores R e r?”(MUNIZ NETO, 2013).

Em sua obra, Muniz Neto (2013) nao faz distingao entre circunferéncia e circulo.
Isto posto, como as medidas R, do raio da circunferéncia, e r, do segmento, sao genéricas,
torna-se necessério analisar 3 casos: 1° Caso (r < R), 2° Caso (r = R), e 3° Caso (r > R).
Foi, exatamente, no 3° Caso, que o autor deste trabalho sentiu dificuldade em perceber a

maneira como as circunferéncias \’s, na cor azul, tangenciavam a circunferéncia I, pois,
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neste caso, o centro das mesmas nao coincide com o centro de I'. Dai, a importancia do

GeoGebra como software de Geometria Dinamica. A figura 3.19 ilustra bem essa situagao.

Figura 3.19: Exercicio resolvido 2 - 3° Caso

0

[] Aexteriorar

A n&o é exterior, nem interior a I

LG,

° @2 0

Fonte: Elaborado pelo autor

Os exercicios propostos sao questoes de multipla escolha, corrigidas automatica-

mente, conforme ilustra a figura 3.20.

Figura 3.20: Respostas - Exercicio proposto 1

A @ a1 X ERRADO

B b) 2 -
B (M b2  CORRETO
Q3

C
C a3
D d) 4

\ D d) 4
E €5 )
E e)5
e Oops! Sua resposta esta errada.
TENTAR NOVAMENTE Q Muito bem! Sua resposta esta correta

Fonte: Elaborado pelo autor

As segoes 2.7.1 a 2.7.4 tratam dos Pontos Notdveis de um Triangulo: circuncentro,
incentro, baricentro e ortocentro. Abordamos cada um deles no tocante as caracteristicas
que os tornam notdveis, distinguindo-os dos demais pontos da figura ou do plano. Essas
secoes tém como objetivo levar o leitor a obté-los geometricamente, compreender o signi-
ficado deles, justificar as construcoes geométricas para sua obtencao e observar a posicao
desses pontos em relagdo ao triangulo em questao (interior, exterior, ou um ponto do

mesmo). Como refor¢o da teoria, atividades foram elaboradas para este fim.
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Na secao 2.7.3 (Baricentro) elaboramos um applet (figura 3.21) para que o leitor
possa perceber a relagao existente entre as distancias dos vértices de um triangulo qualquer
ao seu baricentro, e a distancia do baricentro aos pontos médios dos lados opostos aos
vértices considerados.

Figura 3.21: Propriedade do Baricentro

0
@]

AG = 3.46 w.c. AG AG =453 u.c AG 453

__ = = — = === =2

GD =173 u.c GD 7D =226 u.c GD 226 A

BG =392 uc BG BG =222 uc BG  2.22

_ = = 22y £

GE = 1.96 u.c. GE GFE =111 ue GE 111 .

CG = 4.46 u.c fotel CG =382 u.c TG 382 c
= == = = = =191 2

GF =223 uc GF GF =191 u.c GF 191 A D

Fonte: Elaborado pelo autor

Isto posto, num outro applet, demonstramos, passo a passo, esta importantissima

propriedade do baricentro, conforme mostra a figura 3.22.

Figura 3.22: Demonstragao - Propriedade do Baricentro

A Passo =8 PNTS é um paralelogramo e, portanto, suas
£ ] diagonaig se intersectam nos seus pontos médios.
Dai, segue que: PG, =G\T e NG, = G,S.

Veja:

£TSN = £PNS (alternos internos), PN = §T (x)
e SN (lado comum). Logo, ASTN = ASNP (LAL) e,
portanto, PS = NT. Como PNTS possui pares de la—
dos opostos iguais, trata — se de um paralelogramo.

B M C
Sejam N e _P: respectivamente, s Como BS = §G, e CT = TGy, pois S e T sio pontos
pontos médios dos lados AC e AB. médios, respectivamente, de BG, e CG, temos :

BS=8G =GN e CT=TG =GP

Seja BNNCP = {G} S
Dai, fica facil ver que: BG1=2GiN e CG1=2G,P.

Sejam, S e T, respectivamente, 0s pon—

tos médios dos segmentos BG) e CG. Unicidade : Se M for o ponto médio de BC e G for
o ponto de intersecao das medianas AM e BN, de
Note que PN é base média do AABC maneira andloga, concluimos que G divide AM e
relativa a BC, assim como ST' € base BN na razao 2: 1, a partir de cada vértice, impli—
média do AGBC,também, relativa a BC. cando Gy = G,. Chamando de G o ponto Gz =G,
seque que AM, BN e C'P concorrem em G e que G
Pelo Te““’maE baiméﬁlr temos : divide cada wma das medianas na razio 2 : 1,a par __
PN//S8T e PN=ST=DBC/2 (¥ tir do vértice correspondente. e

Fonte: Elaborado pelo autor
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Ainda nesta secao, mostramos que: As trés medianas de um triangulo qual-
quer o dividem em seis triangulos equivalentes, ou seja, de mesma area. A figura

3.23 ilustra bem este resultado.

Figura 3.23: Divisao de um triangulo pelas suas medianas

Area do AABC = 6+9.7 = 58.21 cm® o Area do AABC = 6% 7.25 = 43.53 em®

Fonte: Elaborado pelo autor

Culminamos esta se¢ao com a seguinte proposicao: Em todo triangulo retangulo,
a mediana relativa a hipotenusa € igual ao raio da semicircunferéncia cir-

cunscrita ao mesmo. A figura 3.24 ilustra essa afirmagao.

Figura 3.24: Proposicao - Baricentro

AM = BM =CM

Fonte: Elaborado pelo autor

Na secao 2.7.4 (Ortocentro) apresentamos, na Atividade 3, um método de obtencao
do ortocentro de um triangulo qualquer, através da intersecao de um arco capaz de 90°

sobre um dos seus lados (no caso, AB) com os demais. A figura 3.25, a seguir, mostra a
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resolucao da referida Atividade e ilustra bem esse método.

Figura 3.25: Atividade 3 - Ortocentro

(k]> ~ ~~|C| @ Q =

Fonte: Elaborado pelo autor

Nesta figura, podemos notar que a barra de ferramentas do applet nao possui o

icone da ferramenta Reta Perpendicular, como na Atividade 2 (figura 3.26), abaixo.

Figura 3.26: Atividade 2 - Ortocentro

k] &> ~[H<4 @ Q =

LEAaCcg : @

O

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Essa exclusao foi proposital, tendo como objetivo forgar o leitor a usar a ferramenta
Semicirculo, em destaque na figura 3.25 (jd mencionada) e o fato de que todo tridangulo
inscrito num semicirculo é retangulo, para que possa determinar, por exemplo, as

alturas H, e Hy, e, portanto, o ortocentro H, conforme solicitado.
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A configuracao da barra de ferramentas do GeoGebra é uma opgao bastante 1til do
ponto de vista pedagogico, pois permite que sejam selecionadas e disponibilizadas apenas
as ferramentas essenciais para uma determinada atividade, tornando o acesso mais rapido
as ferramentas que, de fato, devem ser utilizadas, evitando distracoes desnecesséarias e
otimizando o tempo da atividade proposta. Além disso, permite adequar uma atividade
ao(s) objetivo(s) a ser(em) atingido(s) pelo leitor.

Na secao 2.8 reunimos, num applet (figura 3.27), os quatro pontos notéaveis es-
tudados, fizemos observagoes sobre eles em relagao aos triangulos (equildtero, isdsceles,
retangulo e obtusangulo), e mostramos que, exceto o incentro, os trés pontos restantes
permanecem alinhados, independentemente do tipo de triangulo formado, satisfazendo a

relacdo GH = 2GO. Definimos a reta que passa por esses trés pontos, como sendo a reta

de FEuler.

Figura 3.27: Reta de Euler

o

Baricentro Ortocentro Circuncentro Reta de Euler

— AB =745 cm

Cc .
B v BC =7.03 em

AC =534 cm

GH =128 cm e GO =0.64 em

Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida, apresentamos o video' do professor Valdemar Santos, no qual ele
demonstra, de forma bastante didatica, a colinearidade dos trés pontos notaveis menci-
onados, e o video? da biografia de Leonhard Euler, importante matemaético suico, nascido
do século XVII.

A sec¢ao 2.9 consta de exercicios resolvidos e propostos, com o objetivo de consolidar

a teoria abordada até o momento.

'Disponivel em: < https://youtu.be/KwuxCuV82we >. Acesso em: 15 jul. 2023.
2Disponivel em: < https://youtu.be/vEH7-0B07ws >. Acesso em: 15 jul. 2023.
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3.2 Conicas como Lugar Geométrico

A figura 3.28 ilustra a tela inicial do Capitulo 3, o qual abordaremos nesta secao.

Figura 3.28: [cones das

3 Uma breve
explanagio

L
--

3.2 Um pouco de historia 3.3 Elipse 3.3.1 Elementos

3.3.2 Ainda sobre tais 3.3.3 Excentricidade 3.3.4 Outras formas de
elementos construgao

3.41 Elementos.

3.4 Hipérbole

s 4 2 Amda sobre tais 3.4.3 Excentricidade 3 4 4 wms formas de

Atividades do Capitulo 3

3.5 Pardbola

3.6 As conicas e o
Método dos LG's

3.5.1 Elementos. 3.5.2 Excentricidade a s 3 Du( ras formas de

Fonte: Elaborado pelo autor

Iniciamos com uma ilustracao das segoes conicas geradas a partir da intersecao de

um plano nao paralelo a base com um duplo cone circular reto, sem que o mesmo passe

pelo vértice (se¢ao 3.1). A figura 3.29 mostra uma elipse na cor vermelha.

Figura 3.29: Se¢oes Conicas

o}

Elipse — 3 > «
Hipérbole — 8 < «

Pardbola — =

Casos Particulares:
Circunferéncia — 3 = 90° e 7 nao passa pelo vértice
Duas retas concorrentes — 3 # 90°e 7, passa pelo vértice

Ponto — 3 = 90° e m, passa pelo vértice

Secoes Conicas

B =175°

g /ingulo formado pelo plano w e pelo eizo.

a: Angulo formado pela geratriz e pelo eizo.

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim como no Capitulo 2, procuramos, de forma sucinta, situar o leitor no con-

texto histérico das Conicas (secao 3.2).
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Nas secoes 3.3 a 3.5 apresentamos cada uma das Conicas através de um video
ilustrativo, seguido da respectiva defini¢ao (ou reciprocamente, no caso da hipérbole), no
qual buscamos justificar se, de fato, os métodos de construgao utilizados originam tais
Conicas. Continuamos com uma atividade de construgao (analoga ao video), a apre-
sentacao de seus elementos, suas excentricidades, bem como outras formas de construcao.
Para uma melhor compreensao do que foi exposto, ilustraremos como foi elaborada a
secao 3.3 Elipse.

Iniciamos esta secao com um video® de construcao de uma elipse, através do cha-
mado método do jardineiro, com o objetivo de levar o leitor a perceber a propriedade

que a caracteriza como um Lugar Geométrico, conforme figura 3.30.

Figura 3.30: Video ilustrativo - elipse

Construgao de fio esticado: elipse | Constru... © ad
" Assistirm.. ~ Compartilh...

Assistirno EBYouluhe £ Syt

Fonte: Youtube, 2023.
Em seguida, a definimos de acordo com a figura 3.31.

Figura 3.31: Definicao de elipse

( Defini O)

efinicdo: Uma elipse € de focos F; e F, € o lugar geométrico dos
pontos P do plano cuja soma das distancias a F; e F, ¢ igual a uma
constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2¢ = 0. Ou
seja, sendo 0 < ¢ < aed(F, F,) = 2c,

S e={P|d(P,F)) +d(P,F,) = 2a}. )

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim sendo, elaboramos uma atividade (desenhar uma elipse como a do video

ilustrativo), para que o leitor possa comprovar que, de fato, a soma das distancias de

3Disponivel em: < https://www.youtube.com/watch?v=RYV-uBWdb8Y >. Acesso em: 17 jul. 2023.
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um ponto P qualquer da elipse, por ele desenhada, até seus focos é sempre constante e

mazior que a distancia entre eles. A figura 3.32 ilustra como seria o resultado desta acao.

Figura 3.32: Construgao 1 - elipse

&

NS0 YA Qe Q
F2 = |-0.0, 4.01]

N LHEHEAaCH : @

g

N LitaCcg
. f=8
O C=(1485713) C=(-14.857.12)

c: 131.91x% + 387.¢ € 131.91x% + 387.¢
@ 31.91x2 + 387.¢ 131.91x* ¢

P = (-15.57, 6.3) a

@ P = (-0.88, 6.8%
@ g-267
@

g =729

®@ ® ® ® O O

h =718 h =256

Soma =9.85 : Soma =9.85

Fonte: Elaborado pelo autor

A secao 3.3.1 tem como objetivos, além de definir os elementos de uma elipse
(figura 3.33), mostrar a relacdo existente entre o semieixo maior a, o semieixo menor b
e a metade ¢ da distancia focal (a® = b? + ¢?), definir a excentricidade e analisar as

simetrias existentes.

Figura 3.33: Elementos de uma elipse

'S ~
. = .
FElementos de uma elipse Elementos de uma elipse ol

Focos : Sdo os pontos Fy e F3 situados no eixo maior e equidistantes das
extremidades deste eixo. A distancia entre eles, chamada de distancia
focal, é a medida 2c, que consta na definigao.

Fonte: Elaborado pelo autor

A secao 3.3.2 trata dos possiveis questionamentos por parte do leitor, os quais
buscamos respondé-los na certeza de que os mesmos sao de suma importancia para o
desenvolvimento e consolidacao da teoria em estudo. A figura 3.34 mostra uma das

perguntas elaboradas nesta segao.
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Figura 3.34: Pergunta 2 da segao 3.3.2

Pergunta 2:

Como podemos afirmar que os focos de uma elipse equidistam das extremidades do seu eixo maior?

Resposta:

Considere a figura abaixo:

Ay F; F AZ

Queremos mostrar que 4, F; = A, F,.

Das equacdes ([1) e (III) daPergunta 1. temos:

AF, + A,F, = A,F, + A,F,

De acordo com a figura acima, vem:

Fonte: Elaborado pelo autor

A secao 3.3.3 tem por objetivo dar ao leitor uma nogao melhor do que vem a ser
a excentrictdade de uma elipse. Nela, saimos da natureza estdtica da férmula e = £
e imergimos num ambiente dinamico, no qual o leitor pode interagir com a elipse dada,
modificando sua excentricidade e, consequentemente, sua forma. Perguntas e observacoes
sao feitas e mostra-se que esse termo aparece na Astronomia, quando se estuda as érbitas

dos planetas. Mostra-se, também, que uma circunferéncia é um caso particular de elipse.

A figura 3.35 ilustra o achatamento de uma elipse quando aumentamos sua excentricidade.

Figura 3.35: Excentricidade da elipse

acC: @ Hac: @ c} T T FEac 7Y

.
@5
&

Fonte: Elaborado pelo autor

Na secao 3.3.4 mostramos duas outras formas de construcao de uma elipse, distintas

da apresentada no inicio da segao 3.3. A primeira delas, encontrada na RPM 68 (Revista
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do Professor de Matemadtica n® 68) no artigo intitulado Estudo das conicas com Geometria
Dinamica, de autoria de Souza Jr. e Cardoso (2009, p. 43-48), baseia-se na construcao de
uma circunferéncia de base, chamada circunferéncia diretora, centrada em um dos
focos (F}, por exemplo) e com raio de medida igual ao eixo maior da elipse desejada.
Considerando um ponto T' qualquer da circunferéncia diretora, a reta FiT intersecta a
mediatriz de F5T em um ponto P tal que PFy + PFy = F'P + PT = F\T = 2a, o que
mostra que P é um ponto dessa elipse. Como os pontos Fj, P e T sao colineares, a
circunferéncia de centro P e raio PFy é tangente a circunferéncia diretora em T', o que
nos leva a concluir que a elipse de focos F; e Fy é o lugar geométrico dos centros das
circunferéncias que contém Fy e tangenciam C(Fy,2a), sendo 2a > FFy. A figura 3.36

mostra essa construcgao.

Figura 3.36: Outra forma de construcao - elipse

Rl 200 e Q= Rlax . X200 e Q =
FHnen : = i e @

Fonte: Elaborado pelo autor

A segunda, foi obtida na dissertagdo de mestrado de Moreira (2017, p. 31-32) e
envolve a construcao de uma elipse, dados os seus eixos. Nessa construcao, desenha-se os
eixos e duas circunferéncias, uma de raio igual ao semieixo menor e outra de raio igual
a0 semieixo maior, ambas centradas no ponto C' de intersecao desses eixos. Em seguida,
escolhe-se um ponto qualquer F' na circunferéncia maior e traca-se o segmento C'F, o
qual intersectara a circunferéncia menor no ponto GG, que serd posteriormente ocultado.
Por G traca-se uma paralela e por F', uma perpendicular ao eixo maior AB. Essas retas
se intersectarao no ponto P pertencente a elipse. Como F é um ponto arbitrario da
circunferéncia maior, ao se deslocar ao longo da mesma, o ponto P se deslocara segundo

uma érbita eliptica, descrevendo a elipse procurada. A ferramenta Lugar Geométrico
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em destaque na barra de ferramentas do applet permite que o leitor seja capaz de visualizar
o lugar geométrico dos pontos P do plano da tela quando o ponto F', a ele vinculado, se

movimenta. A figura 3.37 mostra essa construgao.

Figura 3.37: Mais uma forma de construgao - elipse

Ax A 3]e e @ Q

LiHacd: @& LEHEach : @

Fonte: Elaborado pelo autor

Essas fontes de pesquisa foram, também, utilizadas para mostrarmos outras formas
de construcao de uma hipérbole e de uma parabola.

Na se¢ao 3.4.4 (Outras formas de construgao - hipérbole) surge uma observacao
interessante em relagao a similaridade entre os métodos de construcao de uma hipérbole
e de uma elipse, visto na Atividade 1 da secao 3.3.4, o que nos revela que uma mesma
construcao serve para ambas as curvas, bastando para isso fazer com que o foco Fy seja
interior ou exterior a circunferéncia diretora (vide figura 3.38). Observagoes como essa,

nos atestam o poder que a geometria dinamica exerce sobre o pensamento geométrico.

Figura 3.38: Observagao - hipérbole

Fonte: Elaborado pelo autor

Ainda na secao 3.4.4 (Atividade 2), procuramos explorar o conceito de simetria de
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uma hipérbole e conjecturar acerca das medidas dos eixos real e imaginario, favorecendo
a criagao de um ambiente investigativo de aprendizagem.

A se¢ao 3.5.2 é iniciada com um questionamento acerca da excentricidade de
uma pardbola, ji que pardbolas nao possuem os parametros a e ¢, como as elipses
e hipérboles, pois nao possuem centro. Para respondé-lo, recorremos ao teorema que
justifica o valor de e = 1 para a excentricidade de qualquer pardabola. Este teorema
baseia-se na relagao existente entre as distancias de um ponto P qualquer do plano em

relacao ao foco e a reta diretriz, e encontra-se enunciado abaixo:

Teorema 3.2.1. Dada uma reta L (diretriz), um ponto F (foco), com F ¢ L, e

um escalar e > 0, o Lugar Geométrico dos pontos P do plano tais que:

d(P,F) =¢-d(P,L),
serd uma:
(i ) pardbola, se e = 1;
(i ) elipse, se 0 < e < 1;

(iii ) hipérbole, se e > 1.

Utilizamos o applet a seguir (figura 3.39) para ilustrar tal teorema.

Figura 3.39: Excentricidade das conicas

exc=15

!

diretriz

Excentricidad

Obs.: Os pontos F
movimentados.

e Q podem ser

G Mostrar distancias

Fonte: https://www.geogebra.org/m/xjUrgUNw

A variacao da excentricidade da conica pode conduzir o leitor a seguinte observacao:

ao diminuir a excentricidade, os ramos da hipérbole ficam mais curvados e o foco esquerdo
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(que ndo aparece no applet) se afasta da diretiz e, portanto do foco F. Quando a excentri-
cidade assume o valor 1, a hipérbole se transforma numa parébola, e, para valores menores
que 1 (tendendo a zero), teremos elipses com o foco oculto se aproximando do foco F,
pela direita. Quando a excentricidade assume o valor zero, a elipse se degenera no foco

F, de acordo com a figura 3.40.

Figura 3.40: Variagao da excentricidade das conicas

Fonte: Elaborado pelo autor

E como se, ao diminuirmos a excentricidade, fazendo-a tender a zero, o foco que
esta oculto passasse por —oo e retornasse de +o00 até encontrar o foco F. Na transicao
de —oo para 400, teremos uma pardbola, cuja excentricidade é igual a 1. Isso justifica o
fato da elipse do applet da secao 3.3.3 ser transformada num segmento de reta quando
sua excentricidade assume este valor.

Como foi dito acima, quando a excentricidade for igual a 0, a elipse se degenerara
num ponto, diferentemente do que revela o applet da secao 3.3.3. A diferenca, neste caso,
é que a diretriz esta fixa, por isso quando e — 0, temos d(P,F) = e-d(P,L) — 0, e
ficamos s6 com P = F. Na secao 3.3.3 as diretrizes nao sao mostradas, mas estao se
afastando do foco, o que permite ter d(P, F') = r, onde r é o raio da circunferéncia no
limate.

Por fim, a se¢ao 3.6 tem como objetivo estender o Método dos Lugares Geomé-
tricos visto na secao 2.5 do Capitulo 2 para as Cdnicas, uma vez que estas, também,
assumem papel relevante como ferramenta na resolucao de problemas geométricos. Para
tanto, apresentamos trés problemas, com suas respectivas solucoes, publicados por Bon-
giovanni (2006, p. 47-51) na RPM 60, no artigo intitulado As Cénicas como Ferramentas
para Resolver Problemas Geométricos. A figura 3.41 mostra o enunciado da primeira

dessas atividades.
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Figura 3.41: Atividade 1 - As conicas e o Método dos LGs

3. Sdo dados dois pontos A e B e uma reta r. Utilizando as cénicas, construir uma
circunferéncia tangente a reta dada e passando pelos pontos dados.

Supondo o problema resolvido

Soluciio

X eqiiidista da reta » ¢ do ponto A
X eqiiidista da reta r ¢ do ponto B

B

Os pontos X} e X, sdo centros das circunferéncias das solucdes do problema. Eles sido

obtidos como interseccdes da parabola de foco 4 e diretriz » e da parabola de foco B e
diretriz .

Fonte: RPM 60

Em seguida sao dados os passos de construcao da respectiva atividade, para que o
leitor possa obter a solucao grafica a ser realizada no applet do GeoGebra. A figura 3.42

mostra esta solucao.

Figura 3.42: Conicas e o Método dos LGs

R]Ax @O0w v @ oc Q=
+LHErace : @

Fonte: Elaborado pelo autor



Capitulo 4

Alguns Resultados Interessantes

Este capitulo traz alguns resultados apresentados no GeoGebraBook desenvolvido,
os quais julgamos interessantes e que traduzem, de certa forma, a beleza do tema Lugar
Geométrico, objeto de nosso estudo.

Antes de abordarmos tais resultados, faremos um pequeno comentario a respeito de
dois temas que, embora aparecam de forma breve, e até mesmo implicita, no inicio do livro,
sao extremamente importantes no que tange a estruturacao do pensamento matematico,
em especial o geométrico. Sao eles:

- A Légica proposicional

Duas razoes nos levaram a utilizar a Légica proposicional quando definimos Lugar
Geométrico na secao 2.2 do livro. Uma delas foi o resgate de um tema bastante importante
para a Matemadtica, principalmente no que se refere as demonstracoes de teoremas; a outra
foi para responder, através da definicao dada e de observagoes consistentes, a seguinte
pergunta: sera que nenhum outro ponto do plano, fora de um determinado LG, possui
a propriedade que caracteriza tal LG?

A seguir, mostramos como respondemos a esta pergunta a partir da definicao de

Lugar Geométrico, vista na pagina 21 deste texto, e das seguintes observagoes:

Definicao: Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar
geométrico (abreviamos LG) dos pontos que possuem a propriedade P é o sub-
conjunto L do plano que satisfaz as duas condicoes a seguir:

(a) Todo ponto de L possui a propriedade P.

(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

41
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Observacgoes:

1. Note que as proposigdes (a) e (b) sao reciprocas. Assim, dado um ponto X, do plano,

podemos escrever:
X € L & X possui a propriedade P

ou seja, X possuir a propriedade P é condicao necessdria e suficiente para que X pertenca

a L.

2. Da proposicao (b), temos: X possui a propriedade P = X € L. Sua contrapositiva é:
X ¢ L = X nao possui a propriedade P

Portanto, uma condicao equivalente para (b) é:

(b’) Somente os pontos de L possuem a propriedade P.

3. De (a) e (b’), podemos concluir que:

L é o LG da propriedade P se L for formado exatamente pelos pontos do plano

que possuem a propriedade P.

A assertiva acima, em destaque, pode ser ilustrada através do applet elaborado
na secao 2.4.2 Mediatriz, conforme salientamos nas paginas 23 e 24 deste texto, quando

movimentamos o ponto P no plano da tela, conforme figura 4.1.

Figura 4.1: Posicoes do ponto P relativas a mediatriz r

12 caso: P a direita der 2° caso: P aesquerdader ¢ 3%caso:Pemr

AB =5.0 u.c. AB =5.0u.c. AB =5.0u.c .
PA=48 u.c. A, é PA=37uc ’ PA=56u.c. /,’/

— AT \ ! A PB =56 u.c. A

PB =29 u.c. Yoo B =47 u.c

A ABC

Fonte: Elaborado pelo autor

Sua demonstragao divide-se, portanto, em trés casos, sendo os dois primeiros pro-
vados a seguir, enquanto o terceiro encontra-se provado na péagina 23 (figura 3.13), do

capitulo anterior, utilizando congruéncia de triangulos.



43

Antes de iniciarmos a demonstragao, convém enunciarmos a seguinte proposicao,

cuja demonstracao pode ser encontrada em (Muniz Neto, p. 48):

Proposicao 4.0.1. (Desigualdade Triangular): Cada lado de um triangulo é

menor do que a soma dos outros dois.

Demonstragao:

12 caso: P estd no semiplano a direita de r

Aplicando a desigualdade triangular no triangulo BC'P, temos: PB < PC' + CB.
Como C € r, CA = CB e a desigualdade acima fica: PB < PC + CA.
Mas, PC' + CA = PA. Portanto, PB < PA.

22 caso: P esta no semiplano a esquerda de r

Aplicando, agora, a desigualdade triangular no triangulo AC'P, temos: PA < PC + C A.
Como C € r, CA = CB e a desigualdade acima fica: PA < PC + CB.
Mas, PC' + CB = PB. Portanto, PA < PB. O

- Os Invariantes geométricos

Um invariante geométrico é uma propriedade de um objeto geométrico, ou de
uma classe deles, que permanece inalterada apds serem aplicadas transformacoes de um
certo tipo aos mesmos. Por exemplo, os comprimentos dos lados de um triangulo sao
invariantes por rotacao. Essa propriedade dos triangulos nos levou a elaboracao da

seguinte atividade, proposta na se¢do 2.4.1 (Circunferéncia) do livro:

Atividade: De acordo com a figura abaixo, responda as perguntas que se seguem:

Figura 4.2: Letra L e circunf. A de raio ON

M

-

Fonte: Elaborado pelo autor
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Pergunta 1: Qual o LG descrito pela extremidade M da letra L, quando o ponto

N se movimenta sobre a circunferéncia \?

Pergunta 2: Por que o LG formado pelo giro da letra L é, exatamente, uma

circunferéncia, e nao outra curva qualquer?

Notemos que, ligando O com M, formamos um triangulo retangulo de catetos M N
e NO invariantes com o giro de L. Portanto, a hipotenusa OM também serd invariante
e representard o raio de uma circunferéncia concéntrica a A\. A figura 4.3 ilustra bem este

fato.

Figura 4.3: OM invariante com o giro de L

[] Visualizar Raio Visualizar Raio

> >

Fonte: Elaborado pelo autor

Na secao 2.4.5, que trata de Arco capaz, podemos perceber que todo angulo inscrito
em um arco capaz sobre um determinado segmento é tnwvariante com o deslocamento

do seu vértice ao longo deste arco. A figura 4.4, também, ilustra bem este fato:

Figura 4.4: APB invariante ao longo de APB

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos dizer que os invariantes geométricos estao para a Geometria, assim como
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a busca por padroes e regularidades estao para a Algebra. Nesse contexto, procuramos

explorar, ainda que de maneira sutil, tal conceito.

4.1 Teorema da bissetriz interna

Conforme foi dito na pagina 24 do capitulo anterior, trata-se de um teorema-chave

para a resolucao de muitas questoes de Geometria Plana. Dai a sua importancia.

Teorema 4.1.1. Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em

dois segmentos proporcionais aos lados adjacentes.

Demonstragao:

Seja AD bissetriz interna do triangulo ABC', conforme figura 4.5, a seguir:

Figura 4.5: Dem. teorema da bissetriz interna

Fonte: Elaborado pelo autor

Como AD é bissetriz interna relativa ao vértice A, temos: BAD = CAD.

Por C, trace uma paralela a AD, a qual intersectard a semirreta ﬂ no ponto F.

Dai, temos:

BEC = BAD (Angulos correspondentes) e ECA = CAD (alternos internos),
sendo o triangulo ACE isésceles (de base CE) e, portanto, AE = AC = b.

Como AD | CF (por construgao) e BA ¢ BC sio transversais, pelo Teorema de
Tales, temos:

n
=-. 0
b

m
C
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4.2 Construcao de um arco capaz

O arco capaz trata-se de um Lugar Geométrico bastante interessante e 1til, como foi
mencionado nas paginas 24 e 25 do capitulo anterior, porém pouco explorado na educacao
basica. A figura 4.6, extraida do applet da secao 2.4.5 do livro, mostra um arco capaz
de « graus (no caso, @ = 30°) em relagao a um dado segmento AB, obtido a partir das
seguintes etapas de construcao: 1. Tracado da mediatriz m do segmento AB; 2. Tragado
do angulo dado BAX = a; 3. Tracado da perpendicular p, por A, a qual intersectara a
mediatriz m no ponto O (centro do arco capaz); 4. Tragado do arco de circulo de centro

O e raio OA (ou OB) e extremidades A e B, ou seja, o arco capaz em questao.

Figura 4.6: Arco capaz de a em relagao a AB

Fonte: Elaborado pelo autor

Pode-se notar que a construcao é bastante simples. Mas, por que sera que funciona?

A demonstragao da proposicao a seguir respondera a esta pergunta.

Proposicao 4.2.1. Dados um segmento AB e um angulo o, com 0° < a < 180°, o
LG dos pontos P do plano tais que APB = «a ¢ a reunido de dois arcos de circulo,
simétricos em relacao a reta 1@, excluindo-se 0os pontos A e B. Tais arcos sao 0s

arcos capazes de o em relagdo a AB.
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Demonstragao: Dividiremos em trés casos, a saber:

12 caso: 0°< a < 90° (citado no inicio desta subsecao).

De acordo com a figura 4.6, se BAX = a, entao BAY = 90°—a e, sendo AMO =
90°, resulta que AOM = « (soma dos angulos internos do triangulo AOM ). Como
OA = OB (raio do arco), o triangulo AOB é is6sceles de base AB, sendo OM bissetriz
interna. Assim AOB = 2a e, para qualquer ponto P do arco @, tem-se APB = a

(angulo inscrito).

22 caso: a = 90°
Neste caso, BAX = 90°, conforme figura 4.7, e as retas p e m se intersectam no

ponto médio M de AB, ou seja, O = M.

Figura 4.7: Arco capaz de o em relacao a AB

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, um arco capaz de 90° nada mais é do que uma semicircunferéncia, cujo cen-

tro encontra-se no ponto médio do segmento AB. Considerando um ponto P, qualquer, de

ABe ligando-o ao ponto O, temos: OP = OA = OB = raio da semicircunferéncia. Deste
modo, obtemos os triangulos AOP e BOP isdsceles de bases AP e BP, respectivamente,

implicando em OAP = OPA (I) e OBP = OPB (II). No triangulo ABP, temos:
OAP + OBP + APB = 180°
OAP + OBP + (OPA+ OPB) = 180°.

De (I) e (I1), vem:
20PA +20PB = 180°.
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Dividindo ambos os membros da nova igualdade por 2, temos:
OPA+ OPB = 90°.
APB = 90°,
ou seja,

APB = qa.

32 caso: 90° < o < 180°

Figura 4.8: Arco capaz de o em relacao a AB

1
'm
1
|

Fonte: Elaborado pelo autor

A figura 4.8 acima (o = 120°), ilustra bem este caso. Notemos que se BAX = o
e XAY = 90°, entao YAB = a — 90° e, sendo AMO = 90°, resulta que AOM =
180°—a (soma dos angulos internos do triangulo AOM ). Como OA = OB (raio do arco
@), o triangulo AOB é isésceles de base AB, sendo OM bissetriz interna. Assim,
AOB = 2A0M = 2.(180°—a). Considerando, agora, o arco @, temos que ACB =
180°—« (angulo inscrito). Como para qualquer ponto P do arco @, exceto seus extremos,
podemos formar um quadrilatero convexo PACB, inscrito na circunferéncia de centro
O e raio OA, temos: APB + ACB = 180°, ou seja, APB + 180°—a = 180°. Logo,
APB = a.

Mostraremos, agora, que nenhum ponto fora do arco satisfaz a condicao de
Lugar Geométrico. Para tanto, consideremos o arco I' (Figura 4.9) e um ponto P’ ¢ T

Temos dois casos a considerar:

i) P' € R, onde R é a regiao do plano limitada por I' e por AB, conforme figura
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4.9 abaixo:

Figura 4.9: P’ fora do arco capaz - (caso i)

Fonte: Elaborado pelo autor

Como O é o centro de I', OA = OB = raio, e o triangulo OAB é is6sceles de base
AB. Seja AOB = 2a.

Considere P um ponto de I, tal que P’ € PB. Pelo teorema do angulo inscrito,

APB = %A@B = a.

Aplicando o teorema do angulo externo ao triangulo APP’, temos:

AP'B = APB+ PAP' =a+ 8 > a,

de modo que P’ “enxerga” AB sob um angulo maior que a.

ii) P' ¢ {RUT).

Consideremos a figura abaixo:

Figura 4.10: P’ fora do arco capaz - (caso ii)

Fonte: Elaborado pelo autor
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Analogamente ao caso anterior, temos:
APB = AP'B + PAP,

ou seja,

AP'B=APB - PAP =a - B < qa,

de modo que, agora, P’ “enxzerga” AB sob um angulo menor que «.
De i) e ii) concluimos que, para P’ satisfazer a condigdo de Lugar Geométrico, ele

deve estar, exatamente sobre o arco I'. [l

Simetria: Uma vez construido o primeiro arco (em azul), para obtermos o seu simétrico,
basta fazermos uma simetria do centro O em relagao a reta j@ , obtendo o centro O’ € m
e, em seguida, com centro em O e raio O’A ou (O'B), tracarmos o segundo arco (em
vermelho), conforme figura 4.11. Devemos notar que o triangulo O’M A é congruente ao

triangulo OM A pelo caso LAL e, portanto, O'A = OA = r.

Figura 4.11: Simétrico de um Arco capaz

Fonte: Elaborado pelo autor

Por mais simples que seja uma construgao geométrica, como a mediatriz de um
segmento, por exemplo, a justificativa da sequéncia de passos dessa construcao é extrema-

mente importante para a compreensao do objeto geométrico construido, como um todo.
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4.3 As medianas de um triangulo e seu baricentro

Nesta subsecao provaremos a propriedade caracteristica do baricentro de um triangulo,
narrada na pagina 28 deste texto. Antes de inicia-la, convém enunciarmos o teorema da

base média, cuja demonstracao encontra-se em Muniz Neto (2013, p. 57-58).

Teorema 4.3.1. Seja ABC um triangulo qualquer. Se MN ¢é a base média de
ABC relativa a BC, entao MN I % Reciprocamente, se pelo ponto médio M do
lado AB tracarmos a paralela ao lado BC, entdo tal reta intersecta o lado AC em

seu ponto médio N. Ademais, em um qualquer dos casos acima, temos

N =-BC.
2

Proposicao 4.3.1. As medianas de um triangulo intersectam-se num unico ponto
(G), chamado baricentro, que as divide em duas partes, a partir do vértice corres-

pondente, na razao 2 : 1.

Observacao: Dizer que o baricentro divide cada mediana em dois segmentos proporcio-
nais a 2 e 1, equivale a dizer que um deles (o que contém o vértice) mede % da mediana

e o outro, % dela.

Demonstragao:

Sejam NN e P, respectivamente, os pontos médios dos lados AC' e AB do triangulo
ABC (figura 4.12), e seja BN NCP = {G1}. Sejam S e T, respectivamente, os pontos
médios dos segmentos BG; e CGy. Nessas condigoes, PN é base média do NABC

relativa a BC', assim como ST é base média do AG{BC, também, relativa a BC.

Figura 4.12: As medianas e o baricentro

Fonte: Elaborado pelo autor
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Logo, pelo teorema da base média, temos:

PN || BC e ST || BC = PN || ST (Por transitividade) (4.1)

PN = 5T = %B_C. (4.2)

De (4.1) e (4.2), concluimos que PNTS é um paralelogramo, uma vez que
TSN = PNS (alternos internos), PN = ST e SN (lado comum), sendo ASTN =
ASNP (caso: LAL) e, portanto, PS = NT. Assim, PNTS possui pares de lados opostos
1gUaLs.

Por se tratar de um paralelogramo, as diagonais de PNT'S' intersectam-se nos seus

pontos médios. Dai, segue que:

PG1 = GlT e NG1 = GlS

Como BS = SG, e CT = TG4, pois S e T sdo pontos médios, respectivamente,
de BG, e CGy, temos:

Portanto, fica facil ver que:

BGl = 2G1N (& CGl = 2G1P

Unicidade:
Figura 4.13: Unicidade do baricentro

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Seja a figura 4.13 acima. Se M for o ponto médio de BC' e (G5 for o ponto de
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intersecao das medianas AM e BN, de maneira analoga, concluimos que Gy divide AM
e BN na razao 2:1, a partir de cada vértice, implicando G = G;. Chamando de G o
ponto Go = G, segue que AM, BN e C'P concorrem em G e que G divide cada uma das

medianas na razao 2:1, a partir do vértice correspondente. O

4.4 Divisao de um tridngulo pelas suas medianas

Esta subsegao vem justificar a assertiva feita na pagina 29 do capitulo anterior,

através da demonstragao do teorema a seguir:

Teorema 4.4.1. As trés medianas de um triangulo qualquer o dividem em seis

triangulos equivalentes, ou seja, de mesma drea.

Demonstragao:

Considere o triangulo ABC' com suas trés medianas, conforme a figura 4.14.

Figura 4.14: Triangulo ABC' e suas medianas

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Seja A a sua area e Ay, ..., Ag as areas dos triangulos formados pelo cruzamento de
suas medianas: AM, BN e C'P.
No triangulo BGC, temos: BM = MC (M é o ponto médio de BC) e altura
relativa ao vértice G comum aos triangulos BGM e CGM.
Logo,
As = Ag. (4.3)
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Raciocinando de maneira andloga, nos triangulos AGB e AGC, respectivamente,

temos:

A=Ay (4.4)

AQ - A4. (45)

Olhando, agora, o triangulo BAC', temos:
BM = MC (M é ponto médio de BC) e altura relativa ao vértice A comum aos
triangulos BAM e CAM.
Logo,
A+ Az + As = Ay + Ay + As. (4.6)

Substituindo (4.3), (4.4) e (4.5) em (4.6), resulta:
2A3 = 2144 Ag = A4. (47)

Ainda no triangulo BAC', temos:
AP = PB (P é ponto médio de AB) e altura relativa ao vértice C' comum aos
triangulos ACP e BCP.
Logo,
A+ Ay + Ay = Az + As + Ag. (4.8)

Substituindo (4.3), (4.4) e (4.5) em (4.8), resulta:
2A4 = 2A6 A4 = Aﬁ. (49)
De (4.3), (4.4), (4.5), (4.7) e (4.9), concluimos que:

A=Ay =A3=A4= A5 = Ag. O

4.5 A reta de Euler

Nesta subsecao reproduziremos a belissima demonstracao disponivel no Youtube!,
feita pelo professor Valdemar Santos, acerca da interessante propriedade de trés dos quatro
pontos notaveis de um triangulo nao equildtero descoberta pelo brilhante matematico suico

Leonhard Euler, a qual citamos na pagina 31 do capitulo anterior.

'Disponivel em: < https://youtu.be/KwuxCuV82we >. Acesso em: 16 set. 2023.
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Proposicao 4.5.1. (Reta de Euler): Em todo triangulo ndo equildtero, o cir-
cuncentro O, o baricentro G e o ortocentro H encontram-se alinhados, sendo a reta

que os contém, denominada Reta de Fuler.

Demonstragao:

Considere o triangulo ABC, seu ortocentro H e seu circuncentro O, conforme
figura 4.15. Inicialmente, mostraremos que a distancia de quaisquer de seus vértices ao
ortocentro € igual ao dobro da distancia do circuncentro ao ponto médio do lado oposto

ao vértice considerado. Nesta demonstracao, consideraremos o vértice A.

Figura 4.15: A reta de Euler

Fonte: Elaborado pelo autor

Ligando M a N, temos:
OMN = BAH, |[pois, AH, || OM (mediatriz) ¢ MN (base média) || AB ]
ONM = ABH, [ pois, BH, || ON (mediatriz) e MN (base média) || AB |

Pelo caso A A de semelhanca de triangulos, temos:
ANAHB ~ AMON.

Logo,

(4.10)

Qlf
S
SlE
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Como M N é base média de ABC relativa a AB, segue que:

N = (4.11)

v D
5
De (4.10) e (4.11), vem:

Al _ 2 . AH =20M. (4.12)
OM

Ligando, agora, A a M e H a O, obtemos os triangulos AHP e OMP, sendo
{P} = AM N HO, de sorte que:

HiAM = AMO [ alternos internos: AH, || OM e AM transversal ]

HPA = MPO | opostos pelo vértice ]

Novamente, pelo caso AA de semelhanca de triangulos, temos:

NAHP ~ AOMP.

Logo,
AH AP
oM PM
De (4.12) e (4.13), obtemos:
AP
PM

A igualdade (4.14) nos diz que o ponto P divide o segmento AM na razao 2 : 1.
Como AM se trata da mediana relativa ao vértice A do triangulo ABC', existe apenas
um ponto que a divide nesta razao, que é o baricentro. Portanto, P = G (baricentro
de AM).

Isto posto, fica provado que o baricentro (G), o circuncentro (O) e o ortocentro
(H) sdo colineares, ou seja, estdo numa mesma reta r, a qual chamamos Reta de
FEuler, e que, em todo triangulo nao equildtero estda unicamente determinada, uma
vez que no triangulo equilatero esses pontos coincidem, logo hé infinitas retas passando

por eles. 0
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4.6 Significado da constante 2a das definicoes de elipse
e hipérbole

Sejam as definicoes de elipse e hipérbole, dadas nas respectivas secoes 3.3 e 3.4 do

GeoGebraBook, e citadas a seguir:

Definicao 4.6.1. Uma elipse & de focos Fy e F; € o lugar geométrico dos pontos
P do plano cuja soma das distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0,
maior do que a distancia entre os focos 2¢c > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e
d(Fy, Fy) = 2c,

E={P /d(P F)+d(P F;) = 2a}

Definigao 4.6.2. Uma hipérbole # de focos F| e F» € o lugar geométrico dos
pontos P do plano cujo modulo da diferenca das distancias a Fy e Fy € igual a
uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja,
sendo 0 < a < c e d(Fy, Fy) = 2¢,

gt ={P / |d(P, F1) — d(P, Fy)| = 2a}

Podemos observar que, por mais completas que sejam, ainda assim o leitor podera
se perguntar: Por que a soma ou o mddulo da diferenca é igual a 2a?

Buscando responder a questoes deste tipo, elaboramos as subsecgoes 3.3.2 e 3.4.2,
do referido GeoGebraBook, intituladas Ainda sobre tais elementos.

Considerando o caso da elipse, apds assistir ao video ilustrativo (figura 4.16) e, de
posse da Definicao 4.6.1, o leitor podera chegar a conclusao de que o tamanho da corda

é igual a 2a, ja que o mesmo é constante. Mas, quem é essa constante 2a?

Figura 4.16: Video ilustrativo - elipse

/ | Construgao de fio esticado: elipse | Constru.
sssssssssssssssss

atractor.pt

> ) 023/106 £ Voulube I3

Fonte: Youtube, 2023.



58

A resposta a essa pergunta encontra-se na subse¢ao 3.3.2, conforme figura abaixo:

Figura 4.17: Resposta a Pergunta 1 - elipse

Pergunta 1:

Por que a medida do eixe maior A4+ € 1gual & constante 2, enunciada na definigio?

Resposta:

Paoszando o video do inicio da secio 3.3 no instante 30 s, parece termos facilmente a resposta 4 esta
pergunta. No entanto, ndo podemos afirmar que A, F; = A, F,. conforme figura abaixo:

Devemos mostrar, matematicamente, que a medida do eixo maior & igual 8 Ja (constante), ou seja,
Aydz = 2a.

Por construgio, temos:

Ad: = A F,+FF+A4:F.. (1)
Observe a figura abaixo:

4, F F, 4,

Por definigio, temos:

A €e= AR + A =2a » 4,F, =2a—A,F; (1)

dsee= A F, + A5 = 2a ~ A5, = 20— AF, (1)
Substitwindo ([T ) e (III )em (1), temos:

A1 A; = 2a — A F, + FF; + 2a — A,F,
Multiplicande ambos os lados da equagdo acima por -1, vem:

~A A, = —4a +4,F; — FF; + A.F,

Como A F; + A,F) = A1 Ay + FiF», de acordo com a figura abaixo:

A, Fy F, A,
Temos,

—AA; = —4a+ A4, + B — B F
Logo, ’ ’
MA:=4a - AA =22 m

Fonte: elaborado pelo autor

Isto posto, o leitor se convencerd de que a constante 2a equivale ao comprimento
do etxo maior da elipse.

Quanto a hipérbole, a resposta a Pergunta 1 da subsecao 3.4.2 do GeoGebra-
Book: “Por que a medida do eizo real A1 Ay € igual a constante 2a, enunciada na de-

finicao?” leva o leitor a assimilar o significado desta constante, encontrada na definigao.



59

A figura abaixo mostra a resposta em detalhes:
Figura 4.18: Resposta a pergunta 1 - hipérbole

Resposta:
Queremos mostrar que A, 4; = 2a.
Por construgdo, temos:
A4, =FF - AF, - 4F. (1)

Obszerve a figura abaixo:|

F, A, c A, F
Por definicio, temos:
A EH = (A5 — 4.5 =2a

+
Mas, de acordo com a figura acima e, sem perda de generalidade, temos que que A, F; < A3 F ,jaque 4,
gstaentre F e C.

Assim, podemos escrever:

A EH = A -AF =20 s A A =20 « AR =5 —2a (1)
Ainda por definigdo, temos:

A, EH = |4 F, — A,F5| = 2a
De maneira aniloga, 4,F; < mtjé que A, estientre C e Fy.

Assim, podemos escrever:

Ay €H = |BF - A = 2a @GR — A5 = 2a -~ A1 = A,F, —2a (1)
Substituindo ( [/ ) e (111 ) em (I ), temos:

4,4, =FF - (A,F, — 2a) - (4,F, - 2a)

A A, =FF — A F; +2a — A;F, + 2a

A A, =RF - (A4 F+4:F)+4a

Como A,F, + A.F, = F,F, + A, A,, de acordo com a figura abaixo:

i

o4 A B

Temos,
AjA, = FRF — (FF+ 4,4;) +4a
AjAy; = Fyfs — FiF — AjA; + 4a

Logo,
Fonte: elaborado pelo autor

Doravante, temos a certeza de que a constante 2a da definicao de uma hipérbole
nada mais é do que a medida do seu eizo transverso.
As perguntas e observagoes contidas nestas subsecoes ajudam o leitor a consubs-

tanciar a teoria subjacente a essas conicas.
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4.7 A excentricidade da parabola

Ao estudarmos as conicas, um fato que nos chamou bastante atencao foi a omissao
da excentricidade da pardbola por diversos autores de livros didaticos, tanto da Educacao
Basica quanto da Educagao Superior. Em geral, consideram apenas a excentricidade da
elipse como um numero entre 0 e 1 e a excentricidade da hipérbole como um nimero
maior que 1. Dos autores consultados para este trabalho, apenas Antar Neto e outros
(p. 372-373) buscaram reunir a excentricidade das trés curvas em uma tnica expressao
algébrica, semelhante a do teorema 3.2.1 enunciado na pagina 38 deste texto, dando um
significado para a excentricidade da parabola. Relembremos o teorema em destaque, e

facamos sua demonstragao:

Teorema 3.2.1. Dada uma reta L (diretriz), um ponto F' (foco), com F ¢ L, e

um escalar e > 0, o Lugar Geométrico dos pontos P do plano tais que:

d(P,F)=e-d(P,L),
sera uma:
(1) pardbola, se e = 1;
(ii) elipse, se 0 < e < 1;

(iii ) hipérbole, se e > 1.

Demonstragao:
(i)See=1,d(P,F)=d(P,L) e, por defini¢ao, temos uma parébola.
(ii ) Seja d = d(F, L), conforme figura abaixo:

Figura 4.19: Dem. teorema 3.2.1 - elipse

Fonte: elaborado pelo autor



61

Vamos achar os vértices V; e V5 na reta r, satisfazendo:
d(F, Vi) = z1; d(F,V3) = x9; d(F, L) = d e, consequentemente, d(V;, L) = d — z,

conforme figura abaixo:

Figura 4.20: Dem. teorema 3.2.1 - elipse

V2 F V1
. T R e e
p
T2 1 d— a1
—_—
d

Fonte: elaborado pelo autor

De acordo com a hipdtese do teorema 3.2.1, temos:
d\Vy,F)=e-d(V1,L).
E, de acordo com a figura 4.20, podemos reescrever a relacao acima como:
xy=e-(d—x).

Fazendo as devidas operagoes algébricas, obtemos:

B ed
Cl+4e

T (4.15)
Ainda de acordo com o teorema 3.2.1, temos:

d(Vo, F)=e-d(Va, L).
Novamente, de acordo com a figura 4.20, podemos reescrever a relagao acima como:

x2=e~(d+x2).

Fazendo as devidas operagoes algébricas, obtemos:

ed
1—e

(4.16)

To =

Vamos definir a, como sendo: a = %d(Vl, Vs) que, de acordo com a figura 4.20,
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fica:
. T+ X9
- =5
De (4.15) e (4.16), temos:
1 ( ed n ed )
a=— :
2\1+e 1-—e
Desenvolvendo a expressao acima, vem:
1 [ed(l —e)+ed(l+ e))]
a=—-
2 1—e?
1 [ed —e?d+ed + eQd}
a==-
2 1—e2
1 [ 2ed ]
“Toli—e
ed
= . 4.17
Vamos por eixos com origem no ponto médio de Vj e V5, de acordo com a figura a
seguir:

Figura 4.21: Dem. teorema 3.2.1 - elipse

y
L
P(z,y)
y__
1
1
vy R . F v,
—a —c 0 T ¢ a d+ec X

Fonte: elaborado pelo autor

Assim, a coordenada ¢ de F serd: ¢ = a — xy, onde x1 = d(F, V).
De (4.17) e (4.15), obtemos:

B ed ed
C1—e2 1+4e

C

Desenvolvendo a expressao acima, vem:

ed —ed(l —e)
CcC =
1 —e?
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ed — ed + e*d
c= ————
1—e?
ed
c= :
1 —e?
Equivalentemente,
ed
c=e
1—e?
Por (4.17), temos:
c=e-a. (4.18)

Isto posto, podemos obter a distancia de L em relacao a origem O, através da soma
d+c,onde d =d(F,L) e c=d(F,0), conforme figura 4.21.
Por (4.17) e (4.18), podemos escrever:

1—e?

d(L,0) = —

Desenvolvendo a expressao acima, vem:

(1—¢€*)-a+e*-a

d(L,0) =

(1.0) :
_a—€-a+eé-a
N e

Portanto,
d(L,0) = g (4.19)

Seja P = (x,y) um ponto (figura 4.21), satisfazendo a relacao d(P, F') = e-d(P, L).
Utilizando a definigao de distancia entre dois pontos no plano, e a igualdade (4.19),
temos:
a

(c—:c)Q—i—y?:e-(g—x).

Aplicando a propriedade distributiva no lado direito da igualdade, vem:
(c—x)?+y*=a—ex. (4.20)
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
(c—2)* +y* = (a—ex)”. (4.21)

Vamos calcular d(P, ) + d(P, F,), com F} = F, para mostrar que P pertence a
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uma elipse:

d(P,Fy) +d(P, Fy) =\/(c—2)2 + 32+ \/(c+2)* + 4>

=/(c—2)2+y2 4+ /2 + 2cx + 22 + 12,

Subtraindo e adicionando 2cx no segundo radicando, vem:

d(P,Fy) +d(P,Fy) = \/(c — )2 4+ 32 + \/c + 2cx + 22 + y2 — 2cx + 2cx
= \/(c—2)2 +y2+\/c® —2cx + 22 + % + 4cx

_ \/(c—:c)2+y2+\/(C—$)2+y2+4cx'

Utilizando a igualdade (4.21), temos:

d(P, Fy) + d(P, Fy) = \/(a —ex)?+ \/(a —ex)? 4 4dcx.

Desenvolvendo o quadrado da diferenca no segundo radicando e substituindo ¢ por

ea, de acordo com a igualdade (4.18), vem:

d(P,F)) +d(P, ) = |a — ex| + Va2 — 2aex + 222 + deax

= |a — ex| + Va? + 2aex + e2x2

=la —ex| 4+ /(a + ex)?

= |a — ex| + |a + ex]. (4.22)
Analisando o contetdo dos médulos em (4.22), vem:
la —ex| :

De (4.20), podemos concluir que a — ex > 0.

la + ex|:

Utilizando a igualdade (4.19), observando a figura 4.21 e, por hipdtese, temos:

a—exze(%—a:) =e(d(L,0)—z)=e-d(P,L)=d(P,F).

Logo,
a—ex=1/(c—x)?+y?>>|c—uz.

Como ¢ = ae, por (4.18), resulta:
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a—exr > |ae—x|. (4.23)
Temos duas possibilidades:

1) Se ae — x < 0, entao x > ae > 0, uma vez que a e e sdo positivos. Portanto,

a-+ex >0.

2) Se ae — x > 0, por (4.23), temos:
a—exr>ae—<cx

r—exr>ae—a
z(l—e)> —a(l—e).

Como 0 < e < 1, por hipdtese, 1 —e # 0. Cancelando os fatores (1 — e), resulta:
T > —a.
Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por e, vem:
exr > —ea.

Adicionando a em ambos os lados, a desigualdade fica:

a—+exr > a—ea.
Fatorando o lado direito, temos:

a+er>a(l—e)
Comoa>0e (l—e)>0,a(l —e)>0,implicando em: a + ex > 0.

De 1) e 2), concluimos que a + ex > 0.

Feitas as devidas anélises, a igualdade (4.22) pode ser escrita como:
d(P,Fy) +d(P, F;) =a—ex +a+ ex,

ou seja,

d(P, Fl) + d(P, F2) = 2a.
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Logo, teremos uma elipse.

(il ) De maneira andloga ao item (ii), consideremos a distancia do foco a diretriz,

d = d(F, L), conforme figura abaixo:
Figura 4.22: Dem. teorema 3.2.1 - hipérbole

Fonte: elaborado pelo autor

Vamos achar, agora, os vértices V; e V5 na reta r, satisfazendo:

d(F, Vi) = z1; d(F,V3) = x9; d(F, L) = d e, consequentemente, d(V;, L) = d — z,

conforme figura abaixo:

Figura 4.23: Dem. teorema 3.2.1 - hipérbole

V2 V1 E
------ e e R
1 ;b
—_—
d _
2

Fonte: elaborado pelo autor
De acordo com o teorema 3.2.1, temos:
d(Vi,F) = e-d(Vi, L).
E, de acordo com a figura 4.23, podemos reescrever a relagao acima como:
r1=-e-(d—x).

Fazendo as devidas operagoes algébricas, obtemos:

ed
. 4.24
1+e ( )

T =
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Ainda de acordo com o teorema 3.2.1, temos:
d(Va, F)=e-d(Va, L).

Novamente, de acordo com a figura 4.23, podemos reescrever a relagao acima como:

xo =€ (x9 —d).

Fazendo as devidas operagoes algébricas, obtemos:

ed
Ty = 1’
ou, equivalentemente, €=
—ed
= ) 4.25
“2 l1—e ( )

Vamos definir a, como sendo: a = %d(Vl, V5) que, de acordo com a figura 4.23,

fica:
To — I
a = .

2

De (4.25) e (4.24), temos:

_1<—ed_ ed)
“To\1 ¢ 1+e/

Desenvolvendo a expressao acima, vem:

1 {—ed(l +e)—ed(l— e)}

2 1 —e2
1 [—ed— eQd—ed—i-eQd]
“7 3 1—e2
a—l [—Zed]
2 [1—e2
—ed
= —. 4.2
a o (4.26)

Vamos por eixos com origem no ponto médio de V; e V5, conforme a figura abaixo:

Figura 4.24: Dem. teorema 3.2.1 - hipérbole

y
L
P(x
Py RN — _’(sy)
|
1
1
2 V2 M
—c —a o c—da ¢ =T X

Fonte: elaborado pelo autor
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Assim, a coordenada ¢ de F' serd: ¢ = a + x1, onde z; = d(F, V}).

De (4.26) e (4.24), obtemos:

—ed n ed
c= .
1—e2 1+e

Desenvolvendo a expressao acima, vem:

—ed + ed(1 —e)

1 —e2

—ed + ed — €%d
1 —e2
—eid
c=1

e (—ed)
a 1—e2/"

cC=e€-a.

Equivalentemente,

Por (4.26), temos:

(4.27)

Isto posto, podemos obter a distancia de L em relagdo a origem O, através da
diferenga ¢ — d, onde ¢ = d(F,0) e d = d(F, L), conforme figura 4.24.
Por (4.27) e (4.26), podemos escrever:

d(L,0) = ea — <62a — a) .

e

Desenvolvendo a expressao acima, vem:

d(L.0) = e?a — (e*a — a)

e

Portanto,

d(L,0) = g (4.28)

Seja P = (x,y) um ponto (figura 4.24), satisfazendo a relagao d(P, F') = e-d(P, L)

Utilizando a defini¢ao de distancia entre dois pontos no plano e a igualdade (4.28),
temos:
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(a:—c)2+y2:e~(a:—g).

Aplicando a propriedade distributiva no lado direito da igualdade, vem:
(x — )2+ y? =ex —a. (4.29)
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
(z — ) +y* = (ex — a)*. (4.30)

Vamos calcular |d(P, Fy) — d(P, Fy)|, com F} = F, para mostrar que P pertence a

uma hipérbole:

A(P.Fy) = d(P, )| = |\/(w = e + 92 = /(e + ) + |

:’\/(x—c)Q—l—y?—\/x2+2xc+c2+y2‘.

Subtraindo e adicionando 2cx no segundo radicando, vem:

|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = \/m — /22 + 2cx + 2 + y? — 2z + 2cx)
= \/m— \/02—2cx+932+y2+4cm‘

= \/(x—c)2—i—y2— \/(c—:c)2+y2+4cx)

— \/(x—c)Q—i—yQ—\/(x—c)2+y2+4cm’.

Utilizando a igualdade (4.30), temos:

d(P, F}) — d(P, F)| = ‘\/(ex —a)? —/(ex —a)* + 4cw‘ .

Desenvolvendo o quadrado da diferenca no segundo radicando e substituindo ¢ por

ea, de acordo com a igualdade (4.27), vem:

|d(P, Fy) — d(P, F5)| = |lex — a| — V€222 — 2aex + a2 + 4eax‘

= |lex — a|] — Va2 +2a€l’+62$2)

= |lex — a| — \/(a—l—ex)Q‘

= |lex —a|] — |a + ex]| . (4.31)
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Analisando o conteido dos médulos em (4.31), temos:
lex — al :

De (4.29), podemos concluir que:

ex —a > 0. (4.32)

la + ex|:

Somando 2a em ambos os lados da desigualdade (4.32) acima, vem:
2a +ex —a >0+ 2a,

ou seja,

a—+ex > 2a.

Como a > 0, conclui-se que:
a—+ex > 0. (4.33)
Feitas as devidas anélises, a igualdade (4.31) pode ser escrita como:
|d(P, Fy) — d(P, F3)| = |ex —a — (a + ex)|

= lex —a —a — ex|
= |—2q|
= 2a,

ou seja,

|d(P, Fy) — d(P, F»)| = 2a.

Logo, teremos uma hipérbole. U

Convém observarmos que, para que o teorema 3.2.1 pudesse ser demonstrado,
precisou-se fazer uso de um sistema conveniente de eixos, migrando-se da Geometria
Sintética de Euclides para a Geometria Analitica de Descartes, vindo uma complementar

a outra.



71

Observacao: Devemos ainda observar que tanto a elipse quanto a hipérbole tém

duas diretrizes, uma vez que possuem dois focos, enquanto que a parabola tem

apenas uma.

A figura abaixo nos mostra as conicas com suas respectivas diretrizes.

Figura 4.25: As conicas e suas diretrizes

Elipse Hipérbole Parabola

L; L2 LI L2 L

e e

ala
alo

Fonte: Antar Neto (editada)



Consideracoes Finais

Esperamos com este trabalho poder contribuir para que professores e alunos da
Educacao Basica tenham um maior envolvimento e uma melhor compreensao do que venha
a ser um Lugar Geométrico, bem como motivar os primeiros a utilizar em suas praticas
pedagdgicas, quando possivel, softwares matematicos como o GeoGebra, em busca de uma
aprendizagem mais efetiva e significativa para os alunos.

Embora a proposta apresentada nao tenha sido aplicada em sala de aula, acredi-
tamos que a mesma possa ser utilizada de maneira oportuna pelo professor, consistindo
em mais uma ferramenta pedagdgica para suas aulas de Geometria, as quais versem sobre
o tema em questao, e sirva de inspiracao para que o mesmo elabore seu préprio material
didético.

Para trabalhos futuros, sugerimos o estudo de Lugares Geométricos mediante a uti-
lizagdo de um sistema de coordenadas cartesianas (Geometria Analitica), o qual nos per-
mitird associar pontos do plano a pares ordenados, ou melhor ainda, objetos geométricos
como curvas, por exemplo, a equacoes algébricas, mostrando a conexao existente entre a
Geometria e a Algebra, através da transformacgao das hipoteses geométricas de um deter-
minado objeto em condigoes algébricas sobre as coordenadas de seus pontos.

Por fim, e sobretudo, gostaria de mencionar que, embora diante das circunstancias
alheias a nossa vontade em que foi desenvolvido todo o trabalho, a comecar pela pande-
mia da covid-19, acreditamos ter produzido um frutifero material que pode gerar sementes
para outros, onde buscamos dar a Geometria e aos Lugares Geométricos o “Lugar” ao

qual lhes é merecido e pertinente.
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