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RESUMO

A dindmica evolutiva do cenéario educacional demanda a ado¢do de abordagens
inovadoras para aprimorar e tornar mais atrativo o processo de ensino e aprendizagem da
matematica. Um exemplo dessas abordagens € a resolucdo de problemas contextualizados de
otimizacdo. No entanto, muitos desses problemas sdo tradicionalmente abordados por meio das
regras de derivacao, ultrapassando o escopo do curriculo da Educacdo Bésica.

Nesse contexto, esta dissertacao busca integrar a utilizacao do software GeoGebra como
uma alternativa as regras de derivacdo na resolucédo desses problemas no &mbito da Educacao
Baésica. O objetivo desta pesquisa € investigar a eficicia dessa abordagem por meio da analise
de um estudo de caso, envolvendo alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino
Médio da rede publica de ensino. A pesquisa abrange o desenvolvimento de atividades,
resolucdes algébricas e iterativas, além de planos de aula.

A partir das experiéncias adquiridas com a aplicacdo das atividades e dos feedbacks dos
alunos, sdo elaboradas atividades aprimoradas com o intuito de auxiliar estudantes e professores
a superar as dificuldades observadas durante a pesquisa, proporcionando um material de
qualidade para aqueles interessados nessa abordagem metodoldgica. Assim, este estudo
pretende contribuir de maneira significativa para um ensino de matematica mais atraente e

alinhado com as demandas do mundo contemporaneo.

Palavras-chave: Educacdo Basica, Abordagens Inovadoras, Resolu¢do de Problemas,

Otimizag¢ao, GeoGebra.



ABSTRACT

The evolving dynamics of the educational landscape necessitate the adoption of
innovative approaches to enhance and make the process of teaching and learning mathematics
more engaging. An example of such approaches is the resolution of contextualized optimization
problems. However, many of these problems are traditionally addressed through derivation
rules, surpassing the scope of the Basic Education curriculum.

In this context, this dissertation aims to integrate the use of the GeoGebra software as
an alternative to derivation rules in solving these problems within the Basic Education
framework. The objective of this research is to investigate the effectiveness of this approach
through the analysis of a case study involving 9th-grade students in Elementary School and 1st-
year students in High School from the public school system. The research encompasses the
development of activities, algebraic and iterative solutions, as well as lesson plans.

Based on the experiences gained from the application of activities and student feedback,
enhanced activities are devised to assist students and teachers in overcoming difficulties
observed during the research, providing quality material for those interested in this
methodological approach. Thus, this study aims to contribute significantly to a more appealing
and contemporary-aligned mathematics education.

Keywords: Basic Education, Innovative Approaches, Problem Solving, Optimization,
GeoGebra.



LISTA DE TABELAS

TABELA 1 — CRONOGRAMA DE APLICAGAO DAS ATIVIDADES NAS TURMAS DA ESCOLA ESTADUAL



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1 — RELAGAO QUE REPRESENTA UMA FUNGCAODEAEMB ..o, 42
FIGURA 2 — RELACAO QUE NAO REPRESENTA UMA FUNCAODE AEM B.....ccooeovviiiiieiccceee 42
FIGURA 3 — FUNGAO DE A EM B DADA POR Y = X 11uviiuiiitieiiiteesiesiesteesseeeesseessesseessaensesnaesseannens 43
FIGURA 4 — FUNGAO F DEFINIDA POR Y T X3 .. it iiiie it e siie e siee st e et e e snte et e e e snne e snaee e s 43
FIGURA 5 —FUNGAO F DEFINIDA POR F(X) =X 1 oottt st 44
FIGURA 6 — IMAGEM DA FUNGAO F DEFINIDA POR F(X) = X + L .uiiiiiiieiecieseece e 44
FIGURA 7 — LOCALIZAGAO DO PONTO P NO PLANO CARTESIANO ....ccvveieeriesieeiesseesreesresnessaeneens 46
FIGURA 8 — LOCALIZACAO DOS PONTOS NO PLANO CARTESIANO......cccvieirieiieeriiesreesreeenneesnneens 47
FIGURA 9 — QUADRANTES ....ciiutieitieaieesiteeteesteeabeestte bt e ssteenbeessae e bt e ssbe e beesnbeeabesanbeesbeesnneenaeeenes 47
FIGURA 10 — TABELA DE PONTOS DA FUNCAO DADAPOR Y = XZ—4 ...iiiiiiiiieiieeie e 48
FIGURA 11 — GRAFICO DA FUNGAO DEFINIDAPOR Y = X2 =4 ...ciiiiiiiieiie et 48
FIGURA 12 — FUNCOES COM DOMINIOS DISTINTOS E DEFINIDAS POR Y = 2X w.vvveviveeeiiieeeinieesnnns 48
FIGURA 13 — GRAFICO DA FUNGAO DADA POR Y = 2X ..iiitvteiiieeiieeesieeesseeessseeesssesssssessssnessnnees 49
FIGURA 14 — GRAFICO DA FUNGAO DADA PORY S XZ—4 . ..oiiiiiiiiie st esie et steeste e sra e 50
FIGURA 15 — ANALISE DO SINAL DE UMA FUNGAO F ....ivriiiiiiee e ciirtreree e s siabaree e s e ssanarenes 51
FIGURA 16 — CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO DE UMA FUNGCAO F ....cooiuvieeiiieeeciiee e siiee e siiee e 52
FIGURA 17 — GRAFICOS DE FUNGOES PARES .....ccvvteiiieeiieeesieeesneeesnseeesssesesssesssssesssssesssssessssnes 53
FIGURA 18 — GRAFICOS DE FUNGCOES IMPARES........citiiiitttiieieee e et s iiittbereessessssssasbsreessssessssssssssens 53
FIGURA 19 — GRAFICO DE UMA FUNCAO QUE NAO E PAR NEM E IMPAR .......coooevurireiiieee e 54
FIGURA 20 — GRAFICO DA FUNGAO F DADA POR F(X) = XZ...uiiiiiiiesiesiesiesieseeee e 54
FIGURA 21 — TABELA DE VARIAGAO DA FUNGAO F (X > 0)..cuveiiiiiiiie i 55
FIGURA 22 — TABELA DE VARIAGOES DA FUNGAO F (X < 0) .oovveiiiiiesiieiiecic e 55
FIGURA 23 — RETA SECANTE AO GRAFICO DE F(X) .evvteitieiiieiiiesieesiiesreestee e siee e srae e snea s 58
FIGURA 24 — RETAS SECANTES AO GRAFICO DE F(X)....tevtiueeuieieieniesiesiesiesiesieseesee e 58
FIGURA 25 — GRAFICO DA VARIAGAO DO PREGCO DE ESPIGAS DE MILHO .....ccovveeiiiieeciieeeiiiee e 61
FIGURA 26 — TABELA QUE RELACIONA AS VARIAVEIS DO PROBLEMA ......uuvvvevviiriiirerererenenenenenens 62
FIGURA 27 — DIMENSOES DO TERRENO RETANGULAR ......ccteiiieeiiitesieeesieesssneesssneessssessssnessnsnens 62
FIGURA 28 — TELA INICIAL DO GEOGEBRA NO DESKTOP ...cciuvvieiieieiieeesieesssreesssseesssneesssnessssnes 63
FIGURA 29 — TELA INICIAL DO GEOGEBRA NO APP PARA SMARTPHONES .......cccoveeiieeeiivresnnen 64
FIGURA 30 — FERRAMENTA “PONTO” DO GEOGEBRA........cciitieeiieeeiieeesieeesreeesneeessnaeeesnaeesnnnees 65

FIGURA 31 — FERRAMENTA “RETA” DO GEOGEBRA ... .coeettteeetteeeeeeeeeeeeateieasseeessseesssnansesessseenns 65



FIGURA 32 — FERRAMENTA “RETA PERPENDICULAR” DO GEOGEBRA......uuiiieeeeeeeeeiieeaeeeeaaeeenns 65

FIGURA 33 — FERRAMENTA “POLIGONO” DO GEOGEBRA .......coiiuiaiiiiiiienieeaiee et siee e 66
FIGURA 34 — FERRAMENTA “CONTROLE DESLIZANTE” DO GEOGEBRA ......ccovierieriniesieenrenienens 66
FIGURA 35 — RECURSOS DO MENU EXIBIR DO GEOGEBRA ......ccoiiiiierietenieieresiesieeasesieseesessesens 67
FIGURA 36 — JANELA DE VISUALIZAGAO 3D E PLANILHA .......coiiiiei i 67
FIGURA 37 — CONFIGURACAOQ DA JANELA DE VISUALIZACAQ ...eoeeiiiiieeeiiiieeeeeiieee e eeiveeeeseaveee s 68
FIGURA 38 — ALUNOS DA 1002 NA SALA MAKER......ccctiteiarisierieisiesieieresseseesessesseessessesessesseses 72
FIGURA 39 — ALUNOS DA 921 NA SALA DE AULA ....cuvitiieriaieitesiesieteseesessesseseesessessesessessessssesseses 73
FIGURA 40 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 1 (TURMA 921) ....ccviiiiiiiiiicic e 75
FIGURA 41 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 1 (TURMA 922) .....cvviiiiiiiiicnieniesieeias 75
FIGURA 42 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 1 (TURMA 1001) ....ooveviiiiiiiisieieceiee 76
FIGURA 43 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 1 (TURMA 1002) ....ccoovvivirieieiiierieisienns 76
FIGURA 44 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 1 (TURMA 1003) .....coviiiiiiieniciiiisieias 76
FIGURA 45 — TABELA DESENVOLVIDA POR ALUNOS DA TURMA 921 ......ccooiiiiiiiiiieiic e 77
FIGURA 46 — TABELA DESENVOLVIDA POR ALUNOS DA TURMA 922 .....ccoceiveiiiieiaiesienieeaienens 77
FIGURA 47 — TABELA DESENVOLVIDA POR ALUNOS DA TURMA 1001 ......cooeviiiiiiiiieieeeiens 77
FIGURA 48 — TABELA DESENVOLVIDA POR ALUNOS DA TURMA 1002 ........cccceeiiiiiieiieiiie e 78
FIGURA 49 — TABELA DESENVOLVIDA POR ALUNOS DA TURMA 1003 ........ccccoiiiiiiieiiceiee 78
FIGURA 50 — EQUACOES OBTIDAS POR ALUNOS DO 9° ANO (ATIVIDADE 1).....ccoeiiiriiniiriiniirienins 79
FIGURA 51 — EQUACOES OBTIDAS POR ALUNOS DO 1° ANO (ATIVIDADE 1)....cccvviiiiiieieiiecieeane 79
FIGURA 52 — CONFIGURACAO DA JANELA DE VISUALIZACAO DA ATIVIDADE 1....cccvvveiiiiiiinnnen, 81

FIGURA 53 — UTILIZACAO DA FERRAMENTA “PONTO” — “OTIMIZACAO” NA ATIVIDADE 1....... 81

FIGURA 54 — ALUNO DO 9° UTILIZANDO O APP DURANTE A ATIVIDADE 1 .....cccovcvveviieeeciieeeeen. 82
FIGURA 55 — IDENTIFICACAO DAS VARIAVEIS E DO DOMINIO - ATIVIDADE 1 (9° ANO)................ 82
FIGURA 56 — IDENTIFICACAO DAS VARIAVEIS E DO DOMINIO - ATIVIDADE 1 (1° ANO)................ 82
FIGURA 57 — OPINIOES DOS ALUNOS DA TURMA 921 SOBRE A ATIVIDADE 1 ....cccvveivieeiciieeeen, 83
FIGURA 58 — OPINIOES DOS ALUNOS DA TURMA 922 SOBRE A ATIVIDADE 1 ....cccvvvviiveiiieeeen, 84
FIGURA 59 — OPINIOES DOS ALUNOS DA TURMA 1001 SOBRE A ATIVIDADE 1 ....cvvvvvivieeiiiiennen. 84
FIGURA 60 — OPINIOES DOS ALUNOS DA TURMA 1002 SOBRE A ATIVIDADE 1 ....cvvvvvivieeriiiennen. 84
FIGURA 61 — OPINIOES DOS ALUNOS DA TURMA 1003 SOBRE A ATIVIDADE 1 ......voeevvveeiiireennnen. 84
FIGURA 62 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 2 (TURMAS 921 E 922) ......cceviriiriiniinnns 87
FIGURA 63 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 2 (TURMAS 1001, 1002 E 1003) ............. 87

FIGURA 64 — CALCULOS DOS VALORES PARA A CONSTRUGAO DO OLEODUTO (TURMA 921) ...... 88

FIGURA 65 — CALCULOS DOS VALORES PARA A CONSTRUGAO DO OLEODUTO (TURMA 922) ......88



FIGURA 66 — CALCULOS DOS VALORES PARA A CONSTRUGAO DO OLEODUTO (TURMA 1001)....88
FIGURA 67 — CALCULOS DOS VALORES PARA A CONSTRUGAO DO OLEODUTO (TURMA 1003)....89

FIGURA 68 — EQUAGCOES OBTIDAS PELOS ALUNOS — ATIVIDADE 2 (TURMA 921) ......oovviiiiiinnns 89
FIGURA 69 — EQUACOES OBTIDAS PELOS ALUNOS — ATIVIDADE 2 (TURMA 922) ......occvvviinienns 90
FIGURA 70 — EQUACOES OBTIDAS PELOS ALUNOS — ATIVIDADE 2 (TURMA 1001) ......cccovvvveenene 90
FIGURA 71 — EQUACOES OBTIDAS PELOS ALUNOS — ATIVIDADE 2 (TURMA 1002) .......ccccevvvennene 90
FIGURA 72 — EQUAGOES OBTIDAS PELOS ALUNOS — ATIVIDADE 2 (TURMA 1003) ......ccccevvviinnnns 90
FIGURA 73 — PLOTAGEM DO GRAFICO DA FUNGAO — ATIVIDADE 2 (19 ANO) ...covviirierienieniesieniens 91
FIGURA 74 — PLOTAGEM DO GRAFICO DA FUNGAO — ATIVIDADE 2 (9° ANO) ...ccuveieieieriesienienins 91
FIGURA 75 — REGISTROS DAS VARIAVEIS IDENTIFICADAS — ATIVIDADE 2 (99 ANO) ..c.ccovvrvirienenns 92
FIGURA 76 — REGISTROS DAS VARIAVEIS IDENTIFICADAS — ATIVIDADE 2 (19 ANO) .ovevvvivirinnnns 92
FIGURA 77 — RESPOSTAS FINAIS DA ATIVIDADE 2 (ALUNOS DO 9° ANO) .....cevvverieieieniesiesienienneas 92
FIGURA 78 — RESPOSTAS FINAIS DA ATIVIDADE 2 (ALUNOS DO 10 ANO) .....ccvvviuieieienieniesiesieeias 93
FIGURA 79 — AVALIACAO DA ATIVIDADE 2 REGISTRADAS POR ALUNOS DO 9° ANO.........cccenee. 93
FIGURA 80 — AVALIAGAO DA ATIVIDADE 2 REGISTRADAS POR ALUNOS DO 19 ANO.....ccvevvvrennnens 94
FIGURA 81 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 3 (99 ANO) ...cviiviriiiiiniieieiesie e see s 95
FIGURA 82 — RESPOSTAS DA QUESTAO 1 — ATIVIDADE 3 (19 ANO) ...cviiviriiiiiniieiieie e 96
FIGURA 83 — EQUACOES FORMATADAS POR ALUNOS DO 9° ANO — ATIVIDADE 3 ......ccovveeeennneee. 96
FIGURA 84 — EQUACOES FORMATADAS POR ALUNOS DO 1° ANO — ATIVIDADE 3 ......ccovveeeennneee. 97
FIGURA 85 — PLOTAGEM DO GRAFICO DA FUNGAO — ATIVIDADE 3 (9° ANO) ...c.vecveivreieiiecieeae 97
FIGURA 86 — PLOTAGEM DO GRAFICO DA FUNGAO — ATIVIDADE 3 (19 ANO) ...ccvvevveivreieciiecieenane 98

FIGURA 87 — DOMINIO DA FUNCAO OBJETIVO REGISTRADO PELOS ALUNOS — ATIVIDADE 3....... 98

FIGURA 88 — IDENTIFICAGAO DAS VARIAVEIS DA ATIVIDADE 3 (ALUNOS DO 9° ANO) ..........c..... 99
FIGURA 89 — IDENTIFICACAO DAS VARIAVEIS DA ATIVIDADE 3 (ALUNOS DO 1° ANO) ................ 99
FIGURA 90 — RESPOSTAS FINAIS DA ATIVIDADE 3 REGISTRADAS PELOS ALUNOS ......cccevvvveennnen. 99
FIGURA 91 — AVALIACOES DA ATIVIDADE 3 REGISTRADAS POR ALUNOS DO 9° ANO ................ 100
FIGURA 92 — AVALIACOES DA ATIVIDADE 3 REGISTRADAS POR ALUNOS DO 1° ANO ................ 100
FIGURA 93 — AJUSTE NA JANELA DE VISUALIZACAO (ATIVIDADE 1) ...ooiviiiiiiiiie e siie e 123
FIGURA 94 — GRAFICO DA FUNGAO OBJETIVO (ATIVIDADE 1) ..ccviiiiciie e 124
FIGURA 95 — PONTOS DE MAXIMO DA FUNGAO OBJETIVO (ATIVIDADE 1)....ccoviiiieiieiciienieinn 124
FIGURA 96 — PONTO DE MAXIMO DA FUNGAO F ...vviiiiieeiiieeiteeesiteeestee e siteeesnve e sneeessneeesnnnee e 124
FIGURA 97 — GRAFICO DA FUNGAO F(X) PLOTADO NO APP PARA SMARTPHONES .........cceenane 125
FIGURA 98 — SOLUCAO DINAMICA DA ATIVIDADE 1 NO SITE DO GEOGEBRA .......ccocvvvveeeennnne. 126

FIGURA 99 — RETA TANGENTE T AO GRAFICO DE F PASSANDO POR P ...ccouvviiiiiiiiiiie e 127



FIGURA 100 — RETA TANGENTE A F NO PONTO DE MAXIMO ...uuvuieieeeieeeeeeeeee e e e eeeeeeieeeeeeaeaeeenns 127

FIGURA 101 — DISPOSICAO GEOMETRICA DO PROBLEMA DA ATIVIDADE 2......cccccvveeiieeeiiveeannns 139
FIGURA 102 — DISPOSIGAO GEOMETRICA DO PROBLEMA (P & BC) — ATIVIDADE 2 .................. 139
FIGURA 103 — DISPOSIGAO GEOMETRICA DO PROBLEMA (P & BC) — ATIVIDADE 2 .................. 140
FIGURA 104 — CONFIGURAGAO DA JANELA DE VISUALIZAGAO (ATIVIDADE 2)...ccvevereeerieanenne 140
FIGURA 105 — GRAFICO DA FUNGAO OBJETIVO DE C(K)..viveveririeiieierieiesieeeresiesieessesiesessessenens 140
FIGURA 106 — PONTO MINIMO DE C(K) c.vevviiiiriesieeieiiesieesiesiesee e sse e sne e sseenseeneesneesseenneans 141
FIGURA 107 — GRAFICO DA FUNCAO OBJETIVO PLOTADO NO APP — ATIVIDADE 2 ................... 141
FIGURA 108 — SOLUGAO ITERATIVA DA ATIVIDADE 2 ......vvveiiieeiieeeiieeesieeesiveeesneeessnseesnnnee e 142
FIGURA 109 — RETA TANGENTE AO GRAFICO DE C(K)...evviveieriiiisieierisiesieiereseeseesessessesessessesens 143
FIGURA 110 — RETA TANGENTE A C(K) NO PONTO DE MINIMO ....covviuiiiieriaresiesiesessesieseesassenens 143
FIGURA 111 — CONFIGURAGAO DA JANELA DE VISUALIZAGAO (ATIVIDADE 3)......cccovvrierinnnnnn. 154
FIGURA 112 — GRAFICO DA FUNGAO P(C) ..euteutiieiiiiieiiesiieee ettt 154
FIGURA 113 — PONTO DE MINIMO DO GRAFICO DE P(C)..vvviveriiiiiieieiiie e 154
FIGURA 114 — PONTO DE MINIMO DE P(C)..eeuviitiiitieie it ete ettt 154
FIGURA 115 — GRAFICO DE P(C) PLOTADO NO APP PARA SMARTPHONE ........ccoeiverieierienieneenns 155
FIGURA 116 — SOLUGAO ITERATIVA DA ATIVIDADE 3 ......ovieiiieeiieeeiieeesieeesiveeesneeessnneesnneee s 155
FIGURA 117 — RETA TANGENTE AO GRAFICO DE P(C) ...ccvieiieiiesieecie e 156
FIGURA 118 — RETA TANGENTE A P(C) NO PONTO DE MINIMO ....cccvviuieiiieieeiecieenre e 156
FIGURA 119 — CONFIGURACAO DA JANELA DE VISUALIZAGAO DA ATIVIDADE 4 .......cccccuveennee. 166
FIGURA 120 — GRAFICO DE A(R)..tettiteeueeieeresiesteste sttt te ittt nenae b b s s 167
FIGURA 121 — PONTO DE MINIMO DE A(R) ..uveivveiteeieiieesteeieeiesteestesae e estessnesreesresnnesneesseenne s 167
FIGURA 122 — PONTO DE MINIMO DE A(R) COM A TELA APROXIMADA .......cccveiteeireareireerseeneenns 167
FIGURA 123 — GRAFICO DA FUNCAO OBJETIVO NO APP — ATIVIDADE 4.....ccovveevieeecee e 168
FIGURA 124 — SOLUGCAO ITERATIVA DA ATIVIDADE 4 ......oveeiiiee e 168
FIGURA 125 — RETA TANGENTE AO GRAFICO DE A(R) .vviiviiiiieiiie i siesieestee e siee e 169
FIGURA 126 — RETA TANGENTE A A(R) NO PONTO DE MINIMO......cccvviiuieiieesiiesieesieeesieesneaeeens 169
FIGURA 127 — GRAFICO DA ELIPSE.....utiitiiiitiaitiesieestessieesteesteesteessseesseessseesssesssnssssassesssessnsenns 180
FIGURA 128 — SUBDIVISAO DO RETANGULO INSCRITO NA ELIPSE ....cciuiiiiieniieniiesiiesieesieeseens 180
FIGURA 129 — GRAFICO DE A(C) . vtiiuieeitie ittt sttt ste et ta e staesnaa e saaeabaesnaeanra e 181
FIGURA 130 — PONTO DE MAXIMO DE A(C) COM A TELA APROXIMADA .....cccvvviuieriieaiieesieeainnans 181
FIGURA 131 — GRAFICO DE A(C) NO APP GEOGEBRA PARA SMARTPHONES.......ccocerverierieninn. 182
FIGURA 132 — RESOLUGAO ITERATIVA DA ATIVIDADE 5 UTILIZANDO O GEOGEBRA ............... 182

FIGURA 133 — RETA TANGENTE AO GRAFICO DE A(C) .eiivveiiiiieiieeieiie e sie et 183



FIGURA 134 — RETA TANGENTE AO GRAFICO DE A(C) NO PONTO DE MAXIMO ....cccovvreveriennnnne 183

FIGURA 135 — CILINDRO INSCRITO NA ESFERA .....ceitiiiuiieitieiteasteesteesieassseesseesseeesaeesnseesseesseens 191
FIGURA 136 — CILINDRO INSCRITO NA ESFERA ....ccvtveriateitesieseatesteeesesseseesassessessesessessessssessenens 194
FIGURA 137 — CONFIGURAGAO DA JANELA DE VISUALIZAGAO (ATIVIDADE 6).....cccovvverierrirnnnns 195
FIGURA 138 — GRAFICO DE V(R)..eutteuteiueeitieiesieesieeieaseesteestesseesteessesseesseessesssessesnsessssssesssessenns 195
FIGURA 139 — PONTO DE MAXIMO DE V(R) ...ceiuviiteeieiiinsiieiesieesieesiesseesieeseesseesseessesnessseessesneens 195
FIGURA 140 — PONTO DE MAXIMO DE V(R) COM A TELA AMPLIADA .....ccorvareiieieiniesieneasenienens 196
FIGURA 141 — GRAFICO DA FUNGAO OBJETIVO PLOTADO NO APP — ATIVIDADE 6 .........ccocu.... 196
FIGURA 142 — SOLUGAO ITERATIVA DA ATIVIDADE B ......vvveiiieeiiieeiieeesiee e ciee e e e 197
FIGURA 143 — RETA TANGENTE AO GRAFICO DE V/(R) ..vviueiieieiiinieniesiesieeiesieie e 198

FIGURA 144 — RETA TANGENTE A V(R) NO PONTO DE MAXIMO .....covoveerererrareceereresssisineesesenans 198



SUMARIO

APRESENTAC,‘AO DO AUTOR oot senenenennnnnnnnnnes 21
1 NS0 ] 51610710 IO 23
1.1 PROBLEMATIZAGAD .....ciittiie ettt e ettt sttt e e e s ettt e e e sttt e e e s s baa e e e s aabb e e e s e bt aeeessbaeeeesanabaeens 24
1.2 (0] ] =y 1 1Y/ TR TTRPTTTR 25
1.3 LUy B 1= (07N 1 Y7 TR 26
1.4 IMETODOLOGIA ..o 27
15 VISAO GERAL DA ESTRUTURA DO TRABALHO .....coi ittt e ettt 28
2 REVISAO DA LITERATURA ..ot et er e 30
2.1 A IMPORTANCIA DO ENSINO DE MATEMATICA COM ABORDAGENS INOVADORAS ........... 30
2.2 OS PCNS, ABNCC E AS ABORDAGENS INOVADORAS ......uuuueuteeeeeeeseenenenenennenennnnnnnnnnnennes 35

2.3 ALGUNS ESTUDOS SOBRE O USO DO GEOGEBRA NA RESOLUGAO DE PROBLEMAS DE

[0 11112\ L 37
2.4 DIFERENCIAL DESTA DISSERTAGAD ...ieeitviieeeitiieeessiieseeesieseesssseeessnsssesessnssnneessnsseseenans 40
3 FUNDAMENTAGAO TEORICA......cooiiriieiiieieeiesis s 41
3.1 N[ 010 ] =5 TSRO 41
311 Produto cartesiano de doiS CONJUNTOS...........cuiirierierienieniesie e 41
312 A nogao de fungo como relagdo entre CONJUNTOS .........ocvvverierireeieiene e 42
3.1.3 N\ T] 7= Lo T T PSSO 43
3.1.4 Funcdes definidas por fOrmulas............cccceeieiieiicc i 43
3.15 Conjuntos dominio, contradominio @ IMAGEM ........cccererererinerieee e 44
3.16 Funcdes injetiva, sobrejetiva @ DIJetiVa. ... 45
3.1.7 Determinag@o de dOMINIO.........ccviiiiiiiieieieiee e 45
3.1.8 Representacao de pontos em Um Plan0.........ccoceeieeieiiniieie e 46
3.1.9 CONSLIUGAOD 0B GIAFICOS ....veviviiieiieieie ettt 47
3110 ANALISE e GrafiCOS.......eiiiiieieieeie e 49
3111 OSINAL A TUNGAD ..o e e 51
3.1.12  Crescimento € AECIESCIMENTO. ........eiuueruirieiieiieeie sttt st 52
3113 MAXIMOS € MINMIMOS.....uiiiierieiieieiesie sttt eeeee et ste st sbe e rease e e eetesbesbesbessesreanes 52

3.1.14 SHMBITIAS . eeeeee oot e e e e et e ettt e e e e e e e e e e eeeeeeenaneeeeeees 53



3.1.15  Taxa média de VArIAGA0 .........coeereieeeierie ettt 54

3.2 =1 ] AV 7\ o7 X P 56
3.2.1 A velocidade INSLANTANEA ..........vciveiieiiee et 57
3.2.2 A derivada como sendo o coeficiente angular da reta tangente.............c...cceueeneee. 57
3.3 (O 1 1] /177X oY@ J TSP 59
3.3.1 Exemplos de problemas de otimizacéo encontrados nos livros didaticos............... 61
4 APRESENTAGCAO DO GEOGEBRA .......ooioieeeeeeeeeeteee et 63
4.1  TELA INICIAL DO GEOGEBRA. ....ccutiitieitieiteesttesieesieesteesteeaaeesseeabeestaestaessseabeessaeaseens 63
4.2 PRINCIPAIS FUNCIONALIDADES DO GEOGEBRA UTILIZADAS NAS ATIVIDADES............... 64
4.3 JANELA DE VISUALIZAGAO 3D E PLANILHA .....ooiiiiie ittt 66
4.4  CONFIGURAGAO DA JANELA DE VISUALIZAGAD ....ciuviiieeiiieiiieiiesieesinessiaesnessaeessneansnens 67
5 METODOLOGIA . ...t ae e nrae s 69
5.1 OBUJETIVOS DA PESQUISA ....eeeieiitiiee ettt ettt e et ee e e e et e e e s ettre e e e e eabae e e s sbaaeeesantaeeeeeenres 69
5.2 TIPO DE ESTUDO.....uciiittteiitteeiiteeeateeesteeessssasssasaassseassaseaaseseasesesnsssessesessesessesssssesssssees 70
5.3 UNIVERSO E AMOSTRA . .ottitieittteitteittesteessteesteeataesseeasseesseeasseesssessseessesasseesssssssesssessnsenns 71
5.4 INSTRUMENTOS DE COLETA DE DADOS......c0ieiiiieiietesiieesieeessieessssessssseessssesssssessssessssnes 71
5.5 APLICACAO E ANALISE DAS ATIVIDADES .....coiutviteeisiieeeessieeeessiaeeessnsssesesansssssessssseseesans 72
55.1 Aplicacdo da atividade 1 e analise das respostas dos alunos ............cc.cccceeevrvenenne. 74
55.2 Aplicacdo da atividade 2 e analise das respostas dos alunos ............ccccccceevivenenne. 86
55.3 Aplicacdo da atividade 3 e andlise das respostas dos alunos .............cccccccevevueenen. 95
55.4 Aplicacdo das atividades 4, 5 € B.......ccceevveieiieiiee e 101
555 Analise geral da aplicacdo das atividades ...........ccccccevereiinieeiieienccce e 102
B CONCLUSAO.......ciiiieiececee ettt st 105
6.1 REAFIRMACAO DO OBJETIVO GERAL E PRINCIPAIS DESCOBERTAS .....cccvvvviieieeeeriinnrenen, 105
6.2 CUMPRIMENTO DOS OBJETIVOS ESPECIFICOS ...eciuvveeiiiieeiiiieesiieeesireesssneessssesssssessssnessnnns 106
6.3 CONTRIBUICOES PARA A AREA DE ESTUDO ....vvieiuiiieiiieeeiieeesireeesnteessnseessnseesssseesssnessnnns 108
6.4 LIMITACOES E DIRECIONAMENTOS FUTUROS.....ceeiiutrireeesiiereeesreeeeessssneeesssssnesessssnsessns 109
6.5 CONSIDERAGOES FINAIS.....ciiiiiittteiitiee e et s st brte e e s e s s s s sbbb e ree s s e s e s s st b b et e s s s e s s s s sbbbrbeeeaeeeas 111
REFERENCIAS ..ottt ettt en et en e eennens 113
ANEXOS ..ot be bt re e aae e be e at e e reeareeanes 116

ANEXO A: FOLHA DA ATIVIDADE 1 COM O QUESTIONARIO PARA O ESTUDO DE CASO .............. 117



ANEXO B: PLANO DE AULA DA ATIVIDADE 1 — OTIMIZAGAO DO VALOR ARRECADADO NO

FRETAMENTO DE UM ONIBUS ....ciitiiitititie et e stee st e siee et stee st et e esteesbeassbeesbeesnseesaeesnbaessnesnneens 119
ANEXO C: SOLUGOES COMENTADAS DA ATIVIDADE 1 ...ttt 123
Resolucdo comentada utilizando 0 GEOGEDIA .........ccevveiiiiiicicie e 123
Resolugé@o comentada utilizando a formula das coordenadas do vertice da parabola ......... 126
Resolugé@o comentada utilizando técnicas de derivagao ...........cooeereiieineneneiesese e 127
ANEXO D: ATIVIDADE 1 APRIMORADA (QUESTIONARIO COM SEQUENCIA DIDATICA) .............. 129
ANEXO E: FOLHA DA ATIVIDADE 2 COM O QUESTIONARIO PARA O ESTUDO DE CASO............... 133

ANEXO F: PLANO DE AULA DA ATIVIDADE 2 — OTIMIZAGAO DO VALOR DE CONSTRUGAO DE UM

(0] =] 511 0 P OO R PR PPRPRPPRRTRR 135
ANEXO G: SOLUGOES COMENTADAS DA ATIVIDADE 2...c.ccuiiiiieresieiesiaiesiesiesssseseesssseseessesessenes 139
Resolucdo comentada 1 utilizando 0 GEOGEDIa.........ccceevvviiiiicie e 139
Resolugdo comentada 2 utilizando 0 GEOGEDIa .........cccvevviiiiieiice e 142
Resolugé@o comentada utilizando técnicas de derivagao ...........cooevrererinenienieisese e 142
ANEXO H: ATIVIDADE 2 APRIMORADA (QUESTIONARIO COM SEQUENCIA DIDATICA) .............. 145
ANEXO |: ATIVIDADE 3 COM QUESTIONARIO PARA O ESTUDO DE CASO ....ovevviveienieresieseereneens 148

ANEXO J: PLANO DE AULA DA ATIVIDADE 3 — OTIMIZACAO DO GASTO COM A CONSTRUCAO DE

UMA CERGCA ..ttt ettt ettt ettt ettt ettt e ekt e ettt e 4kt e 42 ket e4a b et e 4Rkt e s Rkt e e e a b e e e aR b e e e eh b e e e enb e e e ebb e e e nr e e e nneeennes 150
ANEXO K: SOLUCOES COMENTADAS DA ATIVIDADE 3.....ccoiiiieiiieeiieeesieeesee e sneessneeeesnneesneeas 153
Resolucdo comentada utilizando 0 GEOGEDIA ..........c.cvvveiiiiiiicie e 153
Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivagao ............ccvevveveevieeieciese e 156
ANEXO L: ATIVIDADE 3 APRIMORADA (QUESTIONARIO COM SEQUENCIA DIDATICA)............... 159
ANEXO M: ATIVIDADE 4 COM QUESTIONARIO PARA O ESTUDO DE CASO ...cvvvveeeeeeeiiiinrireeeeeenns 161

ANEXO N: PLANO DE AULA DA ATIVIDADE 4 — OTIMIZACAO DO CUSTO DE PRODUCAO DE UMA

(17 7 o) = o T = I o =3t SRR 163
ANEXO O: SOLUCOES COMENTADAS DA ATIVIDADE 4 .....ccovveeiiie et 166
Resolucdo comentada utilizando 0 GEOGEDIA .........ccevveieiiiieeie e 166
Resolucdo comentada utilizando técnicas de deriVagao ...........ceevveeeeeeieeierene e 169
ANEXO P: ATIVIDADE 4 APRIMORADA (QUESTIONARIO COM SEQUENCIA DIDATICA)............... 172
ANEXO Q: ATIVIDADE 5 COM QUESTIONARIO PARA O ESTUDO DE CASO .....veeivieiniienieesnieesieeanns 174

ANEXO R: PLANO DE AULA DA ATIVIDADE 5 — OTIMIZACAO DA AREA DE UMA REGIAO
RETANGULAR INSCRITA EM UMA ELIPSE .....uvviiieiiiieeeeeitiee e e eeitaee e e setteeeessiateeeessntaneessnnseeeesannnenans 176
ANEXO S: SOLUCOES COMENTADAS DA ATIVIDADE D....cooiiiiiiiiiiiie ettt 180

Resolugdo comentada utilizando 0 GEOGEDIA .........ccevvevieiieieeie e 180



Resolugé@o comentada utilizando técnicas de derivagao ...........cooeereierineneneisese e 183
ANEXO T — ATIVIDADE 5 APRIMORADA (QUESTIONARIO COM SEQUENCIA DIDATICA).............. 186
ANEXO U: ATIVIDADE 6 COM QUESTIONARIO PARA O ESTUDO DE CASO ....ccuverierieierienienieniennes 188
ANEXO V: PLANO DE AULA DA ATIVIDADE 6 — OTIMIZAGAO DO VOLUME DE UM CILINDRO

INSCRITO EM UMA ESFERA .....eiiiutiieitiieaittteesitte ettt e e bee et esbe e st e e s st e e smbe e e sab e e e asbe e e enbeeennneeeanneas 190
ANEXO W: SOLUGOES COMENTADAS DA ATIVIDADE B ....ccouvvieiiiieeiiieeiiee e siee s siee e e 194
Resolucdo comentada utilizando 0 GEOGEDIA .........cccvveiiiiiiiicie e 194
Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivagao ...........ccccvevveveeveiiieseese e 197
ANEXO X: ATIVIDADE 6 APRIMORADA (QUESTIONARIO COM SEQUENCIA DIDATICA) .............. 201
APENDICE ..ottt 201

APENDICE 1: RECURSO EDUCACIONAL: SEQUENCIA DE ATIVIDADES COM PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO COM RESOLUGAO OBTIDAS PELO RECURSO DO GEOGEBRA ......cvveveeereerreeeeens 201



21

APRESENTACAO DO AUTOR

E com grande entusiasmo que me apresento como autor desta dissertacdo, intitulada
“GeoGebra na Educacdo Béasica: Uma Abordagem para o Ensino de Problemas de Otimizacdo”.
Sou o professor Marcus Vinicius Carvalho Floriano, e minha conexéo com a escola publica é
intrinseca. Percorri a trajetoria de aluno em instituicdes publicas desde a Educacédo Infantil até
a conclusdo do Ensino Médio. Apds alguns anos, retomei esse vinculo ao ingressar no curso de
Licenciatura em Matematica na Universidade Federal Fluminense, onde permaneci de 2006 a
2010.

Com o passar de mais de uma década, tive o prazer de retornar a essa instituicdo em
2022 para cursar o Mestrado Profissional em Matematica, 0 PROFMAT-UFF. Nesse periodo,
pude aprimorar minha formacao profissional, reencontrar queridos professores e estabelecer
novas conexoes.

Essa relacdo com a escola publica transcende a perspectiva de aluno, pois atuo como
professor na rede publica de ensino ha 13 anos, acumulando experiéncia em redes municipais,
estaduais e federais. Atualmente, exerco a funcédo de professor regente na rede publica estadual
do Rio de Janeiro e na rede municipal de ensino da cidade de Marica, onde resido.

A motivacao para elaborar esta dissertacdo nasceu de conversas com meu orientador, 0
professor Mério Olivero Marques da Silva, e da busca por relacionar o contetdo de funcgdes,
ministrado no 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio (séries que lecionei em
2023), com situacBes-problemas vinculadas ao mundo do trabalho e ao cotidiano. Nesse
contexto, considerando a importancia da tecnologia na educacdo, especialmente seu papel
transformador na abordagem de conceitos matematicos complexos, 0s problemas de otimizacdo
integrados ao software GeoGebra ganharam destaque nesta pesquisa.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, busquei estabelecer uma conexao entre a
teoria e a pratica, explorando de maneira abrangente as potencialidades proporcionadas pelo
GeoGebra na resolucao de problemas contextualizados de otimizagdo. Nesse contexto, destaco
a importancia das disciplinas “Recursos Computacionais”, onde aprofundei meu conhecimento
sobre o software GeoGebra e suas ferramentas, e “Fundamentos de Calculo”, que me
possibilitou revisar os conceitos e técnicas empregados na solucao de problemas de otimizacao.
Ambas as disciplinas integram o programa de Mestrado Profissional (PROFMAT/UFF) e

desempenharam um papel fundamental na conducéo deste estudo.
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Agradeco pela oportunidade de compartilhar este trabalho e espero que ele possa
contribuir com professores e estudantes interessados nesse tipo de abordagem, além de
estimular reflexdes e dialogos construtivos sobre o uso de ferramentas tecnoldgicas no contexto
educacional.

Cordialmente, Marcus Vinicius Carvalho Floriano.
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INTRODUCAO

A constante falta de interesse dos alunos nas aulas de matematica tem sido um desafio

persistente para os educadores ao longo do tempo. Muitos estudantes percebem a matematica

como uma disciplina complexa, repleta de férmulas incompreensiveis e conceitos abstratos,

aparentemente desconectados da realidade. Na busca por superar esses obstaculos, educadores

tém se dedicado a pesquisa, discussdo e desenvolvimento de abordagens inovadoras para

estimular o interesse e o envolvimento dos estudantes.

Nesse contexto, a resolucédo de problemas de otimizacdo € considerada uma abordagem

inovadora no ensino de matematica, e isso se deve a varias razoes:

Contextualizacao: Problemas de otimizacdo abordam situacGes do mundo real, como
maximizacdo de lucros, minimizacdo de custos ou otimizacdo de recursos. A
contextualizacdo ampliada pelos problemas de otimizacdo desperta o interesse dos
alunos, pois representa a aplicacéo pratica dos conceitos matematicos ensinados em sala

de aula, tornando o contetido matemaético mais relevante e significativo.

Integracdo de conhecimentos: A resolucdo de problemas de otimizacdo demanda a
integracdo de diversos conceitos matematicos, incluindo funcées, derivacdo, geometria
e algebra, proporcionando uma visdo abrangente da matematica como uma disciplina
interconectada. Além disso, ela estabelece conexdes entre a matematica e vérias areas

do conhecimento, como as engenharias, por exemplo.

Desenvolvimento do raciocinio légico: Ao enfrentar problemas de otimizagdo, os
alunos sdo desafiados a pensar de forma ldgica, analisar dados e tomar decisGes com

base em critérios especificos.

Estimulo ao pensamento critico: Resolver problemas de otimizacdo exige a
capacidade de identificar e analisar diversas solucdes possiveis, avaliar suas vantagens
e desvantagens, e tomar decisfes informadas. I1sso demonstra que aprender matematica

vai além da simples aplicagdo de formulas ou métodos, contribuindo para o
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desenvolvimento do pensamento critico e da capacidade de tomar decisdes
fundamentadas, habilidades essenciais para a vida além da sala de aula.

e Uso de tecnologia: A abordagem de problemas de otimizacdo pode se beneficiar da
utilizacdo de recursos computacionais, como o software GeoGebra, permitindo que os
alunos explorem visualmente conceitos complexos, tornando a aprendizagem mais

dinamica, intuitiva e acessivel.

A aplicacdo de problemas de otimizacdo como abordagem inovadora no ensino de
matematica tem o potencial de oferecer aos estudantes uma aprendizagem mais significativa,
estimulante e alinhada com as exigéncias do século XXI. No entanto, a resolu¢do da maioria
desses problemas tradicionalmente requer o uso das regras de derivagdo ensinadas nos cursos
de Calculo universitarios. Além da sua complexidade, esse contetdo ultrapassa os limites do
curriculo da Educacdo Baésica, dificultando a compreensdo dos alunos abordados nesta
pesquisa.

Diante desse cendrio, surge a seguinte questdo: Como tornar a resolu¢do de problemas
de otimizacdo mais acessivel e significativa para os estudantes da Educacdo Basica? Em
resposta a esse desafio, propde-se, nesta dissertacdo, investigar a eficacia do GeoGebra como
uma ferramenta facilitadora na resolucdo de problemas contextualizados de otimizagdo no
ambito da Educacédo Béasica. Dada a sua abordagem centrada na analise de gréaficos de funcdes,
este estudo é direcionado a alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e do Ensino Médio que ja

tenham familiaridade com o contetdo sobre Fung@es, Funcbes Afins e Fungdes Quadraticas.

1.1  Problematizagdo

A indagacédo central que guia esta dissertacao € a seguinte:

Sera possivel que, por meio da utilizacdo do software GeoGebra, alunos da Educacao
Basica, a partir do 9° ano do Ensino Fundamental, consigam resolver com sucesso problemas

de otimizacdo, mesmo quando a equacédo da funcdo objetivo apresentar maior complexidade?
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Essa questdo € essencial para a investigacdo do potencial do GeoGebra como uma
ferramenta facilitadora na resolugdo de problemas de otimizacdo no &mbito da Educacgéo
Basica. O estudo visa explorar como as funcionalidades e recursos interativos do software
podem contribuir para que os estudantes compreendam os conceitos subjacentes da otimizacéo

e, consequentemente, aprimorem suas habilidades na resolugcdo desses problemas.

1.2 Objetivos

O objetivo geral desta pesquisa € examinar a eficacia do software GeoGebra na
resolucdo de problemas contextualizados de otimizacéo em diversas areas do conhecimento,
com a finalidade de proporcionar uma aprendizagem mais significativa e envolvente para 0s
alunos da Educacdo Basica. Derivados desse objetivo geral, foram estabelecidos os seguintes

objetivos especificos:

e Desenvolver atividades baseadas em situagdes-problemas de otimizacao, utilizando o
software GeoGebra, e relacionando-as a0 mundo do trabalho e & vida cotidiana. O
objetivo é proporcionar aos alunos a percepcéao de que o contetldo matematico aprendido
em sala de aula ndo apenas pode, mas deve ser aplicado em contextos praticos. Dessa
forma, busca-se estimular a compreensdo de que a matematica nao deve ser vista como

um conjunto de métodos enfadonhos desprovidos de aplicabilidade.

e Desenvolver planos de aula baseados nessas atividades, que servirdo como suporte
para a conducdo desta pesquisa e serdo disponibilizados como recursos para professores

de matematica da Educagéo Bésica interessados na abordagem desse tema.

e Disponibilizar as multiplas resolucdes das atividades propostas, abrangendo tanto
as solucdes utilizando o GeoGebra quanto aquelas que empregam as técnicas de
derivacdo. E disponibilizado um link que concede acesso as soluces enriquecidas com
animacoes e controles deslizantes. Esses recursos possibilitam a manipulacéo e analise
das informacdes de maneira iterativa e dindmica, servindo de material de apoio e

facilitando a aprendizagem dos alunos.



26

e Conduzir um estudo de caso por meio da implementacdo dessas atividades em duas
escolas da rede publica do ensino basico. Uma delas pertence a rede municipal de ensino
de Marica, e envolveu duas turmas do 9° ano do Ensino Fundamental. A outra é
vinculada a rede estadual de ensino do Rio de Janeiro, e contou com a participacao de
trés turmas do 1° ano do Ensino Médio. O propdsito deste estudo € analisar os resultados
obtidos e avaliar a eficacia do GeoGebra como ferramenta de ensino na resolucédo de

problemas de otimizacdo no &mbito da Educacao Basica.

e Aprimorar as atividades com base na experiéncia pratica adquirida com a aplicacao
das tarefas e no feedback dos alunos participantes. Desta maneira, pretende-se oferecer
um material de qualidade que sirva como suporte para estudantes e professores

interessados em adotar essa proposta metodologica em futuras aplicacGes.

1.3 Justificativa

A relevancia deste estudo reside na busca continua por estratégias inovadoras que
tornem a matematica mais acessivel e significativa para os alunos. A resolucao de problemas
contextualizados de otimizacdo é uma abordagem prética e aplicavel em diversas situacdes da
vida real, estimulando o raciocinio l6gico, a criatividade e 0 pensamento critico dos estudantes.
Desse modo, eles tém a oportunidade de desenvolver habilidades matematicas essenciais, assim
como ganhar confianca em suas capacidades para resolver desafios do mundo real.

Por outro lado, 0 uso do GeoGebra pode aprimorar significativamente a resolucdo desses
problemas. O software pode substituir as tradicionais regras de derivacdo, ensinadas nos cursos
de Calculo nas universidades, e que sdo empregadas na resolucdo da maioria dos problemas de
otimizacdo, especialmente quando a funcao objetivo é expressa por uma equagdo mais intricada.
Com o GeoGebra, basta inserir a equacdo da funcdo objetivo na barra de entrada para a
construcdo do grafico e subsequente analise dos pontos extremos no dominio da funcéo
objetivo.

Desta maneira, pode servir como ferramenta facilitadora para alunos da Educacéo
Basica na resolucéo desses tipos de problemas, tornando a abordagem acessivel para esse grupo.

Além disso, ao introduzir essa tecnologia no ensino, abre-se um caminho para que os alunos
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explorem, de maneira dindmica e interativa, conceitos matematicos, permitindo a manipulagéo
de gréficos, objetos geométricos e relagcbes matematicas, tornando as aulas mais interessantes e
aumentando a participacao.

Acredita-se que os resultados desta pesquisa possam fornecer orientacdes valiosas para
educadores e gestores do setor educacional interessados em aprimorar o ensino de matematica.
Ao ressaltar a relevancia do GeoGebra como recurso pedagdgico, almeja-se estimular sua
adocdo em sala de aula, ampliando o aprendizado dos alunos e preparando-os para abordar

questdes matematicas com maior confianca e entusiasmo.

1.4 Metodologia

A metodologia adotada nesta pesquisa segue uma abordagem qualitativa,
compreendendo estudos de casos em duas escolas publicas de ensino basico. A estratégia
envolve a criacdo de atividades e planos de aula abrangentes, incorporando problemas
contextualizados de otimizacdo e utilizando o GeoGebra como recurso facilitador. Essas
atividades foram desenvolvidas de maneira minuciosa e foram aplicadas em sala de aula, na
tentativa de estimular a exploracéo ativa dos conceitos matematicos pertinentes, fomentando o
pensamento critico e a resolucdo de problemas do mundo real.

A coleta de dados foi realizada por meio da observacédo das interagdes entre os alunos e
o software, da aplicacdo de questionarios para avaliar a percepc¢éo deles em relacdo a abordagem
e a ferramenta utilizada, dos meus registros realizados durante as aplicacdes das atividades e de
entrevistas com alguns estudantes que participaram da pesquisa.

Com essa metodologia qualitativa e abrangente, espera-se obter uma visdo aprofundada
dos efeitos da utilizacdo do GeoGebra como ferramenta pedagdgica na resolugéo de problemas
contextualizados de otimizagdo no &mbito da Educacdo Bésica. Espera-se que os resultados
obtidos contribuam para a compreensao dos beneficios e desafios dessa abordagem inovadora
no ensino de matematica, podendo servir de referéncia para futuras intervencbes e

aprimoramentos no contexto educacional.
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1.5  Visdo geral da estrutura do trabalho

Este trabalho esta organizado em capitulos, 0s quais contemplam a seguinte estrutura:

Capitulo 1: Introducdo — Neste capitulo é abordada a apresentagdo do tema, a
problematizacdo, os objetivos gerais e especificos da pesquisa, a justificativa, a metodologia e
uma viséo geral da estrutura do trabalho.

Capitulo 2: Revisdo da Literatura — Neste capitulo, é apresntado o embasamento
teorico deste estudo, fundamentado na exploracdo de autores renomados e documentos oficiais
relacionados ao ensino basico nacional, tais como os Pardmetros Curriculares Nacionais
(PCNs) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Além disso, séo referenciados alguns
estudos que investigam o uso do GeoGebra na resolucédo de problemas de otimizacdo. A analise
dessas fontes contribuiu para fundamentar a relevancia desta dissertacdo no contexto do
aprimoramento do ensino de matemaética, destacando seu diferencial em relacdo a essas

pesquisas.

Capitulo 3: Fundamentacado Teorica — Neste capitulo, sdo apresentados 0s conceitos
basicos e essenciais para a compreensdo deste estudo, abordando os fundamentos de funcéo,

derivacdo e otimizacao.

Capitulo 4: Apresentacdo do GeoGebra — Neste capitulo, sdo descritas
detalhadamente as principais funcionalidades e recursos do software GeoGebra que serdo

utilizados neste trabalho.

Capitulo 5: Metodologia — Este capitulo detalha os procedimentos empregados, desde
a definicdo dos objetivos da pesquisa até a descricdo da amostra selecionada e dos instrumentos
de coleta de dados. Adicionalmente, descreve e analisa a implementacgéo das atividades em sala

de aula, destacando os resultados obtidos.
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Capitulo 6: Conclusdo — Neste capitulo ¢ feita a sintese dos principais resultados e
conclusdes da pesquisa, destacando a importancia do GeoGebra na resolugéo de problemas de

otimizacdo na Educacdo Bésica e apontando possiveis direcionamentos futuros.

Capitulo 7: Referéncias — Neste capitulo ¢ apresentada a lista de todas as fontes

consultadas e citadas ao longo do trabalho.

Capitulo 8: Anexos — Neste capitulo, sdo disponibilizados os materiais adicionais
relevantes para a compreensdo desta dissertacdo. Incluem-se as atividades aplicadas,
juntamente com os questionarios utilizados no estudo de caso, os planos de aula elaborados, as
resolucdes comentadas das atividades e as atividades aprimoradas. Esses recursos oferecem
uma visdo mais abrangente do desenvolvimento, aplicacéo e aprimoramento das atividades ao
longo da pesquisa, além de servir como material de apoio para professores de matematica

interessados em utilizar essa pratica em suas aulas.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Este capitulo apresenta a revisdo da literatura sobre a importancia de abordagens
inovadoras no ensino de matematica, com énfase na utilizacdo do software GeoGebra na
resolucdo de problemas contextualizados de otimizacdo no &mbito da Educacdo Béasica. Foram
utilizados como referéncias, pesquisadores renomados e documentos oficiais, como 0s
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),

embasando a relevancia desta pesquisa para o aprimoramento do ensino de matematica.

2.1 Aimportancia do ensino de matemética com abordagens inovadoras

A falta de interesse dos alunos durante as aulas de matematica tem sido um desafio
persistente enfrentado por educadores ao longo dos anos. Muitos estudantes veem a matematica
como uma disciplina dificil, repleta de férmulas incompreensiveis e conceitos abstratos,
aparentemente desconexos da realidade.

A percepcdo de que a matematica € frequentemente considerada uma disciplina
desafiadora e, por vezes, pouco atrativa, motivou educadores ao longo dos anos a buscar
abordagens inovadoras na tentativa de despertar o interesse e 0 engajamento dos estudantes
durante as aulas.

Abordagens inovadoras podem ser entendidas como métodos e estratégias educacionais
gue buscam revitalizar e aprimorar 0 processo de ensino e aprendizagem, com o propdésito de
tornar as aulas mais atraentes. Essas medidas tém como objetivo estimular o desenvolvimento
de habilidades cognitivas, criativas e préaticas, capacitando os alunos a enfrentar os desafios do
mundo real. Além disso, contribuem para o cultivo de competéncias essenciais a formacao
académica e profissional dos estudantes.

Autores como Paulo Freire, George Pdlya e Ubiratan D'Ambrdsio proporcionaram
reflexdes significativas sobre esse tema, mesmo em tempos em que 0S recursos tecnologicos
ndo eram tdo desenvolvidos. Naquela época, o desinteresse dos alunos ja era um obstéaculo a ser
superado pelos educadores, e estratégias para despertar o interesse e 0 engajamento ja estavam

sendo pensadas. Suas contribui¢es versaram sobre o0 ensino e a aprendizagem, destacando a
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importancia de praticas pedagdgicas que tornem o ensino mais atrativo, acessivel e
contextualizado.

O educador brasileiro Paulo Freire, renomado mundialmente, propde uma abordagem
pedagdgica centrada no didlogo, na conscientizacédo e na valorizacdo da cultura dos estudantes.
Freire, de maneira geral, defende um ensino que considere a realidade dos alunos como ponto
de partida, contextualizando o conteldo ensinado com suas vidas, experiéncias e desafios,
buscando tornar as aulas mais atraentes (Freire, 1987).

Em seu livro “Pedagogia da Autonomia: Saberes necessarios a pratica educativa”, o
autor faz indagacdes sobre a possibilidade de associar a realidade social dos alunos ao contetido

ministrado em sala de aula.

Por que ndo discutir com os alunos a realidade concreta a que se deva associar a
disciplina cujo contetido se ensina, a realidade agressiva em que a violéncia ¢ a
constante e a convivéncia das pessoas ¢ muito maior com a morte do que com a vida?
Por que ndo estabelecer uma necessaria “intimidade” entre os saberes curriculares
fundamentais aos alunos e a experiéncia social que eles t€ém como individuos (Freire,
1996, p. 15).

O matematico hangaro George Polya, reconhecido por suas contribuicdes a resolucao
de problemas matematicos, destaca a importancia do raciocinio heuristico. Em sua metodologia
heuristica, Polya enfatiza ndo apenas a obtenc¢do de soluc¢des para problemas matematicos, mas
também o processo de investigacao, experimentacdo e reflexdo. Ele propde que o ensino de
matematica va além da transmissdo de conhecimento, incentivando os alunos a se tornarem
exploradores e solucionadores de problemas (Pélya, 1995).

Em seu livro “A Arte de Resolver Problemas: Um novo aspecto do modelo matematico”,

o autor define raciocinio heuristico como

[...] aquele que ndo se considera final e rigoroso, mas apenas provisorio e plausivel, e
que tem por objetivo descobrir a solugdo do problema que se apresenta. Somos muitas
vezes levados a usar o raciocinio heuristico. Teremos absoluta certeza quando
chegarmos a solugdo completa, mas frequentemente, antes de chegarmos a certeza
absoluta, teremos de nos satisfazer com uma estimativa mais ou menos plausivel. E
possivel que precisemos do provisorio antes de atingirmos o final. Para chegarmos a
uma demonstracdo rigorosa, ¢ necessario o raciocinio heuristico, assim como
andaimes sdo necessarios a constru¢ao de um edificio (Pélya, 1995, p. 132).

Ubiratan D'Ambrosio, matematico brasileiro renomado por sua atuagdo na area da
Etnomatematica, destaca a importancia de reconhecer a matematica como uma construcdo

social, intrinsecamente presente em diversas culturas e comunidades. Ele advoga pela
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necessidade de superar 0s conceitos abstratos e formulas no ensino de matematica, valorizando
as vivéncias dos estudantes e suas conexdes com o cotidiano. Essa abordagem proporciona uma
aprendizagem mais contextualizada, na qual os estudantes possam enxergar a matematica como
uma ferramenta util e aplicavel em suas vidas diarias. Essa perspectiva é essencial para tornar
0 ensino mais significativo e relevante, estimulando o interesse e a participagao ativa dos alunos
(D'Ambrosio, 2001).

Segundo D’Ambrosio, através da contextualizacdo dos conteudos, o educando tem

maiores possibilidades de entender os ensejos pelos quais estuda determinado assunto.

Contextualizar a Matematica é fundamental para todos. Afinal, como podemos deixar
de relacionar a adogdo da numeragdo indo-arabica na Europa com o florescimento do
mercantilismo nos séculos XIV ¢ XV? Ou Os Elementos de Euclides com o panorama
cultural da Grécia Antiga? E ndo se pode entender Newton descontextualizado. [...]
Alguns dirdo que a contextualiza¢do ndo € importante, que o importante ¢ reconhecer
a Matematica como a manifestacdo mais nobre do pensamento e da inteligéncia
humana... e assim justificam sua importancia nos curriculos (D’ Ambrosio apud Leite,
2020, p. 6).

Além disso, Ubiratan D'Ambrosio j& defendia a importancia da utilizacdo de recursos
computacionais no ensino de matematica como forma de enriquecer a aprendizagem e tornar o
ensino mais dinamico e interativo. Ele acredita que a tecnologia, quando bem utilizada, pode
proporcionar aos alunos uma maior compreensdo dos conceitos matematicos, além de
possibilitar a exploragdo de diferentes abordagens (D’Ambrosio, 2009). Em seu livro
“Educa¢do Matematica: Da teoria a pratica”, o autor ressalta a importancia da utilizacdo da

tecnologia na educacdo para o processo de ensino e aprendizagem.

Estamos entrando na era do que se costuma chamar a “sociedade do conhecimento”.
A escola ndo se justifica pela apresentacdo de conhecimento obsoleto e ultrapassado
e muitas vezes morto. Sobretudo ao se falar em ciéncias e tecnologia. Sera essencial
para a escola estimular a aquisi¢cdo, a organizagdo, a geragdo e a difusdo do
conhecimento vivo, integrado nos valores e expectativas da sociedade. Isso sera
impossivel de atingir sem a ampla utilizagdo da tecnologia na educagdo. Informatica
e comunicac¢des dominardo a tecnologia educativa do futuro (D’Ambrosio, 2009, p.
80).

No panorama educacional contemporaneo, o desinteresse dos alunos nas aulas que
utilizam abordagens tradicionais sé aumenta. Os estudantes do século XXI estdo imersos em
uma cultura digital dindmica, influenciados pela prevaléncia de dispositivos eletrdnicos, a

onipresenca da internet e a acessibilidade a uma variedade de recursos online. Enquanto isso, a
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escola, salvo algumas excecdes ou inser¢des pontuais de alguns professores, continua apegada
a sala de aula tradicional, fundamentada em aulas expositivas e métodos convencionais.
José Armando Valente, em seu artigo “Inovacdo nos Processos de Ensino e de

Aprendizagem: O papel das tecnologias digitais” faz uma descricao dos alunos dos dias de hoje.

[...] 0 aluno ja ndo é mais 0 mesmo e ndo atua como antes. Ele ndo 1€ mais em material
impresso ¢ prefere ler nas telas. Quando solicitado a fazer uma pesquisa,
provavelmente vai utilizar um sistema de busca como o Google ou os sistemas de
acesso as bases de dados digitais; a biblioteca tem outra fun¢do. Tem muita facilidade
para entrar em contato com as redes sociais ou com redes de especialistas e encontrar
alguém que possa ajuda-lo a resolver problemas. Prefere os tutoriais online ou os
videos no YouTube para entender como as coisas funcionam. Esse aluno certamente
tera muita dificuldade para assistir as aulas expositivas por mais de 30 minutos. Em
geral, acessa seu tablet ou smartphone podendo, inclusive, encontrar informagao que
complementa o que o professor estd discutindo. Sua aten¢do ndo estd mais no
professor, mas em algo que esta relacionado com o seu interesse. Nesse contexto, a
aula expositiva deixou de ser importante, uma vez que o aluno consegue acessar essa
mesma informa¢do de modo mais interessante e, inclusive, com mais detalhes,
incluindo o uso de recursos visuais, que facilitam a sua compreensio (Valente, 2018,

p- 17).

Diante desse panorama, a sala de aula tradicional torna-se ainda mais estatica e
desestimulante. Nessa perspectiva, as instituicGes de ensino contemporaneas enfrentam o
desafio de se adaptar a um publico que busca interatividade, conectividade e relevancia em suas

experiéncias educacionais. Ainda, segundo José Armando Valente,

[...] em plena era digital, a questdo que se coloca é: o que as instituicdes de ensino
estdo proporcionando aos seus estudantes? Nada muito diferente ou inovador. Pelo
contrario, ainda oferecem uma educacdo tradicional, baseada na informagdo que o
professor transmite e em um curriculo que foi desenvolvido para a era do lapis e papel.
(Valente, 2018, p. 18).

E reconhecido que cada &rea do conhecimento apresenta suas proprias caracteristicas, e
a preparagdo para diversas carreiras demanda a aquisicao de conhecimentos especificos. Seja 0
profissional da medicina, engenharia, economia ou o professor de matematica, cada um deve
dominar os conhecimentos inerentes a sua area de atuacdo. No contexto do ensino de
matematica na Educacdo Basica, a situacdo € semelhante, e os contetdos especificos abordados
raramente sofrem grandes alteracdes.

A questdo, portanto, ndo reside na modificacdo dos contetdos disciplinares, mas sim na
transformacéo da abordagem com a qual esses conteudos sdo trabalhados, com o objetivo de
tornar o processo de ensino e aprendizagem atrativo e prazeroso (Valente, 2018). De acordo

com José Armando Valente,
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a sala de aula deve ter uma dindmica coerente com as agdes que desenvolvemos no
dia-a-dia, cada vez mais mediadas pelas tecnologias digitais de informagdo e
comunicagdo (TDIC). Essas tecnologias ja fazem parte da nossa vida e ja
transformaram a maneira como lidamos, por exemplo, com o comércio, 0s servicos,
a producdo de bens, o entretenimento ¢ a interagdo social (Valente, 2018, p. 18).

Embora a grande maioria dos setores da sociedade ja faca parte da cultura digital, a
educacdo continua sendo um dos poucos que ainda ndo integram totalmente essa cultura. Partes
daescola, como a administracéo, j& podem ser consideradas pertencentes a cultura digital, assim
como os alunos, que, em sua maioria, ja dispem de tecnologias como smartphones e as utilizam
para realizar praticamente todas as suas atividades. No entanto, muitas institui¢cdes de ensino
estdo restringindo e até proibindo o uso desses recursos tecnoldgicos no ambiente escolar na
tentativa de mitigar possiveis maleficios que podem causar nas criancas (Valente, 2018).

Quando a escola permite a utilizacdo desses recursos tecnol6gicos em suas
dependéncias, isso pode gerar alguns problemas, como a falta de interacdo social entre os
estudantes ou ser fonte de distracdo durante as aulas, causando desconforto aos gestores e
professores das instituicGes de ensino. No entanto, a integracdo da tecnologia as praticas de
ensino pode ser uma poderosa aliada na busca por aulas mais atrativas e prazerosas. Com 0 uso
desses dispositivos, as aulas podem se tornar mais interessantes, aumentando o engajamento
dos alunos e reduzindo a evasdo escolar (Valente, 2018).

No contexto especifico do ensino de matematica, a resolucdo de problemas
contextualizados de otimizacéo, integrada ao software GeoGebra, destaca-se como um exemplo
desse tipo de abordagem. Com essa metodologia de ensino, 0s conceitos matematicos sdo
relacionados a situacfes do cotidiano e do mundo do trabalho, aumentando o interesse e a
participacdo dos alunos. Além disso, a utilizacdo do GeoGebra torna essa abordagem mais
acessivel e dindmica. Portanto, esta pesquisa se fundamenta nas premissas desses
pesquisadores.

Acredita-se que essa metodologia, ao unir a teoria matematica com a pratica
contextualizada associada a utilizagdo da tecnologia, contribuira para uma aprendizagem mais

atrativa e significativa, preparando os alunos para os desafios do mundo contemporaneo.
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2.2  Os PCNs, a BNCC e as abordagens inovadoras

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) sdo referenciais fundamentais para o
planejamento curricular nas escolas brasileiras, e neles é enfatizada a importancia de
abordagens inovadoras no ensino de matematica. Os PCNs ressaltam a necessidade de tornar a
aprendizagem mais significativa e contextualizada, buscando estabelecer conexdes entre os
contelildos matematicos e a realidade dos estudantes (Brasil, Ministério da Educacéo, 1997).

Nessa perspectiva, os PCNs afirmam que o ensino de matematica deve ir além da mera
transmissao de conteudos e férmulas, buscando conectar os conceitos matematicos a realidade
dos alunos. Isso significa abordar a matemética de forma contextualizada, ou seja, explorando
situacBes reais em que a matematica € aplicada, como problemas do cotidiano, desafios
profissionais e questes presentes em outras areas do conhecimento (Brasil, Ministério da
Educacao, 1997).

Além disso, os PCNs reconhecem a importancia do desenvolvimento de habilidades
intelectuais e do pensamento critico dos estudantes por meio do ensino de matematica. Propdem
gue o ensino seja orientado para que os alunos possam resolver problemas, analisar situacdes,
tomar decis@es e aplicar os conhecimentos matematicos de forma efetiva (Brasil, Ministério da
Educacao, 1997).

Para atingir esses objetivos, os PCNs destacam a relevancia de abordagens inovadoras
que estimulem a participacdo ativa dos alunos no processo de aprendizagem, como 0 uso de
recursos tecnoldgicos e atividades praticas que envolvam a resolucdo de problemas do mundo
real. Dessa forma, busca-se tornar a matematica mais atrativa e Util para os estudantes,
preparando-os para enfrentar desafios e demandas do mundo contemporaneo (Brasil, Ministério
da Educagédo, 1997).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento orientador que
estabelece as competéncias e habilidades essenciais que os estudantes devem desenvolver ao
longo da Educacéo Basica. Esse documento de carater normativo define o conjunto organico e
progressivo de aprendizagens essenciais, garantindo que todos os alunos tenham assegurados
seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com o Plano Nacional de
Educacdo (PNE). Sua aplicacdo e voltada exclusivamente a educagdo escolar, conforme a
definicdo da Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB, Lei n® 9.394/1996) e esta

embasado nos principios éticos, politicos e estéticos, visando a formacgdo humana integral e a
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construcdo de uma sociedade justa, democratica e inclusiva, como fundamentado nas Diretrizes
Curriculares Nacionais da Educacdo Bésica (DCN) (Brasil, Ministério da Educagéo, 2018).
Embora a BNCC néo especifique diretamente o uso do software GeoGebra na resolucédo
de problemas de otimizacdo na Educacdo Basica, ela destaca a importancia de abordagens
inovadoras, que promovam o desenvolvimento do pensamento l6gico, da resolugdo de
problemas e da capacidade de aplicar os conhecimentos matematicos em situagGes reais
(BRASIL, Ministérios da Educacédo, 2018). Segundo a BNCC referente a Matematica do Ensino

Fundamental:

No Ensino Fundamental, essa area, por meio da articulagdo de seus diversos
campos — Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade —, precisa
garantir que os alunos relacionem observagdes empiricas do mundo real a
representacdes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas representagdes a uma
atividade matematica (conceitos e propriedades), fazendo indugdes e conjecturas.
Assim, espera-se que eles desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades de
utilizacdo da matematica para resolver problemas, aplicando conceitos,
procedimentos e resultados para obter solugdes e interpreta-las segundo os contextos
das situacdes. (BRASIL, Ministérios da Educacao, 2018, p. 265).

No Ensino Médio, a BNCC propGe a consolidacdo, ampliacdo e aprofundamento das
aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino Fundamental, buscando colocar em jogo, de
modo mais inter-relacionado, os conhecimentos ja explorados na etapa anterior, com o objetivo
de possibilitar que os estudantes construam uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na
perspectiva de sua aplicacdo a realidade (Brasil, Ministério da Educacdo, 2018).

A BNCC reconhece a matematica como uma ferramenta essencial para a compreensao
do mundo e o desenvolvimento de habilidades de raciocinio e resolucdo de problemas. Nesse
sentido, enfatiza que o ensino de matematica deve estar pautado em abordagens que tornem o
aprendizado significativo para os alunos, aproximando a disciplina de suas vivéncias cotidianas
e de situacdes praticas (Brasil, Ministério da Educacéo, 2018).

Dentre os principios pedagogicos destacados pela BNCC no ensino de matemaética,
estéo a contextualizacéo, a interdisciplinaridade e a resolucdo de problemas. A contextualizagéo
busca relacionar os conceitos matematicos com o contexto social, cultural e historico dos
estudantes, tornando o ensino mais relevante e significativo. A interdisciplinaridade visa
integrar a matematica com outras areas do conhecimento, mostrando como a disciplina esta
presente em diversas atividades e saberes. A resolugdo de problemas é uma abordagem
fundamental na BNCC, pois estimula o pensamento critico, a criatividade e a autonomia dos

estudantes. Atraves da resolugédo de problemas, os alunos sdo desafiados a aplicar os conceitos
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matematicos em situagdes concretas, desenvolvendo habilidades essenciais para a vida e para
o enfrentamento de desafios reais (Brasil, Ministério da Educacéo, 2018).

Além disso, a BNCC também destaca a importancia da utilizacdo de recursos
tecnoldgicos, como softwares e aplicativos, no ensino de matematica. A tecnologia pode ser
uma aliada poderosa para a exploracdo de conceitos matematicos de forma visual e dindmica,
tornando o aprendizado mais atrativo e acessivel (Brasil, Ministério da Educacéo, 2018).

Portanto, a integracdo do software GeoGebra a resolucéo de problemas contextualizados
de otimizacdo esta alinhada com as diretrizes estabelecidas pelos Pardmetros Curriculares
Nacionais (PCNs) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o ensino de matematica
na Educacao Bésica. Essa estratégia promove a inovagdo e o uso da tecnologia no ensino, além
de possibilitar uma abordagem contextualizada e flexivel, desenvolvendo habilidades

matematicas essenciais nos alunos e tornando a aprendizagem mais significativa.

2.3 Alguns estudos sobre o uso do GeoGebra na resolugéo de problemas de otimizagdo

Estudos tém comprovado o potencial do software GeoGebra na resolucéo de problemas
de otimizacdo. A seguir, sdo descritas algumas pesquisas, de maneira resumida, que destacam

essa abordagem.

I. O Estudo de Problemas de Otimizagdo com a Utilizacdo do Software GeoGebra

Nesta dissertacdo, o autor apresenta atividades que podem ser realizadas com turmas do
Ensino Médio, desde que possuam nocdes basicas de funcdes, area, volume e desigualdade das
médias. O objetivo das atividades desenvolvidas € guiar o aluno por meio de uma sequéncia
didatica, para que ele possa fazer conjecturas de resultados a serem demonstrados. As atividades
visam otimizar elementos geométricos, como segmentos, angulos, areas e volumes. O estudo
tem como propdsito demonstrar que problemas de otimizagao podem ser abordados no Ensino
Médio e que os resultados utilizados nas resolucdes desses problemas sdo fundamentados em

teoremas que envolvem contetidos matematicos do Ensino Basico.
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Il.  As Potencialidades da Resolucdo de Problemas e do GeoGebra em Problemas de

Otimizacéo do Calculo Diferencial

O objetivo desta pesquisa consiste em investigar as potencialidades da metodologia da
Resolugéo de Problemas e do software GeoGebra na compreenséo dos conceitos da Derivada,
a partir de problemas de Otimizacdo. Para a condugéo deste estudo, utilizou-se 0 modelo de
Thomas A. Romberg, que é caracterizado como uma abordagem para desenvolver uma pesquisa
cientifica, seguindo dez tarefas essenciais que compdem a metodologia cientifica, sendo
aplicadas no planejamento e desenvolvimento deste trabalho.

A pesquisa de campo foi realizada com alunos da P6s-Graduacéo em Ensino de Ciéncias
e Educacdo Matematica da UEPB, durante dois encontros, com duracdo de quatro horas cada.
Foram apresentados problemas selecionados, que envolviam a familiarizacdo com o GeoGebra
e aresolucdo e compreensdo de problemas de otimizacdo do Célculo Diferencial, com o auxilio
do software.

Para a coleta de dados, o pesquisador registrou as atividades realizadas pelos alunos,
além de fazer anotacdes durante todo o processo. Também foram realizadas gravacdes de audios
e aplicacdo de um questionario para avaliar a percep¢do dos alunos diante da metodologia
empregada.

A anédlise dos dados coletados revelou que as potencialidades da metodologia da
resolucdo de problemas, aliada ao GeoGebra, contribuiram significativamente para a fixacao
de conceitos relevantes do Calculo Diferencial. Além disso, essa abordagem despertou um olhar
critico diante dos problemas e estimulou um raciocinio visual, promovendo uma aprendizagem

mais significativa para os estudantes.

I11.  Uma Introducéo ao Estudo das Superficies Minimas Utilizando o GeoGebra

Este trabalho tem como objetivo realizar uma introducdo ao estudo das superficies
minimas, utilizando o software GeoGebra para a construcdo de modelos, superficies e solidos
de revolucdo, bem como fungdes e gréficos para auxiliar na obtencdo de solidos com area
superficial otimizada.

Partindo de um problema proposto inicialmente por J. L. Lagrange e posteriormente
estudado por Leonhard Euler sobre superficies minimas, juntamente com um experimento

envolvendo bolhas de sabdo realizado pelo fisico belga J. A. F. Plateau, foram criadas algumas
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representacfes de superficies minimas no GeoGebra, tais como a esfera, o helicoide e a
catenoide.

Esse estudo permitiu demonstrar que, entre os solidos de revolucdo geralmente
abordados nos ensinos Fundamental e Médio, como esfera, cilindro e cone, para um
determinado volume, a esfera é o sélido que apresenta a menor area superficial. Essa analise é
relevante e contribui para a compreensdo das propriedades e comportamentos das superficies

minimas, assim como sua aplicacdo em diferentes contextos matematicos e fisicos.

IV.  Méaximos e Minimos: Situacdes-Problema com Recursos Dinamicos

Este produto educacional consiste em um caderno de atividades composto por
sequéncias didaticas que visam contribuir com o ensino-aprendizagem de Maximos e Minimos
de FuncGes Polinomiais, Racionais e Trigonométricas. O caderno aborda vinte e seis aplicativos
elaborados no software GeoGebra, os quais podem facilitar a compreensdo de conceitos e a
resolucdo de algumas situacGes-problemas abordadas.

O objetivo do caderno é explorar dinamicamente os conceitos de maximos e minimos,
tornando-o adequado para ser utilizado por professores e alunos tanto em niveis da Educacéo
Basica quanto na Educacdo Superior. Para alcancar esse objetivo, o caderno é composto por
sequéncias didaticas formadas por situacdes-problemas, aplicativos e materiais em PDF, os
quais auxiliam o professor no processo de ensino. Além disso, um capitulo especifico é
dedicado a exploracdo geométrica e dinamica dos principais conceitos de maximos e minimos

de funcdes, ampliando ainda mais o entendimento do tema abordado.

V. Problemas de Otimizacdo Linear no Ensino Médio: Uma Proposta de Abordagem

com o Uso da Ferramenta GeoGebra Book

Este trabalho apresenta uma abordagem para a resolugédo de problemas de Otimizagédo
Linear no Ensino Médio. Para isso, 0 embasamento sobre Programacgdo Linear (PL) e
Programacdo Inteira (P1) é apresentado, incluindo alguns problemas e métodos de solu¢do com
0 objetivo de maximizar ou minimizar a funcédo objetivo, obtendo assim a solucéo 6tima.

A Modelagem Matematica é explorada como parte fundamental do processo,
destacando a caracterizacdo e importancia do modelo no contexto da resolucdo de problemas

de otimizacdo. A proposta ¢ acompanhada de uma sequéncia de problemas de Programacao
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Linear e utiliza a ferramenta GeoGebra Book, uma tecnologia digital disponibilizada de forma
on-line e gratuita pelo software matematico GeoGebra.

A utilizacdo do GeoGebra Book possibilita a visualizacdo grafica e a verificacdo de
propriedades matematicas de forma dindmica e interativa. Com essa abordagem, busca-se
estimular os alunos a se interessar pelo estudo da Matematica, demonstrando possibilidades de
aplicacdo desta disciplina em outros contextos. Além disso, pretende-se incentivar 0s
professores a incluir problemas de otimizacdo em suas aulas de Matematica no Ensino Médio,

tornando o ensino mais envolvente e pratico.

2.4  Diferencial desta dissertacao

Ao revisar estudos anteriores sobre o uso do software GeoGebra na resolucdo de
problemas de otimizagdo, busca-se um diferencial adicional nesta pesquisa. O objetivo é
investigar a efetividade da utilizacdo do software GeoGebra na resolucdo de problemas
contextualizados de otimizacdo no ambito da Educacdo Basica. Para isso, foi conduzido um
estudo de caso com turmas do 9° ano do Ensino Fundamental e do Ensino Meédio de escolas
publicas no estado do Rio de Janeiro. Embora essa estratégia tenha aspectos comuns em relacao
a outros estudos, a intencdo € aborda-la de forma mais abrangente, adaptando as variadas
atividades que foram desenvolvidas, aos respectivos niveis de ensino.

Além disso, sdo disponibilizados materiais que auxiliam tanto os alunos quanto os
professores na implementacdo dessa abordagem metodoldgica, como planos de aula, atividades
e suas respectivas solucdes, incluindo as solugdes iterativas desenvolvidas com o suporte do
GeoGebra. Um diferencial adicional foi o aprimoramento das atividades por meio da
experiéncia adquirida com a aplicagéo e analise do estudo de caso.

A expectativa € que, com a disponibilizacdo desses recursos educacionais para
professores e alunos da Educacéo Bésica, haja um impacto positivo no processo de ensino e
aprendizagem. Dessa forma, espera-se contribuir para o aprimoramento do ensino, tornando-o
mais envolvente e significativo para os alunos, além de prepara-los para enfrentar desafios

matematicos com mais confianga e compreensao.



41

3 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Neste capitulo, sdo apresentados 0s conceitos tedricos fundamentais para a compreensao

desta pesquisa, a saber: os conceitos de funcéo, derivagéo e otimizacéo.

3.1  Funcdes

A nocao intuitiva de funcdo € uma ideia fundamental na matematica. Ela descreve a
relacdo entre duas grandezas, onde cada valor de uma delas esta associado a um unico valor da
outra. De maneira simples, pode-se pensar em uma fungdo como uma “maquina” que recebe
um valor de entrada (chamado de argumento ou dominio) e retorna um valor de saida (chamado
de imagem).

Um exemplo comum para ilustrar essa ideia é a funcdo que relaciona a idade de uma
pessoa com a sua altura. Para cada idade (valor de entrada) ha uma Unica altura (valor de saida)

associada. Nesse caso, tem-se uma funcéo que mapeia cada idade a uma altura especifica.

3.1.1 Produto cartesiano de dois conjuntos

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B, denotado por A x B, € o conjunto de todos
os pares ordenados (a,b), onde a é um elemento de A e b é um elemento de B. Indica-se o

produto cartesiano por:

AxB={(ab)la€A, beB}

Por exemplo, se A = {x,y} e B = {r,5,t}, entdo:

A x B={(x,),(x,8),(x,0),(y:1).(y.8).(y.0}
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Uma relagdo entre um conjunto A e um conjunto B € um subconjunto qualquer de A x

B. Se A =B =R, 0 produto cartesiano sera o plano.

3.1.2 A nocdo de funcdo como relacdo entre conjuntos

Para caracterizar de modo mais preciso a nocao de funcéo, utiliza-se as no¢des sobre
conjuntos. Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma relacdo (ou correspondéncia) que
associa a cada elemento x pertencendo ao conjunto A um Unico elemento y pertencendo ao
conjunto B, recebe 0 nome de funcdo de A em B. Considere, por exemplo, 0s conjuntos A =
{0,1,2,3teB={1,0,1, 2, 3} e observe algumas relacdes entre os elementos desses
conjuntos. A Figura 1 exemplifica uma relagdo entre as variaveis x e y representada pelo

diagrama de Venn e por uma tabela.

Figura 1 — Relag@o que representa uma fun¢do de A em B

A B
]

H

Ld | P | = | | e
|

Fonte: Gelson lezzi (2016).

Nesse exemplo, cada elemento do conjunto A se associa a um Unico elemento do
conjunto B, o que representa uma relacéo de funcdo de A em B.

Na Figura 2, tem-se outro exemplo de relagéo entre as grandezas x e y. Nesse caso, 0
elemento 1 do conjunto A esté associado aos elementos — 1 e 1 do conjunto B, o que nao satisfaz

uma relacdo de funcéo.

Figura 2 — Relacdo que ndo representa uma fungdo de A em B

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

Na Figura 3, a relagdo entre as grandezas x e y é tal que y = x.
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Figura 3 — Func@o de A em B dada por y =x

A B

Lid [ Pd | = [ [ e

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

Nesse caso, também se tem uma relacé@o de funcdo de A em B, pois cada elemento x do

conjunto A esta ligado a um unico elemento y do conjunto B.

3.1.3 Notacdo

De modo geral, se f € um conjunto de pares ordenados (X, y) que define uma funcéo de
Aem B, com x € A ey € B, indica-se: f: A — B. Se, nessa funcdo, y € o correspondente de X,

indica-se: y = f(x) (Ié-se: y € igual a f de x).

3.1.4 Funcoes definidas por férmulas

Existe um interesse especial no estudo de fungdes em que y pode ser calculado a partir
de x por meio de uma férmula (ou regra, ou lei). A fun¢do f que associa a cada nimero natural
X 0 numero natural y, sendo y o cubo de x, ¢ uma fungéo f: N — N definida por y = x3, ou f(x)

= x3. A Figura 4 ilustra essa relacdo por meio do diagrama de Venn.

Figura 4 — Fungéo f definida por y = x*

Fonte: Gelson lezzi (2016).
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3.1.5 Conjuntos dominio, contradominio e imagem

Seja f: A — B uma fungdo. O conjunto A ¢ chamado dominio de f, € o conjunto B ¢
chamado contradominio de f. Sendo A={0,1,2,3}eB={0,1, 2, 3,4,5},afungdo f: A —> B
tal que f(x) = x + 1 tem dominio A e contradominio B. A Figura 5 apresenta essa relagdo, em
que todo elemento x do dominio tem um Unico correspondente y no contradominio, embora
possam existir elementos do contradominio (0 e 5) que ndo estejam associados a nenhum x do

dominio.
Figura 5 — Fungéo f definida por f(x) =x + 1

A B

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

O conjunto imagem, também conhecido como imagem de uma funcdo, representa o
conjunto de todos os valores de saida ou resultados que uma fungdo pode assumir para um
determinado conjunto de valores de entrada.

Formalmente, dado uma fung¢ao f: A — B, o conjunto imagem da funcao, denotado por
Im(f) ou f(A), € o conjunto formado por todos os elementos de B que sdo obtidos a partir da
aplicacdo da funcdo f aos elementos de A. Em outras palavras, 0 conjunto imagem é composto
por todos os resultados que a fungdo produz ao tomar como entrada cada elemento de A. E
importante notar que nem todos os elementos de B podem ser alcancados pela funcdo f,
dependendo da funcdo, e o conjunto imagem é um subconjunto de B que contém apenas 0s
valores efetivamente atingidos pela funcdo. No exemplo anterior, tem-se que Im(f) = {1, 2, 3,

4%}. Observe o conjunto Im(f), ilustrado na Figura 6.
Figura 6 — Imagem da fungao f definida por f(x) =x + 1

A

Fonte: Gelson Iezzi (2016).
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O conjunto imagem é fundamental para entender o comportamento de uma fungéo, pois
ele indica quais valores a funcdo pode assumir e quais valores sdo impossiveis de serem

alcancados.

3.1.6 Func0es injetiva, sobrejetiva e bijetiva

Na teoria das fun¢Ges matematicas, os termos “injetiva”, “sobrejetiva” e “bijetiva” sdo
usados para descrever propriedades especiais das fungdes em relacdo as suas relagdes entre
elementos do dominio e do contradominio. Essas propriedades sdo importantes para entender

as caracteristicas e comportamentos das funcdes. Observe a definicdo de cada uma delas:

Funcéo Injetiva (ou injetora): Uma funcéo € considerada injetiva quando cada elemento
diferente do dominio é mapeado para um elemento diferente do contradominio. Em

outras palavras, ndo ha repeticdo de valores no conjunto imagem.

e Funcdo Sobrejetiva (ou sobrejetora): Uma funcéo é considerada sobrejetiva quando todo
elemento do contradominio tem pelo menos um correspondente no dominio. Em outras

palavras, a funcdo abrange todo o contradominio.

e Funcdo Bijetiva (ou bijetora): Uma funcdo é considerada bijetiva quando ela é

simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

3.1.7 Determinacio de dominio

Muitas vezes se faz referéncia a uma funcdo f, dizendo apenas qual é a lei de
correspondéncia que a define. Quando ndo € dado explicitamente o dominio D de f, deve-se
subentender que D é formado por todos os numeros reais que podem ser colocados no lugar de
x na lei de correspondénciay = f(x), de modo que, efetuados os célculos, resulte umy real. Veja

alguns exemplos:

a) o dominio da fun¢@o definida pela lei y =3x +4 ¢ D =R, pois, qualquer que seja o valor

real atribuido a x, o niimero 3x + 4 também é real.
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b) o dominio da funcéo dada pory = S ¢ D =R — {2}, pois, para todo x real diferente de
2, 0ndmeroy = 23 6 real.
x—2

c) odominio da funcdo dadapory=+vx —3éD={x€R |x>3},poisy=vx —30¢é

um numero real se x > 3.

3.1.8 Representacdo de pontos em um plano

Para representar pontos em um plano, procede-se da seguinte maneira:

i.  Traca-se duas retas (eixos) perpendiculares, um horizontal e outro vertical, e usa a sua

intersecdo (ponto O) como origem para cada um desses eixos.

ii.  Paracada um dos eixos, escolhe-se uma unidade de medida e um sentido positivo.

iii.  Para cada ponto P do plano traca-se uma reta paralela ao eixo vertical que intersecta o
eixo horizontal no ponto X. Em seguida, traga-se uma reta paralela ao eixo horizontal
que intersecta o eixo vertical no ponto Y.

iv. A medida do segmento OX é um numero real (x) que é chamado de abscissa de P,
engquanto que a medida do segmento OY é um numero real (y) que é chamado de

ordenada de P. A Figura 7 ilustra a localizacdo do ponto P no plano cartesiano.

Figura 7 — Localizagio do ponto P no plano cartesiano

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

Considerando o sentido usual, a abscissa de P é positiva e a ordenada de P também é
positiva. Os numeros reais X e y sdo as coordenadas de P que sdo indicados na forma de par
ordenado P(x , y). O plano que contém as duas retas € chamado de plano cartesiano. O eixo
horizontal (OX) é chamado de eixo das abscissas enquanto o eixo vertical (OY) € chamado de
eixo das ordenadas. A Figura 8 ilustra a localizacdo dos pontos A, B, C, D, E e F no plano

cartesiano.



47

Figura 8 — Localizagdo dos pontos no plano cartesiano
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Fonte: Gelson Iezzi (2016).
Cada uma das quatro partes em que fica dividido o plano pelos eixos cartesianos é
chamada de quadrante. A numeracao dos quadrantes ¢ feita no sentido anti-horério, a contar do
quadrante correspondente aos pontos que possuem ambas as coordenadas positivas, ilustrada

na Figura 9.
Figura 9 — Quadrantes

¥
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Fonte: Gelson lezzi (2016).

3.1.9 Construcdo de graficos

Para construir o grafico de uma funcéo conhecendo a sua lei de correspondénciay = f(x)

e seu dominio D (finito), procede-se da seguinte forma:

1° passo: constrdi-se uma tabela na qual aparecem os valores de x pertencentes a D e 0s

valores do correspondente y, calculados por meio da lei y = f(x);
2° passo: representa-se cada par ordenado (a, b) da tabela por um ponto do plano

cartesiano. O conjunto dos pontos obtidos constituird o gréafico da funcéo.
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As Figuras 10 e 11 apresentam, respectivamente, a tabela contendo alguns pontos com
suas coordenadas correspondentes e o gréfico da funcéo definida por y = x2 — 4, considerando
0 dominio real.

Figura 10 — Tabela de pontos da fungéo dada pory =x2-4

X { y Ponto
-3 5 A
-2 [ o B
-1,5/-1,75| C
-1 -3 D
-0,5|-375 E
0 -4 F
05 |-375 G

1 —3 H

S| -175 |
2 0 J
3 5 K

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

Figura 11 — Gréafico da func¢io definida por y = x2—4

\ jy=x-—4

Fonte: Gelson lezzi (2016).

A Figura 12 ilustra os gréaficos das funcdes dadas por y = 2x em dominios diferentes.

Figura 12 — Fungdes com dominios distintos e definidas por y = 2x
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Fonte: Gelson lezzi (2016).
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A utilizagdo de softwares especializados em matemética dindmica, como o GeoGebra,
possibilita a elaboracéo gréafica de funcdes matematicas complexas de maneira dindmica. Essas
ferramentas proporcionam uma abordagem interativa que vai além da simples representacédo
visual, permitindo ndo apenas esbogar graficos, mas também explorar detalhadamente as
nuances de fungdes mesmo quando suas equacdes sdo intrincadas. O GeoGebra, em particular,
apresenta uma interface amigéavel que facilita a insercdo direta de equag¢fes matematicas,
permitindo aos usuarios ndo sé observar instantaneamente os graficos correspondentes, mas
também interagir com eles, ajustando parametros e visualizando em tempo real as

consequéncias dessas alteragdes.

3.1.10 Anélise de gréficos

Muitas informac6es a respeito do comportamento de uma fungdo podem ser obtidas a
partir do seu grafico. Por meio dele, se tem uma visdo do crescimento (ou decrescimento) da
funcdo, dos valores maximos (ou minimos) que ela assume, do seu conjunto imagem, de
eventuais simetrias etc. Agora, observe alguns graficos de fungBes e seus respectivos
comportamentos.

Exemplo 1: A Figura 13 apresenta o grafico da fun¢@o de R em R dada por y = 2x.
Figura 13 — Grafico da fungdo dada por y = 2x

¥

s
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Fonte: Gelson Iezzi (2016).

O gréfico dessa fungdo é uma reta. Como a reta corta 0 eixo OX no ponto x = 0, entdo
x=0=y=2x=2(0)=0. O valor de x que anula y é chamado raiz ou zero da funcdo. Note
que, para X > 0, os pontos do grafico estdo acima do eixo OX, portanto apresentam y > 0. Veja
também que, para x < 0, 0s pontos do grafico estdo abaixo do eixo OX, portanto apresentam y

< 0. Quanto maior o valor dado a x, maior sera o valor do correspondente y = 2x. Diz-se, por
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isso, que essa funcdo é crescente. Observe que todo nimero real y € imagem de algum nimero
real x. De fato, dado y’ € R, o nimero real X’ cuja imagem € y’ € X’ = %, pois f(x’) = 2(x’) =
(2)%' =y’. Desse modo, o conjunto imagem de f é 0 conjunto dos numeros reais. Note também
que f(1)=2ef(—1) =-2; f(2) =4 e f(— 2) = — 4 etc. De modo geral, se X € R, f(x) =2x e f(—
X) = 2(- X) = — 2x; portanto, f(— x) = — f(x) para todo x, 0 que caracteriza a fungdo como impar,
um fato que serd abordado mais adiante. Isso faz com que o grafico seja simétrico em relacéo
ao ponto O (origem).

Exemplo 2: A Figura 14 apresenta o grafico da fun¢do de R em R dada por y = x> —4.

Figura 14 — Grafico da func¢do dada pory =x*—4

y=x'—4
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Fonte: Gelson Iezzi (2016).

O grafico dessa funcdo é uma curva chamada parabola. Como a parabola corta o eixo
OX nos pontos de abscissas 2 e —2,entdox =2 =>y=x2-4=22-4=0eX=-2=>y=X2—
4=(-2)2-4=0,logo -2 e 2sdo as raizes dessa fungéo.

Note que, parax <—2 ou X > 2, 0s pontos do grafico estdo acima do eixo OX, portanto
apresentam y > 0. Veja também que, para —2 < x < 2, 0s pontos do grafico estdo abaixo do eixo
OX, portanto apresentam y < 0.

Para x > 0, quanto maior o valor atribuido a x, maior sera o valor do correspondente y
= x2 — 4. Por outro lado, para x < 0, quanto maior o valor dado a X, menor serd o valor do

correspondente y = x2 — 4. Diz-se, entéo, que:

e para x>0, essa funcdo € crescente;

e parax <0, essafuncdo € decrescente.
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Sex=0,tem-sey =—4, ese x # 0, tem-se y > — 4. Logo, (0, — 4) é ponto de minimo
da funcéo e —4 é o valor minimo que a fungdo assume. Assim, o conjunto imagem dessa funcao
éIm={y € R|y>-4}. Note também que f(1) =—-3ef(—1) =-3; f(2) =0 e f(— 2) = 0 etc.

De modo geral, se X € R, f(x) =x2—4 e f(— X) = (— X)2— 4 = x2 - 4; portanto, f(x) = f(—x)
para todo X, 0 que caracteriza a fungdo como par, um fato que sera abordado mais adiante. 1sso

faz com que o grafico seja simétrico em relacdo ao eixo y.

3.1.11 O sinal da funcéo

Os pontos de interse¢do do grafico com o eixo OX apresentam ordenadas y = 0, ou seja,
suas abscissas xo sdo tais que f(xo) = 0. Essas abscissas Xo S840 0s zeros ou raizes da funcéo f.

Os pontos do gréafico situados acima do eixo OX apresentam ordenadas y > 0, ou seja,
suas abscissas xo determinam f(xo) > 0.

J& os pontos do grafico situados abaixo do eixo OX apresentam ordenadas y < 0, ou seja,
suas abscissas xo determinam f(xo) < O.

Note que o sinal de uma funcéo se refere ao sinal de y. Estudar o sinal de uma funcgéo
significa determinar para quais valores de x tem-se y > 0 e para quais valores de X tem-se y <
0. A Figural5 apresenta a andlise do sinal de uma funcéo f.

Figura 15 — Analise do sinal de uma fungéo f

y

a @ b C d e @

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

No gréafico da Figura 15, temos: f(a) = f(b) = f(c) = f(d) =f(e) =0 (a, b, ¢, d e e séo
raizes da fungéo f); o sinal de f é:

e y>0paraa<x<bh,parac<x<douparax>e;

e y<Oparax<a,parab<x<couparad<x<e.
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3.1.12 Crescimento e decrescimento

Se, para quaisquer valores X1 e X2 de um subconjunto S (contido no dominio D), com X
< Xz, tem-se f(x1) < f(x2), entdo f € crescente em S.

Se, para quaisquer valores x1 e X2 de um subconjunto S, com X1 < Xz, tem-se f(x1) > f(x2),
entdo f é decrescente em S. A Figura 16 ilustra a analise do crescimento e decrescimento de

uma fungdo f.

Figura 16 — Crescimento e decrescimento de uma funcao f

fle) 4
fla) -

f(c) 1

fid) 4
f(b) 1

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

3.1.13 Mé&ximos e minimos

Seja S um subconjunto do dominio D e seja Xo € S.

Se, para todo x pertencente a S, tem-se f(x) > f(Xo), entdo (Xo, f(Xo0)) € 0 ponto de minimo
de fem S, e f(xo) é o valor minimo de fem S.

Se, para todo x pertencente a S, tem-se f(x) < f(xo), entdo (xo, f(Xo0)) € 0 ponto de
maximo de f em S, e f(xo) é 0 valor méximo de fem S.

No grafico da Figura 16, observa-se que:

e Considerando o intervalo | = [a, c], B € o ponto de minimo de fem I e f(b) € 0
valor minimo que a funcdo assume em |;

e Considerando o intervalo J = [b, d], C é o ponto de maximo de fem Je f(c) é o
valor méximo de f em J;

e Considerando o intervalo K = [a, €], B € 0 ponto de minimo defem Ke E é 0
ponto de maximo de f em K; os valores minimo e maximo assumidos por f em

K sdo, respectivamente, f(b) e f(e).
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3.1.14 Simetrias

Se f(— x) = f(x) para todo x € D, entdo f tem o grafico simétrico em relacdo ao eixo y.
Nesse caso, diz-se que f é uma funcéo par. A Figura 17 ilustra dois exemplos de gréficos de

funcGes pares.

Figura 17 — Graficos de fungdes pares

Fonte: Gelson lezzi (2016).

Se f(— x) = — f(x) para todo x € D, entdo f tem o grafico simétrico em relacdo a origem.
Nesse caso, f é uma fungdo impar. A Figura 18 ilustra dois exemplos de gréficos de fungdes

impares.

Figura 18 — Graficos de fung¢des impares

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

Existem fungdes que ndo sdo classificadas em nenhuma dessas categorias (par e impar)
e seus graficos ndo apresentam nenhuma das simetrias citadas anteriormente. A Figura 19

ilustra um exemplo de grafico desse tipo de funcéo.
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Figura 19 — Grafico de uma func¢do que nao ¢ par nem ¢ impar

y

S

0 X

Fonte: Gelson lezzi (2016).

3.1.15 Taxa média de variacio

Seja f: R — R a funcdo definida por f(x) = x2, cujo gréafico esta representado na Figura
20.

Figura 20 — Grafico da fun¢ao f dada por f(x) = x?

PREEE
Fonte: Gelson Iezzi (2016).

Agora, observe de que maneira, em um determinado intervalo, os valores da imagem
(isto €, da variavel y) variam a medida que variam os valores do dominio (isto €, da variavel x).
Em outras palavras, a medida que x varia de x; até xo, é feita uma anélise da variagdo das
imagens de f(x1) a f(x2).

A Figura 21 ilustra essa variacdo considerando inicialmente o intervalo em que f é

crescente, isto é, x > 0.
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Figura 21 — Tabela de variagdo da fungdo f (x > 0)

x| | X periacio dex |y, —fc) | y, = x| AV yeriagae de
M |01 Ax=1-0=1 0 1 Ay=1-0=1
(Im | 1] 2 Ax=2-1=1 1 4 Ay=4-1=3
I 2|3 Ax=3-2=1 4 9 Ay=9-4=5
(v)| 3 |4 Ax=4 -3 =1 9 16 Ay=16—-9=7

Fonte: Gelson lezzi (2016).

Nos itens (1), (1), (I111) e (IV), @ medida que x aumenta uma unidade, os valores de y
aumentam 1, 3, 5 e 7 unidades, respectivamente. Observe o sinal (positivo) de Ay. O “ritmo”
de variacdo de y em relacdo a variacdo de x difere de acordo com os pontos (X1, Y1) € (X2, Y2)
considerados.

A Figura 22 ilustra a tabela com os dados das variac@es considerando o intervalo em

que f é decrescente (x < 0).

Figura 22 — Tabela de variagdes da fungdo f (x < 0)

X | x| Ax=x,-x |y ="fx)|y,=fx) Ay =y, -y,
vy | -4 -3 Ax =1 16 9 Ay=9-16= -7
(vI) | -3 | -2 Ax =1 9 4 Ay=4-9=-5
(vin | =2 | —1 Ax =1 4 1 Ay=1-4=-3
(VIID) | =1 | 0 Ax =1 1 0 Ay=0-1= -1

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

Nos itens (V), (VI), (VII) e (VIII), a medida que x aumenta uma unidade, os valores de
y diminuem 7, 5, 3 e 1 unidade, respectivamente. Observe o sinal (negativo) de Ay. A seguir, é

apresentada a definicdo de taxa média de variacdo de uma funcéo:

Seja f uma funcéo definida por y = f(x); sejam X1 e x> dois valores do dominio de f, (X1

fxz) — f(x1)
Xo— X1

# X2), Cujas imagens séo, respectivamente, f(x1) e f(x2). O quociente recebe o nome

de taxa média de variacéo da funcao f, para x variando de X1 até x..
Observe que a taxa media de variacdo depende dos pontos (X1, y1) € (X2, y2) tomados.

Note também que:

fxg) - fCey) _ = [fCxq) - Fxp)] _ £Cxa) - fx2)
X2~ X1 = [x1—x3] X1~ X2

Desse modo, € indiferente escolher o sentido em que calculamos a variagéo (de X1 para

X2 0U de X2 para x1), desde que se mantenha 0 mesmo sentido no numerador e no denominador.
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Considerando ainda a funcéo f dada por f(x) = x2, observe os célculos das taxas médias
de variacdo de f, para x variando de:

0

a) 0al= BTO@_10_4
1-0 1
b) 2a3=> M = o4 =5
3-2 1
) 1a3=BTO_1_y
3—-1 2
d) 3a1=2TO_19_y
1-3 -2
e) _4a_1:>f(_1)_f(_4):1_16:_5
-1-(-4) 3

Note gue as taxas médias de variacdo calculadas nos itens ¢ e d coincidem.

3.2  Derivacéo

Ja é sabido, que esta pesquisa tem como escopo utilizar o software GeoGebra em
substituicdo as regras de derivacdo na resolucdo de problemas de otimizacdo. Nesse sentido,
ndo se faz necessario a inclusdo de tais regras neste capitulo de fundamentacdo teorica.
Contudo, a ideia intuitiva de derivada sera abordada, pois servird como base e introducéo para
a compreensao do conceito subjacente a utilizacdo do software na otimizacéo.

Para elucidar a nocdo intuitiva de derivada, é importante destacar que ela pode ser
entendida como o limite de um quociente de duas grandezas, em que ambas tendem a zero. Este
conceito serd abordado a partir de duas motivacfes fundamentais: o estudo da velocidade de
um carro em movimento e o problema da tangente de uma curva. Posteriormente, sera
perceptivel ver que os dois problemas estao relacionados, e a tangente do grafico que representa

a posic¢do do objeto em funcdo do tempo fornecera sua velocidade.
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3.2.1 A velocidade instantinea

Suponha que um carro percorre uma distancia de 100 km em um intervalo de tempo de
2 horas. Para calcular a velocidade media Vm desse carro durante o percurso, utiliza-se a

férmula:

variacao no deslocamento _ AS _ 100-0
== === =50 km/h

Vin variagao no tempo T At 2-0

Portanto, a velocidade média do carro nesse percurso é de 50 km/h.

Agora, imagine que vocé queira saber a velocidade instantanea do carro em um
momento especifico durante a viagem. Por exemplo, qual é a velocidade do carro exatamente
no momento em que ele completa 1 hora de viagem?

Para isso, pode-se calcular Vim em intervalos de tempo, cada vez menores, em torno do
tempo de uma hora. Intuitivamente, quanto menor o intervalo, mais proxima a velocidade média
fica da velocidade instantanea. Para definir esta Gltima, tem-se que recorrer ao conceito de
limite.

Se S(t) é a distancia percorrida pelo carro no tempo t, considerando a velocidade média
no intervalo de tempo [1; 1 + h], quando h tende a 0, entdo esta velocidade média tende a um

valor gue pode ser considerado a velocidade instantdnea em t = 1 h, ou seja, pode-se definir:

V(1) = lim SA+h)-s@) _ lim S(1+h)-S(1)
h-0 1+h-1 h—0 h

De maneira mais geral, se S(t) é a funcdo posicdo de um objeto, entdo a velocidade deste

objeto no tempo t = to é definida por:
V(to) = lim 25 = Jjm et =5t
At—0 4t  h—>0

Este limite é exatamente a definicdo de derivada de uma funcéo.

, se tal limite existir.

A velocidade ¢ a taxa de variacdo instantanea da posicdo S(t) em relagdo ao tempo e é
dada pela derivada da funcdo S(t), indicada por S’(t). De forma analoga, ha muitas grandezas
definidas como taxa de variag¢do de outra em relagdo ao tempo. Por exemplo, a aceleracdo é a

taxa de variacdo da velocidade.

3.2.2 A derivada como sendo o coeficiente angular da reta tangente

O problema da tangente consiste em encontrar a equacao da reta tangente passando por

um certo ponto de uma curva que faz parte do grafico de uma funcdo y = f(x). Este problema
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esta relacionado com o problema de encontrar a velocidade instantanea, ou seja, ao problema
de encontrar a derivada de uma funcdo, como ser& abordado mais a frente.

Seja f(x) uma funcdo e seja X = Xo um ponto do seu dominio. Seja X1 = Xo + h.

A Figura 23 ilustra o grafico de uma funcdo f(x), onde € tracada a reta secante que passa
pelos pontos P = (Xo, f(X0)) € Q = (X1, f(x1)). Note que o gréafico foi tragado supondo h > 0. No
entanto, a situagdo h < 0 também deve ser considerada.

Figura 23 — Reta secante ao grafico de f(x)

Fonte: Carlos Balsa (2006).

O coeficiente angular ou a inclinacdo da reta secante a curva passando pelos pontos P =
(Xo, f(X0)) & Q = (X1, f(x1)) € dado por:
f(x1) = f(xo) - f(xo+h) — f(x0)

X1 — Xo h

Tomando h cada vez mais proximo de zero, obtém-se retas secantes que cortam a curva

em dois pontos P e Qi cada vez mais proximos. A Figura 24 ilustram essas situacoes.

Figura 24 — Retas secantes ao grafico de f(x)

Fonte: Carlos Balsa (2006).

De forma intuitiva, pode-se observar que a medida que Xo + h se aproxima de Xo, 0S
pontos em que a secante corta a curva, representados por f(xo + h) e f(xo), tornam-se
progressivamente mais proximos. Consequentemente, essas secantes aproximam-se cada vez

mais da tangente em Xo.
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f(xo+h) = f(xo)

Quando h se aproxima de zero, se 0 quociente -

, gque representa o

coeficiente angular da reta secante passando por (Xo, f(Xo)) e (Xot+h, f(xo+h)), se aproxima de
um valor especifico. Intuitivamente, esse valor devera ser o coeficiente angular da reta tangente
no ponto (Xo, f(Xo0)). Na verdade, o que é feito, é definir a reta tangente da curva em P = (Xo,

f(xo)) como a reta que passa por P e cujo coeficiente angular é dado por:

f’(XO) - }llir(l) f(x0+h}')l'_f(x0)

E importante observar que o limite deve existir a direita e & esquerda de Xo.
Considerando pontos a esquerda de P cada vez mais proximos dele, e o resultado teria que ser
0 mesmo. Caso os limites a direita e a esquerda do ponto (Xo, f(Xo)) ndo existam, ndo ha reta

tangente nesse ponto.

3.3  Otimizacéo

O conceito de otimizacdo € central na area da matematica aplicada e envolve a busca
pelas melhores solucdes para problemas, com o objetivo de maximizar ou minimizar
determinadas grandezas. Em termos gerais, a otimizacao esta relacionada a ideia de encontrar
0 ponto 6timo, ou seja, o valor que leva a um resultado mais vantajoso, seja ele 0 maior ou o
menor possivel, dependendo do contexto de cada situacao.

A modelagem do problema € o passo essencial na resolucdo de qualquer problema de
otimizacdo. Consiste em transformar uma situacdo da vida real em um modelo matematico que
pode ser trabalhado e analisado. Nesse estagio, € identificado as variaveis relevantes, as
restricdes e a equacdo da funcdo objetivo. A modelagem adequada ¢é fundamental, pois um
modelo inadequado pode levar a solugcbes incorretas ou irrelevantes. Portanto, € importante
compreender bem o problema real e as relagdes matemaéticas envolvidas para criar um modelo
que seja fiel a situacdo original.

As variaveis sdo as incognitas do problema, ou seja, as quantidades que se querem
determinar o valor 6timo. Podem ser numeros, como precos, quantidades, tamanhos, etc., ou
fungdes que representam um comportamento continuo. As restri¢ces sdo as condi¢es impostas
ao problema que limitam o valor dessas variaveis. Podem ser restri¢Ges fisicas, econémicas,

tecnoldgicas ou qualquer outra que restrinja o espaco de busca das solucées viaveis.
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A funcéo objetivo é uma funcdo matematica que representa a medida de desempenho
que se quer otimizar. Pode ser uma fungdo de lucro a ser maximizada, um custo a ser
minimizado, uma distancia a ser reduzida, ou qualquer outro critério que se deseje melhorar.
Assim, o objetivo do problema de otimizacéo é encontrar o conjunto de valores para as variaveis
que satisfacga todas as restricbes e maximize ou minimize a funcéo objetivo.

Uma vez que o modelo esteja bem definido, a resolucdo do problema de otimizagéo
geralmente envolve técnicas matematicas, como calculo diferencial e integral, algebra linear,
teoria dos conjuntos, entre outras. Dependendo da complexidade do problema, podem ser
utilizados métodos analiticos, gréficos ou computacionais. Como esse estudo é direcionado a
alunos da Educacdo Baésica, a proposta de abordagem metodoldgica adotada € a utilizagdo do
software GeoGebra, tornando a resolucéo de problemas de otimizacao mais acessivel para esses
estudantes.

Para resolver um problema de otimizacao, usa-se, em geral, um roteiro de resolucdo. A

seguir, é apresentado um exemplo de roteiro na resolucéo de problemas de otimizagéo:

i. Identificar as variaveis do problema, isto €, quais grandezas representam a situacao
descrita.

ii.  Identificar os intervalos de valores possiveis para as variaveis. S0 0s valores para 0s
quais o problema tem sentido fisico.

iii.  Descrever as relacdes entre essas variaveis por meio de uma ou mais equacdes. Se o
problema envolver mais de uma variavel, substituir uma ou mais equacdes na principal
possibilitara a formulacdo da equacdo da funcdo objetivo em termos de apenas uma
variavel independente.

iv. Empregar a primeira e segunda derivadas da funcdo que se deseja otimizar para
encontrar seus pontos criticos e determinar aquele(s) que resolve(m) o problema. No
contexto deste estudo, opta-se por utilizar o software GeoGebra em substituicdo as
técnicas de derivacdo. Dessa forma, basta inserir a equacgédo da funcdo objetivo, obtida
anteriormente, na barra de entrada do software e identificar o ponto extremo com 0s
valores de suas coordenadas.

v.  Verificar se as respostas obtidas sao plausiveis, ndo esquecendo de sempre considerar o

dominio da fung&o objetivo.
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3.3.1 Exemplos de problemas de otimizacdo encontrados nos livros didaticos

A seguir, sdo apresentados dois problemas de otimizacdo extraidos do livro didatico
“Matematica: Ciéncias e Aplicacdes”, dos autores Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David
Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida, utilizado no 1° ano do Ensino Médio. Este
livro integra o Programa Nacional do Livro Didatico e é adotado por vérias instituicoes
escolares do Brasil, incluindo a escola onde lecionei no ano letivo de 2023.

Situag¢do-problema 1: A receita maxima - Ana vende milho verde em uma praia do
litoral brasileiro. Durante o primeiro més de uma temporada de verdo, Ana observou que,
quando o preco da espiga de milho é fixado em R$ 3,50, sdo vendidas 40 unidades por dia.
Procurando aumentar sua arrecadacdo, Ana fez algumas reducdes no preco da espiga que
acarretaram um aumento nas vendas. Nessa relacéo entre preco e numero de espigas vendidas,
ela pdde verificar que, para cada R$ 0,10 de desconto, o nimero de espigas vendidas por dia
aumentava em duas unidades. A Figura 25 ilustra o gréafico que demonstra essa variacdo (0
desconto maximo praticado foi de R$ 1,50 e podem ser oferecidos descontos segundo maltiplos
de R$ 0,05).

Figura 25 — Grafico da varia¢do do preco de espigas de milho

Prego da espiga de milho (reais)

3501
3401
330l
320l
310l .
300l ==l

2504
-

0 ""40 42 44 46 48 50 Numerode espigas
vendidas por dia

Fonte: Gelson lezzi (2016).

a) Considerando linear a relacédo entre o preco (y) e o nimero (X) de espigas de milho
vendidas, encontre a lei da funcéo representada pelo gréfico.

b) Copie no caderno e complete a tabela ilustrada na Figura 26, que relaciona o preco da
espiga de milho, o nimero de unidades vendidas por dia e a receita (arrecadacao)

gerada.
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Figura 26 — Tabela que relaciona as varidveis do problema

Numero de
espigas vendidas
por dia

Preco da espiga Receita diaria
(R$)

3,50

3,40

3,30

3,00

2,90

2,80

2,50

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

c) Ao analisar a tabela, Ana ficou interessada em saber qual o preco a ser cobrado pela
espiga que proporcionaria a maior receita possivel, isto é, a receita maxima. Use seus

conhecimentos para resolver esse problema. Ao final, vocé devera determinar:

i) 0 preco a ser cobrado pela unidade de espiga;
il) a quantidade de espigas vendidas por esse preco;

iii) a receita gerada nessas condicdes.

Situacdo-problema 2: Cerca de um terreno - Um fazendeiro possui 150 metros de um
rolo de tela para cercar um jardim retangular e um pomar, aproveitando, como um dos lados,
parte de um muro. A Figura 27 ilustra essa situacéo.

Figura 27 — Dimensoes do terreno retangular

muro

=] [
X pomar X jardim X

G g

|
¥ 2y

Fonte: Gelson Iezzi (2016).

a) Para cercar com a tela a maior area possivel, quais devem ser os valores de x e y?
b) Qual seria a resposta, caso ndo fosse possivel aproveitar a parte do muro indicada,
sendo necessario cerca-la com a tela? Nesse caso, em que percentual ficaria reduzida

a area maxima da superficie limitada pelo jardim e pelo pomar reunidos?
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4  APRESENTACAO DO GEOGEBRA

O GeoGebra é um software matematico gratuito que combina geometria, algebra e
calculo em uma plataforma interativa. Criado pelo matematico Markus Hohenwarter em 2001,
tem se destacado como uma ferramenta inovadora no ensino de matematica, permitindo
explorar conceitos de forma dindmica e envolvente. Disponivel para diversas plataformas,
como computadores, tablets e smartphones, o GeoGebra facilita o estudo de algebra, geometria
e calculo, tornando o aprendizado mais atraente para os alunos. Sua abordagem interativa e
visual promove o desenvolvimento do raciocinio matematico e da resolucdo de problemas,
sendo amplamente utilizado em todos os niveis educacionais.

O programa também permite a criacdo de perfis de usuario para compartilhar projetos e

materiais. Para utilizar o GeoGebra, basta acessar o site oficial https://www.geogebra.org/ e

escolher entre a versdo para desktop ou a versdo online, além das opcGes para tablets ou

smartphones disponiveis nas lojas de aplicativos.

4.1 Tela inicial do GeoGebra

Ao ser iniciado o GeoGebra no desktop, o software apresenta, por padréo, uma barra de
menus, uma barra de ferramentas, uma barra de entrada, uma janela de algebra e uma janela de

visualizagdo 2D, ilustrado na Figura 28.

Figura 28 — Tela inicial do GeoGebra no desktop

I P

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.


https://www.geogebra.org/
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J& na versdo para smartphone, o software apresenta uma tela bem mais compacta e

enxuta, ilustrada na Figura 29.

Figura 29 — Tela inicial do GeoGebra no APP para smartphones

o

Il
&

Fonte: Aplicativo GeoGebra para Android.

Para tracar o grafico de uma funcdo, basta inserir sua equacao na barra de entrada. Dessa
forma, é possivel verificar dinamicamente os pontos extremos de cada funcdo, caso existam.
Essa ferramenta possibilita que alunos da Educacdo Béasica resolvam problemas de otimizagdo

sem a necessidade de utilizar técnicas de derivagao.

4.2  Principais funcionalidades do GeoGebra utilizadas nas atividades

Abaixo, sdo elencadas as principais ferramentas que serdo utilizadas nesta pesquisa,

baseadas no programa GeoGebra Classic 5 para desktop:
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Ponto: Através dessa ferramenta, ilustrada na Figura 30, pode-se criar pontos, pontos
de interseccédo entre objetos, pontos de otimizacdo, entre outras funcionalidades. Vale

ressaltar que a ferramenta “Otimizacao” sera bem utilizada durante as atividades.

Figura 30 — Ferramenta “Ponto” do GeoGebra

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Reta: Através dessa ferramenta, ilustrada na Figura 31, pode-se criar retas, segmentos

de retas, dentre outros objetos.

Figura 31 — Ferramenta “Reta” do GeoGebra

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Reta perpendicular: Através dessa ferramenta, ilustrada na Figura 32, pode-se criar
retas perpendiculares, retas paralelas, retas tangentes e muito mais.

Figura 32 — Ferramenta “Reta Perpendicular” do GeoGebra

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.
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e Poligono: Através dessa ferramenta, ilustrada na Figura 33, pode-se criar poligonos,
poligonos regulares, dentre outros objetos.

Figura 33 — Ferramenta “Poligono” do GeoGebra

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

e Controle Deslizante: Através dessa ferramenta, ilustrada na Figura 34, pode-se criar

controles deslizantes, inserir textos e imagens, dentre outros recursos.

Figura 34 — Ferramenta “Controle Deslizante” do GeoGebra

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

4.3  Janela de visualizacéo 3D e Planilha

Atraves do menu exibir, pode-se adicionar ao lado das janelas de algebra e de
visualizagdo, uma planilha e/ou uma janela de visualizagdo 3D, ilustradas nas Figuras 35 e 36.
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Figura 35 — Recursos do menu exibir do GeoGebra

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Figura 36 — Janela de Visualizagdo 3D e Planilha
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

44  Configuragdo da janela de visualizagéo

Ao inserir a equacdo da funcdo, pode ocorrer que o grafico ndo seja exibido na tela
inicial do programa. Nesses casos, é necessario ajustar a visualizacdo, seja aproximando a tela
do dispositivo ou configurando a janela de visualiza¢cdo. Uma maneira de realizar esses ajustes
é clicar com o botdo direito do mouse na janela de visualizagdo e modificar os valores das

dimensGes dos eixos ou suas escalas. A Figura 37 ilustra esse processo.
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Figura 37 — Configuragdo da janela de visualizagao
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

As principais funcionalidades do GeoGebra apresentadas neste capitulo constituem uma
base solida para o desenvolvimento desta pesquisa e resolucéo das atividades. A versatilidade
dessa ferramenta matematica, que integra geometria, algebra e calculo em uma plataforma
interativa, possibilitara a exploracdo dindmica e envolvente dos conceitos matematicos

abordados aqui.
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5 METODOLOGIA

Neste capitulo, sdo detalhados os procedimentos empregados nesta pesquisa, desde a
definicdo dos objetivos até a descricdo da amostra selecionada e dos instrumentos de coleta de

dados, além de descrever a aplicacao das atividades e analisar os resultados obtidos.

5.1  Objetivos da Pesquisa

O objetivo geral desta dissertacdo é investigar o sucesso da utilizacdo do software
GeoGebra como ferramenta substituta as regras de derivacdo na resolucdo de problemas
contextualizados de otimizacdo no ambito da Educacdo Basica, especificamente do 9° ano do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Foram estabelecidos o0s seguintes objetivos

especificos para a conducao deste estudo:

e Desenvolver atividades baseadas em situacdes-problemas, utilizando o software
GeoGebra, e relacionando-as ao mundo do trabalho e a vida cotidiana através da

otimizacéo.

e Desenvolver planos de aula baseadas nessas atividades, 0s quais servirdo como apoio
na conducéo do estudo de caso e para professores de matematica interessados em utilizar

essa abordagem metodoldgica em suas aulas.

e Apresentar varias abordagens para resolver as atividades propostas, incluindo as
solugdes que utilizam o GeoGebra, aquelas que utilizam as técnicas convencionais de
derivacéo, ou, quando possivel, outros métodos algébricos mais simples. Além disso, é
disponibilizado o acesso as solucdes iterativas cadastradas na minha conta online do
GeoGebra.
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Disponibilizar um link que fornece acesso as solugdes iterativas desenvolvidas com o
auxilio do GeoGebra. Essas solugdes foram enriquecidas com animagdes e controles

deslizantes que permitem a manipulacao e analise das informacdes.

Realizar um estudo de caso por meio da implementacdo das atividades desenvolvidas
aqui, em duas escolas da rede publica de ensino bésico no estado do Rio de Janeiro,

sendo uma pertencente a rede municipal de Marica e a outra a rede estadual.
Analisar os resultados alcancados e avaliar a eficacia do GeoGebra como ferramenta
de ensino na solucdo de problemas de otimizacdo na Educacdo Bésica, identificando as
dificuldades enfrentadas pelos alunos durante a aplicacdo dessas atividades.
Aprimorar as atividades a partir da experiéncia adquirida com a aplicacdo e o feedback

dos alunos. Esse produto final, podera ser utilizado por educadores e alunos interessadas

nesse tipo de proposta.

Tipo de estudo

A presente pesquisa adotard o estudo de caso como abordagem metodoldgica. Esse

estudo permitira uma analise detalhada e aprofundada da utilizacdo do GeoGebra na resolucéo

de problemas contextualizados de otimizacdo no &mbito da Educacdo Basica. Ao concentrar-se

em turmas especificas e coletar dados em situacfes reais de ensino e aprendizagem, sera

possivel obter informacGes sobre a efetividade da abordagem proposta. Essas informacoes

servirdo de base para responder a questdo central desta pesquisa, bem como para o

aprimoramento das atividades produzidas aqui e que serdo disponibilizadas para futuras

aplicacdes.
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53 Universo e Amostra

O universo desta pesquisa foi deliberadamente definido, abrangendo estudantes do 9°
ano do Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Médio. O estudo de caso foi conduzido em
duas instituicdes de ensino puablico onde exerco a funcdo de professor regente de Matematica.
Uma delas faz parte da rede municipal de ensino de Maricé e teve a participacao de duas turmas
do 9° ano do Ensino Fundamental do turno da tarde. A outra escola estd vinculada a rede
estadual de ensino do Rio de Janeiro, localizada na cidade de Niter6i. Nessa escola, houve a
participacdo de trés turmas do 1° ano do Ensino Médio do turno da manhd No total,
participaram cerca de 40 alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e 60 alunos do 1° ano do

Ensino Médio.

5.4 Instrumentos de coleta de dados

Para obtencdo dos dados necessarios, foram empregados os seguintes instrumentos:

e Questionarios estruturados para os alunos, com o objetivo de obter informac6es
sobre a experiéncia com o0 GeoGebra, a percepcdo da abordagem contextualizada e a

eficacia da ferramenta na resolucédo de problemas de otimizacao.

e Registros feitos por mim, apontando as interagdes dos alunos entre si e com o software
durante a realizacdo das tarefas. As reacdes, dificuldades, participacdo, trabalho

cooperativo e superacgdo foram levados em consideracao nesses registros.

e Entrevistas com alguns alunos apés a aplicacdo das atividades.

A utilizacdo conjunta desses recursos possibilitou uma coleta ampla e detalhada de
dados, fundamentais para responder a questao central que norteia esta dissertacdo. Com base
nessas informacoes, foi possivel analisar a eficacia do GeoGebra na resolucdo de problemas

contextualizados de otimizac&o no contexto da Educagédo Bésica.
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55  Aplicacdo e analise das atividades

As atividades desenvolvidas e implementadas tém como objetivo principal explorar o
uso do software GeoGebra como uma ferramenta facilitadora no ensino de problemas de
otimizacdo para estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.

O foco das atividades foi promover uma compreensdo ativa dos conceitos matematicos,
estimulando o pensamento critico e a resolucdo de problemas do mundo real, tudo isso em um
ambiente colaborativo e dindmico. Foi sugerido que os registros fossem feitos em duplas, sem,
no entanto, impedir a interacdo entre toda a classe. Durante as atividades, os alunos foram
incentivados a discutir estratégias, trocar ideias e colaborar na resolucéo dos problemas. Além
disso, mantive-me disponivel a todo momento para esclarecer dividas que surgissem, 0s
provocando e incentivando na realizacao das tarefas.

Na escola estadual, as atividades foram implementadas na sala Maker, previamente
agendada para esse proposito. Os alunos tiveram acesso a notebooks, mas alguns optaram por
usar seus proprios smartphones. Apesar de enfrentar alguns problemas técnicos, como a
instabilidade da conexdo com a internet, por exemplo, a realizacdo da atividade ndo foi
inviabilizada. A Figura 38 ilustra o local onde as tarefas foram aplicadas nessa instituicao

escolar.

Figura 38 — Alunos da 1002 na sala Maker

Fonte: Fotos da realizagdo das atividades.

Na escola municipal da cidade de Maric4, as atividades foram aplicadas nas salas de
aula da propria classe. A maioria dos alunos utilizou os notebooks disponibilizados pela escola.

No entanto, semelhante ao que ocorreu na escola estadual, alguns estudantes optaram por usar
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seus préprios smartphones. Apesar de algumas oscilagcdes na conexdo a internet, a realizacao
das atividades néo foi prejudicada. A Figura 39 ilustra uma das salas dessa instituigéo escolar

onde as atividades foram aplicadas.

Figura 39 — Alunos da 921 na sala de aula

Fonte: Fotos da realizagdo das atividades.

Ao final de cada tarefa, a maioria das duplas entregou a folha de atividades com suas
solucBes. Outros preferiram levé-la para casa, a fim de passar a limpo seus registros e revisar
suas respostas, entregando-a na aula seguinte.

Considerando que as turmas envolvidas neste estudo ja tinham utilizado o software
GeoGebra em outras tarefas, além de terem sido apresentadas previamente ao tema da
otimizacdo durante as aulas sobre funcBes, ndo foi necessario realizar uma apresentacdo
extensa, tanto do GeoGebra quanto do conceito de otimizacdo, antes do inicio da execucdo das
atividades. Esse contexto prévio facilitou significativamente o desenvolvimento da pesquisa.

A seguir, sdo apresentadas as Tabelas 1 e 2 que detalham o cronograma de execucdo das

atividades em ambas as escolas.

Tabela 1 — Cronograma de aplicag@o das atividades nas turmas da escola estadual

ESCOLA ESTADUAL DO ESTADO DO RJ

Turmas Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3 Atividade 4 Atividade 5 Atividade 6

1001  11/10/2023 18/10/2023 23/10/2023  25/10/2023 08/11/2023  13/11/2023
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1002 11/10/2023 18/10/2023  23/10/2023 25/10/2023 08/11/2023  13/11/2023

1003 11/10/2023 18/10/2023  23/10/2023 25/10/2023 08/11/2023  13/11/2023

Fonte: Autoria propria.

Tabela 2 — Cronograma de aplicacdo das atividades nas turmas da escola municipal

ESCOLA MUNICIPAL DE MARICA

Turmas Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3 Atividade 4
921 14/11/2023 21/11/2023 23/11/2023 28/11/23
922 14/11/2023 21/11/2023 23/11/2023 -

Fonte: Autoria propria.

5.5.1 Aplicacdo da atividade 1 e analise das respostas dos alunos

Situacdo-problema: A Escola Estrela do Saber estd planejando uma emocionante excursao
para o parque tematico “Aventuras Matematicas”, contando com um 0nibus fretado de
capacidade para 50 lugares. A agéncia de viagens oferece duas op¢des de preco: R$150,00
por pessoa, caso todos 0s assentos sejam ocupados, ou 0 mesmo valor base acrescido de R$6,00
por assento desocupado. Ou seja, se houver um assento vazio, cada passageiro pagara
R$156,00; se houver dois assentos vazios, o valor de cada passagem sera de R$162,00, e assim
por diante. Diante dessa politica de precos, determine a quantidade de assentos ocupados que
maximiza a arrecadacdo da agéncia de viagens. Utilize o software GeoGebra nessa tarefa.
Dica: Monte uma tabela relacionando assentos ocupados, vagos e valor arrecadado. Depois,
monte a lei da func@o que modela o problema, construa o grafico da funcdo com o auxilio do

software, identifique os pontos extremos e os valores de suas coordenadas.

O objetivo da situacdo-problema desta atividade é determinar a quantidade 6tima de

assentos ocupados, visando maximizar a arrecadacao total proveniente das tarifas estabelecidas
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pela agéncia de viagens. A primeira pergunta na folha de atividades do aluno tem como
principal propoésito avaliar a habilidade do estudante em interpretar a situagdo-problema.
Responder a uma pergunta sem compreendé-la previamente é considerado um ato tolo,
sendo desestimulante trabalhar para alcancar um objetivo que ndo seja desejado. Tal situacédo
ocorre com frequéncia, porém, é responsabilidade do professor evitar que isso aconteca em suas
aulas (Pdlya, 1995). Para garantir que os alunos adquirissem uma compreensdo solida do que o
problema propunha, auxiliei-os na interpretacdo do enunciado da questdo. De maneira geral,
eles demonstraram uma interpretacdo satisfatoria da situacdo-problema. As Figuras 40, 41, 42,

43 e 44 ilustram algumas das respostas apresentadas pelos estudantes.

Figura 40 — Respostas da questdo 1 — atividade 1 (turma 921)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 41 — Respostas da questdo 1 — atividade 1 (turma 922)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.
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Figura 42 — Respostas da questdo 1 — atividade 1 (turma 1001)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 43 — Respostas da questdo 1 — atividade 1 (turma 1002)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 44 — Respostas da questdo 1 — atividade 1 (turma 1003)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Nas discussdes subsequentes, alguns alunos levantaram intuitivamente a hipotese de
que, para a agéncia de viagens maximizar a arrecadacdo no fretamento do 6énibus de 50 lugares,
seria suficiente ter todos os assentos ocupados. Entretanto, essa suposi¢ao ndo se justifica, uma
vez que, conforme indicado no enunciado do problema, cada passageiro deve pagar uma taxa
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fixa de 150 reais, além de uma taxa varidvel de 6 reais por assento desocupado. Esse problema
foi formulado dessa maneira para torna-lo mais desafiador.

Diante dessa suposicao, surgiu a ideia de se construir uma tabela que relacionasse a
quantidade de assentos ocupados e vagos com o valor total arrecadado. Em seguida, os alunos
foram capazes de conjecturar diferentes situacfes e comparar os valores arrecadados
correspondentes, percebendo que o problema nédo era tdo simples como alguns inicialmente
sugeriram. As Figuras 45, 46, 47, 48 e 49 apresentam algumas das tabelas elaboradas pelos

alunos.

Figura 45 — Tabela desenvolvida por alunos da turma 921

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 46 — Tabela desenvolvida por alunos da turma 922

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 47 — Tabela desenvolvida por alunos da turma 1001

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.
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Figura 48 — Tabela desenvolvida por alunos da turma 1002

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 49 — Tabela desenvolvida por alunos da turma 1003

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Assim, constataram que essa hipotese ndo se confirmava. Além disso, alguns estudantes
concluiram que a resolugdo do problema consistiria em calcular todos os valores possiveis,
preenchendo completamente a tabela e, em seguida, comparando os resultados para cada
arrecadacdo. No entanto, outros manifestaram preocupac¢des quanto ao tempo necessario para
a realizacdo dessa abordagem. Nesse momento, intervi novamente para esclarecer a estratégia
de resolucdo sugerida na atividade: formular a equacdo da funcdo objetivo da situagdo-
problema, estabelecendo a relagdo entre a quantidade de assentos ocupados e o valor total
arrecadado. Em seguida, utilizar o software GeoGebra para tragar o grafico da funcédo objetivo,
facilitando a identificagdo de pontos extremos, assim como os valores de suas coordenadas.

A formatacdo da funcdo objetivo representou a maior dificuldade enfrentada pelos
alunos durante esta atividade. No entanto, a utilizacdo de uma tabela que correlaciona as
variaveis do problema revelou-se um instrumento extremamente valioso para a compreensdo
da ldgica da questdo. Com base na tabela, os estudantes desenvolveram uma equacdo que
relaciona a quantidade de assentos ocupados, assentos vagos e a arrecadacéo total. Entretanto,
essa equacao possui trés variveis.

Nesse momento, expliquei a necessidade de reescrever essa equagao com apenas duas
variaveis para que pudessem utilizar o software na representacdo grafica da funcdo objetivo.
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Sugeri que considerassem a formulacdo de uma equagéo que relaciona a quantidade de assentos
ocupados com a quantidade de assentos vagos, levando em conta a capacidade do 6nibus de 50
lugares. Em seguida, propus que encontrassem o valor algébrico da quantidade de assentos
vagos em relacdo aos assentos ocupados. Bastaria, entdo, substituir esse valor na primeira
equacéo para obter a lei da funcdo objetivo que relaciona a quantidade de assentos ocupados
com o valor total arrecadado.

E importante ressaltar que, nesta etapa algébrica, os alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental apresentaram um desempenho superior em comparacao com os alunos do 1° ano
do Ensino Médio. A andlise detalhada desse fato seré abordada mais adiante. As respostas dos
alunos, destacadas nas Figuras 50 e 51, evidenciam essa disparidade entre as turmas e a

evolucéo na compreensédo ao longo da atividade.

Figura 50 — Equagdes obtidas por alunos do 9° ano (atividade 1)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 51 — Equacdes obtidas por alunos do 1° ano (atividade 1)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Ap0s superar essa fase de modelagem, a préxima etapa consiste em utilizar o GeoGebra
para construir o grafico da funcdo objetivo. Essa estratégia substitui as técnicas de derivacdo
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utilizadas na resolucdo de problemas de otimizagéo, facilitando a identificacdo dos pontos
extremos e dos valores de suas coordenadas, especialmente quando a equacdo da funcdo
objetivo for mais complexa.

Com o objetivo de introduzir essa abordagem no estudo do tema, optou-se
deliberadamente por escolher, nesta primeira atividade, uma funcdo objetivo dada por uma
equacdo do 2° grau, conteudo que foi amplamente abordado nessas turmas. Nesse caso, a
equacdo obtida para o problema é dada por y = — 6x2 + 450x. Caso 0 dominio dessa fungédo
fosse real, como o coeficiente a € negativo, seu grafico seria uma parabola de concavidade

voltada para baixo, admitindo um ponto de maximo no seu vértice. Portanto, bastaria calcular
Ly . P -b -A N .
as coordenadas do vértice atraves das formulas xy = 2o 8Yv=-para chegar a resposta desejada.

Embora a estratégia utilizando o software pudesse ser substituida por um simples
calculo algébrico com o qual os alunos ja estdo habituados, seguida de uma andlise critica e
alguns calculos triviais, destaquei que, nas atividades subsequentes, as equacdes das funcdes
objetivo seriam mais intrincadas, tornando as contas consideravelmente mais complexas.
Nesses casos, a utilizacdo do GeoGebra seria essencial para que eles pudessem resolver as
situacOes-problemas. Portanto, seria importante que utilizassem essa metodologia nesta
primeira atividade, adquirindo experiéncia para as proximas tarefas. Assim, os alunos seguiram
a orientacdo do enunciado do problema, utilizando 0 GeoGebra em seguida.

Antes de utilizar o software para gerar o grafico da funcao, alertei-os sobre a importancia
de digitar cuidadosamente a equacao na barra de entrada do GeoGebra, uma vez que as variaveis
dependente e independente disponiveis no teclado inicial do programa sao, respectivamente, x
e y. E, caso tivessem utilizado outras letras na formatacdo da equacdo, uma substituicdo de
letras poderia ser realizada.

A maioria dos estudantes optou por utilizar os notebooks fornecidos pela escola,
enquanto alguns preferiram utilizar seus proprios smartphones para tracar o grafico da fungéo.

Nos notebooks, acessaram o site do GeoGebra por meio do link:

https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT. Nos smartphones, utilizaram o aplicativo que
tinham baixado previamente durante as aulas sobre fungdes.

Ao utilizar o software online, os alunos inicialmente encontraram dificuldades em
visualizar o grafico imediatamente apos inserirem a equacdo da funcdo dada por y = — 6x2 +
450x. Além disso, ndo se atentaram para o dominio da funcédo objetivo, obtendo assim, o grafico

de uma funcdo de dominio real. Nesse momento, apenas 0s orientei na configuragdo da janela


https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT
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de visualizacéo deixando a anélise do dominio para depois. A Figura 52 ilustra a configurago
da janela de visualizacdo executada pelos alunos.

Figura 52 — Configuragdo da janela de visualizagdo da atividade 1
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Fonte: GeoGebra online.

Em seguida, utilizaram a ferramenta ‘“Ponto” — “Otimizagdo” para visualizar o ponto
de maximo e identificar os valores numéricos de suas coordenadas. A Figura 53 ilustra 0 uso

dessa ferramenta por alguns alunos.

Figura 53 — Utilizac¢ao da ferramenta “Ponto” — “Otimizagdo” na atividade 1

Fonte: Foto no momento da realizagdo da atividade 1.

Os alunos que utilizaram o aplicativo do GeoGebra através dos smartphones nao
apresentaram dificuldades, pois ja estavam familiarizados com esse recurso. Além disso, o APP
disponibiliza uma ferramenta que ajusta a janela de visualizagdo de maneira automatica
(“Ampliar para Enquadrar”). A Figura 54 ilustra o grafico da fungdo dada por y = — 6x? + 450x,
com X € R, construido por um aluno do 9° ano do Ensino Fundamental através do APP para

smartphones.



82

Figura 54 — Aluno do 9° utilizando o APP durante a atividade 1

Fonte: Foto no momento da realizagdo da atividade 1.

A partir dai, os alunos constataram que o grafico tracado apresenta um ponto de maximo
em (37,5, 8.437,5). Nesse instante, fiz uma nova intervengédo para chama-los a atencdo sobre o
significado dos numeros referentes as coordenadas desse ponto méaximo no contexto do
problema. As Figuras 55 e 56 ilustram alguns registros dos alunos em relacdo a identificacdo

das variaveis e do dominio da funcéo objetivo.

Figura 55 — Identificac@o das variaveis e do dominio - atividade 1 (9° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 56 — Identificacdo das variaveis e do dominio - atividade 1 (1° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.
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Como a coordenada x representa 0 nimero de assentos ocupados, o valor obtido para a
abscissa do ponto extremo do grafico da funcao de dominio real, deveria ser um nimero natural
variando de zero a cinquenta. Contudo, o valor dessa coordenada no suposto ponto de maximo
ndo é um numero natural e, portanto, ndo faz sentido para o problema. Alguns alunos
perceberam essa inconsisténcia no resultado obtido. Intervi neste momento para alerta-los da
importancia da definicdo do dominio da funcéo. Os alunos refletiram sobre essa questdo e
perceberam que os valores que a variavel x deveria assumir sdo nimeros naturais variando de
zero a cinguenta. Nesse caso, o grafico da funcéo objetivo é composto por pontos de abscissas
com esses valores, situados sobre a parabola de equacdo y = — 6x2 + 450x, ou seja, o grafico da
funcdo objetivo é representado por pontos espacados e ndo por uma pardbola. As Figuras 55 e
56 também ilustram alguns registros dos alunos referentes ao dominio da funcéo objetivo.

Nesse momento, retomei as aulas sobre fungdes polinomiais do 2° grau para lembra-los
também de que os graficos dessas fungdes sdo simétricos em relacdo ao seu vértice e, portanto,
fazia todo sentido que, no caso deste problema, eles deveriam analisar os pontos com abscissas
naturais na vizinhanca de 37,5. Dessa maneira, 0s alunos calcularam os valores arrecadados
considerando a quantidade de assentos ocupados nessa vizinhanga, ou seja, para 37 e 38. As
Figuras 46, 47, 48 e 49 ilustram esses calculos incluidos pelos alunos na prépria tabela
formatada por eles. Assim, observaram que os valores calculados para esses dois casos eram
idénticos, totalizando 8.436 e que esse nimero corresponde a quantia maxima arrecadada pela
agéncia de viagens.

Ao final da atividade, os alunos foram instigados a discutirem suas respostas entre si e
incentivados a descrever suas experiéncias com a utilizacdo do software GeoGebra na resolugéo
desse problema de otimizagdo. As Figuras 57, 58, 59, 60 e 61 ilustram alguns registros dos

alunos.

Figura 57 — Opinides dos alunos da turma 921 sobre a atividade 1

10)Na opinido, o uso do GeoGebra facilitou a compreens3o do problema e a sua resolugdo? Por qué?

m;ww woign Volan antice aﬂammmw
4‘%“ tadss o A&Mzid/) Vb, s
U

11) Vocé considera que essa atividade foi util para desenvolver suas habllime sua compreensdo de problemas
do mundo real? Por qué? 4 , Catnnn IMYn Seoruidks | oo » e S
A MM@O(% o Pl Llandrmanen -"W\Od.
12) Vocé gostaria de fazer mais atividades utilizando o GeoGebra nas aulas de matematica? Por qué? 2
4""’"/0” Paro I, ‘6‘//"”“ WD Dhprreeni Oy X QU (D o~y qfxp;f‘d"
13) Algum outro comentério, sugestdo ou observagio que vocé gostaria de compartilhar sobre a atividade?
oL

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.
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Figura 58 — Opinides dos alunos da turma 922 sobre a atividade 1

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 59 — Opinides dos alunos da turma 1001 sobre a atividade 1

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 60 — Opinides dos alunos da turma 1002 sobre a atividade 1

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.

Figura 61 — Opinides dos alunos da turma 1003 sobre a atividade 1

Fonte: Folha de respostas da atividade 1.
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Concluindo a anélise da aplicacdo desta atividade, destaco que a principal dificuldade
enfrentada pelos alunos foi a modelagem matematica do problema. No entanto, a formulagéo
de uma tabela mostrou-se um instrumento poderoso na superacao desse obstaculo, auxiliando-
0s na percepc¢éo da l6gica do problema e na formatacao da equacédo da funcéo objetivo.

Neste problema, a equacdo da funcao objetivo é uma equacgdo do segundo grau, o que
permite aos alunos obterem as respostas através de calculos algébricos mais simples, com 0s
quais ja estdo familiarizados. Embora a estratégia utilizando o GeoGebra ndo seja essencial
nesta situacéo, possibilitou a obtencdo desses valores numeéricos sem a necessidade de efetuar
esses calculos manualmente. Além disso, serviu como uma atividade de preparacao, ja que as
atividades subsequentes apresentardo equacgoes de funcbes objetivo mais complexas, tornando
a utilizacdo do GeoGebra crucial para a resolucdo dessas atividades pelos estudantes. Sem o
software, eles precisariam recorrer as técnicas de derivacdo, 0 que estd além do curriculo da
Educacdo Basica.

Em relacéo a utilizacdo do GeoGebra, ndo apresentaram grandes dificuldades. Algumas
orientacdes foram necessarias em relacdo a configuracdo da janela de visualizacdo, pois o
gréfico da funcdo tracado por eles, extrapolou a tela inicial do programa. Além disso, alguns
alunos apresentaram duvidas na digitacdo da equacdo obtida na barra de tarefas, mas nada
alarmante. O software demonstrou ser altamente eficaz nessa proposta, uma vez que permitiu
aos alunos obterem os valores das coordenadas do ponto de maximo da fungdo de dominio real
sem a necessidade de efetuar os célculos.

Para encontrar as respostas do problema, a analise do dominio da funcéo objetivo foi
crucial. A principio, os alunos formataram a equacao da funcéo objetivo, mas ndo consideraram
seu dominio. Apos a construcdo do gréfico, perceberam que o valor obtido para a quantidade
de assentos ocupados que maximizava a quantia arrecadada ndo fazia sentido, pois o valor
obtido era de 37,5, que ndo é um namero natural. Entdo, calcularam o valor arrecadado nas
proximidades desse valor para chegar a uma resposta plausivel.

A abordagem metodologica utilizada nesta atividade, por meio da resolucdo de um
problema contextualizado de otimizacdo com o uso da tecnologia, além de possibilitar a
conexdo da matematica com a realidade, proporcionou aos alunos uma experiéncia de
aprendizado distinta das metodologias tradicionais. Através do GeoGebra, puderam determinar
a resposta do problema de maneira gréafica, dinamica e intuitiva, facilitando sua tarefa além de
despertar maior interesse e participacao.

Além disso, a resolucdo desse desafio ultrapassou a simples aplicacdo de um método ou

a realizacdo de alguns célculos. Mais do que isso, demandou uma andlise critica, incluindo a
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compreensdo do enunciado do problema, a considera¢do do dominio da funcéo e a verificacdo
da plausibilidade dos resultados obtidos.

5.5.2 Aplicacdo da atividade 2 e anéalise das respostas dos alunos

Situacdo-problema: Imagine que vocé seja um engenheiro encarregado de projetar a
construcdo de um oleoduto que conectara uma refinaria de petréleo, localizada no ponto A na
margem norte de um rio. Esse rio é caracterizado por margens retas e paralelas, distantes t =
4 km entre si. O objetivo é ligar essa refinaria a um reservatorio no ponto C, que esta situado
a uma distancia d = 20 km a leste do ponto B, localizado na margem sul do rio. Considere o
segmento AB perpendicular as margens do rio. A figura abaixo ilustra a disposi¢do dos pontos

no contexto descrito:

Sabendo que o custo de construcéo por quilémetro sob o leito do rio é de R$ 50.000,

enquanto o custo por quildémetro sob a margem do rio é de R$ 30.000, determine a rota mais
vantajosa para o oleoduto, de modo a minimizar os custos de construgdo. Além disso, calcule
o valor minimo desse custo, levando em conta as medidas dos trechos escolhidos. Utilize o
software GeoGebra como ferramenta auxiliar nesse trabalho.

O objetivo da situacdo-problema desta atividade é determinar a rota mais vantajosa para
a construcdo de um oleoduto, em termos de gastos financeiros. Esse oleoduto conectara uma
refinaria de petr6leo, no ponto A, a um reservatorio, no ponto C, localizados em margens
opostas de um rio. Além disso, o problema pede que seja determinado o valor minimo de
construcéo do oleoduto.




A primeira pergunta na folha de atividades do aluno tem como principal objetivo avaliar
a habilidade do estudante em interpretar a situacdo-problema. Assim como na atividade 1,
conduzi o processo de mediacdo para assegurar que os alunos adquirissem uma compreensao
solida do que foi proposto. De maneira geral, os alunos demonstraram uma interpretacao
satisfatoria da situagcdo-problema. As Figuras 62 e 63 ilustram algumas das respostas registradas

por eles.

Figura 62 — Respostas da questdo 1 — atividade 2 (turmas 921 e 922)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2

Figura 63 — Respostas da questdo 1 — atividade 2 (turmas 1001, 1002 e 1003)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Nas discussdes acerca desse objetivo, alguns alunos levantaram intuitivamente a
hipdtese de que talvez, a melhor saida fosse calcular a menor distancia entre a refinaria e o
reservatorio de petréleo. Contudo, o problema é um pouco mais complexo, uma vez que,
conforme indicado no enunciado do problema, os valores de construgcdo do oleoduto na margem
e no leito do rio sdo bem diferentes, o que influencia diretamente no custo total de construcao.

Diante desta situacdo desafiadora, os estudantes conceberam duas trajetorias: a primeira
partindo do ponto A até o ponto C, e a segunda, indo do ponto A ao B e de B a C. Realizaram

os calculos dos custos de construcdo para ambas as rotas €, a partir dessa analise, compararam
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os valores, percebendo a complexidade do problema. As Figuras 64, 65, 66 e 67 apresentam de
forma ilustrativa o calculo dos custos de construcao das rotas propostas pelos alunos.

Figura 64 — Calculos dos valores para a construgdo do oleoduto (turma 921)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Figura 65 — Calculos dos valores para a construcio do oleoduto (turma 922)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Figura 66 — Calculos dos valores para a construgdo do oleoduto (turma 1001)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.
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Figura 67 — Célculos dos valores para a construcao do oleoduto (turma 1003)

i\

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Logo, concluiram que a hipotese inicial ndo se confirmava. Outra observacao que eles
fizeram foi que, ao contréario do que ocorreu na atividade anterior, seria impossivel calcular o
valor de construgdo do oleoduto para todas as situagdes possiveis, uma vez que existiriam
infinitas maneiras de configurar a disposi¢do do oleoduto. Nesse momento, intervi novamente
e 0s questionei sobre a abordagem de resolugéo sugerida pela atividade.

Assim, aproveitando a experiéncia adquirida na resolucdo da atividade anterior, 0s
alunos recorreram ao GeoGebra para resolver esta tarefa. Foi necessario formatar a equagéo da
funcéo objetivo, o0 que ainda se mostrou um grande desafio para muitos. No entanto, ao serem
instigados e provocados, conseguiram formatar a equacdo utilizando o Teorema de Pitagoras e
realizando célculos algébricos simples.

Inicialmente, desenvolveram uma equacdo que relaciona o valor total de construgdo do
oleoduto com as medidas a do segmento AP e b do segmento PC. Posteriormente, utilizando o
Teorema de Pitagoras e calculos algébricos simples, acharam os valores algébricos de a e b em
funcdo da medida k do segmento BP. Substituiram esses valores na equacao inicial, obtendo a
equacdo que relaciona o custo de construcdo do oleoduto em funcdo da medida k. As Figuras
68, 69, 70, 71 e 72 ilustram algumas das equacdes formatadas por eles.

Figura 68 — Equacdes obtidas pelos alunos — atividade 2 (turma 921)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.
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Figura 69 — Equacdes obtidas pelos alunos — atividade 2 (turma 922)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Figura 70 — Equagdes obtidas pelos alunos — atividade 2 (turma 1001)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Figura 71 — Equagdes obtidas pelos alunos — atividade 2 (turma 1002)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Figura 72 — Equagdes obtidas pelos alunos — atividade 2 (turma 1003)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

A etapa seguinte implica o uso do GeoGebra para tracar o grafico da funcdo objetivo.
De maneira geral, os alunos ndo encontraram grandes dificuldades nessa fase, uma vez que ja
estavam familiarizados com o software e a metodologia. No entanto, a configuracéo da janela
de visualizacdo ainda se mostrou desafiadora, além da equacdo da funcdo objetivo ser mais
complexa, dificultando a tarefa de digita-la na barra de entrada do programa. Os alunos tracaram
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o gréfico da fungdo dada por y = 30.000(20 — x) + 50.000v/x2 + 16, com x € R. Diferente da
atividade 1, mesmo considerando o dominio real, o ponto extremo obtido é o mesmo do grafico
da funcdo objetivo de dominio [0,20]. Contudo, nas discussdes que se sucederam, eles
perceberam que o dominio da fungéo objetivo era formado pelo intervalo real de zero a vinte.

As Figuras 73 e 74 ilustram 0 momento de utilizacdo do GeoGebra pelos alunos na construcao

do gréafico da funcéo de dominio real dada por y = 30.000(20 — x) + 50.000vx2 + 16.

Figura 73 — Plotagem do grafico da fungo — atividade 2 (1° ano)

Fonte: Foto no momento da realizagdo da atividade 2.

Figura 74 — Plotagem do grafico da fungdo — atividade 2 (9° ano)
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Fonte: Foto no momento da realizagdo da atividade 2.

Assim, constataram que o grafico apresenta um ponto de minimo em (3 , 760.000).
Nesse instante, fiz uma nova intervencdo para chama-los a atencdo sobre o significado dos
valores obtidos referentes as coordenadas nesse ponto no contexto da situagdo-problema. As
Figuras 75 e 76 exemplificam alguns registros dos alunos em relagcdo ao significado das

variaveis que identificaram no problema.
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Figura 75 — Registros das variaveis identificadas — atividade 2 (9° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Figura 76 — Registros das varidveis identificadas — atividade 2 (1° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Em seguida, verificaram que, para obter a disposi¢éo ideal do oleoduto, a medida k do
segmento BP deveria ser igual a 3 km (valor da abscissa do ponto de minimo). Além disso, o
valor minimo do custo de construcao deveria ser de 760.000 reais (valor da ordenada do ponto

de minimo). As Figuras 77 e 78 ilustram algumas respostas finais registradas pelos alunos.

Figura 77 — Respostas finais da atividade 2 (alunos do 9° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.
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Figura 78 — Respostas finais da atividade 2 (alunos do 1° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Ao final da atividade, os alunos foram instigados a discutirem suas respostas entre si e
incentivados a descrever suas experiéncias com a utilizagdo do software GeoGebra na resolugéo

desse problema de otimizacao. As Figuras 79 e 80 ilustram alguns registros dos alunos.

Figura 79 — Avaliacdo da atividade 2 registradas por alunos do 9° ano

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.
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Figura 80 — Avaliacdo da atividade 2 registradas por alunos do 1° ano

Fonte: Folha de respostas da atividade 2.

Concluindo a analise de maneira abrangente, assim como na atividade anterior, a
modelagem matematica do problema foi o maior obstaculo enfrentado pelos alunos na execucao
desta tarefa. No que se refere a utilizacdo do GeoGebra, ndo apresentaram grandes desafios,
uma vez que a experiéncia adquirida anteriormente os deixou mais seguros e confiantes.

E relevante salientar que a equac&o da funcéo objetivo deste problema é mais complexa
do que aquela da atividade numero um. Apesar de alguns alunos enfrentarem desafios ao inserir
essa equacao na barra de entrada do GeoGebra, conseguiram solucionar o problema com éxito
por meio do software, algo que seria praticamente impossivel sem a aplicacdo das técnicas de
derivagéo.

A abordagem metodoldgica empregada proporcionou uma experiéncia de aprendizado
distinta em relacdo as metodologias tradicionais, capturando a aten¢do dos alunos e despertando
um maior interesse pela matéria. Além disso, a situacao-problema, remete a um possivel desafio
enfrentado por um profissional da area de petrleo, o que possibilitou a integracdo da
matematica com um problema pratico relacionado ao mundo do trabalho. De acordo com alguns
relatos de alunos, ilustrados na Figura 79, por exemplo, esta abordagem fez com que eles
vislumbrarem a utilizacdo da matematica em um possivel futuro profissional, conectando o que
é aprendido na sala de aula a aplica¢des praticas do cotidiano.

Em seus estudos acerca do ensino de matematica, Ubiratan D’Ambrosio defende a
utilizacdo de abordagens mais contextualizadas e culturalmente relevantes para o ensino da
matematica. Ele enfatiza a importancia de conectar a matematica com a vida cotidiana e com
diferentes areas do conhecimento, incluindo o mundo do trabalho para que o ensino de

matematica se torne mais interessante e significativo para os estudantes (D'Ambrosio, 2001).
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Por fim, é relevante destacar a participagéo ativa e o envolvimento expressivo dos alunos
durante a realizacdo da atividade. Esta experiéncia proporcionou aos estudantes uma percepcao
mais clara sobre a importancia da matematica em suas vidas cotidianas, especialmente

considerando um futuro no qual estardo integrados ao mundo profissional.

5.5.3 Aplicacdo da atividade 3 e analise das respostas dos alunos

Situacao-problema: Em uma fazenda, ha uma area de terreno retangular disponivel para criar
um pasto para os animais. O proprietario deseja que o pasto tenha uma area de 10 hectares
(100.000 m?), mas ele tem um orcamento limitado para construir uma cerca ao redor dessa
regido. Utilizando o software GeoGebra, determine as dimensdes aproximadas do retangulo
gue minimizam seu perimetro, garantindo que a area desejada seja alcancada com a

guantidade minima de material necessario para a construcao da cerca.

O objetivo dessa situagdo-problema € determinar as dimensdes aproximadas do
retdngulo de &rea 10 hectares de modo que o custo para instalacdo de uma cerca ao seu redor
seja 0 minimo possivel. Portanto, é necessario determinar as medidas do comprimento e da
largura do retangulo de area 10 hectares de modo que o perimetro seja 0 menor possivel.

A primeira pergunta na folha de atividades do aluno tem como principal proposito
avaliar a habilidade do estudante em interpretar a situacdo-problema. Da mesma maneira que
foi feito nas atividades anteriores, conduzi o processo de mediagéo para assegurar que os alunos
adquirissem uma compreensdo sélida do que era proposto pela atividade. De maneira geral, eles
demonstraram uma interpretacgdo satisfatoria da situagdo-problema. As Figuras 81 e 82 ilustram

algumas das respostas apresentadas pelos estudantes.

Figura 81 — Respostas da questdo 1 — atividade 3 (9° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.




Figura 82 — Respostas da questdo 1 — atividade 3 (1° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.

Os alunos perceberam de imediato que a estratégia de resolucdo utilizando o GeoGebra
seria a mais eficiente. Porém, como ocorrera nas atividades anteriores, a formatagdo da equacao
da lei da funcéo objetivo, ainda se mostrava um grande desafio enfrentado por muitos. Contudo,
alguns grupos conseguiram formatar as equagdes sem grandes dificuldades. As Figuras 83 e 84

ilustram algumas das equacdes formatadas pelos alunos.

Figura 83 — Equacdes formatadas por alunos do 9° ano — atividade 3

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.
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Figura 84 — Equagdes formatadas por alunos do 1° ano — atividade 3

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.

Em seguida, utilizaram o GeoGebra para tracar o grafico da funcao de dominio real dada

pory =2x + 2(@) De maneira geral, eles foram bem nesse momento da atividade, pois ja

estavam familiarizados com o software. No entanto, a configuracdo da janela de visualizacédo
ainda se mostrou desafiadora, além do fato de que alguns alunos ainda enfrentaram dificuldades
para digitar a equagdo da funcdo na barra de entrada. As Figuras 85 e 86 ilustram o grafico da

funcdo, elaborado pelos alunos por meio do GeoGebra.

Figura 85 — Plotagem do grafico da fungdo — atividade 3 (9° ano)

Fonte: Foto no momento da realizagdo da atividade 3.
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Figura 86 — Plotagem do grafico da funcdo — atividade 3 (1° ano)

Fonte: Foto no momento da realizagdo da atividade 3.

Em relagdo ao dominio da funcdo, embora tenham tragado o grafico de uma funcéo de
dominio real, eles perceberam que as medidas do retangulo deveriam ser numeros reais

positivos. A Figura 87 ilustra alguns registros dos alunos sobre o dominio da funcéo objetivo.

Figura 87 — Dominio da fung@o objetivo registrado pelos alunos — atividade 3

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.

Ao utilizar o GeoGebra, os alunos conseguiram identificar o ponto extremo no gréfico
da funcéo de dominio real. Esse ponto também faz parte do gréafico da funcéo objetivo, com
coordenadas valendo aproximadamente, 316,23 para a abscissa e 1.264,91 para a ordenada
(316,2277644..., 1264,911064...). Nesse momento, realizei uma nova intervencao para ressaltar
o significado dos valores dessas coordenadas no contexto da situacdo-problema. As Figuras 88
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e 89 ilustram alguns registros dos alunos em relacdo as representacdes e significados das

variaveis do problema.

Figura 88 — Identificacdo das variaveis da atividade 3 (alunos do 9° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.

Figura 89 — Identificacdo das variaveis da atividade 3 (alunos do 1° ano)

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.

Como a equacao da funcdo objetivo, neste caso, € mais intrincada, sem a utilizacdo do
software, seria muito complexo para esses estudantes determinarem as dimens@es do retangulo
ideal. Nesse contexto, 0 GeoGebra mostrou-se uma ferramenta poderosa na resolugéo da tarefa,
permitindo que os alunos respondessem de maneira plausivel sem a necessidade de utilizacdo
das técnicas de derivacdo. A Figura 90 ilustra algumas respostas finais registradas pelos alunos.

Figura 90 — Respostas finais da atividade 3 registradas pelos alunos

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.
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Ao final desta atividade, os alunos foram instigados a discutirem suas respostas entre si
e incentivados a descrever suas experiéncias com a utilizacdo do software GeoGebra na
resolucdo deste problema de otimizacdo. As Figuras 91 e 92 ilustram alguns registros dos
estudantes.

Figura 91 — Avaliacdes da atividade 3 registradas por alunos do 9° ano

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.

Figura 92 — Avaliagdes da atividade 3 registradas por alunos do 1° ano

Fonte: Folha de respostas da atividade 3.

Concluindo a analise de maneira abrangente, assim como nas atividades anteriores, a
modelagem matematica do problema ainda foi a principal dificuldade enfrentada pelos alunos.
Devido a experiéncia adquirida durante as atividades anteriores, ndo apresentaram grandes
dificuldades em relacdo a utilizacdo do software, embora alguns ainda precisassem de auxilio

para configurar a janela de visualizacéo e digitar algumas opera¢des na barra de entrada.
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E importante destacar que a equacio da fungéo objetivo deste problema, como ocorrera
na atividade de nimero dois, ndo se tratava de uma equagdo do 1° ou 2° graus, como aquelas
com as quais esses alunos estdo habituados a esbocar os graficos utilizando lapis e papel.
Portanto, a construcao do grafico dessa funcao, assim como a identificacdo do ponto extremo,
seriam grandes obstaculos para eles. O GeoGebra permitiu que conseguissem visualizar o
grafico da funcdo de maneira dindmica. Nesse contexto, o software também se mostrou
eficiente nesta atividade, pois permitiu, através de uma simples visualiza¢do, que pudessem
resolver esta situacdo-problema com sucesso.

Outro ponto positivo, é que esta abordagem metodoldgica proporcionou uma
experiéncia de aprendizado distinta em relagdo as metodologias tradicionais, capturando a
atencdo dos alunos e despertando um maior interesse pela matéria. Além disso, possibilitou a
integracdo da matematica com problemas mais praticos, levando o aluno a atuar de forma
critica, ndo se limitando a simples reproducdo de métodos matematicos e vislumbrando a

aplicacdo do conhecimento adquirido em situacdes praticas do cotidiano.

5.5.4 Aplicacdo das atividades 4,5 e 6

As atividades 4, 5 e 6, destinadas aos 2° e 3° ano do Ensino Médio, ndo puderam ser
aplicadas nessas séries devido a imprevistos enfrentados pelos professores que se prontificaram
a conduzi-las. O estudo de caso dessas trés ultimas atividades ndo sera abordado nesta
dissertagdo, ficando em aberto para investigacdes em trabalhos futuros.

Contudo, considerando que a estratégia de resolucao é a mesma e a unica diferenca entre
cada tarefa é a complexidade na modelagem do problema, as atividades 4, 5 e 6 também foram
aplicadas entre as turmas que participaram dessa pesquisa, principalmente nas turmas do 1° ano
do Ensino Médio. Né&o foi possivel aplicar essas atividades nas turmas do 9° ano do Ensino
Fundamental, com a excecdo da atividade 4 que foi aplicada para a turma 921.

Trabalhando de maneira coletiva e com meu auxilio e orientacdo, os alunos formataram
as equacOes das funcdes objetivo dessas trés Ultimas atividades. Dessa forma, puderam dar
continuidade a estratégia de resolucdo, alcancando resultados satisfatorios. Isso evidencia que
a utilizacdo do GeoGebra permitiu que esses alunos da Educagéo Bésica resolvessem problemas
de otimizacdo de maneira efetiva, sem a necessidade de utilizar as técnicas de derivacao.

Assim, a experiéncia adquirida com a aplicacdo dessas trés Gltimas atividades e o

feedback dos alunos possibilitaram o aprimoramento das mesmas. Essas tarefas aprimoradas
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também serdo disponibilizadas, servindo como material de apoio para professores e alunos

interessados nessa abordagem metodoldgica para a resolucdo de problemas de otimizacao.

5.5.,5 Andlise geral da aplicacdo das atividades

Por ser uma etapa fundamental na realizacdo das tarefas, foi dada uma atencao especial
a compreensdo dos enunciados das questdes. Os alunos s6 podem resolver os problemas de
maneira efetiva se tiverem um entendimento pleno do que se pede em cada um deles. O
enunciado serve como a porta de entrada para a compreensao do contexto, das restricdes e dos

objetivos do problema (Polya, 1995). De acordo com Pélya:

A primeira coisa a fazer com um problema é compreendé-lo bem: Quem entende mal,
mal responde. Precisamos distinguir claramente a meta que desejamos alcangar: Pense
no fim antes de comecar. Este é um conselho muito antigo: respice finem ¢é o dito
latino. Infelizmente, nem todos seguem este bom conselho e as pessoas muitas vezes
comecam a especular, a falar e, até, a agir confusamente sem ter compreendido
propriamente o objetivo para o qual deveriam trabalhar. O tolo olha para o comeco, o
sébio v€ o fim. Se o objetivo ndo estiver claro em nossa mente, poderemos facilmente
desviarmo-nos do problema e abandona-lo. O sabio comeca pelo fim, o tolo termina
no comego (Polya, 1995).

A formatacdo da equacdo da funcdo objetivo se revelou como o principal obstaculo
enfrentado pelos alunos durante a aplicacao das atividades. A maioria dos estudantes necessitou
de orientacdes nesse momento especifico. Contudo, a medida que iam realizando as tarefas,
foram progredindo pouco a pouco e conseguiram compreender esse passo algébrico, que se
mostra fundamental para o desenvolvimento da proposta metodoldgica. Ressalta-se que essas
dificuldades ndo refletem apenas o desempenho dos alunos, mas também representam
oportunidades valiosas para ajustes pedagdgicos na metodologia e para uma avaliacéo critica
do processo de ensino e aprendizagem.

Os alunos do 9° ano do Ensino Fundamental apresentaram um desempenho
relativamente superior nessa etapa algébrica, mesmo estando uma série abaixo em relacdo aos
alunos do 1° ano do Ensino Médio. Uma possivel causa dessa diferenca pode ser explicada pela
disparidade na infraestrutura entre as duas redes de ensino e o fato de que as turmas do 9° ano
do Ensino Fundamental tiveram aulas de matematica sem interrupcdes ao longo dos ultimos
anos, favorecendo a realizacao de um trabalho continuo e sélido.

Além disso, a prefeitura de Marica tem investido consideravelmente em Educacdo ao

longo dos ultimos anos, com investimentos significativos na construcdo de novas escolas e no
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aparelhamento das instalagdes, além da contratacéo e valorizacdo de profissionais para a rede
de ensino. Enquanto na rede estadual, as escolas tém enfrentado diversos problemas, tanto nas
instalacBes fisicas como no quadro de funcionarios. A falta de profissionais € uma questéo
frequente nas escolas, o que estimula a evasao escolar e a baixa assiduidade dos estudantes.

Vale ressaltar que houve um maior engajamento e comprometimento dos alunos na
realizacdo das tarefas em comparacdo com as aulas tradicionais. Na escola estadual, por
exemplo, onde ha um desafio significativo em relacdo a frequéncia, notou-se uma maior
participacdo de estudantes que normalmente chegavam atrasados ou que simplesmente
compareciam a escola sem assistir as aulas. Alguns desses alunos, apesar das dificuldades
enfrentadas, participaram ativamente das atividades propostas. Na escola municipal, alunos que
anteriormente demonstravam desinteresse durante as aulas de matematica, com suas
abordagens tradicionais, mostraram um maior engajamento durante a realizacdo das tarefas.

A contextualizagcdo dos problemas, potencializada com a incluséo de problemas de
otimizacdo, foi um dos fatores que promoveram essa participacdo mais engajada. Ao relacionar
a matematica a situacdes do cotidiano e do mundo real, os alunos puderam perceber a
aplicabilidade pratica da matematica. Desse modo, o aprendizado se tornou mais significativo
e estimulante, além de fazer com que os alunos vislumbrassem um futuro em que possam
utilizar esses conceitos em suas vidas profissionais, como revelado pelos registros dos alunos.

A matematica ndo deve ser ensinada de maneira isolada, mas sim integrada as
experiéncias culturais, sociais e histdricas dos estudantes. Além disso, deve-se integrar a
diferentes aspectos da vida cotidiana e de outras disciplinas. A otimizacdo, ao ser introduzida
como um conceito pratico e relevante, serviu como uma ponte entre a teoria matematica e as
aplicacdes no mundo real, estimulando um maior interesse e participacdo durante a realizagédo
das atividades desta pesquisa (D'Ambrdsio, 2001).

Outro fator relevante foi que, ao participarem das atividades, os alunos puderam
perceber que a resolucdo dos problemas ndo se resumia apenas a alcangar um resultado
numérico por meio de um método de resolugcdo, como estavam acostumados. A acdo consistia
ndo somente em agir de maneira l6gica, mas também de forma critica, analisando e verificando
a plausibilidade das respostas no contexto do problema. Nesse contexto, a analise do dominio
das funcGes objetivo foi de suma importancia para responder corretamente as tarefas.

Os alunos néo apenas aplicaram procedimentos e calculos, mas também desenvolveram
a capacidade de conjecturar, analisar situagdes, tomar decisoes, e encontrar solugdes eficientes

para problemas do mundo real. Isso promoveu uma aprendizagem mais profunda e sélida, pois
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conseguiram relacionar a matematica com experiéncias e desafios tangiveis fora do ambiente
escolar (D’Ambrosio, 2001).

A utilizacdo do GeoGebra, tornou a resolucéo desses problemas mais acessivel parra 0s
alunos que participaram da pesquisa, além de promover maior interesse e participacdo. O
software permitiu que os estudantes manipulassem graficos e dados de maneira dindmica e
iterativa, facilitando seu trabalho na obtencéo dos valores das coordenadas do ponto extremo.
Essa metodologia favoreceu a aprendizagem, especialmente entre aqueles que tém mais
dificuldades com as abordagens tradicionais.

A tecnologia, quando usada de forma adequada e integrada ao contexto educacional,
pode oferecer recursos interativos, simulaces, visualizacOes e atividades praticas que facilitam
a compreensdo dos conceitos matematicos. Nesse contexto, a implementacdo de abordagens
inovadoras no ensino que utilizem a tecnologia, pode promover a participacao ativa dos alunos,
estimulando o pensamento critico, a resolucdo de problemas e a criatividade (Valente, 2018).

Além disso, a metodologia promoveu um ambiente colaborativo entre os alunos. Ao
trabalharem em grupo, eles puderam discutir estratégias, compartilhar conhecimento e explorar
solucbes de maneira conjunta. Esse ambiente colaborativo fomentou a aprendizagem,
permitindo que os alunos desenvolvessem habilidades como trabalho em equipe, comunicagéo
e pensamento critico.

A analise dos dados obtidos com o estudo de caso permitiu responder a questao central
que orientou o desenvolvimento desta pesquisa: Sera possivel que, por meio da utilizacdo do
software GeoGebra, alunos da Educacdo Basica, a partir do 9° ano do Ensino Fundamental,
consigam resolver com sucesso problemas de otimizacdo, mesmo quando a equacao da fungéo
objetivo apresentar maior complexidade?

A utilizacdo do GeoGebra possibilitou que os alunos do 9° ano do Ensino Fundamental
e do 1° ano do Ensino Médio da Educacdo Basica resolvessem de maneira satisfatoria as
situagdes-problemas propostas. Embora ndo tenha sido possivel conduzir o estudo de caso para
0s 2° e 3° anos do Ensino Médio, é plausivel afirmar que a estratégia metodologica desenvolvida
neste estudo obteve éxito no ambito da Educacdo Bésica.

O software permitiu aos estudantes construir os graficos das fungdes a partir da
formatacdo de suas equagOes. Assim, os valores numéricos das coordenadas dos pontos
extremos foram visualmente extraidos, tornando esse método acessivel para esses alunos. Essa
abordagem substitui as tradicionais técnicas de derivagdo, comumente utilizadas na resolucao
desses problemas, mas que extrapolam o curriculo da Educacdo Bésica devido a sua

complexidade.
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6 CONCLUSAO

Neste capitulo, € feita uma sintese dos resultados e concluses fundamentais oriundos
desta pesquisa. Ficou evidente a relevancia do GeoGebra como um recurso valioso no ensino
de matematica, particularmente como instrumento para abordar problemas contextualizados de
otimizacdo no &mbito da Educacdo Bésica, temética que foi amplamente discutida ao longo
deste estudo.

6.1 Reafirmacéo do objetivo geral e principais descobertas

Ao longo desta dissertacdo, dediquei-me a investigacao da efetividade do GeoGebra na
resolugdo de problemas contextualizados de otimizagdo no contexto da Educacéo Bésica. O
objetivo central consistiu em responder a indagacdo: “Serda que o GeoGebra permitira aos
alunos da Educacdo Basica, especificamente alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e as
séries do Ensino Médio, resolverem problemas de otimizacdo mesmo quando a equacdo da
funcdo objetivo for mais intrincada?”.

Esta questdo, central neste estudo, direcionou os esforcos para explorar o potencial do
GeoGebra como uma ferramenta substitutiva as técnicas de derivacdo, frequentemente
utilizadas para a resolucdo de problemas de otimizacao nos cursos de Calculo nas universidades,
mas que ultrapassam o curriculo da Educacdo Basica. Ao longo da pesquisa, buscou-se
compreender como essa ferramenta tecnoldgica poderia ndo apenas simplificar o processo de
resolucdo, mas também tornar acessivel e significativo o ensino de otimizacdo para alunos
dessas séries.

No decorrer da analise e aplicacdo das atividades propostas, observou-se como o
GeoGebra se tornou um aliado eficaz no processo de aprendizagem, permitindo que 0s
estudantes superassem desafios mesmo diante de problemas cujas equagdes das funcoes
objetivo eram mais complexas. A reafirmacao do objetivo geral destaca a importancia de avaliar
como essa abordagem inovadora, centrada no GeoGebra, pode impactar positivamente a

resolucéo de problemas de otimizagdo na Educacéo Baésica.
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A introducdo do GeoGebra como ferramenta facilitadora desempenhou um papel crucial
na atragdo da atencdo dos alunos. Essa tecnologia ndo apenas simplificou o processo de
resolucéo permitindo que alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Médio
resolvessem problemas de otimizacdo mais complexos, mas também possibilitou uma
abordagem mais dindmica e interativa. A interacdo com gréficos e relagdes matematicas
contribuiu para uma aprendizagem mais envolvente e acessivel.

A metodologia utilizada promoveu um ambiente mais cooperativo, fomentando a troca
de ideias e a colaboracdo entre os alunos. Apesar dos desafios enfrentados na formulagéo da
equacdo da funcdo objetivo, a estratégia utilizando o GeoGebra demonstrou ser efetiva,
superando barreiras algébricas comumente encontradas em cursos de matematica.

Além disso, a otimizacdo esta intrinsecamente relacionada a problemas do mundo do
trabalho e a situac@es cotidianas, destacando-se como um diferencial significativo para o ensino
de matematica. Por meio dessa estratégia, a conexdo entre os contedos matematicos e suas
aplicacGes préaticas, frequentemente distante nas aulas tradicionais, tornou-se evidente,
resultando em um engajamento mais significativo. Esse fato influenciou uma clara diferenca na
participacdo e no interesse dos alunos em comparacdo com as abordagens convencionais. Nao
apenas estimulou ativamente a participacéo dos estudantes durante as atividades, mas também
os levou a reconhecer a matematica como uma ferramenta pratica e aplicavel, permitindo que
vislumbrassem a utilidade da matematica em suas vidas diarias e possiveis futuras carreiras
profissionais.

Em sintese, os resultados desta pesquisa confirmam ndo apenas a efetividade da
abordagem proposta, mas também destacam a importancia de uma educacdo matematica mais

moderna, contextualizada e alinhada as exigéncias do mundo contemporaneo.

6.2  Cumprimento dos objetivos especificos

Os objetivos especificos delineados para esta pesquisa foram meticulosamente
abordados, culminando em contribuicdes significativas para o alcance do objetivo geral
proposto. O cerne desses objetivos foi desenvolver atividades de otimizagdo contextualizadas,
fundamentadas em situagOes-problemas do mundo do trabalho e do cotidiano, e aplicar uma

abordagem metodologica que incorporasse o GeoGebra como ferramenta auxiliar, permitindo
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aos alunos da Educacdo Baésica resolverem problemas de otimizacdo sem recorrer as técnicas
de derivagéo.

A elaboracdo e implementacdo dessas atividades mostraram-se alinhadas com o0s
objetivos estabelecidos. A utilizacdo do GeoGebra proporcionou uma experiéncia dinamica e
interativa aos alunos, possibilitando a compreensdo prética de conceitos matematicos. A
auséncia do uso de técnicas avancadas de derivagdo tornou a abordagem mais acessivel aos
estudantes da Educacéo Basica, respeitando os limites curriculares.

A inclusdo de questionarios nas atividades para analise de estudo de caso, dos registros
feitos durante a aplicacdo das atividades e das entrevistas com alguns alunos ap0s as tarefas,
enriqueceu a pesquisa, proporcionando insights valiosos sobre a eficicia da abordagem e o
impacto nas percepg¢des e aprendizado dos alunos. Além disso, permitiu uma analise sobre as
principais dificuldades enfrentadas por eles.

Os planos de aula desenvolvidos como guias facilitaram a aplicacdo das atividades
durante o estudo de caso, garantindo consisténcia na implementacdo nas classes das duas
escolas que participaram desta pesquisa. Além disso, esse material servird de apoio para
professores interessados nessa abordagem metodologica em futuras aplicaces.

As solucbes comentadas, tanto algébricas quanto as que utilizaram o GeoGebra,
ofereceram recursos adicionais para os alunos, servindo de material de consulta que permitiu a
verificacdo dos resultados, além da possibilidade de comparagcdo dessas estratégias de
resolucdes aos interessados. A inclusdo de solugdes iterativas utilizando o0 GeoGebra adicionou
uma dimensdo préatica e moderna a aprendizagem, proporcionando aos alunos uma maneira de
explorar de forma iterativa e visual os conceitos matematicos, consolidando seu entendimento.

O estudo de caso conduzido em escolas da rede publica de ensino da Educacdo Basica
ndo apenas validou a aplicabilidade das atividades, mas também permitiu ajustes e melhorias
com base nas observacoes e feedbacks. Esse ciclo de aprimoramento constante contribuiu para
reformulacdo das atividades, proporcionando um produto final de qualidade, pronto para ser
utilizado por professores e alunos interessados nesta abordagem metodoldgica inovadora.

Dessa forma, os objetivos especificos foram plenamente atendidos, evidenciando a
efetividade da proposta metodoldgica e sua relevancia para enriquecer o ensino de matematica

na Educacéao Baésica.
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Contribuicdes para a &rea de estudo

Com base nos resultados obtidos, acredita-se que esta pesquisa corrobora estudos

anteriores e oferece contribuicdes substanciais para a area de estudo, enriquecendo a literatura

existente e promovendo avancgos significativos no conhecimento relacionado ao ensino de

matematica na Educacdo Bésica. Algumas das principais contribui¢des podem ser destacadas:

Contextualizacéo e relevancia para os alunos: A contextualizacdo das atividades de
otimizacdo em situacbes do mundo real, relacionadas ao mundo do trabalho,
proporciona aos alunos uma compreensdo mais profunda e significativa dos conceitos
matematicos. Essa abordagem contribui para superar a percepcao de que a matematica
é uma disciplina isolada e pouco aplicavel a vida cotidiana.

Integracao efetiva do GeoGebra: A pesquisa demonstrou de forma concreta e aplicada
como o GeoGebra pode ser integrado de maneira efetiva no ensino de matematica,
especialmente no contexto da resolucdo de problemas de otimizacdo. A metodologia
proposta oferece uma alternativa inovadora ao uso tradicional de técnicas de derivacao,
tornando a abordagem mais acessivel e alinhada ao curriculo da Educagéo Baésica.

Estimulo ao pensamento critico e colaborativo: A pesquisa evidenciou que a
abordagem proposta estimula o desenvolvimento do pensamento critico dos alunos,
desafiando-os a analisar, compreender e resolver problemas de maneira mais reflexiva.
Além disso, a criagdo de um ambiente mais colaborativo em sala de aula, facilitado pela
abordagem metodologica adotada, promove a troca de ideias e experiéncias entre 0s

estudantes.

Desenvolvimento de recursos didaticos: Os planos de aula, as solu¢des comentadas e
as atividades aprimoradas desenvolvidos ao longo da pesquisa se consolidam como
recursos didaticos que podem ser compartilhados e utilizados por outros educadores.
Isso contribui para a criagdo de um repertério de materiais inovadores, promovendo uma

educacdo matematica mais dindmica e relevante.
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Validacéo pratica em ambiente escolar real: O estudo de caso conduzido em escolas
da rede pablica ndo apenas possibilitou a validacdo pratica da abordagem, mas também
proporcionou ajustes e melhorias com base na aplicacdo real. Diante do significativo
obstaculo algébrico observado durante a realizacdo das atividades, foram incorporados
questionarios em forma de sequéncia didatica nas tarefas. Essa estratégia visa orientar
os alunos na formatacdo das funcdes objetivo de cada problema. Este aspecto reforca a

relevancia e aplicabilidade das contribui¢des da pesquisa no contexto educacional.

Portanto, esta pesquisa ndo apenas amplia o entendimento sobre a eficacia do GeoGebra

na resolucao de problemas de otimizacgédo, mas também oferece subsidios para repensar praticas

pedagogicas, incentivando a inovagdo e promovendo uma educa¢cdo matematica mais alinhada

com as demandas contemporaneas e as necessidades dos alunos.

6.4

Limitacdes e direcionamentos futuros

E fundamental reconhecer algumas limitagBes inerentes a esta pesquisa, as quais podem

impactar a interpretagdo dos resultados e oferecer insights para futuras investigacdes. As

principais limitacGes observadas incluem:

Amostra restrita: A pesquisa foi conduzida em duas instituicdes de ensino publico do
estado do Rio de Janeiro, o que pode limitar a generalizacdo dos resultados para outras

realidades educacionais.

Foco em determinadas séries: O estudo focalizou, de maneira especifica, alunos do 9°
ano do Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Meédio. As trés ultimas atividades,
destinadas aos alunos do 2° e 3° anos do Ensino Médio, ndo puderam ser aplicadas ao
longo do ano letivo de 2023 devido a imprevistos enfrentados pelos professores que se

disponibilizaram a participar desta pesquisa.

Dificuldades na formulagdo da funcéo objetivo: Observou-se que os alunos
enfrentaram desafios na formulacdo da equacdo da funcéo objetivo. Essa dificuldade
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pode ser atribuida a falta de familiaridade com a abordagem metodoldgica proposta, ou
ainda, uma deficiéncia na aprendizagem da algebra ao longo da caminhada escolar.

Ao reconhecer essas limitagdes, a pesquisa fornece alguns caminhos valiosos a serem

seguidos em futuras investigacOes, incentivando a consideracdo desses aspectos para

refinamento e aprimoramento continuo da abordagem proposta. Com base nessas lacunas,

algumas sugestdes para pesquisas futuras podem ser delineadas:

Ampliacdo da amostra: Uma pesquisa mais abrangente poderia envolver uma amostra
diversificada de escolas em diferentes contextos socioeconémicos e geograficos. A
continuidade do estudo de caso, com a implementacdo das atividades desenvolvidas
para os alunos do 2° e 3° anos do Ensino Médio, assim como para os estudantes dos
cursos de Calculo do Ensino Superior, proporcionaria uma compreensao mais
aprofundada do impacto do GeoGebra em diferentes niveis de ensino. Isso viabilizaria
uma andlise mais abrangente da eficicia da abordagem em diversos ambientes

educacionais.

Avaliacdo longitudinal: Investigar os efeitos da abordagem a longo prazo
proporcionaria insights valiosos sobre o impacto no desempenho dos alunos e sua
atitude em relacdo a matematica. Uma proposta baseada em projetos, por exemplo,
associada a uma pesquisa longitudinal poderia revelar padrdes de aprendizado e
mudangas de atitude ao longo dos anos escolares.

Desenvolvimento de materiais de apoio: A elaboracdo de materiais suplementares,
como tutoriais, guias de instrucdo ou a compilagdo de um livro fisico (ou digital),
contendo a metodologia adotada, 0s materiais desenvolvidos nesta pesquisa e também,
novas atividades que utilize essa abordagem. Esses materiais poderiam enriquecer e
facilitar a implementacéo dessa metodologia por professores interessados em incorporar
essa proposta em suas praticas pedagdgicas. Além disso, a elaboracdo de artigos
cientificos baseados nesta pesquisa fomentaria as discussées no &mbito académico sobre

0 tema em quest&o.
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e Investigacdo de estratégias para formulagdo da equacao da funcéo objetivo: Dada
a dificuldade observada na formulacdo da equacéo da funcéo objetivo, pesquisas futuras
podem investigar as possiveis causas da grande dificuldade algébrica dos alunos e
explorar estratégias especificas para auxilid-los na superacdo dessa deficiéncia.

6.5  Consideracdes finais

Ao longo dos anos, a rapida evolucdo tecnoldgica tem exercido uma influéncia
transformadora em diversos setores, tornando-se algo ndo apenas natural, mas essencial em
nossas vidas. No contexto educacional, especialmente entre as criancas, a ascensao de
dispositivos e aplicativos tem sido desafiadora, aumentando ainda mais o desinteresse nas aulas
que utilizam abordagens metodoldgicas tradicionais e representando um significativo obstaculo
para educadores e gestores.

A estratégia empregada nesta pesquisa, focada no ensino de matematica, demonstrou
que a utilizacdo planejada e critica de recursos tecnoldgicos, neste caso, 0 GeoGebra, pode ndo
apenas captar a atencdo dos estudantes, mas também potencializar o processo de ensino e
aprendizagem. Nesse contexto, a elaboracdo de um curriculo que integre abordagens inovadoras
de forma sdlida e continua, incorporando recursos tecnoldgicos, é fundamental.
Consequentemente, a promogéo de capacitacdes e formacdo continuada para os professores se
mostra essencial para o sucesso dessa integragao.

Reconheco que, ao longo da minha trajetéria como professor, acabei aderindo
predominantemente as praticas pedagdgicas tradicionais, motivado por diversos fatores, como
comodidade, falta de tempo ou conhecimento. Esta pesquisa ndo apenas me proporcionou uma
profunda reflexdo sobre minhas praticas pedagogicas, mas também se tornou uma fonte
significativa de aprendizado e motivacdo para repensa-las. Vai aléem do reconhecimento de
oportunidades perdidas; é um chamado a a¢éo. Acredito que um comprometimento mais intenso
com a adocdo de abordagens como esta resultara em uma experiéncia educacional mais
enriquecedora, preparando melhor meus alunos para os desafios do futuro.

Além disso, conduzir esta pesquisa foi desafiador, exigindo equilibrio entre as
responsabilidades diarias, a tarefa de ser professor em tempo integral, estudante de mestrado e

pesquisador. A interagédo direta com os alunos durante a implementacdo das atividades trouxe
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uma compreensdo mais profunda de suas dificuldades. A coleta e anélise de dados, assim como
a escrita desta dissertagcdo, foram momentos que demandaram bastante tempo.

Ao encerrar este trabalho, é gratificante refletir sobre a pesquisa e os resultados obtidos.
Os resultados destacam a relevancia da abordagem metodoldgica proposta, demonstrando que
a utilizacdo do GeoGebra proporcionou aos alunos uma maneira eficiente e acessivel de lidar
com problemas matematicos complexos.

Creio que a pesquisa ndo apenas respondeu a questdo central, mas ofereceu
contribuicdes valiosas para a area de estudo. Os resultados obtidos confirmaram a eficacia do
GeoGebra na resolucdo de problemas de otimizagdo na Educacgdo Basica. Este trabalho reforca
a ideia de que a inovacao pedagogica e a integracdo sensata da tecnologia podem potencializar
0 aprendizado matematico, tornando-o mais acessivel, envolvente e aplicavel a vida cotidiana,
trazendo significado para os alunos.

Essa jornada, cheia de desafios e realizagdes, catalisou meu crescimento académico e
contribuiu significativamente para minha formacdo como professor. Espero que este estudo
possa inspirar outros pesquisadores, educadores e profissionais da area de Educacédo
Matematica a explorar o potencial do GeoGebra como uma ferramenta versatil e poderosa no
ensino de matematica. Acredito que essa abordagem inovadora possa contribuir para uma
educacéo de qualidade e uma aprendizagem mais significativa para os estudantes, estimulando-
0s e preparando-os para desafios futuros.
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ANEXOS

Neste capitulo, sdo apresentados 0s anexos da pesquisa, que contém materiais adicionais
relevantes para a compreensao e aplicacdo das atividades. Além disso, eles fornecem recursos
adicionais aos professores de matematica e aos alunos da Educacdo Basica interessados nessa
abordagem para resolugéo de problemas de otimizagéo.

Os anexos incluem as atividades aplicadas, contendo questionarios estruturados
elaborados para coletar dados para o estudo de caso. Também sdo disponibilizados planos de
aula baseados nessas atividades, oferecendo sugestdes de aplicacdo para professores que
desejam utilizar esse material em suas aulas. Esses planos de aula compreendem a descricao
detalhada das atividades, seus objetivos especificos, 0s conceitos abordados, o tempo estimado
para a realizacdo, as etapas de desenvolvimento, orientacdes para o uso do GeoGebra e
sugestdes de interagdes com os alunos durante as atividades.

As diversas resolucdes das atividades estdo inclusas aqui, servindo como material de
apoio para alunos e educadores na realizagdo dessas tarefas. As resolucdes sdo apresentadas
utilizando o software, com um link ao final de cada uma delas. Esse link direciona para uma
solucdo iterativa e dindmica cadastrada no site do GeoGebra. L4, os alunos podem observar as
mudancas quando os valores das varidveis sdo alterados através de cursores. Também séo
oferecidas, a titulo de comparacgéo, curiosidade e estimulo, resolucfes utilizando técnicas de
derivacdo e, quando possivel, outras formas de resolucdo utilizando calculos algébricos mais
simples.

Ao final, sdo disponibilizadas as atividades aprimoradas. Essas modificagdes foram
realizadas levando em consideracéo a experiéncia adquirida com a aplicacéo das atividades e o
feedback dos alunos participantes da pesquisa. Nessas atividades, foram incluido um
guestionario em formato de sequéncia didatica, com o objetivo de auxiliar os alunos em futuras
aplicagdes, especialmente em relagcdo as dificuldades algébricas identificadas durante a
conducéo das atividades.



Anexo A: Folha da atividade 1 com o questiondario para o estudo de caso

Atividade 1: Otimizacao do valor arrecadado no fretamento de um oOnibus

Instituicéo escolar: Data:
Professor: Marcus Vinicius Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situagd@o-problema: A Escola Estrela do Saber esta planejando uma emocionante excursao
para o parque tematico “Aventuras Matematicas”, contando com um 0nibus fretado de
capacidade para 50 lugares. A agéncia de viagens oferece duas opcdes de preco: R$150,00
por pessoa, caso todos os assentos sejam ocupados, ou 0 mesmo valor base acrescido de R$6,00
por assento desocupado. Ou seja, se houver um assento vazio, cada passageiro pagara
R$156,00; se houver dois assentos vazios, o valor de cada passagem sera de R$162,00, e assim
por diante. Diante dessa politica de precos, determine a quantidade de assentos ocupados que
maximiza a arrecadacdo da agéncia de viagens. Utilize o software GeoGebra nessa tarefa.
Dica: Monte uma tabela relacionando assentos ocupados, vagos e valor arrecadado. Depois,
monte a lei da funcdo que modela o problema, plote o grafico da funcdo no software e

identifique o ponto extremo com os valores de suas coordenadas.

Responda as seguintes perguntas com base nas suas experiéncias e conclusfes e

determine o que se pede.

1) Qual é o objetivo dessa situacdo-problema?

2) Ja tinha utilizado o software GeoGebra em outras situagdes? (Sim/N&o)

3) Indique as letras que utilizou para representar cada variavel do problema e o que cada uma
delas representa.

4) Qual é a lei da funcdo objetivo que relaciona a quantidade de assentos ocupados com o valor
arrecadado pela agéncia de viagens? Vocé apresentou dificuldades para fazer essa modelagem
matematica?

5) Qual é a restricdo para a variavel independente, ou seja, qual € o dominio dessa func¢ao?




6) Qual foi o dispositivo utilizado para plotar o gréfico da fungédo?

7) Vocé apresentou dificuldades para plotar o grafico da funcdo? Comente.

8) O grafico da funcdo apresenta ponto de maximo ou minimo? Quais os valores das
coordenadas desse ponto, caso ele exista?

9) Qual (ou quais) a(s) quantidade(s) de assentos ocupados para que o valor arrecadado pela
agéncia de viagens seja maximo?

10) Na sua opiniao, o uso do GeoGebra facilitou a compreensao do problema e a sua resolucao?
Comente.

11) Vocé considera que essa atividade foi til para desenvolver suas habilidades matemaéticas e
sua compreensao de problemas do mundo real? Comente.

12) Gostaria de fazer mais atividades utilizando o GeoGebra nas aulas de matematica?
Comente.

13) Algum outro comentério, sugestdo ou observacdo que gostaria de compartilhar sobre a
atividade?



Anexo B: Plano de aula da atividade 1 — Otimizacgéo do valor arrecadado no fretamento

de um 0Onibus

Ano de escolaridade: 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos: Calculos algéebricos e Fungdo Polinomial do 2° grau.

Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como uma ferramenta alternativa as técnicas de derivacdo
para determinar a quantidade de assentos ocupados em um 0nibus, a fim de maximizar
o valor arrecadado por uma agéncia de viagens;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugdo
de problemas do mundo real;

e Reconhecer a importancia da otimizagdo no cotidiano e como ela pode auxiliar na

tomada de decisoes eficientes.

Recursos necessarios:

Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

a0 GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Apresente a situacdo-problema para os alunos:


http://www.geogebra.org/

Situacdo-problema: A Escola Estrela do Saber esta planejando uma emocionante excursao
para 0 parque tematico “Aventuras Matematicas”, contando com um 0nibus fretado de
capacidade para 50 lugares. A agéncia de viagens oferece duas op¢des de preco: R$150,00
por pessoa, caso todos os assentos sejam ocupados, ou 0 mesmo valor base acrescido de R$6,00
por assento desocupado. Ou seja, se houver um assento vazio, cada passageiro pagara
R$156,00; se houver dois assentos vazios, o valor de cada passagem sera de R$162,00, e assim
por diante. Diante dessa politica de precos, determine a quantidade de assentos ocupados que
maximiza a arrecadacdo da agéncia de viagens. Utilize o software GeoGebra nessa tarefa.
Dica: Monte uma tabela relacionando assentos ocupados, vagos e valor arrecadado. Depois,
monte a lei da funcdo que modela o problema, plote o grafico da funcdo no software e

identifique o ponto extremo com os valores de suas coordenadas.

Primeiramente, explique o conceito de otimizagdo para os alunos. Otimizagédo pode ser
entendido como processo de encontrar o valor maximo ou minimo de uma funcéo, sujeito a
certas restricdes. Em seguida, mostre como podemos aplicar a otimizacdo para encontrar a
guantidade de assentos ocupados que maximiza o valor arrecadado pela agéncia de viagens.
Ajude-os a encontrar a equacdo da funcdo objetivo que, neste caso, é representada por uma
equacdo do 2° grau com coeficiente a < 0. Logo, o grafico dessa funcéo é uma pardbola com
concavidade para baixo e, consequentemente, possui ponto de maximo cujos valores das

x . . . . -b -4 _ —(b%-4ac)
coordenadas séo obtidos através das formulas: x = L&Y T

Embora se possa calcular diretamente os valores numéricos dessas coordenadas
utilizando os coeficientes da equagcdo da fung¢do objetivo formatada, nesta atividade
introdutoria, € proposto a utilizagdo do software GeoGebra para essa finalidade. Dessa forma,
os alunos poderdo encontrar a resposta de maneira iterativa e visual, além de se familiarizar
com o software e com esse método de resolu¢do, o que serd fundamental para resolver
problemas quando a lei da fungdo objetivo for mais complexa.

Apresente um roteiro para auxiliar os alunos na resolugdo do problema. Por exemplo:

i.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restrigoes;

v.  Plote o grafico da funcao no software;




vi.  Identifique o ponto extremo ¢ os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine a quantidade de assentos ocupados que maximiza o valor arrecadado;

viii.  Verifique e analise se os valores obtidos sdo plausiveis;

Apresentacéo do software GeoGebra (10 minutos)

Mostre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e familiarize-os com a
interface do software. Explique as principais ferramentas e recursos do GeoGebra que serdo
utilizados durante a atividade. Por exemplo, a plotagem do grafico da fun¢do que representa a
modelagem do problema e a ferramenta “Ponto — Otimizagdo”, além de outros recursos
relevantes. Além disso, serdo necessarios ajustes na configuracdo da janela de visualizagéo,
uma vez que o grafico da funcdo, considerando o dominio real, ultrapassa as configuracdes
iniciais do programa. Certifique-se de abordar o uso adequado dessas ferramentas, permitindo

que os alunos possam resolver efetivamente o problema em questéo.

Exploracéo da atividade e preenchimento do questionario (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha ou apresente-a na lousa para os alunos. Auxilie-0s,
se necessario, na montagem da lei da funcdo objetivo. Peca aos alunos que acessem o GeoGebra
em seus dispositivos e naveguem até a area de graficos. Eles devem inserir a lei da funcédo
objetivo na barra de entrada do software e explorar como 0 preco da passagem varia com 0
nimero de assentos ocupados. E fundamental ressaltar que o dominio da fung&o objetivo € um
intervalo de nimeros naturais que varia de zero a cinquenta.

Durante a atividade, circule pela sala, oferecendo suporte aos alunos e esclarecendo

eventuais duvidas que possam surgir.

Discussdo em grupo (10 minutos)

Retna a turma para discutir as solugdes encontradas por eles. Incentive-os a
compartilhar suas estratégias e resultados. Durante a discussdo, faga perguntas orientadoras
para estimular a reflexao. Essa troca de ideias ajudaré os alunos a aprofundar seu entendimento
sobre o problema e a considerar diferentes abordagens para a otimizagao do valor arrecadado.

Concluséao (10 minutos)



Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
na resolucdo de problemas matematicos, evidenciando como ele facilitou a tarefa de encontrar
a quantidade de assentos ocupados que maximiza a arrecadacio da agéncia de viagens. E
importante enfatizar que, em determinados problemas, a lei da fungdo objetivo sera mais
intrincada, tornando o GeoGebra uma ferramenta essencial para sua resolugdo no contexto da
Educacdo Basica. Encoraje os alunos a explorar e utilizar o software em outras atividades
matematicas, enfatizando seu potencial como uma ferramenta versatil e poderosa.

Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as necessidades e a
disponibilidade de recursos da turma. Para visualizar o processo de resolugdo de maneira
iterativa, vocé€ pode acessar o link https://www.geogebra.org/m/rwbbverb ou utilizar o cdédigo

QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/rwbbverb

Anexo C: Solugdes comentadas da atividade 1

Resolucdo comentada utilizando o0 GeoGebra

Lendo atentamente o enunciado, pode-se identificar as informacdes e o objetivo da
questdo, que ¢ determinar a quantidade maxima de assentos ocupados no 6nibus que maximiza

o valor arrecadado pela agéncia de viagens.

Sejam x a quantidade de assentos ocupados no O6nibus e V(x) o valor total arrecadado
pela agéncia de viagens. Através das informacdes fornecidas pelo enunciado, a varidvel x ¢ um

nimero natural tal que, 0 < x < 50. Logo, tem-se a seguinte lei da fun¢ao objetivo:

V(x) = 150x + 6(50 — x)x, onde (50 — x) representa a quantidade de assentos vagos.
Logo, V(x) = 150x + 300x — 6x* = — 6x + 450x.

Pode-se substituir a varidvel V(x) pela letra y, obtendo a seguinte equagao:
y =—6x*+450x.

Antes de plotar o grafico da fun¢do objetivo no GeoGebra, € necessario calibrar os
valores dos eixos X e y para obter uma melhor visualizagdo. A Figura 93 ilustra onde fazer esses
ajustes. Calibrando a escala dos eixos x e y para 1 : 100, a visualizagdo do grafico da fungao

ficara satisfatoria.

Figura 93 — Ajuste na janela de visualizacdo (atividade 1)

~ Preferéncias - Janela de Visualizagio X
Bl EE: @
Basico EixoX EixeV Malha
Dimensdes
X Win: -20| x Max: 201.39503
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

O grafico da fun¢do objetivo y = — 6x* + 450x tal que, 0 <x <50 e x € N, ¢ ilustrado na
Figura 94. Como o dominio da fung@o objetivo ¢ composto por nlimeros naturais, a constru¢ao

do seu grafico ndo sera tao simples e necessitara da utilizagdo de alguns recursos adicionais do



GeoGebra. Ao final dessa resolugdo comentada, estard disponivel um link que elucida esse

Figura 94 — Grafico da fun¢éo objetivo (atividade 1)
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5

A Figura 95 ilustra os dois pontos de maximo do grafico da fungao objetivo. Observe os

valores das coordenadas nesses pontos.
Figura 95 — Pontos de maximo da fungéo objetivo (atividade 1)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.
A Figura 96, ilustra o grafico de uma fung¢ao f de dominio real, cuja lei da fungao ¢ f(x)

= — 6x*® + 450x. Para esse dominio, observe que a fun¢do admite apenas um ponto de

maximo.
Figura 96 — Ponto de maximo da fungdo f
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 97, ilustra o grafico da fun¢do dada por f(x) = — 6x> + 450x tal que, x € [0,
50], plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone. Observe que o ponto maximo ja esta

destacado com suas coordenadas, o que facilita a verificagao.



Figura 97 — Grafico da fungao f(x) plotado no APP para smartphones

Fonte: APP GeoGebra.

Verificando as abscissas dos pontos de maximo do grafico da fung¢do objetivo, ilustrado
na Figura 95, pode-se concluir que a quantidade de assentos ocupados no dnibus que maximiza
o valor arrecadado pela agéncia de viagens ¢ de x = 37 ou x = 38. Fazendo os calculos para

V(37) e V(38):
V(37) = — 6(37)2 + 450(37) = — 6(1.369) + 16.650 = — 8.214 + 16.650 = 8.436 reais.
V(38) = — 6(38)2 + 450(38) = — 6(1.444) + 17.100 = — 8.664 + 17.100 = 8.436 reais.

Portanto, se a quantidade de assentos ocupados no dnibus for de 37 ou 38, a agéncia de

viagens arrecada um valor maximo de R$ 8.436,00.

Para visualizar o processo de resolucdo de maneira iterativa, vocé pode acessar o link

https://www.geogebra.org/m/rwbbverb ou utilizar o cédigo QR CODE:

Essa solucdo iterativa permite uma melhor compreensdo do procedimento. A Figura 98

ilustra a solucao cadastrada no site do GeoGebra.


https://www.geogebra.org/m/rwbbverb

Figura 98 — Soluc¢do dindmica da atividade 1 no site do GeoGebra
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Resolucdo comentada utilizando a férmula das coordenadas do Vvértice da parabola

Considerando uma funcéo f de dominio real e dada por f(x) = — 6x2 + 450x, o seu grafico

é representado por uma parabola de concavidade voltada para baixo pois o coeficiente a
€ negativo. O vértice, nesse caso, é o ponto de maximo. Calculando as coordenadas do vértice

da funcéo f, obtém-se:
—(202.500+0)

(—_b —(b2—4ac)) _ (—450
’ 4a " \-12 —24

): (37,5 ; 8.437,5)

2a
Como V(x) € uma funcdo cuja lei € dada por V(x) = — 6x2 + 450x tal que, X e N e 0 <x

<50, o grafico de V(x) é representado por pontos espacados. Esses pontos estéo situados sobre
o grafico da funcéo f. Sabendo que 37,5 € N, devemos calcular os valores arrecadados pela

agéncia de viagens na vizinhanca desse valor, ou seja, parax = 37 e x = 38 para encontrar
o valor maximo da funcido objetivo. Calculando os valores numéricos de V(x) para esses

valores, obtém-se:
V(37)=—-6(37)*>+450(37) = — 6(1.369) + 16.650 = — 8.214 + 16.650 = 8.436 reais.
V(38) =— 6(38) + 450(38) = — 6(1.444) + 17.100 = — 8.664 + 17.100 = 8.436 reais.

A igualdade obtida acima para o valor arrecadado pela agéncia de viagens ja era

esperada, uma vez que o grafico da funcdo f é simétrico em relacéo ao seu vértice. Portanto, a
agéncia de viagens arrecada um valor maximo de R$ 8.436,00 quando a quantidade de assentos

ocupados no 6nibus é de 37 ou 38 lugares.



Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivagdo para calcular a quantidade de assentos
ocupados no 6nibus que maximiza a quantia arrecadada pela agéncia de viagens. Em Calculo,
considera-se o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcédo derivavel em um
ponto, como sendo a derivada da funcdo no ponto em questdo. Seja t a reta tangente a um ponto
P sobre o gréfico da funcdo f tal que f(x) = - 6x2+ 450x, 0 <x <50 e x € R, ilustrado na Figura
99.

Figura 99 — Reta tangente t ao grafico de f passando por P
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Repare que quando o ponto P coincide com o ponto de méaximo, ilustrado na Figura 100,
a reta tangente t ¢ horizontal, o que significa que seu coeficiente angular ¢ igual a zero. Isso
ocorre porque no ponto de maximo, a fungdo tem uma taxa de variagdo nula (coeficiente angular

igual a zero), indicando que a derivada da fungao € igual a zero.

Figura 100 — Reta tangente a f no ponto de maximo

Maximo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada de f(x) = — 6x* + 450%, obtém-se:

£(x) = — 12x + 450,



Fazendo f’(x)=0=>=0=-12x+450=> + 12x =450 =>x = %237,5.

Logo, em x = 37,5 tem-se um ponto critico do grafico da fung¢ao f, que ¢ o candidato a
ser ponto de maximo local. Para ratificar esse resultado, realiza-se o teste da 2* derivada, que
consiste em calcular £°(37,5) e verificar seu sinal. Se £°(37,5) <0, tem-se um ponto de maximo

local em x = 37,5. Calculando a segunda derivada de f(x) em relacdo a x, obtém-se:
’(x)=-12= ’(37,5) =-12<0.
Portanto, tem-se que o ponto de abscissa x = 37,5 ¢ um ponto de maximo local.

Os postulantes a pontos de maximo absoluto no dominio da fungao f sdo os pontos de
abscissa x = 37,5 e aqueles cujos valores das abscissas sdo iguais aos extremos do intervalo

[0,50]. Calculando o valor de f(x) para cada um desses valores, obtém-se:
f(0)=0
f(50) =— 6(50)*> + 450(50) =— 15.000 + 22.500 = 7.500

£(37,5) =—6(37,5)* +450(37,5) =— 6(1.406,25) + 16.875=—8.437,5 + 16.875 = 8.437,5
Logo, o ponto de méximo absoluto da funcédo f ocorre mesmo quando x = 37,5.

Os pontos do gréfico de V(x) estdo sobre o grafico de f. Para determinar a resposta do
problema, deve-se entdo, calcular os valores numéricos de V(x) na vizinhanca de 37,5, ou seja,
calcular V(37) e VV(38).

V(37) = — 6(37)2 + 450(37) = — 6(1.369) + 16.650 = — 8.214 + 16.650 = 8.436 reais.

V(38) = — 6(38) + 450(38) = — 6(1.444) + 17.100 = — 8.664 + 17.100 = 8.436 reais.

A igualdade obtida acima para o valor arrecadado pela agéncia de viagens ja era
esperada, uma vez que o grafico da funcdo f é simétrico em relacdo ao seu vértice. Portanto, a
agéncia de viagens arrecada um valor maximo de R$ 8.436,00 quando a quantidade de assentos

ocupados no 6nibus é de 37 ou 38 lugares.



Anexo D: Atividade 1 aprimorada (questionario com sequéncia didatica)

Atividade 1: Otimizacao do valor arrecadado no fretamento de um oOnibus

Instituicéo escolar: Data:
Professor: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situagdo-problema: A Escola Estrela do Saber esta planejando uma emocionante excursao
para o parque tematico “Aventuras Matematicas”, contando com um O6nibus fretado de
capacidade para 50 lugares. A agéncia de viagens oferece duas opcdes de preco: R$150,00
por pessoa, caso todos 0s assentos sejam ocupados, ou 0 mesmo valor base acrescido de R$6,00
por assento desocupado. Ou seja, se houver um assento vazio, cada passageiro pagara
R$156,00; se houver dois assentos vazios, o valor de cada passagem sera de R$162,00, e assim
por diante. Diante dessa politica de precos, determine a quantidade de assentos ocupados que
maximiza a arrecadacao da agéncia de viagens. Utilize o software GeoGebra nessa tarefa.
Dica: Monte uma tabela relacionando assentos ocupados, vagos e valor arrecadado. Depois,
monte a lei da funcdo que modela o problema, plote o gréfico da funcéo no software, identifique

0 ponto extremo e analise os valores de suas coordenadas.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.

1) Ao ler o enunciado da atividade, identifique o objetivo da situagdo-problema.

2) Preencha a tabela abaixo, que estabelece a relagao entre assentos ocupados, assentos vagos
e valor total arrecadado pela agéncia de viagens. Para isso, atribua valores aos espagos vagos
da coluna que representa a quantidade de assentos ocupados, considerando que o énibus possui
apenas 50 assentos. Em seguida, preencha a coluna reservada a quantidade de assentos vagos.

Calcule os valores arrecadados para cada caso.




Assentos ocupados Assentos vagos Arrecadacdo

26

50

3) A arrecadacdo da agéncia de viagens é maxima quando todos os assentos estdo ocupados?

4) Uma maneira de resolver o problema seria calcular todos os valores arrecadados a partir de
todas as quantidades de assentos ocupados possiveis e depois comparar os resultados da
arrecadacao. Qual sua opinido sobre essa abordagem? VVocé conseguiria resolver esse problema

rapidamente utilizando essa estratégia?

5) Uma outra maneira de resolver esse problema seria obter a lei da funcéo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se ha um possivel ponto de maximo levando em considera¢do o dominio da funcgéo
objetivo. Utilizando a tabela obtida anteriormente, generalize o calculo do valor arrecadado
com a quantidade de assentos ocupados e assentos vagos para obter a equacdo que modela o
problema. Dica: utilize letras distintas para representar cada variavel, ou seja, uma para a
guantidade de assentos ocupados (x), outra para a quantidade de assentos vagos e uma terceira

letra para a arrecadagdo maxima.

6) A equacdo obtida no passo anterior para modelar o problema possui trés variaveis. Agora, 0
desafio consiste em reescrever essa equacdo de forma a incluir apenas duas variaveis.
Posteriormente, serd possivel plotar o grafico da funcdo objetivo no GeoGebra e identificar
eventuais pontos extremos. Considerando que o 6nibus tem uma capacidade de 50 lugares,

determine o valor algébrico da quantidade de assentos vagos.



7) Agora, ao substituir o valor algébrico da quantidade de assentos vagos na equacgao obtida no
exercicio nimero 5, obtenha a expressdo da funcdo objetivo de modo que o valor total
arrecadado esteja em funcdo da quantidade de assentos ocupados. A equacgdo resultante

representa que tipo de funcao?

8) Identifique as varidveis independente e dependente dessa funcéo.

9) A quantidade de assentos ocupados pode ser um numero negativo? Pode ser um nimero

racional qualquer, por exemplo, 0,5? E um ndmero irracional?

10) Entéo, qual é o dominio dessa funcéo, ou seja, 0s valores aceitaveis para a quantidade de

assentos ocupados?

11) Utilizando o software GeoGebra, plote o gréfico da funcdo determinada pela equacdo
formulada no exercicio de nimero 7, considerando o dominio real. Esse grafico possui ponto

extremo? Esse ponto € maximo ou minimo?

12) Quais os valores das coordenadas nesse ponto? O que elas representam?

13) A quantidade de assentos ocupados que esse ponto determina faz sentido para o problema?

Comente.

14) De acordo com o dominio da funcéo objetivo, o gréafico da funcdo da situacdo-problema é

representado por uma curva continua ou por pontos espacados?

15) Determine a quantidade de assentos ocupados que torna a arrecadagéo da agéncia de viagens
méaxima. Calcule também o valor maximo que a agéncia de viagens pode arrecadar. Dica:

lembre-se que a parabola é simétrica em relagcdo ao seu vértice.

16) Utilize os conhecimentos adquiridos nas aulas sobre func¢des polinomiais do 2° grau e
calcule as coordenadas do vértice da parabola da fungéo dada por f(x) = — 6x2 + 450x. Compare

0s resultados obtidos com as respostas anteriores.



Para visualizar o processo de resolucdo de maneira iterativa, vocé€ pode acessar o link

https://www.geogebra.org/m/rwbbverb ou utilizar o c6digo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/rwbbverb

Anexo E: Folha da atividade 2 com o questionério para o estudo de caso

Atividade 2: Otimizacéo do valor de construgdo de um oleoduto

Instituicéo escolar: Data:
Professor: Marcus Vinicius Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacdo-problema: Imagine que vocé seja um engenheiro encarregado de projetar a
construcdo de um oleoduto que conectara uma refinaria de petréleo, localizada no ponto A na
margem norte de um rio. Esse rio é caracterizado por margens retas e paralelas, distantes t =
4 km entre si. O objetivo é ligar essa refinaria a um reservatdorio no ponto C, que esta situado
a uma distancia d = 20 km a leste do ponto B, localizados na margem sul do rio. Considere 0
segmento AB perpendicular as margens do rio. A figura abaixo ilustra a disposi¢do dos pontos

no contexto descrito:

Sabendo que o custo de construcéo por quilémetro sob o leito do rio é de R$ 50.000,

enquanto o custo por quildmetro sob a margem do rio é de R$ 30.000, determine a rota mais
vantajosa para o oleoduto, de modo a minimizar os custos de construcdo. Além disso, calcule
o valor minimo desse custo, levando em conta as medidas dos trechos escolhidos. Utilize o

software GeoGebra como ferramenta auxiliar nesse trabalho.

Responda as seguintes perguntas com base nas suas experiéncias e conclusoes.

1) Qual € o objetivo desta situacdo-problema?



2) Ja tinha utilizado o software GeoGebra em outras situa¢fes? (Sim/Nao)

3) Como utilizou o software GeoGebra para auxilid-lo na resolugéo deste problema?

4) Quais foram as letras utilizadas para representar as variaveis do problema e o que cada uma
representa?

5) Qual foi a equacéo da funcdo objetivo? Apresentou dificuldades para montar essa equacao?
6) Qual o dominio dessa fungdo?

7) Qual foi o dispositivo utilizado para plotar o grafico da fungédo?

8) O gréafico da fungédo apresentava ponto de minimo ou maximo?

9) Quais as coordenadas desse ponto? O que elas representam?

10) Qual é rota do oleoduto que minimiza seu custo de construgdo? Faca um desenho ilustrativo.
11) Qual é o valor do custo minimo?

12) Vocé apresentou dificuldades para utilizar o software? Quais?

13) Na sua opinido, o uso do GeoGebra facilitou a compreensao do problema e a sua resolucao?
Comente.

14) Vocé considera que essa atividade foi util para desenvolver suas habilidades matematicas e
sua compreensdo de problemas do mundo real? Comente.

15) Gostaria de fazer mais atividades utilizando o GeoGebra nas aulas de matematica?
Comente.

16) Algum outro comentario, sugestdo ou observacdo que gostaria de compartilhar sobre a

atividade?



Anexo F: Plano de aula da atividade 2 — Otimizacao do valor de construcdo de um
oleoduto

Ano de escolaridade: 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos: Calculos algébricos, Teorema de Pitagoras e Funcdes.

Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como uma ferramenta alternativa as técnicas de derivagao
para resolver o problema de otimizagao dos custos de constru¢ao do oleoduto;
e Compreender e demonstrar a importancia da matematica ¢ da tecnologia na resolugao

de problemas do mundo real, € como ela pode auxiliar na tomada de decisoes eficientes.

Recursos necessarios:

e Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

ao GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstragcdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestao do passo a passo:

Introducio (10 minutos)

Inicie a aula explicando que os alunos irdo resolver o problema de otimizagdo do custo
de construcao do oleoduto utilizando o GeoGebra como uma ferramenta auxiliar. Destaque que
essa abordagem evitard a necessidade de utilizar as regras de derivacao, que sdo normalmente
ensinadas no nivel superior. Explique o conceito de otimizagdo e como ele pode ser aplicado
para encontrar o valor minimo do custo de constru¢do do oleoduto. Ressalte a importancia desse
problema, destacando sua relevancia econdmica e a necessidade de eficiéncia na construg¢do de

infraestruturas.


http://www.geogebra.org/

Apresentacio do software GeoGebra (10 minutos)

Mostre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e familiarize-os com a
interface. Explique as principais ferramentas e recursos do GeoGebra que serdo utilizados
durante a atividade. Por exemplo, a plotagem do gréafico da fun¢ao que representa a modelagem
do problema e a ferramenta “Ponto” — “Otimiza¢ao”, além de outros recursos relevantes. Além
disso, a configuracdo da janela de visualizagdo serd necessaria pois o grafico da funcdo objetivo
extrapola as configuracdes inicias do programa. Certifique-se de abordar o uso adequado dessas

ferramentas para que os alunos possam resolver o problema em questao.

Exploracéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha ou apresente-a na lousa para os alunos: Imagine que
vocé seja um engenheiro encarregado de projetar a construgdo de um oleoduto que conectara
uma refinaria de petrdleo, localizada no ponto A na margem norte de um rio. Esse rio é
caracterizado por margens retas e paralelas, distantes t = 4 km entre si. O objetivo € ligar essa
refinaria a um reservatorio no ponto C, que esté situado a uma distancia d = 20 km a leste do
ponto B, localizados na margem sul do rio. Considere o segmento AB perpendicular as margens
do rio. A figura abaixo ilustra a disposi¢do dos pontos no contexto descrito:

Sabendo que o custo de construcéo por quilémetro sob o leito do rio é de R$ 50.000,
enguanto o custo por quildmetro sob a margem do rio é de R$ 30.000, determine a rota mais
vantajosa para o oleoduto, de modo a minimizar os custos de construcdo. Além disso, calcule
o valor minimo desse custo, levando em conta as medidas dos trechos escolhidos. Utilize o

software GeoGebra como ferramenta auxiliar nesse trabalho.

O objetivo da situacdo-problema envolve a busca pela rota que resulte no menor custo
de construcdo do oleoduto e a determinacéo desse valor minimo. Incentive os alunos a pensar

de forma estratégica, considerando as diferentes opcdes disponiveis e avaliando as



consequéncias de cada escolha. Circule pela sala oferecendo suporte aos alunos e incentive-0s
a utilizar o GeoGebra como uma ferramenta de apoio. Saliente o papel do software na agilidade

da anélise e visualizacdo dos resultados.

Discussdo em grupo (10 minutos)

Promova uma discussdo em grupo para compartilhar as solucdes encontradas pelos
alunos, incentivando a troca de estratégias e resultados. Faca perguntas orientadoras para
estimular a reflexdo. Valorize as etapas seguidas, as suposi¢cdes e as consideracdes feitas
durante a otimizacdo. Forneca feedback construtivo e destaque a importancia da matematica e
da tecnologia na resolucdo de problemas do mundo real. Crie um ambiente inclusivo e

colaborativo, onde todos possam participar e construir conhecimento coletivamente.

Avaliacao

Realize perguntas individualmente ou em grupo para verificar acompreensdo dos alunos
sobre o conceito de otimizacdo e a aplicacdo da matematica nesse contexto. Avalie a capacidade
deles em interpretar e comunicar corretamente os resultados obtidos. Incentive-os a dar
explicacdes claras e precisas, fornecendo feedback construtivo para aprimorar a compreensao
e a comunicacdo dos resultados. Valorize as diferentes abordagens e promova a troca de ideias

entre eles.

Conclusao (10 minutos)

Conclua a aula destacando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa na
resolucéo de problemas matematicos. Demonstre aos alunos como o software facilitou a tarefa
de encontrar a disposicao ideal do oleoduto, oferecendo uma abordagem alternativa e acessivel
para resolucdo de problemas desse tipo. Ressalte a capacidade do GeoGebra de visualizar e
manipular gréficos de fun¢des, agilizando e simplificando célculos complexos. Encoraje-0s a
explorar o software em outras atividades matematicas, reconhecendo sua versatilidade e poder.
Reforce a importancia da matematica e da tecnologia na resolugédo de problemas do mundo real,
incentivando-os a aplicar a matematica de forma criativa e inovadora.

Lembre-se de que este plano de aula é apenas uma sugestdo e pode ser adaptado de

acordo com as necessidades e recursos disponiveis na turma. O objetivo principal é



proporcionar uma experiéncia significativa de aprendizado, despertando o interesse dos alunos
pela matemaética e mostrando sua aplicacao pratica em situagdes do cotidiano.

A sequir, sdo disponibilizadas duas solugdes iterativas utilizando o GeoGebra:

Solucdo utilizando o grafico da funcdo objetivo através do link

https://www.geogebra.org/m/xwpwave?7 ou pelo cédigo QR CODE:

Solucdo utilizando a representacdo geométrica do problema e a criacdo de uma tabela

através do link https://www.geogebra.org/m/pavewf2y ou pelo cédigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/xwpwave7
https://www.geogebra.org/m/pavewf2y

Anexo G: Solugdes comentadas da atividade 2

Resolucdo comentada 1 utilizando o0 GeoGebra

Nessa soluc¢do, é utilizado o seguinte roteiro para resolver a situacao-problema:

I.  Leia o enunciado;
ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restricOes;
v.  Plote o gréfico da funcdo objetivo no software;

vi.  ldentifique o ponto de maximo e suas coordenadas;
vii.  Determine as medidas da disposi¢do do oleoduto que minimiza os custos;
viii.  Verifique se os valores obtidos sdo plausiveis.

O problema pode ser representado pela Figura 101, onde t =4kme k + b =d = 20 km.

Figura 101 — Disposi¢do geométrica do problema da atividade 2

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A andlise dos casos em que o ponto P pertence a reta que passa pelos pontos B e C mais
ndo pertence ao segmento BC é trivial, pois nessas situacfes o custo de construcdo é

visualmente mais oneroso. As Figuras 102 e 103 ilustram essas duas situagdes.

Figura 102 — Disposi¢do geométrica do problema (P € BC) — atividade 2

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



Figura 103 — Disposi¢do geométrica do problema (P ¢ BC) — atividade 2

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Analisando os casos em que o ponto P pertence ao segmento BC, € utilizado o Teorema

de Pitagoras para obter o valor da medida a do segmento AP:
a2=t+k2=42+k2=>a2=16+k?=>a=4+16 + k>
Como a representa a medida de um segmento, logo a > 0. Dai, a = /16 + k% Tem-se

ainda que k + b =20 = b = 20 — k. Logo, a funcdo custo da construcdo do oleoduto C(k) em

funcéo de k, é dada por:

C(k) = 50.000a + 30.000b = 50.000«/16—-|-k2 + 30.000(20 — k), com 0 <k <20, pois k
<d=20km e k representa uma medida ndo negativa.

Para visualizar o grafico de C(k) de forma adequada, € necessario fazer alguns ajustes
na janela de visualizagdo do GeoGebra. A Figura 104 ilustra onde fazer esses ajustes.
Calibrando a escala dos eixos x e y para 1 : 50.000, a visualizagdo grafica da fungdo ficara

satisfatoria.

Figura 104 — Configuracdo da janela de visualizagdo (atividade 2)

~ Preferéncias - Janela de Visualizagioe X

NalEE ! &

Basico EixoX EixaY Malha

Dimensbes
xMin:|-2 X Max:| 25
y Min: -100000 ¥ Max: | 2000000
EixoX : EixoY
1 :|3658.29928 o

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 105 ilustra o grafico da funcdo C(k) plotado no GeoGebra:

Figura 105 — Grafico da fungdo objetivo de C(k)

o
o

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



O gréfico de C(k) apresenta um valor minimo. Para uma melhor visualizacdo desse
ponto com suas coordenadas, basta aproximar o grafico no software. A Figura 106 ilustra o

ponto minimo do grafico de C(k) com a tela aproximada:

Figura 106 — Ponto minimo de C(k)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A ordenada nesse ponto representa o valor minimo do custo de construgdo do oleoduto,
enguanto que a abscissa representa o valor da medida k do segmento BP. A Figura 107 ilustra
o grafico de C(k) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone. Observe que o ponto
minimo ja esta destacado com suas coordenadas, o que facilita a verificacao.

Figura 107 — Grafico da funcdo objetivo plotado no APP — atividade 2

_ T
= glx 50000 /16 + x 30000 (20 ~ x (C 20 § e Ee]

oo Sy

Fonte: APP GeoGebra Classic para smartphone.

Logo, a configuracdo do oleoduto que resulta em menores custos € aquela em que k =3
km e o custo de construcdo é de R$ 760.000,00. Calculando os valores das medidas de a e b,
obtém-se:a=+/16 + k2 =/16 +32=v16 +9=v25=5kmecomok + b =20 = b =20 —
k=20-3=17 km.

Portando, a disposicdo do oleoduto que minimiza o custo de sua instalagéo é aquela em

que a =5kme ob =17 km. O custo minimo correspondente a essa disposi¢do ¢ de R$
760.000,00.

A Figura 108 ilustra a solucéo iterativa cadastrada no site do GeoGebra. Essa solugéo
pode ser acessada através do link https://www.geogebra.org/m/xwpwave7 ou pelo cédigo QR
CODE:



https://www.geogebra.org/m/xwpwave7

Figura 108 — Solugao iterativa da atividade 2
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Resolucdo comentada 2 utilizando 0 GeoGebra

Uma outra maneira de resolver esse problema através do software seria a representacao
geométrica do problema e formatacdo de uma tabela relacionando os valores de a e b com o

custo total de instalacdo do oleoduto. Essa solugdo estd disponivel através do link

https://www.geogebra.org/m/pavewf2y ou pelo cdédigo QR CODE:

Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

Embora se tenha encontrado as medidas exatas da disposicdo do oleoduto que
minimizam seu custo de construgdo através das resolucBes acima, é importante destacar que
nem sempre serd possivel obter respostas exatas. 1sso ocorre porque o software pode realizar
aproximagdes quando as respostas envolverem numeros irracionais ou dizimas periodicas.
Essas aproximagdes podem ser suficientes para aplicacdo pratica do problema, mesmo que néo
sejam as solucdes exatas. Portanto, é importante interpretar e avaliar os resultados considerando

as limitagdes e a natureza aproximada das solucGes obtidas.


https://www.geogebra.org/m/pavewf2y

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacao para resolver o problema de otimizacéao
do oleoduto. Em resumo, a derivacdo é uma ferramenta essencial utilizada para determinar 0s
valores exatos em problemas de otimizacao. Atraves das regras de derivacdo, pode-se analisar
a funcdo de maneira precisa, determinar 0s pontos criticos e verificar se eles correspondem a
maximos ou minimos. Dessa forma, a derivacao contribui para a obtengéo dos resultados exatos
em problemas de otimizacdo. Contudo, esse conteudo extrapola o curriculo da Educacdo
Basica, sendo abordado nos cursos de Calculo nas universidades.

Em Calculo, consideramos o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma
funcdo derivavel em um ponto como sendo a derivada da funcdo no ponto em questdo. Sejata

reta tangente a um ponto S sobre o grafico de C(k), ilustrado na Figura 109.

Figura 109 — Reta tangente ao grafico de C(k)

nnnnnn
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada em relacdo a k de C(k) = 50.000 v/ 16 + k? + 30.000 (20 — k) tal

que, 0 <k <20 e k € R, encontra-se a seguinte equacao:

2k
2V16+ k2

Repare que quando o ponto S coincide com o ponto de minimo, ilustrado na Figura 110,

C*(k) = 50.000 ( ) —30.000.

a reta tangente t é horizontal, o que significa que seu coeficiente angular € igual a zero. 1sso
ocorre porque no ponto de minimo, a fungdo tem uma taxa de varia¢do nula, indicando que a

derivada da funcao € igual a zero.

Figura 110 — Reta tangente a C(K) no ponto de minimo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Logo, igualando C'(k) a zero, obtém-se:



_ 2k B _ 2k 30.000 - 3 - 2k
0 = 50.000 (—2 m) 30.000 = 30.000 = 50.000 (2 m) == (—2 — kz) =

6116 + k2 :10k=>\/16+k2:%:%.

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtém-se:

25k? — 144

16+kZZT:>9(16+k2)—25k2:O:>144+9k2—25k220:>144—16k220:>k2: P

:12—8:9=>k:i«/§:i3.

Como 0 <k <20, tem-se que k = 3km, que € a abscissa do ponto critico do grafico de
C(K). Esse ponto ¢ candidato a ser ponto de minimo local. Para ratificar esse resultado, realiza-
se 0 teste da 22 derivada, que consiste em calcular C”(3) e verificar seu sinal. Se C”(3) > 0,
tem-se um ponto de minimo local em k = 3km.

Calculando a segunda derivada de C(k) em relacéo a k, obtém-se:

N, 7) - L)
100.000(2V16 + k (100'000k)(2,/16—+ K2 400.000(16 + k*) —400.000k* _

C (k) = =
(k) 4(16+k?) 8(16+k?*)V16 + k2
50.000(16 + k*) —50.000k* _ 800.000+ 50.000k* —50.000k* _  800.000
(16+k*)V16 + k2 (16+k*)V16 + k2 J(16 + k2)3

Calculando C”(3), obtém-se:

»roN _  800.000 _ 800.000 _ 800.000 _
c’(3) = e o 1 =6.400 > 0.

Logo, em k = 3 km tem-se um ponto de minimo local. Calculando C(Kk) nas extremidades

do intervalo 0 <k <20 e em k = 3 km, obtém-se 0s seguintes valores:

C(0) = 50.000~/16 + 02 + 30.000(20 — 0) = 200.000 + 600.000 = 800.000
C(20) = 50.000y/16 + 202 + 30.000(20 — 20) ~1.019.803,9
C(3) = 50.000v/16 + 32 +30.000(20 — 3) = 250.000 + 510.000 = 760.000

Assim, o ponto de minimo absoluto da fun¢dao C(k) no intervalo 0 <k <20 ocorre em k
= 3 km. Para determinar a disposi¢cdo que minimiza os custos com a instalacdo do oleoduto,

basta calcular os valores de a e b. Dai, obtém-se: a2=42+ k2=16+32=16+9=25=>a2=25

= a = ++/25 = + 5, mas como a representa uma medida positiva, a = 5 km.
Comok+b=20=>3+b=20=>b=17 km.
Portando, a disposi¢do do oleoduto que minimiza o custo de sua instalacdo é aquela em
quea=5kmeb =17 km. Além disso, o custo minimo para a construcdo do oleoduto é de R$
760.000,00.



Anexo H: Atividade 2 aprimorada (questionério com sequéncia didatica)

Atividade 2: Otimizacéo do valor de construgdo de um oleoduto

Instituicéo escolar: Data:
Professor: Marcus Vinicius Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacdo-problema: Imagine que vocé seja um engenheiro encarregado de projetar a
construcdo de um oleoduto. Esse oleoduto ligara uma refinaria de petroleo, localizada no
ponto A na margem norte de um rio, a um reservatorio no ponto C, a uma distancia de d = 20
km a leste do ponto B, situado na margem sul do rio. Considere ainda que AB e BC sdo
perpendiculares e, que as margens do rio sdo paralelas e distam t = 4 km. Sabendo que o custo
de construgdo por quilémetro sob o leito do rio é de R$ 50.000, enquanto o custo por quilémetro
sob a margem do rio é de R$ 30.000, sua tarefa é determinar a rota ideal para minimizar os
gastos financeiros dessa instalacdo. Além disso, calcule esse gasto minimo para a instalacéo
do oleoduto. Lembre-se de que, dependendo da sua resposta, pode ser promovido na empresa

e receber um belo aumento salarial! A figura abaixo ilustra a disposi¢ao dos pontos no contexto

descrito:

Determine o que se pede e responda as questdes seguintes com base nas informacgdes
contidas no enunciado do problema.

1) Ao ler o enunciado da atividade, identifique o objetivo da situacdo-problema.




2) Qual é a disposicdo do oleoduto mais curta entre a refinaria e o reservatdrio? Calcule o valor

de construcdo para essa situacao.

3) Quial ¢ a disposicdo mais longa entre a refinaria e o reservatorio, considerando o ponto P €

BC? Calcule o valor de construcao do oleoduto para essa situagéo.

4) Considere uma disposicao de instalacdo do oleoduto em que o ponto P pertence a reta que
passa pelos pontos B e C, mas P ndo pertence ao segmento BC. Podemos afirmar que nesse

caso, 0 custo de construcao sera maior? Comente.

5) Quantas rotas poderiamos imaginar para a instalacdo do oleoduto?

6) Uma maneira de resolver esse problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se ha um ponto de minimo levando em consideracdo o dominio da funcéo objetivo.
Determine os itens a seguir sabendo que t = 4 km, d = 20 km e considerando a figura abaixo

gue esquematiza o problema.

a) O valor algébrico de a em funcéo de k.

b) O valor algébrico de b em funcéo de k.

c) A equacdo que relaciona o custo de instalacdo do oleoduto C em funcéo de a e b.

d) Finalmente, obtenha a equacdo da funcdo objetivo que relaciona o custo C em funcéo
de k (Dica: substitua os valores algébricos de a e b na equacdo do item c).

e) Quais sdo os valores possiveis que podem ser atribuidos a letra k?

f) Identifique as variaveis dependente e independente da equacéo do item d.

g) Reescreva a equacdo tal que a variavel independente seja a letra x e a variavel
dependente seja a letra y.

7) Plote o gréafico da funcdo objetivo utilizando o software GeoGebra. O grafico possui ponto

de minimo no intervalo 0 < x <207?



8) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo as coordenadas desse ponto? O que elas

representam?

9) Desenhe a configuracéo ideal da instalacdo do oleoduto no contexto do problema.

10) Qual é o valor minimo necessério para a instalacdo do oleoduto?

A sequir, sdo disponibilizadas duas solugdes iterativas utilizando o GeoGebra:

Solucdo utilizando o gréfico da funcdo objetivo através do link
https://www.geogebra.org/m/xwpwave?7 ou pelo codigo QR CODE:

Solucdo utilizando a representacdo geomeétrica do problema e a criacdo de uma tabela
através do link https://www.geogebra.org/m/pavewf2y ou pelo codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/xwpwave7
https://www.geogebra.org/m/pavewf2y

Anexo I: Atividade 3 com questionario para o estudo de caso

Atividade 3: Otimizacéo do gasto com a construcédo de uma cerca

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Em uma fazenda, ha uma area de terreno retangular disponivel para criar
um pasto para os animais. O proprietario deseja que o pasto tenha uma area de 10 hectares
(100.000 m?), mas ele tem um orgamento limitado para construir uma cerca ao seu redor.
Utilizando o software GeoGebra, determine as dimensbes aproximadas do retangulo que
minimizam seu perimetro, garantindo que a area desejada seja alcancada e a quantidade de

material necessaria para a construcdo dessa cerca seja minima.

Responda as seguintes perguntas com base nas suas experiéncias e conclusdes.

1) Qual é o objetivo da situacdo-problema?

2) Ja tinha utilizado o software GeoGebra em outras situa¢fes? (Sim/Nao)

3) Indique as letras utilizadas para representar cada variavel do problema e o que cada uma
delas representa.

4) Qual é a equacdo que relaciona o comprimento e a largura do retangulo?

5) Qual é a equacdo da funcdo objetivo, ou seja, a equacao que relaciona o comprimento (ou
largura) com o perimetro do retangulo?

6) Qual é a restricdo encontrada para a varidvel independente, ou seja, qual € o dominio dessa
funcéo?

7) Qual foi o dispositivo utilizado para plotar o grafico da fungédo?

8) Vocé apresentou dificuldades para plotar o gréafico da fungdo? Comente.

9) O grafico possui ponto de minimo? Quais os valores das coordenadas desse ponto, caso ele
exista?

10) Quais sdo as dimensdes aproximadas do comprimento e da largura do terreno encontradas
para minimizar o custo de construcdo da cerca?

11) Qual foi o perimetro minimo encontrado para o terreno?




12) Na sua opinido, o uso do GeoGebra facilitou a compreensao do problema e a sua resolucéo?
Comente.

13) Vocé considera que essa atividade foi util para desenvolver suas habilidades matematicas e
sua compreensdo de problemas do mundo real? Comente.

14) Vocé gostaria de fazer mais atividades utilizando o GeoGebra nas aulas de matematica?
Comente.

15) Algum outro comentario, sugestdo ou observacdo que gostaria de compartilhar sobre a

atividade?



Anexo J: Plano de aula da atividade 3 — Otimizagdo do gasto com a construgdo de uma

cerca

Ano de escolaridade: 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos: Fungdes, Calculo Algébrico, Perimetro e Area de Retangulos.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como uma ferramenta alternativa as técnicas de derivacéo
para determinar as dimensdes aproximadas de um terreno retangular que minimizam o
custo de producéo de uma cerca ao seu redor;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugdo

de problemas do mundo real e como ela pode auxiliar na tomada de decisdes eficientes.

Recursos necessarios:

Computadores ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso ao

GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Inicie a aula explicando aos alunos que eles iréo resolver um problema de otimizagéo,
especificamente relacionado a determinacdo das medidas de um retangulo de area 10 hectares
(1 ha = 10.000 m?) com perimetro minimo. Para isso, eles vao utilizar o software GeoGebra
como uma ferramenta que os ajudard a plotar o grafico da funcdo objetivo e encontrar as
medidas aproximadas que atendem a essa condi¢do. Destaque que essa abordagem evitara a

necessidade de utilizar as regras de derivacdo, que sdo normalmente ensinadas no nivel


http://www.geogebra.org/

superior. Através do software, essas técnicas algébricas sdo substituidas por uma simples
visualizag&o grafica do ponto minimo do gréafico da funcéo objetivo.

Explique que o conceito de otimizacdo é o processo de encontrar o valor maximo ou
minimo de uma funcao, sujeito a certas restricbes e como se pode aplica-lo para encontrar as
medidas aproximadas do retangulo que atendem a essa condi¢&o. Nesse caso, se quer minimizar

o0 perimetro do retdngulo enquanto se mantém a area fixa em 10 hectares.

Apresentacdo do software GeoGebra (10 minutos)

Mostre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e familiarize-os com a
interface. Explique as principais ferramentas e recursos do software que serao utilizados durante
a atividade, como a plotagem do gréafico da funcdo objetivo e outros recursos relevantes como
a ferramenta “Ponto” — “Otimizagdo”. Certifique-se de abordar o uso adequado dessas

ferramentas para resolver o problema em questao.

Exploracéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha ou apresente-a na lousa para os alunos: “Em uma
fazenda, ha uma &rea de terreno retangular disponivel para criar um pasto para os animais. O
proprietario deseja que o pasto tenha uma area de 10 hectares (100.000 m2), mas ele tem um
orcamento limitado para construir uma cerca ao seu redor. Utilizando o software GeoGebra,
determine as dimens@es aproximadas do retangulo que minimizam seu perimetro, garantindo
que a area desejada seja alcancada e a quantidade de material necessaria para a construcao
dessa cerca seja minima.”

O desafio consiste em determinar as dimensdes aproximadas do retangulo que
minimizam seu perimetro, garantindo que o gasto com a constru¢do da cerca seja minimo.
Incentive os alunos a explorar o GeoGebra para facilitar a resolugdo dessa tarefa. Encoraje-os
a utilizar o software como uma ferramenta de apoio durante a resolu¢do do desafio.

Durante a atividade, circule pela sala, oferecendo suporte aos alunos e esclarecendo

eventuais duvidas que possam surgir.



Discussdo em grupo (10 minutos)

Retina a turma para discutir as solugdes encontradas pelos alunos. Incentive-os a
compartilhar suas estratégias e resultados. Durante a discussdo, faga perguntas orientadoras

. . . e . . n
para estimular a reflexdo, tais como: “Quais foram as medidas aproximadas que vocés
encontraram? Como chegaram a esses valores? Por que acreditam que essas medidas
correspondem ao perimetro minimo?”” Essa troca de ideias ajudara os alunos a aprofundar seu
entendimento sobre o problema e a considerar diferentes abordagens para a otimizagdo do

perimetro.

Concluséao (10 minutos)

Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
na resolucdo de problemas matematicos, evidenciando como ele facilitou a tarefa de encontrar
as medidas aproximadas do problema em questdo. Nesse momento, ¢ oportuno mencionar a
relevancia do Calculo e dos conceitos de derivagdo para a determinacao dos valores exatos das
medidas procuradas. Encoraje os alunos a explorar e utilizar o GeoGebra em outras atividades
matematicas, enfatizando seu potencial como uma ferramenta versatil e poderosa.

Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as necessidades e a
disponibilidade de recursos da turma.

A solucéo iterativa pode ser acessada através do link

https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5 ou utilizando o c6digo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5

Anexo K: Solugdes comentadas da atividade 3

Resolucdo comentada utilizando o0 GeoGebra

O desafio da situagdo-problema desta atividade consiste em determinar as dimensdes
aproximadas do retdngulo que minimizam seu perimetro. Para resolver esse desafio de
otimizag&o, é necessario calcular o perimetro minimo do retdngulo com &rea de 10 hectares
(100.000 m?). Para solucionar esse problema de otimizacdo, o seguinte roteiro pode ser

utilizado:

I.  Leia o enunciado;
ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restricoes;
v.  Plote o gréfico da funcéo objetivo no software;

vi.  ldentifique o ponto de minimo e os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensdes aproximadas do retangulo de area 10 ha com perimetro
minimo;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimensdes do retangulo sdo plausiveis.

Sejam c, |, A e P as respectivas medidas do comprimento, largura, area e perimetro do
retdngulo de area 10 ha. Sabendo que A = 10 ha = 100.000 m2 e que a area do retangulo é

calculada através da férmula A = cl, obtém-se:
100000

100.000=cl = 1= —

Substituindo o valor algebrico de | na formula do perimetro do retangulo que € dado por

P =2l + 2c, obtém-se a lei da funcéo objetivo:

P(c) = 2(

uma medida positiva e ndo nula.

100000
C

) + 2c tal que, c € R e ¢ >0, pois 0 comprimento do retangulo representa

Para visualizar o grafico de P(c) de forma adequada, é necessario fazer alguns ajustes
na janela de visualizagdo do GeoGebra. A Figura 111 ilustra onde fazer esses ajustes.
Calibrando a escala dos eixos x e y para 1 : 10, a visualizacdo grafica da funcdo ficara

satisfatéria.



Figura 111 — Configuracdo da janela de visualizacdo (atividade 3)

¥ Preferéncias - Janela de Visualizagdo
HialBE %

Basico EixoX EixoY Malha

Dimensdes

xMin: -50 x Max:|500

¥ Min:|-500 ¥ Max:| 3500
EixoX : EixoY
1 9.28515 o

Eixos
Exibir Eixos [ Megrito

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

100000
C

Plotando o grafico de P(c) = 2( ) + 2c tal que, ¢ € R e ¢ >0, no software, obtém-
se o grafico da funcéo objetivo, ilustrado na Figura 112.

Figura 112 — Grafico da funcdo P(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Observe que o gréfico dessa funcdo apresenta um ponto de minimo. Pode-se obter uma
aproximac&o precisa das coordenadas desse ponto maximizando o gréafico conforme desejado
ou utilizando a ferramenta “Otimizagdo”. As Figura 113 e 114 ilustram o ponto de minimo do

gréfico de P(c) com a tela aproximada.

Figura 113 — Ponto de minimo do grafico de P(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Figura 114 — Ponto de minimo de P(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



A Figura 115 ilustra o gréafico de P(c) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone.
Observe que 0 ponto de minimo j& esta destacado, o que facilita a verificacdo dos valores das

coordenadas desse ponto.

Figura 115 — Grafico de P(c) plotado no APP para smartphone

= N 3

Fonte: APP GeoGebra para smartphone.

Logo, o perimetro minimo do retangulo de area 100.000 m2 ¢ indicado pela ordenada
do ponto de minimo e esse valor é de aproximadamente 1264,91 metros. Ja o comprimento do
retdngulo é indicado pela abscissa do ponto de minimo e esse valor é de aproximadamente

316,23 metros. Calculando o valor da largura quando ¢ = 316,23 m, obtém-se:

| = 100000 _ 100000 _ 396 3.

c 316,23

Agora, basta verificar a plausibilidade desses valores:

A =cl = 316,232 =~ 100.000 m? = 10 ha.

Portanto, uma aproximacdo das medidas do retangulo de area 10 hectares que
minimizam seu perimetro € obtida quando se tem ¢ = | = 316,23 m, ou seja, o retangulo ideal
para a resolucdo do problema é um quadrado de aresta medindo 316,23 metros
aproximadamente. Lembrando que essa é uma aproximacao dos valores obtidos através do
GeoGebra. Os valores exatos podem ser obtidos utilizando técnicas de derivacdo. A Figura 116

ilustra a solucdo iterativa cadastrada no site do GeoGebra.

Figura 116 — Solugdo iterativa da atividade 3
sso \\ I I ] n;;..m
FIM!

! Comprimento
1 L 316.23

Largura | Perimetro | Area
316.23 | 1264.91 | 100000

W P Fo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



O link https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5 da acesso a essa solugdo, assim como o
cdédigo QR CODE:

Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
medidas do retangulo de area 10 hectares que minimizam seu perimetro.

Em Calculo, considera-se o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma
funcdo derivavel em um ponto como sendo a derivada da funcéo no ponto em questdo. Sejata

reta tangente a um ponto K sobre o grafico de P(c), ilustrado na Figura 117.

Figura 117 — Reta tangente ao grafico de P(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Repare que quando o ponto K coincide com o ponto de minimo, ilustrado na Figura 118,
t é paralela ao eixo X, 0 que significa que seu coeficiente angular é igual a zero. Isso ocorre,
porque no ponto de minimo a fungdo tem uma taxa de varia¢do nula, indicando que a derivada

da funcdo € igual a zero.

Figura 118 — Reta tangente a P(c) no ponto de minimo

e

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.


https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5

100000
C

P(0)=-2(*52) + 2.

Fazendo P’(c) = 0, obtém-se:

Calculando a derivada de P(c) = 2( ) +2c tal que, c € R e ¢ > 0, obtém-se:

—T:O—T:’—ZOOOOO + 2¢2=0=>

P'(c)=0=-2(

100000) +9==C 200000 + 2¢? __ —200000 + 2¢?

C2

c? = 20"2"00 = ¢ = 4+/100000 = +100~v/10 m.

Como o comprimento do retangulo representa uma medida positiva e ndo nula, tem-se
quec=100v10 m.

Logo, o ponto do gréfico de P(c) que possui abscissa igual a 100v/10 m é um ponto

critico. Esse ponto é candidato a ser ponto de minimo de P(c). Para ratificar esse resultado,
realiza-se o teste da 22 derivada, que consiste em calcular P”(100+/10) e verificar seu sinal. Se
P”(100v10) > 0, tem-se um ponto de minimo local em ¢ = 10010 m.

Calculando a segunda derivada de P(c) em relacdo a c, obtém-se:

P(c) = 400'3000.
C
Calculando P”(100v/10), obtém-se:
400.000 _  400.000 _ 4 V10

P”(100+/10) = > 0.

(100vT0)°  10.000.000vVT0  100V10 250

Logo, em ¢ = 100+/10 m tem-se um ponto de minimo local. Como P(c) tende ao infinito
quando c tende a zero ou a valores infinitamente grandes, o ponto de minimo absoluto da fungéo
P(c) para ¢ > 0 ocorre em ¢ = 100+/10 m.

Para determinar o ponto de minimo absoluto de P(c), basta calcular P(lOO\/E). Dai,

obtém-se:
P(100v10) = 2(15o22) + 2(100v10) = 2(*%) +200v/10 = 200v10 + 200v10 =

400v10 m.
Logo, o ponto minimo ocorre em (100v/10,400v10 ).

Calculando a largura do retangulo quando ¢ = 100v10 m, obtém-se:

_ 100000 _ 100000 _
I = = Toolio 100v10 m.

Portanto, as medidas do retangulo ideal que o problema pede é aquele em que | = ¢ =

100v/10 m, ou seja, se trata do quadrado cuja medida da aresta é igual a 100v/10 m.

Verificando o resultado:

(100v10 m)? = 100.000 m2 = 10 ha.



Percebe-se que os resultados obtidos por meio das regras de derivacdo sao precisos. A
estratégia de resolucdo com o0 GeoGebra nos possibilita encontrar valores aproximados. Mesmo
assim, essa abordagem através do software é considerada eficaz, pois, caso se deseje obter
valores ainda mais precisos, é possivel simplesmente ampliar a tela de visualiza¢do do programa
conforme necessario. 1sso permite a obtencdo de medidas do retangulo ainda mais proximas

das que minimizam o perimetro de forma exata.



Anexo L: Atividade 3 aprimorada (questionario com sequéncia didatica)

Atividade 3: Otimiza¢do das dimens6es do terreno retangular de area 10 hectares e com

perimetro minimo

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Em uma fazenda, ha uma area de terreno retangular disponivel para criar
um pasto para os animais. O proprietario deseja que o pasto tenha uma area de 10 hectares
(100.000 m?), mas ele tem um orcamento limitado para construir uma cerca ao redor dessa
regido. Utilizando o software GeoGebra, determine as dimens@es aproximadas do retangulo
gue minimizam seu perimetro, garantindo que a area desejada seja alcancada e que a

quantidade de material necessaria para a constru¢do dessa cerca seja minima.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.

1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situacdo-problema.

2) Crie trés configuracgdes distintas de terrenos cuja area vale 10 ha (100.000 m?). Calcule o
perimetro de cada uma delas.

3) Quantas configuragdes diferentes poderiamos imaginar para esse retangulo de area 10 ha?

4) Uma maneira de resolver a situacdo-problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se ha um possivel ponto de minimo levando em consideragdo o dominio da fungéo
objetivo. Sabendo que a area do retangulo de comprimento c e largura | é de 10 ha = 100.000

m2, determine:




a) O valor algébrico de | em fungéo de ¢ (utilize a formula da area de um retangulo).

b) A equacédo que relaciona o perimetro P do retdngulo em funcédo de c (substitua o valor
algébrico obtido para a largura no item anterior na equacao do perimetro do retangulo).

c) Faz sentido para o problema se ¢ =07 E se ¢ for igual a um numero negativo? Quais sao
os valores possiveis que podem ser atribuidos ao comprimento c?

d) Identifique as varidveis dependente e independente da equagdo do item b.

e) Reescreva a equacdo tal que, a varidvel independente seja a letra x e a variavel

dependente seja a letra y.

5) Configure a janela de visualizacdo do GeoGebra tal que, a escala entre os eixos X e y (nesta
ordem) fique de um para dez (1 : 10). Plote o grafico da funcao objetivo utilizando o software.

O grafico da funcéo objetivo possui ponto de minimo em seu dominio?

6) Se sua resposta anterior foi afirmativa, determine as coordenadas desse ponto. O que elas

representam?

7) Qual é o perimetro minimo do retangulo de area 10 ha?

8) Desenhe a configuracdo ideal do retdngulo de 10 ha cujo perimetro € minimo. Como

podemos classificar esse retangulo?

9) Se o custo por metro linear de uma cerca é de R$ 20,00, calcule o valor minimo necessario
para adquirir a quantidade de cerca suficiente para cercar um terreno retangular com area de 10

hectares, buscando alcancar um perimetro minimo.

Para visualizar o processo de resolucdo de maneira iterativa, vocé pode acessar o link

https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5 ou utilizar o cédigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5

Anexo M: Atividade 4 com questionario para o estudo de caso

Atividade 4: Otimizacdo do custo de producdo de uma lata de 6leo

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Uma industria de 6leo de cozinha deseja fabricar latas cilindricas com
capacidade para conter 1 litro de dleo. Utilizando o software GeoGebra, determine as

dimensdes aproximadas dessa lata que minimizam o custo do metal utilizado em sua produc&o.

Responda as seguintes perguntas com base nas suas experiéncias e conclusdes.

1) Qual € o objetivo desta situacao-problema?

2) Vocé ja tinha utilizado o software GeoGebra? (Sim/N&o)

3) Indique as letras utilizadas para representar cada variavel do problema e o que cada uma
delas representa.

4) Qual é a equacdo que relaciona o raio e a altura da lata cilindrica?

5) Qual a equacdo da funcdo objetivo que relaciona o raio (ou altura) com a area da lata
cilindrica?

6) Qual é o dominio dessa funcdo?

7) Qual foi o dispositivo utilizado para plotar o grafico da funcao objetivo?

8) Vocé apresentou dificuldades para plotar o grafico da funcdo objetivo? Comente.

9) Quais foram as dimensdes aproximadas encontradas para minimizar o custo de producdo da
lata cilindrica?

10) Qual foi a &rea minima encontrada para a lata cilindrica de capacidade 11?

11) Na sua opinido, o uso do GeoGebra facilitou a compreensao do problema e a sua resolucéo?
Comente.

12) Vocé considera que essa atividade foi util para desenvolver suas habilidades matematicas e

sua compreensdo de problemas do mundo real? Comente.




13) Gostaria de fazer mais atividades utilizando o GeoGebra nas aulas de matemaética?

Comente.
14) Algum outro comentario, sugestdo ou observacdo que gostaria de compartilhar sobre a

atividade?



Anexo N: Plano de aula da atividade 4 — Otimizacéo do custo de producéo de uma lata
de 6leo de 1l

Ano de escolaridade: 2° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos: Areas de cilindros, Teorema de Pitagoras e Funcdes
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como ferramenta alternativa as técnicas de derivacdo para
determinar as dimens@es aproximadas de uma lata cilindrica que minimizam seu custo
de producéo;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugdo

de problemas do mundo real e a importancia da otimizagéo na engenharia de produgao.

Recursos necessarios:

Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

a0 GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Inicie a aula explicando aos alunos que eles irdo resolver um problema relacionado a
determinagdo das medidas aproximadas de uma lata cilindrica com capacidade de 1 litro, cujo
objetivo ¢ minimizar a quantidade de metal necessaria para sua fabricagdo. Ao fazer isso, sera
possivel aumentar os lucros da industria, uma vez que o custo de producdo das latas serd
reduzido. Explique o conceito de otimiza¢do e como ele pode ser aplicado para encontrar as

medidas da lata de 6leo que atendem a essa condigao.


http://www.geogebra.org/

Apresentacdo do GeoGebra (10 minutos)

Mostre aos alunos como abrir o software GeoGebra em seus computadores ou
dispositivos e familiarize-os com a interface do programa. Explique as principais ferramentas
e recursos do software que serdo utilizados durante a atividade, como a construgdo de graficos
a partir de uma equacao digitada na barra de entrada e a exibi¢cdo de pontos extremos através
da ferramenta “Ponto — Otimizagdo”. Certifique-se de que os alunos compreendam como

utilizar essas ferramentas para explorar e resolver o problema proposto.

Exploragéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha de papel ou apresente-a na lousa para os alunos:
“Uma industria de oleo de cozinha deseja fabricar latas cilindricas com capacidade para
conter 1 litro de oleo. Utilizando o software GeoGebra, determine as dimensoes aproximadas
dessa lata que minimizam o custo do metal utilizado em sua produgdo.”

Incentive os alunos a explorar o GeoGebra para facilitar a tarefa. Durante a atividade,

circule pela sala, ofereca suporte aos alunos e esclarega diividas conforme necessario.

Discussdo em grupo (10 minutos)

Relna a turma para uma discussdo sobre as solugdes encontradas pelos alunos.
Incentive-os a compartilhar suas estratégias e resultados. Faga perguntas que orientem a
reflexao, como: “Quais foram as dimensdes aproximadas que vocés encontraram? Como vocés
chegaram a esses valores? Caso ndo utilizassem o software como ferramenta auxiliar, a

resolucdo do problema seria possivel?”

Tarefa de casa

Peca aos alunos que reflitam sobre a aplicagdo dos conceitos de otimiza¢do na vida
cotidiana e escrevam um breve texto compartilhando suas descobertas. Eles podem explorar
exemplos de situacdes em que a otimizacao ¢ importante, como a escolha de rotas mais
eficientes, a utilizacdo de recursos de forma sustentavel, a maximizacdo de resultados em
atividades esportivas, entre outros. Incentive-os a apresentar exemplos especificos e explicar

como os conceitos de otimizagao podem ser aplicados nessas situacoes.



Concluséao (10 minutos)

Conclua a aula destacando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa na
resolucdo de problemas matematicos, ressaltando sua contribuicdo na simplificacdo da busca
por medidas aproximadas para o problema em foco. E fundamental salientar que, embora o
software tenha facilitado a resolugdo, as técnicas de derivagdo sdo estratégias algéebricas
essenciais para a determinacdo dos valores exatos das medidas desejadas. O software, ao
viabilizar a obtencdo de valores aproximados, ndo diminui sua relevancia, ja que é possivel
realizar aproximagOes cada vez mais refinadas. Incentive os alunos a explora e utilizar o
GeoGebra em outras atividades matematicas, enfatizando sua versatilidade e capacidade de
auxiliar na compreensdo de diversos conceitos matematicos.

Durante todo o processo, circule pela sala de aula, ofereca suporte aos alunos, faca
perguntas para estimular o pensamento critico e aprofunde as discussdes sobre as estratégias
utilizadas e os resultados obtidos. Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as
necessidades e a disponibilidade de recursos da turma.

No link https://www.geogebra.org/m/zcqgfrjy vocé encontrara a resolucdo do problema

utilizando o software GeoGebra, de modo iterativo e animado. VVocé também pode ter acesso a

essa solucgdo através do codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/zcqgfrjy

Anexo O: Solugdes comentadas da atividade 4

Resolucdo comentada utilizando o0 GeoGebra

Resolver esse desafio de otimizagdo requer o céalculo da &rea minima de um cilindro
com capacidade de 1 litro. A fim de solucionar esse problema de otimizacao, € apresentado o

seguinte roteiro:

i.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restri¢oes;

v.  Plote o gréfico da funcéo objetivo no software;

vi.  Identifique o ponto de minimo e suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensGes aproximadas da lata cilindrica de 1l que minimizam sua &rea;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimensdes da lata cilindrica sdo plausiveis.

Sejamr, h, A e V as respectivas medidas do raio, altura, area total e volume do cilindro

de capacidade 1l. Assim, como o cilindro tem a capacidade de um litro, temos V =1 dm? =

mr’h=h= — Substituindo o valor de h na férmula da area de um cilindro, obtém-se:

A =2ntrh + 22 = 21ir ( #) +2nr2 = % + 2712,

Logo, a equacdo da funcdo objetivo é A(r) = % +2nr2tal que, r € R e r > 0, pois o raio
do cilindro representa uma medida positiva e ndo nula.

Para uma melhor visualizacdo do grafico da funcdo objetivo no software, ajuste a escala

dos eixos x e y nas configuracdes para 1:10. A Figura 119 ilustra onde fazer esse ajuste.

Figura 119 — Configuragdo da janela de visualizagdo da atividade 4

Basico EixoX EixoY Malha
Dimensdes

xMin: -0.3 X Méx:|3
¥ Min: -2 v Max |24
EixoX : EixoY
1 19623121 o'
Eixos
Exibir Eixas [ Nearito

Cor. H Estilo: —— ~

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



O grafico de A(r) = % + 2nr2 tal que, r € R e r > 0 plotado no software GeoGebra esta

ilustrado na Figura 120.

Figura 120 — Grafico de A(r)

s

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Observe que o grafico da funcdo objetivo apresenta um ponto de minimo no seu
dominio. Pode-se obter uma aproximacao precisa desse ponto maximizando o gréafico conforme
desejado ou utilizando a ferramenta “Otimizagdo”. Nas Figuras 121 e 122, é possivel observar

0 ponto de minimo e os valores das suas coordenadas.

Figura 121 — Ponto de minimo de A(r)

minimo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Figura 122 — Ponto de minimo de A(r) com a tela aproximada

minimo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



A Figura 123, ilustra o gréafico de A(r) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone.
Observe que o ponto minimo j& esta destacado com os valores das suas coordenadas, 0 que
facilita a verificacdo.

Figura 123 — Grafico da fungdo objetivo no APP — atividade 4
o1

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Assim, a &rea minima do cilindro de capacidade 1 litro é de aproximadamente 5,54 dm?
e a medida do raio é de aproximadamente 0,54 dm. Calculando o valor da altura h = # parar

= 0,54 dm, obtém-se:

1 1 1 1
Tn? w0547  m(0,54)7 092 1,08 dm.

Verificando o resultado na formula do volume do cilindro:
V =7r*h =~ m(0,54)%(1,08) ~ 0,999 ~ 1 dm3=11.
Portanto, uma aproximagdo das medidas do cilindro de capacidade 1 litro que
minimizam sua area total é quando r =~ 0,54 dm e h =~ 1,08 dm, resultando em uma éarea total

minima de aproximadamente 5,54 dm2. A Figura 124 ilustra a solucdo iterativa desta atividade.
Figura 124 — Solugdo iterativa da atividade 4

FIM!

Raio da lata de o6leo: 0.6dm. |
Altura da lata de 6leo 0.88dm.
Area da lata de dleo 5.6dm?
Volume da lata de dleo 1dm?

y

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

O link https://www.geogebra.org/m/zcqgfrjy da acesso a essa solugdo, assim como o

codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/zcqgfrjy

Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
medidas que minimizam a &rea do cilindro de capacidade 1 I. Em Calculo, considera-se o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcéo derivavel em um ponto, como
sendo a derivada da funcdo no ponto em questdo. Seja t a reta tangente a um ponto B sobre o

gréfico de A(r), ilustrado na Figura 125.

Figura 125 — Reta tangente ao grafico de A(r)

\.

Q

rinima

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Quando o ponto B coincide com o ponto de minimo, a reta tangente t é paralela ao eixo
das abscissas, ilustrado na Figura 126. Isso significa que seu coeficiente angular é igual a zero,
pois no ponto de minimo a funcdo tem uma taxa de variacdo nula, indicando que a derivada da

funcdo é igual a zero.

Figura 126 — Reta tangente a A(r) no ponto de minimo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada de A(r) = % + 2nr2 tal que, r € R e r > 0 em termos de r, obtém-

S€e:



A(r)= —% + 4nr.

Fazendo A’(r) = 0, obtém-se:

3
2 — 2+ 4nr® 2 31 1 \ 4m?
A’(r)=0=——2+47'[r=—2=>0=—2+47‘[r3:>—=r3:>r= — === dm
r r 41T 2T V21 2T

32
Logo, tem-se queem r = 2? dm ocorre um ponto critico do grafico de A(r). Esse ponto

é candidato a ser ponto de minimo local. Para ratificar esse resultado, ¢ realizado o teste da 22
. . 3an an?
derivada, que consiste em calcular A”( ) e verificar seu sinal. Se A”( - ) >0, tem-se um

3an?
2

dm.
T

ponto de minimo local em r =
Calculando a segunda derivada de A(r) em relacdo a r, obtém-se:

A™(r)= =+ 4.

3/—
Calculando A”( - ) obtém-se:
3 2
A”( 2‘;”): AT = o+ 4T = + 4 = 81 + 4 = 121 dm? > 0.
G E
2T

3
 am? . , -
Logo,emr = 2: dm tem-se um ponto de minimo local. Como a area total do cilindro

para valores proximos as extremidades do intervalo r > 0 sdo valores que tendem ao infinito, o

3fam?
2

dm.

ponto de minimo absoluto da funcdo A(r) no intervalo r > 0 ocorre em r =
Para determinar o ponto de minimo absoluto de A(r), basta calcular o valor numérico de

3\/ 4m?
21

. Logo, obtém-se:

A(r) = 2+ 2mrzemr=
T

3
31 3 2
2+2m ,—) 1 1
A Sl ( o) 2+2"(2n) -3 _ 3 (Zn) —
2T 3 1 3 1 3 1 1
2 21 21 n

6713 ( 1 )2 6w  _ 6mN2m _
3(em?z 2w

2T

3V2m dm2.
Calculando h = iz parar = 3\/1 dm, obtém-se:
T 2
et A, () () _
_n<3i2 (n)— 21 3\/_ e omom m
271:

Portanto, as medidas exatas que minimizam a area total do cilindro de capacidade 1 litro

3 3
o \ 4m? \ 4m? , ..
sdor = 2—: dmeh= T’T dm, resultando em uma area minima de 3327 dm2.



Os valores obtidos utilizando o GeoGebra sdo bastante proximos aos valores exatos
obtidos através das técnicas de derivacdo. Caso se deseje obter valores ainda mais precisos

utilizando o software, basta aumentar a precisdo na maximizacao do gréafico.



Anexo P: Atividade 4 aprimorada (questionario com sequéncia didatica)

Atividade 4: Otimizacdo do custo de producdo de uma lata de 6leo

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Considere-se um engenheiro de producéo recém-formado estagiando em
uma renomada industria do setor alimenticio. Um dos principais produtos fabricados por essa
indUstria sdo as latas de 6leo de cozinha. Visando avaliar suas habilidades profissionais e
garantir sua aprovacao no estagio probatorio, o gerente geral propés um desafio intrigante:
calcular as dimensd@es ideais para uma lata cilindrica com capacidade de 1 litro, de modo a
minimizar a quantidade de material utilizado em sua fabricagdo. Utilizando o software
GeoGebra, sua missdo € determinar os valores aproximados das dimensdes (raio e altura do
cilindro) e da area minima dessa lata, buscando otimizar o custo do metal empregado no

processo produtivo.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.

1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situagcdo-problema.

2) Realize a conversdo da unidade de capacidade (litros — |) para a unidade de volume

(decimetros cubicos — dm3).

3) Crie trés configuraces distintas para o formato de latas cilindricas de capacidade 1l e indique

qual delas deve se assemelhar mais & configuracao ideal sugerida pelo problema.

4) Quantas configuracgdes diferentes poderiamos imaginar para essa lata cilindrica?




5) Uma maneira de resolver este problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se hd um possivel ponto de minimo levando em consideracdo o dominio da funcgéo
objetivo. Sabendo que a area lateral do cilindro ¢ igual a area do retangulo de comprimento 27r
e largura h, onde r é o raio e h é a altura desse cilindro, e o volume do cilindro é igual a area de
sua base multiplicada pela sua altura, determine:

a) O valor algébrico de h em funcéo de r.

b) A equacdo que relaciona a area do cilindro de capacidade 11 em funcéo de r.

c) Faz sentido para o problema se r = 0? E se r for igual a um nimero negativo? Quais sao
o0s valores possiveis que podem ser atribuidos a medida do raio r?

d) Identifique as variaveis dependente e independente da equacéo do item b.

e) Reescreva aequacdo do item b tal que, a variavel independente seja a letra x e a variavel

dependente seja a letra y.

6) Plote o grafico da funcdo objetivo utilizando o software GeoGebra. O grafico possui ponto

de minimo parar > 0?

7) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo os valores das coordenadas desse ponto? O

que elas representam?

8) Desenhe a configuracgéo ideal do cilindro de capacidade 11.

9) Qual € a area minima desse cilindro?

10) Com base na implementacédo desta nova configuracdo da lata ideal de capacidade 1 litro, a
indUstria economizard R$ 0,05 por unidade produzida. Calcule o valor total economizado na

producdo de 10 milhdes de latas.

Para visualizar o processo de resolucdo de maneira iterativa, vocé pode acessar o link

https://www.geogebra.org/m/zcqgfrjy ou utilizar o codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/zcqgfrjy

Anexo Q: Atividade 5 com questiondario para o estudo de caso

Atividade 5: Otimizacdo da area de uma regido retangular inscrita em uma elipse

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Durante um conflito militar, surge a necessidade de estabelecer uma base

estratégica em um terreno retangular cercado por uma regido em formato de elipse. A equacao
2
da elipse é dada por x: + y2 = 1. Nesse contexto, determine as dimensdes aproximadas do

retangulo que maximizam a area disponivel, em hectares (1 ha = 10.000 m?), para a alocagdo
de tropas, suprimentos e equipamentos militares. Considere o comprimento do retangulo
paralelo ao eixo das abscissas e da largura paralelo ao eixo das ordenadas. Utilize o software
GeoGebra como uma ferramenta facilitadora.

Responda as seguintes perguntas com base nas suas experiéncias e conclusdes.

1) Qual € o objetivo da situacao-problema?

2) Vocé ja tinha utilizado o software GeoGebra? (Sim/N&o)

3) Indique as letras utilizadas para representar cada variavel do problema e o que cada uma
delas representa.

4) Uma forma de modelar essa situacéo-problema é subdividir o retangulo inscrito na elipse em
quatro retangulos iguais. Em seguida, obter uma equacao que relaciona a equacéo da elipse, o
comprimento e a largura de um dos quatro retangulos menores. Obtenha essa equacao.

5) Qual é a equacdo da funcdo que relaciona o comprimento (ou a largura) de um dos quatro
retangulos que compde o retangulo inscrito com a sua area?

6) Determine a restricdo para a variavel independente, ou seja, 0 dominio da funcéo.

7) Qual foi o dispositivo utilizado para plotar o gréfico da fungdo?

8) Vocé apresentou dificuldades para plotar o grafico da fun¢do? Comente.




9) Quais foram as dimensdes aproximadas encontradas para maximizar a area do retangulo
inscrito na elipse?

10) Qual foi a &rea maxima encontrada para o retangulo inscrito na elipse?

11) Na sua opiniao, o uso do GeoGebra facilitou a compreensao do problema e a sua resolucao?
Comente.

12) Vocé considera que essa atividade foi util para desenvolver suas habilidades matematicas e
sua compreensdo de problemas do mundo real? Comente.

13) Gostaria de fazer mais atividades utilizando o GeoGebra nas aulas de matematica?
Comente.

14) Algum outro comentario, sugestdo ou observacdo que gostaria de compartilhar sobre a

atividade?



Anexo R: Plano de aula da atividade 5 — Otimizacao da &rea de uma regido retangular

inscrita em uma elipse

Ano de escolaridade: 3° ano do Ensino Médio
Pré-requisitos: Area de retangulos, Elipses e Fungdes.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como ferramenta alternativa as técnicas de derivacdo para
determinar as dimens@es aproximadas do retangulo inscrito na elipse que maximizam
sua area;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugdo

de problemas do mundo real e a importancia da otimizacéo nessas situacoes.

Recursos necessarios:

Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso
ao GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;

e Folhas de papel e lapis para anotacgdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Apresente o contexto do problema que é maximizar a area disponivel dentro da base
retangular, garantindo que ela esteja completamente inscrita dentro da elipse. Essa area maxima
permitird alocar mais tropas, equipamentos e recursos na base, aumentando a eficacia e a
capacidade de defesa das forcas militares. E fundamental que a base retangular esteja totalmente
contida dentro da elipse, para evitar exposicao desnecessaria as ameagas € minimizar 0s riscos

de ataques.


http://www.geogebra.org/

Explicagéo tedrica (10 minutos)

2
Revise 0s conceitos de area de um retangulo e elipse. Explique a equacdo da elipse x: +

y2 = 1 e sua relacdo com a regido de risco e combate. Explique 0 conceito de otimizacao.

Apresente um roteiro de resolucdo para auxiliar os alunos nesse processo. Por exemplo:

I.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restricoes;

v.  Plote o gréfico da funcéo objetivo no software;

vi.  Identifique o ponto de maximo e os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensdes aproximadas do retangulo de &rea maxima;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimensdes do retangulo sdo plausiveis.

Comente sobre a importancia da derivacdo para o calculo exato das medidas do
retangulo inscrito. Explique que, ao utilizar o GeoGebra, realiza-se uma estimativa, obtendo
valores aproximados, sem a necessidade de realizar calculos complexos. Os resultados obtidos
através do software serdo bastante proximos dos valores exatos.

Demonstre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e como ele pode ser uma
ferramenta de apoio para encontrar a area e as medidas aproximadas do retdngulo que atendem
as condigdes do problema. Familiarize-os com a interface do software, explicando as principais
ferramentas e recursos que serdo utilizados durante a atividade, tais como a plotagem do grafico
da funcéo objetivo, a criacdo de elipses e a identificacdo do ponto extremo no grafico da funcéo
objetivo. Assegure-se de que os alunos compreendam como utilizar essas ferramentas para

explorar e resolver o problema proposto.
Exploracéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha de papel ou apresente-a na lousa para os alunos:
“Durante um conflito militar, surge a necessidade de estabelecer uma base estratégica em um

terreno retangular cercado por uma regido em formato de elipse. A equacgao da elipse é dada

2
por x: + y2 = 1. Nesse contexto, determine as dimensfes aproximadas do retangulo que



maximizam a area disponivel, em hectares (1 ha = 10.000 m?), para a alocacao de tropas,
suprimentos e equipamentos militares. Considere o comprimento do retangulo paralelo ao eixo
das abscissas e da largura paralelo ao eixo das ordenadas. Utilize o software GeoGebra como
uma ferramenta facilitadora.”

Oriente os alunos a modelar o problema proposto e a obter a equacao da fungéo objetivo.
Em seguida, peca-lhes para plotar o grafico da funcdo no GeoGebra, identificando o ponto de
méaximo e verificando os valores de suas coordenadas para que possam determinar, a partir dai,
os valores aproximados do retangulo desejado. Durante a atividade, circule pela sala, ofereca

suporte aos alunos e esclareca duvidas conforme necessario.

Discussdo em grupo (10 minutos)

Reuna a turma para uma discussao sobre as solug¢fes encontradas por eles. Incentive-0s
a compartilhar suas estratégias e resultados. Faca perguntas que orientem a reflexdo, como:
“Quais foram as dimens@es aproximadas que vocés encontraram? Como vocés chegaram a

esses valores?”

Atividade de casa (opcional)

Proponha aos alunos a resolucdo de outros problemas de otimizacdo envolvendo
retangulos inscritos em diferentes formas geométricas utilizando o GeoGebra. 1sso permitird
que eles apliqguem os conceitos aprendidos de forma pratica e expandam sua compreensao sobre

otimizacdo e a modelagem matematica. Por exemplo:

Situacdo-problema: Imagine que vocé seja um engenheiro encarregado do projeto de
uma placa de circuito impresso (PCI) que precisa ter uma area maxima dentro de um espaco
limitado. O objetivo é criar uma placa retangular com a maior area possivel, porém,
respeitando a restri¢cdo de estar totalmente inscrita em um circulo de didmetro 10 centimetros.
Nesse contexto, determine as dimensdes aproximadas desse retangulo que maximizam sua
area, levando em consideracéo a condicéo de estar totalmente inscrito no circulo de diametro
10 centimetros. Utilize o software GeoGebra para auxilia-lo nessa tarefa. Sugestao: Considere

0 centro da circunferéncia como o ponto (0,0), resultando na equagédo x2 + y2 = 25.



O objetivo é otimizar as dimens@es do retdngulo para que sua area seja a maior possivel,
mas respeitando a restricdo de estar completamente contido no circulo. Isso é importante porque
uma maior area da PCI permite mais espaco para a colocacdo de componentes eletrénicos e

trilhas condutoras, melhorando a eficiéncia e o desempenho do circuito.

Avaliacao

Realize perguntas individualmente ou em grupo para verificar acompreensdo dos alunos
sobre o conceito de otimizacdo e a aplicacdo da matematica nesse contexto. Avalie a capacidade
deles em interpretar e comunicar os resultados obtidos, utilizando corretamente as unidades de

medida (hectares e metro quadrado) e fazendo relages com o contexto.

Concluséao (10 minutos)

Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
para a resolucdo de problemas matematicos, destacando como ele facilitou a tarefa de
determinar as medidas aproximadas do retangulo maximo. Explique que o software substituiu
os calculos complexos decorrentes das técnicas de derivacdo, proporcionando uma
aproximacdo tdo boa quanto desejada por meio de uma simples visualizacdo no gréfico da
funcdo objetivo. Saliente que, embora 0 GeoGebra forneca respostas aproximadas, as técnicas
de derivacdo do Calculo sdo essenciais para obter os valores exatos das medidas procuradas.

Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as necessidades e a
disponibilidade de recursos da turma. No link https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt vocé

encontrard a resolucdo iterativa desse problema utilizando o software GeoGebra. Essa solugédo

também pode ser acessada através do codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt

Anexo S: Solugbes comentadas da atividade 5

Resolucdo comentada utilizando o0 GeoGebra

Ao analisar cuidadosamente o enunciado, sdo extraidos as informacdes e 0 objetivo da
questdo, que consiste em determinar as medidas aproximadas do retangulo inscrito na elipse de

equacéo xzz +y2 =1, de forma a maximizar sua area. Nesse contexto, & importante considerar
que a area esta sendo medida em hectares (ha), sendo que 1 hectare equivale a 10.000 m2, A
Figura 127, ilustra o grafico da elipse de equacéo x:z +y2=1. Pela equacdo e o gréafico da elipse,
percebe-seque—2<x<2e—-1<y<l.

Figura 127 — Grafico da elipse

S 1

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

E importante destacar que o comprimento do retangulo inscrito é paralelo ao eixo das
abscissas, enquanto a largura é paralela ao eixo das ordenadas, de acordo com a hipdtese
estabelecida. O retangulo inscrito na elipse e pode ser subdividido em quatro retangulos iguais,
de comprimento c e largura I. Essa configuracdo esta ilustrada na Figura 128.

Figura 128 — Subdivisdo do retangulo inscrito na elipse

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Modelando o problema, pode-se estabelecer a relagdo A = 4cl, onde A é a area do
retdngulo inscrito na elipse. Substituindo as coordenadas do ponto P = (c, I) na equagédo da
elipse, considerando as restricdes para X e ao fato de que | e ¢ representam medidas positivas e

nao nulas, obtém-se:



c? c? c? 4 —c? va-c?
:+I2:1:>I2:1—::>I:i 1—:21 > =)= > ,com0<c<2, lembrando

que c e | ndo podem ser iguais a zero.

Substituindo o valor algébrico de | na equacdo A = 4cl, obtém-se:
A@) = 4e(H22) = 2¢ (V2= &),

A Figura 129, ilustra o grafico de A(c), com a restricdo de 0 < ¢ < 2, plotado no
GeoGebra.

Figura 129 — Grafico de A(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

O gréafico de A(c) apresenta um ponto de maximo. Pode-se obter uma aproximacao
precisa desse ponto maximizando o gréafico conforme desejado. A Figura 130 ilustra essa
situacao.

Figura 130 — Ponto de maximo de A(c) com a tela aproximada

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 131, apresenta o grafico de A(c) plotado no aplicativo GeoGebra para
smartphones. Observe que 0 ponto de maximo ja estd destacado com os valores das suas

coordenadas, o que facilita a verificagéo.



Figura 131 — Gréfico de A(c) no APP GeoGebra para smartphones

= |

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Assim, a area maxima da regido retangular é de aproximadamente 4 hectares, 0 que
equivale a 40.000 m2. O valor correspondente de ¢ é de aproximadamente 1,4142 hm. Logo, 0

retdngulo de area maxima possui o valor do comprimento igual a 2c = 2(1,4142) = 2,8284 hm

e da largura igual a 2| = 2< /1 - %) = 2( 1- 1’41422> =1,4142 hm.

Convertendo as medidas mencionadas para metros, € necessario multiplica-las por 100.

Assim, os valores respectivos do comprimento e da largura do retangulo inscrito na elipse séo
aproximadamente 282,84 m e 141,42 m.

Verificando o resultado: 282,84 x 141,42 = 39.999,2328 m?, que é uma aproximacao de
40.000 m?, correspondendo a 4 hectares.

Portanto, as dimensdes do retangulo inscrito na elipse que maximizam sua area sdo de
aproximadamente 282,84 m de comprimento e 141,42 m de largura, resultando em uma area
aproximada de 39.999,2328 m2. Esse valor pode ser arredondado para cerca de 40.000 m?,
equivalente a 4 hectares.

No link https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt vocé encontrara a resolucdo iterativa

desse problema utilizando o software GeoGebra, ilustrado na Figura 132.

Figura 132 — Resolucao iterativa da atividade 5 utilizando o GeoGebra

Passo = 15
.

FIM!

Comprimento do retingulo inscrito na alipse: 262.84m
Largura do ratangulo inscrito na elipse: 141.42m

Area do retangulo inscrito na elipse: 40000m*

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.


https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt

Para acessar essa solugdo utilizando o seu smartphone, utilize o cédigo QR CODE:

Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
2
medidas que maximizam a area do retangulo inscrito na elipse de equacao x: +y2=1 Em

Célculo, a derivada da funcdo em um ponto, se existe, pode ser definida como o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico da funcdo nesse ponto. Seja t a reta tangente a um ponto P
sobre o grafico de A(c), ilustrado na Figura 133.

Figura 133 — Reta tangente ao grafico de A(c)

/

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Quando o ponto P coincide com o ponto de maximo, a reta tangente t é paralela ao eixo
das abscissas, ou seja, é horizontal. Isso significa que seu coeficiente angular ¢ igual a zero,
pois no ponto de minimo a fungdo tem uma taxa de variagdo nula, indicando que a derivada da

funcdo € igual a zero. Essa situacao esta ilustrada na Figura 134.

Figura 134 — Reta tangente ao grafico de A(c) no ponto de maximo

Maximo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



Calculando a derivada de A(c) = 2¢ (\/4 — cz) em termos de c, obtém-se:

A’(c)=2 (\/4 - CZ) + 2c<2ﬁ> (—2¢)=2 (\/rcz) _ \/ji_zcz _ 2(4\-/%%2.

Logo, fazendo A’(c) = 0, obtém-se:

2(4—c?) — 2c?

Ae)=0=""

50=2(4—-c*) — 2c=8-2c*-2c*=8—-4C>4c*=8=>*=

§=2=>c=i\/§hm.

Como 0 < ¢ < 2, entdo ¢ = /2 hm. Dai, tem-se um ponto critico em ¢ = 2 hm. Além

disso, esse ponto é candidato a ser ponto de maximo local. Para ratificar esse resultado, é
realizado o teste da 2% derivada, que consiste em calcular A”(v/2) e verificar seu sinal. Se

A”(V/2) <0, tem-se um ponto de méaximo local em ¢ = v2 hm.

Calculando a segunda derivada de A(c) em relacéo a c, obtém-se:

- 8c(Va-c2) —<(8—4c)( 2%)) - 8c (\/4—(;2)_<(8—4c)(ﬂ‘_C z)) - 8¢ (4 = c2) + (8¢ - 4¢?)

L3 _ \/4——C2
A(C)_ (/—4—C2)2 - 4 —c? 4-c?
_—8c(4-c?)+(8c—4c®
4-cHfa-c? '

Calculando A”(\/E), obtém-se:

v _—8/2(4-2)+(8V2-8) _ -16V2+8V2-8 _ —-8/2-8 _ —32-16V2
A (\/E)_ (4-2a -2 - 2V2 2V2 8 <0.

Logo, em ¢ =+/2 hm, tem-se um ponto de maximo local. Como a area do retangulo para
valores proximos as extremidades do intervalo 0 < ¢ < 2 sdo proximos de zero, o ponto de
maximo absoluto da funcdo A(c) no intervalo 0 < ¢ < 2 serdem ¢ = v2 hm.

Para determinar o ponto de maximo absoluto de A(c), basta calcular o valor numérico
de Ac) = 2c (JTCZ) em ¢ = /2 hm. Logo, obtém-se:

A(V2)=2v2(V4=2) = 2V2V2 = 4ha.

Calculando o valor da largura do retangulo em ¢ = +/2 hm, obtém-se:

—W—Ehm

2 2

Portanto, o retangulo de area méxima tem o comprimento 2¢ = 2v/2 hm e a largura 21 =

2 ~ - P A
2% = v/2 hm. Fazendo a conversdo dessas medidas para metros, obtém-se um retangulo de

comprimento igual a 200v/2 m e largura igual a 100v/2 m. Verificando o resultado:

200+/2 x 100v/2 = 40.000 m? = 4 ha.



Observe que 2002 =~ 282.842712... e 100v/2 =~ 141.421356... s&o valores bastante
préximos aos quais obtidos com a utilizacdo do GeoGebra. Caso se deseje valores ainda mais
préximos dos valores exatos, seria necessario aumentar ainda mais a precisdo na maximizacao

do grafico no software.



Anexo T — Atividade 5 aprimorada (questionario com sequéncia didatica)

Atividade 5: Otimizacdo da area de uma regido retangular inscrita em uma elipse

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Durante um conflito militar, surge a necessidade de estabelecer uma base

estratégica em um terreno retangular cercado por uma regido em formato de elipse. A equacao
2
da elipse é dada por x: + y2 = 1. Nesse contexto, determine as dimensdes aproximadas do

retangulo que maximizam a area disponivel, em hectares (1 ha = 10.000 m?), para a alocagdo
de tropas, suprimentos e equipamentos militares. Considere o comprimento do retangulo
paralelo ao eixo das abscissas e da largura paralela ao eixo das ordenadas. Utilize o software
GeoGebra como uma ferramenta facilitadora.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.
1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situagcdo-problema.

2) Crie trés configuracgdes distintas para o formato do retangulo inscrito na elipse e indique, na

sua opinido, qual delas deve se assemelhar mais a configuracao ideal sugerida pelo problema.
3) Quantas configuragdes diferentes poderiamos imaginar para o retangulo inscrito?

4) Uma maneira de resolver a situacdo-problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se ha um possivel ponto de méximo levando em consideracdo o dominio da fungéo

objetivo. Com base na figura abaixo que ilustra o retdngulo inscrito na elipse de equacdo dada

2
por XZ +y2 =1, determine o que se pede nos itens a seguir:




a) A equacdo da Area do retangulo inscrito na elipse em funcio das medidas c e |.

b) Substitua as coordenadas do ponto P = (c,l) na equacéo da elipse e para obter o valor
algébrico de | em funcéo de c.

c) Substitua o valor algébrico de 1 na equagdo do item “a” para obter a equacdo que
determina a area do retangulo inscrito na elipse em fun¢éo da medida c.

d) Faz sentido para o problema se ¢ = 0 ou ¢ >2? E se ¢ for igual a um nimero negativo?
Entdo, quais sdo os valores possiveis que podem ser atribuidos a medida c?

e) Identifique as variaveis dependente e independente da equacgéo do item “c”.

f) Reescreva a equacdo tal que, a varidvel independente seja a letra x e a variavel
dependente seja a letra y.

5) Plote o gréafico da funcdo objetivo utilizando o software GeoGebra. O grafico possui ponto

de méximo em seu dominio?

6) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo os valores das coordenadas desse ponto? O

que elas representam?

7) Desenhe a configuracgéo ideal do retangulo inscrito na elipse.

8) Qual é a area maxima do retangulo inscrito na elipse?

Para visualizar o processo de resolucdo de maneira iterativa, vocé pode acessar o link

https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt ou utilizar o codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt

Anexo U: Atividade 6 com questionario para o estudo de caso

Atividade 6: Otimizagéo do volume de um cilindro inscrito em uma esfera

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Vocé é um engenheiro responsavel pelo projeto de uma embalagem
especial para um novo brinquedo. A embalagem deve ter a forma de um cilindro reto que sera
inscrito em uma esfera de plastico transparente com centro O e raio R = 10 cm. Utilizando o
software GeoGebra, determine as dimensdes aproximadas desse cilindro para maximizar seu

volume.

Responda as seguintes perguntas com base nas suas experiéncias e conclusoes.

1) Qual é o objetivo desta situacdo-problema?

2) Vocé ja tinha utilizado o software GeoGebra? (Sim/N&o)

3) Indique as letras utilizadas para representar cada variavel do problema e o que cada uma
delas representa.

4) Qual é a equacao que relaciona o raio da esfera com o raio da base e a altura do cilindro
inscrito?

5) Determine a equagdo da funcdo objetivo que relaciona o volume do cilindro inscrito em
funcdo da medida do seu raio?

6) Qual é a restricdo encontrada para a variavel independente, ou seja, qual € o dominio da
funcéo objetivo?

7) Qual foi o dispositivo utilizado para plotar o grafico da fungédo?

8) Vocé apresentou dificuldades para plotar o grafico da funcdo? Comente.

9) Quais foram as dimensdes aproximadas encontradas para o cilindro inscrito que maximiza
seu volume?

10) Qual é o volume maximo desse cilindro?




11) Na sua opinido, o uso do GeoGebra facilitou a compreensao do problema e a sua resolucao?
Comente.

12) Vocé considera que esta atividade foi Util para desenvolver suas habilidades matematicas e
sua compreensdo de problemas do mundo real? Comente.

13) Vocé gostaria de fazer mais atividades utilizando o GeoGebra nas aulas de matematica?
Comente.

14) Algum outro comentario, sugestdo ou observacdo que gostaria de compartilhar sobre a

atividade?



Anexo V: Plano de aula da atividade 6 — Otimizac¢éo do volume de um cilindro inscrito

em uma esfera

Ano de escolaridade: 2° e 3° ano do Ensino Médio
Pré-requisitos: Volume de Cilindros, Esferas e Fungoes.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como ferramenta alternativa as técnicas de derivacdo para
determinar as dimens@es aproximadas do cilindro inscrito na esfera de raio 10 cm com
0 intuito de maximizar seu volume;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugdo

de problemas do mundo real e a importancia da otimizagdo nas engenharias.

Recursos necessarios:

Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

a0 GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotacgdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Apresente aos alunos a situacdo-problema: “Vocé é um engenheiro responsavel pelo
projeto de uma embalagem especial para um novo brinquedo. A embalagem deve ter a forma
de um cilindro reto que sera inscrito em uma esfera de plastico transparente com centro O e
raio R = 10 cm. Utilizando o software GeoGebra, determine as dimensdes aproximadas desse

)

cilindro para maximizar seu volume.’


http://www.geogebra.org/

A estratégia sugerida nesta atividade consiste em modelar a situacdo-problema
encontrando a equagéo que relaciona o volume do cilindro inscrito com o seu raio. Em seguida,
utilizando o software GeoGebra, plotar o grafico da funcéo objetivo, levando em consideracao
as restricdes do problema. Dessa forma, sera possivel visualizar o ponto de maximo no grafico,
identificando os valores de suas coordenadas. Em seguida, basta verificar se as dimensoes
encontradas s&o viaveis para a embalagem. E importante lembrar aos alunos que o volume de
um cilindro ¢ calculado pela formula V = nir*h, onde V representa o volume, r o raio da base e

h a altura do cilindro. A figura 135, ilustra o cilindro inscrito na esfera.

Figura 135 — Cilindro Inscrito na esfera

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Explique o conceito de otimizacdo para os alunos e apresente um roteiro para auxilia-

los na resolucdo. Por exemplo:

i.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restricoes;

v. Plote o grafico da funcéo objetivo no software;

vi.  ldentifique o ponto de maximo e os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensdes aproximadas do cilindro de volume maximo;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimensdes do cilindro sdo plausiveis.

Modelagem do problema (30 minutos)

Auxilie os alunos a encontrar uma expressdo algébrica para a altura do cilindro em
funcdo do seu raio. Explique que a altura do cilindro ndo é uma varidvel independente, pois é

determinada pela medida do raio do cilindro e pela medida do raio da esfera, que nesse caso, é



igual a 10 cm. Ajude os alunos a identificar as varidveis envolvidas e a construir a equacéo do

volume do cilindro em funcdo da medida do seu raio.

Utilizando o GeoGebra (20 minutos)

Apresente para os alunos como utilizar o software GeoGebra demonstrando as
ferramentas que serdo utilizadas nesta atividade. Auxilie-os na configuracdo dos eixos x e y,
pois facilitara a visualizacdo do grafico da funcéo objetivo. Uma maneira de fazer esses ajustes

¢ alterando os valores dos eixos da seguinte forma: “Eixo x: Eixo y, 1:100”.

Identificacdo do ponto de méaximo (10 minutos)

Explique aos alunos que o objetivo é encontrar no grafico o ponto maximo da funcéo
objetivo e verificar os valores aproximados das coordenadas nesse ponto. Ensine-os a
aproximar a tela e a utilizar a ferramenta “Otimizagdo” para visualizar melhor o ponto de

maximo e os valores das suas coordenadas.

Anélise dos resultados (20 minutos)

Peca aos alunos para analisar o grafico e identificar as coordenadas r e V(r) do ponto de
maximo. Explique que o proximo passo é determinar a altura do cilindro com base no valor
obtido para seu raio. Solicite que registrem as dimensdes do cilindro que maximizam seu
volume. Estimule os alunos a discutir as conclusdes obtidas com a atividade e a explicar suas

observacdes.

Avaliacao

Realize perguntas individualmente ou em grupo para verificar acompreensédo dos alunos
sobre o conceito de otimizacéo e a aplicacdo da matematica nesse contexto. Avalie a capacidade
deles em interpretar e comunicar corretamente os resultados obtidos, incluindo o uso adequado
das unidades de medida. Encoraje-0s a explicar seus raciocinios e a se expressar de forma clara
e precisa. Ofereca feedback construtivo para ajudd-los a aprimorar sua compreensdao do

conceito de otimizacdo e sua habilidade em comunicar os resultados matemaéticos de forma



adequada. Lembre-se de que a variedade de respostas e abordagens € enriquecedora, portanto,

valorize as contribui¢@es individuais e promova a troca de ideias entre os alunos.

Encerramento (10 minutos)

Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
para a resolucdo de problemas matematicos, destacando como o software facilitou a tarefa de
determinar as medidas aproximadas do cilindro de volume maximo. Explique que 0 GeoGebra
substituiu os célculos complexos decorrentes das técnicas de derivacéo, proporcionando uma
aproximacdo tdo boa quanto desejada por meio de uma simples visualizagdo no gréafico da
funcdo objetivo. Saliente que, embora o software forneca respostas aproximadas, é fundamental
mencionar que as técnicas de derivacdo do Calculo sdo essenciais para obter os valores exatos
das medidas do cilindro procurado. Incentive os alunos a explorar e utilizar o software em outras
atividades matematicas, enfatizando sua versatilidade e capacidade de auxiliar na compreensao
de diversos conceitos matematicos. Reforce a importancia da otimizacéo nas engenharias e em
outras areas de estudo. Peca-os que compartilhem suas conclusdes entre eles. Responda a
possiveis davidas e encerre a aula.

Durante todo o processo, circule pela sala de aula, ofereca suporte aos alunos, faca
perguntas para estimular o pensamento critico e aprofunde as discussfes sobre as estratégias
utilizadas e os resultados obtidos. Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as
necessidades e a disponibilidade de recursos da turma.

No link https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg vocé encontrara a resolucdo iterativa

desse problema utilizando o software. L& estdo disponiveis animacdes e controles deslizantes
que ajudam a visualizar as varias formas que o cilindro inscrito pode assumir, até chegar no

cilindro de dimensdes 6timas. Se preferir, utilize o cédigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg

Anexo W: Solugdes comentadas da atividade 6

Resolucdo comentada utilizando o0 GeoGebra

Considere a esfera e, de centro em O e raio R = 10 cm. O objetivo é encontrar as
dimensGes aproximadas do cilindro c, ou seja, os valores do raio r e da altura h do cilindro

inscrito na esfera e, que maximiza seu volume V. O problema € ilustrado na Figura 136.

Figura 136 — Cilindro Inscrito na esfera

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Como o cilindro est4 inscrito na esfera e e 0 objetivo € maximizar seu volume, é
importante observar que o raio r da base do cilindro ndo pode ser igual ao raio R da esfera. Caso
contrério, a altura h do cilindro seria nula, resultando em um volume nulo. Além disso, a medida
do raio do cilindro ndo pode ser maior que a medida do raio da esfera, uma vez que o cilindro
esta inscrito na esfera. Portanto, considerando essas restri¢des, tem-se que 0 <r < 10.

Utilizando o teorema de Pitagoras, pode-se estabelecer a seguinte relacdo entre as
medidas r, he R:

_ h\? _ h2 _h? N _ _ _
R2—r2+(5) =102=12+ =100 — 2= "= 4(100 — r?) =h? = h =+ /4(100 — 12) =

+24/100 — 72,

Como h >0, tem-se que h = Zm, que esta definido em 0 <r < 10. Substituindo
o valor algebrico de h na férmula do volume do cilindro, obtém-se:
V(r) = nr*h = nrz(Zm ) = 2mrV/100 — 72,
Calibre os eixos coordenados na janela de visualizagcdo do GeoGebra para uma melhor
visualizag¢ao do grafico de V(r). Uma maneira de se fazer isso ¢ ajustando a escala que relaciona
0s eixos X € y na janela de visualizacdo. A Figura 137 ilustra onde fazer essas mudancas e os

valores sugeridos.



Figura 137 — Configuracao da janela de visualizacdo (atividade 6)

Basico EixoX EixoY Malha

Dimensdes
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1 100 o
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Plote o gréfico de V(r) = 2nr’v100 — r2 no GeoGebra tal que, 0 <r<10er € R. Ao

inserir a equacdo da funcdo objetivo na barra de entrada do programa, obtém-se o gréfico de
V(r), ilustrado na Figura 138.

Figura 138 — Grafico de V(1)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

O grafico apresenta um ponto de maximo. Pode-se obter uma aproximacéo precisa das

coordenadas desse ponto maximizando o grafico conforme desejado. Esse fato € ilustrado nas
Figuras 139 e 140:

Figura 139 — Ponto de maximo de V(r)
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500

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.



Figura 140 — Ponto de maximo de V(r) com a tela ampliada

hizdim

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A figura 141 ilustra o gréafico de V(r) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone.
Observe que o ponto de maximo ja esta destacado com os valores das suas coordenadas, o que

facilita a verificacdo.

Figura 141 — Grafico da fungio objetivo plotado no APP — atividade 6
\

gy ® o

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Assim, os valores aproximados do raio e do volume do cilindro inscrito séo:
r=382165cmeV =~ 2.418,399 cm?

Agora, basta calcular a altura h correspondente a r = 8,165 cm:

h=2y100 — r2 = 2,/100 — (8,165)2 ~ 2100 — 66,6672 =~ 2/33,3328 =~ 2(5,773) ~
11,547 cm.
Verificando o resultado:
V(r) =nr*h = V(8,165) = n(8,165)2(11,547) = 2.418,418 =~ 2.418,399 cm3.

Portanto, para que o volume do cilindro inscrito na circunferéncia de raio 10 cm seja
maximo, o raio e a altura do cilindro devem medir aproximadamente 8,165 cm e 11,547 cm,
respectivamente. O volume maximo correspondente é de aproximadamente 2.418,399 cm3,

E importante ressaltar que esses valores foram obtidos utilizando o software GeoGebra,
o0 qual oferece uma abordagem acessivel para alunos do Ensino Basico, substituindo as técnicas
de diferenciacdo comumente utilizadas nos cursos de Célculo universitarios. As solugdes
obtidas por meio das técnicas de diferenciacdo fornecem valores exatos, enquanto as solucées



obtidas pelo software s&o aproximacdes. No entanto, esse fato ndo inviabiliza as respostas
obtidas pelo software, uma vez que é possivel se fazer aproximagdes ainda mais ajustadas ao
valor real, utilizando o GeoGebra.

No link https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg vocé encontrara a resolucdo desse

problema utilizando o software, ilustrado na Figura 142. L& estdo disponiveis animacGes e
controles deslizantes que ajudam a visualizar as vérias formas que o cilindro inscrito pode

assumir, até chegar no cilindro de dimensées 6timas.

Figura 142 — Solugdo iterativa da atividade 6

» Junels de Visuslzagio X [» Janels de Visushzagdo 30

FIM!

Raio do cilindro inscrito: 8.17cm

Altura do cilindro inscrito: 11.54cm

Velume de cilindro inscrito: 2418.4cm?

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Se preferir, utilize o cédigo QR CODE:

Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacédo

A seqguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
medidas que maximizam o volume do cilindro inscrito na esfera de raio 10 cm. Em Calculo, a
derivada da fungdo em um ponto, se existe, pode ser definida como o coeficiente angular da
reta tangente ao grafico da funcéo nesse ponto. Seja t a reta tangente a um ponto K sobre o

gréfico de V(r), ilustrado na Figura 143:


https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg

Figura 143 — Reta tangente ao grafico de V(r)

i : \‘M

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada da fungdo V(r) = 2nr>v100 — r2 obtida anteriormente, obtém-

Se:

V(1) = 4arv100 — 2 + 2 4100 — 72 — 22 com,0<r<10ereR.

ZW) B J100-72

Quando o ponto K coincide com o ponto de maximo, a reta tangente fica paralela ao
eixo das abscissas, 0 que significa que seu coeficiente angular anula. Isso ocorre, pois no ponto
de méximo a funcdo tem uma taxa de variacao nula, indicando que a derivada da funcao nesse

ponto é igual a zero. A Figura 144 ilustra essa situacéo.

Figura 144 — Reta tangente a V(r) no ponto de maximo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Igualando V'(r) a zero, obtém-se:

0=47rV100 — 72 — 22 = 27— 4m/T00 — 12 = 2nr° = 4zr (100 — 12),

J100-rz2  J100-r

Dividindo ambos os membros da igualdade acima por 2xr, obtém-se:
2=2(100 — 1) =200 — 22 => 32 =200 > P =22 > r =% /2" cm.
Consideramos apenas a raiz positiva, tem-se um ponto critico no grafico de V(r) em

200 P . J .
/T que é o candidato a ser ponto de maximo local. Para ratificar esse resultado, faz-se o teste



da 2% derivada, que consiste em calcular V”( f%) e verificar seu sinal. Se V”( /22 ) <0, tem-

- 200
se um ponto de maximo local em r = ’T cm.

Calculando a segunda derivada de V(r) em relacédo a r, obtém-se:

(400m - 181Tr2)(\/100 - rz) — (400mr — 6nr3)('—”)

Vi(r) = —_ ) e =
(400m - 18mr")(v/100 - 2+ %
100 — 72 :
Calculando V”< \/? > obtém-se:
3) - on(%%)

400n - 1811(200))( 100 — &> + soon(5

3 3 200
JIOO—T V” 200 -
100 - 22 3
3
0 )
100

800001‘[ 800001T

i 100 ( SOOHLO—\/—"'O :>V”<\/§> = (—800m )(10\/—) (100) =

3 3

H

(400m — 1200Tt)<

— 800T (Y—i) = — 80V3m<O0.

Logo, emr = \@ cm tem-se um ponto de méximo local. Como o volume do cilindro
para valores proximos as extremidades do intervalo 0 < r < 10 séo proximos de zero, 0 ponto
de méximo absoluto da funcdo V(r) no intervalo 0 <r < 10 ocorreemr = \/? cm.

Para determinar o ponto de maximo absoluto de V(r), basta calcular o valor numérico

de V(r) =2nr>v100 — r? emr= ’% cm. Logo, obtém-se:

2 2
V( 200> — 275( 200) 100 — < 200) _ 27'5(200) ,100 _ 200 _ 400t ’100 _ 40001‘[\/E _
3 3 3 3 3 3 3 3 3

4000 _ 4000TV3 c
33 9

Em outras palavras, o cilindro de volume méaximo inscrito na esfera de raio 10 cm possui

m3

4000TV3
9

uma capacidade de ml.

, 200 .
Calculando a altura h correspondente a r = = cm, obtém-se:



2
h=2/100—r2=2 100 — | |2 =2 [100 20— [100_20_2003
3 3 3 3 3

Para verificar as respostas, basta substituir os valores obtidos na formula do volume do

cilindro:

2

200\ (20V3) _ 4000mV3 3
3 3 ) cm.

V()=nrth=n 5

Portanto, para que o cilindro inscrito na circunferéncia de raio 10 cm seja maximo, as

20V3

. . . e ~ . ’200
medidas aproximadas do raio e da altura desse cilindro sdo, respectivamente, — cme —

‘s , 4 4000mV3
cm. O volume maximo correspondente ¢ de ———— cm?.

Os valores obtidos por meio do GeoGebra sdo bastante proximos a esses valores. No
entanto, caso se deseje obter valores ainda mais proximos dos resultados exatos, bastaria

aproximar ainda mais o grafico da funcdo objetivo na janela de visualizagdo do software.



Anexo X: Atividade 6 aprimorada (questionario com sequéncia didatica)

Atividade 6: Otimizagéo do volume de um cilindro inscrito em uma esfera

Instituicéo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Vocé é um engenheiro responsavel pelo projeto de uma embalagem
especial para um novo brinquedo. A embalagem deve ter a forma de um cilindro reto que sera
inscrito em uma esfera de plastico transparente com centro O e raio R = 10 cm. Utilizando o
software GeoGebra, determine as dimensfes aproximadas desse cilindro que maximizam seu

volume.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.

1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situagdo-problema.

2) Crie trés configuracoes distintas para o formato do cilindro inscrito na esfera e indique qual

delas, na sua opinido, se assemelha mais a configuracdo ideal sugerida pelo problema.

3) Quantas configuracdes diferentes poderiamos imaginar para um cilindro inscrito na esfera

de raio 10 cm?

4) Uma maneira de resolver a situagdo-problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se h4 um possivel ponto de maximo, levando em consideracdo o dominio da fungéo

objetivo. Com base na figura abaixo determine o que se pede nos itens a seguir:




f)

k=

O valor algébrico de h em fungéo de r.

A equacdo que determina o volume do cilindro inscrito em funcdo de r e h.

Substitua o valor algébrico de h na equacdo do item “a” para obter a equagdo que
determina o volume do cilindro inscrito na esfera em funcéo da medidarr.

Faz sentido para o problema se r = 0 ou r = 10? E se r for igual a um nimero negativo
ou maior que 10? Quais sdo o0s valores possiveis que podem ser atribuidos a medida do
raio r?

Identifique as variaveis dependente e independente da equagao do item “c”.

Reescreva a equacdo tal que a variavel independente seja a letra x e a variavel

dependente seja a letra y.

5) Plote o gréafico da funcdo objetivo utilizando o software GeoGebra. O grafico possui ponto

de méximo em seu dominio?

6) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo as coordenadas desse ponto? O que elas

representam?

7) Desenhe a configuragéo ideal do cilindro inscrito na esfera de raio 10 cm.

8) Qual é o volume méaximo desse cilindro?

No link https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg vocé encontrara a resolucdo desse

problema utilizando o software. L& estdo disponiveis animacdes e controles deslizantes que

ajudam a visualizar as varias formas que o cilindro inscrito pode assumir, até chegar no cilindro

de dimensdes 6timas. VVocé pode utilizar também o codigo QR CODE para acessar essa solucao:



https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg
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1 INTRODUCAO

Este recurso educacional é o resultado da dissertacdo de mestrado de Marcus Vinicius
Carvalho Floriano, do Programa de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica pela
Universidade Federal Fluminense (PROFMAT-UFF). A dissertacéo, intitulada "GeoGebra na
Educacdo Basica: Uma Abordagem para a Resolucdo de Problemas de Otimizacao"”, foi
orientada pelo professor Mario Olivero Marques da Silva e concluida em 27 de marco de 2023.

O estudo buscou integrar o software GeoGebra como uma alternativa as regras de
derivacdo na resolucéo de problemas contextualizados de otimizacdo na Educacdo Basica. O
objetivo foi investigar a eficacia dessa abordagem por meio da anélise de um estudo de caso
envolvendo alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio da rede publica
de ensino. A pesquisa abrangeu o desenvolvimento de atividades, resolugdes algébricas e
iterativas, além de planos de aula.

Ap0s a anélise das informages obtidas no estudo de caso, ficou evidente que o software
permitiu aos estudantes construir os graficos das funcGes a partir da formatacdo de suas
equacbes. Assim, os valores numéricos das coordenadas dos pontos extremos foram
visualmente extraidos, tornando esse método acessivel para os alunos. Essa abordagem substitui
as tradicionais técnicas de derivacdo, comumente utilizadas na resolucéo desses problemas, mas
que extrapolam o curriculo da Educacdo Basica devido a sua complexidade.

Com base nas experiéncias adquiridas com a aplicacdo das atividades e nos feedbacks
dos alunos, foram elaboradas atividades aprimoradas, disponibilizadas neste recurso, com o
intuito de auxiliar estudantes a superar as dificuldades observadas durante o estudo de caso,
proporcionando assim, um material de qualidade para professores da Educacdo Basica, a partir
do 9° ano do Ensino Fundamental, interessados em utilizar essa abordagem metodoldgica em
suas aulas.

Nesse contexto, este recurso educacional, oriundo dessa dissertacdo, pretende contribuir
de maneira significativa para um ensino de matematica mais atraente e alinhado com as

demandas do mundo contemporaneo.



2 ORIENTACOES PARA PROFESSORES

Este material € composto por 6 atividades que abordam a resolugdo de problemas de
otimizacdo, utilizando o GeoGebra como ferramenta alternativa as regras de derivacao. As trés
primeiras atividades foram desenvolvidas para aplicacdo no 9° ano do Ensino Fundamental e
no 1° ano do Ensino Médio. As trés ultimas, por serem mais complexas, foram pensadas para
serem aplicadas no 2° e 3° anos do Ensino Médio. Contudo, dependendo do entusiasmo da turma
e do nivel de desenvolvimento, o professor pode ficar a vontade para aplicar as atividades em
suas turmas.

E importante que os alunos ja tenham aprendido o contetdo de funcdes e analise de
gréaficos. Vale ressaltar que uma introducdo ao conceito de otimizacdo, através de exemplos
praticos, e o conhecimento minimo do software GeoGebra s&o necessarios para que o0s alunos
tenham condicgdes de desenvolver as tarefas.

@) software GeoGebra pode ser acessado pelo site

https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT através de desktops. Para isso, € importante que

o aparelho esteja conectado a internet. As tarefas também podem ser realizadas utilizando os
proprios smartphones dos alunos ou tablets. Nesse caso, 0s alunos deverdo instalar
gratuitamente o aplicativo do GeoGebra, disponibilizado nas lojas de aplicativos. Essas versdes
sdo mais compactas; contudo, também sdo eficientes.

Ainda neste material, sdo disponibilizados os planos de aulas contendo dicas de
aplicacdo e interacdo com a turma, além de informar os possiveis obstaculos que a atividade
pode apresentar. Sinta-se & vontade para utiliza-lo. E importante que o professor faca a atividade
previamente com o intuito de se familiarizar com a metodologia.

Por altimo, apos a realizacdo de cada tarefa, o aluno podera acessar a solucdo iterativa
de cada atividade. Nela, os estudantes poderdo mudar os parametros em tempo real, observando
as possiveis mudancas a fim de comparar e verificar seus resultados. O endereco de acesso e 0

cédigo QR CODE encontram-se ao final da resolu¢do comentada que utiliza o GeoGebra.


https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT

3 SEQUENCIA DE ATIVIDADES

3.1 Atividade 1: Otimizacéo do valor arrecadado no fretamento de um énibus

Instituicdo escolar: Data:
Professor: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacdo-problema: A Escola Estrela do Saber estd planejando uma emocionante excursao
para 0 parque tematico “Aventuras Matematicas”, contando com um 0nibus fretado de
capacidade para 50 lugares. A agéncia de viagens oferece duas op¢des de preco: R$150,00
por pessoa, caso todos os assentos sejam ocupados, ou 0 mesmo valor base acrescido de R$6,00
por assento desocupado. Ou seja, se houver um assento vazio, cada passageiro pagara
R$156,00; se houver dois assentos vazios, o valor de cada passagem sera de R$162,00, e assim
por diante. Diante dessa politica de precos, determine a quantidade de assentos ocupados que
maximiza a arrecadacdo da agéncia de viagens. Utilize o software GeoGebra nessa tarefa.
Dica: Monte uma tabela relacionando assentos ocupados, vagos e valor arrecadado. Depois,
monte a lei da funcéo que modela o problema, plote o gréafico da funcéo no software, identifique

0 ponto extremo e analise os valores de suas coordenadas.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.
1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situagcdo-problema.
2) Preencha a tabela abaixo, que estabelece a relagdo entre assentos ocupados, assentos vagos

e valor total arrecadado pela agéncia de viagens. Para isso, atribua valores aos espagos vagos

da coluna que representa a quantidade de assentos ocupados, considerando que o 6nibus possui




apenas 50 assentos. Em seguida, preencha a coluna reservada a quantidade de assentos vagos.
Calcule os valores arrecadados para cada caso.

Assentos ocupados Assentos vagos Arrecadagio

26

50

3) A arrecadacdo da agéncia de viagens é maxima quando todos os assentos estdo ocupados?

4) Uma maneira de resolver o problema seria calcular todos os valores arrecadados a partir de
todas as quantidades de assentos ocupados possiveis e depois comparar 0s resultados da
arrecadacao. Qual sua opinido sobre essa abordagem? VVocé conseguiria resolver esse problema

rapidamente utilizando essa estratégia?

5) Uma outra maneira de resolver esse problema seria obter a lei da funcéo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se ha um possivel ponto de méximo levando em considera¢do o dominio da fungédo
objetivo. Utilizando a tabela obtida anteriormente, generalize o calculo do valor arrecadado
com a quantidade de assentos ocupados e assentos vagos para obter a equagdo que modela o
problema. Dica: utilize letras distintas para representar cada variavel, ou seja, uma para a
quantidade de assentos ocupados (x), outra para a quantidade de assentos vagos e uma terceira

letra para a arrecadagdo maxima.

6) A equacdo obtida no passo anterior para modelar o problema possui trés variaveis. Agora, 0
desafio consiste em reescrever essa equacdo de forma a incluir apenas duas varidveis.

Posteriormente, serd possivel plotar o grafico da funcdo objetivo no GeoGebra e identificar



eventuais pontos extremos. Considerando que o 6nibus tem uma capacidade de 50 lugares,
determine o valor algébrico da quantidade de assentos vagos.

7) Agora, ao substituir o valor algébrico da quantidade de assentos vagos na equacao obtida no
exercicio nimero 5, obtenha a expressdo da funcdo objetivo de modo que o valor total
arrecadado esteja em funcdo da quantidade de assentos ocupados. A equacdo resultante

representa que tipo de funcdo?

8) Identifique as varidveis independente e dependente dessa funcgéo.

9) A quantidade de assentos ocupados pode ser um ndmero negativo? Pode ser um ndmero

racional qualquer, por exemplo, 0,5? E um ndmero irracional?

10) Entéo, qual é o dominio dessa funcdo, ou seja, 0s valores aceitaveis para a quantidade de

assentos ocupados?

11) Utilizando o software GeoGebra, plote o gréafico da funcdo determinada pela equacédo
formulada no exercicio de nimero 7, considerando o dominio real. Esse gréafico possui ponto

extremo? Esse ponto € maximo ou minimo?

12) Quais os valores das coordenadas nesse ponto? O que elas representam?

13) A quantidade de assentos ocupados que esse ponto determina faz sentido para o problema?

Comente.

14) De acordo com o dominio da funcédo objetivo, o gréfico da funcdo da situacdo-problema é

representado por uma curva continua ou por pontos espacados?

15) Determine a quantidade de assentos ocupados que torna a arrecadagéo da agéncia de viagens
méaxima. Calcule também o valor maximo que a agéncia de viagens pode arrecadar. Dica:

lembre-se que a parabola é simétrica em relagcdo ao seu vértice.



16) Utilize os conhecimentos adquiridos nas aulas sobre func¢des polinomiais do 2° grau e
calcule as coordenadas do vértice da parabola da funcdo dada por f(x) = — 6x2 + 450x. Compare

os resultados obtidos com as respostas anteriores.

3.2  Plano de aula da atividade 1 — Otimizacao do valor arrecadado no fretamento de

um Onibus

Ano de escolaridade: 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos: Calculos algébricos e Fungdo Polinomial do 2° grau.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como uma ferramenta alternativa as técnicas de derivacdo
para determinar a quantidade de assentos ocupados em um Onibus, a fim de maximizar
o valor arrecadado por uma agéncia de viagens;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolucéo
de problemas do mundo real;

e Reconhecer a importancia da otimizacdo no cotidiano e como ela pode auxiliar na

tomada de decisoes eficientes.

Recursos necessarios:

o Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

ao GeoGebra online (www.geogebra.orq);

e Projetor ou tela para exibir as demonstra¢des no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)


http://www.geogebra.org/

Apresente a situacdo-problema para os alunos:

Situacdo-problema: A Escola Estrela do Saber esta planejando uma emocionante excursao
para o parque tematico “Aventuras Matematicas”, contando com um 0nibus fretado de
capacidade para 50 lugares. A agéncia de viagens oferece duas opc¢des de preco: R$150,00
por pessoa, caso todos os assentos sejam ocupados, ou 0 mesmo valor base acrescido de R$6,00
por assento desocupado. Ou seja, se houver um assento vazio, cada passageiro pagara
R$156,00; se houver dois assentos vazios, o valor de cada passagem sera de R$162,00, e assim
por diante. Diante dessa politica de precos, determine a quantidade de assentos ocupados que
maximiza a arrecadacdo da agéncia de viagens. Utilize o software GeoGebra nessa tarefa.
Dica: Monte uma tabela relacionando assentos ocupados, vagos e valor arrecadado. Depois,
monte a lei da funcdo que modela o problema, plote o grafico da funcdo no software e

identifique o ponto extremo com os valores de suas coordenadas.

Primeiramente, explique o conceito de otimizagdo para os alunos. Otimizagédo pode ser
entendido como processo de encontrar o valor maximo ou minimo de uma funcéo, sujeito a
certas restricdes. Em seguida, mostre como podemos aplicar a otimizacdo para encontrar a
quantidade de assentos ocupados que maximiza o valor arrecadado pela agéncia de viagens.
Ajude-os a encontrar a equacdo da funcdo objetivo que, neste caso, é representada por uma
equacdo do 2° grau com coeficiente a < 0. Logo, o grafico dessa funcdo € uma parabola com

concavidade para baixo e, consequentemente, possui ponto de maximo cujos valores das

-4 _ —(b%*-4ac)
4a 4a

~ . . P -b
coordenadas séo obtidos através das formulas: x = L ey=

Embora se possa calcular diretamente os valores numéricos dessas coordenadas
utilizando os coeficientes da equagcdo da fungdo objetivo formatada, nesta atividade
introdutdria, € proposto a utilizagdo do software GeoGebra para essa finalidade. Dessa forma,
os alunos poderdo encontrar a resposta de maneira iterativa e visual, além de se familiarizar
com o software e com esse método de resolu¢do, o que serd fundamental para resolver
problemas quando a lei da fungdo objetivo for mais complexa.

Apresente um roteiro para auxiliar os alunos na resolucéo do problema. Por exemplo:

i.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
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lii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabelega as restri¢des;

V.  Plote o grafico da func¢do no software;

vi.  Identifique o ponto extremo ¢ os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine a quantidade de assentos ocupados que maximiza o valor arrecadado;
viii.  Verifique e analise se os valores obtidos sdo plausiveis;

Apresentacédo do software GeoGebra (10 minutos)

Mostre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e familiarize-os com a
interface do software. Explique as principais ferramentas e recursos do GeoGebra que serdo
utilizados durante a atividade. Por exemplo, a plotagem do grafico da fun¢do que representa a
modelagem do problema e a ferramenta “Ponto — Otimizagdo”, além de outros recursos
relevantes. Além disso, serdo necessarios ajustes na configuracdo da janela de visualizagdo,
uma vez que o grafico da funcdo, considerando o dominio real, ultrapassa as configuracfes
iniciais do programa. Certifique-se de abordar o uso adequado dessas ferramentas, permitindo

que os alunos possam resolver efetivamente o problema em questéo.

Exploracgdo da atividade e preenchimento do questionario (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha ou apresente-a na lousa para os alunos. Auxilie-0s,
se necessario, na montagem da lei da funcdo objetivo. Peca aos alunos que acessem o GeoGebra
em seus dispositivos e naveguem até a area de graficos. Eles devem inserir a lei da funcéo
objetivo na barra de entrada do software e explorar como 0 preco da passagem varia com 0
nlimero de assentos ocupados. E fundamental ressaltar que o dominio da func&o objetivo é um
intervalo de niUmeros naturais que varia de zero a cinquenta.

Durante a atividade, circule pela sala, oferecendo suporte aos alunos e esclarecendo

eventuais duvidas que possam surgir.

Discussdo em grupo (10 minutos)

Retna a turma para discutir as solugdes encontradas por eles. Incentive-os a

compartilhar suas estratégias e resultados. Durante a discussdo, faca perguntas orientadoras
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para estimular a reflexdo. Essa troca de ideias ajudara os alunos a aprofundar seu entendimento

sobre o problema e a considerar diferentes abordagens para a otimizacao do valor arrecadado.

Concluséao (10 minutos)

Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
na resolugao de problemas matematicos, evidenciando como ele facilitou a tarefa de encontrar
a quantidade de assentos ocupados que maximiza a arrecadacdo da agéncia de viagens. E
importante enfatizar que, em determinados problemas, a lei da fun¢do objetivo serd mais
intrincada, tornando o GeoGebra uma ferramenta essencial para sua resolugdo no contexto da
Educacdo Basica. Encoraje os alunos a explorar e utilizar o software em outras atividades
matematicas, enfatizando seu potencial como uma ferramenta versatil e poderosa.

Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as necessidades e a
disponibilidade de recursos da turma.

3.3 Solugdes comentadas da atividade 1

3.3.1 Resolucdo comentada utilizando o GeoGebra

Lendo atentamente o enunciado, pode-se identificar as informacdes e o objetivo da
questao, que ¢ determinar a quantidade maxima de assentos ocupados no 6nibus que maximiza

o valor arrecadado pela agéncia de viagens.

Sejam x a quantidade de assentos ocupados no 6nibus e V(x) o valor total arrecadado
pela agéncia de viagens. Através das informacgdes fornecidas pelo enunciado, a varidvel x ¢ um

numero natural tal que, 0 < x < 50. Logo, tem-se a seguinte lei da fungdo objetivo:

V(x) = 150x + 6(50 — x)x, onde (50 — x) representa a quantidade de assentos vagos.
Logo, V(x) = 150x + 300x — 6x* = — 6x* + 450x.

Pode-se substituir a varidvel V(x) pela letra y, obtendo a seguinte equagao:

y =—6x*+ 450x.
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Antes de plotar o grafico da funcdo objetivo no GeoGebra, ¢ necessario calibrar os
valores dos eixos x e y para obter uma melhor visualizagdo. A Figura 93 ilustra onde fazer esses

ajustes. Calibrando a escala dos eixos x e y para 1 : 100, a visualiza¢ao do grafico da fungao

ficara satisfatoria.
X

Figura 145 — Ajuste na janela de visualizagdo (atividade 1)
~ Preferéncias - Janela de Visualizacdo
N EH : @

Basico ExoX EixeY Malha

Dimensbes
X Min:|-20] % Max:|201.39503
¥ Max|10000

yMir:|-1000

o

EixoX : EixoY
1 63.43314

Exibir Eixos [ Megrito
Estilo: —> ~

cor, W
Estilo do Rétulo [] Serif [] Negrito [] Itslico

Eixos.

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.
O grafico da fungdo objetivo y = — 6x* + 450x tal que, 0 <x <50 e x € N, ¢ ilustrado na

Figura 94. Como o dominio da fung¢do objetivo ¢ composto por nimeros naturais, a constru¢ao
do seu grafico ndo sera tdo simples e necessitara da utilizagdo de alguns recursos adicionais do

GeoGebra. Ao final dessa resolugdo comentada, estard disponivel um link que elucida esse

procedimento:
Figura 146 — Grafico da fungao objetivo (atividade 1)
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Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 95 ilustra os dois pontos de maximo do grafico da fun¢ao objetivo. Observe os

valores das coordenadas nesses pontos.
Figura 147 — Pontos de maximo da fungao objetivo (atividade 1)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.
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A Figura 96, ilustra o grafico de uma fungao f de dominio real, cuja lei da fungdo ¢ f(x)
= — 6x* + 450x. Para esse dominio, observe que a fun¢do admite apenas um ponto de

maximo.
Figura 148 — Ponto de maximo da fungéo f

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 97, ilustra o grafico da funcdo dada por f(x) = — 6x> + 450x tal que, x € [0,
50], plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone. Observe que o ponto maximo ja esta

destacado com suas coordenadas, o que facilita a verificacdo.

Figura 149 — Gréafico da fungéo f(x) plotado no APP para smartphones

= w o

Fonte: APP GeoGebra.

Verificando as abscissas dos pontos de maximo do grafico da func¢ao objetivo, ilustrado
na Figura 95, pode-se concluir que a quantidade de assentos ocupados no 6nibus que maximiza
o valor arrecadado pela agéncia de viagens ¢ de x = 37 ou x = 38. Fazendo os calculos para

V(37) e V(38):
V(37) = — 6(37)2 + 450(37) = — 6(1.369) + 16.650 = — 8.214 + 16.650 = 8.436 reais.
V(38) = — 6(38)% + 450(38) = — 6(1.444) + 17.100 = — 8.664 + 17.100 = 8.436 reais.

Portanto, se a quantidade de assentos ocupados no 6nibus for de 37 ou 38, a agéncia de

viagens arrecada um valor maximo de R$ 8.436,00.

Os alunos podem visualizar o processo de resolugdo de maneira iterativa, acessando o

link https://www.geogebra.org/m/rwbbverb ou utilizando o cédigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/rwbbverb
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3.3.2 Resolucdo comentada utilizando a formula das coordenadas do Vvértice da parabola

Considerando uma funcgéo f de dominio real e dada por f(x) = — 6x2 + 450x, o seu grafico
é representado por uma parabola de concavidade voltada para baixo pois o coeficiente a
€ negativo. O vértice, nesse caso, é o ponto de maximo. Calculando as coordenadas do vértice

da funcéo f, obtém-se:

(—b —(b2—4ac)) _(—450 —(202.500+0)
2a’  4a -12 "’ -24

): (37,5; 8.437,5)

Como V(x) € uma funcdo cuja lei é dada por V(X) = — 6x2 + 450x tal que, X EN e 0 <x
<50, o grafico de V(x) é representado por pontos espagados. Esses pontos estéo situados sobre
o gréfico da funcdo f. Sabendo que 37,5 ¢ N, devemos calcular os valores arrecadados pela
agéncia de viagens na vizinhanca desse valor, ou seja, para x = 37 e x = 38 para encontrar
o valor maximo da funcido objetivo. Calculando os valores numéricos de V(x) para esses

valores, obtém-se:

V(37) = — 6(37)2 + 450(37) = — 6(1.369) + 16.650 = — 8.214 + 16.650 = 8.436 reais.

V(38) =— 6(38) + 450(38) = — 6(1.444) + 17.100 = — 8.664 + 17.100 = 8.436 reais.
A igualdade obtida acima para o valor arrecadado pela agéncia de viagens ja era
esperada, uma vez que o grafico da funcdo f é simétrico em relacdo ao seu vértice. Portanto, a

agéncia de viagens arrecada um valor maximo de R$ 8.436,00 quando a quantidade de assentos

ocupados no 6nibus é de 37 ou 38 lugares.

3.3.3 Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivagéo para calcular a quantidade de assentos
ocupados no 6nibus que maximiza a quantia arrecadada pela agéncia de viagens. Em Calculo,
considera-se o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcgédo derivavel em um
ponto, como sendo a derivada da funcdo no ponto em questdo. Seja t a reta tangente a um ponto
P sobre o gréfico da funcdo f tal que f(x) = — 6x2 + 450x, 0 <x <50 e x € R, ilustrado na Figura
99.
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Figura 150 — Reta tangente t ao grafico de f passando por P

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Repare que quando o ponto P coincide com o ponto de maximo, ilustrado na Figura 100,
a reta tangente t ¢ horizontal, o que significa que seu coeficiente angular € igual a zero. Isso
ocorre porque no ponto de maximo, a fun¢do tem uma taxa de variagdo nula (coeficiente angular

igual a zero), indicando que a derivada da fungdo ¢ igual a zero.

Figura 151 — Reta tangente a f no ponto de maximo

Maximo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada de f(x) = — 6x* + 450%, obtém-se:

£(x) = — 12x + 450.

Fazendo °(x) =0 = =0 =~ 12x + 450 = + 12x = 450 > x == 37,5,

Logo, em x = 37,5 tem-se um ponto critico do grafico da fungdo f, que ¢ o candidato a
ser ponto de maximo local. Para ratificar esse resultado, realiza-se o teste da 2 derivada, que
consiste em calcular £°(37,5) e verificar seu sinal. Se £’(37,5) <0, tem-se um ponto de maximo

local em x = 37,5. Calculando a segunda derivada de f(x) em relacdo a x, obtém-se:
’(x)=-12= ’(37,5) =-12<0.

Portanto, tem-se que o ponto de abscissa x = 37,5 ¢ um ponto de maximo local.
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Os postulantes a pontos de maximo absoluto no dominio da fungdo f sdo os pontos de
abscissa x = 37,5 e aqueles cujos valores das abscissas s3o iguais aos extremos do intervalo

[0,50]. Calculando o valor de f(x) para cada um desses valores, obtém-se:
f(0)=0
f(50) =— 6(50)*> + 450(50) =— 15.000 + 22.500 = 7.500

£(37,5)=—6(37,5) + 450(37,5) = — 6(1.406,25) + 16.875 =— 8.437,5 + 16.875 = 8.437,5

Logo, o ponto de maximo absoluto da func¢éo f ocorre mesmo quando x = 37,5.

Os pontos do gréafico de V(x) estdo sobre o grafico de f. Para determinar a resposta do
problema, deve-se entdo, calcular os valores numéricos de V(x) na vizinhanca de 37,5, ou seja,
calcular V(37) e VV(38).

V(37) = — 6(37)2 + 450(37) = — 6(1.369) + 16.650 = — 8.214 + 16.650 = 8.436 reais.

V(38) =— 6(38) + 450(38) = — 6(1.444) + 17.100 = — 8.664 + 17.100 = 8.436 reais.
A igualdade obtida acima para o valor arrecadado pela agéncia de viagens ja era
esperada, uma vez que o grafico da funcdo f é simétrico em relacdo ao seu vértice. Portanto, a

agéncia de viagens arrecada um valor maximo de R$ 8.436,00 quando a quantidade de assentos

ocupados no 6nibus é de 37 ou 38 lugares.

3.4 Atividade 2: Otimizacéo do valor de construgdo de um oleoduto

Instituicéo escolar: Data:
Professor: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacdo-problema: Imagine que vocé seja um engenheiro encarregado de projetar a
construcdo de um oleoduto. Esse oleoduto ligara uma refinaria de petroleo, localizada no
ponto A na margem norte de um rio, a um reservatorio no ponto C, a uma distéancia de d = 20
km a leste do ponto B, situado na margem sul do rio. Considere ainda que AB e BC séo

perpendiculares e, que as margens do rio sdo paralelas e distam t = 4 km. Sabendo que o custo
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de construgdo por quilémetro sob o leito do rio é de R$ 50.000, enquanto o custo por quilémetro
sob a margem do rio é de R$ 30.000, sua tarefa é determinar a rota ideal para minimizar os
gastos financeiros dessa instalacédo. Além disso, calcule esse gasto minimo para a instalacéo
do oleoduto. Lembre-se de que, dependendo da sua resposta, pode ser promovido na empresa

e receber um belo aumento salarial! A figura abaixo ilustra a disposi¢do dos pontos no contexto

descrito:

Determine o que se pede e responda as questdes seguintes com base nas informagoes

contidas no enunciado do problema.

1) Ao ler o enunciado da atividade, identifique o objetivo da situacao-problema.

2) Qual é a disposicdo do oleoduto mais curta entre a refinaria e o reservatorio? Calcule o valor

de construcdo para essa situagao.

3) Qual é a disposi¢do mais longa entre a refinaria e o reservatdrio, considerando o ponto P €

BC? Calcule o valor de construcdo do oleoduto para essa situacéo.

4) Considere uma disposicao de instalagdo do oleoduto em que o ponto P pertence a reta que
passa pelos pontos B e C, mas P ndo pertence ao segmento BC. Podemos afirmar que nesse
caso, 0 custo de construcao serd maior? Comente.

5) Quantas rotas poderiamos imaginar para a instalacdo do oleoduto?

6) Uma maneira de resolver esse problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
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verificar se ha um ponto de minimo levando em consideracdo o dominio da funcéo objetivo.
Determine os itens a seguir sabendo que t = 4 km, d = 20 km e considerando a figura abaixo

que esquematiza o problema.

a) O valor algébrico de a em funcéo de k.

b) O valor algébrico de b em funcéo de k.

c) A equacdo que relaciona o custo de instalacdo do oleoduto C em funcdo de a e b.

d) Finalmente, obtenha a equacdo da fungédo objetivo que relaciona o custo C em funcéo
de k (Dica: substitua os valores algébricos de a e b na equacdo do item c).

e) Quais sdo os valores possiveis que podem ser atribuidos a letra k?

f) Identifique as variaveis dependente e independente da equacéo do item d.

g) Reescreva a equacgdo tal que a varidvel independente seja a letra x e a varidvel
dependente seja a letra y.

7) Plote o gréafico da funcéo objetivo utilizando o software GeoGebra. O grafico possui ponto

de minimo no intervalo 0 < x <20?

8) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo as coordenadas desse ponto? O que elas

representam?

9) Desenhe a configuracgéo ideal da instalacdo do oleoduto no contexto do problema.

10) Qual é o valor minimo necessario para a instalacdo do oleoduto?
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3.5 Plano de aula da atividade 2 — Otimizacéo do valor de construgdo de um oleoduto

Ano de escolaridade: 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos: Célculos algébricos, Teorema de Pitdgoras e Funcdes.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como uma ferramenta alternativa as técnicas de derivagao

para resolver o problema de otimizagao dos custos de constru¢ao do oleoduto;
e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugao

de problemas do mundo real, € como ela pode auxiliar na tomada de decisoes eficientes.

Recursos necessarios:

e Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

ao GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstragdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestao do passo a passo:

Introducio (10 minutos)

Inicie a aula explicando que os alunos irdo resolver o problema de otimizagao do custo
de construcdo do oleoduto utilizando o GeoGebra como uma ferramenta auxiliar. Destaque que
essa abordagem evitard a necessidade de utilizar as regras de derivacdo, que sdo normalmente
ensinadas no nivel superior. Explique o conceito de otimizagdo e como ele pode ser aplicado
para encontrar o valor minimo do custo de constru¢do do oleoduto. Ressalte a importancia desse
problema, destacando sua relevancia econdmica e a necessidade de eficiéncia na construgdo de

infraestruturas.


http://www.geogebra.org/
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Apresentacio do software GeoGebra (10 minutos)

Mostre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e familiarize-os com a
interface. Explique as principais ferramentas e recursos do GeoGebra que serdo utilizados
durante a atividade. Por exemplo, a plotagem do gréafico da fun¢ao que representa a modelagem
do problema e a ferramenta “Ponto” — “Otimiza¢ao”, além de outros recursos relevantes. Além
disso, a configuragdo da janela de visualizagdo sera necessaria pois o grafico da funcao objetivo
extrapola as configuragdes inicias do programa. Certifique-se de abordar o uso adequado dessas

ferramentas para que os alunos possam resolver o problema em questo.

Exploracéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha ou apresente-a na lousa para os alunos: Imagine que
vocé seja um engenheiro encarregado de projetar a construgdo de um oleoduto que conectara
uma refinaria de petrdleo, localizada no ponto A na margem norte de um rio. Esse rio é
caracterizado por margens retas e paralelas, distantes t = 4 km entre si. O objetivo é ligar essa
refinaria a um reservatorio no ponto C, que esté situado a uma distancia d = 20 km a leste do
ponto B, localizados na margem sul do rio. Considere o segmento AB perpendicular as margens
do rio. A figura abaixo ilustra a disposi¢do dos pontos no contexto descrito:

Sabendo que o custo de construcéo por quilémetro sob o leito do rio é de R$ 50.000,
enquanto o custo por quildmetro sob a margem do rio é de R$ 30.000, determine a rota mais
vantajosa para o oleoduto, de modo a minimizar os custos de construgdo. Além disso, calcule
o valor minimo desse custo, levando em conta as medidas dos trechos escolhidos. Utilize o

software GeoGebra como ferramenta auxiliar nesse trabalho.

O objetivo da situacdo-problema envolve a busca pela rota que resulte no menor custo
de construcdo do oleoduto e a determinacéo desse valor minimo. Incentive os alunos a pensar
de forma estratégica, considerando as diferentes opcdes disponiveis e avaliando as

consequéncias de cada escolha. Circule pela sala oferecendo suporte aos alunos e incentive-0s
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a utilizar o GeoGebra como uma ferramenta de apoio. Saliente o papel do software na agilidade
da andlise e visualizacéo dos resultados.

Discussdo em grupo (10 minutos)

Promova uma discussdo em grupo para compartilhar as solugdes encontradas pelos
alunos, incentivando a troca de estratégias e resultados. Faca perguntas orientadoras para
estimular a reflexdo. Valorize as etapas seguidas, as suposicdes e as consideracdes feitas
durante a otimizacdo. Forneca feedback construtivo e destaque a importancia da matematica e
da tecnologia na resolucdo de problemas do mundo real. Crie um ambiente inclusivo e

colaborativo, onde todos possam participar e construir conhecimento coletivamente.

Avaliacao

Realize perguntas individualmente ou em grupo para verificar acompreensdo dos alunos
sobre o0 conceito de otimizacao e a aplicacdo da matematica nesse contexto. Avalie a capacidade
deles em interpretar e comunicar corretamente os resultados obtidos. Incentive-os a dar
explicacdes claras e precisas, fornecendo feedback construtivo para aprimorar a compreensao
e a comunicacéo dos resultados. Valorize as diferentes abordagens e promova a troca de ideias

entre eles.

Concluséo (10 minutos)

Conclua a aula destacando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa na
resolucéo de problemas matematicos. Demonstre aos alunos como o software facilitou a tarefa
de encontrar a disposicao ideal do oleoduto, oferecendo uma abordagem alternativa e acessivel
para resolucdo de problemas desse tipo. Ressalte a capacidade do GeoGebra de visualizar e
manipular gréficos de fun¢des, agilizando e simplificando célculos complexos. Encoraje-0s a
explorar o software em outras atividades matematicas, reconhecendo sua versatilidade e poder.
Reforce a importancia da matematica e da tecnologia na resolugédo de problemas do mundo real,
incentivando-os a aplicar a matemaética de forma criativa e inovadora.

Lembre-se de que este plano de aula é apenas uma sugestdo e pode ser adaptado de

acordo com as necessidades e recursos disponiveis na turma. O objetivo principal é
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proporcionar uma experiéncia significativa de aprendizado, despertando o interesse dos alunos

pela matemética e mostrando sua aplicacdo pratica em situac6es do cotidiano.

3.6  Solucdes comentadas da atividade 2

3.6.1 Resolucdo comentada 1 utilizando o GeoGebra

Nessa solucdo, é utilizado o seguinte roteiro para resolver a situacao-problema:

i.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restricoes;

v. Plote o gréfico da funcéo objetivo no software;

vi.  ldentifique o ponto de maximo e suas coordenadas;
vii.  Determine as medidas da disposic¢éo do oleoduto que minimiza os custos;
viii.  Verifique se os valores obtidos sdo plausiveis.

O problema pode ser representado pela Figura 101, onde t =4kme k + b =d = 20 km.

Figura 152 — Disposi¢do geométrica do problema da atividade 2

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A analise dos casos em que o ponto P pertence a reta que passa pelos pontos B e C mais
ndo pertence ao segmento BC € trivial, pois nessas situagdes o custo de construcdo é

visualmente mais oneroso. As Figuras 102 e 103 ilustram essas duas situacdes.
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Figura 153 — Disposi¢do geométrica do problema (P ¢ BC) — atividade 2

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Figura 154 — Disposi¢do geométrica do problema (P ¢ BC) — atividade 2

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Analisando os casos em que o ponto P pertence ao segmento BC, € utilizado o Teorema

de Pitagoras para obter o valor da medida a do segmento AP:
a2=e+k=42+k=>a=16+k?=>a=1+16 + k%

Como a representa a medida de um segmento, logo a > 0. Dai, a = /16 + k. Tem-se
ainda que k + b = 20 = b = 20 — k. Logo, a funcdo custo da constru¢do do oleoduto C(k) em

funcéo de k, é dada por:

C(K) = 50.000a + 30.000b = 50.000/16 + k2 + 30.000(20 — k), com 0 < k < 20, pois k

<d =20 km e k representa uma medida ndo negativa.

Para visualizar o grafico de C(k) de forma adequada, € necessario fazer alguns ajustes
na janela de visualizagdo do GeoGebra. A Figura 104 ilustra onde fazer esses ajustes.
Calibrando a escala dos eixos x e y para 1 : 50.000, a visualizacdo grafica da funcdo ficara
satisfatoria.
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Figura 155 — Configuracao da janela de visualizacao (atividade 2)

~ Preferéncias - Janela de Visualizacio X

HaEH: %

Basico Exox ExoY Malha

Dimensdes

X Min: -2 xMax: 25
y Min: -100000 ¥ Max 2000000
EixoX : EixoY

1 1365820028 | of

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 105 ilustra o gréafico da funcdo C(k) plotado no GeoGebra:

Figura 156 — Grafico da funcdo objetivo de C(k)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

O gréfico de C(k) apresenta um valor minimo. Para uma melhor visualizacdo desse
ponto com suas coordenadas, basta aproximar o gréafico no software. A Figura 106 ilustra o

ponto minimo do grafico de C(k) com a tela aproximada:

Figura 157 — Ponto minimo de C(k)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A ordenada nesse ponto representa o valor minimo do custo de construcao do oleoduto,
enguanto que a abscissa representa o valor da medida k do segmento BP. A Figura 107 ilustra
o grafico de C(k) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone. Observe que o ponto
minimo ja esta destacado com suas coordenadas, o que facilita a verificacao.
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Figura 158 — Grafico da funcdo objetivo plotado no APP — atividade 2

|
= Blx) = 50000 /16 + x 30000 (20 = x). (D<x=<20 H 000 o

L '---..@

Fonte: APP GeoGebra Classic para smartphone.

Logo, a configuracdo do oleoduto que resulta em menores custos € aquela em que k =3

km e o custo de construcdo é de R$ 760.000,00. Calculando os valores das medidas de a e b,

obtém-se: a=+/16 + k=16 +32=v16+ 9=v25=5kmecomok +bh =20 = b =20 —
k=20-3=17 km.

Portando, a disposi¢cdo do oleoduto que minimiza o custo de sua instalacdo é aquela em
que a=5kmeob =17 km. O custo minimo correspondente a essa disposicdo é de R$
760.000,00.

A solucdo iterativa desta atividade pode ser acessada através do link
https://www.geogebra.org/m/xwpwave?7 ou pelo codigo QR CODE:

3.6.2 Resolucdo comentada 2 utilizando o GeoGebra

Uma outra maneira de resolver esse problema através do software seria a representacéo
geomeétrica do problema e formatacdo de uma tabela relacionando os valores de a e b com o
custo total de instalacio do oleoduto. Essa solucdo estd disponivel através do link
https://www.geogebra.org/m/pavewf2y ou pelo cdédigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/xwpwave7
https://www.geogebra.org/m/pavewf2y
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3.6.3 Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

Embora se tenha encontrado as medidas exatas da disposicdo do oleoduto que
minimizam seu custo de construcdo através das resolucdes acima, € importante destacar que
nem sempre serd possivel obter respostas exatas. Isso ocorre porque o software pode realizar
aproximacgdes quando as respostas envolverem ndmeros irracionais ou dizimas periddicas.
Essas aproximac6es podem ser suficientes para aplicacdo pratica do problema, mesmo que nao
sejam as solucdes exatas. Portanto, € importante interpretar e avaliar os resultados considerando
as limitagdes e a natureza aproximada das solucGes obtidas.

A sequir, sdo utilizadas as técnicas de derivacao para resolver o problema de otimizacéao
do oleoduto. Em resumo, a derivacdo € uma ferramenta essencial utilizada para determinar os
valores exatos em problemas de otimizacao. Através das regras de derivacdo, pode-se analisar
a funcdo de maneira precisa, determinar os pontos criticos e verificar se eles correspondem a
maximos ou minimos. Dessa forma, a derivacao contribui para a obten¢éo dos resultados exatos
em problemas de otimizacdo. Contudo, esse conteudo extrapola o curriculo da Educacdo
Basica, sendo abordado nos cursos de Calculo nas universidades.

Em Célculo, consideramos o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma
funcdo derivavel em um ponto como sendo a derivada da funcdo no ponto em questdo. Sejata

reta tangente a um ponto S sobre o grafico de C(k), ilustrado na Figura 109.

Figura 159 — Reta tangente ao grafico de C(k)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada em relagdo a k de C(k) = 50.000 v/ 16 + k2 + 30.000 (20 — k) tal

que, 0 <k <20 ek € R, encontra-se a seguinte equacao:

2k
2V16+ k2

Repare que quando o ponto S coincide com o ponto de minimo, ilustrado na Figura 110,

C’(k) = 50.000 ( ) —30.000.
a reta tangente t é horizontal, o que significa que seu coeficiente angular € igual a zero. 1sso
ocorre porque no ponto de minimo, a fungdo tem uma taxa de varia¢do nula, indicando que a

derivada da funcao € igual a zero.
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Figura 160 — Reta tangente a C(K) no ponto de minimo

sapaoae |

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Logo, igualando C'(k) a zero, obtém-se:

_ 2k B _ 2k 30.000 _ 3 _ 2k
0:=50.000 (572=) —30.000 = 30.000 = 50.000 (572z) = 2000 =2 = (7mmm) =

6116 + k2 :10k=>\/16+k2:%=%.

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtém-se:

- 144
-16

16+k2=%"2=>9(16+k2)—25k2=o=>144+9k2—25k2=o=>144—16k2=o=>k2=

:12—8:9z>k:i«/§=i3.

Como 0 <k <20, tem-se que k = 3km, que € a abscissa do ponto critico do grafico de
C(K). Esse ponto ¢é candidato a ser ponto de minimo local. Para ratificar esse resultado, realiza-
se 0 teste da 22 derivada, que consiste em calcular C”(3) e verificar seu sinal. Se C”(3) > 0,
tem-se um ponto de minimo local em k = 3km.

Calculando a segunda derivada de C(k) em relacéo a k, obtém-se:

V 7) - L)
100.000(2V16 + k (100'000k)(2m 400.000(16 + k*) —400.000k* _

C (k) = =
(k) 4(16+k?) 8(16+k*)V16 + k2

50.000(16 + k*) —50.000k* _ 800.000+ 50.000k* —50.000k* _  800.000
(16+k?)V16 + k2 (16+k%)V16 + k2 J@6 + k2)3’

Calculando C”(3), obtém-se:
800.000 _ 800.000 _ 800.000 _ 6.400 > 0.

Ja6+32)3 V253 125

Logo, em k = 3 km tem-se um ponto de minimo local. Calculando C(Kk) nas extremidades

C’(3) =

do intervalo 0 <k <20 e em k = 3 km, obtém-se 0s seguintes valores:

C(0) = 50.000~/16 + 02 + 30.000(20 — 0) = 200.000 + 600.000 = 800.000
C(20) = 50.000y/16 + 202 + 30.000(20 — 20) ~1.019.803,9
C(3) = 50.000y/16 + 32 + 30.000(20 — 3) = 250.000 + 510.000 = 760.000



28

Assim, o ponto de minimo absoluto da fungdo C(k) no intervalo 0 <k <20 ocorre em k
= 3 km. Para determinar a disposicdo que minimiza os custos com a instalacdo do oleoduto,

basta calcular os valores de a e b. Dai, obtém-se: a2=42+ k2=16+32=16+9=25=>a2=25

= a = +v/25 = + 5, mas como a representa uma medida positiva, a = 5 km.
Comok+b=20=>3+b=20=b=17 km.
Portando, a disposi¢do do oleoduto que minimiza o custo de sua instalacdo é aquela em
quea=5kmeb =17 km. Além disso, o custo minimo para a construcdo do oleoduto ¢ de R$
760.000,00.

3.7 Atividade 3: Otimizacéo das dimensdes do terreno retangular de area 10 hectares e

com perimetro minimo

Instituicdo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacao-problema: Em uma fazenda, ha uma area de terreno retangular disponivel para criar
um pasto para os animais. O proprietario deseja que o pasto tenha uma area de 10 hectares
(100.000 m?), mas ele tem um orcamento limitado para construir uma cerca ao redor dessa
regido. Utilizando o software GeoGebra, determine as dimens@es aproximadas do retangulo
que minimizam seu perimetro, garantindo que a area desejada seja alcancada e que a

quantidade de material necessaria para a construgdo dessa cerca seja minima.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.

1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situacdo-problema.
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2) Crie trés configuragdes distintas de terrenos cuja area vale 10 ha (100.000 m?). Calcule o

perimetro de cada uma delas.

3) Quantas configuracdes diferentes poderiamos imaginar para esse retangulo de area 10 ha?

4) Uma maneira de resolver a situagéo-problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se ha um possivel ponto de minimo levando em consideracdo o dominio da fungéo
objetivo. Sabendo que a area do retdngulo de comprimento c e largura | é de 10 ha = 100.000

m2, determine:

a) O valor algébrico de | em funcéo de c (utilize a formula da area de um retangulo).

b) A equacédo que relaciona o perimetro P do retangulo em funcéo de ¢ (substitua o valor
algébrico obtido para a largura no item anterior na equagdo do perimetro do retangulo).

c) Faz sentido para o problema se ¢ =07 E se ¢ for igual a um numero negativo? Quais sao
os valores possiveis que podem ser atribuidos ao comprimento c?

d) Identifique as varidveis dependente e independente da equacdo do item b.

e) Reescreva a equacdo tal que, a variavel independente seja a letra x e a variavel

dependente seja a letra y.
5) Configure a janela de visualizacdo do GeoGebra tal que, a escala entre 0s eixos X e y (nesta
ordem) fique de um para dez (1 : 10). Plote o gréafico da fungdo objetivo utilizando o software.

O gréfico da funcéo objetivo possui ponto de minimo em seu dominio?

6) Se sua resposta anterior foi afirmativa, determine as coordenadas desse ponto. O que elas

representam?

7) Qual é o perimetro minimo do retangulo de area 10 ha?

8) Desenhe a configuracdo ideal do retangulo de 10 ha cujo perimetro é minimo. Como

podemos classificar esse retangulo?
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9) Se o custo por metro linear de uma cerca é de R$ 20,00, calcule o valor minimo necessario
para adquirir a quantidade de cerca suficiente para cercar um terreno retangular com area de 10

hectares, buscando alcancar um perimetro minimo.

3.8 Plano de aula da atividade 3 — Otimizac¢éo do gasto com a construcédo de uma cerca

Ano de escolaridade: 9° ano do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos: Fungdes, Calculo Algébrico, Perimetro ¢ Area de Retangulos.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como uma ferramenta alternativa as técnicas de derivacao
para determinar as dimensdes aproximadas de um terreno retangular que minimizam o
custo de producéo de uma cerca ao seu redor;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolucéo

de problemas do mundo real e como ela pode auxiliar na tomada de decisdes eficientes.

Recursos necessarios:

Computadores ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso ao

GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagoes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Inicie a aula explicando aos alunos que eles irdo resolver um problema de otimizagéo,

especificamente relacionado a determinacdo das medidas de um retangulo de area 10 hectares


http://www.geogebra.org/
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(1 ha = 10.000 m?) com perimetro minimo. Para isso, eles vao utilizar o software GeoGebra
como uma ferramenta que os ajudard a plotar o grafico da funcdo objetivo e encontrar as
medidas aproximadas que atendem a essa condicdo. Destaque que essa abordagem evitara a
necessidade de utilizar as regras de derivacdo, que sdo normalmente ensinadas no nivel
superior. Através do software, essas técnicas algébricas sdo substituidas por uma simples
visualizag&o grafica do ponto minimo do gréafico da funcéo objetivo.

Explique que o conceito de otimizacdo é o processo de encontrar o valor maximo ou
minimo de uma funcao, sujeito a certas restricbes e como se pode aplica-lo para encontrar as
medidas aproximadas do retangulo que atendem a essa condic&o. Nesse caso, se quer minimizar

o0 perimetro do retdngulo enquanto se mantém a area fixa em 10 hectares.

Apresentacdo do software GeoGebra (10 minutos)

Mostre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e familiarize-os com a
interface. Explique as principais ferramentas e recursos do software que serao utilizados durante
a atividade, como a plotagem do grafico da funcdo objetivo e outros recursos relevantes como
a ferramenta “Ponto” — “Otimizagdo”. Certifique-se de abordar o uso adequado dessas

ferramentas para resolver o problema em questao.

Exploracéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha ou apresente-a na lousa para os alunos: “Em uma
fazenda, ha uma area de terreno retangular disponivel para criar um pasto para os animais. O
proprietario deseja que o pasto tenha uma area de 10 hectares (100.000 m2), mas ele tem um
orcamento limitado para construir uma cerca ao seu redor. Utilizando o software GeoGebra,
determine as dimensdes aproximadas do retangulo que minimizam seu perimetro, garantindo
que a area desejada seja alcancada e a quantidade de material necessaria para a construcao
dessa cerca seja minima.”

O desafio consiste em determinar as dimensdes aproximadas do retangulo que
minimizam seu perimetro, garantindo que o gasto com a constru¢do da cerca seja minimo.
Incentive os alunos a explorar o GeoGebra para facilitar a resolugdo dessa tarefa. Encoraje-os
a utilizar o software como uma ferramenta de apoio durante a resolu¢do do desafio.

Durante a atividade, circule pela sala, oferecendo suporte aos alunos e esclarecendo

eventuais duvidas que possam surgir.
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Discussdo em grupo (10 minutos)

Retina a turma para discutir as solugdes encontradas pelos alunos. Incentive-os a
compartilhar suas estratégias e resultados. Durante a discussdo, faga perguntas orientadoras

. . . e . . n
para estimular a reflexdo, tais como: “Quais foram as medidas aproximadas que vocés
encontraram? Como chegaram a esses valores? Por que acreditam que essas medidas
correspondem ao perimetro minimo?”” Essa troca de ideias ajudara os alunos a aprofundar seu
entendimento sobre o problema e a considerar diferentes abordagens para a otimizagdo do

perimetro.

Concluséao (10 minutos)

Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
na resolucdo de problemas matematicos, evidenciando como ele facilitou a tarefa de encontrar
as medidas aproximadas do problema em questdo. Nesse momento, ¢ oportuno mencionar a
relevancia do Calculo e dos conceitos de derivagdo para a determinacao dos valores exatos das
medidas procuradas. Encoraje os alunos a explorar e utilizar o GeoGebra em outras atividades
matematicas, enfatizando seu potencial como uma ferramenta versatil e poderosa.

Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as necessidades e a

disponibilidade de recursos da turma.

3.9 Solucdes comentadas da atividade 3

3.9.1 Resolucdo comentada utilizando o GeoGebra

O desafio da situagdo-problema desta atividade consiste em determinar as dimensdes
aproximadas do retdngulo que minimizam seu perimetro. Para resolver esse desafio de
otimizacdo, € necessario calcular o perimetro minimo do retdngulo com area de 10 hectares
(100.000 m?). Para solucionar esse problema de otimizacdo, 0 seguinte roteiro pode ser

utilizado:

i. Leia o enunciado;
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ii.  ldentifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restri¢oes;

v. Plote o gréfico da fungéo objetivo no software;

vi.  Identifique o ponto de minimo e os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensdes aproximadas do retangulo de area 10 ha com perimetro
minimo;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimensdes do retangulo séo plausiveis.

Sejam c, |, A e P as respectivas medidas do comprimento, largura, &rea e perimetro do
retdngulo de area 10 ha. Sabendo que A = 10 ha = 100.000 m2 e que a area do retangulo é

calculada através da féormula A = cl, obtém-se:

100000

100.000 =cl = 1= —

Substituindo o valor algébrico de | na formula do perimetro do retangulo que € dado por

P =2l + 2c, obtém-se a lei da funcédo objetivo:

P(c) = Z(Niﬂ) + 2c tal que, c € R e ¢ > 0, pois 0 comprimento do retangulo representa

uma medida positiva e ndo nula.

Para visualizar o grafico de P(c) de forma adequada, é necessario fazer alguns ajustes
na janela de visualizacdo do GeoGebra. A Figura 111 ilustra onde fazer esses ajustes.
Calibrando a escala dos eixos x e y para 1 : 10, a visualizacdo grafica da funcdo ficara

satisfatoria.

Figura 161 — Configuracao da janela de visualizacado (atividade 3)

~ Preferéncias - Janela de Visualizacio
=t v =
HiklEB ;: &

Basico EixoX EixoY Malha

Dimensfes
x Min: -50 x Max:| 500

¥ Min: -500 y Méx | 3500
EixoX : EixoY
1 :|9.28515 o'

Eixos
Exibir Eixos [ Megrito

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

100000
Cc

Plotando o grafico de P(c) = 2( ) + 2c tal que, c € R e ¢ > 0, no software, obtém-

se o gréafico da funcdo objetivo, ilustrado na Figura 112.
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Figura 162 — Gréafico da funcao P(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Observe que o gréfico dessa funcdo apresenta um ponto de minimo. Pode-se obter uma
aproximacéo precisa das coordenadas desse ponto maximizando o gréafico conforme desejado
ou utilizando a ferramenta “Otimizagdo”. As Figura 113 e 114 ilustram o ponto de minimo do

gréfico de P(c) com a tela aproximada.

Figura 163 — Ponto de minimo do grafico de P(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Figura 164 — Ponto de minimo de P(c)

1z

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 115 ilustra o grafico de P(c) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone.
Observe que 0 ponto de minimo j& esta destacado, o que facilita a verificacdo dos valores das

coordenadas desse ponto.
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Figura 165 — Gréfico de P(c) plotado no APP para smartphone

— J /‘
= | Vs

Fonte: APP GeoGebra para smartphone.

Logo, o perimetro minimo do retangulo de area 100.000 m2 ¢ indicado pela ordenada
do ponto de minimo e esse valor é de aproximadamente 1264,91 metros. Ja o comprimento do
retangulo é indicado pela abscissa do ponto de minimo e esse valor é de aproximadamente

316,23 metros. Calculando o valor da largura quando ¢ = 316,23 m, obtém-se:

| = 100000 _ 100000 316,23m.

c 316,23

Agora, basta verificar a plausibilidade desses valores:

A =cl = 316,232 =~ 100.000 m? = 10 ha.

Portanto, uma aproximacdo das medidas do retangulo de area 10 hectares que
minimizam seu perimetro € obtida quando se tem ¢ = | = 316,23 m, ou seja, o retangulo ideal
para a resolucdo do problema é um quadrado de aresta medindo 316,23 metros
aproximadamente. Lembrando que essa é uma aproximacdo dos valores obtidos através do
GeoGebra. Os valores exatos podem ser obtidos utilizando técnicas de derivagao.

O link https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5 da acesso a solucdo iterativa desta

atividade, assim como o codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/gjtugdd5
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3.9.2 Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
medidas do retangulo de area 10 hectares que minimizam seu perimetro.

Em Calculo, considera-se o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma
funcdo derivavel em um ponto como sendo a derivada da funcdo no ponto em questdo. Sejata

reta tangente a um ponto K sobre o grafico de P(c), ilustrado na Figura 117.

Figura 166 — Reta tangente ao grafico de P(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Repare que quando o ponto K coincide com o ponto de minimo, ilustrado na Figura 118,
t € paralela ao eixo x, o que significa que seu coeficiente angular é igual a zero. Isso ocorre,
porque no ponto de minimo a fun¢do tem uma taxa de variagdo nula, indicando que a derivada

da funcao € igual a zero.

Figura 167 — Reta tangente a P(c) no ponto de minimo

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

100000

Calculando a derivada de P(c) = 2( ) + 2c tal que, c € R e ¢ > 0, obtém-se:

P(0)=-2(*57) + 2.

Fazendo P’(c) = 0, obtém-se:

100000 — 200000 + 2¢2 — 200000 + 2¢2
P(c) =0 = 2(R00000) 4 p - 2200002
C

- zo_T:—200000+2c2=0:>

C

2 = 200000 . . _ 4+ /100000 = +100v/10 m.

2

Como o comprimento do retangulo representa uma medida positiva e ndo nula, tem-se

que ¢ = 100+/10 m.
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Logo, o ponto do gréfico de P(c) que possui abscissa igual a 100v/10 m é um ponto

critico. Esse ponto é candidato a ser ponto de minimo de P(c). Para ratificar esse resultado,
realiza-se o teste da 22 derivada, que consiste em calcular P”(100+/10) e verificar seu sinal. Se
P”(100v10) > 0, tem-se um ponto de minimo local em ¢ = 10010 m.

Calculando a segunda derivada de P(c) em relacdo a c, obtém-se:

P(c) = 400.;)()0.
C
Calculando P”(100v/10), obtém-se:
400.000 _  400.000 _ 4 V10

P”(100v/10) = > 0.

(100vT0)°  10.000.000vV10  100V10 250

Logo, em ¢ = 100+/10 m tem-se um ponto de minimo local. Como P(c) tende ao infinito
quando c tende a zero ou a valores infinitamente grandes, o ponto de minimo absoluto da fungéo
P(c) para ¢ > 0 ocorre em ¢ = 100+/10 m.

Para determinar o ponto de minimo absoluto de P(c), basta calcular P(100v10). Da,

obtém-se:
P(100v10) = 2(15022) + 2(100v10) = 2(*%) +200v10 = 200V10 +200v10 =

40010 m.
Logo, o ponto minimo ocorre em (100v/10,400v10 ).

Calculando a largura do retangulo quando ¢ = 100v10 m, obtém-se:

| = 100000 _ 100000
c 100v10

Portanto, as medidas do retangulo ideal que o problema pede é aquele em que | = ¢ =

= 100v10 m.

100v/10 m, ou seja, se trata do quadrado cuja medida da aresta é igual a 100+/10 m.

Verificando o resultado:

(1004/10 m)2=100.000 m? = 10 ha.

Percebe-se que os resultados obtidos por meio das regras de derivagdo sdo precisos. A
estratégia de resolugdo com o0 GeoGebra nos possibilita encontrar valores aproximados. Mesmo
assim, essa abordagem através do software é considerada eficaz, pois, caso se deseje obter
valores ainda mais precisos, € possivel simplesmente ampliar a tela de visualiza¢&o do programa
conforme necessario. 1sso permite a obtencdo de medidas do retangulo ainda mais proximas

das que minimizam o perimetro de forma exata.
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3.10 Atividade 4: Otimizacéo do custo de producéo de uma lata de dleo

Instituicdo escolar: Data:
Professor: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacdo-problema: Considere-se um engenheiro de producéo recém-formado estagiando em
uma renomada industria do setor alimenticio. Um dos principais produtos fabricados por essa
indUstria sdo as latas de 6leo de cozinha. Visando avaliar suas habilidades profissionais e
garantir sua aprovagao no estagio probatério, o gerente geral propds um desafio intrigante:
calcular as dimensdes ideais para uma lata cilindrica com capacidade de 1 litro, de modo a
minimizar a quantidade de material utilizado em sua fabricacdo. Utilizando o software
GeoGebra, sua missdo é determinar os valores aproximados das dimensdes (raio e altura do
cilindro) e da area minima dessa lata, buscando otimizar o custo do metal empregado no

processo produtivo.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.

1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situacdo-problema.

2) Realize a conversdo da unidade de capacidade (litros — I) para a unidade de volume

(decimetros cubicos — dm?).

3) Crie trés configuracdes distintas para o formato de latas cilindricas de capacidade 11 e indique

qual delas deve se assemelhar mais a configuragdo ideal sugerida pelo problema.

4) Quantas configuragdes diferentes poderiamos imaginar para essa lata cilindrica?

5) Uma maneira de resolver este problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas

variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
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verificar se ha um possivel ponto de minimo levando em consideragcdo o dominio da funcéo
objetivo. Sabendo que a area lateral do cilindro ¢ igual a area do retdngulo de comprimento 27nr
e largura h, onde r é o raio e h € a altura desse cilindro, e o volume do cilindro é igual a area de

sua base multiplicada pela sua altura, determine:

a) O valor algébrico de h em funcéo de r.

b) A equacdo que relaciona a area do cilindro de capacidade 11 em funcéo de r.

c) Faz sentido para o problema se r = 0? E se r for igual a um nimero negativo? Quais sao
os valores possiveis que podem ser atribuidos a medida do raio r?

d) Identifique as varidveis dependente e independente da equacdo do item b.

e) Reescreva aequacdo do item b tal que, a variavel independente seja a letra X e a variavel

dependente seja a letra y.

6) Plote o gréafico da funcédo objetivo utilizando o software GeoGebra. O gréfico possui ponto

de minimo para r > 0?

7) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo os valores das coordenadas desse ponto? O

que elas representam?

8) Desenhe a configuracéo ideal do cilindro de capacidade 11.

9) Qual é a area minima desse cilindro?

10) Com base na implementacdo desta nova configuracdo da lata ideal de capacidade 1 litro, a

indUstria economizard R$ 0,05 por unidade produzida. Calcule o valor total economizado na

producéo de 10 milhdes de latas.

3.11  Plano de aula da atividade 4 — Otimizagdo do custo de produc¢do de uma lata de

Oleo de 1l

Ano de escolaridade: 2° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos: Areas de cilindros, Teorema de Pitagoras e Funcdes
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Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.
Objetivos:

e Utilizar o software GeoGebra como ferramenta alternativa as técnicas de derivacdo para
determinar as dimensdes aproximadas de uma lata cilindrica que minimizam seu custo
de producéo;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugdo

de problemas do mundo real e a importancia da otimizag&o na engenharia de producao.

Recursos necessarios:

Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

a0 GeoGebra online (www.geogebra.orq);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Inicie a aula explicando aos alunos que eles irdo resolver um problema relacionado a
determinagdo das medidas aproximadas de uma lata cilindrica com capacidade de 1 litro, cujo
objetivo ¢ minimizar a quantidade de metal necessaria para sua fabricagdo. Ao fazer isso, sera
possivel aumentar os lucros da industria, uma vez que o custo de produgdo das latas sera
reduzido. Explique o conceito de otimizagdo e como ele pode ser aplicado para encontrar as

medidas da lata de 6leo que atendem a essa condicdo.
Apresentacdo do GeoGebra (10 minutos)
Mostre aos alunos como abrir o software GeoGebra em seus computadores ou

dispositivos e familiarize-os com a interface do programa. Explique as principais ferramentas

e recursos do software que serdo utilizados durante a atividade, como a construgao de graficos


http://www.geogebra.org/
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a partir de uma equacao digitada na barra de entrada e a exibigcdo de pontos extremos através
da ferramenta “Ponto — Otimizagdo”. Certifique-se de que os alunos compreendam como

utilizar essas ferramentas para explorar e resolver o problema proposto.

Exploragéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha de papel ou apresente-a na lousa para os alunos:
“Uma industria de oleo de cozinha deseja fabricar latas cilindricas com capacidade para
conter 1 litro de oleo. Utilizando o software GeoGebra, determine as dimensoes aproximadas
dessa lata que minimizam o custo do metal utilizado em sua produgdo.”

Incentive os alunos a explorar o GeoGebra para facilitar a tarefa. Durante a atividade,

circule pela sala, ofereca suporte aos alunos e esclarega diividas conforme necessario.

Discussdo em grupo (10 minutos)

Retina a turma para uma discussdo sobre as solugdes encontradas pelos alunos.
Incentive-os a compartilhar suas estratégias e resultados. Faga perguntas que orientem a
reflexao, como: “Quais foram as dimensdes aproximadas que vocés encontraram? Como vocés
chegaram a esses valores? Caso ndo utilizassem o software como ferramenta auxiliar, a

resolucdo do problema seria possivel?”

Tarefa de casa

Peca aos alunos que reflitam sobre a aplicacdo dos conceitos de otimizag¢do na vida
cotidiana e escrevam um breve texto compartilhando suas descobertas. Eles podem explorar
exemplos de situacdes em que a otimizacao ¢ importante, como a escolha de rotas mais
eficientes, a utilizacdo de recursos de forma sustentdvel, a maximizacao de resultados em
atividades esportivas, entre outros. Incentive-os a apresentar exemplos especificos e explicar

como os conceitos de otimizagao podem ser aplicados nessas situagoes.

Conclusao (10 minutos)

Conclua a aula destacando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa na

resolucdo de problemas matematicos, ressaltando sua contribuicdo na simplificacdo da busca
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por medidas aproximadas para o problema em foco. E fundamental salientar que, embora o
software tenha facilitado a resolugdo, as técnicas de derivagdo sdo estratégias algéebricas
essenciais para a determinacdo dos valores exatos das medidas desejadas. O software, ao
viabilizar a obtencdo de valores aproximados, ndo diminui sua relevancia, ja que é possivel
realizar aproximagOes cada vez mais refinadas. Incentive os alunos a explora e utilizar o
GeoGebra em outras atividades matematicas, enfatizando sua versatilidade e capacidade de
auxiliar na compreensdo de diversos conceitos matematicos.

Durante todo o processo, circule pela sala de aula, ofereca suporte aos alunos, faca
perguntas para estimular o pensamento critico e aprofunde as discussdes sobre as estratégias
utilizadas e os resultados obtidos. Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as

necessidades e a disponibilidade de recursos da turma.

3.12  Solugbes comentadas da atividade 4

3.12.1 Resolucdo comentada utilizando o GeoGebra

Resolver esse desafio de otimizacdo requer o céalculo da &rea minima de um cilindro
com capacidade de 1 litro. A fim de solucionar esse problema de otimizacéo, é apresentado o
seguinte roteiro:
i.  Leia o enunciado;
ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restricoes;

v. Plote o grafico da funcéo objetivo no software;

vi.  Identifique o ponto de minimo e suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensdes aproximadas da lata cilindrica de 1l que minimizam sua area;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimens6es da lata cilindrica sdo plausiveis.

Sejamr, h, A e V as respectivas medidas do raio, altura, area total e volume do cilindro

de capacidade 1l. Assim, como o cilindro tem a capacidade de um litro, temos V =1 dm3 =

nr?h = h = —. Substituindo o valor de h na formula da area de um cilindro, obtém-se:

ar?
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A =2nrh + 2nr? = 2mr ( iz) +2mr2 =24+ 2mr2,
nr T
Logo, a equacdo da funcdo objetivo é A(r) = ; + 2nr2 tal que, r € R e r > 0, pois o raio

do cilindro representa uma medida positiva e ndo nula.
Para uma melhor visualizacdo do grafico da funcdo objetivo no software, ajuste a escala

dos eixos x e y nas configuracOes para 1:10. A Figura 119 ilustra onde fazer esse ajuste.

Figura 168 — Configuracao da janela de visualizacdo da atividade 4

Bisico EixoX EixoY Malha

Dimensdes
% Min: -0.3 xMax 3
¥ Min: -2 yMax 24
EixoX: EixoY
1 963121 o

Eixos

Exibir Eixos [ negrito

Cor| H Estilo; —> ~

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

O gréfico de A(r) = % +2nr2 tal que, r € R e r > 0 plotado no software GeoGebra esta
ilustrado na Figura 120.

Figura 169 — Grafico de A(r)

2 o 02 b4 s 08 12

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Observe que o gréfico da funcdo objetivo apresenta um ponto de minimo no seu
dominio. Pode-se obter uma aproximacgao precisa desse ponto maximizando o gréafico conforme
desejado ou utilizando a ferramenta “Otimizagdo”. Nas Figuras 121 e 122, é possivel observar

0 ponto de minimo e os valores das suas coordenadas.
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Figura 170 — Ponto de minimo de A(r)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Figura 171 — Ponto de minimo de A(r) com a tela aproximada

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 123, ilustra o grafico de A(r) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone.

Observe que o ponto minimo ja esta destacado com os valores das suas coordenadas, o que
facilita a verificacdo.

Figura 172 — Grafico da fungdo objetivo no APP — atividade 4

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Assim, a area minima do cilindro de capacidade 1 litro é de aproximadamente 5,54 dm?2

e a medida do raio é de aproximadamente 0,54 dm. Calculando o valor da altura h = # parar

= 0,54 dm, obtém-se:

1 1 1 1
== = ~—=x~1 m.
nr?  m(0,54)> m(0,54)> 0,92 08d

Verificando o resultado na formula do volume do cilindro:
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V =nr*h =~ m(0,54)%(1,08) ~ 0,999 ~ 1dm3=11.

Portanto, uma aproximacdo das medidas do cilindro de capacidade 1 litro que
minimizam sua area total é quando r =~ 0,54 dm e h = 1,08 dm, resultando em uma &rea total
minima de aproximadamente 5,54 dmz2.

O link https://www.geogebra.org/m/zcqafrjy d& acesso a solucdo iterativa desta

atividade, assim como o codigo QR CODE:

3.12.2 Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
medidas que minimizam a &rea do cilindro de capacidade 1 I. Em Calculo, considera-se o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcéo derivavel em um ponto, como
sendo a derivada da funcdo no ponto em questdo. Seja t a reta tangente a um ponto B sobre o

gréfico de A(r), ilustrado na Figura 125.

Figura 173 — Reta tangente ao grafico de A(r)

\

Q

"
62 @ 02 e+l a8 08 1

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Quando o ponto B coincide com o ponto de minimo, a reta tangente t é paralela ao eixo
das abscissas, ilustrado na Figura 126. Isso significa que seu coeficiente angular é igual a zero,
pois no ponto de minimo a funcdo tem uma taxa de variagdo nula, indicando que a derivada da

funcdo e igual a zero.


https://www.geogebra.org/m/zcqgfrjy
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Figura 174 — Reta tangente a A(r) no ponto de minimo

minimo

,,,,,,,,,,,

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada de A(r) = % +2nr2 tal que, r € R e r > 0 em termos de r, obtém-
se:
A1) ==+ 4.

Fazendo A’(r) = 0, obtém-se:

3
2 — 2+ 4nrd 2 3/1 1 v am?
A@)=0=-S+dnmr=—"-—=20=—-2+4nmr’>—=—=r’=r= |— === dm
r r 41T 2T \2T 2T
3.‘

Logo, tem-se queem r = dm ocorre um ponto critico do grafico de A(r). Esse ponto

é candidato a ser ponto de minimo local. Para ratificar esse resultado, ¢ realizado o teste da 22

/_ 3
derivada, que consiste em calcular A”( > e verificar seu sinal. Se A”( - ) >0, tem-se um
3
. Vam?
ponto de minimo local em r = 2—: dm.

Calculando a segunda derivada de A(r) em relacdo a r, obtém-se:

A”(r)= 5 +4.

Calculando A”( - - > obtém-se:
3.2
A”( 24”): 4T = o+ 4T = + 4 = 81 + 4n = 121 dm? > 0.
R CS
3 -
Logo,emr = dm tem-se um ponto de minimo local. Como a area total do cilindro

para valores proximos as extremidades do intervalo r > 0 s&o valores que tendem ao infinito, o

3

4_2
T dm
2T

ponto de minimo absoluto da fungdo A(r) no intervalo r > 0 ocorre em r =

Para determinar o ponto de minimo absoluto de A(r), basta calcular o valor numérico de

3J_

A(r) = 2+ 2mrzemr= . Logo, obtém-se:
T
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1 2+ 2n<3\/;>3 2+2”( J_ 6w _ 6m2m
A(F) =k i f =on(ar) = g T -
3V2m dm2,

1 311 ,
Calculando h = —parar = ’; dm, obtém-se:

h = 1 \’271: 2”)2_(3\/2”)2 _ 3\/4n2d
_<312 (77:)— 2 3\/ 2t om o= m
o 31
ZTI

Portanto, as medidas exatas que minimizam a area total do cilindro de capacidade 1 litro

3 3
o \ 4m? v am? , ..
sdor = 2—; dmeh = Tﬂ dm, resultando em uma area minima de 3327 dm2.

Os valores obtidos utilizando 0 GeoGebra sdo bastante proximos aos valores exatos
obtidos através das técnicas de derivacdo. Caso se deseje obter valores ainda mais precisos

utilizando o software, basta aumentar a precisdo na maximizacao do gréfico.

3.13 Atividade 5: Otimizacdo da area de uma regido retangular inscrita em uma elipse

Instituicdo escolar: Data:
Professor mediador: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacédo-problema: Durante um conflito militar, surge a necessidade de estabelecer uma base

estratégica em um terreno retangular cercado por uma regido em formato de elipse. A equacao
2
da elipse é dada por x: + y2 = 1. Nesse contexto, determine as dimensdes aproximadas do

retangulo que maximizam a area disponivel, em hectares (1 ha = 10.000 m?), para a alocagéo
de tropas, suprimentos e equipamentos militares. Considere o comprimento do retangulo
paralelo ao eixo das abscissas e da largura paralela ao eixo das ordenadas. Utilize o software

GeoGebra como uma ferramenta facilitadora.
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Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.
1) Ao ler 0 enunciado da atividade, identifique o objetivo da situacdo-problema.

2) Crie trés configuragdes distintas para o formato do retangulo inscrito na elipse e indique, na

sua opinido, qual delas deve se assemelhar mais a configuracdo ideal sugerida pelo problema.
3) Quantas configuracgdes diferentes poderiamos imaginar para o retangulo inscrito?

4) Uma maneira de resolver a situacdo-problema seria obter a lei da funcéo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se ha um possivel ponto de maximo levando em considera¢do o dominio da fungéo

objetivo. Com base na figura abaixo que ilustra o retangulo inscrito na elipse de equacgédo dada

2
por X: +y2 =1, determine o que se pede nos itens a seguir:

a) A equacdo da Area do retangulo inscrito na elipse em funcio das medidas c e |.

b) Substitua as coordenadas do ponto P = (c,l) na equacdo da elipse e para obter o valor
algébrico de | em funcéo de c.

C) Substitua o valor algébrico de 1 na equagdo do item “a” para obter a equagdo que
determina a area do retangulo inscrito na elipse em funcéo da medida c.

d) Faz sentido para o problema se ¢ =0 ou ¢ > 2? E se ¢ for igual a um nimero negativo?
Entdo, quais sdo os valores possiveis que podem ser atribuidos a medida c?

e) Identifique as variaveis dependente e independente da equagdo do item “c”.

f) Reescreva a equacdo tal que, a variavel independente seja a letra x e a variavel

dependente seja a letra y.

5) Plote o gréafico da funcdo objetivo utilizando o software GeoGebra. O grafico possui ponto

de maximo em seu dominio?
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6) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo os valores das coordenadas desse ponto? O

que elas representam?

7) Desenhe a configuracéo ideal do retangulo inscrito na elipse.

8) Qual é a area maxima do retangulo inscrito na elipse?

3.14 Plano de aulada atividade 5 — Otimizacdo da area de uma regido retangular inscrita

em uma elipse

Ano de escolaridade: 3° ano do Ensino Médio
Pré-requisitos: Area de retangulos, Elipses e Fungdes.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Ultilizar o software GeoGebra como ferramenta alternativa as técnicas de derivacao para
determinar as dimensdes aproximadas do retangulo inscrito na elipse que maximizam
sua area;

e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolucéo

de problemas do mundo real e a importancia da otimizacéo nessas situacoes.

Recursos necessarios:

e Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso
ao GeoGebra online (www.geogebra.org);

e Projetor ou tela para exibir as demonstracdes no GeoGebra;

e Folhas de papel e lapis para anotagdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:


http://www.geogebra.org/
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Introducéo (10 minutos)

Apresente o contexto do problema que é maximizar a area disponivel dentro da base
retangular, garantindo que ela esteja completamente inscrita dentro da elipse. Essa area maxima
permitira alocar mais tropas, equipamentos e recursos na base, aumentando a eficécia e a
capacidade de defesa das forcas militares. E fundamental que a base retangular esteja totalmente
contida dentro da elipse, para evitar exposi¢cdo desnecessaria as ameacas e minimizar 0s riscos

de ataques.

Explicagdo tedrica (10 minutos)

2
Revise 0s conceitos de area de um retangulo e elipse. Explique a equacdo da elipse x: +

y2 = 1 e sua relacdo com a regido de risco e combate. Explique 0 conceito de otimizacao.

Apresente um roteiro de resolugéo para auxiliar os alunos nesse processo. Por exemplo:

i.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restricoes;

v.  Plote o gréfico da funcéo objetivo no software;

vi.  Identifique o ponto de maximo e os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensdes aproximadas do retdngulo de area méaxima;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimensdes do retangulo sao plausiveis.

Comente sobre a importancia da derivacdo para o célculo exato das medidas do
retdngulo inscrito. Explique que, ao utilizar o GeoGebra, realiza-se uma estimativa, obtendo
valores aproximados, sem a necessidade de realizar calculos complexos. Os resultados obtidos
através do software serdo bastante proximos dos valores exatos.

Demonstre aos alunos como abrir o GeoGebra no computador e como ele pode ser uma
ferramenta de apoio para encontrar a area e as medidas aproximadas do retangulo que atendem
as condicdes do problema. Familiarize-os com a interface do software, explicando as principais
ferramentas e recursos que serdo utilizados durante a atividade, tais como a plotagem do grafico

da funcéo objetivo, a criagdo de elipses e a identificacdo do ponto extremo no grafico da fungéo
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objetivo. Assegure-se de que os alunos compreendam como utilizar essas ferramentas para

explorar e resolver o problema proposto.
Exploracéo da atividade (60 minutos)

Distribua a atividade em uma folha de papel ou apresente-a na lousa para os alunos:
“Durante um conflito militar, surge a necessidade de estabelecer uma base estratégica em um

terreno retangular cercado por uma regido em formato de elipse. A equacdo da elipse é dada
2
por xz + y2 = 1. Nesse contexto, determine as dimensdes aproximadas do retangulo que

maximizam a area disponivel, em hectares (1 ha = 10.000 m?), para a alocacao de tropas,
suprimentos e equipamentos militares. Considere o comprimento do retangulo paralelo ao eixo
das abscissas e da largura paralelo ao eixo das ordenadas. Utilize o software GeoGebra como
uma ferramenta facilitadora.”

Oriente os alunos a modelar o problema proposto e a obter a equacao da fungéo objetivo.
Em seguida, peca-lhes para plotar o grafico da funcdo no GeoGebra, identificando o ponto de
méaximo e verificando os valores de suas coordenadas para que possam determinar, a partir dai,
os valores aproximados do retangulo desejado. Durante a atividade, circule pela sala, ofereca

suporte aos alunos e esclareca duvidas conforme necessario.
Discussdo em grupo (10 minutos)

Reuna a turma para uma discussao sobre as solug¢fes encontradas por eles. Incentive-0s
a compartilhar suas estratégias e resultados. Faca perguntas que orientem a reflexdo, como:
“Quais foram as dimensBes aproximadas que vocés encontraram? Como vocés chegaram a

esses valores?”
Atividade de casa (opcional)

Proponha aos alunos a resolucdo de outros problemas de otimizagdo envolvendo
retangulos inscritos em diferentes formas geométricas utilizando o GeoGebra. 1sso permitira
que eles apliqguem os conceitos aprendidos de forma préatica e expandam sua compreenséo sobre

otimizacdo e a modelagem matematica. Por exemplo:
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Situagdo-problema: Imagine que vocé seja um engenheiro encarregado do projeto de
uma placa de circuito impresso (PCI) que precisa ter uma area méxima dentro de um espaco
limitado. O objetivo é criar uma placa retangular com a maior area possivel, porém,
respeitando a restricao de estar totalmente inscrita em um circulo de diametro 10 centimetros.
Nesse contexto, determine as dimensdes aproximadas desse retangulo que maximizam sua
area, levando em consideracéo a condicdo de estar totalmente inscrito no circulo de didmetro
10 centimetros. Utilize o software GeoGebra para auxilia-lo nessa tarefa. Sugestao: Considere

o0 centro da circunferéncia como o ponto (0,0), resultando na equacgéo x2 + y2 = 25.

O objetivo é otimizar as dimens@es do retdngulo para que sua area seja a maior possivel,
mas respeitando a restricdo de estar completamente contido no circulo. 1sso é importante porque
uma maior area da PCI permite mais espaco para a colocacdo de componentes eletrénicos e

trilhas condutoras, melhorando a eficiéncia e o desempenho do circuito.

Avaliacao

Realize perguntas individualmente ou em grupo para verificar acompreensdo dos alunos
sobre o conceito de otimizacdo e a aplicacdo da matematica nesse contexto. Avalie a capacidade
deles em interpretar e comunicar os resultados obtidos, utilizando corretamente as unidades de

medida (hectares e metro quadrado) e fazendo relages com o contexto.

Concluséo (10 minutos)

Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
para a resolucdo de problemas matematicos, destacando como ele facilitou a tarefa de
determinar as medidas aproximadas do retangulo maximo. Explique que o software substituiu
os célculos complexos decorrentes das técnicas de derivacdo, proporcionando uma
aproximacdo tdo boa quanto desejada por meio de uma simples visualizacdo no gréfico da
funcdo objetivo. Saliente que, embora 0 GeoGebra fornega respostas aproximadas, as técnicas
de derivagédo do Calculo sdo essenciais para obter os valores exatos das medidas procuradas.

Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as necessidades e a

disponibilidade de recursos da turma.
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3.15 Solugdes comentadas da atividade 5

3.15.1 Resolucdo comentada utilizando o GeoGebra

Ao analisar cuidadosamente o enunciado, sdo extraidos as informacdes e 0 objetivo da

questdo, que consiste em determinar as medidas aproximadas do retangulo inscrito na elipse de
equacao xf +y2 =1, de forma a maximizar sua area. Nesse contexto, é importante considerar
que a area estd sendo medida em hectares (ha), sendo que 1 hectare equivale a 10.000 m2. A
Figura 127, ilustra o grafico da elipse de equacao x:z +y2=1. Pela equacdo e o gréafico da elipse,
percebe-seque—2<x<2e—-1<y<l.

Figura 175 — Gréafico da elipse

S

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

E importante destacar que o comprimento do retangulo inscrito é paralelo ao eixo das
abscissas, enquanto a largura é paralela ao eixo das ordenadas, de acordo com a hipétese
estabelecida. O retangulo inscrito na elipse e pode ser subdividido em quatro retangulos iguais,

de comprimento c e largura I. Essa configuracdo esta ilustrada na Figura 128.

Figura 176 — Subdivisao do retangulo inscrito na elipse

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Modelando o problema, pode-se estabelecer a relacdo A = 4cl, onde A é a area do

retdngulo inscrito na elipse. Substituindo as coordenadas do ponto P = (c, I) na equagédo da
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elipse, considerando as restricdes para X e ao fato de que | e ¢ representam medidas positivas e
ndo nulas, obtém-se:

2 2 2 4 — 2 4 — 2
%+I2:1:I2:1—%zlzi /1—%:1 £ o= zc,com0<c<2,lembrando

2

que c e I ndo podem ser iguais a zero.

Substituindo o valor algébrico de | na equagdo A = 4cl, obtém-se:
A@©) = 4e(H22) = 2¢ (V2= &),

A Figura 129, ilustra o gréafico de A(c), com a restricdo de 0 < ¢ < 2, plotado no
GeoGebra.

Figura 177 — Grafico de A(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

O gréafico de A(c) apresenta um ponto de maximo. Pode-se obter uma aproximacao
precisa desse ponto maximizando o grafico conforme desejado. A Figura 130 ilustra essa

situacao.

Figura 178 — Ponto de maximo de A(c) com a tela aproximada

Maximo

2060

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A Figura 131, apresenta o grafico de A(c) plotado no aplicativo GeoGebra para
smartphones. Observe que o ponto de maximo ja estd destacado com os valores das suas

coordenadas, o que facilita a verificagéo.
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Figura 179 — Gréfico de A(c) no APP GeoGebra para smartphones

= [

A

© fx=2xV4- 2, (0<x<2)

N
Fonte: Software GeoGebra Classic 5.
Assim, a area maxima da regido retangular é de aproximadamente 4 hectares, o que

equivale a 40.000 m2. O valor correspondente de ¢ é de aproximadamente 1,4142 hm. Logo, o

retdngulo de area maxima possui o valor do comprimento igual a 2c = 2(1,4142) = 2,8284 hm

e da largura igual a 2| = 2< /1 - %) = 2( 1- 1’41422> =1,4142 hm.

Convertendo as medidas mencionadas para metros, € necessario multiplica-las por 100.

Assim, os valores respectivos do comprimento e da largura do retangulo inscrito na elipse séo
aproximadamente 282,84 m e 141,42 m.

Verificando o resultado: 282,84 x 141,42 = 39.999,2328 m2, que é uma aproximacao de
40.000 m?, correspondendo a 4 hectares.

Portanto, as dimensdes do retangulo inscrito na elipse que maximizam sua area sdo de
aproximadamente 282,84 m de comprimento e 141,42 m de largura, resultando em uma area
aproximada de 39.999,2328 m2. Esse valor pode ser arredondado para cerca de 40.000 m?,
equivalente a 4 hectares.

No link https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt vocé encontrara a resolucdo iterativa

desse problema utilizando o software GeoGebra. Para acessar essa solucao utilizando o seu

smartphone, utilize o codigo QR CODE:



https://www.geogebra.org/m/bjpntcjt

56

3.15.2 Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacdo

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
2
medidas que maximizam a area do retangulo inscrito na elipse de equacao x: +y2=1 Em

Célculo, a derivada da funcdo em um ponto, se existe, pode ser definida como o coeficiente
angular da reta tangente ao gréfico da funcdo nesse ponto. Seja t a reta tangente a um ponto P

sobre o grafico de A(c), ilustrado na Figura 133.

Figura 180 — Reta tangente ao grafico de A(c)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Quando o ponto P coincide com o ponto de maximo, a reta tangente t é paralela ao eixo
das abscissas, ou seja, é horizontal. Isso significa que seu coeficiente angular é igual a zero,
pois no ponto de minimo a fun¢do tem uma taxa de variacdo nula, indicando que a derivada da

funcdo € igual a zero. Essa situacao esta ilustrada na Figura 134.

Figura 181 — Reta tangente ao grafico de A(c) no ponto de maximo

Maximo

"

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada de A(c) = 2¢ (\/4 - cz) em termos de c, obtém-se:

A=2(Va-c?) + Zc(zﬁ?) (—20=2(J4-2)- in_c _ 2(4;%_22&.

Logo, fazendo A’(c) = 0, obtém-se:
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2(4-c?) - 2¢2

A(0)= 0=

50=2(4—c%) — 22=8-2c*—-2c*=8—-4c>=4c*=8=>c*=

§=2=>c=i\/§hm.

Como 0 < ¢ < 2, entfo ¢ = /2 hm. Dai, tem-se um ponto critico em ¢ = 2 hm. Além

disso, esse ponto é candidato a ser ponto de maximo local. Para ratificar esse resultado, €
realizado o teste da 2% derivada, que consiste em calcular A”(v/2) e verificar seu sinal. Se

A”(V/2) <0, tem-se um ponto de méaximo local em ¢ = v2 hm.

Calculando a segunda derivada de A(c) em relacéo a c, obtém-se:

- 8c (V4 —c?) _<(8—4c)( 2%)) - 8¢ (\/4—c2)_<(8—4c)(\/4—c z)) - 8c (4_;2)+(sc—4c2)
C _ —-C _ 4——C2
=

2 —
A(C)_ 2 - 4_C2 4_C2

_—8c(4-c?)+(8c—4c®

a (4-ca—-c

Calculando A”(\/E), obtém-se:

v _-8/2(4-2)+(8V2-8) _ —16V2+8/2-8 _ —8/2-8 _ —32-16V2
A”(V2) = (4-2)Wa-2 - 22 o2z 8 <0.

Logo, em ¢ =+/2 hm, tem-se um ponto de maximo local. Como a area do retangulo para

valores proximos as extremidades do intervalo 0 < ¢ < 2 sdo proximos de zero, o ponto de
maximo absoluto da funcdo A(c) no intervalo 0 < ¢ < 2 serdem ¢ = v2 hm.

Para determinar o ponto de maximo absoluto de A(c), basta calcular o valor numérico
de A(c) = 2¢ (\/4 — cz) em ¢ = /2 hm. Logo, obtém-se:
A(V2)=2vV2(V4=2) = 2V2V2 = 4ha.

Calculando o valor da largura do retangulo em ¢ = +/2 hm, obtém-se:

/4—(\/5)2 B \/Ehm

2 2
Portanto, o retangulo de area méxima tem o comprimento 2¢ = 2v/2 hm e a largura 21 =

2 ~ . . A
Zg = v/2 hm. Fazendo a conversdo dessas medidas para metros, obtém-se um retangulo de

comprimento igual a 200v/2 m e largura igual a 100v/2 m. Verificando o resultado:
200v/2 x 100v2 = 40.000 m? = 4 ha.
Observe que 200v2 = 282.842712... e 100v/2 =~ 141.421356... séo valores bastante
proximos aos quais obtidos com a utilizacdo do GeoGebra. Caso se deseje valores ainda mais
proximos dos valores exatos, seria necessario aumentar ainda mais a precisao na maximizagdo

do grafico no software.
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3.16 Atividade 6: Otimizagdo do volume de um cilindro inscrito em uma esfera

Instituicdo escolar: Data:
Professor: Disciplina: Matematica
Alunos: Turma:

Situacdo-problema: Vocé é um engenheiro responsavel pelo projeto de uma embalagem
especial para um novo brinquedo. A embalagem deve ter a forma de um cilindro reto que sera
inscrito em uma esfera de plastico transparente com centro O e raio R = 10 cm. Utilizando o
software GeoGebra, determine as dimensfes aproximadas desse cilindro que maximizam seu

volume.

Determine 0 que se pede e responda as questdes seguintes com base na situacao-

problema anterior.
1) Ao ler o enunciado da atividade, identifique o objetivo da situacdo-problema.

2) Crie trés configurac0es distintas para o formato do cilindro inscrito na esfera e indique qual
delas, na sua opinido, se assemelha mais a configuragdo ideal sugerida pelo problema.
3) Quantas configuracdes diferentes poderiamos imaginar para um cilindro inscrito na esfera

de raio 10 cm?

4) Uma maneira de resolver a situacdo-problema seria obter a lei da funcdo objetivo com duas
variaveis e posteriormente, plotar o seu grafico com o auxilio do software GeoGebra. Depois,
verificar se h4 um possivel ponto de maximo, levando em consideragdo o dominio da fungéo

objetivo. Com base na figura abaixo determine o que se pede nos itens a seguir:

V

O
'
'
v

&

a) O valor algébrico de h em funcéo de r.
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b) A equacéo que determina o volume do cilindro inscrito em funcéo de r e h.

c) Substitua o valor algébrico de h na equagdo do item “a” para obter a equagao que
determina o volume do cilindro inscrito na esfera em funcdo da medidar.

d) Fazsentido para o problemaser=0our=10?E ser for igual a um nimero negativo
ou maior que 10? Quais s&o os valores possiveis que podem ser atribuidos a medida
do raio r?

e) Identifique as variaveis dependente e independente da equagdo do item “c”.

f) Reescreva a equacéo tal que a varidavel independente seja a letra x e a variavel

dependente seja a letra y.

5) Plote o gréafico da funcdo objetivo utilizando o software GeoGebra. O grafico possui ponto

de maximo em seu dominio?

6) Se sua resposta anterior foi afirmativa, quais sdo as coordenadas desse ponto? O que elas

representam?

7) Desenhe a configuragéo ideal do cilindro inscrito na esfera de raio 10 cm.

8) Qual é o volume méaximo desse cilindro?

3.17  Plano de aula da atividade 6 — Otimizacao do volume de um cilindro inscrito em

uma esfera

Ano de escolaridade: 2° e 3° ano do Ensino Médio
Pré-requisitos: Volume de Cilindros, Esferas e Fungdes.
Duracéo: 2 aulas de 50 minutos.

Objetivos:

e Ultilizar o software GeoGebra como ferramenta alternativa as técnicas de derivagao para
determinar as dimens@es aproximadas do cilindro inscrito na esfera de raio 10 cm com

0 intuito de maximizar seu volume;
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e Compreender e demonstrar a importancia da matematica e da tecnologia na resolugdo

de problemas do mundo real e a importancia da otimizacéo nas engenharias.

Recursos necessarios:

e Computadores, tablets ou smartphones com o software GeoGebra instalado ou acesso

a0 GeoGebra online (www.geogebra.orq);

e Projetor ou tela para exibir as demonstra¢des no GeoGebra;
e Folhas de papel e lapis para anotacgdes;

e Lousa, marcadores e apagador.

Sugestdo do passo a passo:

Introducéo (10 minutos)

Apresente aos alunos a situacdo-problema: “Vocé é um engenheiro responsavel pelo
projeto de uma embalagem especial para um novo brinquedo. A embalagem deve ter a forma
de um cilindro reto que serd inscrito em uma esfera de plastico transparente com centro O e
raio R = 10 cm. Utilizando o software GeoGebra, determine as dimensdes aproximadas desse
cilindro para maximizar seu volume.”

A estratégia sugerida nesta atividade consiste em modelar a situacdo-problema
encontrando a equagéo que relaciona o volume do cilindro inscrito com o seu raio. Em seguida,
utilizando o software GeoGebra, plotar o grafico da funcéo objetivo, levando em consideracao
as restricdes do problema. Dessa forma, sera possivel visualizar o ponto de maximo no grafico,
identificando os valores de suas coordenadas. Em seguida, basta verificar se as dimensdes
encontradas s&o viaveis para a embalagem. E importante lembrar aos alunos que o volume de

um cilindro ¢ calculado pela formula V = nir*h, onde V representa o volume, r o raio da base e

h a altura do cilindro. A figura 135, ilustra o cilindro inscrito na esfera.


http://www.geogebra.org/
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Figura 182 — Cilindro Inscrito na esfera

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Explique o conceito de otimizacdo para os alunos e apresente um roteiro para auxilia-

los na resolucédo. Por exemplo:

I.  Leia o enunciado;

ii.  Identifique as variaveis;
iii.  Modele o problema utilizando letras para as variaveis;
iv.  Estabeleca as restri¢oes;

v.  Plote o gréfico da funcéo objetivo no software;

vi.  Identifique o ponto de maximo e os valores de suas coordenadas;
vii.  Determine as dimensdes aproximadas do cilindro de volume maximo;
viii.  Verifique se os valores obtidos para as dimens6es do cilindro sdo plausiveis.

Modelagem do problema (30 minutos)

Auxilie os alunos a encontrar uma expressdo algébrica para a altura do cilindro em
funcdo do seu raio. Explique que a altura do cilindro ndo é uma varidvel independente, pois é
determinada pela medida do raio do cilindro e pela medida do raio da esfera, que nesse caso, &
igual a 10 cm. Ajude os alunos a identificar as variaveis envolvidas e a construir a equagéo do

volume do cilindro em funcdo da medida do seu raio.

Utilizando o GeoGebra (20 minutos)

Apresente para os alunos como utilizar o software GeoGebra demonstrando as
ferramentas que serdo utilizadas nesta atividade. Auxilie-os na configuragdo dos eixos x e y,
pois facilitara a visualizacdo do grafico da funcéo objetivo. Uma maneira de fazer esses ajustes

¢ alterando os valores dos eixos da seguinte forma: “Eixo x: Eixo y, 1:100”.
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Identificagdo do ponto de maximo (10 minutos)

Explique aos alunos que o objetivo é encontrar no grafico o ponto maximo da funcéo
objetivo e verificar os valores aproximados das coordenadas nesse ponto. Ensine-os a
aproximar a tela e a utilizar a ferramenta “Otimizagdo” para visualizar melhor o ponto de

maximo e os valores das suas coordenadas.

Anélise dos resultados (20 minutos)

Peca aos alunos para analisar o grafico e identificar as coordenadas r e V(r) do ponto de
méaximo. Explique que o proximo passo é determinar a altura do cilindro com base no valor
obtido para seu raio. Solicite que registrem as dimensfes do cilindro que maximizam seu
volume. Estimule os alunos a discutir as conclusdes obtidas com a atividade e a explicar suas

observacdes.

Avaliacao

Realize perguntas individualmente ou em grupo para verificar acompreensdo dos alunos
sobre o conceito de otimizacao e a aplicacdo da matematica nesse contexto. Avalie a capacidade
deles em interpretar e comunicar corretamente os resultados obtidos, incluindo o uso adequado
das unidades de medida. Encoraje-o0s a explicar seus raciocinios e a se expressar de forma clara
e precisa. Ofereca feedback construtivo para ajuda-los a aprimorar sua compreensao do
conceito de otimizacdo e sua habilidade em comunicar os resultados matematicos de forma
adequada. Lembre-se de que a variedade de respostas e abordagens é enriquecedora, portanto,

valorize as contribui¢fes individuais e promova a troca de ideias entre os alunos.

Encerramento (10 minutos)

Conclua a aula ressaltando a importancia do GeoGebra como uma ferramenta valiosa
para a resolucédo de problemas matematicos, destacando como o software facilitou a tarefa de
determinar as medidas aproximadas do cilindro de volume méaximo. Explique que o GeoGebra
substituiu os calculos complexos decorrentes das técnicas de derivagdo, proporcionando uma

aproximacdo tdo boa quanto desejada por meio de uma simples visualizacdo no grafico da
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funcdo objetivo. Saliente que, embora o software forneca respostas aproximadas, € fundamental
mencionar que as técnicas de derivacdo do Calculo sdo essenciais para obter os valores exatos
das medidas do cilindro procurado. Incentive os alunos a explorar e utilizar o software em outras
atividades matematicas, enfatizando sua versatilidade e capacidade de auxiliar na compreenséo
de diversos conceitos matematicos. Reforce a importancia da otimizacéo nas engenharias e em
outras areas de estudo. Peca-os que compartilnem suas conclusdes entre eles. Responda a
possiveis davidas e encerre a aula.

Durante todo o processo, circule pela sala de aula, ofereca suporte aos alunos, faca
perguntas para estimular o pensamento critico e aprofunde as discussdes sobre as estratégias
utilizadas e os resultados obtidos. Lembre-se de adaptar este plano de aula de acordo com as

necessidades e a disponibilidade de recursos da turma.

3.18 Solugbes comentadas da atividade 6

3.18.1 Resolucdo comentada utilizando o GeoGebra

Considere a esfera e, de centro em O e raio R = 10 cm. O objetivo é encontrar as
dimens@es aproximadas do cilindro c, ou seja, os valores do raio r e da altura h do cilindro

inscrito na esfera e, que maximiza seu volume V. O problema € ilustrado na Figura 136.

Figura 183 — Cilindro Inscrito na esfera

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Como o cilindro esta inscrito na esfera e e 0 objetivo € maximizar seu volume, é
importante observar que o raio r da base do cilindro ndo pode ser igual ao raio R da esfera. Caso

contrario, a altura h do cilindro seria nula, resultando em um volume nulo. Além disso, a medida
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do raio do cilindro ndo pode ser maior que a medida do raio da esfera, uma vez que o cilindro
esta inscrito na esfera. Portanto, considerando essas restri¢des, tem-se que 0 <r < 10.

Utilizando o teorema de Pitdgoras, pode-se estabelecer a seguinte relacdo entre as

medidasr, he R:
n\2 h? h?
R2:r2+(5) =102=r2+ =100 — =" = 4(100 — r?) =h2 = h = +/4(100 — r?) =
+ 2100 — 2,

Como h >0, tem-se que h = Zm, que esta definido em 0 <r < 10. Substituindo
o valor algébrico de h na formula do volume do cilindro, obtém-se:
V(r) =nr*h = nrz(Zm ) = 2mr2v100 — 12,
Calibre os eixos coordenados na janela de visualizacdo do GeoGebra para uma melhor
visualizacdo do grafico de V(r). Uma maneira de se fazer isso ¢ ajustando a escala que relaciona

0s eixos X € y na janela de visualizacdo. A Figura 137 ilustra onde fazer essas mudangas e os
valores sugeridos.

Figura 184 — Configuracao da janela de visualizacao (atividade 6)

Basico EixoX EixeY Malha

Dimensides

x Min: -6.35407 X Mdx: 4.46208
¥y Min: -348.75051 ¥ Max: 449.18509
EixoX : EixoY

1 100 o

Eixos

[ [

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Plote o gréfico de V(r) = 2nr>2v100 — r2 no GeoGebra tal que, 0 <r<10er € R. Ao
inserir a equacdo da funcdo objetivo na barra de entrada do programa, obtém-se o grafico de

V(r), ilustrado na Figura 138.

Figura 185 — Grafico de V(r)

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.
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O gréfico apresenta um ponto de méaximo. Pode-se obter uma aproximag&o precisa das
coordenadas desse ponto maximizando o grafico conforme desejado. Esse fato € ilustrado nas
Figuras 139 e 140:

Figura 186 — Ponto de maximo de V(r)

2500 WMaximo
__________

2000

1500

1000

500

500
Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Figura 187 — Ponto de maximo de V(r) com a tela ampliada

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

A figura 141 ilustra o gréfico de V(r) plotado no aplicativo GeoGebra para smartphone.
Observe que o ponto de maximo ja esta destacado com os valores das suas coordenadas, o que

facilita a verificacdo.

Figura 188 — Grafico da fungdo objetivo plotado no APP — atividade 6
|

= w ‘?’?o

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.
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Assim, os valores aproximados do raio e do volume do cilindro inscrito séo:
r=~8165cmeV = 2.418,399 cm?

Agora, basta calcular a altura h correspondente a r = 8,165 cm:

h=2v100 — r2 = 2,/100 — (8,165)2 ~ 2100 — 66,6672 =~ 2/33,3328 =~ 2(5,773) ~
11,547 cm.
Verificando o resultado:
V(r) = nr*h = V(8,165) = 1(8,165)%(11,547) = 2.418,418 ~ 2.418,399 cm?.

Portanto, para que o volume do cilindro inscrito na circunferéncia de raio 10 cm seja
maximo, o raio e a altura do cilindro devem medir aproximadamente 8,165 cm e 11,547 cm,
respectivamente. O volume méximo correspondente é de aproximadamente 2.418,399 cm3.

E importante ressaltar que esses valores foram obtidos utilizando o software GeoGebra,
o qual oferece uma abordagem acessivel para alunos do Ensino Basico, substituindo as técnicas
de diferenciacdo comumente utilizadas nos cursos de Calculo universitarios. As solucdes
obtidas por meio das técnicas de diferenciacdo fornecem valores exatos, enquanto as solucbes
obtidas pelo software sdo aproximacdes. No entanto, esse fato ndo inviabiliza as respostas
obtidas pelo software, uma vez que é possivel se fazer aproximacdes ainda mais ajustadas ao
valor real, utilizando o GeoGebra.

No link https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg vocé encontrara a resolucdo desse

problema utilizando o software. La estdo disponiveis animacdes e controles deslizantes que
ajudam a visualizar as varias formas que o cilindro inscrito pode assumir, até chegar no cilindro

de dimensdes 6timas. Se preferir, utilize o cédigo QR CODE:

@) scan e

3.18.2 Resolucdo comentada utilizando técnicas de derivacio

A seguir, sdo utilizadas as técnicas de derivacdo para calcular os valores exatos das
medidas que maximizam o volume do cilindro inscrito na esfera de raio 10 cm. Em Célculo, a

derivada da fungdo em um ponto, se existe, pode ser definida como o coeficiente angular da


https://www.geogebra.org/m/hbdbsacg
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reta tangente ao grafico da funcéo nesse ponto. Seja t a reta tangente a um ponto K sobre o
gréafico de V(r), ilustrado na Figura 143:

Figura 189 — Reta tangente ao grafico de V(r)

|
|
0 5 m\m

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Calculando a derivada da fungdo V(r) = 2nr>v100 — r2 obtida anteriormente, obtém-

Se.

V(1) = 4arv100 — 2 + 2 = 4mI00 — 72 — 22 com, 0<r<10ereR.

ZW) B 100—72

Quando o ponto K coincide com o ponto de maximo, a reta tangente fica paralela ao
eixo das abscissas, o que significa que seu coeficiente angular anula. Isso ocorre, pois no ponto
de méaximo a funcdo tem uma taxa de variacao nula, indicando que a derivada da funcdo nesse

ponto é igual a zero. A Figura 144 ilustra essa situacao.

Figura 190 — Reta tangente a V(r) no ponto de maximo

2500

2000

1500

1000

Fonte: Software GeoGebra Classic 5.

Igualando V'(r) a zero, obtém-se:

0=47rV100 — 72 — 22 = 27 — 4100 — 12 = 2nr° = 4zr (100 — 12),

J100-r2  J100-r

Dividindo ambos os membros da igualdade acima por 27r, obtém-se:

r2:2(100—r2):200—2r2=>3r2:200:>r2:23£:>r:i fzo cm.
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Consideramos apenas a raiz positiva, tem-se um ponto critico no grafico de V(r) em

200 , . S .
/T que é o candidato a ser ponto de maximo local. Para ratificar esse resultado, faz-se o teste

da 2* derivada, que consiste em calcular V”( /2%) e verificar seu sinal. Se V”( /%) <0, tem-

- 200
se um ponto de maximo local em r = ’T cm.

Calculando a segunda derivada de V/(r) em relacéo a r, obtém-se:

(400w - 187r")(V100 - 72) — (400mr — 6nr3)(2 —— )

100 — 12

(400m - 187r") (V100 - 72) + a0omr?— 6mrt

1100 — 12
Calculando V”< / 30> obtém-se:

2
40011 - 1811(200))( 1 200> + soom(*2) - on(*3)

3 3 200
100 — === s 200\ _
200 =V -
100 — — 3
3
100

V() = = V(1) =

100 — r?

800001‘[ 800001‘[

1oo _ 300n£°—‘r+0 :V”(E) = (—800m )(10\/—) (100) -

3 3

— 800T (g) = —80V3m<0.

(400m — 1200n)<

200 - -
Logo,emr = /T cm tem-se um ponto de méximo local. Como o volume do cilindro
para valores proximos as extremidades do intervalo 0 < r < 10 sdo proximos de zero, 0 ponto
, . ~ . 200
de maximo absoluto da funcdo V(r) no intervalo 0 <r < 10 ocorreemr = /T cm.

Para determinar o ponto de méximo absoluto de V(r), basta calcular o valor numérico

de V(r) = 2nr>v100 — 2 emr = ’% cm. Logo, obtém-se:

2 2
V< ﬂ>=2n< ﬂ) 100—< @> =2m(%7) 100 — 200 200 on |10 2000
3 3 3 3 3

4000 _ 4000TV3
33 9

Em outras palavras, o cilindro de volume méaximo inscrito na esfera de raio 10 cm possui

4000Tv3

uma capacidade de ml.
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,zoo .
Calculando a altura h correspondente a r = = cm, obtém-se:

2
h=2v100 —r2=2 [100 — /ﬂ =2/100—@=2 100_20_2043
3 3 3 V3 3

Para verificar as respostas, basta substituir os valores obtidos na formula do volume do

cilindro:

2
200 20V3 4000TV3
Vi =mh=n| |=— ( - ): 5 cm3.

Portanto, para que o cilindro inscrito na circunferéncia de raio 10 cm seja maximo, as

2043

) ) ) - N : [200
medidas aproximadas do raio e da altura desse cilindro sdo, respectivamente, - cme—

. . ;. 40003 3
cm. O volume maximo correspondente ¢ de ——— cm

Os valores obtidos por meio do GeoGebra sdo bastante proximos a esses valores. No
entanto, caso se deseje obter valores ainda mais proximos dos resultados exatos, bastaria

aproximar ainda mais o grafico da fung@o objetivo na janela de visualizagdo do software.
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