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Resumo
Neste artigo, apresenta-se como ocorre o desenvolvimento do Bindmio de Newton, através de
demonstragdes que despertam o interesse de alunos sobre o tema. Procura-se oferecer
aplicacdes e atividades que fogem do simples desenvolvimento do Bindmio por envolver
outros conhecimentos matematicos.
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Introducéo

Neste artigo, discute-se o desenvolvimento e o ensino do Bindmio de Newton em sala de
aula com objetivo de apresentar a professores e alunos uma metodologia que de significado de
como ocorre o desenvolvimento do Bindmio auxiliando no processo de ensino aprendizagem.
Para isso, apresenta-se num primeiro momento a demonstracéo através de conhecimentos de
analise combinatoria e, depois, uma demonstracdo através do principio de inducdo. Com este
proposito o ensino do Bindmio de Newton passa por uma significacdo mais ampla que
permite ao educando compreender de forma clara o desenvolvimento e expansdo de um
binbmio, bem como, calcular determinado termo, independente do valor da poténcia ser
pequeno ou grande. Num segundo momento, apresentaremos atividades interessantes e,

finalmente, algumas atividades que exigem um conhecimento matematico mais apurado.

O Desenvolvimento do Bindbmio de Newton

A aprendizagem das Ciéncias da Natureza, como descrita nos Pardmetros Curriculares
Nacionais, deve contemplar formas de apropriacéo e construcdo de sistemas de pensamentos
mais abstratos e significativos, que as trate como processo cumulativo de saber e de ruptura
de consensos e pressupostos metodoldgicos.

Os estudos nesta area devem evidenciar que a Matematica ¢ uma linguagem que busca
dar conta de aspectos do real e que é instrumento formal de expressdo e comunicacdo das
ciéncias.

E preciso compreender as ciéncias, principalmente a Matematica, como construcdes
humanas, entendendo como elas se desenvolvem por acumulagéo, continuidade ou ruptura de
paradigmas, relacionando o desenvolvimento cientifico com a transformacao da sociedade.

Alia-se ao desenvolvimento do conhecimento cientifico a atencdo especial que devemos
atribuir ao desenvolvimento de valores, habilidades e atitudes, pois sdo objetivos centrais da
educacdo e também contribuem com a aprendizagem.

O individuo que procura o aprendizado deve sentir-se desafiado na construcdo do
conhecimento. E necessario ter espirito de pesquisa e desenvolver capacidade de raciocinio e
autonomia. Este desafio, muitas vezes ausente no ensino de contetidos matematicos, acarreta
dificuldades no aprendizado, tornando-o pouco atrativo. Diante disso, cabe ao educador



matematico buscar alternativas que inspire mais atencéo aos conteudos, dando significado real
e pratico no ensino dos temas e, principalmente, proporcionar o crescimento do conhecimento
com base na construgdo continua.

O ensino do Bindbmio de Newton na Educacdo Basica contempla especificamente o
desenvolvimento de binémios da forma (x + y)™ com n no conjunto dos nimeros naturais.
No entanto, o aluno deve sentir-se desafiado na constru¢cdo de caminhos que levem ao
desenvolvimento de poténcias binomiais para valores elevados de n, bem como na descoberta
de termos do desenvolvimento sem sua expanséo por completa.

O desenvolvimento do Binémio de Newton é simples em casos como (x + y)°® = 1 ou
(x+y)!=x+7y, ou ainda, no produto notdvel explorado com alunos do Ensino
Fundamental, (x + y)?> = x? +2-x-y + y?, quando também se apresenta que o quadrado
da soma é igual ao quadrado do primeiro termo, mais o duplo produto do primeiro pelo
segundo termo, mais o quadrado do segundo termo. Porém, para bindmios do tipo (x + y)",
com n > 3 o0s procedimentos comegam a carregar maiores dificuldades e podem passar por
multiplicagdes cansativas e demoradas que nada contribuem para aumentar o conhecimento
de quem os desenvolve.

Diante disso, h& de ser preparado um procedimento para alunos do Ensino Médio que
justifique e comprove como ocorre o desenvolvimento do bindmio com o auxilio do
Tridangulo de Pascal e algum conhecimento em Analise Combinatdria. Assim, ndo basta
generalizar a expansdo (x +y)* = CJ-x" -y’ +C}-x" 1.yl + ..+ CP-x°-y", apbs
realizar algumas multiplicacbes. E preciso fundamentar este conhecimento, dar sentido e
comprovacao para com isso despertar o interesse no aprendizado.

Com base nisso, o0 inicio desta parte basear-se-4 na comprovacao da expansao binomial
com um raciocinio de contagem, e posteriormente apresentando uma demonstracéo alternativa
do mesmo resultado por inducdo matematica.

Considerando que uma poténcia com expoente natural ¢ uma multiplicacdo com fatores
iguais, podemos obter poténcias do bindmio efetuando véarias multiplicacbes que resultaria
num trabalho extremamente grande quanto maior for a poténcia n.

Assim, a poténcia (x +y)3 poderd ser obtida com a multiplicagdo sucessiva dos
bindmios (x + y) - (x +y) - (x + y), resultando a sequencia (x*x+x-y+y-x+y-y)-
(x+y)quesegueem (xx"x+x-x-y+x-y-x+x-yy+y-x-x+y-x-y+y-y-
x +y -y - y). Reduzindo os termos semelhantes, teriamos x3 + 3x2y + 3xy? + y3.

Contudo, o desafio é fazer o desenvolvimento de binbmios com poténcias maiores, ou
mesmo calcular determinado termo de um binémio de maneira pratica e rapida, sem a
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necessidade de efetuar o célculo de todas as multiplicacbes, uma tarefa extremamente
cansativa e sem necessidade a partir do conhecimento de técnicas desenvolvidas por Newton.

Para tanto, € necessario antes de qualquer procedimento conhecer calculos de
agrupamentos, sendo cairemos num aprendizado sem significado como acontece em indmeros
procedimentos adotados por livros didaticos que simplesmente aplicam a forma expandida do
bindmio sem atribuir qualquer demonstragéo de como foi obtida.

E comum encontrarmos em textos que o Bindmio de Newton (x + y)™ é dado pela
expressao:
Cl-xm-yo+Ct-xm 1oyl bl xl oyl O x0 -y,
ou representada em binomiais:

(B2 () tort (1) o ()

Contudo, raramente encontra-se a explicacdo ou demonstracdo de como isto ocorre.

Entendemos que € preciso um procedimento rapido para encontrar os coeficientes
binomiais, no entanto, deve haver o entendimento pleno de como chegar neste resultado.

Utilizando conhecimentos de Analise Combinatéria podemos encontrar a expansao
binomial. Para isso, vamos nos apoiar no exemplo (x + )3 = (x + y)(x + y)(x + y). Para
cada termo temos trés fatores na multiplicacdo, assim escolhendo trés letras para compor um
termo qualquer do desenvolvimento desse produto, teremos pelo principio multiplicativo,
2-2-2= 23 =8 termos, pois existem 2 possibilidades de escolha, x ou y. Desta forma,
teremos quatro situacOes distintas, a saber:

1. Trés letras iguais a x e nenhuma letra y, ou seja, x - x - x que ocorre uma unica
vez, dadopor C9 -x-x-x= CJ-x3=1-x3;

2. Duas letras iguais a x e uma letra y, ou seja, x - x - y ocorre combinando as trés
letras y do produto uma a uma, restando duas posic¢des para a letra x, isto é dado
porCi -x-x-y= C}-x?-y=3-x%-y;

3. Uma letra igual a x e duas letras iguais a y, ou seja, x-y-y ocorre
combinando as trés letras y do produto duas a duas restando uma posi¢édo para a
letra x, dado por C2 - x-y-y= C?-x-y*>=3-x-y?;

4. Trés letras iguais a 'y e nenhuma letra x, ou seja, y - y - y que ocorre uma Unica
vez, dadopor C3 -y -y-y= C3-y3=1-y3



Depois destes fatos demonstrados, concluimos de forma bem mais significativa o
desenvolvimento do Bindmio como (x + y)® = x3 + 3x%y + 3xy? + y3. O procedimento se
repete para poténcias maiores sempre combinando as letras X, primeiro termo e y, segundo
termo.

De forma generalizada para uma poténcia n natural qualquer, temos que (x + y)" =
x+y)-(x+y)-(x+y)..(x+y),0qual é o produto de n fatores iguais. Observemos que
para se formar um termo do produto (x +y) - (x +y) - (x + y) ... (x + y) devemos escolher
uma parcela de cada um dos n fatores (x + y) e efetuar o produto das mesmas, verificando o
numero de vezes que este produto se apresenta em todas as possibilidades de escolha.

Assim, escolhendo p letras y em p dos n bindmios e (n — p) letras x, dos (n — p)
bindmios teremos um termo genérico de (x + y)™ dado por x™ P - yP.

O numero de vezes da forma x™~P. yP serd igual ao nUmero de modos de escolhermos p
letras y em p dos n bindmios (x + y), isto é C’. Desta forma, a quantidade de termos
x™~P - yP em toda a expansdo binomial sera dada por C? - x™7P - yP.

Como p pode varia de 0 até n, encontramos todos os termos reduzidos do
desenvolvimento de (x + y)™ na seguinte formula:

n
(x-l—y)n = ZC}; -xn_p -yp‘
p=0

sendo que a expressao acima é comumente apresentada em livros didaticos, principalmente do
Ensino Médio, sendo denominada Férmula de Newton.

Usaremos a seguir 0 método da inducdo para exibirmos uma demonstracdo alternativa,
comprovando a validade da Formula de Newton deduzida anteriormente.

Inicialmente, lembremos uma propriedade da notacdo de somatorio, o qual sera Gtil no
raciocinio que segue:

n—1 n
So- Y
k=0 k=1

n
k

)-xo -y9. Mostraremos, entio que a relagdo

Queremos mostrar que (x + y)" = 7{‘:0(

0
0
para n implica a relacdo para n + 1. Com efeito, por hip6tese temos que:

)-x"‘k -y*. O resultado é valido para

n=0,uma vez que (x+y)’=1= 2220(



n+1 _ . n — . " n =k .k
Gy = Gay) by =ty ) () ek

Expandindo a soma, encontramos:
(x+y)n+1 — (X+Y)'[(8)'xn + (Y).xn—l.y+...+(2).yn] —

n

-1
xn+1+ x_Z(Z)_xn—k_yk + y'TlZ:(Z)'xn_k'yk +yn+1 —
k=1 k=0

n n

xn+1+ x_Z(Z’)_xn—k _yk+ y_Z(kﬁl)_xn—k+1_yk—1+yn+1 —
k=1 k=1

xn+1 + i [(Z) + (k f 1)] . xn—k+1 . yk + yn+1_
k=1

Cabe ressaltar que a parte final do raciocinio empregado acima se deveu a importante
propriedade do Tridngulo de Pascal, conhecida por Relacédo de Stifel:

n—1 n—1 _ (n
o)+ (") = ()
No caso, podemos melhor adaptar a relacdo para encontrar a expressdo obtida na

demonstracéo, fazendo (k f 1) + (Z) = (nz 1). Com isso, temos:

n
(x + y)n+1 = xntl 4 z (Tl -]L_ 1) e —k+1 _yk + yn+1 —
k=1

Finalmente, ao utilizarmos a propriedade de somatdrio enfatizada no inicio da prova,
temos:

n

(x+y)" = Z (Z)-x”_k - yk,

k=0



Outro desafio, maior do que o prdprio desenvolvimento do Binémio de Newton
encontra-se em descobrir 0 valor de um determinado termo. Para tanto, é necessario formular
de maneira adequada um procedimento que facilite o calculo sem necessitar do
desenvolvimento completo do Bindmio.

Como vimos, no desenvolvimento de (x + y)™:

(x+y)" = (3)-x“-y°+ (rll)-x“‘l-y1+ (g)-x”‘z-yz ...... (n)-xo-y”.

Podemos obter o termo genérico no desenvolvimento do binémio, considerando a
expressao seguinte:

Tyi1 = (;)'xn_p - yP

a qual possibilita o calculo de termos do binbmio sem o seu desenvolvimento completo, muito

atil na resolucédo de problemas envolvendo Bindmio de Newton.

Assim, o0 ensino do Bindmio de Newton passa por uma significagdo mais ampla que
permite ao educando compreender de forma clara o desenvolvimento e expansdao de um
binbmio, bem como, calcular determinado termo, independente do valor da poténcia ser

pequeno ou grande.

Uma aplicacdo interessante do uso do binémio de Newton reside no célculo aproximado
do numero de Euler e = 2,718281 ... (THE NUMBER WARRIOR. Q*Bert Teaches the
Binomial Theorem. EUA: 2010.).

Sabemos que um dos resultados mais importantes da Andalise Real é o célebre limite
abaixo, que serve como uma das defini¢Ges da constante e da Matematica:

n

e = lim (1 +—> .
n-—oo n



Verificaremos a validade da expressdo acima, por experimentacdo, através da seguinte
atividade, na qual serdo atribuidos valores de n crescendo a partir de n = 1.

Vejamos na Tabela 1 a seguir e, também na Figura 1, a crescente aproximacdo do
nimero e = 2,718281 ..., para n variando de 1 até 10.000.000.000.

n 1 2 3 4 5
1Tl
(14._) 2 2,25 2,37037037 | 2,44140625 |  2,48832
n
n 10 10° 10° 10* 10°

1
(1+—) 2,59374246 |2,704813829|2,716923932 |2,718145927 | 2,718268237

n 10° 10’ 108 10° 10%°

n

1
(1+—) 2,718280469 |2,718281694 | 2,718281786 | 2,718282031 | 2,718282053
n

Tabela 1: Valores aproximados do nimero e via expans&o binomial, com valores de n entre 1 e 10%°.

Explorando os resultados obtidos podemos construir o grafico da Figura 1, no qual
verificamos o crescimento da funcdo poténcia, e sua aproximacéo do valor dado ao nimero de
Euler, distribuindo no eixo das abscissas os valores de n e no eixo das ordenadas os valores

n
correspondentes da expresséo (1 + %) .

2,9
2,7 ——
2,5 /

N

o L/

/

1,9

Figura 1: Gréfico ilustrativo das aproximagdes do nimero e, através da expansdo hinomial.



Aplicando o conhecimento obtido no desenvolvimento do Bindmio de Newton,
apresentamos a seguir uma demonstracdo de que os valores obtidos nas expansfes binomiais
acima de fato aproximam-se do nimero e. Usando a formula do bindbmio, temos:

(1+ ) =30 e B

Cln (-1 (-2 .(n—k+D -k
k! (n—k)! nk

k=0

n

1ln-(n—-1)rn-2)..(n—k+1) 1
k! 1 ‘nk
k=0
S 1n-(n—-1)-(n—2).(n—k+1)
k! nk '

k=0

Cabe observar que a quantidade de fatores do numerador e denominador € igual a k
termos. Com base nisso, podemos reescrever a Ultima expressdo acima, sob a seguinte forma:

. 1 nn-1n-2n-3 n—k+1

k' n n n n n
k=0

Na passagem da expressao acima n — oo, encontramos a série numérica abaixo, a qual
sabemos que é uma forma alternativa de obtencdo da constante e:

o1 11 1 1 1 1
Za—a+ﬁ+i+§+a+a+...
k=0

Outra aplicacédo possivel do Bindmio de Newton pode ser encontrada na seguinte
questdo proposta no Exame de Qualificacdo 2012 do PROFMAT.
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;. . , 1 1 23
1. Mostre que, para todo n € IN é inteiro o nimero ;n7 + En5 + 5n

p
i
ser observado com facilidade no Triangulo de Pascal. Observemos na Tabela 2 que nas linhas
que correspondema p = 3,0u p =5, ou p = 7, 0s binomiais (?) ou (?) ou (Z) séo sempre
maltiplos de 3, 5 e 7, respectivamente, exceto 0s termos extremos, 0s quais sdo todos iguais a
um.

Preliminarmente vamos demonstrar que i- ( ) €EZparal<i<p-—1, fato que pode

p=0- 1

p=1- 1 1

p=2- 1 2 1

p=3- 1 3 3 1

p=4- 1 4 6 4 1

p=5- 1 5 10 10 5 1

p=06- 1 6 15 20 15 6 1
p=7- 1 7 21 35 35 21 7 1

Tabela 2: Desenvolvimento do Triangulo Aritmético para valores de p até 7. Notamos que os coeficientes sombreados da linha p séo
multiplos de p primo.

Com base nessa constatagdo, vamos mostrar de uma maneira geral, que p| (Zl)) sendo

pprimoel <i<p-—1.

Sabemos que os binomiais sdo representados por numeros inteiros, dados por: (IZ) =

p! _ pl-1D!_ _ (p-1)! .. AL nEn divi .
oo = oo =P oo Como p é primo, (p —i)!i! ndo divide p, segue que divide
(p — 1)! de tal forma que podemos escrever a expressdo como (’L)) = p - k sendo k numero

inteiro. Dai concluimos que p |p - k, logo p| (IZ) sendo p primoel1 <i<p-—1.

Para resolvermos o exercicio proposto, utilizaremos 0 método de indugdo. A expansao do
Bindmio de Newton aliada ao desenvolvimento acima serdo Uteis na demonstragéo.

1 1 23 1
Observe que: Para n = 0, temos ;n7 +§n5 + 5;n =0 e Para n =1, temos ;n7 +

1 23 1 1 23 . ~ . .
§n5 tn=-+t:+ o= 1. Nos dois casos, n = 0 e n = 1 a expressdo resulta em inteiro.
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1
Suponhamos que - L7 + n5 + n como hipdtese, é nimero inteiro, mostraremos que

%(n + 1) += (n + 1)5 (n + 1) tambem é nimero inteiro.

Expandindo os Bindmios de Newton (n+ 1)’ = (1+n)” e (n+1)°> = (1 +n)°,
encontramos:

1+n) = ((7))-17-n°+(1)-16-n1+(Z)-15-n2+---+(g)-11-n6+(;)-1°-n7

(1+n)s = (g)-15-n°+(i’)-1‘*-n1+(§)-13-n2+---+(i)-11-n4+(§)-10-n5

Ou ainda:

(1+n) = 1+(Z)n+(;)n2+...+(Z)n6+n7’

5 _ 5 5Y.2 o 4 (S 44 5
1+n) —1+(1)n+(2)n + +(4)n +n°.
Ao substituirmos as expressdes obtidas acima, temos entéo:

1( +1)7+1( +1)5+23( +1) =
7\ 5\ 3g T T

;[1+(Z)n+(;)n + - +(Z>n6+n7] + %[1+(i)n+(§)n2+«-~+(i)n4+n5]

23n 23 _
35 735"
17 Nz 4ot (M6l 4+ L[(5 5V, 2 4oy (Sl t 1,15
7[(1)n+(2)n1+ +2(g) ]2-;5[(1)n+(2)n+ +(4)n]+7+5+7n
+5Tl +£Tl g

Agrupando convenientemente, temos:

A G+ (] + £+ Q)+ ()] +

GHs+5)+ G +3m° + 5n)

12



1 1 23 1 1 23 L - . .y
Sabemos que (7+§+£) =1ce 7n7+§n5 + o1 € inteiro, pela hipotese de
. ~ 1 1 23 1 1 23 . , . .
indugdo. Portanto a soma (; +o+ E) + (7717 + En5 + gn) é numero inteiro.
Prosseguindo, como base nas informacGes preliminares, podemos concluir que a expressao

%[(Z)n + (;) n?+ -+ (Z) n6] + %[(i’)n + (;) n? + -+ (i) n4] é um nimero inteiro,
pois [(Z) n+ (Z) n? + -+ (Z) n6] é soma de parcelas divisiveis por 7 e [(i) n+ (g) n? +
...7+54n4 é soma de parcelas divisiveis por 5. Finalmente, concluimos que 17727+1575+

23 4 , . .
gn € um numero Intelro paran € IN.

Vamos resolver outro exercicio de aplicacdo interessante para alunos do Ensino Médio,
uma vez que foge da simples expansdo do binémio ou do calculo de um determinado termo,
exigindo raciocinio e conhecimento matematico mais apurado.

50
2. Determine o termo maximo do desenvolvimento de (1 + %) . (LIMA, Vol. 02, 2009)

Poderiamos imaginar a principio que o termo méaximo do desenvolvimento estaria
localizado no centro da expansdo. Este fato ocorre porque observando o Triangulo de Pascal é
percebido que os termos de maior valor estdo no centro de cada linha. No entanto, neste caso,
as poténcias de % provocardo alteracdo no crescimento dos valores dos termos, conforme

segue.

P
Para 0 bindmio apresentado temos o termo geral, T,,; = C& - 1°°77 G) = CL,-
P _ r-1 _ r-1
G) . Da mesma forma T, = Ck; " - 1%0-(~D.. G) = ¢cht G) . Fazendo T, 41 — T,
encontramos:
c? <1)p o1 (1)7"_1 3 50! 50! 3
50 \3 50 \3  (50—-p)!p!3r  (51—p)!(p—1)13r-1
50! 50! B
(50—p)!plp—-1D!3*  (G1-p)(50-p)(p—-1)!37 371"

50! e 1 ~
(50 —p)! (p — 1)!37 (E_ (51 — p).3_1) B

50! (1 3\
(50—p)! (p—1)!3? (5 (51— p)) -

50! _ 51-p—-3p
GO—-p)(p—-1!3r ( p(51—p) )

13



50! [ 51—4p
GO—p)!(p—-1)!3° (p(51 - p)) '

Com isso, como p varia de 0 a 50, temos apenas a expressdo 51 — 4p sendo capaz de
variar o sinal de T, — T,.

Assim, T,.1 —T, >0 quando 51—4p >0, logo p < %1 e T,y1 — T, <0 quando
51 —-4p < 0,logop > %1. Logo,

...,le < T13 e T13 > T14,

12
Csh

e 0 termo maximo no desenvolvimento € o déecimo terceiro T3 = 317

Convem notar aqui que o termo maximo no desenvolvimento ndo foi obtido equidistante
. . . N A= 1
dos extremos (no caso a posicdo 26), e isso se deve justamente a presenca das poténcias de 3

nos coeficientes obtidos acima.

Prosseguiremos com outros exercicios que exigem novos raciocinios, destacando em
cada caso conteldos que precisam ser conhecidos, visto que ndo se busca apenas 0
desenvolvimento binomial, mas uma relacdo estreita com outros assuntos abordados no
ensino medio e que estdo inseridos na resolucdo. Acreditamos que estes modelos de
exercicios sdo capazes de despertar maior desafio, levando o estudo do Binémio de Newton
para uma maior significacéo.

Ao longo dos anos, percebe-se que o Ensino do Binbmio de Newton tem perdido espaco
nas escolas secundaristas e dois aspectos podem ter levado a isto. Primeiro, pelo fato de ndo
ser demonstrada a forma como se desenvolve o bindmio, aplicando-se apenas a expressdo
geral do bindémio e a férmula para calcular o termo geral, sem, no entanto, apresentar uma
demonstracdo como foi mencionado anteriormente. Segundo, porque 0s exercicios propostos
geralmente ndo estdo relacionados com outros conteddos, causando desinteresse na resolucao.

Verificamos entdo a necessidade de apresentar novos exercicios que interligam
contetdos matematicos tornando interessante a resolucdo dos problemas. VVamos verificar um
conjunto de assuntos que podem estar alinhados com a resolugdo de questdes envolvendo
Bindmio de Newton, que foram extraidos de (BACHX, 1975).

n
3. No binémio (ZX + 4%) a soma dos coeficientes binomiais do segundo e do terceiro

termos € igual a 36 e o terceiro termo é sete vezes maior que o segundo. Nestas
condigdes qual o valor de x?
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Observe que a resolucdo do exercicio exige o conhecimento do termo geral do bindémio,
bem como a resolugédo de equagdes exponenciais:
. x n -
O segundo e terceiro termos serdao dados por T, = (p) ~x"P-yP quando p=1e

p = 2, respectivamente. Para facilitar a resolucdo faremos 2* = y, transformando o binémio
1 n
em (y + )7) .

Assim,
= (3) ey = (1) y oyt =ny
e
T, = (Z) X P = (721) R (71_"—2!)!2!_)}_6 _ n(nz— 1) -

Como a soma dos coeficientes ¢ igual a 36, temos n + “2—1

= 36 implicando n = —9

ou n = 8. Como a resposta deve ser natural, concluimos que n = 8.

Temos ainda que:

nn-1
%'}/_6 — 7'n-y_3,
ou seja, %-y* =7-8-y73. Assim,
y—6 =2. y—3.
Simplificando, temos y~3 =2. Retornando a variavel original, obtemos 273* = 2.
Finalmente, pela injetividade da funcdo exponencial, concluimos que x = — L

3

4. Calcule sem desenvolver a soma dos coeficientes dos termos do desenvolvimento de
(2x — 3xy)100,

A resolucéo do exercicio é simples, mas desperta bastante interesse ao aluno, pois desafia
pelo fato da poténcia ser um numero elevado, inviabilizando qualquer idéia de expanséo.

E preciso compreender que existe uma igualdade entre (2x — 3xy)'%° e a expresséo

100 €l - (2x)100P . (—3xy)P fato que permite obter a soma dos coeficientes pedida

p=0
acima.

Sabemos que o desenvolvimento dos termos binomiais é dado por:

100
(2x =301 = 3 Chyy - @007 - (=3xy),
p=0

que pode ser reescrita da seguinte maneira:
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100
(2x — 3xy)100 = (—1)P - CFy, - 210077 . 3P« 100 . yp,
p=0

O valor numérico do coeficiente de cada termo sera dado pela expressdo (—1)7 - CF, -
2100-P . 3p Como buscamos a soma dos coeficientes, e a igualdade vale para quaisquer
valores de x e y, devemos excluir a parte algebrica e para isso vamos atribuir os valores de x =
1ey =1, resultando na expressao:

100
Z(_l)p 'C1poo 2100-p . 3P = (2 —3)100 = (—1)100 = 1,
p=0

que € a resposta do problema proposto.

5. Determine o coeficiente de x?® no desenvolvimento da expressdo dada por
(x*43x3-4)%0. (x+2)320
(x2+4)50.(x2_1)45

O exercicio traz dificuldade se houver interesse em encontrar os coeficientes binomiais
das poténcias apresentadas. Observamos inclusive que além das poténcias elevadas existe um
trinbmio, capaz de gerar bastante trabalho no desenvolvimento. Porém, utilizando-se de
formas de fatoracdo podemos simplificar a fracéo algébrica.

A expressdo x* + 3x% — 4 é um trindmio que pode ser escrito na forma de produto
(x% + 4)(x% — 1). Assim, a fracdo algébrica pode ser escrita da seguinte maneira:

(*+3x3 =40 (x +2)2  (x®+ 40 (x* —1)°0 - (x +2)%°
(x2 + 4)50 - (x2 — 1)45 - (x2 4 4)50 - (x2 —1)%
que simplificando resulta em (x2 — 1)° - (x + 2)%°.

Sejam T, 0 termo geral de (x* — 1) e T, +; 0 termo geral de (x + 2)%°.

Sao validas as expressdes:

T

pe1 = G- (5P - (1P,

e

— 4 .,20—q.
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Portanto, o termo genérico para o produto (x% — 1)° - (x + 2)?° sera dado por:

Tp+1 'Tq+1 = (=1)P .Cé’ . Cgo - x30-2p—q . 24,
onde0 <p<5e0<gq < 20.

Como buscamos o coeficiente de x?® devemos ter 30 — 2p — g = 28 que resulta em
2p + q = 2. As possiveis solucbes para esta equacao serdo dadas por:

e p=0eq=2daisegue Ty Tpp1 = (1P - CL - CFy-x3072P71. 29 = 760x8

e p=1leq=00btendoT,y; Tyyy = (=1)P-CP-Cly-x307%77.29 = —5x28,

Reduzindo estes termos obtemos 760x%% — 5x28 = 755x28. Logo, o coeficiente

encontrado é 755.

36
6. Considere o bindbmio (§+ axz) . Esse binbmio possui certo termo T independente

de x. Se elevarmos ax? a certa poténcia a o termo independente do novo bindmio sera
0 quinto termo. Entdo dadas estas condi¢6es qual o valor de T e de a?

A resolucdo deste exercicio exige bastante atencdo na aplicacdo da férmula do termo
geral, bem como, conhecimento em equagdes exponenciais.

- - ~ - Ve — p
O termo geral para o desenvolvimento do bindmio apresentado € dado por T, = C3;4 -

36—p
1 _ ;-
(;) (a-x*)P = Ch, -xP736.x?P -gP. Como o termo é independente de X, temos

p — 36 + 2p = 0 que resultaem p = 12. Logo, o termo encontrado é o décimo terceiro termo
dado por Ty3 = C32 - a'2.

Agora, na segunda parte da resolugdo, se elevarmos ax? a certa poténcia a, vamos

36—p
i — P . (L 2 — (P
encontrar o termo geral para o desenvolvimento T,,; = Csq (;) [(a-x?)¥]P = C5¢

xp—36_x2ma_aa.

Como o termo independente é o quinto termo, temos p =4 e xP730.x2% =
xP~36%2ap = x0 comisso p — 36 + 2ap = 0, que resultaem —32 + 8a = 0 e a = 4.

7. Seja n um numero inteiro e positivo tal que os coeficientes do 5°, 6° e 7° termos do
log, 71
logen-log, e
decrescente de X, estdo em progressao aritmética. Determine o valor de n.

n
desenvolvimento de ( + x) , ordenados segundo a poténcia

Para encerrar esta etapa do trabalho apresentamos um exercicio que tras uma série de
assuntos matematicos, tais como, bindbmio de Newton, logaritmos e progressao aritmética, que
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poderia se tornar bastante complexo se a resolugcdo tomasse como rumo a expansdo do

binbmio sem a simplificacdo dos logaritmos. Inicialmente, simplificando a expressao
lognﬁn

logen-lognﬁe

nv/2, obtendo-se a expressio:

, com a propriedade da troca de bases e colocando todos os logaritmos na base

log, 7z 1 _ log, zn _q
log,n - log, ze log,zn '
Tog, 7 ¢ log,.z e

Assim temos o bindmio escrito de forma mais simples (1 + x)™ = (x + 1)™ para melhor
obter o desenvolvimento com poténcias decrescente de x.

O termo geral para o desenvolvimento do binémio sera T, ; = cP - x"P, de tal forma

que 0 5° 6° e 7° termos serdo respectivamente Ts = Cf - x" 4Ty = Co-x" " eT, = CP -
x"6,

Os coeficientes do 5° 6° e 7° termos estdo em progressdo aritmética, entdo 2+ Cp =
Cr + CP? e resolvendo a equagéo encontramos n = 7 ou n = 14.

Conclusao

Finalizando o tema proposto neste artigo podemos perceber como € brilhante o estudo do
Bindmio de Newton, desde que haja o entendimento de como ocorre a expansio binomial. E
certo que o assunto ao ser apresentado principalmente nas escolas de Ensino Médio néo
desperta interesse nos alunos, mas isto € fruto do pouco valor que se da as demonstragcdes aqui
expostas e da relacdo com outros contetidos matematicos.

O aluno de Ensino Médio no momento em que se depara com a necessidade de realizar
uma expansdo binomial ja tem conhecimentos de analise combinatoria suficientes para
compreender 0s agrupamentos que sdo formados para compor a expansdo completa.
Percebemos através da demonstracdo por combinatoria que ndao ha dificuldades em
desenvolver esta técnica em sala de aula e este fato mudara o interesse no aluno.
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Aliado a isto, verificamos que atividades interessantes podem contribuir com o processo
de ensino aprendizagem mediante a utilizacdo de planilhas e graficos que foram utilizados
para compreender uma aproximacao do numero e.
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