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RESUMO

Neste trabalho, investigamos os desafios matematicos de ir além das relagdes lineares, introdu-
zindo sistemas de equacdes nao-lineares como uma classe de problemas fascinante e amplamente
aplicavel. Este trabalho foi motivado por analisar mais profundamente esse cendrio e descobrir
uma lacuna significativa nos livros diddticos em lingua portuguesa e estrangeiras dedicados a
resolucdo de sistemas de equacdes nao-lineares. O objetivo principal € apresentar métodos anali-
ticos, teoremas, propriedades e estratégias eficientes para resolugcdo desses sistemas no Ensino
Médio. Procuramos ndo apenas preencher esta lacuna educacional identificada, mas também
demonstrar a aplicabilidade prética destes conceitos a situacdes-problema especificas, tornando
o contetdo mais concreto e relevante para o discente do Ensino Médio. A metodologia enfatiza
uma abordagem clara e acessivel que niao sé proporciona uma compreensio sélida da teoria
subjacente, mas também apresenta métodos praticos que sao diretamente aplicadveis em ambientes
de sala de aula. Os métodos analiticos de resolucdo de sistemas de equagdes apresentam-se como
recursos valiosos para discentes do Ensino Médio, constituindo uma sélida base preparatdria
diante de desafios matemdticos mais complexos, como participa¢do em olimpiadas, vestibulares
militares e outras competicdes. Essas ferramentas ndo apenas fortalecem a compreensao concei-
tual dos discentes, mas também os capacitam a enfrentar eficazmente problemas mateméticos
desafiadores, promovendo um aprimoramento continuo em seu desenvolvimento académico.

Palavras-chave: Sistemas de Equagdes Nao-Lineares, Aplicacdes, Ensino Médio.



ABSTRACT

In this work, we investigate the mathematical challenges of moving beyond linear relationships
by introducing nonlinear systems of equations as a fascinating and widely applicable class of
problems. This work was motivated by a deeper analysis of this scenario and the discovery of a
significant gap in both Portuguese and foreign language textbooks dedicated to solving nonlinear
systems of equations. The main objective is to present analytical methods, theorems, properties,
and efficient strategies for solving these systems in high school. We aim not only to fill this
identified educational gap but also to demonstrate the practical applicability of these concepts to
specific problem-solving situations, making the content more concrete and relevant to high school
students. The methodology emphasizes a clear and accessible approach that not only provides a
solid understanding of the underlying theory but also presents practical methods that are directly
applicable in classroom environments. Analytical methods for solving systems of equations
emerge as valuable resources for high school students, laying a solid preparatory foundation for
tackling more complex mathematical challenges such as participation in Olympiads, military
entrance exams, and other competitions. These tools not only strengthen students’ conceptual
understanding but also empower them to effectively tackle challenging mathematical problems,
promoting continuous improvement in their academic development.

Keywords: Nonlinear Systems of Equations, Applications, High School.
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1 INTRODUCAO

Segundo Ferrini-Mundy (2000), a Educa¢ao Matematica € a base para o desenvolvimento
cognitivo e intelectual dos estudantes, proporcionando ferramentas essenciais para compreender
o mundo que os cerca. No entanto, para garantir uma formag¢do completa, € imperativo explorar
ndo apenas os conceitos fundamentais, mas também desafios mais complexos que estimulem o
pensamento critico e a resolucdo de problemas. Nesse contexto, os sistemas de equagdes nao-
lineares emergem como uma area de estudo enriquecedora, capaz de transcender a linearidade
das equacdes usuais e oferecer uma perspectiva mais abrangente e desafiadora para os alunos.

Segundo Boaler (2015), no cenério educacional contemporaneo, a Matematica vai além
da mera transmissao de informagdes. Ela € uma disciplina dindmica que requer envolvimento
ativo, investigacdo e aplicagdo pratica. Os sistemas de equagdes ndo-lineares, muitas vezes
considerados um territério avangado, oferecem uma oportunidade tnica para os estudantes se
aprofundarem em problemas mais desafiadores, estimulando o desenvolvimento de habilidades
cognitivas e o raciocinio 16gico.

A abordagem tradicional, centrada em sistema de equagdes lineares, pode fornecer uma
compreensdo sélida dos fundamentos matematicos, mas a inclusdo de sistemas de equagdes nao-
lineares expande os horizontes, permitindo que os alunos explorem fendmenos mais complexos.
E crucial reconhecer que o aprendizado vai além da memorizagdo de férmulas; ele deve envolver
a capacidade de resolver problemas do mundo real, uma habilidade que os sistemas de equacdes
nao-lineares se prestam a desenvolver de maneira excepcional.

Ao investigar os sistemas de equacdes ndo-lineares, os estudantes nao estdo apenas
mergulhando em abstracdes matematicas, mas também adquirindo ferramentas para decifrar
a complexidade do mundo ao seu redor. Fendmenos naturais, econdmicos e cientificos fre-
quentemente desafiam as simplificacdes lineares, exigindo uma compreensao mais profunda e
versatil das equagdes matemadticas. A modelagem matemadtica eficaz, essencial em diversas dreas,
muitas vezes requer o uso de sistemas de equagdes ndo-lineares para representar com precisio a
realidade complexa.

Introduzir os alunos a esse nivel de complexidade desde o Ensino Médio ndo apenas os
preparam para desafios académicos futuros, mas também os capacita a abordar questdes praticas

em diversas disciplinas. Ao fornecer contextos do mundo real nos quais os sistemas de equacdes
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ndo lineares sdo essenciais, os educadores podem despertar o interesse dos alunos e destacar a
aplicabilidade desses conceitos na resolucdo de problemas do dia a dia.

Introduzir sistemas de equagdes ndo-lineares no Ensino Médio ndo € apenas uma questao
de complexidade matemdtica, mas também um desafio pedagdgico. A transicao dos métodos
lineares tradicionais para a resolugdo de sistemas de equagdes ndo-lineares exige uma abordagem
cuidadosa para garantir que os alunos ndo apenas compreendam os conceitos, mas também
desenvolvam uma apreciagdo pela beleza e utilidade dessa drea da Matematica.

Nos cursos regulares do Ensino Bésico, em geral, os livros didéticos (conferir, por
exemplo, lezzi et al. (2014) e Paiva (2010) ) costumam introduzir e definir sistemas de equacdes
e dividi-los em duas categorias: lineares e ndo-lineares. Porém, devido a simplicidade e ampla
aplicabilidade da técnica, métodos tedricos e analiticos sdo normalmente propostos apenas para
sistemas lineares e podem ser utilizados para resolver diferentes tipos de sistemas de equagdes,
resultando em um conjunto de solugdes. Por outro lado, os sistemas de equagdes ndo-lineares
nao recebem a mesma énfase nas disciplinas escolares e nos materiais didéticos.

Um fato que vale ressaltar, que acaba deixando o tema “equacgdes ndo-linear” de lado,
€ que o tema muitas vezes nao € abordado nos exames vestibulares tradicionais, como, por
exemplo, o ENEM, aplicados por universidades em geral. No entanto, a dinimica muda quando
falamos de olimpiadas nacionais e internacionais, bem como vestibulares militares, como ITA,
IME, EN, CN, e entre outros. Nestes contextos, a resolu¢do de sistemas de equacdes ndo-lineares
¢ um topico relevante. Essas competi¢des exigem estratégias muito bem elaboradas e uma grande
dose de criatividade para encontrar solucdes eficazes para problemas de mateméticos propostos.

Uma das motivagdes para a elaboracao deste trabalho surge da escassez de materiais
didaticos em lingua portuguesa e estrangeiras dedicados a esse tema. Uma abordagem clara e
acessivel, objeto desse trabalho, sobre a teoria e os métodos para a resolugdo de sistemas de
equacdes ndo-lineares pode preencher uma lacuna de materiais didaticos para alunos que desejam
se preparar para olimpiadas, vestibulares militares e para os entusiastas da Matemadtica em geral,
visando oferecer aos estudantes uma base solida para enfrentar desafios mateméaticos complexos.

Esta dissertacdo tem como objetivo principal investigar e analisar o ensino de equagdes
nao-lineares no Ensino Médio. Para alcancar esse objetivo, o trabalho € estruturado da seguinte
forma:

No capitulo 2, sdo abordados diversos topicos de Matemadtica Basica que sdo fundamentais

nas resolucdes dos diversos exemplos de sistemas de equagdes nao-lineares, apresentados no
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capitulo 3.

No capitulo 3, sdo apresentadas definicdes basicas envolvendo os sistemas de equagdes
ndo-lineares e diversos métodos de resolugdo desses sistemas, sempre acompanhados de exemplos
que ilustram as suas respectivas utilidades.

No capitulo 4, sao apresentados problemas que podem ser modelados por sistemas de
equagdes nao-lineares a nivel do Ensino Médio.

No capitulo 5, apresentamos uma proposta de aplicacdo do conceito de equacdes nio-
lineares para turmas do Ensino Médio.

No capitulo 6, sdo apresentadas conclusdes e reflexdes finais, destacando as principais

descobertas e sugestdes para pesquisas futuras.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, abordarmos tépicos de Matemética Basica que sdo fundamentais na
resolugdes dos diversos exemplos de sistemas de equagcdes ndo-lineares, os quais sdo explorados
no préximo capitulo. Os temas a serem abordados incluem: produtos notéveis, fatoracdes, médias
e desigualdades, relacdes envolvendo polindmios, nimeros complexos, trigonometria, relacdes
de Girard e somas de Newton. As referéncias relevantes que tratam desses assuntos, incluem:

Stewart et al. (2015), Lima et al. (2016), Dante (2013) e Manfredo et al. (2005).

2.1 Produtos Notaveis e Fatoracoes

Os produtos notdveis sdo identidades algébricas que se destacam por apresentar padrdes
especificos e permeiam diversos contextos matematicos. Eles desempenham um papel fundamen-
tal ao permitir a simplificacdo ou resolucdo de problemas especificos de maneira mais eficiente e

elegante.
Proposicao 2.1. Dados a,b € R, temos:
a) (a+b)?=a*>+2ab+b* (a—b)>=a>—2ab+b? a*>—b>=(a+b).(a—b);

b) (a+b)? =a®+3a’b+3ab>+b°, (a—b)* =a’—3a*bh+3ab* - b,

n!

¢) (a+b)" =Yi_ (3)a" b, onde <k) G

d) a"—b"=(a—b)(a" ' +d" b + ...+ a2+,
e) a2n+l _b2n+1 — (a+b)(a2n _a2n—1b+m _abn—l —|—b2n>.

Uma fatoracdo extremamente ttil ocorre quando se realiza a decomposi¢do de um

polindmio a partir do conhecimento de suas raizes. Segue o resultado
Teorema 2.2 (Teorema da Decomposicdo). Seja
p(x) = apx" +ayp XNt a® aix+a,

uma fungdo polinomial de grau n > 1 com coefientes complexos que possui 01,03, ...., 0, COmMo

raizes reais ou complexas (possivelmente com repeticdo). Entdo,

p(x) =ap(x—ap)(x—0y)...(x — ay).
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Demonstracdo. Conferir em lezzi et al. (2013). ]
Exemplo 2.1. Considere a funcdo polinomial
p(x) =X +6x* +128° + 120% + 11x + 6

que possui 0 = —3,0p = —2 e 03 = —1 como raizes reais e 0.4 =i e 05 = —i como raizes

complexas. Nesse caso, temos

p(x) = (x+3)(x+2)(x+ 1) (x—i)(x+1).

2.2 Relacoes de Girard

As Relagdes de Girard, também conhecidas como Férmulas de Viete, sdo relagdes
algébricas entre as raizes e os coeficientes de um polindmio de grau n. Elas sdo fundamentais na

resolugdo de equagdes polinomiais e na fatoragdo de polindmios.

Proposiciio 2.3 (Relacdes de Girard). Considere p(x) = apx" +a,_1xX" ' +--- +aix' +ag um

polinomio de grau n e suas respectivas raizes complexas x1, X3, X3, ..., xX,. lemos as seguintes
relagcoes:
( —a,
X1+x2+x3+-+x, = a’;*l
ay—
X1.X2 +X1.X3+ -+ X1 X +X2X3+ -+ Xp—1.Xp = an
X1.X2.X3+x1.X0.X4+ - X1 X0 X, F X1 X3 X4+ F X2 Xp—1Xn = _‘Zt;*
— n aq
X1.X2.X3..... Xp = (_1) S

Demonstragcdo. Pelo Teorema 2.2, podemos reescrever p(x) da seguinte forma:

p(x) =an(x—x1)(x—x2) ... (x —xp—1) (x — xp). (1)
Assim, em (1), fazendo os produtos correspondentes, temos:
p(x) = anxn—an(xl +X2—|—"‘—|—xn71+xn)xn71
+  ap(xix2 +x1x3 4+ x1x, +x0X3 4 -+ +xn,1xn)x”_2
— A (X1 X2X3 F X1 XX - XXX XT3 A Xy 2K 1 X)X

+ (=D (xpxx3. . xp). (2)
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Portanto, comparando p(x) na forma (2) com p(x) na forma de poténcia,
p(x) = ax" +ap X"+ ax! +a,
obtemos as relacdes de Girard desejadas. U

Observacao 2.4. O lado esquerdo da segunda equagdo do sistema representa a soma de todos
os possiveis produtos de duas das raizes do polinomio; o lado esquerdo da terceira equagdo
representa a soma de todos os possiveis produtos de trés das raizes do polinomio, e assim por
diante, até o lado esquerdo da ultima equacdo que representa o produto de todas as raizes do

polinémio.

Exemplo 2.2. Considere o polinémio p(x) = x> +3x> +x+3.
a) Encontre as Relacées de Girard para p(x);
b) Sabendo que as raizes de p(x) sdo —3,—i e i, verifique que as relacdes encontradas no item

a) sdo satisfeitas.

Solucio: a) Pela proposi¢ido 2.2, temos:

ar 3
X1+xp+x3=—F"=——=-3
as 1
aj 1
XX +x1x3 +x0x3 = — = - =1
a; 1
ap 3
XXx3 =—— =——=—3
L as 1
b) Sendo x| = —3, xp = i € x3 = —i, temos:

(

X1+xp+x3=-34+i—i=-3

X160 +X1x3 +x0x3 = 3.0+ 3(—i) 4 i.(—i) =3i—3i— i = —(—1)=1

x1xox3 = —3.i(—i) =32 =3(—~1) = -3
\

Logo, as relacdes encontradas no item a) sdo satisfeitas.

No préximo exemplo, vamos encontrar as Relacdes de Girard para um polindmio de
grau 2. Vamos perceber que as relagdes de Girard para o referido polindmio coincidem com as
Férmulas da Soma e Produto das raizes de um polindmio de grau 2. Nesse sentido, as Relagdes
de Girard generalizam as Férmulas da Soma e Produto das raizes de um polindmio de grau 2

para um polindmio de grau n.

Exemplo 2.3. Considere o polinémio p(x) = x> —x — 20.

a) Encontre as relagées de Girard para p(x);
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b) Sabendo que as raizes de p(x) sdo —4 e 5, verifique que as relagdes encontradas no item a)

sdo satisfeitas.

Solucao: a) Pela Proposicao 2.2, temos:

ai (—1)

Xt+xn=—-—=—>-—-=1
a, 1
-20
xlxzza—oz—:—ZO
ar 1
b) Sejam x; = —4 e x, = 5 as raizes de p(x), entdo:

x1+x=—-4+5=1
xixp = (—4).5=-20

Logo, as relagdes do item a) sdo satisfeitas.

2.3 Somas de Newton

As Somas de Newton, também conhecidas como Identidades de Newton-Girard, sdo um
conjunto de férmulas fundamentais na Algebra que relacionam os coeficientes de um polindmio
com as somas de poténcias das raizes desse polindmio. Desenvolvidas por Isaac Newton, essas
férmulas estabelecem conexdes entre as somas de poténcias crescentes das raizes e os coeficientes
do polindmio original, proporcionando um meio de expressar os polindmios simétricos em termos

das somas de poténcias das raizes.

Teorema 2.5. Considere
P(x) = apx" +ay X N ay "+ Fag
um polinomio de grau n > 0 cujas as raizes sdo x1,x2,x3, ...,Xp. Defina,
Si=xb+ X+ + .+ ke
(As somas Sy sdo conhecidas como Somas de Newton). Entdo, para k > n,

apSk +an—18k—1 +an—28—2+... +aoSk—p = 0.

Demonstracdo. Desde que x;; 1 <i < n sdo raizes de P(x), temos

P(x;) = anx?—i—an_lx?*l +an_2x?*2+ otag=0; 1<i<n.
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Multiplicando cada equagdo por xé‘_”, obtemos:

)
anx’l‘ + an_lxlf_] + an_zx]f_z +...+ aoxlf_" =0

anxg + an,lx];l + an,zx];z + .+ aongn 0 3

\ anx],i + anflel_l + ak_zx’f,_z +...+ aoxkn‘" =0.
Somando as equagdes do sistema (3), obtemos:
an(f 8+ (KT AT Y e AT b =0,

isto €,

anSi+an—1Sk—1+an—28k—2+ ... +apSi—, = 0. “4)

Em particular, quando k = n, temos S,_; = Sp. Assim, a soma (4) passa a ser
apySy+ap_18u—1+...+aopSo = 0.
No entanto, como Sg = x(l) +x(2) —+ ... —|—x2 = n, temos
apSy,+a, 1S,-1+...+aogn=0.
Exemplo 2.4. Considere o polinémio
p(x) =x* =303 +3x* —3x+2

cujas raizes sao 1, 2, i e —i. Verifique que a equagdo (4) é satisfeita para k = 4.

Solucao: Desde que k = n = 4, devemos mostrar que

S4—38534+385, —351+2.50=0.

Observe que
i) So=194204+0+(-i)0=4, S =142+i-i=3,
i) So=124+22++(=i)>’=14+4—-1-1=3,
iii) S =1 +2+3+ (i) =1+8—i+i=9 e

iv) S4 =14 424 +i* + (i)  =1+16+1+1=19.
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Portanto,

S4—3853+35—351+280 = 19—3x9+3x3—-3x3+4+2x4
= 19-274+9-9+38

= 0.
Exemplo 2.5. Sendo a,b e c as raizes de p(x) = x> —3x+ 1, determine o valor de a* + b* 4 c*

Solugdo: Observe que estamos buscando determinar S4. Como o coeficiente de x> é nulo, pelo
Teorema 2.5,

S44+0.53—-35+1.5; =0. (5)

Pela Proposicao 2.3 (Relacdes de Girard),

at+b+c=0

ab+ac+bc= -3

Assim, S1 = 0. Além disso,

>+ +c = (a+b+c)*—2(ab+ac+bc)
= 0°—2.(-3)
= 6,

isto é, S» = 6. Logo, substituindo S; e S> em (5), obtemos:
S44+0.55—-3.6+1.0=0

e, portanto, S4 = 18, ou seja at+ b+t =18.
Para aprofundamento dos estudos de Somas de Newton, recomendamos, entre diversas

bibliografias relevantes, Muniz (2016) e Thiago e Mendes (2023)

2.4 Médias e Desigualdades

A desigualdade das médias afirma que a Média Aritmética € maior ou igual a Média
Geométrica e esta maior ou igual a Média Harmonica. Essas desigualdades sdo tteis na resolugao
de determinados sistemas de equacdes nao-lineares, expostos no Capitulo 3.

Em seguida, definimos as referidas médias e, posteriormente, enunciamos o resultado

que caracteriza as desigualdade entre elas.
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Definicao 2.1. (Média Aritmética) Considere uma lista com n niimeros x,xa,...,x,. A Média

Aritmética dos nimeros dessa lista é definida por

Xl +x2+ ...+ Xy

Y

Ma
n

isto é, ela resulta da divisdo entre a soma dos niimeros de uma lista e a quantidade de niimeros

somados.

Definicao 2.2. (Média Geométrica) Considere uma lista com n niimeros positivos X1,x2,...,Xp. A

Média Geométrica dos niimeros dessa lista é definida por

Mg = Vx1x3...Xy,

isto é, a Média Geométrica é obtida extraindo-se a raiz n-ésima da multiplica¢do dos n termos

positivos de uma lista.

Definicao 2.3. (Média Harmonica) Considere uma lista com n nimeros x1,x2,...,X, e todos

diferentes de zero. A Média Harmoénica dos niimeros dessa lista é dada por

n

1 1 1’
—F—+...+—
X1 X X

Mh =

isto é, é o inverso da Média Aritmética do inverso de seus termos.

O proximo Teorema retrata a relagdo de desigualdade existente entre as Médias Aritmética,

Geométrica e HarmoOnica.

Teorema 2.6. (Desigualdades das Médias) Considere uma lista de n niimeros positivos x1,x2, ...Xp.
Entdo,

Ma > Mg > Mh.

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, x| = x3 = .... = Xp,.

Demonstragcdo. Restringimos a demonstracao para caso em que n = 2.

1°) Ma > Mg, isto €, para dois niimeros positivos x| € x», temos:

X1 +x2

T Z vV X1X2.

De fato, observe que para x; e x» positivos, temos

(\/X_l— \/x_z)z > 07
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ou ainda,
(vVx1)? = 2yx1 v + (vx2)? > 0,
isto €,
x| —2/x1x0+x > 0.
Entdo,
X1 +x2 > 24/x1X2.
Portanto,

X1 +x
12 2 > \/X1X2.

Observe que, se x; = xp obtemos a igualdade.

2°%) Mg > Mh, isto €, para dois nlimeros positivos x| € x», temos
< 2
Vx1x < I T
J— + J—
X1 X2

De fato, aplicando a desigualdade das Médias Geométrica e Aritmética para os nimeros positivos

1 1
— e —, temos
X1 X2
1 1
ll <Xl X2 ,
X1 X2 2
ou ainda,
1 1
1 oy
< X1 X2
XX T 2
Portanto
2

Observe que, se x; = x» obtemos a igualdade.

Portanto,

Ma > Mg > Mh.

Exemplo 2.6. Prove que, se x é positivo entdo:

1
x+->2.
X
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. 1
Solucao: Se x € positivo, entdo — > 0. Logo, como Ma > Mg, temos
X

x+)1—c> x,l
2~ x’
ou ainda,
x+;
2 21
Portanto,
x—l—lZZ
X

O proximo exemplo faz parte da Prova de Matemética do Colégio Naval (CN) do ano de

2010.

Exemplo 2.7. Sejam p e g niimeros reais positivos tais que — + — = 010" Qual é valor

minimo do produto pq?

Soluciao: Como p e g sdo numero reais positivos, pelo Teorema (2.6) segue que Mg > Mh.

Assim,
2
VPqg = 1 1
i + —
JZ
Logo,
2
VPq 2> -1
/2010
ou ainda,
v/pq > 2v2010.
Entao
v'Pg = v 8040,
e, assim,
pq > 8040.

Portanto, o valor minimo de pgq é 8040.
Para aprofundamento dos estudos de Médias e Desigualdades, recomendamos, entre

diversas bibliografias relevantes, Augusto et al. (2023).
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2.5 Numeros Complexos

Um numero complexo € um ndmero z que pode ser escrito na forma z = x + iy, sendo
x e y nimeros reais e i denota a unidade imagindria, que possui a propriedade i> = —1. Os
nimeros reais x e y sdo denominados de parte real (Re(z)) e parte imagindria (Im(z)) de z,
respectivamente.

O conjunto dos niimeros complexos, denotada por C, contém o conjunto dos nimeros
reais. De fato, basta observar que se x € R, entdo x pode ser escrito na forma x = x+ 0i.

O conjunto dos nimeros complexos ¢ munido das operagdes de igualdade, adi¢do e

multiplicacdo: Dados z; = x1 +y1i € 20 = x + y»i, entdo:
) a=nexi=x ey =y,
i) z1+22=014+x)+001+y)i e
i) z1.22 = (x1x2 —y1y2) + (X152 +x201)i.

Dado um ndmero complexo z = x + iy, seu Conjugado € representado por Z = x — iy.
Observa-se facilmente que os complexos conjugados possuem as partes imaginarias simétricas.
O Plano Complexo (Figura 1), também chamado de Plano de Argand-Gauss, é um plano
cartesiano usado para representar os nimeros complexos geometricamente. Nele, dado um
nimero complexo z = x + yi, a parte imagindria [Im(z) = y] é representada pela ordenada e a
parte real [Re(z) = x] pela abscissa. No Plano de Argand-Gauus, o0 Médulo do nimero complexo

z = x + 1y, representado por |z|, representa a distdncia da origem [(0,0)] até o par ordenado

Z(x,y), isto é |z] = \/x% + 2.

im(z) 1
BlL__________._ Z
y o i
ol >
O v A Re(z)

Figura 1 — Médulo de z
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Além disso, dado um nimero complexo z = x -+ iy e, seu respectivo conjugado 7 = x — iy,

temos:
2_.2., 2 = =_ 2,2
2" =x"+y", =1z e zZ=x"+y".
Para aprofundamento no estudo dos nimeros complexos recomendamos, dentre as im-

portantes bibliografias, Manfredo et al. (2005) e Lima et al. (2016).

2.6 Transformacées Trigonométricas

As féormulas de adi¢do e subtracao de Arcos desempenham um papel fundamental na
resolucdo de uma ampla variedade de problemas em trigonometria, permitindo a simplificagdo

de expressoes trigonométricas complexas e a obten¢do de solucdes mais claras e concisas.

Teorema 2.7. (Formulas de Adigcdo e Subtracdo de arcos) Sendo a e b arcos no ciclo trigonomé-

trico, entdo vale as seguintes relagcoes:
a) cos(a—b) = cosacosb+ senasenb;
b) cos(a+b) = cosacosb —senasenb;
c) sen(a+b) =senacosb+ senbcosa;

d) sen(a—b) =senacosb —senbcosa;

tga+tgh

t b)= ——"—
¢) tgla+d) 1 —tgatgh
tga—tgb

tg(a—b) = ———.
7 gla=b) 1+tgatgh

Obs: Os itens e) e f) sdo vdlidos para

a#g+kn, b;ég—kkn, a+b7ég+k7t e a—b#g—kkn, comk € 7.

Demonstragdo.

a) (Cosseno da Diferenca) Na Figura 2, os pontos P e Q sdo, respectivamente, as extremidades
dos arcos de medida a e b. Marcar-se o ponto M tal que os arcos PM e QA tem a mesma medida
(I/’A\d = @4). Assim, M € extremidade do arco a — b. A partir desta construcdo, obtemos as

seguintes coordenadas:

* Q(xp;yp) = (cosb;senb), P(xp;yp) = (cosa;sena),
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* M(xp;ym) = (cos(a—b);sen(a—b)) e A= (1;0).

Y4

Q(th }’Q)

M(xMrym)

P(xp,yp)

Figura 2 — Cosseno da Diferenca de Dois Arcos

Desde que os arcos PM e QA tem as mesma medida, as cordas PM e QA também possuem

0s mesmos comprimentos, isto €, as distancias de P a M e de Q a A sdo iguais. Assim,
2 2

Logo,

2 2

(xp —XA)Z + (Vm —)’A)2 = (xp _xq) + ()’p _xq) .

Entdo, substituindo as coordenadas correspondentes, temos:
(cos(a—b) — 1)+ (sen(a — b) — 0)> = (cosa — cosb)* + (sena — senb)?,

ou ainda,

cos?(a—b) —2cos(a—b) +1+sen*(a—b) = cos’>a—2cosacosh+ cosb?

+ sen’a —2senasenb + sen®b.

Assim, desde que sen” o+ cos? o = 1, temos:
2—2cos(a—b)=2—2cosa.cosb—2.sena.senb,

ou ainda,

cos (a —b) = cosacosb+senasenb.

b) (Cosseno da Soma) Observe que a+b = a — (—b). Assim, pelo item a), temos:

cos(a+b) =cos(a— (—b)) =cosacos(—b) +senasen (—b).
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Sabemos que cos (—b) = cosb e sen(—b) = —senb, temos:
cos (a+b) = cosacosb —senasenb.
T
¢) (Seno da Soma) Como os arcos a+b e 3 (a+ D) sdo complementares, temos:
T T
sen(a+ b) = cos [5 —(a —|—b)} = cos [(5 —a)— b] :
Assim, pelo item a), temos
T T
sen(a+b) = cos (5 — a> cosb -+ sen (5 — a> senb.
T T
Portanto, como cos (5 — a) =sena e sen <§ — a> = cosa, obtemos:
sen (a+b) = senacosb + senbcosa.
d) (Seno da Diferenca) Observe que a — b = a+ (—b). Assim, pelo item c), temos:
sen(a —b) = sen(a+ (—b)) = senacos(—b) + sen(—b) cosa.
Portanto, como cos(—b) = cosb e sen(—b) = —senb, temos:
sen (a —b) = senacosb —senbcosa.

e) (Tangente da Soma) Sejam a e b as medidas de dois arcos tais que a, b, a + b sejam diferentes

o4
de 5 +km , k € Z. Assim, dos itens b) e ¢), temos:

__sen(a+b) senacosbh+senbcosa

t b) = = .
gla+b) cos(a+b) cosacosbh—senasenb

Assim, dividindo numerador e o denominador por cosacosb # 0, temos

senacosb +senbcosa senacosb senbcosa

_ cosacosb _ cosacosb cosacosb
tg(a+b) = = :
cosacosb —senasenb cosacosb senasenb
cosacosb cosacosb cosacosb
Entao,
sena senb
cosa cosb
te(a+b) = =& 2>
& ( ) senasenb
cosacosb
Portanto,
tga+tgb

glatb)= 1 —tgatgh
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f) (Tangente da Diferenca) Sejam a e b as medidas de dois arcos tais que a,b,a — b sejam

s
diferentes de 3 +kn, k€ Z. Como a—b=a+ (—b), pelo item e), temos:

tga+tg(—b)
tala—b) = tgla+ () = 2L E
Portanto, como tg(—b) = —tghb, obtemos:
tga—tgbh
tgla—b)=———.
gla=b) 1 +tgatgh

Exemplo 2.8. Calcule: a)sen75°, b) cos15°.

Solucao: a)
sen75° =sen(45°+30°) = sen45°cos30° 4 sen30°cos45°
V2V3 1 V2
22 2727
Portanto,
o V246
sen75” = ———.
4
b)
cos 15° = cos(45° —30°) = cos45°cos30° + sen45°sen30°
V2V3 V2l
22 22
Portanto,

_V2Hv6

15°
cos 1

Observacéo 2.8. Os dngulos a e /2 — a sdo complementares. Logo, sena = cos(/2 — a).

Portanto, concluimos que sen75° = cos 15°.

Conhecendo a medida de um arco a, através das Formulas de Adi¢do, podemos obter
férmulas para arcos mdltiplos de a, isto é, para 2a, 3a, etc. Chamamos, respectivamente, de Arco

Duplo, arco triplo e, assim por diante.

Corolario 2.9. (Cosseno Arco Duplo) Se a é um arco do ciclo trigonométrico, entdo:

2 2

cos(2a) = cos’a—sen’a = 1 —2sen’a = 2cos’

a—1.
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Demonstragdo. Fazendo a = b no item b) do Teorema 2.7, obtemos
cos(2a) = cos(a+a) = cosacosa — senasend,

ou ainda,

cos(2a) = cos®a — sen’a. (6)
Da Rela¢ao Fundamental sen®x + cos?x = 1, obtemos cos?x = 1 — sen®x. Assim, de (6),

cos(2a) = (1 —sen’a) — sen’a.

Logo,
cos(2a) = 1 —2sen’a.

2

De forma andloga, substituindo sen’x = 1 —cos?x em (6), obtemos

cos(2a) = cos?a — (1 —cos?a),

ou ainda,
cos(2a) =2cos’a— 1.

Resumindo

;

cos(2a) = cos’>a —sen’a

cos(2a) = 1 —2sen’a

cos(2a) =2cos?a— 1
\

Corolario 2.10. (Seno do Arco Duplo) Se a é um arco do ciclo trigonométrico, entdo
sen(2a) = 2senacosa
Demonstragdo. Fazendo a = b no item c¢) do Teorema 2.7, obtemos
sen(a+a) = senacosa -+ senacosa,

ou ainda,

sen(2a) = 2senacosa.
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Corolario 2.11. (Tangente do Arco Duplo) Se a é um arco do ciclo trigonométrico, a # 5 +

entdo:
2tga

tg(2a) = T—ia

Demonstragdo. Fazendo a = b no item e) do Teorema 2.7, obtemos

tga+tga
glata)= 1 —tgatga’
ou seja,
2tga
tg(2a) = ——.
g(24) 1 —tg2a

Exemplo 2.9. Dado coso = 0,6, calcule cos4a.

Solucao: Pelo Corolario 2.9, temos
cos20,=2cos’ ot — 1 =2.(0,6)>— 1 = —0,28.
Portanto, novamente pelo Corolario 2.9, temos

cos4a = cos [2(201)] = 2cos?2a — 1 =2(—0,28)> — 1 = —0,84.
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km

4 ’

As Formulas de Prostaférese, também conhecidas como férmulas de transformacgao

em soma e produto, sao tteis para simplificacdes de expressoes trigonométrica e para calcular

valores de expressdes trigonométricas que envolvam arcos nao notdveis.

Corolario 2.12. (Prostaférese) Sendo p e g arcos no ciclo trigonométrico, entdo :

a) cosp-+cosq =2cos (1%) cos (M)

2
b) cosp—cosg = —2sen pPtq sen | P—4 .
2 2
c) senp+seng = 2sen pPtq cos | P—4 :
2 2
d) senp —senqg = 2sen (1%) cos (_p—qu).

Demonstracdo. Do Teorema 2.7, temos

1. cos(a+b) =cosacosb —senasenb;
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2. cos(a—b) =cosacosb+senasenb;
3. sen(a+b) =senacosb+senbcosa;
4. sen(a—b) =senacosb —senbcosa.
Entdo, fazendo as operagdes (1)+(2) ; (1) —(2); (3) +(4) e (3) — (4), obtemos, respectivamente,

cos(a+b)+cos(a—b) = 2cosacosb;

cos(a+b)—cos(a = —2senasenb;

(a+b) (a—b)

(a+b) (a—b)
sen(a+b)+sen(a—b) = 2senacosb;

(a+b) (a—=b)

sen(a-+b)—sen(a = 2senbcosa.

Facaa+b = pea—b=q. Entlo,
_a+b . a—b
—T2 1T

Portanto, substituindo esses valores nas relacdes acima, obtemos:

a) cosp+cosq=2cos (‘DT—HI) cos (M),

4

2
b) cosp—cosg = —2sen (P_M) sen (M> ;
2 2
C) senp—+seng = 2sen rta cos P4 ;
2 2
d) senp—seng = 2sen (lﬂ) cos (p_ﬂ)
2 2
[
. . 13w 11m
Exemplo 2.10. Calcule o valor numérico da expressdo y = sen T cOs T )
Solucao:
Faca
(p+q 13w
212
p—q lln
(2 12
Resolvendo esse sistema, obtemos:
247 o 2t W
= — = c = —_—= -,
P=72 "1 6
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Portanto, pelo Coroldrio 2.12, item d), obtemos

ptq p—q) _1
sen( 5 >cos( 5 )_2(senp—|—senq),

isto é,
13w 17w 1 e 1 1
y =sen (E) cos (E) =5 (sen2n‘+sen6> =5 <O+ 5) ,
ou seja,
1
y= 4

Para aprofundamento dos estudos de trigonometria, recomendamos, entre diversas biblio-

grafias relevantes, Manfredo et al. (2005) e Aref et al. (1978).
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3 SISTEMAS DE EQUACOES NAO-LINEARES

Neste capitulo, nos aprofundamos no estudo dos sistemas de equagdes nao-lineares,
revelando a complexidade inerente a essas estruturas. Abordamos defini¢des basicas e formas
eficazes de resolver esses sistemas, apoiadas por varios exemplos. Nosso objetivo € fornecer
contetdo instrucional abrangente projetado, visando tornar a compreensao e aplica¢ao desses
conceitos o mais acessivel possivel. Para este capitulo, baseamos nas seguintes referéncias:
Litvinenko e Mordkovich (1987), Vilenkin et al. (2014), Suprun (2002), Lidsky et al. (2014),
Oliveira (2020) e Carlos e Gomes (2010).

3.1 Equacao Nao-Linear

Considere a seguinte equacao

fx1,x2,..x,) =0 (7

onde f(x1,x2,...x;) é uma func¢do que depende das varidveis xj,x, ...,x,. Quando a equagdo

f(x1,x2,...x,) = 0 pode ser expressa na forma
aix; +ayor+...+ax,—b=0 (8)

onde aj,an,...,a, € b sdo constantes, a equagdo (7) chama-se Equacdo Linear. Note que os

expoentes das incégnitas sdo iguais a 1. Por exemplo,
dx—2y+z—-6=0 9)

ou

S5x+8y—3z4+1=0 (10)

sdo equacdes lineares com trés incognitas x,y e z. Equagdes do tipo (7) que ndo se encaixam no

formato (8) s@o chamadas de Equac6es Nao-Lineares. Por exemplo,
x2+y2—|—z2—xyz—2:0 (11)

ou

sen(x)cos(yz) + e =2 =0. (12)
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Definicao 3.1. Uma solucdo da equagdo (7), isto é, de f(x1,x2,...x,) =0, é uma n-upla

(ay,00,...,0y) de niimeros reais que torna a igualdade verdadeira, a dizer, que
flag,ag,...,0,) =0.

Exemplo 3.1. As ternas ordenadas (2,2,2) e (2,—1,1) sdo solugcdes das equacées lineares (9) e
(10), respectivamente, e as ternas ordenadas (1,1,1) e (n/2,7,0); V¥ sdo solucdes das equagies
ndo lineares (11) e (12), respectivamente. De fato, basta observar que as n-uplas mencionadas

satisfazem as respectivas equagcoes.

3.2 Sistemas de Equacoes Nao-Lineares

No decorrer deste capitulo, exploramos as defini¢des de sistemas de equacdes ndo-lineares.
Além disso, discutimos a no¢do de sistemas equivalentes e investigamos métodos eficazes para a

resolucao desses sistemas mais complexos.

Definicio 3.2. Um sistema com m (m > 2) equacdes e n incégnitas é um sistema da forma
(

filx1,x2,...,x,) =0

f2<—x17x27 "'7xl’l) - 0
(13)

\fm(xl,xz, ey Xy) =0

onde fi(x1,x2,...,X,); Vi =1,...,m sdo equacdes que dependem das varidveis x,xp, ..x,. Se todas
as equacodes do sistema sdo lineares o sistema € chamado de Sistema de Equagoes Lineares. Caso,
uma ou mais equacgdes do sistema € ndo-linear, o sistema € chamado de sistema de equacoes

nao-lineares.

Exemplo 3.2. Os sistemas a seguir

(

4x—2y+7z—6=0

4y’ 4+ —xyz—4=0 (14)

xy+xz+yz—12=0

& 34y—-3=0
(15)

2 4x—4=0
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sdo exemplos de sistemas de equagdes ndo-lineares.

Definicio 3.3. Uma solugdo do sistema de equagdes (13) é uma n-upla (0,0, ...,0,) que

satisfaz, simultaneamente, todas as equagdes do sistema, isto é, f;(0,00p,...,0,) =0;¥V=1,....m

Exemplo 3.3. A terna ordenada (2,2,2) é solugdo do sistema de equagées (14) e o par ordenado
(3,2) é solugdo do sistema de equagdes (15). De fato, basta observar que (2,2,2) satisfaz as 3
(trés) equacdes que compde o sistema (14) e que (3,2) satisfaz as 2(duas) equacdes que compde

o sistema (15).

Observacao 3.1. a) O conjunto solucdo do sistema (13) pode ser: i) Unitdrio, isto é, pode
possuir apenas uma solugdo; ii) Miiltiplo, isto é, pode possuir vdrias solugées; iii) Infinito, isto
é, pode possuir um niimero infinito de solucoes e iv) Vazio, isto é, o sistema pode ndo possuir

solucdo.

3.3 Sistemas Equivalentes

Dois sistemas sdo considerados equivalentes quando um pode ser obtido a partir do
outro por meio de transformagdes elementares. As transformacdes elementares sdo operagdes
permitidas que transformam um sistema em outro mais adequado, de forma que o conjunto

solugdo ndo seja alterado.

Definicao 3.4. Dois sistemas de equagoes S| e Sy sdo equivalentes se, toda solugdo de Sy for

também de S e, toda solugdo de S» for também de S;.

Notacao 1. Sejam S| e S> dois sistemas de equacoes. S| ~ S representa que os sistemas S| e S2

sdo equivalentes.

Propriedade 1.

1. S ~ S para todo S (Reflexiva)
2. Se 81 ~ S, entdo Sy ~ S (Simétrica).
3. Se S| ~ 8y, e Sy ~ S3 entdo S| ~ S3 (Transitiva)

Observacao 3.2. O processo de resolucdo de um sistema consiste, em geral, em fazer uma
série de passagens de um sistema para outro sistema equivalente por meio de transformacoes

algébricas tais como, adi¢do, multiplicacdo, elevacdo a alguma poténcia, entre outras.
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Exemplo 3.4. Um exemplo de dois sistemas de equagdes ndo -ineares equivalentes é:

x2y+xy* =170

(x+y).(x*> +y%) =203

x+y=7
xy = 10.
Os dois sistemas de equagoes sdo equivalentes, pois as solugoes de um sistema satisfazem as

equagoes do outro sistema e vice-versa. Esse fato torna-se evidente ao substituirmos os pares

ordenados (2,5) e (5,2) em ambos os sistemas.

3.4 Meétodos de Resolucao de Sistemas de Equacoes Nao-Lineares

Para a resolucdo de sistemas de equacgdes ndo-lineares existem, na literatura, varios
métodos disponiveis que podem ser utilizados. A seguir, apresentamos alguns desses métodos.
Os métodos possuem caracteristicas e aplicacOes especificas e, a escolha do método mais

adequado depende das propriedades e da complexidade do sistema em questao.

3.4.1 Método da Substituiciao

O método da substitui¢ao € utilizado para simplificar a resolucdo de sistemas de equagdes,
envolvendo o isolamento de uma ou mais incégnitas em determinadas equagdes e a substitui¢do
dessas expressoes nas demais equagdes do sistema. Dessa forma, obtemos um sistema ou conjunto
de sistemas com menos incdgnitas, facilitando a resolucdo. Esse método é especialmente util
quando € possivel isolar uma ou mais varidveis e substitui-las em uma ou mais equacdes, sem
gerar complexidade adicional. O teorema a seguir justifica 0 método da substitui¢do para sistemas
com duas equagdes e duas incdgnitas e pode ser generalizado, de forma andloga, para um sistema

mais geral.
Teorema 3.3. Se o sistema de equagoes

y=f(x)

g(x,y) =0.

(16)
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admite solugdo entdo, ele é equivalente ao seguinte sistema de equacoes

y=f(x)
g(x, f(x)) =0.

(17)

Demonstragdo. Suponha que existe um par ordenado (a,b) que satisfaga o sistema (16), isto €&,
suponha que b = f(a) e g(a,b) = 0. Entdo, como que b = f(a), temos g(a, f(a)) = 0. Portanto,
o par (a,b) também satisfaz o sistema (17).

Reciprocamente, suponha que o par (a,b) satisfaca o sistema (17), isto é, suponha que b = f(a)
e g(a, f(a)) = 0. Entdo, como que b = f(a), temos g(a,b) = 0. Portanto, o par (a,b) também

satisfaz o sistema (16). ]

Uma variacdo do exemplo seguinte aparece na prova da Olimpiada Brasileira de Matema-

tica (OBM) aplicada no ano de 1997.
Exemplo 3.5. Encontre as solucoes do seguinte sistema de equacoes ndo-linear

x> —xy—y*+1=0;

(18)
X —x2y—xy?+x—y+2=0.
Solucio: Colocando x na segunda equacdo do sistema (18) em evidéncia, temos
X2 —xy—y>4+1=0;
(19)
x(x? —xy—y>4+1)—y+2=0.
Dai, substituindo a primeira equagdo do sistema (19) na segunda equagao, temos
¥—xy—y*+1=0
y=2.
Logo,y=2e x2—2x—3=0. Assim,
y=2¢e x=-—1 ou x=3.
Portanto, os pares ordenados (—1,2) e (3,2) sdo as solu¢des do sistema ndo-linear (18).
Exemplo 3.6. Encontre as solucdes do seguinte sistema de equacoes nao-Olinear
(
X+y+z=06;
xy+xz=235; (20)

yx+yz=8.
\
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Solucao: O sistema (20) pode ser reescrito como

;

X+y+z=06
x(y+z)=5 (21
y(x+z) =8

\

Da primeira equagdo do sistema (21),
y+z=6—x e x+z=6—y.
Assim, da segunda e terceira equagdo do sistema (21),
x(6—x)=5 e y(6—y)=2_8.
Logo, —x*+6x—5=0e —y?> +6x— 8 = 0. Entio,
x=1loux=5ey=2o0uy=4.

Dai,

x=1ley=2 x=1ey=4 x=5ey=2o0ux=5e y=4.

Portanto, de posse da primeira equacdo do sistema (21), verificamos que as solucdes do sistema

(20) sao as seguintes ternas ordenadas:
(1,2,3), (1,4,1), (5,2,—1) e (5,4,-3).

O seguinte exemplo pode ser encontrado no vestibular do Instituto Militar de Engenharia

(IME) do ano de 1987.

Exemplo 3.7. Determine as solugoes reais do sistema

x%y 4 xy* = 70;
(22)

(x+v).(x* +y?) =203.
Solucdo: Desde que x> +y? = (x+ y)2 — 2xy, da segunda equagdo do sistema temos
(x4 ) [(x+y)* — 2xy] = 203.

Assim,

(x4y)? = 2xy(x+y) = 203. (23)
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Da primeira equagdo do sistema,
xy(x+y) =170. (24)

Logo, de (23),
(x+y)* —2.(70) = 203.

Assim, (x—f—y)3 = 343 e entdo, x+y = 7. Entdo, de (24), xy = 10. Portanto, x e y é solu¢io do
seguinte sistema
x+y="1,
(25)
xy = 10.
Logo,x =2ey=35oux=>5ey=2. Portanto, o conjunto solu¢do do sistema (22) é constituido

pelos pares ordenados (2,5) e (5,2).

3.4.2 Método Adicao Algébrica

O método da adicao algébrica € utilizado para simplificar e obter um sistema de equagdes
equivalente de forma mais simples. Consiste em adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir
as equacoes do sistema entre si. Ao realizar essas operacoes, temos como objetivo eliminar
incégnitas ou termos numéricos, para obtemos um sistema de equacdes mais simples, que
pode ser resolvido facilmente. Além disso, podemos multiplicar ou dividir as equacdes por um
determinado fator ndo nulo, que possibilite tornar o sistema de equacdes mais conveniente para a
resolucao.

Esse método oferece uma vantagem significativa para resolver sistemas de equacdes nao-
lineares, pois permite a aplicagdo de varias operacoes e artificios. Sem duivida, essa abordagem

se mostra mais poderosa e eficaz na busca das solugdes desse tipo de sistema.

Teorema 3.4. Se o sistema de equagoes

flxy)=0
(26)
gx,y) =0
admite solugdo entdo, ele é equivalente ao seguinte sistema de equacoes
f(xy)=0 (ou g(x,y) =0)
(27)

0(x,y)f(x,y) + o(x,y)g(x,y) = 0.

com §(x,y),®(x,y) # 0; Vx,y.
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Demonstracdo. Suponha que existe um par ordenado (a,b) que satisfaz o sistema (26), isto &,

suponha que f(a,b) =0e g(a,b) =0. Assim,
0(a,b)f(a,b) +w(a,b)g(a,b) =0.

Logo, o par (a,b) também satisfaz o sistema de equagdes (27).
Reciprocamente, suponha que o par ordenado de nimeros (a,b) satisfaz o sistema de equagdes

(27), isto é, suponha que
f(a,b) =0 (ou g(a,b)=0) e ¢(a,b)f(a,b)+w(a,b)g(a,b)=0.

Assim, f(a,b) =0 e ®(a,b)g(a,b) =0 (ou g(a,b) =0 e ¢(a,b)f(a,b) = 0). Logo, como
O(a,b) #0 e o(a,b) # 0 temos f(a,b) =0 e g(a,b) =0 e entdo o par ordenado (a,b) tam-

bém satisfaz o sistema (26). ]

Exemplo 3.8. Determine o conjunto solugcdo do sistema:

¥4y =35
(28)
x%y +xy? = 30.
Solucao: Pelo Teorema 3.4, o sistema (28) € equivalente ao seguinte sistema de equacdes
x2y+xy*> =30
X +y3 =354 3(x%y +xy> —30) =0.
ou ainda,
.
xy(x+y) =30
\ (x+y)? =125.
Entao, temos
xy(x+y) =30
(29)
|(x+y)=5.

Logo, substituindo a segunda equag¢ao do sistema (29) na primeira, obtemos:
xy==6
x+y=>3.

Portanto, os pares ordenados (3,2) e (2,3) sdo solugdo as solugdes do sistema (28).

O exemplo seguinte aparece na Olimpiada Vietnamita de Matematica.
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Exemplo 3.9. Encontre os reais x ey, tais que:

3x—
X g2 =3
Xy
YTy T

Solucdo: Pelo sistema (30), (x,y) # (0,0). Os casos x =0e y # 0 ou y =0 e x # 0 ndo sdo
possiveis de ocorrer pois geram inconsciéncia no sistema (30). Assim, podemos supor que x # 0 e
y # 0. Desde modo, multiplicando a primeira equacio do sistema (30) por y e a segunda equagio

por x observamos, pelo Teorema 3.4, que o sistema (30) € equivalente ao seguinte sistema

(3x—y)y (x+3y)x
Xy+-——>5+yx——5—5 =3y
X2+y2 x2_|_y2 (31)
x—+3y
=0
x2+y2

—x?—3xy
=3y,
x%+y?

ou ainda, 2xy — 1 = 3y. Da segunda equagdo do sistema (31) obtemos:
2 2 _
y(x"+y7) = (x+3y) =0.

Portanto, o sistema (30) € equivalente ao seguinte sistema

2xy—1=3y
(32)
Y +y?) = (x+3y) =0
Isolando x na primeira equagdo do sistema (32), obtemos:
3y+1
X = L (33)
2y

Substituindo (33) na segunda equagdo de (32), temos:
3y+1)2 3y+1
D) 2 - (B ) ~av=o,
2y 2y

9y +6y+1 o 3y+1
=z — = _3y=0
yK 4y? >+y 2y

ou ainda,

Assim,
9y? + 6y + 1 +4y* — 6y —2 — 12)?

=0
4y
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E, entdo,
9y + 6y +1+4y* —6y—2—-12y* =0,
ou seja,
4y* —3y2 —1=0,
cujas raizes reais sdo y = 1 e y = —1. Substituindo esses valores de y em (33), obtemos x =2 e

x = 1, respectivamente. Assim, as solugdes do sistema séo os pares ordenados (2,1) e (1,—1).

Teorema 3.5. Suponha 0(x,y),®(x,y) # 0; Vx,y. Se o sistema de equacdes

f(x,y) =0(x,y)

(34)
g(x,y) = o(x,y)
admite solugdo entdo, ele é equivalente ao seguinte sistema de equagoes
fxy) =0(x.y)
(35)

f(x,y)g(x,y) = 0(x,y)o(x,y).

Demonstracdo. Suponha que existe um par ordenado (a,b) que satisfaz o sistema (34), isto &,
suponha que f(a,b) = ¢(a,b) e g(a,b) = ®(a,b).Logo, f(a,b)g(a,b) = ¢(a,b)®(a,b). Portanto,
o par (a,b) também satisfaz o sistema (35).

Reciprocamente, suponha que o par ordenado (a,b) satisfaca o sistema (35), isto €, suponha que
fla,b) = ¢(a,b) e que f(a,b)g(a,b) = d(a,b)m(a,b). Assim, O(a,b)g(a,b) = ¢(a,b)m(a,b).
Entdo, como ¢(a,b) # 0, g(a,b) = ®(a,b). Portanto, o par (a,b) também satisfaz o sistema

(34). U

1 1
Observe que f(x,y) = 0(x,y) com 0(x,y) # 0 implica = . Portanto, como

consequéncia direta do Teorema 3.5, temos o seguinte Corolério.

Corolario 3.6. Suponha ¢(x,y),®(x,y) # 0; Vx,y. Se o sistema de equagdes

f(x,y) =0(x,y)

(36)
g(x,y) = o(x,y)
admite solugdo entdo, ele é equivalente ao seguinte sistema de equacoes
f(xy) =0(x,y) .
) _ 0x,y) G7)
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Demonstracdo. Anédloga a demonstragdo do Teorema 3.5. [

Corolario 3.7. Se o sistema de equacoes

fx,y) = 0(x,y)

(38)
g(x,y) = o(x,y)
admite solugdo entdo, ele é equivalente ao seguinte sistema de equagoes
fxy) =o(x.y)
(39)

g(x,y)" = o(x,y)".

onde n é um niimero impar.

Demonstra¢do. Suponha que existe um par ordenado (a,b) que satisfaz o sistema (38), isto
é, suponha que f(a,b) = ¢(a,b) e g(a,b) = ®(a,b). Logo, g(a,b)" = ®(a,b)". Portanto, o par
(a,b) também satisfaz o sistema (39).

Reciprocamente, suponha que o par ordenado (a,b) satisfaca o sistema (39), isto é, suponha
que f(a,b) = d(a,b) e que g(a,b)" = o(a,b)". Desde que n é impar, g(a,b)" = ®(a,b)" implica

g(a,b) = o(a,b). Portanto, o par (a,b) também satisfaz o sistema (38). H
Observacio 3.8. a) Supondo n par em (39), temos g(x,y)" = o(x,y)" equivalente a

g(x,y) = 0(x,y) ou g(x,y) = —w(x,y).

Assim, uma solugdo (x,y) do sistema (39) pode ndo ser solucdo do sistema (38).
b) Ao elevar ambos os membros de uma equacdo a um expoente par é imprescindivel verificar se

as solucoes obtidas satisfazem o sistema original para garantir a consisténcia das solucoes.

Exemplo 3.10. Determine o conjunto solu¢do do sistema

3
xy—6= r
*s (40)
xy+24=—.
Yy

Solucao: Pelo Teorema 3.5, o sistema (40) € equivalente ao seguinte sistema

xy—6=

(xy —6)(

Vo (41)
" )

y
X
Xy —
y

+24) =
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3 .3
Desde que, (xy —6)(xy+24) = y.r implica xy = 8, o sistema (41) é equivalente ao sistema
Xy
3
xy—6= r
* (42)
xy =38.
Substituindo a segunda equagdo do sistema (42) na primeira equagao, temos:
3
Y _,
* (43)
xy = 8.
Pelo Teorema 3.5, o sistema (43) € equivalente ao seguinte sistema
xy =8;
3
r -xy = 16.
X
ou ainda,
xy =8
(44)
y*=16.
Desde que y* = 16, y = —2 ou y = 2. Assim, da primeira equacio do sistema (44), deduzimos
que as solugdes do sistema (40) sdo (4,2) e (—4,—2).
Exemplo 3.11. Determine o conjunto solugdo do sistema
xy+xz=—4
yZ+yx=—1 (45)
x+zy=—9.
\
Solucio: Somando todas as equacdes do sistema concluimos que xy + xz+ yz = —7. Deste modo,
adicionado-a no sistema (45), obtemos:
(
xy+xz+yz=-7
xy+xz=—4
(46)
yZt+yx=—1
[ty = -9.
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Substituindo a segunda equacao pela diferenca entre a primeira e segunda equacdo, a terceira
equacdo pela diferencga entre a primeira e a terceira equagao e, a quarta pela diferenca entre a

primeira e quarta equagdo, obtemos:

(

yz=—3
§xz=—6 47)
xy =2.

\

Multiplicando as trés equagdes do sistema (47) membro a membro, obtemos (xyz)? = 36. Deste
modo, pelo Teorema 3.5, o sistema (47) € equivalente ao sistema
(

(xyz)? =36

yz=-—3
(43)

xz7=-—6

Xy = 2.
Logo,

xyz==6
yz=-3

(49)
xz=—06

\xy:2
ou

xyz=—6

yz=-3
(50)

xz=—6

Xy = 2.
Pelo Coroléario 3.6, podemos dividir sucessivamente a primeira equacao do sistema (49) pela
segunda, terceira e quarta equagdes, obtendo x = —2 , y = —1 e z = 3. De forma anéloga,
utilizando o sistema (50), encontramos x =2 ,y=1e z = —3.

Portanto, como os sistemas (49) e (50) sdo equivalentes ao sistema (45), as solugdes do

sistema (45) sdo: (—2,—1,3) e (2,1,-3).
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Exemplo 3.12. Resolva o sistema

(

X+y—z=2

2y —2=10 (51)

¥y -2 =62
\

Solucao: O sistema (51) pode ser reescrito da seguinte forma equivalente:

(

x+y=2+z

{2 +y?=10+22 (52)

¥y =62+7.
\
Elevando ambos os membros da primeira equacao do sistema (52) ao quadrado, obtemos:
2,2 _ 2
Xy 4+ 2xy=4+47+7 (53)
Substituindo a segunda equacgdo do sistema (52) em (53), obtemos:
10+ 22 4 2xy = 4+ 4z + 22,
ou ainda,
xy =2z—3. 54)

Em seguida, eleve a primeira equacdo do sistema (52) ao cubo, obtendo:
3 3 _ 3
x4y +3xy(x+y) = (2+2)°,

e entdo, substituindo na equagdo acima, a equacdo (54) e a primeira e terceira equagao de (52),
obtemos:
62+ +3(22-3)(2+2) = (2+2)°,

e assim, concluimos que z = 4. Substituindo z = 4 na primeira equacao do sistema (52) e na
equacao (54), obtemos:

X+y=6

xy=1>5
que tem como solucdo x =1 ey =5 ou x =5 e y = 1. Portanto, o sistema (51) admite duas

solugoes (1,5,4) e (5,1,4).
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3.4.3 Método da Fatoracao

O método da fatoragdo envolve decompor uma ou mais equagdes de um sistema em pro-
dutos de fatores que sejam iguais a zero, 1SS0 nos permite reagrupd-los em conjuntos de sistemas
equivalentes mais simples. Esses sistemas equivalentes podem ser resolvidos individualmente ou

substituidos nas outras equacdes, nos possibilitando obter o conjunto de solugdes.

Teorema 3.9. Se as fungées f1(x,y), f2(x,y), ..., fa(x,y) e O(x,y) sdo definidas em um conjunto

X C R? entdo, neste conjunto, o sistema de equagoes

f1(x,y)-f2(x,y)- fulx,y) =0,

(55)
o(x,y) =0
€ equivalente ao seguinte conjunto de sistemas de equacoes
fl(x7y>:0 f2(x=y):O f(xay):()
; SO (56)
0(x,y) =0 O(x,y) =0 0(x,y) = 0.

Isto €, uma solucgdo do sistema (55) € também solugdo de pelo menos um dos sistemas contidos
em (56) e, uma solu¢do de qualquer um dos sistemas contidos em (56) é também solugao do

sistema (55).

Demonstracdo. Suponha que o par ordenado (a,b) seja solugdo do sistema de equagdes (55).

Entdo, fi(a,b).f2(a,b)...fn(a,b) =0e d(a,b) =0.Logo, existe k € {1,2,...,n} tal que fi(a,b) =

0 e ¢(a,b) = 0. Portanto, o par (a,b) pertence ao conjunto de sistemas de equacdes (56).

Reciprocamente, suponha que o par ordenado (a,b) satisfaca o conjunto de sistemas de equagdes

(56). Entdo, existe k € {1,2,...,n} tal que fi(a,b) =0e ¢(a,b) =0. Assim,
fila,b).fa(a,b)...fn(a,b) =0e d(a,b) = 0.

Portanto, o par ordenado (a,b) é também solugdo do sistema de equagdes (55). [

Corolario 3.10. Se as funcoes f1(x,y),..., fu(x,y) e 01(x,y),...,0m(x,y) sdo definidas em um

conjunto X C R? entdo, neste conjunto, o sistema de equagoes

fl (X,y) 'fZ(X,y) c -fn<x7y) =0
01(x,y) - 02(x,y) e O (2,7) =0

(57)
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€ equivalente ao seguinte conjunto de sistemas de equacoes

fk (.X, y) =0
(58)
q)l (x,y ) =0
ondel <k<nel<IlI<m.
Demonstracdo. Basta aplicar o Teorema 3.9 repetidamente. [
Exemplo 3.13. Resolva o sistema
x? = 13x+4y
(59)
y? = 4x+ 13y.
Solucao: Subtraindo a primeira equacao pela segunda equacao obtemos:
x? —y? = (13x+4y) — (4x+13y)
(60)
y? = 4x+ 13y.
A primeira equagao do sistema (60) pode ser reescrita como
(x+y)(x—y) =9(x—y)
ou ainda,
(x+y)(x—y) =9 —y)=0.
Assim,
(x=y)(x+y—9)=0.
Logo, o sistema (60) pode ser reescrito como
(x=y)(x+y—=9)=0
(61)
y? =4x+13y
Pelo Teorema 3.9 esse sistema € equivalente ao seguinte conjunto de sistemas:
(
x—y=0
(62)
\yz =4x+ 13y
e
.
x+y—9=0
(63)
\yz =4x+ 13y




52

Da primeira equacao do sistema (62), obtemos x = y. Assim, susbstituindo na segunda
equacdo de (62), deduzimos que x> = 17x. Assim, x = 0 ou x = 17. Logo, desde que x =y, as
solugdes do sistema (62) sdo (0,0) e (17,17).

Da primeira equacdo do sistema (63), obtemos x = 9 —y. Assim, susbstituindo na segunda
equagio de (63), temos y> = 4(9 —y) + 13y, ou ainda, y> — 9y — 36 = 0. Assim, y = —3 ouy = 12.
Logo, como x =9 —y, as solugdes do sistema (63) sdo (12,—3) e (—3,12).

Portanto, as solucdes do sistema (59) sdo
(0,0),(17,17),(12,-3) e (—3,12).

Exemplo 3.14. Resolva em R o sistema de equacdes:

X+yz="56

y+xz=06 (64)
Z+xy=6.

\

Solucio: Subtraindo a segunda equacio pela primeira e a terceira equagao pela primeira, obtemos,

respectivamente, y —x —yz+xz=0¢e z—x —yz+xy = 0. Assim,

(y=x)(1—2)=0¢e (z—x)(1—y)=0.

Assim, temos:
.

x+yz==6
(y=x)(1-2)=0

(e—x)(1-y)=o0.

Desde modo, o sistema prévio € equivalente a seguinte colecao de sistemas

( ( ( (

X+yz==6 X+yz==6 X+yz==56 X+yz==6
y—x=0 y—x=0 1—z=0 1—z=0
z—x=0 I—y=0 z—x=0 I—-y=0.
\ \ \ \

E facil ver que o primeiro sistema tem como solugdes (2,2,2) e (—3,—3, —3); o segundo sistema
tem como solucdo (1,1,5); o terceiro sistema tem como solugdo (1,5, 1) e o quarto sistema tem
como solugdo (5,1,1).

Desde que o conjunto de sistemas acima € equivalente ao sistema (64), as solucdes do
sistema (64) sdo:

(2,2,2),(=3,-3,-3),(1,1,5),(1,5,1),(5,1,1).



Exemplo 3.15. Resolva o sistema
2 2 _ _
xX* =2y —xy+2x—y+1=0

2x% —y* +xy+3x—5=0.

Solucido: Observe que

X —xy—2y? = (x+y)(x—2y) e 2x—y+1=(x+y)+(x—2y)+1.

Assim, a primeira equacao do sistema (65) pode ser reescrita como
(x+y)(x—=2y)+ (x+y)+(x—=2y)+1 =0,
isto &,
(x+y)(x—=2y+1)+(x—2y+1) =0,
ou ainda,
(x—2y+1)(x+y+1)=0.

Observe que

202 +xy—y> = (2x—y)(x+y) e 3x—5=(2x—y)+ (x+y)+1-6=0.

Assim, a segunda equagdo do sistema (65) pode ser reescrita como
(2x=y)(x+y)+2x—y)+ (x+y)+1-6=0,
isto &,
(2x—y)(x+y+1)+x+y+1=06,

ou ainda,

(x+y+1)(2x—y+1)=6.
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(65)

(66)

(67)

Deste modo, de acordo com as equagdes (66) e (67), o sistema (65) € equivalente ao seguinte

sistema

(x—2y+1)(x+y+1)=0

(x+y+1)(2x—y+1)=6.

(68)

Note que x+y+ 1 # 0. Caso contrario, pela segunda equacdo do sistema (68), 0 = 6 que é uma

contradi¢do. Logo, (x —2y+1).(x+y+ 1) = 0 implica x — 2y + 1 = 0. Assim, o sistema (68) é

equivalente ao seguinte sistema
(x—2y+1)=0

(x+y+1)(2x—y+1)=6.

(69)
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Da primeira equagdo do sistema (69), x = 2y — 1. Assim, substituindo na segunda equagdo do

sistema (69), obtemos (2y — 1 +y+1)(2(2y—1) —y+1) = 6, ou ainda, 3y*> —y—2 = 0 que

2 o o ~
tem como solugées y=1ey= —3 Entdo, substituindo esses valores na primeira equacao do
. 7 . ~ .
sistema (69), obtemos x =1e x = —3 respectivamente. Portanto, as solu¢des do sistema (65)
sdo:

3.4.4 Meétodo da Mudanca de Variaveis

O Método de Mudanca de Varidveis € uma técnica util quando a substituicdo direta
das varidveis originais ndo resulta em uma simplificacdo do sistema. Nesses casos, é possivel
introduzir novas varidveis ou parametros para transformar as equagdes em um sistema em formato

mais simples e de ficil resolugdo.

Exemplo 3.16. Resolva o sistema de equacoes

/y+1+2 [x—y _3

x+xy+y=17.

Solucao: Faca u = (u > 0). Entdo, da primeira equagdo do sistema (70),

X—Yy
1
u+2.— =3,
u

ou ainda, u? —3u+2 =0, cujas as raizes sao u = 1 ou u = 2. Assim, o sistema (70) se reduz a

colecdo dos seguintes sistemas
1
Ty (71)
X+xy+y=7

1
Y (72)
x+xy+y=7.

1
Elevando a primeira equagdo do sistema (71) ao quadrado, obtemos yrl_ 1 e, entdo,

x—y

yt+l=x—y,
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ou ainda, x — 2y = 1. Neste sentido, o sistema (71) € equivalente ao seguinte sistema
x—2y=1
X+xy+y=7

que tem como solugdes (€ facil ver) os pares ordenados (—5,—3),(3,1).

Analogamente, encontramos como solucao do sistema (72) os seguintes pares ordenados
(VI0—1, (4V10-5)/5) e (=V10—1, —(4V/10+5)/5)).
Portanto, o sistema (70) admite as seguintes solucoes:
(=5,-3), 3,1), (V1I0—1, (4V/10-5)/5) e (=vV10—1, —(4/10+5)/5)).

Exemplo 3.17. Resolva o sistema de equacoes

7
vy = L )

(73)
Vx— 3y =3.
Solucgio: Facau= /x e v= v/y. Entéo, x = uw e y= V3. Assim, como
2y — o = {/(u3)2v3 _ {/u3(v3)2
— i/(u2)3v3 _ i/u3(v2)3
= wPv—w?,
o sistema (73) pode ser reescrito da seguinte forma
7
W —v =~ (uPv —uw?)
2 (74)
u—v=3

A primeira equagdo do sistema (74), pode ser reescrita como
2 2 7
(u—v)(u"+uv+v°) = Euv(u—v),

ou ainda,

7
W +uv+v: = Euv,

que equivale a

2u* +2v? —5uv = 0.
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Assim, o sistema (74) é equivalente ao seguinte sistema

2u? + 202 —5uy =0
(75)

u—v=3

que tem como solucdes os pares ordenados (u,v) = (—3,—6) e (u,v) = (6,3). Portanto, desde

que x =u’ e y=1>, os pares ordenados

(x,) = ((=3)°,(=6)%) = (=27,-216) e (x,y) = (6%,3%) = (216,27)

sdo as solugdes do sistema (73).

34.4.1 Sistemas Homogéneos

Uma equagdo € considerada homogénea nas incégnitas x e y quando todos os termos
da equacgdo apresentam combinagdes de x e y com expoentes que variam de 0 até n, e a soma
dos expoentes de cada termo € constantemente igual a n. Essa propriedade é conhecida como a
homogeneidade da equacdo. A forma geral de uma equagcao homogénea € expressa da seguinte
maneira:

apd" +aixX Y a2+t ap iy anyt =

Exemplo 3.18. —5x% +2xy+y? =0 e x> —x’y + 2xy*> —y> = —1 sdo exemplos de equagdes

homogéneas de grau 2 e 3, respectivamente.

Definicao 3.5. Um sistema de duas equacoes e duas varidveis da forma

apx +a1x”_1y1 +a2x”_2y2 + ... +an_1xy"_1 +any" =c

boxX"+ b X" Iy 4 box 2 4 by iy byt =d

¢ chamado de Homogéneo. Observe que os lados esquerdos de ambas as equagoes sdo polinomios

homogéneos de grau n em duas varidveis.

Para resolver um sistema de equagdes homogéneas com duas equagdes e duas varidveis,
¢ fundamental observar os valores dos termos independentes localizados do lado direito de
cada equacdo. Isso ocorre porque o valor desses termos determina a estratégia a ser adotada na
resolucdo. Neste contexto, analisamos cuidadosamente trés casos possiveis.

No exemplo seguinte, apresentamos um sistema que contém uma equagao com um termo

independente nulo e outra equacdo com um termo independente nao nulo.
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Exemplo 3.19. Resolva o sistema em R

10x2 +xy—3y> =0
(76)

3x? —2xy +y? = 3.

Solucio: Primeiramente observe que o par ordenado (0,0) ndo € solugdo do sistema. Vamos

dividir a equagdo cujo o termo independente é nulo por y. Assim, temos:

10x2 xy 3y> 0

2 2 2 27

y y y y
ou ainda, )
10 (5> +Y 3=
y y
X ’ i . . 1 3
Fazendo — = u, obtemos 10u” 4+ u — 3 = 0, cujas as raizes sdo u; = > ey = —35 Logo,
y
o ! e, entao Y ou a 3 e, entao 3
- =%56C s X = = - —ZC s X = —Z)V.
y 2 2 y_ 5 57

Nesse sentido, o sistema (76) € equivalente ao seguinte conjunto de sistemas

2 (77)

S (78)
3x? —2xy+y* = 3.

Entdo, utilizando o método da substitui¢do, observamos que o sistema (77) possui como solugdes
os pares ordenados (1,2) e (—1,—2) e o sistema (78) possui como solu¢des os pares ordenados
(=3v6/4, 5/6/4) e (3v/6/4, —51/6/4). Portanto, as solucdes do sistema (76) sdo os seguintes

pares ordenados
No exemplo seguinte, ambos os termos independentes sao nulos.

Exemplo 3.20. Resolva o sistema

6x% +xy—2y> =0
(79)
3x2 —xy—2y>=0
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Solucio: Note que o par ordenado (0,0) é solugdo do sistema. Além disso, note que se x = 0
entdo y = 0 e que, se y = 0 entdo x = 0. Assim, suponha que x,y # 0. Divida ambos 0os membros

das equacdes do sistema por y? (poderia ser x%). Assim, o sistema (79) passa a ser:
x\? x
6 (—) +--2=0
y y

x\? x
3(2) ~2-2-0
y y

X
Fazendo — = u, obtemos:

y
6u>+u—2=0
3ul—u—2=0.
Da primeira equagéo, obtemos u = —2/3 ou u = 1/2 e, da segunda equagéo, obtemos u = —2/3
ou u = 1. Assim, concluimos que u = —2/3. Logo, desde que, T u, obtemos
y
2
=-3
2 N ) ~
Fazendo y = ¢, obtemos x = —gt. Portanto, as solucdes do sistema (79) sdo da forma

2
(—gt,t), com? € R.
No préximo exemplo, os termos independentes sao ndo nulos.
Exemplo 3.21. Resolva o sistema

3x% — 2xy = 160
(80)

x> —3xy—2y* =8.
Solucéo: Observe que (x,y) # (0,0) e que primeira equagio é homogénea com ap = 0, isto é, com
o coeficiente de y? igual a 0 na primeira equacdo. Multiplicando ambos os membros da segunda
equagio por (—20) e somando com primeira equacio, obtemos —17x? + 58xy +40y* = 0. Assim,
o sistema (80) € equivalente ao seguinte sistema

3x% — 2xy = 160
81

—17x% +58xy+40y> = 0.

y =0 em (80) gera uma contradicdo. Assim, podemos supor y # 0. Logo, dividindo a segunda

2
17 (f) 158 <f) 4£40=0.
y y

equagio por y?, obtemos:



59

X
Fazendo — = u, obtemos

y
—17u* + 58u + 40 = 0,
N 10 . X
que tem como solugdes u =4 ou u = 1 Assim, desde que — = u, temos
1
T4 oou T ——0.
y y 17

=4
Y (82)
3x% — 2xy = 160.

€
x 10
y 17 (83)
3x% — 2xy = 160

Entdo, utilizando o método da substitui¢do, observamos que o sistema (82) possui como solugdes
os pares ordenados (—8,—2) e (8,2) e o sistema (83) possui como solu¢des os pares ordenados

(—=5,17/2) e (5,—17/2). Portanto, as solugdes do sistema (80) s&o os seguintes pares ordenados

S=(~8,-2),(8,2), (-5,%) , (5,—177) |

3.4.4.2 Sistemas Simétricos

Uma fungdo f(x,y) é considerada simétrica quando a permutagdo das varidveis x e y ndo
altera a expressao da func¢do. Em outras palavras, se trocarmos as posi¢des das varidveis x € y, a

func¢do continua sendo a mesma. Segue a defini¢ao formal.

Definicao 3.6. Uma funcdo f: R xR — R é chamada simétrica se f(x,y) = f(y,x) para todo
x,y e R

Exemplo 3.22. As fungées
fxy) = +xy+y°

1 1
f(X,y)Z\/XTy%—)—C—I—;

sdo simétricas.

Quando as equacdes que compde o sistema sdo simétricas, utilizamos a seguinte mudanga

de variaveis.



60

X+y=u € xy=nv.

Com isso, por exemplo, conseguimos as seguintes transformacoes

xz—l—y2 = (x+y)2—2xy:u2—2v; (84)
O +y = (x4y)(F —xy+y?) = u( —2v—v) = u(u® —3v) =1’ —3uv; (85)
Myt = ()7 =20y = (uP = 2v)F — 2% (86)

X4y =)+ =y (e +y) = (1 —20) (1 = 3uv) —vu =1’ — 5uPv+ 5w, (87)
que sdo pecgas chaves na resolucao dos sistemas simétricos.

Exemplo 3.23. Resolva o sistema de equacoes

x?4y? =34
(83)
x+xy+y=23.
Solucao: Faca
X+y=ue xy=nw (89)
Assim, por (84), x4 y2 = u? —2v. Com isso, o sistema (88) se transforma em
u? —2v =734
(90)
u+v=23.

Da segunda equacio, v = 23 — u. Logo, substituindo na primeira equagio, u* 4+ 2u — 80 = 0,
cujas raizes sdo u; = —10 e up = 8. Assim, desde que v = 23 — u, obtemos os pares ordenados
(u,v) = (—10,33) e (u,v) = (8,15) como solucdes do sistema (90). Logo, por (89),
x+y=—10 x+y=38
xy =33 xy =15.

O sistema da esquerda tem como solugdes os pares ordenados
(=542v/2i,—5—2v/2i) e (=5 — 2v/2i, —5 +2/2i)

e o sistema da direita tem como solug@o os pares ordenados (3,5) e (5,3). Portanto, o sistema

(88) tem como solucdes os seguinte pares ordenados

(3,5),(5,3), (=5 +2V2i, =5 — 2v/2i), (=5 — 2v/2i, =5 + 2V/2i).
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Exemplo 3.24. Determine o conjunto solucdo do sistema

x_2 + yx—z =12
[t D
x y 3
Solucdo: O sistema pode ser reescrito da seguinte forma
X +y? 1
. j_‘yy | (92)
Xy 3
Faca
X+y=ue xy=mw (93)

Por (85), x> —|—y3 = u? — 3uv. Assim, o sistema (92) passa a ser

u? —3uv D
y _Vl (94)
v o3
Da segunda equacgdo, v = 3u. Substituindo na primeira equacio, temos:
u’ —?iu.?au D

ou ainda, u3> —9u? = 36u e, entdo, dividindo ambos os lados da igualdade por u (u # 0), obtemos:
u?>—9u—36=0,

que tem como solugdes u; = —3 e up = 12. Assim, desde que v = 3u, os pares ordenados

(u,v) = (—3,-9) e (u,v) = (12,36) sdo as solugdes do sistema (94). Logo, por (93),

x+y=-3 x+y=12

xy=-9 xy = 36.
O sistema da esquerda tem como solugio o pares ordenados ((—3 —3v/5)/2,(=3+3+/5)/2) e
((=343v/5)/2,(=3 —3v/5)/2) e o sistema da direita tem como solucio o par ordenado (6,6).

Portanto, o sistema (91) tem como solucdes os seguintes pares ordenados
((=3-3v/5)/2,(=3+3V5)/2), (-3+3V5)/2,(-3-3V/5)/2) e (6,6).
Exemplo 3.25. Resolva o sistema de equacoes

x+y=1
(95)

x4y =31,
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Solucao: Faca

X+y=ue xy=nm. (96)

Por (87), x° +y5 = — 513V + Suv?. Assim, o sistema (95) passa a ser

u=1
97
w —S5udv+5u? =31.
Substituindo a primeira equagdo na segunda e simplificando temos
V—v—6=0,
que tem como raizes vi = —2 e v, = 3. Logo, o sistema (97) tem como solucdes os pares

ordenados (1,—2) e (1,3). Logo, por (96),
x+y=1 x+y=1
xy=-—2 xy = 3.

O sistema da esquerda tem como solugdo o pares ordenados (—1,2) e (2,—1) e o sistema da

direita tem como solucdo os pares ordenados
(1+ivV11)/2,(1—iV11)/2) e ((1—ivV11)/2,((1+iV11)/2).

Portanto, o sistema (95) tem como solucdes os seguintes pares ordenados
(-1,2), (2,—-1), (14+iV11)/2,(1—=ivV11)/2) e ((1—ivV11)/2,((1+iV11)/2).

Observacao 3.11. Observamos que os sistemas de equacdes simétricos satisfazem a seguinte
propriedade: Se um sistema de equagdes possui um par ordenado (a,b) como solugdo, entdo o
par ordenado (b,a) também é uma solugdo vdlida para o sistema. Isso significa que o sistema

admite solugoes que sdo simétricas em relacdo aos valores de suas incognitas.

3.4.5 Método Polinomial

As Relacoes de Girard (conf. Se¢do 2.2) e as Somas de Newton (conf. Secao 2.3) sdo
uteis para a resolucao de determinadas classes de sistemas de equagdes nao-lineares.
Nos préximos dois exemplos, utilizamos as Relacdes de Girard para construir um polind-

mio cujas raizes sdo as solucdes do sistema dado.
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Exemplo 3.26. Resolva o sistema de equacoes
(
x+y+z=9
xy+xz+yz =27 93)
1 1 1
+-+
\ X Yy Z

Solucgao: Da terceira equacdo, obtemos

Xy+xz+yz
Xyz

1. 99)

Logo, substituindo a segunda equacgdo do sistema (98) na expressao (99), obtemos

xyz =21.

Deste modo, temos:
(

xX+y+z=9

xy+xz+yz =27

\xyz =27
Assim, pelas Relacdes de Girard (conf. Se¢do 2.2), x,y e z sdo as raizes do seguinte polindmio
de grau 3:
=92 +27t—27=0,
ou ainda, de forma fatorada,
(1-3)*=0,

que possui t = 3 como raiz de multiplicidade 3.

Portanto, as solucdes do sistema (98) siox =3,y=3e z=3.

Exemplo 3.27. Determine o conjunto solucdo do sistema em R

(

x+y+z=-2

Py =14 (100)

X +y3 +72 = —20.
\

Solucio: Pelos produtos notaveis

(x4+y+2)? —2(xy+xz+yz) = x> +y> +y°. (101)
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Assim, substituindo a primeira e a segunda equacao do sistema (100) na igualdade (101), obtemos
xy+xz+yz=—-5. (102)
Suponha que x,y e z sejam as raizes do polindmio
£ +at*> + bt +c = 0.

Entao, pelas Relagdes de Girard,

X+y+z=—a

xy+xz+yz=>b.

Logo, pela primeira equacdo do sistema (100) e pela igualdade (102),a =2 e b = —5. Assim,
3 2 —
" +2t=5t+c=0. (103)

Desde que x,y e z sejam as raizes do polindmio (103), temos

(
B 4+2%2—5x+¢c=0

V> +2y2—5y+c=0

kz3-|-2z2—51-i-c:0.

Somando as trés equacdes desse sistema, obtemos:
CAY+2 20+ +75) = 5(x+y+2) +3c=0.
Logo, substituindo as trés equacgdes do sistema (100) na equacdo acima, obtemos:
—20+42.14-5.(-2)+3c¢ =0,
e, entdo, c = —6. Entdo, x,y e z s@o as raizes do polindmio
4212 -5t —6=0,
que pode ser fatorado como (7 + 1).(t —2)(t +3) = 0 e, entdo, possui

h=-1,6n=2e tz3=-3
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como solugdes.
Desde que sistema (100) € simétrico, teremos 3! = 6 solucdes que sdo as permutagdes

11,1 e t3. Portanto o conjunto solug@o do sistema (100) é:
(—1,2,-3),(—1,-3,2),(2,—1,-3),(2,-3,-1),(-3,—-1,2),(-3,2,—1).

No exemplo a seguir, ¢ importante observar que cada linha do sistema é composta por
equacdes que consistem em somatodrias de poténcias das incdgnitas elevadas ao um expoente
constante. Além disso, o objetivo do exercicio ndo € encontrar o conjunto solucdo, mas sim
calcular o valor de uma expressiao que consiste na somatério de poténcias das raizes do sistema
em expoente fixo. Neste contexto, utilizamos as Rela¢des de Girard em conjunto com as Férmulas
de Soma de Newton para resolver o exercicio sem a necessidade de encontrar o conjunto solugao.

O exemplo seguinte faz parte da prova da Olimpiada de Matemadtica do Peru em 2001.

Exemplo 3.28. A partir de

(

x+y+z=1

Ay +72=9 (104)

kx3+y3+z3 =1

o valor de € igual a:

4
Solucdo: Pelos produtos notdveis,
(x+y+2)2—20xy+xz+yz) = x> +y* + 22 (105)
Assim, substituindo a primeira e a segunda equacao do sistema (104) na igualdade (105), obtemos
xy+xz+yz=—4. (106)
Suponha que x,y,z sejam as raizes do polindmio
£ +at* +bt+c=0. (107)
Entdo, pelas Relacdes de Girad, temos:
x+y+z=—a e xy+xz+yz=>ob.

Assim, pela primeira equagao do sistema (104) e por (106), a = —1 e b = —4. Logo, a equagio
polinomial (107) passa a ser:

£t 4t4+c=0. (108)
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Considere S, = x" 4+ y" + 7" a soma das n—ésimas ponténcias das raizes da equacdo polinomial
(108), isto é, a soma n de Newton (conf. Secdo 2.3) das raizes de (108). Logo, Pelo Teorema 2.5
(Somas de Newton), temos:

S3 =5, —4S514+3c=0. (109)
Pelas equacdes que compde o sistema (104), temos: S3 =1, S =9 e S| = 1. Logo, por (109),
1-9—-4.1+43c=0,
e assim, encontramos ¢ = 4. Portanto, x, y e z sdo raizes da seguinte equa¢ao polinomial:
- —4t+4=0.
Logo, pelo Teorema 2.5 (Somas de Newton),
S4—83—-45,4+451=0

e, entdo, desde que S3 =1, S =9 e §; = 1, encontramos S4 = 33. Portanto,

4 4 4

ArATA T s 33
Observacao 3.12. Desde que as solucoes do sistema (104) sdo as raizes da equacdo polinomial
P —1>—414+4=0,
as solugoes do sistema (104) sdo x = =2, y =1 e z =2 e suas respectivas permutagoes.

O exemplo a seguir aparece na prova do Instituto Militar de Engenharia (IME) no ano

2017.

Exemplo 3.29. Sejam x,y,z niimeros complexos que satisfazem ao sistema de equacoes abaixo:

(

x+y+z="17
X +y?P4+72=25 (110)
11 1 1
(X Y z 4

O valor da soma x> +y> + 23 é:

Solucao: Elevando ao quadrado a primeira equagdo, obtemos:

Xy + 24 2(xy +xz+yz) = 49. (111)



Assim, substituindo a segunda equagdo de (110) na igualdade (111), obtemos

xy+xz+yz=12.

Da terceira equacdo do sistema (110), temos:

1 L 1 n 11
X vy z 4
ou ainda,
xy+xz+yz 1
xyz 4
Logo, substituindo (112) em (113), obtemos:
xyz =4.12 =48.

Suponha que x,y e z sejam as raizes da equagao:
£ +at> +bt+c=0.
Entdo, pelas Relacdes de Girard,
X+y+z=—a, xy+xz+yz=b e xyz=—c.
Assim, pela primeira equacio do sistema (110), por (112) e por (114), temos

a=-7, b=12 e c=—48.

Portanto, as solucdes do sistema (110) sdo as raizes da seguinte equagdo polinomial

£ =7t + 12t — 48 = 0.
Pelo Teorema 2.5 (Somas de Newton),

S3 =782 — 12851 —48Sp =0,
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(112)

(113)

(114)

(115)

onde S, = x" +y" 4+ 7" € a soma n de Newton. Como Sy = 3 e pela primeira e segunda equagao

do sistema (110), 1 =7 e S, = 25, respectivamente, temos
S3—7.254+12.7—48.3 =0,

e, assim,

Sy =x>+y> +2° =235.
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3.4.6 Meédias e Desigualdades

A utilizagdo das desigualdades das médias revela-se uma valiosa ferramenta na resolu¢ao
de sistemas de equacdes ndo-lineares. Especificamente, essa abordagem mostra-se eficaz em
sistemas que exibem um padrdo ciclico e contém equacdes com fracdes. O conceito central
consiste em estabelecer relacdes entre as desigualdades das médias, o que permite obter um termo
constante para cada equacdo. Além disso, é possivel demonstrar que as incognitas compartilham

o mesmo valor ou até mesmo identificar novas equacdes que simplificam o sistema original.

Exemplo 3.30. Resolva o sistema de equacoes

( 2
x+—-=2
X
2
v+ =2z (116)
>
+—-=2
N Z

Solucao: Inicialmente, observamos que x,y € z sdo ndo nulos. Somando as trés equagdes do

sistema (116), obtemos
1 1 1
x+y+z+2(;+;+g):2(x+y+z). (117)

Como a Média Aritmética (Ma) é maior ou igual a Média Geométrica (Mg), isto é, Ma > Mg

(Conferir (2.6)), temos

2 y+2 2
x+ - - Z+ -
X > \/xz D A -
2~V x 2 —\y 2 —\V7z
ou ainda, de posse das equacdes do sistema (116),
2 2 2
JZy=x+->2V2, 27=y+->2V2 e 2x=z+->2V2 (118)
X y Z
e, entao,
x>V2, y>V2 e z>V2. (119)

Em seguida, somando as 3(trés) desigualdades de (118), obtemos
1 1 1
X+y+z+2(=+-+-) > 6V2. (120)
x 'y z
Entdo, substituindo (117) em (120), obtemos

2x+y+z) > 6V2,
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ou ainda,

x+y+z>3V2.

Assim, como vale (119), € facil ver que a igualdade se verifica quando, x =y =z = \/§ E facil
ver, pelo sistema (116) se x,y, z, positivos € uma solucao do sistema, entdo —x, —y, —z também &
solucdo. Portanto, as solucdes do sistema (116) siox =y=z=+v2ex=y=z7=—V2.

O exemplo seguinte aparece na prova da Olimpiada de Matemaética do Canada no ano

1996.

Exemplo 3.31. Determine todas as solugoes reais do seguinte sistema de equacoes

(
4x2

1+4:2
L (121)

y

Solucao: Por uma simples andlise do sistema (121), observamos que quando umas das incégnitas
for igual zero entdo, as outras duas incognitas devem também serem iguais a zero. Logo,
x =y =z =0 ¢ uma solugdo do sistema. Suponha, entdo, sem perda de generalidades, que x,y e

z sejam diferentes de zero. Além disso, € facil ver que x,y e z sdo maiores ou iguais a zero.

1+4x* 1
Da primeira equacao do sistema (121), % = — e, entdo,
X y
1 1
—+1=-. 122
4x2 i y (122)
Como Ma > Mg, temos
1
w1
—.1
2 4x?
Assim,
! +1> !
4x2 X
Entao, por (122),
1 _ 1
— Z —
y o ox

e, assim, y < x. De forma andloga, utilizando a segunda e terceira equacao do sistema (121),
obtemos z < ye, x < z. Logo, x = y = z. Fazendo y = x, na primeira equac¢ao do sistema (121),

obtemos
4x2
1 4 4x?

= X.
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Assim,
—4x° +4x* —x =0,

ou ainda,

—x(2x—1)>=0.

Logo, como que estamos supondo x # 0, temos x = 5 Comox=y=zg,

| =

€ uma solugdo do sistema. No inicio da solucdo observamos que x =y =z = 0 é também uma

solucdo do sistema. Portanto, as solu¢des do sistema proposto sao

1
X=y=z e x=y=z >

3.4.7 Numeros Complexos

Os nimeros complexos sao uma poderosa ferramenta na resolucao de sistemas de equa-
cOes nao-lineares, proporcionando uma forma simples e elegante de sintetizar muitos cédlculos
no processo de solucdo. Para aplicar esse método, é essencial, em primeiro lugar, analisar
cuidadosamente o formato do sistema e verificar se € possivel relacionar as equagdes com
alguma(s) propriedades dos nimeros complexos. Com essa abordagem, € possivel simplificar
significativamente o processo de resolu¢do, tornando-o mais eficiente e eficaz.

Dado um nimero complexo z = x + iy e, seu respectivo conjugado 7 = x — iy, temos:
2> =x*+y*, Z=x—iy e zZi=x*+)"
A seguir apresentamos uma forma alternativa de resolu¢do do Exemplo 3.9:

Exemplo 3.32. Encontre os reais x e y, tais que:

3x—y

=) 3
x+x2+y2
Xy
IR

Soluc¢ao: Multiplicando a segunda equagio por i € somando com primeira equacao obtemos:

3x—y . x+3y
—1 —
x2+y2 x2+y2

3,

e, entao
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ou ainda,

3(x—iy) —i(x—iy)

X+1y+ x2~|—y2

=3. (123)

Assim, fazendo z = x + iy, a equacdo (123) passa a ser

37—z

I+ — 3,
Z.Z
ou ainda,
Z(3—1
Z+ ( — ) =3,
ZZ
que € equivalente a
3—1
z+ =3,
z
ou ainda,
2 —3z24+3—-i=0.
Assim,

—(=3)++/(-3)2—4x1x(3-i)
2x1
34344

2
344/ (1+2i)?2
2

3+ (1+2i)
—

Logo, z=2+iouz=1—i. Como z = x+1iy, os pares ordenados (x,y) sdo as solugdo do sistema.

Portanto o conjunto solucao do sistema é:
(x,y) = (271) € (X,y) = (17_1)

3.4.8 Sistemas Exponencias e Logaritmos

Determinadas classes de sistemas nao-lineares podem ser solucionadas com o uso de
determinadas propriedades das fun¢des exponenciais e logaritmicas. Essas propriedades sdo com-

binadas com teoremas, técnicas e métodos previamente apresentados para sistemas algébricos.

Exemplo 3.33. Resolva o sistema de equacoes em R

23V =12
(124)

2Y3* = 18.



Solucao: Multiplicando as equacdes do sistema (124) membro a membro, obtemos

Y3 — 216,

isto é,
(2 x 3" =63
ou ainda,
6 =6
Assim,
x+y=3.

Em seguida, dividindo as equacdes do sistema (124) membro a membro, obtemos

2
PX=YIY—X =,
3
isto &,
2\ 2
@)=
Assim,
x—y=1
Deste modo, o sistema
x+y=3
x—y=1
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(125)

(126)

que tem como Unica solu¢@o o par ordenado (2, 1) é equivalente ao sistema (124). Portanto, a

soluc@o do sistema (124) € (x,y) = (2,1).
Exemplo 3.34. Resolva o seguinte sistema de equacoes em R
(x+y)3* =6’

Vx+y=2.

Solugdo: Observe que x # 0. Elevando a segunda equacdo ao expoente x, obtemos
x+y=2"
Assim, obtemos o seguinte sistema que € equivalente ao sistema (127)

(x+y)3* =6’

x+y=2*

(127)

(128)

(129)
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Substituindo a segunda equagdo do sistema (129) na primeira, obtemos
23 =6’

ou ainda, 6* = 6’ e, entdo x = 7. Substituindo x = 7 na segunda equacdo do sistema (129),
obtemos

T+y=2",

e, assim, encontramos y = 121. Portanto, a solu¢do do sistema (127) € o par ordenado

(x,y) = (7,121).
Exemplo 3.35. Resolva o sistema de equagoes parax >0 ey > 0.

o =12
(130)

yx—i-y — x3.
Solucéo: Note que par ordenado (1, 1) é solucdo do sistema (130). Entdo, considere x >0ey >0
com x # 1 e y # 1. Aplicando logaritmo decimal em ambos os membros, nas duas equagdes do

sistema, obtemos:
logx™™ = logy!?
logy™ = logx>.
Dai, segue
(x+y)logx =12logy
(x+y)logy = 3logx.

Dividindo a primeira equagdo pela segunda membro a membro, temos

logx 4logy
logy  logx’
Entao,
(logx)? = 4(logy)>.
Dai,
logx =2logy ou logx = —2logy,
Ou ainda,

logx = logy2 ou logx= logy_z. (131)
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Desde que a fungdo f : R} — R tal que f(x) = logx ¢ injetiva, as desigualdades em (131) sdo

verificadas se, e somente se,
» 1
X=y" ou x= .
y

Assim, obtemos a seguinte colecio de sistemas equivalentes ao sistema (130):

X=Yy
(132)
yx—i—y — x3
e
1
X=—
¥ (133)
yx+y — x3.
Substituindo a primeira equacdo do sistema (132) na segunda, obtemos yy2+y = (y?)3, ou ainda,

yy2+y =%, Assim, y>+y—6 = 0. Logo, y = —3 (nfo convém, pois y > 0) ou y = 2. Como em
(132), x = y?, temos x = 2> = 4.

Substituindo a primeira equacao do sistema (133) na segunda, obtemos

_s 1
ou ainda, y»* g y~0. Assim, — +y = —6e¢, entdo, y? +6y? + 1 = 0, que ndio possui nenhuma
y

raiz real positiva. Portanto as soluc¢des do sistema sdo:

(ey)=(1,1) e (xy)=(42).

Exemplo 3.36. Resolva o sistema

(

log, x+1log,y+logyz =2

logyy+1loggz+loggx =2 (134)

10g4Z + 10g16x + lOgI()y = 2.
\

Solucao: Inicialmente, observe que x,y e z sdo positivos. Desde que log,b = log,. b" para
qualquer n € R* , temos log, x = log, x?, logyy = log9y2 e logyz= log16Z2. Além disso,

observe que 2 = log, 4> = loge 9% = log, 162. Logo, o sistema (134) assume a seguinte forma

(

log4x2 +log,y+log,z = log, 42

loggyz +loggz+1loggx = loggy 92 (135)

log,¢22 +10g ¢ x +1og 4y = log;¢ 16%.
\
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Utilizando a seguinte propriedade

log, pqr = log, p+log,q +log,r

no primeiro membro de cada equacdo do sistema (135), obtemos
(

log,?yz = log, (22)°

loggyzxz = logy (32)2

2
klogmzzxy =loge (4%)".

Assim, )
KPyz =24
y2xz = 3* (136)
kzz)cy =44,

Multiplicando as trés equacdes do sistema (136) membro a membro, obtemos
(xyz)* = 24%.
Visto que x > 0,y > 0 e z > 0, concluimos que
xyz = 24.

Acrescentando a equag@o acima no sistema (136), obtemos

;

x*yz =16

y2xz =81

Z2xy = 256

([ XYz = 24.
Logo, ao dividir a primeira, a segunda e a terceira equagdes pela quarta equacdo, obtemos,
respectivamente, x = %, y= % ez= 33—2 Portanto, o conjunto solugdo do sistema (134) é

2 27 32
w9=(553)

3.4.9 Sistemas Trigonométricos

Para resolver sistemas de equacdes trigonométricas, utilizamos os métodos previamente
apresentados nas se¢Oes anteriores para sistemas algébricos, combinados com as identidades
e propriedades dessas classes de fun¢des, com objetivo de obter sistemas equivalentes mais

simples.



Exemplo 3.37. Resolva o sistema de equacoes

senxcosy = 0,25

senycosx = 0,75.

Soluc¢ao: Somando e subtraindo ambos os lados das duas equagdes, obtemos

senxcosy-+senycosx = 1

senycosx —senxcosy = 0,5
ou ainda,

sen(x+y)=1

1
sen(y—x) = >
Da primeira equacao do sistema (137), obtemos

T
x+y= §+2nk; keZ.

A segunda equacao do sistema (137), € equivalente a seguintes equacoes

T Sn
y—x:g+2nn; neZ ou y—x:F—i—Znn; ne.

Assim, o sistema (138) passa a ser equivalente ao seguinte sistema de equagdes
T
X+y= §+2nk; keZ

o
y—sz—l—Znn; neZz

T
x+y:§—|—27tk; keZ

5
y—x= ?—l—ZJtn; nez.

Somando as equacdes do sistema (139), obtemos
e
y=3 +n(k+n); k,neZ.
Logo, substituindo na segunda equacao do sistema (139), obtemos

x= g-}-n(k—n); k,neZ.

Assim, do sistema (139), obtemos a primeira familia de solu¢des

x= E—Ht(k—n); k,neZ

ao

y= §+n(k+n); k,n € Z.
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(137)

(138)

(139)

(140)
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De forma andloga, utilizando o sistema (140), encontramos a segunda familia de solu¢des

xX= —g—l—n(k—n); k,neZ
2n

y= ?—Ht(lﬂ—n); k,neZ.

Portanto, a seguinte colecdo de familias € a solu¢do do sistema (137)

ng—i-n(k_”); k,n €7 x=—g+n(k—n); kin e Z
e ’ 2n
y=3Frk+n); kneZ y=5 +nlk+n); kneL.

Observacao 3.13. Desejamos destacar a atengdo do leitor para o seguinte aspecto: ao transitar
do Sistema (138) para a colecdo de Sistemas (139) e (140) empregamos o pardmetro "’k para
representar as solucoes da primeira equacdo do Sistema , enquanto o pardmetro n’ representa
as solugoes da segunda equacdo do sistema. A utilizacdo de apenas um pardmetro, como 0 ’k”,

resultaria em uma perda de solucoes.

Exemplo 3.38. Resolva o sistema de equagoes

3 1
sen’x = —seny
% (141)
3= _
COS™X = 7 COSY.
Solucao: Elevando ambos os membros das equagdes ao quadrado, obtemos
6 Lo
sen’x = —sen-y
4 (142)
cos®x = 1 cos?y.
4
Entdo, somando as equagdes do sistema (141), membro a membro, obtemos
6 6 1 2 2
sen”x+cos’ x = Z(sen y+cos?y),
ou ainda,
1
sen®x + cos®x = T (143)
1 —cos2 1 2
Desde que sen’x = % e cos’x = w, a equacao (143) pode ser reescrita como
1 —cos2x 3+ 1+cos2x)” 1
2 2 4
Assim,

1 —3cos2x+3cos?2x — cos>2x n 1 +3cos2x+3cos?2x+cos?2x 1
8 8 Ty
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ou ainda,
2+6¢c0s*2x 1
8 4
e, entao,
cos2x = 0.
o )
Logo, 2x = 5 +7k; k € Z e, assim,
T Tk
=—+4+—keZ.
=113

Substituindo esse valor de x na primeira equagao do sistema (141), obtemos

3<7t nk) 1
sen” | —+ — ) = < seny,

4 2 2
e, assim,
2 1
<i\/7—> ziseny,
ou ainda,
N
=4+—.
seny >
Entao,
T Tn
= — 4 —; 7.
y 4+ > ne
Logo
k
xX= E+Tc—; keZ
4 2 (144)
= E—k@ nez
YTy '

Dado que a transi¢do do sistema (141) para o (142) (onde as equagdes sdo elevadas ao qua-
drado) ndo constitui uma operagdo equivalente, € necessario que realizemos uma verificacdo das
solucoes.

A Figura 3 representa os valores de x e y dados pelo sistema (144).

A F' N
X Y
Az At B2 ‘B1

v
v

Figura 3 — Sistema Trigonométrico x = /4 + 2km; y = n/4 + 2nn
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Observe que no ponto A, temos senx > 0 e cosx > 0. Logo, com base no sistema (142),
concluimos que seny > 0 e cosy > 0. Entre os pontos By, B3, B3 e By, apenas B possui ambas as
coordenadas, abscissa e ordenada, como positivas. Portanto, podemos afirmar que o par ordenado

(A1, B) constitui uma solugdo valida para o sistema.(142):
T
X1 :Z+2k7|:, keZ
T
Vi :Z—i—Znn; nez

De forma andloga, deduzimos que os pares (A3,B>), (A3,B3) e (A4,B4) séo solugdes do sistema

(142), isto é,

3 5 7
x2:%+2kn;k€Z x3:§+2kn;keZ mzfﬂkn;ke%
€
3 ’ 5 7
y2:%+2nn;nez y3:§+2mt;n€Z y4:jn+2mc;”€z

sao solugdes do sistema. Portanto, as solugdes do sistema (141) sdo representas pelas familias:

o 37 51 n
x1=Z+2kn x2=7+2kn X3=Z+2kn X4:Z+2k7€
—n+2n 7 —3n+2n 7 —5n+2n ) —7n+2n
)’1—4 n Y2 = 4 n y3= 4 n Y4 = 4 n
para n,k € 7.

Exemplo 3.39. Resolva o sistema de equacoes

1
senx + senzy = 5

An (145)
X—y=—.
Y73
. 2 1 —cos2x .. - .
Solucio: Desde que sen”x = — da primeira equagao do sistema (145), obtemos
1 —cos2x L l—cos2y 1

2 2 2
ou ainda,

cos2x+cos2y = 1. (146)
Como

cos p+cosqg = 2cos (PT‘W) cos (?),

a equacdo (146) para a ser
2x+2y 2x—2y
2 =1
cos ( 5 ) cos ( > > )
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ou ainda,

1
cos (x+y)cos(x—y) = %

Assim, o sistema (145) € equivalente ao seguinte sistema de equagdes

1
cos(x+y)cos(x—y) = 2

. (147)
X—y=—.
Y73
Substituindo a segunda equagdo do sistema (147) na primeira, obtemos:
(x+) 4 1
Ccos cos — = —.
FTIERE TS
Assim,
(x+) 1 1
cos (x — | ==
y ) 7
ou ainda,
cos(x+y)=—1
Logo,
x+y=m+ 2km.
Assim, o sistema (147) se reduz a
x+y=n+2kmk €Z
AT (148)
X—y=—
Y73
que tem como solugdes
m T
x= F-I-kn;keZ e y:—g-l-kn;kEZ.
Portanto, a seguinte familia de pares ordenados constituem a solucao do sistema (145):
Wk T
— +km,——+km ) ke Z.
(g +em—Fim)ike
Exemplo 3.40. Resolva o sistema de equacoes
2V3
tgx+tgy = T\/_ 149
V3 (149)
cotgx+cotgy = ———.

3
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1 1
Solucdo: Facam u = tgx e v = tgy. Entdo, cotgx = — (1 # 0) e cotgy = — (v # 0). Assim, o
u 1%

sistema (149) passa a ser

2
1 1__2\/5 (150)
u v 3

Da segunda equacao do sistema (150), obtemos

2V3
3

(u+v)=— uv.

Assim, substituindo na primeira equagao, obtemos

23 23
3 3 W

ou ainda, uv = —1. Assim, temos:

2V/3

U+v=——
3 (151)

uy=—1

que tem como solucdes os pares ordenados (u,v) = (v/3,—v/3/3) e (u,v) = (—v/3/3,V/3).
Observe que u = tgx e v = tgy. Assim, para o par ordenado (u,v) = (v/3,—+/3/3), temos
tgx =3 etgy=(—+/3/3). Logo,

x=mn/34mnk; k€Z e y=2n/3+1n; n€Z.
Analogamente, para o par ordenado (u,v) = (—+/3/3,/3), obtemos
x=2n/3+nk, k€Z e y=n/3+7n;, nc€Z.
Portanto, a seguinte familia de pares ordenados representa o conjunto solucao do sistema (149)

x=mn/3+mnk; ke€Z x=2n/3+mnk; ke Z

y=2n/3+mn;nc’Z y=mn/3+mn; ncZ.
3.4.10 Método Grafico

A nivel grafico a solucdo do sistema de equacdes

flx,y)=0

g(x,y)=0
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sd0 os pontos (x,y) que representam a intersecdes entre as das duas curvas no plano cartesiano.
Esses pontos sdo aqueles em que as duas curvas se cruzam, ou seja, as coordenadas em que
ambas as equacdes sdo satisfeitas simultaneamente.

A aplicagdo do método gréfico € extremamente valiosa para analisar o comportamento das
funcdes que compdem um sistema, bem como para obter solugdes aproximadas ou determinar o
numero de soluc¢des que o sistema admite. Essa abordagem nos possibilita obter informagdes

cruciais e conclusdes importantes acerca do conjunto solucao desse sistema.

Exemplo 3.41. Resolva o sistema
xy=1
(152)

Y = senx.

Solucao: O sistema em questdo, ndo pode ser resolvido utilizando os métodos algébricos
apresentados até o presente momento. No entanto, podemos plotar os graficos das curvas que
representam as duas fungdes envolvidas no mesmo sistema cartesiano e, assim, tirar conclusoes
acerca das solugdes do referido sistema.

A primeira equagdo do sistema representa a seguinte hipérbole equilatera, cujos ramos

estdo contidos no primeiro e terceiro quadrante, isto €,

y=-.
X

Ja a segunda equacdo do sistema € a conhecida sendide y = senx. Utilizando uma malha quadri-

culada e, plotando os gréficos das respectivas fungdes em um mesmo plano cartesiano, obtemos:

Figura 4 — Graficos De y=1/x e y=senx

Sendo assim, observamos que as fungdes tem infintos pontos de interse¢ado e, portanto,

concluimos que o sistema admite infinitas solugdes.
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Exemplo 3.42. Determine o niimero de solucoes do sistema

y=x*—3x

x=y>—3y.

Solucdio: Observe que a equagiio y = x> — 3x representa uma pardbola, cujo o eixo de simetria
é paralelo ao eixo y e, a equagdo x = y*> — 3y representa uma parabola cujo eixo de simetria é
paralelo ao eixo x.

Vamos determinar os pontos principais de cada pardbola que sdo suas raizes, a intersec¢ao com
0S e1Xos, € 0s Vértices.

A paribola y = x> — 3x passa no ponto (0,0), possui raizes x = 0 e x = 3 e vértice

V =(3/2,-9/4).

A paribola x = y> — 3y, passa no ponto (0,0), possui raizes y =0 e y = 3 e possui vértice no
pontoV = (—9/4,3/2).

Assim, plotando os grafico, concluimos que as pardbolas possuem quatro pontos de intersecao.

Portanto, o sistema admite 4 solucdes.

D

Figura 5 — Parabolas com Eixo horizontal e Eixo Vertical

Exemplo 3.43. Resolva o sistema em R
—2x+2y=-3.

Solucdo: A primeira equagdo representa uma circunferéncia com centro em (0,0) e raio igual a
1. J4 a segunda equacdo representa uma reta que intercepta os eixos x e y nos pontos (1,5;0) e

(0;—1,5), respectivamente.
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Tracando os graficos num mesmo plano cartesiano, temos:

0.5 5

Figura 6 — Circunferéncia e Reta

Portanto, pela andlise dos gréficos das duas curvas, fica evidente que elas ndo se interceptam.

Como resultado, podemos concluir que o sistema € impossivel e ndo admite solucdes reais.
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4 APLICACOES

As aplicacdes de sistemas de equacdes ndo-lineares no Ensino Médio oferecem uma
oportunidade valiosa para os estudantes explorarem situacdes do mundo real e compreenderem
como a Matematica se aplica a contextos mais complexos. Embora os sistemas de equagdes
lineares sejam comuns no curriculo, os nao-lineares expandem essa compreensao ao lidar com
relacdes mais intricadas entre varidveis.

Estudar sistemas de equacdes ndo-lineares no Ensino Médio permite aos alunos analisa-
rem problemas que ndo podem ser resolvidos utilizando apenas métodos lineares, proporcionando-
lhes uma visdao mais ampla e sofisticada da Matematica aplicada.

Esses sistemas sdo frequentemente usados para modelar situagdes do cotidiano que nao
obedecem a relacdes lineares simples. Por exemplo, podem ser empregados na modelagem
de crescimento populacional com limitacdes ambientais, no cédlculo de trajetdrias de projéteis
sujeitos a forcas ndo-lineares como a resisténcia do ar, ou ainda na anélise de circuitos elétricos
com componentes ndo-lineares.

Ao entender e resolver sistemas de equacdes nao-lineares, os alunos desenvolvem habili-
dades criticas de resolucdo de problemas, raciocinio 16gico e aplicagao de conceitos Matematicos
em contextos do mundo real. Essa compreensao mais profunda da Matematica também prepara
os estudantes para lidar com desafios e situagdes complexas em suas futuras carreiras académicas
e profissionais.

Neste capitulo, exploramos algumas das aplicacdes mais acessiveis e relevantes de
sistemas de equacdes ndo-lineares para estudantes do Ensino Médio, destacando como esses
modelos matematicos sd@o fundamentais para compreender e resolver problemas do dia a dia,
fornecendo aos alunos uma base sélida para sua educacdo matemaética e além dela.

Ao abordar a resolugdo das aplicacdes é aconselhavel seguir as seguintes orientacdes:

1. Represente as grandezas desconhecidas do problema por meio de incognitas, tais como

X,y,2, etc.

2. Formule um sistema de equagdes utilizando as incognitas e as quantidades conhecidas das

condig¢des do problema.

3. Resolva o sistema de equacdes.



86

4. Avalie se as solucdes encontradas satisfazem as condi¢cdes do problema.

O exemplo a seguir foi retirado da prova da Olimpiada Brasileira de Matemadtica das

Escolas Pablicas (OBMEP) no ano de 2023.

Problema 4.1. Elisa cortou 4 quadrados iguais dos cantos de um cartdo retangular para montar
uma caixa sem tampa. As faces laterais da caixa tém dreas 24 cm? ou 28 cm?, conforme a figura.

O volume da caixa é 168 cm>. Qual era a drea do cartdo antes de ser cortado?

28 cm?

24 cm?

Figura 7 — Caixa Formato Paralelepipedo

Solucdo: Denote por x,y,z as dimensdes da caixa, ilustradas na seguinte figura.

28 cm?

N

24 cm?
<
DL

Figura 8 — Caixa com as Dimensdes Indicadas

Com isso, o volume da caixa é dado por
xyz = 168
e as areas laterais sao dadas por
xz=28 e yz=24.
Neste sentido, desejamos encontrar os valores de x,y e z que satisfazem o seguinte sistema de

equagdes nao-lineares
(

xyz = 168
xz =128 (153)

vz =24.
\
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Dividindo a primeira equagdo do sistema (153) pela segunda e terceira equacdo do mesmo,

obtemos, respectivamente,

xyz _ 168 e, assim, y=206
Xz - 28 ) 9 y_
e
168
e 2° e, assim, x=7.
yzZ 24

Substituindo esses valores de x e y na primeira equagdo do sistema (153), obtemos
7-6-z=168 e, assim, z=4.

Logo, a terna ordenada (x,y,z) = (7,6,4) é a soluc@o do sistema (153). Portanto, de acordo com

a Figura 8, a drea do cartdo antes de ser cortado é dada por:
A= (x+27).(y+2z) =15-14 =210 cm?.

O exemplo a seguir foi retirado da prova da Olimpiada de Matematica do Estado do Para

do ano de 2008.

Problema 4.2. Dois irmdos escrevem as suas idades, uma a seguir a outra e obtém um niimero
com 4 algarismos que é exatamente o quadrado da idade do seu pai. Nove anos mais tarde
voltam a escrever as suas idades, pela mesma ordem, obtendo novamente um niimero com 4
algarismos que é o quadrado da idade do seu pai. Qual era a diferenca das idade dos irmdos na

primeira situag¢do?

Solucao: Sejam x e y as idades dos dois irmaos e z a idade do pai no primeiro momento descrito
no enunciado. Desde que, as idades inscritas de forma consecutiva formam um niimero com 4
algarismos, as idades dos dois irmdos (x € y) devem ter dois algarismos cada uma, caso contrario
um irmao teria 100 anos ou mais e o outro menos de 10 anos, fato esse nao passivel de ocorrer.
Sendo assim, escrevendo os nimeros de forma consecutiva, sendo primeiro x e depois y, obtemos
um nimero na forma: 100x + y.

Portanto, de acordo com as informag¢des do problema, as idades dos irmaos e do pai, na

primeira situacdo, devem satisfazer o seguinte sistema de equacdes nao-linear.

100x + y = 22
(154)
100(x+9)+ (y+9) = (z+9)%.

Da segunda equacdo, obtemos

100x +y+909 = 7% + 182+ 81. (155)
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Assim, substituindo a primeira equacao do sistema (154) em (155), obtemos
2 _ 2
74909 =z= + 18z + 81,

ou ainda,

909 = 18z+ 81

e, entdo, z = 46. Logo, 72 = 2116. Entdo, como as idades dos filhos tem dois algarismos cada
uma e uma idade seguida da outra coincide com a idade do pai ao quadrado (2116), as idades dos
filhos no primeiro momento devem ser x = 21 e y = 16 e, portanto, a diferenca entre as idades
dos irmdos € de 5 anos.

O exemplo a seguir foi retirado de Litvinenko e Mordkovich (1987).

Problema 4.3. Trés niimeros constituem uma Progressdo Geométrica. Quando subtraimos 4 do
terceiro niimero, eles se transformam em uma Progressdo Aritmética. Além disso, ao subtrairmos
1 tanto do segundo quanto do terceiro termo dessa Progressdo Aritmética resultante, obtemos

novamente uma Progressdo Geométrica. Determine quais sdo esses niimeros

Solucao: Suponha que os nimeros reais x,y,z sejam os nimeros, nessa ordem, procurados.
Como eles estdo, nessa ordem, em Progressdo Geométrica (P.G.), o termo do meio ao quadrado

¢ igual a produto dos outros termos, isto &,
2 _
v = xz. (156)

Além disso, os ndmeros x,y,z — 4, nessa ordem, formam uma Progressdao Aritmética (P.A.) e,

entdo, o termo do meio coincide com a média aritmética dos outros dois, isto €,

x+(z—4
_xt(z—4) (157)
2
Por dltimo, uma outra informag¢do que temos € que os nimeros x,y — 1 € z— 5 formam, nessa

ordem, uma P.G. e, entdo, o termo do meio ao quadrado € igual ao produto dos outros dois, isto &,
(y—1)?=x(z—5). (158)

Portanto, de posse das igualdades (156), (157) e (158), obtemos o seguinte sistema de equagdes
nao-linear )

xz—y*=0

x—2y+z=4 (159)

xz—y*—5x+2y=1.



89

ou ainda, substituindo, no sistema (159), a primeira equacao na terceira equacao, obtemos:

(

xz—y*=0
x—2y+z=4 (160)
Sx—2y=—1
(
Pela terceira equacgao do sistema (160)
y= 5x2+ L (161)

Logo, substituindo (161) na segunda equacao do sistema (160), obtemos
z=4x+5. (162)

Entao, substituindo as igualdades (161) e (162) na primeira equacao do sistema (160), obtemos

<5x;—1)2:x(4x+5)

1
ou ainda, apds simplificacdes, 9x2 —10x+1=0, cujas raizes saox; =l e xp = 9 Substituindo
os valores de x; e x em (161) e em (162), obtemos, respectivamente,

7 49
== 3’ = -, = 9 = —.
yi y2 9 21 € 22 9

Entdo, o sistema (159) admite duas solugdes. Sao elas:

1 7 49
=(1,3,9 === —= .
(x,32) = (1,3,9) e (x.,2) (9, 99 )
Observe que esses valores satisfazem as condi¢des do problema, isto é, satisfazem as condi¢des
(156), (157) e (158). Portanto, esses sdo os valores procurados.

A seguir, apresenta-se um exemplo extraido da obra de Litvinenko e Mordkovich (1987).

Problema 4.4. Um caminhdo partiu do ponto A em direcdo ao ponto B, e uma hora depois,
um carro também partiu do ponto A na mesma diregdo. O caminhdo e o carro chegaram ao
ponto B simultaneamente. Se eles tivessem partido dos pontos A e B ao mesmo tempo para se
encontrarem, o encontro teria acontecido uma hora e 12 minutos apds o inicio. Quanto tempo o

caminhdo leva para percorrer o trajeto de A a B?

Solucio: Denote, respectivamente, por x e y as velocidades, em km/h, do caminhéo e do carro e,

por z, a distancia entre os pontos A e B.
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Suponha que o caminhdo leva ¢ horas para percorrer o trajeto de A a até B. Entdo, de
acordo com os dados do problema, o carro leva ¢ + 1 horas para percorrer o mesmo trajeto. Assim,
desde que t = d /v, temos:

oo, (163)
x oy

Por outro lado, caso os veiculos partem dos pontos A € B a0 mesmo tempo para se

encontrarem, o encontro acontece ap6s 1h 12 min apés o inicio, que corresponde a 6/5 h. Assim,

6
L2 (164)
x+y 5
Logo, de (163) e (164), obtemos o seguinte sistema de equagdes ndo-lineares
oz
Xy
2 6 (165)
x+y 5
Note que a segunda equacao do sistema (165) pode ser reescrita como
5=6-2+6-2.
Z Z
Assim, fazendo u = z ev= E, o sistema (165) passa a ser:
X y
u—v=1
6 6 (166)
—+—-=5
u v

que possui como solugdo vélida u = 3 e v = 2. Entdo, o conjunto solu¢do do sistema (165) é da

529

Portanto, o tempo que o caminhdo leva para percorrer o trajeto de A até B € dado por

forma

£ — 3 horas.
X
O Exemplo a seguir foi retirado de Litvinenko e Mordkovich (1987).

Problema 4.5. Dois tubos de diametros diferentes fornecem dgua para um tanque. No primeiro
dia, ambos os tubos, trabalhando simultaneamente, forneceram 14 m?3 de dgua. No segundo
dia, apenas o tubo menor foi colocado em uso. Ele forneceu mais 14 m? de dgua, mas operou
por 5 horas a mais do que no primeiro dia. No terceiro dia, a operagdo dos tubos durou tanto
quanto no segundo dia, mas inicialmente ambos os tubos foram colocados em uso e forneceram
21 m? de dgua e depois apenas o tubo maior continuou operando e forneceu mais 20 m? de dgua.

Quanta dgua cada tubo fornece por hora?
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Solucao: Denote por x e y a vazdo, em m3 /h, do tubo maior e do tudo menor, respectivamente e,
por t o tempo de operacdo de ambos os turbos no primeiro dia (Note que x,y e ¢ sdo nimeros
reais positivos). Como, no primeiro dia, ambos trabalham juntos e totalizaram 14 m> de 4gua,
temos:

(x+y)t = 14. (167)

No segundo dia, somente o tubo menor foi utilizado, levando 5 horas a mais que no dia anterior
para fornecer 14 m3. Assim,

y(t+5) = 14. (168)

No primeiro momento do terceiro dia, os dois tubos funcionam simultaneamente e forneceram
21
21 m? de dgua e, portanto, o seu tempo operacio durou e horas. No segundo momento do
XTy
terceiro dia, somente o turbo maior continuou funcionando fornecendo mais 20 m> de dgua e,
. 20 - . )
portanto, o seu tempo de opera¢do durou —. Desde que operacao dos tubos no terceiro dia durou
X

a mesma quantidade de tempo em relacdo ao segundo dia, isto € ¢ + 5 horas, obtemos:

21 20
—+ —=t+5. (169)
X+y X
Portanto, as equacdes (167), (168) e (169), nos fornece o seguinte sistema de equacdes nao linear

(comx #0ex+y+#0):

(x+y)=14
y(t+5)=14 (170)
21 20
——+—=1+35.
\x+y X
Da segunda equacdo de (170), obtemos:
14
t=——5. (171)
y

Assim, substituindo (171) na primeira e terceira equagdo de (170), obtemos

14 _14
x+y_y

e
21 20 14
_+_:_,
X+y X y

respectivamente. Assim, o sistema (170) passa a ser:

14 _14 5
x+y_ y
21 +20_ 14 (172)

Xty X y
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Tirando o minimo multiplo comum nas duas equacdes do sistema (172), obtemos

5xy+5y? = 14x
(173)

14x% — 27xy — 20y* = 0.

Lembre que x,y e z sdo nimeros positivos e ndo nulos. Dividindo a segunda equagdo do sistema

(173) por y?, obtemos:

Assim,

5
r_2 e/ou o

y 2 y

Desde que x e y sao nimeros positivos, a inica opgao é

=~

Assim, o sistema (173) passa a ser:

5
y 2
5xy+5y* = 14x

que tem como solugdo (pelo método da substituicao) x = 5 e y = 2. Portanto, o tudo maior

forneceu 5 m> /h e o tubo menor forneceu 2 m> /h.
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5 PROPOSTA DE APLICACAO EM SALA DE AULA

Nesta secdo, apresentamos uma proposta de aplicagao em sala de aula destinada aos alu-
nos do Ensino Médio, com o objetivo de proporcionar uma abordagem mais eficaz e envolvente.

Dividimos essa abordagem em distintas etapas para facilitar a compreensdo e implementacao:

1. Introducao do Tema: - Inicie com uma breve contextualiza¢do do tema, relacionando-o a
situacdes do cotidiano e destacando sua relevancia em diversas dreas, como competi¢cdes

académicas e vestibulares militares.

2. Avaliacao Inicial: - Realize uma avaliacdo diagnéstica para identificar o nivel de conheci-
mento prévio dos alunos sobre os contetdos pré-requisitos que se encontram no capitulo

02. Isso ajuda a personalizar a abordagem e a adaptar o ritmo das aulas.

3. Identificacdo de Interessados: - Promova atividades exploratérias que despertem o
interesse dos alunos, destacando aplicacdes praticas e desafios matemadticos relevantes.

Identifique os estudantes mais entusiastas para formar grupos de estudos voluntérios.

4. Projeto de Grupos de Estudo: - Estabeleca um projeto de grupos de estudo voluntarios,.
Proporcione recursos adicionais, como listas de exercicios desafiadores e material de

estudo complementar.

5. Metodologia de Ensino:- Utilize métodos variados para a resolu¢do de sistemas de
equacdes nado-lineares, permitindo uma compreensao abrangente. Integre tecnologias
educacionais, como softwares de simulag¢do ou visualizag@o, para tornar as aulas mais

dindmicas e interativas.

6. Sequéncia Didatica: - Divida o contetido em tépicos abordados progressivamente, relaci-
onando cada método de resolucdo a pré-requisitos especificos. Isso facilita a assimilagdo

gradual do conhecimento.

7. Avaliacao Continuada:- Implemente avaliacdes formativas regulares para monitorar o
progresso dos alunos. Incentive a autoavaliagdo e promova feedback construtivo para

fortalecer a compreensao do contetido.
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8. Flexibilidade Temporal: - Esteja aberto a ajustes no cronograma, permitindo maior
flexibilidade para explorar temas que demandem mais atencdo ou para aprofundar questdes

levantadas pelos alunos.

Ao seguir essa proposta, espera-se promover um ambiente de aprendizado mais participa-
tivo, despertar o interesse dos alunos e proporcionar uma compreensao mais sélida dos sistemas

de equacdes ndo-lineares. A seguir apresentamos um exemplo de plano de aula.

5.1 Plano de Aula

TEMA: Método da Adi¢cao Algébrica para Resolucao de Sistemas de Equacdes Nao-
Lineares

OBJETIVOS:

- Capacitar os alunos a resolver sistemas de equagdes nao-lineares por meio do método
da adi¢do algébrica.

- Desenvolver a habilidade de aplicar o método em situacdes praticas e contextualizadas.

CONTEUDOS:

- Compreensao de sistemas de equacdes ndo-lineares.

- Aplicacdo do método da adicdo algébrica na resolucdo de sistemas de equagdes ndo-
lineares.

PUBLICO-ALVO: Alunos do Ensino Médio.

DURACAO: 6 aulas de 50 minutos cada.

RECURSOS:

- Lousa, pincel e notebook.

- Data show para apresentacdes visuais.

- Lista de exercicios impressa para pratica.

- Materiais de apoio online para consultas adicionais.

METODOLOGIA:

A aula serd conduzida de forma dinamica e participativa, combinando elementos exposi-
tivos e praticos para promover uma compreensdo profunda do método da adi¢do algébrica. A
abordagem incluird:

1. Exposicao Conceitual: Apresentacdo clara e detalhada do método, destacando seus

fundamentos tedricos.
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2. Atividades Interativas: Resolu¢cdo conjunta de problemas simples para solidificar os
conceitos antes de abordar situagdes mais complexas.

3. Resolucao de Exercicios: Pratica intensiva com uma variedade de exercicios, permi-
tindo que os alunos desenvolvam confianca na aplicagdo do método.

4. Discussoes em Grupo: Estimulo a colaboracdo entre os alunos para resolver problemas
e trocar ideias, promovendo um ambiente de aprendizado colaborativo.

5. Feedback Continuo: Didlogo constante para esclarecer dividas, consolidar conceitos
e garantir a compreensdo do conteudo.

AVALIACAO:

O desempenho dos alunos sera avaliado de forma abrangente, considerando:

- Participagdo ativa em atividades em sala de aula.

- Resolucio de listas de exercicios para préatica individual.

- Avaliacgdo escrita para verificar a compreensao tedrica e pratica.

Essa abordagem multifacetada visa oferecer uma avaliagdo justa e completa, permitindo
que os alunos demonstrem sua compreensao do conteido de maneiras diversas.

A seguir apresentamos modelo de atividade.

5.2 Modelo da atividade

Exercicio 01: Determine o conjunto solu¢@o do sistema de equagdes nao-lineares:

Exercicio 02 : Encontre os nimeros reais X € y que satisfazem o sistema nao-linear abaixo:

l6x—11y
24y

llx+16y
x2+y2 -

X+ 7

—1.

Exercicio 03: Resolva o sistema de equacdes em R.

;

xy+xy=38

yZ+xz=75

xz+xy=>35.
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Exercicio 04: Calcule os pares ordenados x e y reais tais que:
x*+6x2y? +y* =136
¥y +xy® = 30.
Exercicio 05: (CN-90) Resolva em R
Vxyz=

x.\/_.z—
xy\/_—

.pu.)l o¢]

3‘ O\w‘g
¥
N

Exercicio 06: Trés irmdos dividem algum dinheiro proporcionalmente a idade deles. Os nimeros
que representam suas idades formam uma Progressdo Geométrica. Se eles compartilhassem esse
dinheiro proporcionalmente as suas idades daqui a trés anos, o irmdo mais jovem receberia 105
reais a mais e o irmao do meio, 15 reais a mais do que agora. Quantos anos tem cada irmao, se

soubermos que a diferenca de idade entre o mais velho e o mais jovem € igual a 15 anos?
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6 CONCLUSAO

As resolucdes de sistemas de equagdes ndo-lineares nao ¢ tarefa trivial, exigindo dominio
s6lido da Matematica do Ensino Médio, aliado com uma boa dose de criatividade. Apresentamos
neste trabalho, métodos analiticos para resolucdes desses sistemas, que sdo de grande valia para
estudantes em nivel de Ensino Médio, preenchendo uma lacuna notdvel em materiais didéticos
disponiveis em lingua portuguesa, dedicados a resolucio de sistemas de equacdes ndo-lineares.
A abordagem clara e acessivel ndo apenas proporciona uma compreensdo sélida da teoria
subjacente, mas também apresenta métodos praticos aplicdveis em ambientes de sala de aula. A
€nfase na preparagdo dos estudantes para desafios matematicos complexos, como olimpiadas,
vestibulares militares e outras competicoes, destaca a utilidade imediata e a relevancia pratica do
conteddo explorado.

Os métodos analiticos apresentados ndo apenas estimulam o pensamento algébrico,
mas também estabelecem conexdes entre diversos topicos do Ensino Médio, conferindo-lhes
uma importancia acrescida. Essa abordagem proporciona uma resolugdo eficaz e elegante para
problemas dessa natureza. A utilizacao desses métodos requer apenas uma andlise sucinta do
determinado modelo do sistema, permitindo escolher a abordagem que melhor se ajusta para
obter o conjunto de solucdes de maneira eficiente.

As aplicagOes em situagdes-problema do mundo real apresentadas, onde a modelagem
conduz a sistemas de equacdes ndo-lineares, destaca a versatilidade e o poder dessas ferramentas
matemadticas. Este enfoque pratico ndo apenas reforca a compreensdo tedrica, mas também
estimula a capacidade dos estudantes de aplicar seus conhecimentos em contextos do dia a dia.

Dessa forma, o material nao se limita a ser um recurso valioso para o Ensino Médio,
mas também se destaca como uma contribui¢ao significativa para a Educacao Matemaética de
forma mais ampla. Ao oferecer uma perspectiva clara e acessivel sobre um tema muitas vezes
negligenciado, ele promove uma compreensdao mais profunda e uma apreciagcdo renovada da
resolucgdo de sistemas de equagdes ndo-lineares, enriquecendo assim a formag¢ao matematica dos
estudantes e educadores.

Como trabalho futuro, pretendemos estudar as resolu¢cdes numéricas de sistemas de equa-
coes ndo-lineares, isto é, pretendemos estudar diversos métodos numéricos, que se enquadram em

nivel de Ensino Médio, que fornecem solu¢des aproximadas dos referidos sistemas. E importante
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observar que existem sistemas que possuem solu¢do, no entanto, até o presente momento, nunca
foi resolvido de forma algébrica por um determinado método. Nesses casos, a solugdo numérica

(aproximada) € a forma mais viavel de solugdo.
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