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Resumo

O presente trabalho trata da importancia das demonstracoes mateméticas no Ensino
Fundamental e de como seu uso pode contribuir no ensino da Matematica. Apresentamos
alguns resultados acerca areas dos poligonos regulares, Teorema de Pitagoras e relagoes
métricas no triangulo retangulo. Inicialmente introduzimos alguns conceitos preliminares
necessarios para compreender o processo de demonstragao, destacando a importancia de
compreender os conceitos matematicos que estao por tras de uma féormula, desmistificando
a ideia que o ensino da Matemaética é apenas decorar e aplicar férmulas para resolugao de

problemas.

Palavras-chaves: Demonstracao; Ensino Fundamental;, Aprendizagem; Formulas

Mateméticas.
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Abstract

This work deals with the importance of mathematical demonstrations in teaching and how
its use can contribute to the teaching of Mathematics. We present some results about
areas of regular polygons, Pythagorean Theorem and metric relationships in the right
triangle. Initially, we introduce some concepts necessary to understand the demonstration
process, highlighting the importance of understanding the mathematical concepts behind
a formula, demystifying the idea that the teaching of Mathematics is only memorizing

and applying formulas for troubleshooting.

Key-words: Demonstration; FElementary School; Apprenticeship; Mathematical

Formulas.
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Introducao

O ensino da Matematica ¢ uma jornada crucial na formacao dos estudantes,
oferecendo nao apenas habilidades numéricas, mas também as ferramentas essenciais
para o desenvolvimento do raciocinio légico, capacidade de argumentacao e resolucao
de problemas. Em meio a diferentes reformas educacionais ao longo dos anos, o
uso de demonstragoes matematicas desempenham um papel fundamental no ensino e
aprendizado, ajudando a fornecer uma base sélida para a compreensao de conceitos e o
desenvolvimento de habilidades analiticas.

Este trabalho tem o objetivo de fornecer subsidios e materiais de apoio que auxiliem
professores e estudantes no entendimento e aplicacao das demonstracoes matematicas.
A justificativa para este trabalho reside na necessidade de disponibilizar recursos que
ampliem a compreensao e aprofundem o conhecimento em matemética, enriquecendo a
experiéncia educacional e promovendo o desenvolvimento intelectual tanto de professores
quanto de alunos.

Os objetivos desta dissertacao incluem o desenvolvimento do raciocinio légico-
dedutivo, aprimoramento da argumentacao matematica, justificacao das féormulas
utilizadas no Ensino Fundamental e o estimulo & criticidade dos estudantes. A importancia
do uso das demonstragoes vai além de preparar os alunos para novos desafios matematicos,
contribui também na formagao intelectual do individuo uma vez que ao aprender os
fundamentos do raciocinio, os jovens estarao mais bem preparados para usar seu poder
de critica e discernimento de maneira eficaz (Ver [18]).

No primeiro capitulo desta dissertacao, exploramos o ensino da matematica no
Brasil, contextualizando-o dentro das véarias mudancas ao longo dos anos, incluindo as

reformas das décadas de 1930 e 1940, bem como a influéncia da reforma conhecida



como Matematica Moderna. Este capitulo servird como base histérica e conceitual para
compreender as dindmicas do ensino da Matematica em nosso paifs.

No segundo capitulo, abordamos as no¢oes fundamentais de logica, utilizando como
referéncias os livros Inicia¢ao a Logica Matemaética [6] e Conjuntos e Fungoes [13]. Essa
base tedrica é essencial para a compreensao das demonstragoes mateméticas, fornecendo
os fundamentos necessarios para a analise e construcao de argumentos sélidos no contexto
matematico.

No terceiro capitulo exploramos os métodos de demonstracoes matemaéticas, como
demonstragao direta, principio de inducao finita e método de forca bruta, embasados por
importantes referéncias, tais como os livros Um Convite & Matematica |7] ¢ Iniciagao a
Matematica: Um Curso com Problemas e Solugoes [24].

Por fim, no quarto capitulo, discutimos resultados matematicos que podem ser
abordados no Ensino Fundamental, tais como a resolugao de uma equagao do 2° grau,
diferentes formas de calcular a area do tridngulo e aplicagoes do teorema de Pitégoras,
embasados por obras como Meu Professor de Matematica [16] ¢ Geometria [22].

Ao fornecer um embasamento tedrico solido e exemplos praticos, esta dissertagao
pretende contribuir para a melhoria do ensino e aprendizado da matematica no Ensino
Fundamental, capacitando educadores e estudantes a explorar o potencial da matematica

como ferramenta para compreender e transformar o mundo ao seu redor.



Capitulo 1

Fundamentacao Teoérica

Neste capitulo discutimos algumas mudangas que aconteceram no ensino de
matemaética no pais com o passar dos anos, mostrando a importancia das demonstracoes
e suas contribui¢oes na vida do estudante.

As principais referéncias usadas neste capitulo sao os livros A Experiéncia
Matemaética [5], Introdugdo as técnicas de demonstragdo na matematica [10], C.Q.D.:
explicagoes e demonstragoes sobre conceitos, teoremas e férmulas essenciais da geometria
[11], Matematica e Ensino [18], documentos oficiais: A Base Nacional Curricular Comum
[1] Os Parametros Curriculares Nacionais[19] e Os Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica [20] além de artigos cientificos: Resolugbes Visuais de Alguns Problemas de
Matematica da Educagao Bésica [2], Para uma Compreensao dos Diferentes Papéis da
Demonstragao em Geometria Dindmica [8] Os diferentes tipos de demonstragoes: Uma
reflexdo para os cursos de licenciatura em matematica [21] ¢ Ensino de matematica no

século XX — da Reforma Francisco Campos a Matematica Moderna [26].

1.1 Ensino da Matematica no Brasil

Diferente de outras ciéncias, a Matematica nao é uma ciéncia experimental, sua
esséncia estd em suas demonstracoes, na argumentacao e sua justificativa logica. Em
sua estrutura, uma afirmagdo para ao qual nao existe prova ¢ chamada de conjectura,

este termo é usado quando se suspeita que a afirmacao seja verdadeira. Caso uma
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conjectura seja demonstrada, ela passa a ser um teorema. Sobre o que é necessario em
uma demonstragao, Davis e Hersh destaca que
"Abstragao, formalizacao, axiomatizacao, deducado — eis os ingredientes
de uma demonstracdo. E as demonstragoes da matemaéatica moderna,
embora possam lidar com uma matéria-prima diferente ou estarem
situadas em um nivel mais profundo, dao exatamente a mesma sensacao

ao estudante ou ao pesquisador, ..."[5, p.181].

No entanto, a presenga das demonstragdes no Ensino Bésico se alterou no decorrer
dos anos. De fato, o ensino da Matematica no Brasil passou por varias mudancas ao longo
dos anos. Uma delas esta relacionada & presenca das demonstragoes nos livros didaticos.

Durante o século XX, podemos destacar as seguintes: A reforma de Francisco
Campos, a reforma Gustavo Capanema e o Movimento da Matematica Moderna no Brasil.

Estas reformas modificaram profundamente o ensino da matemaética no Brasil.

em particular, as reformas das décadas de 30 e 40 e, mais tarde, a
reforma conhecida como Matemética Moderna, nas décadas de 60 e 70,
modificaram a disciplina de forma tao profunda que ainda hoje sentimos
os efeitos dessas mudangas. Um deles se refere a propria constituigao
da disciplina matematica pela fusdo da trigonometria, da algebra, da
aritmética e da geometria. Outro diz respeito & presenga ou & auséncia
de determinados contetidos no curriculo como, por exemplo, o céalculo

diferencial e integral". [26, p.7].

A reforma de Francisco Campos teve como objetivo modernizar o ensino, incluindo
o ensino de matematica, que por sua vez tinha por objetivo unificar os diferentes ramos
da matematica, como aritmética, algebra e geometria. Além disso, introduziu nogoes
de célculo diferencial e integral para todos os alunos do ensino secundario. Na reforma
Gustavo Capanema, houve uma reorganizacao do curriculo, integrando os contetidos de
algebra, geometria e aritmética no curriculo escolar, além de enfatizar a importancia
da histéria e cultura no ensino de matematica. O Movimento da Matematica Moderna
trouxe mudangcas significativas no ensino de Matematica, incluindo uma abordagem mais

abstrata, énfase na linguagem de conjuntos ¢ integracao de diferentes areas da matematica.
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No entanto, essa reforma também gerou criticas, contetudos como limites, derivadas e
regras de derivagao, foram reduzidos ou excluidos em certos contextos. Hoje tais assuntos
sao abordados apenas no ensino superior.

Atualmente a educagao béasica no Brasil é composta por trés etapas: Educagao
Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio. A Educacao Infantil é a primeira etapa
da Educagao Basica e é destinada a criangas de até 5 anos, o Ensino Fundamental tem
duragao de nove anos e esta dividido em outras duas etapas, Ensino Fundamental I do 1°
ao 5° ano e Ensino Fundamental II do 6° ao 9° ano e o Ensino Médio tem duragao de trés

anos. De acordo com Elon Lages Lima,

Durante os quatro anos iniciais o aluno precisa ganhar familiaridade
com os nimeros, sua escrita, sua nomenclatura, as operacoes entre eles,
as nocoes de fracdo e numeros decimal e as aplicacbes mais simples
desses conceitos a problemas cotidianos. Deve também aprender a
trabalhar com as figuras geométricas mais simples (planas ou espaciais)
e a estabelecer conexdes entre numeros e figuras, medindo comprimento,
angulos, arcas e volumes. Deve ganhar experiéncia com as diversas
unidades de medidas que compdem o sistema métrico. [18, p.165].

E necesséario que os conceitos e definigoes matematicas fiquem bem apresentados
para os estudantes nos primeiros anos para que eles cheguem ao Ensino Fundamental
IT, tendo base para argumentar e justificar de modo logico e convincente alguns fatos
matemaéticos utilizados nas demonstragoes. Embora no Ensino Fundamental I seja
trabalhado uma pré-algebra, é no Ensino Fundamental II que podemos iniciar o processo

de demonstrac¢oes matematicas. Conforme os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s)
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Embora nas séries iniciais ja se possa desenvolver uma pré-algebra, ¢é
especialmente nas séries finais do ensino fundamental que os trabalhos
algébricos serao ampliados; trabalhando com situagoes-problema, o aluno
reconhecerd diferentes fungoes da algebra (como modelizar, resolver
problemas aritmeticamente insoluveis, demonstrar), representando
problemas por meio de equagoes (identificando pardmetros, variaveis
e relagdes e tomando contato com formulas, equagOes, varidveis e
incognitas) e conhecendo a “sintaxe” (regras para resolucao) de uma

equagao.[19, p.39].

Nesta perspectiva, os PCN’s também destacam que no terceiro ciclo, (6° e 7° anos)
¢ interessante que o estudante trabalhe para desenvolver a argumentagao buscando sempre
justificar suas respostas de modo a construir caminhos que levem a compreender as provas
de alguns teoremas.

Assim, é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a
argumentacao, de modo que os alunos nao se satisfagam apenas com a
producao de respostas a afirmacgoes, mas assumam a atitude de sempre
tentar justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode se avancar no
quarto ciclo para que o aluno reconheca a importancia das demonstracoes

em Matemaética, compreendendo provas de alguns teoremas. [20, p.71].

No Ensino Bésico, é comum serem apresentadas para os estudantes formulas
e teoremas para resolver problemas matematicos. Entretanto, a apresentacao das
demonstragoes nas escolas esta mais escassa. O ensino vem priorizando a menorizacao de
formulas e pouca reflexao sobre elas.

No primeiro momento é comum que os estudantes nao questionem a veracidade
das formulas apresentadas fazendo o uso delas em suas atividades. No entanto,
questionamentos a este respeito podem surgir naturalmente e sabemos que a veracidade
de um teorema é estabelecida através de uma demonstracao. Logo, é necessario que o
estudante tenha conhecimento das técnicas de demonstragoes para melhor entendimento
nesse processo. John Fossa destaca que ter dominio destas técnicas contribui para

desenvolver a criatividade nos estudantes.
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Notamos também que o mero dominio das técnicas de demonstragoes a
serem estudadas no que se segue nao é garantia de que o aluno se tornaréa
" " ~ =z Al

um "fera"em demonstragoes. Demonstrar ndo é um ato mecénico, mas
sim um ato criativo. Logo, as varias técnicas e estratégias sdo nada mais
do que instrumentos que podemos usar em uma demonstrac¢ao.”[10, p.
43|.

A apresentagao das demonstragoes para alunos no Ensino Béasico prepara os alunos

para novos desafios matematicos além de contribuir na formacao intelectual do individuo,

ajudando no desenvolvimento da sociedade. Elon Lages Lima afirma que:

Tal pratica nao s6 o prepara para estudos posteriores de Matematica
como é de consideravel importancia para sua formacao intelectual e até
mesmo para o desenvolvimento de sua cidadania. com efeito, aprendendo
os clementos bésicos do raciocinio, o jovem sabera melhor empregar scu

poder de critica e discernimento. [18, p.169|.

Nesse sentido, a Base Nacional Curricular Comum (BNCC) apresenta as
competéncias e habilidades referentes a matematica ligadas a: raciocinar, representar,
comunicar e argumentar matematicamente. Tais habilidades devem estar presentes
durante todo Ensino Fundamental. No entanto, quando falamos de Ensino Bésico, nem
sempre é facil apresentar uma demostracao de um teorema. De acordo com PCN’s “Os
resultados matematicos distinguem-se pela sua precisao ¢ os raciocinios desenvolvem-
se num alto grau de minuciosidade, que os torna incontestaveis e convincentes.” [19,
p.23]. A respeito, Blacheff relata que devemos considerar o desenvolvimento cognitivo dos

estudantes e diferentes tipos de provas.

O desenvolvimento cognitivo dos estudantes deve ser levado em conta
tal que a prova seja apresentada em formas que sejam para eles
potencialmente significativas. Isto requer que os educadores e os
mateméaticos repensem a natureza da prova matemética e considerem
o uso de diferentes tipos de prova conforme o desenvolvimento cognitivo
do individuo. [3] apud [21].

2
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demonstragao para que o estudante seja estimulado a desenvolver a argumentagao e possa
defender seu ponto de vista sobre determinada situagao, trazendo grandes contribuicoes
para a sua formacao, tais como a estruturagdo do pensamento, desenvolvimento do
raciocinio logico, argumentacao, criatividade, elaboracao de estratégias, justificativas,
pensamento critico e construtivo, como esta descrito nos PCN’s [19, p.26].

Desta forma, fazer demonstracoes vai além de provar uma férmula e validar
conjecturas, proporciona um maior significado para o ensino da matemaética. Ao fazer
uma demostracao de um teorema cabe ao professor escolher a forma mais apropriada
para fazé-la, observando sempre o desenvolvimento cognitivo dos estudantes.

Vamos tomar o seguinte exemplo, queremos provar a validez, para todo nimero

natural n, da igualdade
Pn):143+5+-+(2n—1)=n

E natural pensar em fazer essa demonstracao por inducao sobre n. Apresentamos
mais detalhes sobre este método no terceiro capitulo.

Por mais simples que parega essa demonstragao para os professores, fazer essa prova
usando o método do principio de indugao finita para os alunos do 6° ano talvez nao seja tao
trivial assim. Embora eles percebam, por meio de exemplos, que a soma dos n primeiros
nimeros naturais impares seja igual a quantidade de nimeros elevado ao quadrado, isso
nao caracteriza uma demonstracdo. Os estudantes teriam apenas uma conjectura, pois
temos infinitos niimeros naturais e em algum momento isso poderia ser falso para algum n.
Logo, para tomar como verdade é preciso demonstrar sua veracidade. Sera que teriamos
alguma maneira de introduzir o pensamento logico-dedutivo neste exemplo para os alunos
do 6° ano?

Construimos uma figura triangular Figura (1.1) formada da seguinte forma: na
primeira linha com um ponto, na segunda linha trés pontos, na terceira linha cinco pontos
e assim por diante.

Podemos dividir a Figura 1.1 em duas partes: do lado direito n pontos, do lado
esquerdo n — 1 pontos. Vamos deixar em destaque como mostra a Figura 1.2.

Percebemos que ao rotacionar os pontos em vermelho no sentido horario obtemos

um quadrado de lado n como mostra a Figura 1.3, onde a quantidade de pontos é dada

9



1.1. ENSINO DA MATEMATICA NO BRASIL

Figura 1.1: Figura triangular de pontos

n—1 n

Fonte: Autor (2023)

Figura 1.2: Figura triangular de ponto pretos e vermelhos

®
o000
o000 0O
s H “

o -~-00000 -0
®-~-0000000 -0
®-000000000 0
®-0900000000060FO0 -0

|

n—1 n

Fonte: Autor (2023)

pelo produto n por n, ou seja, n?.

Observamos que nao é uma tarefa simples iniciar o processo de demonstracao

matematica no Ensino Fundamental, pois ¢ preciso levar consideracao o desenvolvimento

cognitivo dos estudantes. Porém, é interessante fazer as demonstragoes sempre que

possivel, pois exercem um papel muito importante no aprendizado da matematica. De

acordo com De Villiers, além da verificacao, as demonstracoes matematicas desempenham

as seguintes funcionalidades:

10
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Figura 1.3: Representacao n X n pontos
0000 0
00 0---000
00000

0000
0 0:--00
000 - 0-

|

n

n

Fonte: Autor (2023)

e Explicacdo (proporcionar compreensdo sobre porque é que é

verdade)
e Descoberta (a descoberta ou a invengao de novos resultados)
e Comunicagao (a negociagao do significado)

e Desafio intelectual (a realizagao/satisfacdo pessoal por se ter

construido uma demonstragao)

e Sistematizagdo (a organizacdo de varios resultados num sistema

dedutivo de axiomas, conceitos e teoremas)|8, p.3|

As demonstracoes mostram que o ensino da matemaética vai além de fazer operagoes
conduzidas por féormula, elas contribuem significativamente na vida dos estudante,
levando-os a desenvolver habilidades que o ajudarao em toda a sua trajetéria. Os PCN’s
destacam que: "A atividade matemética escolar nao é “olhar para coisas prontas e
definitivas”, mas a construcao e a apropriacao de um conhecimento pelo aluno, que se
servira dele para compreender e transformar sua realidade."[19, p.19].

Além disso, desperta a curiosidade, trabalha o raciocinio logico e o poder da
argumentacao, como destaca a segunda competéncia especifica de Matemaética para
o Ensino Fundamental "Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigagao
e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos

matemaéticos para compreender ¢ atuar no mundo"|[1, p.267].
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Um dos objetivos de uma demostracao matematica é compreender os passos que
levam a validagao de uma conjectura, provar determinada afirmac¢ao matemaética levando
a construcao e apropriacao dos conhecimentos matematicos. Os argumentos utilizados
nas demonstracoes ajudam a compreender os resultados, trazendo um maior significado

que esta diretamente ligado a aprendizagem. Como destaca os PCN’s

A aprendizagem em Matematica estd ligada & compreensao, isto é,
a apreensao do significado; apreender o significado de um objeto ou
acontecimento pressupoe vé-lo em suas relagoes com outros objetos e
acontecimentos. Assim, o tratamento dos contetidos em compartimentos
estanques e numa rigida sucessao linear deve dar lugar a uma abordagem

em que as conexoes sejam favorecidas e destacadas. [19, p.19|.

Quando compreendemos o significado de um objeto matemaético, conseguimos
tornar o processo de aprendizagem mais construtivo, conhecer suas propriedades, mostrar

as possibilidades de conexoes, implicando uma compreensao mais abrangente.
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Capitulo 2
Nocoes de Logica

Neste capitulo abordamos algumas nogoes de logica. Embora esse contetdo nao
tenha uma parte especifica dentro do curriculo da Educacao Basica, podemos observar sua
estrutura sendo desenvolvida de forma indireta dentro das unidades tematicas (Numeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica). Tais nocoes de
logica sao importantes na hora de fundamentar argumentos matematicos e exprimir o
raciocinio 16gico nas demonstragoes. Utilizamos como referéncias os livros Iniciacao a

Logica Matematica [6] e Conjuntos e Fungoes [13].

2.1 Proposicao

Uma proposi¢ao ou sentenca é toda oracao declarativa que pode ser classificada em

verdadeira ou em falsa. Toda proposi¢ao apresenta trés caracteristicas em sua estrutura:

(1) Sendo oragao, tem sujeito e predicado;
(2) E declarativa (ndo é interrogativa, nem exclamativa);

(3) Principio da nao contradi¢do, tem um, e somente um, dos dois valores logicos: ou é

verdadeiro (V) ou é falsa (F).

Como vimos acima, o principio da nao contradi¢ao, tem um, e somente um, dos dois

valores 16gicos. Entretanto se faz necessario observar o tempo que esta sendo aplicado,
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2.1. PROPOSICAO

pois num tempo a proposigao p pode ser verdadeira, num outro tempo pode ser falsa. Por
exemplo, considere a proposicao
p: Marcus nao possui celular.

A proposicao p deixa de ser verdadeira no dia em que Marcus possuir um celular.
Exemplo 2.1 Sao proposicoes:
(a) Trinta € diferente de cinco. (V)
(b) Todo losango € quadrado. (F)
(c) Sete é um nimero inteiro. (V')

(d) Em todo triangulo retingulo, o quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma

dos quadrados das medidas dos seus catetos. (V')

Exemplo 2.2 As frases a sequir nao sao proposicoes, elas deizam de cumprir ao menos

com um dos pontos citados acima.
(a) Trés vezes cinco mais um. (A frase nao possui predicado)
(b) A raiz quadrada de dois é nimero racional? (A frase € interrogativa e a frase)

(c) O triplo de um nimero menos um € igual a onze. (A frase nao pode ser classificada

em verdadeira ou falsa)

Dada uma proposicao p qualquer, sempre podemos construir outra, denominada
negacao de p e indicada com o simbolo ~ p, ela sempre tera o seu valor l6gico oposto, se
p for verdadeira ~ p é falsa e vice-versa.

Podemos escrever as possibilidades tabela-verdade da proposicao ~ p.

~p

F
V

5 < |

Tabela 2.1: Tabela-verdade da proposi¢ao ~ p
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2.2. PROPOSICAO COMPOSTA

Exemplo 2.3 Consideramos as sequintes proposigoes:

(a) p: Treze é diferente de quatro.

~ p: Treze € igual a quatro.

(b) p: Vinte e um é maior que dezenove.

~ p:Vainte e um € menor ou igual que dezenove.

(c) p: Cinco € divisor de onze.

~ p: Cinco nao € diwvisor de onze.

(d) p: Duzentos e trés é um nimero inteiro.

~ p: Duzentos e trés nao € um numero inteiro.

E importante observar que a veracidade da proposicdo ~ p depende da veracidade
ou nao da proposi¢ao p, dos exemplos listados acima ~ p é verdadeira no item (c) e é

falsa em (a), (b) e (d).

2.2 Proposicao composta

A partir de proposi¢goes dadas podemos construir novas proposi¢oes mediante o
emprego de dois simbolos 16gicos chamados conectivos.

Dadas duas sentencas p e ¢ podemos construir uma nova sentenca “p e ¢” denotada
por p A q. A proposi¢ao p e q¢ € denominada conjuncao das sentengas p e q.

Para obter o valor logico de uma conjuncao a partir dos valores logicos das
proposicoes p e ¢ é necessario analisar o conectivo A, a conjuncao s6 serda verdadeira
se, e somente se, as proposicoes p e ¢ foram verdadeiras, caso contrario a conjuncao seré

falsa.
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2.3. SENTENCAS CONDICIONAIS

PAq

SEESERSERNEE
= ™S e
|

!
B!

Tabela 2.2: Tabela-verdade de p A ¢

Dadas duas proposigoes p e ¢ outra forma de construir uma proposicao composta
é a disjuncao de sentencas dada por “p ou ¢”. Esta por sua vez, é denotada por p V q.
Para obter o valor 16gico de uma disjuncao a partir dos valores logicos das proposi¢oes p
e ¢ é necessario analisar o conectivo V. A disjuncao p V ¢ é verdadeira se ao menos uma

das proposicoes p ou ¢ for verdadeira.

PVyq

SRS TSI M (S
= T ==
<

T
B

Tabela 2.3: Tabela-verdade de pV ¢

E importante destacar que ha diferenca no significado quando usamos a palavra
ou como conectivo légico e na linguagem coloquial. Na lingua portuguesa o “ou” tem um
significado de exclusao, por exemplo, Joao vai a praia ou a igreja. Ja o uso do “ou” como
conectivo logico é diferente uma vez que a disjuncao p V g é verdadeira, nao exclui que

ambas as possibilidades sejam verdadeiras por definigao.

2.3 Sentencas Condicionais

Ainda a partir de proposi¢oes dadas podemos construir novas proposi¢oes mediante

o emprego de outros dois conectivos logicos chamados, condicional: “Se ... entao ...” e o
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2.3. SENTENCAS CONDICIONAIS

bicondicional “... se, e somente se, ...".

Inicialmente, temos que dadas duas proposicoes p e ¢, podemos obter uma nova
sentenca “Se p, entao ¢” denotada p — ¢. Neste caso, podemos dizer que “p é condigao
suficiente para ¢” ou que “q é condicao necessaria para p”’. No condicional p — ¢, a
proposicao p é chamada antecedente e ¢ é chamada consequente. As condicionais sao
muito utilizados nas demonstragoes de varios teoremas.

Baseado nos valores logicos de p e ¢, podemos construir a tabela verdade de p — ¢,
sendo o condicional p — ¢ falso somente quando p é verdadeiro e q é falsa. Caso contrario,

p — q é verdadeiro.

plq| P9
VIV V
VIF F
F\|V V
F|F V

Tabela 2.4: Tabela-verdade do condicional p — ¢

A seguir veremos um exemplo onde podemos perceber o que ocorre em cada uma

das quatro situacoes possiveis mostrada na tabela do Condicional p — q.

Exemplo 2.4 p — q: Se sou Pernambucano, entao sou brasileiro.

p: Sou Pernambucano | ¢: Sou Brasileiro D —q
V V Com certeza
Vv F Impossivel
F V Possivel
F F Possivel

Tabela 2.5: Exemplo das possibilidades do condicional p — q

Podemos utilizar o bicondicional <+ entre duas proposi¢oes p e ¢, para obter uma

YA RNA4

nova proposicao, p <> ¢ que se lé : “p se, e somente se, ¢, “p é condicao necessaria
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2.3. SENTENCAS CONDICIONAIS

e suficiente para ¢” , “ g é condi¢ao necessaria e suficiente para p” ou “se p, entao q e
reciprocamente”.
O bicondicional p <+ g é verdadeiro somente quando p e ¢ sdo ambas verdadeiras

ou ambas falsas; se isso nao acontecer, o bicondicional p <+ ¢ é falso.

p

SRR
< = <=
< = om <

B
T

Tabela 2.6: Tabela-verdade do O bicondicional p <+ ¢

Nos exemplos abaixo podemos perceber o que ocorre em cada uma das quatro

situagoes possiveis mostrada na tabela do bicondicional.

Exemplo 2.5 p: O Brasil fica na América do Sul. (V')
q: A neve € branca. (V)

p <> q: O Brasil fica na América do Sul se, e somente se, a neve € branca.

(V)

Exemplo 2.6 p: Recife € a capital de Pernambuco. (V)
q: Seis ao quadrado € igual a doze. (F)
p <> q: Recife € a capital de Pernambuco se, e somente se, seis ao quadrado

¢ igual a doze. (F)

Exemplo 2.7 p: A terra € Plana. (F)
q: V3 ¢ um mimero Irracional. (V')

p <> q: A terra € Plana se, e somente se, V3 € wm numero Irracional.

(F)

Exemplo 2.8 p: /2 é um nimero racional. (F)
q: Quatro é menor que dois. (F)

p <> q: V2 € um nimero racional se, e somente se, quatro € menor que

dois. (V)
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2.4. SENTENCAS ABERTAS, QUANTIFICADORES

2.4 Sentencas Abertas, quantificadores

Algumas sentencas nao conseguimos determinar se sao verdadeiras ou falsas sem
que seja atribuido um valor a sua variavel. Oragoes que contém varidveis sao chamadas
funcoes proporcionais abertas ou sentencas abertas. Tais oracoes nao sao proposicgoes,

pois seu valor logico é discutivel, depende do valor dado as variaveis.

Exemplo 2.9 Sdio sentencgas abertas:
(a) x+1=18
(b) y> 33
(c) k5 = 2K5

Mas, ao atribuir um valor a varidvel, transformamos a sentenca aberta em uma
proposigao. De fato, no exemplo anterior, no item (a), para x = 17 a sentenca é verdadeira
e falsa para qualquer outro valor dado a x; No item (b), para y = 13 é falsa; No item (c),
para K = 0 ou K = 2 ¢é verdadeira, e falsa para qualquer outro valor atribuido a k.

Outra forma de transformar sentengas abertas em proposicoes é a utilizacao dos
quantificadores, como por exemplo, o quantificador universal indicado pelo simbolo V, que

PR INAA 97 L

se lé: “qualquer que seja”; “para todo”, “para cada” ou o quantificador existencial indicado
pelo simbolo 3, que se 1é: ¢ existe”, “existe pelo menos um” ou “existe um”.

No exemplo anterior, no item (a), podemos escrever (Vz)(z + 1 = 18) utilizando
o quantificador universal ou (3z)(z + 1 = 18) utilizando o quantificador existencial.
Para o item (b), podemos escrever (Vy)(y > 33) utilizando o quantificador universal
ou (Jy)(y > 33) utilizando o quantificador existencial. ~Finalmente, no item (c),

podemos escrever (Vk)(k® = 2k°) quantificador universal ou (3k)(k° = 2k°) utilizando

o quantificador existencial.

2.5 Como negar proposicoes

No inicio dessa se¢do vimos como negar uma proposicao simples. A seguir,

apresentaremos como negar proposicoes compostas e condicionais. Para negar uma
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2.5. COMO NEGAR PROPOSICOES

proposicao composta que esta ligada pelo conectivo “e”, basta negar ambas as proposic¢oes
simples e trocarmos o conectivo “e” pelo conectivo “ou”. Logo podemos estabelecer que a

negacao de p A g ¢ a proposi¢ao ~ p V ~ q.

Exemplo 2.10 Sejap: a #0 e q: b#0. Entio, ~ (pAq) : a=0 oub=0.
Para negar uma proposicao composta que esta ligada pelo conectivo “ou”, basta

negar ambas as proposi¢oes simples e trocar o conectivo “ou” pelo conectivo “e”. Logo

podemos estabelecer que a negacao de pV g é a proposi¢ao ~ p A ~ q.

Exemplo 2.11 Seja p: o tridngulo ABC' é isdsceles e q: o triangulo ABC' € equildtero.
Entao, ~ (pV q): o triangulo ABC nao € isdsceles e nao € equildtero.

No caso da condicional temos que ~ (p — ¢q) é equivalente a p A ~ q.

No caso da bicondicional como p < ¢ <= (p — ¢q) A (¢ — p) temos que

prq<= (~pVq) A (~qVp) e, portanto:
~(prq) =~ (~pVg V ~(~qVp)

ou seja,

~peg=@A~q V (g A~Dp)

Exemplo 2.12 Consideremos p: Lais nao € prima de Davi se, e somente se, Maria €
prima de Lucas.

~ p: Lais nao € prima de Davi e Maria nao € prima de Lucas ou Maria € prima
de Lucas e Lais € prima de Daui.

No caso das sentencas quantificadas trocamos os quantificadores, no caso
do quantificador universal trocaremos pelo quantificador existencial e no caso do

quantificador existencial pelo quantificador universal, e negamos a proposicao.

Exemplo 2.13 Seja p: Todas as rosas sao brancas, entao ~ p: Existe pelo menos uma

rosa que nao € branca.

Exemplo 2.14 Seja p: Existe um losango que nao é quadrado, entao ~ p: Todo losango

¢ um quadrado.

20



2.5. COMO NEGAR PROPOSICOES

As demonstracoes sao ferramentas usadas para nos convencer que uma, afirmagao
é de fato, verdadeira. Para realiza-las é preciso aplicar métodos de demonstracoes
matemaéticas que auxiliam na argumentagao. Por essa razao, abordamos alguns métodos

de demonstracoes mateméaticas no proximo capitulo.
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Capitulo 3

Métodos de demonstracao

Nesse capitulo, abordamos diferentes métodos de demonstracoes matematicas
que nos ajudaram a validar conjecturas, provar proposicoes e demonstrar teoremas.
Utilizamos como referéncias os livros Um convite & Matematica|7], C.Q.D.: explicagdes
e demonstragoes sobre conceitos, teoremas e formulas essenciais da geometria [11],
Aritmética [12|, Inducdo Matematica [23|, e Iniciacdo a Matematica: um curso com

problemas e solugoes [24].

3.1 Demostracao direta

Uma das técnicas mais comuns de demonstracao ¢ a demonstragao direta. Ela
é usada para provar que uma proposi¢ao implica outra, seguindo uma sequéncia logica
de passos. De fato, supomos que a hipétese p seja valida e, usando o processo logico-
dedutivo, devemos deduzir diretamente a tese q. Na sequéncia apresentamos algumas

demonstragoes feitas usando esta técnica.
Teorema 3.1 A soma de dois nimeros inteiros de mesma paridade € par.

Demonstragao: Suponhamos, inicialmente, que a e b sejam pares. Dessa forma,
a+b = 2k+2t =2(k+1t) com k, t nimeros naturais. Como, k + ¢ é um namero
natural segue que a + b é um ntmero par.

Suponhamos agora que a e b sejam impares. Logo, existem nimeros naturais

k et tais que a = 2k +1 e b = 2t + 1 com k, t ntmeros naturais. Assim,
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3.2. DEMONSTRACAO POR ABSURDO

a+b=02k+1)+2t+1) =2k+2t+2=2k+t+1). Una vez que k +¢t+1¢é

um numero natural; segue que a + b é um ntimero par. |
Teorema 3.2 Seja n um nimero émpar. Entdo, n? também € um nimero impar.

Demonstracao: Seja n um ntimero natural impar, entao existe um nimero natural k tal
que n = 2k + 1. Consequentemente, n? = (2k + 1)? = 4k* + 4k +1=2(2k* + 2k) + 1, 0
que implica que n? é um nimero impar. [ |

Vale ressaltar que se um teorema é contraposto a outro, logo sao equivalentes, por
exemplo, para provar o teorema:"o quadrado de um ntmero par também é par", basta

observar que ele é contraposto ao teorema anterior provado, logo, sao equivalentes.

3.2 Demonstracao por absurdo

A demonstracao por absurdo é bastante utilizada na Matematica, é uma ferramenta
poderosa que também é conhecido como método de terceiro excluido devido ao mesmo
cstar bascado na lei do terceiro excluido. Sobre a demonstragao por absurdo, Polya em
A Arte de Resolver Problemas descreve:

A demonstracao por absurdo mostra a falsidade de uma suposi¢ao
derivando dela um absurdo flagrante. E um procedimento matematico,
mas se assemelha a ironia, que é um procedimento predileto do satirista.
A ironia adota, com todas as aparéncias, uma determinada opiniao, que

é exagerada e repetida até conduzir a um manifesto absurdo. [25, p.52].

Portanto, na demonstracao por absurdo assumimos a validade da hipotese e
supomos que a tese é falsa. Dai, utilizando as duas informacoes anteriores obtemos,
mediante argumentos vélidos, uma afirmacao falsa; como fato nao podera ocorrer, entao
nossa tese devera ser verdadeira.

Veremos a seguir alguns resultados desse método.

- . N 1
Proposicao 3.1 Se x um nimero positivo, entao x + — > 2.
x

Demonstragao: Temos por hipotese que z é um ntmero positivo e nossa tese que

x+%22.
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3.3. DEMONSTRACAO USANDO A CONTRAPOSITIVA

Seja x um numero positivo e suponhamos que a tese é falsa, isto é, = + % < 2.
Usando que z > 0 e multiplicando por este a desigualdade anterior, obtemos que
2?2+ 1 < 27

Dai segue que 22 — 2z + 1 < 0 é equivalente a (z — 1)2 < 0 o que é um absurdo.
Portanto, x + i > 2. [ |

Uma demonstracgao bastante comum apresentando nos livros didéticos é provar que
v/2 néo é um namero racional. Apresentamos essa demonstracio utilizando o método por

absurdo.
Teorema 3.3 A raiz quadrada do nimero 2 nao é racional.

Demonstracao: Suponha que v/2 € Q, logo, por hipotese, existem m,n € Z com n # 0
tal que V2 = ™. Sem perda de generalidade, consideremos m e n primos entre si. Dessa

forma temos:

2 2
ﬁ:mé(ﬁf:(m) :>2:ﬂ:>2n2:m2,
n

n n?

ou seja, m? é par entdao m é par. Assim, existe & € N tal que m = 2k, dessa forma,

(2k)? = 2n% = 4k* = 2n? = 2k% = n?,

ou seja, n? é par entao n é par.
Logo, 2 | m e 2 | n, absurdo, pois contradiz a hipotese de m e n sdo primos entre

si. [ |

3.3 Demonstracao usando a contrapositiva

Este método é baseado no fato de que a veracidade de forma positiva de uma
proposicao é equivalente a veracidade de sua forma contrapositiva, podendo ser esta tiltima
mais simples de provar. Dada uma proposicao condicional do tipo p — ¢, a proposicao

~ ¢ —~ p & denominada contrapositiva da proposicao p — q.

Exemplo 3.1 “Se sou pernambucano, entao sou brasileiro” é equivalente a afirmagao “Se

nao sou brasileiro, entao nao sou pernambucano”
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Proposigao 3.2 Se 222+ x —1=0, entio x < 1.

Demonstracao: A contrapositiva da proposicao que queremos provar é: Se x > 1, entao
202 +x — 1 # 0. De fato, se x > 1, temos  — 1 > 0 e 222 > 0. Entao, 22> +z — 1 > 0.
Portanto 222 +x — 1 # 0. [ |

3.4 O Principio de Inducao Finita

Vamos observar a seguinte propriedade: seja P(n) a soma dos n primeiros nimeros
impares é igual a n?, para todo n € N. Muitas vezes nos confrontamos com problemas
desse tipo que envolvem os numeros naturais e a pergunta que fazemos €, serda que a
propriedade é verdadeira para todos os naturais? De fato, a propriedade P(n) é valida
para todos os naturais, mas nao ¢ fazendo alguns exemplos que vamos conseguir provar.
O Principio de Indugao é um eficiente método para a demonstracao de fatos referentes
a0s nimeros naturais. !

Para verificar se uma propriedade P(n) é verdadeira para todo n € N, n > ny,

utilizando o método da inducao finita, consiste em verificar dois passos:
(I) P(ng) é verdadeira, ou seja, a proposi¢ao é valida para n = ny;

(II) Suponha que a proposicao seja verdadeira para algum n natural, é possivel

deduzir a validade para n + 1.

O (I) passo é conhecido como caso base e o (II) passo é conhecido como passo
indutivo, nele usamos a hipdtese de inducao. Portanto, a validez desses dois passos

mostra que P(n) é valida para todo n € N.
Exemplo 3.2 Queremos provar que, para todo nimero natural n, temos
Pn):1+34+5+--+(2n—1)=n" (3.1)

De fato, para n = 1, P (1) ¢ verdadeiro. Suponhamos, que P (n) verdadeiro para

um certo valor de n, somamos 2n + 1 a ambos os membros em 3.1, obtemos

143+5+-+2n—1)+2n+1)=n"+2n+1,

LA prova do Principio de Indugio Finita pode ser encontrado em |24, p.204].
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3.4. O PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA

ou seja,

14+3454--+2(mn+1)—1=(n+1)>°.

Mas esta ultima igualdade ¢ P (n+ 1). Logo P (n) implica P (n + 1). Assim, P (n) vale
para todo n € N.

Como podemos perceber, a indugao matemaética é uma ferramenta poderosa para
resolver problemas referentes a niimeros naturais e podemos utilizar-la para resolver alguns
problemas no mundo material, como por exemplo bem conhecida, torre de Hanoéi. Este
jogo é formado por n discos de diametros distintos com um furo no seu centro e uma base,
onde estao fincadas trés hastes. Em uma delas estao colocados os discos, de modo que

nenhum disco esteja sobre outro de diametro menor.

Figura 3.1: Torre de Hanoi

Fonte: Autor (2023)

O jogo consiste em transferir a pilha de discos para outra haste, deslocando um
disco de cada vez, de modo que, a cada passo, a regra acima seja observada.

As perguntas naturais que surgem sao as seguintes:

1. O jogo tem solucao paran € N 7

2. Em caso afirmativo, qual é o ntimero minimo j,, de movimentos para resolver o
problema com n discos?

Usando indugao mateméatica, ¢ possivel mostrar que a resposta a primeira pergunta

¢é afirmativa, independentemente do valor de n. Em seguida, deduzimos uma férmula que
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3.4. O PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA

nos forneceré o nimero j,.

Consideremos a sentencga aberta P (n) dada por “O jogo com n discos tem solugao."

Obviamente, P (1) ¢ verdadeira. Suponhamos que P (n) scja verdadeira, para
algum n. Isto é, para o jogo com n discos existe solugao com um ntmero minimo de
movimentos. Vamos provar que o jogo com n + 1 discos tem solugao.

Para ver isso, resolva inicialmente o problema para os n discos superiores da pilha,
transferindo-os para uma das hastes livre, por hipdtese estamos admitindo que podemos

transferir n discos fazendo uma quantidade minima de movimentos.

Figura 3.2: Torre de Han6i n — 1 discos transferido para outra haste

Fonte: Autor (2023)

Em seguida, transfira o disco que restou na pilha original (o maior dos discos) para
a haste vazia:

Feito isto, resolva novamente o problema para os n discos que estao juntos,
transferindo-os para a haste que contém o maior dos discos.

Isso mostra que o problema com n + 1 disco também possui solugao e, portanto,
por indugao Matematica, que P (n) é verdadeira para todo n € N.

Agora, vamos determinar uma férmula para calcular a quantidade minima de
movimentos, denotaremos 7, como sendo essa quantidade.

Observando a Tabela 3.1 podemos conjecturar que a quantidade minima pode ser

expressa pela formula j, = 2" — 1.
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Figura 3.3: Torre de Hanoi- transferido o enésimo disco para haste livre

Fonte: Autor (2023)

Quantidades de discos (n) | Numero minimo de movimentos (j,)
1 1=2'-1
2 3=22-1
3 7T=2-1
4 15=2%—-1
5 31=2°-1
6 63 =26 -1

Tabela 3.1: Tabela da quantidade minima de movimentos da Torre de Hanoi

Para mostrar que isso ¢ verdade, nesse caso usaremos o Principio de Indugao Finita.
De fato, a firmacao é verdadeira para 1 disco, pois j; = 2! — 1 = 1.

Suponhamos que a quantidade minima de movimentos, em funcao do ntmero de
discos, seja dada por j, 1 = 2"t — 1. Notamos que podemos resolver esse problema
usando uma ideia recursiva. Vimos que a quantidade minima para mover trés discos de
uma haste para outra sao sete movimentos, ao invés de mover um disco por vez vamos
fazer da seguinte maneira, vamos mover dois discos de uma haste para outra, temos a
quantidade minima de trés movimentos depois mais um movimentos movendo disco base

de uma haste para outra, novamente para mover os dois discos para a haste que esté o
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Figura 3.4: Torre de Handi- todos os discos transferido com movimentos minimos

\

Fonte: Autor (2023)

disco da base. Portanto, j3 = 2j, + 1. Da mesma forma, para mover quatro disco de
uma haste para outra, movemos trés disco de uma haste para outra, sao sete movimentos
minimos, mais um para mover o disco da base para outra haste, mais sete movimentos
para mover para a haste da base, ou seja, j4 = 273+ 1. Generalizando essa ideia, o nimero

de movimentos minimos necessarios para mover j,.1 € 27, + 1. Logo,

Jns1 = 20+ 1
= 22" -1)+1
= 2" 241
= 2"t

Assim, o nimero minimo de movimentos que fazemos para mover todos os discos de uma

haste para outra é dado pela expressao j, = 2" — 1.

3.5 Meétodo de Forca Bruta

Esse método, também é conhecido como prova por casos, inducao perfeita ou prova
por exaustao, e ¢ um método de demonstrac¢ao no qual sao testadas todos os casos possiveis

de uma hipotese.

29
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Exemplo 3.3 Mostre que lang¢ando simultaneamente dois dados temos 9 possibilidades
de obter um niumero primo em cada dado.

Uma solucao possivel para esse problema, seria aplicar o principio fundamental
da contagem. No langamento de um dado temos as seguintes possibilidades 1,2,3,4,5
ou 6, entretanto, apenas os nimeros 2,3 e 5 sdo ndameros primos. Aplicando o
principio fundamental da contagem temos trés possibilidades para o primeiro dado e
trés possibilidades para o segundo dado. Logo, temos 3 - 3 possibilidades, ou seja, nove
possibilidades.

Pelo Método de Forca Bruta, mostramos por meio de uma tabela todas as

possibilidades possiveis no lagamento de dois dados.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

As possibilidades sao: (2,2);(2,3);(2,5);(3,2);(3,3);(3,5);(5,2);(5,3) e (5,5).
Portanto, é possivel verificar, pelo método de forgca bruta, que existem nove

possibilidades de ter um ntimero primo em cada dado.

3.6 Demonstracao por contraexemplo

Relembramos que uma conjectura matemaética é uma afirmacao para a qual ainda
nao temos uma demonstragao que comprove a sua validade. Nem sempre é possivel
mostrar que a conjectura é verdadeira, pois muitas vezes estamos num espagco infinito de
casos e por vez nao possuimos ferramenta para verificar tal afirmagao. Entretanto, através
um contraexemplo, um exemplo que nega a afirmagao, é possivel mostrar que a afirmacgao
nao ¢ verdadeira.

Vamos analisar a seguinte proposicao:

Proposigao 3.3 Todo mimero da forma n?+n+41, para n natural, € um nimero primo.
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Observamos na tabela a seguir que para os sete primeiros niimeros naturais o

resultado é um nimero primo.

Nuamero | Resultado | Ntimero Primo
1 43 sim
2 47 sim
3 23 sim
4 61 sim
) 71 sim
6 83 sim
7 97 sim

Tabela 3.2: Verificagdo dos nimeros primos quando substituimos n natural na expressao

n®+n+ 41

Baseados nos primeiros resultados, poderfamos pensar que o valor obtido seria um
ntmero primo para todo natural. Nao para um matemaético, é o que afirma Gilberto G.
Garbi "Um matematico jamais se atreve a fazer afirmacoes categoricas com base apenas
em experiéncias porque elas podem conduzir a conjecturas falsas."[11, p.24].

De fato é isso que ocorre nessa proposigao, a afirmacgao é falsa para n igual a 40,
pois 402 + 40 + 41 = 1.681 = 412 que é um nimero composto.

Portanto, mediante um contracxemplo, podemos verificar que a proposicao ¢ falsa.

3.7 Demonstragao construtiva

Esse método consiste que dada uma solucao particular podemos estabelecer um

algoritmo para construir infinitas solugoes para o determinado problema.

Teorema 3.4 Existem infinitas triplas pitagdricas (x,y,z) de nimeros inteiros tais que

2?2 +y? = 22,

2

Demonstragao: Sabemos que a tripla pitagérica (3, 4, 5) satisfaz a igualdade z2+y* = 22

Agora, vamos considerar as triplas da forma (3k, 4k, 5k), com k pertencente aos inteiros
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positivos. Logo,

(3K)? + (4k)* = 3°k? + 42k* = (3% + 4°)k* = (5*)k* = (5k)

Portanto, todas as triplas da forma (3k, 4k, 5k) tém a propriedade desejada.
|
Até agora foram estudados alguns métodos de demonstragoes. Eles serao usados
no capitulo seguinte para provar resultados que podem ser abordados no Ensino

Fundamental.
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Capitulo 4

Resultados que podem ser abordados

no Ensino Fundamental

Neste capitulo, apresentamos demonstragoes de alguns resultados abordados
durante o Ensino Fundamental. Inicialmente, deduzimos a férmula de resolucao de uma
equagao do 2° grau, trazendo a compreensao dos processos de fatoracao e manipulagao
de expressoes algébricas que é de grande importancia para entender as etapas até chegar
na formula de resolucao. Aplicamos o método de indugao matematica para demonstrar
a formula de juros compostos, mostramos algumas formas diferentes de demonstrar o
Teorema de Pitagoras e suas aplicagoes, seguindo com o estudo das areas de poligonos
regulares, entre eles estao: Paralelogramos, Triangulo, Trapézio e Losango. Para isso
admitimos os quatro postulados necessario para construcao e deducao das expressoes
matemaéticas que serao usadas para calcular areas. Apresentamos também algumas leis e
teoremas que nos dao subsidios para calcular outras formas da area de um tridngulo.

Para melhor compreensao na leitura desse capitulo denotamos (ABC') como sendo
a area do triangulo ABC, (ABCD) como sendo a area do quadrilatero ABCD, AB
indicando comprimento de A até B, o perimetro sera indicado por 2p, o semiperimetro
por p, indicaremos por Ao angulo interno de poligono no vértice A, AB o menor arco
compreendido entre A e B.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram Mateméatica Discreta [4],

Fundamentos de Matematica Elementar volume 9[9], Temas ¢ Problemas Elementares
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[15], Meu Professor de Matematica [16], Numeros e Fung¢oes Reais[17] e Geometria|22].

4.1 A férmula de resolugcao de uma equacao do 2° grau

Sobre o que se deve demonstrar no Ensino Fundamental e Médio, durante uma mesa
de perguntas e respostas no Programa de Aperfeicoamento de Professores de Matematica
do Ensino Médio (PAPMEM) - Janeiro de 2008, o Professor Paulo Cezar Pinto Carvalho

destaca a férmula de resolucao de equagoes do segundo grau,

"... quando ¢é ensinada na 8° série em geral nao se apresenta uma
demonstracao porque pode ser um pouco dificil para o aluno, e quando
chega no ensino médio nao é apresentada para o aluno porque ja deveria

conhecer do ensino fundamental..."[14].

Esse impasse é ruim para o aluno e tais prejuizos se tornam incalculaveis. A BNCC
nao traz como habilidade demonstrar a féormula de uma equacao do 2° grau, porém destaca

que no 9° do Ensino Fundamental na habilidade nove que os estudantes devem

"(EF09MA09) Compreender os processos de fatoracao de expressoes
algébricas, com base em suas relagoes com os produtos notéveis, para
resolver e elaborar problemas que possam ser representados por equagoes
polinomiais do 2° grau". [1, p.317].
Desse modo, é de grande importancia que o aluno compreenda as etapas que
conduzem a féormula de resolucao de uma equacgao do 2° grau. Apresentamos a seguir

a demonstracao da féormula de resolugao de uma equacao do 2° grau.

Teorema 4.1 Dada uma equagdo polinomial ax® + bx + ¢ = 0, com a # 0, se A =
b2 — 4ac > 0, entdo a solugcdo da equagdao € obtida por

B —b+Vb? — dac

2a

x
Demonstracao: Como a # 0 podemos dividir a equacao por a. Logo,

b
ax2+ba:+c:a[ac2+—a:—|—f}.
a a
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b\? b b?
Notamos que <x + — ) = 2?2 + 2 + —, Completando quadrados, podemos
2a a  4a?
24 bz + [ WL b2+c} ( +b>2+4a0_b2 t
escrever ax r+c=|x —r4+ — - — x ——— | esta
2a 4a?>  4a? 2a 4a?

é a forma candnica do trindmio.
A forma canénica do trinébmio conduz imediatamente a férmula que da as raizes

da equacao ax? + bz + ¢ = 0. Com efeito, sendo a # 0, temos as seguintes equivaléncias

b\?  dac—b?
ax2+b:c+c:0(:><a:+%) +CLZT:0 (4.1)
b\? b2 — dac
= ($ + %> = —4CL2 (4.2)
b Vb2 —4
ert+— =Y (4.3)
2a 2a
—b+/b? — dac
& x= (4.4)

2a

A equivaléncia entre as equagoes (4.3) e (4.4) s6 tem sentido quando o discriminante
A = b? — 4ac é maior ou igual a zero. Quando temos A < 0, a equivaléncia entre
as equagoes (4.2) e (4.3) significa que a equagdo dada nao possui solugdo real, pois o

b
quadrado de x + % nao pode ser negativo. [ |
a

4.2 Juros compostos

No Ensino Fundamental o estudo de porcentagem seguindo de juros simples e
compostos € iniciado como destaca a BNCC “(EF09IMAO05) Resolver e elaborar problemas
que envolvam porcentagens, com a ideia de aplicacao de percentuais sucessivos e a
determinacao das taxas percentuais, preferencialmente com o uso de tecnologias digitais,
no contexto da educacao financeira.” [1, p.317|. Tais contetidos tém aplicagoes diretas
no cotidiano das pessoas. Augusto césar Morgado ¢ Paulo Cezar Pinto Carvalho (2015)
definem a operagao basica da matematica financeira sendo a operacao de empréstimo da

seguinte maneira,
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Alguém que dispoes de um capital C' (chamado de principal), empresta-
0 a outrem por um certo periodo de tempo. Apo6s esse periodo, ele
recebe o seu capital C de volta, acrescido de uma remuneragao J pelo
empréstimo. KEssa remuneracdo é chamada de juro. A soma c+ j é
chamada de montante e sera representada por M. A razao i = J/C, que
¢é a taxa de crescimento do capital, seréd sempre referida ao periodo da
operagao e chamada de taxa de juros. [4, p.86].

Apresentamos a seguir a demonstracgao da expressao do célculo de juros compostos

utilizando o método de indugao matemaética.

Teorema 4.2 No regime de juros compostos de taxa i, um principal Cy transforma-se,
em n periodos de tempo, em um montante igual a C,, = Cy (1 +1)", onde C,, € 0 montante

no periodo n, Cy o capital inicial e i a taxa de juros por periodo.

Demonstragao: Primeiramente notamos que C é verdadeira, pois C; = Cy (1 + i)l =
Co+ Cpi. Suponhamos agora que C}, seja verdadeira, para algum & € N. Isto significa que

Cr = Cy(1 +4)*. Provemos que é valido para Cj,;. De fato,

Ces1 = Co(14d)"
= Co(1+i)(1+14)"
= (Co+ Coi)(1 +14)*
= Co(1+14)*+ Cyi(1 + 5)*

= O} + Cyt.

Assim, a principio da indugao finita permite concluir que C}, é verdadeira para todo k € N.

4.3 O Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras sem davida é um dos teoremas mais conhecidos da
matematica. Mesmo aqueles que nao simpatizam com a disciplina, a0 menos uma vez em

sua vida ja ouviu falar desse teorema. Suas aplicagoes vao além do campo da matematica,
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estao presente na topografia, na arquitetura, nas construgoes civis e em diversas aplicagoes
na fisica.

Pitagoras (c.569 - ¢.480 a.C) nasceu na ilha de Samos, perto de Mileto onde 50
anos antes tinha nascido Tales. Pitagoras fundou uma escola em crotona, hoje sudeste da
Italia e tinha como principais pilares o estudo da Filosofia e da Matematica. Sobre esse
famoso teorema nao sabemos se foi o proprio Pitdgoras que provou, pois naquela época
era comum dar todo crédito de uma descoberta ao mestre e por isso nao sabemos se foi o
proprio Pitagoras que demonstrou o teorema nem tao pouco qual seria a demonstracgao.
Segundo alguns historiadores a prova original deve ter seguido de argumentos usando
arcas.

O Teorema de Pitagoras afirma que em qualquer tridngulo retangulo, a area do
quadrado cujo lado é a hipotenusa ¢é igual & soma das areas dos quadrados que tém como
lados cada um dos catetos, ou seja, se a e b sao as medidas dos catetos e ¢ é a medida da

hipotenusa, entdao a? + b? = 2.

Figura 4.1: Teorema de Pitagoras

Fonte: Autor (2023)

Documentos histéricos mostram que o teorema ja era conhecido por outros povos,

é o caso de um manuscrito chinés, registrado com mais de mil anos antes de Cristo,
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que contém a seguinte afirmagao: “Tome o quadrado do primeiro lado e o quadrado do
segundo e os some; a raiz quadrada dessa soma é a hipotenusa”. Documentos ainda mais
antigos mostram que na India, ja sabiam que triangulos cujos lados (3,4,5), (5,12,13) e
(12,35,37) eram triangulos retdngulos. O que nao se tem registrado por nenhum desses
povos é a demonstragao desse teorema.

Hoje ha varias demonstragoes do teorema de Pitagoras. O matematico americano
E.S. Loomis no ano de 1940, publicou 370 demonstragoes. Mas, qual seria o método mais
adequado para fazer a demonstracao desse teorema?

Daniel Cordeiro de Morais Filho, a respeito sobre um método de demonstracao

adequado para provar determinado resultado, diz que:

Um método de demonstracdo adequado para provar determinado
resultado depende do resultado em si, da existéncia de uma teoria
eficaz para atacar o problema em questao, muitas vezes, de uma escolha
possivel e pessoal do tipo de argumentagao que podera ser usada naquela

demonstragao [7, p.156].

Apresentamos nessa secao algumas demonstracoes do Teorema de Pitagoras.
Iniciamos com a demonstracao conhecida como a mais bela prova.
Em um quadrado de lado (b+c¢) consideramos duas configuragoes conforme descrito

na Figura (4.2).

Figura 4.2: Teorema de Pitdgoras quadrado de lado (b + ¢)

é b b ¢

Fonte: Autor (2023)

Se do quadrado da esquerda retiraremos os quatro triangulos de lados b e c,

ficaremos com o quadrado de lado a. Da mesma forma, agora na figura da direita,
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retiramos os quatro triangulos de lados b e ¢, ficaremos com dois quadrados de lados
b e c. Portanto, a area do quadrado a é a soma das areas dos quadrados cujos lados
medem b ¢ ¢, ou s¢ja, a? = b% + 2.

Outra demonstracao bastante comum desse teorema é a prova que usa semelhanca
de triangulos. A partir de um tridngulo ABC, retangulo em ﬁ’ tracamos a altura AH e

verificamos que os tridngulos AHB e AHC sao semelhantes ao triangulo ABC'.

Figura 4.3: Teorema de Pitagoras

Fonte: Autor (2023)

Da semelhanca dos triangulos AHC e ABC temos b* = am e, da semelhanca
dos triangulos AHB e ABC, temos ¢> = an. Somando essas duas relagoes, membro a

membro, encontramos:

b+ =am+an=a(m+n)=aa=a’

Outra demonstragao do Teorema de Pitagoras foi apresentada por James Abram
Garfield, ele foi advogado, professor e politico norte-americano, chegou a ser presidente dos
Estados Unidos durante 4 meses, pois foi assassinado em 1881. James Abram apresentou
uma demonstracao sobre o Teorema de Pitagoras baseada num trapézio retangulo cujas
bases tem medidas a e b e altura (a+ b) e no seu interior um triangulo isosceles conforme

mostra a Figura 4.4.
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Figura 4.4: A demonstracao do Presidente

a

Fonte: Autor (2023)

A area do trapézio é igual a soma das bases vezes altura dividido por dois. Por outro

lado, podemos obter a area do trapézio somando as areas de trés tridAngulos retangulos .

Entao,
(a+Db)(a+b)  ab+ab+c?
2 T2
a>+ab+ab+ b  2ab+c
2 B 2
a’® 4 2ab + b* B 2ab + 2
2 2

a’ +2ab+b* = 2ab+
a+v = A
Outra forma de demonstrar Teorema de Pitagoras é usando a reciproca do Teorema.
Sabemos que dado um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢ vale a relagao
a’? = b? + 2, entdo o que temos que mostrar é que: se a, b e ¢ sao reais positivos com
a? = b? + ¢ o triangulo de lados a,b e ¢ é retangulo.
Dado um triangulo ABC com AB = ¢, BC = a e CA = b, vamos analisar dois
casos: quando o triangulo for acutangulo e quando o tridngulo for obtusangulo.
Para o triangulo acutangulo vamos considerar que b < c¢. Assim, o ponto D,

projecao de C sobre AB, esta no interior do lado AB. Sejam AD =z e CD = h.

! As demonstracoes das 4reas do trapézio e do tridngulo podem ser vistas no capitulo 4 dessa dissertacao

nos teoremas (4.15) e (4.14) respectivamente.
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Figura 4.5: Reciproca do teorema de Pitagoras triangulo acutangulo

Fonte: Autor (2023)

Os triangulos ADC' e BDC' sao triangulos retangulos, aplicando o Teorema de

Pitagoras obtemos:

2= h? 422 = h% = b? — 12 (4.5)

a’®=h*+(c—x)? (4.6)
Substituindo (4.5) em (4.6) temos:

a = K+ (c—x)
= 0 —22 4+ =2+ 22

= b+ -2z

ou seja, a? < b + ¢%, o que contradiz a condicao inicial.

Para o triangulo obtusangulo temos que o ponto D esta fora do lado AB.

Figura 4.6: Reciproca do teorema de Pitagoras triangulo obtusangulo
C

h

Fonte: Autor (2023)
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Os triangulos ADC' e BDC sao triangulos retangulos, aplicando o Teorema de

Pitagoras obtemos:

b2 =2 422 = h% = b? — 12 (4.7)

a’> = h*+ (c+z)? (4.8)
Substituindo (4.7) em (4.8) temos:

> = h+(ct+z)
= b — 2>+ + 2 + 2?

= b+ + 2

ou seja, a? > b% + ¢%, o que contradiz a condicao inicial.

Portanto, a condicio a? = b% + ¢? implica necessariamente que A = 90°.

Outra classica demonstragao do Teorema de Pitagoras é usar o fato que com quatro
triangulos retangulos de catetos b e ¢ é possivel construir um quadrado de lado (b + ¢)

como indicado na Figura 4.7.

Figura 4.7: Quadrado de lado (b + ¢)
b c

¢ b

Fonte: Autor (2023)

A area do quadrado de lado (b4 c¢) pode ser obtida pela soma das areas dos quatro
triangulos retangulos de lado b e ¢ com a area do quadrado inscrito de lado a. Por outro

lado, a area do quadrado (b+ ¢) ¢ (b+ ¢)* = b* + 2bc + 2, igualando as duas equagoes
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obtemos

4—+a® = (b+¢)
2bc+a? = b+ 2bc+ 2

> = b+

Podemos obter ternos de niimeros inteiros cujos termos sao as medidas lados de um

triangulo retangulo. Cada terno desta forma é chamado terno pitagoérico.

Definigao 4.1 Sendo a,b e c inteiros positivos com ¢ > a e ¢ > b dizemos que (a,b,c) é

um terno pitagdrico se a® + b* = 2.
O proximo resultado paresenta condigoes para que um terno (a, b, ¢) seja pitagorico.

Teorema 4.3 (a, b, c) € um terno pitagdrico se existem inteiros positivos u e v comu > v,

tais que (a,b,c) = (2uv,u? — v u? +v?).

Demonstragao: Supanhamos que (a,b,c) seja um terno pitagorico. Por definigao

a c+b
a’> +bv* = % entao a®> = ¢ — b?. Assim, a®* = (¢ — b)(c + 1), entao ;= * .
c— a
Temos aqui uma relagao entre dois inteiros, v e v, com u > v, pois ¢ + b > a. Portanto,
a U c+b wu _
podemos escrever =— e = — ou ainda
c—b v a v
c—b ¢ b w
— - _ 2 (4.9)
a a a u
e
c+b u
— 4 == (4.10)
a a a v

c_l(v u)_l(u2+vz>_u2—|—02
a 2\u v/ 2 UY 2w
e
bl(u v>1<u2—v2)u2—v2
a 2\v u/ 2 T, 2w
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Logo,
c a b a
w2+ 02 2uv ¢ u2 — 02 2uu
Assim,
a b c I
2uv  u?—v2 2+ 02 ’

onde £ é constante, ou seja,
a=k(uv), b=k —1*) e c=k@u+?).

Em particular, para obter ternos primitivos devemos ter k = 1, u e v primos entre
si e u e v devem ter paridades distintas, caso contrario a, b e ¢ seriam divisiveis por dois.
Desta forma temos que os ternos pitagoéricos primitivos escritos na forma
(2uv, u? — v?,u? + v?) onde u e v sdo primos entre si com u > v e um sendo par e outro
impar. |
Apo6s demonstrar o Teorema de Pitagoras os estudantes estao aptos a realizar
algumas aplicacoes desse teorema. De fato, o teorema pode ser utilizado na resolucao
problemas em Geometria Plana ou mesmo em problemas nao académicos. Na proxima

sccao serao apresentadas algumas aplicagoes do teorema de Pitagoras.

4.4 Aplicacoes do Teorema de Pitagoras

A seguir apresentamos algumas aplicagbes do teorema no campo da Geometria

Plana. A primeira que mostramos sera a medida da diagonal do quadrado.

Proposicao 4.1 A medida da diagonal de um quadrado de lado | € /2.
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Figura 4.8: Diagonal do quadrado de lado 1

D l c
|

]
A B

Fonte: Autor (2023)

Demonstracao: Seja ABC'D um quadrado de lado [, observamos que AC é uma das
diagonais desse quadrado. Logo, podemos obter a diagonal do quadrado aplicando o
Teorema de Pitagoras no triangulo ABC' cujos catetos sao os lados do quadrado e
hipotenusa AC), isto é, d> = [ 4+ [2. Logo d = 1/2. [ |

Outra aplicagao que podemos realizar no Ensino Fundamental é a calcular a medida

da altura do triangulo equilatero.

3
Proposigao 4.2 A medida da altura de um tridngulo equildtero de lado | € dada por T\/_

Figura 4.9: Altura do triangulo equilatero

Fonte: Autor (2023)

Demonstragao: Seja ABC um triangulo equilatero de lado [. A altura é a mediatriz do

lado oposto ao vértice e divide o triangulo em dois triangulos iguais com angulos retos.
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Seja M o ponto médio de BC', podemos aplicar o Teorema de Pitagoras no triangulo
AMC para obter altura h.

1)2 (z>2 312 V3
2 —_ = 2 2: 2— —_ = —_— = —_—
h +<2 I“=h l 5 1 = h 5

|
Durante o Ensino Fundamental sao abordados alguns conceitos iniciais de
geometria espacial. Entre os objetos estudados estdao as figuras geométricas espaciais
como cubo, bloco retangular, piramide, cone, cilindro e esfera. Em muitos momentos, os
estudantes sentem dificuldades de interpretar e até mesmo de aplicar féormula. Ao fazer
uma demonstragao em sala de aula é mais que validar uma férmula é abrir novos caminhos
para observacgao e criatividade.
Aplicamos a seguir o Teorema de Pitagoras para determinar a diagonal de um cubo

e a diagonal de uma paralelepipedo.

Proposicio 4.3 A medida da diagonal de um cubo de aresta a é a\/3.

Figura 4.10: Diagonal do cubo de aresta a

Fonte: Autor (2023)

Demonstragao: Dado um cubo de aresta a, para determinara sua diagonal inicialmente
vamos aplicar o Teorema de Pitdgoras para determinar a diagonal da face ABCD, que
indicamos por d;, conforme a Figura (4.10). Aplicamos o Teorema de Pitadgoras no

triangulo DAB e obtemos d? = a® + a®> = 2a%. Assim, d; = ay/2. A diagonal do cubo
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pode ser indicada pelo segmento H B, onde aplicamos novamente o Teorema de Pitagoras

dessa vez no triangulo HDB. Assim, &> = HB + d? = a® + (av/2)?. Logo, d = ay/3. W

Proposicao 4.4 A medida da diagonal de um paralelepipedo retdingulo de dimensoes a, b

e ¢ € dada por va? + b* + 2.

Figura 4.11: Paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e ¢

H
' G

E f— d . ‘

DU ——

— . -/ C

1 b
A a
B

Fonte: Autor (2023)

Dado um Paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e ¢ para determinara sua
diagonal da face que indicamos por d;, conforme a Figura 4.11. Aplicamos o Teorema
de Pitagoras no triangulo retangulo BAD de catetos a e b, obtemos d7 = a* + b
Assim, d; = va? + b2. Agora vamos determinar a diagonal do paralelepipedo retangulo.
Aplicando novamente o Teorema de Pitagoras, agora no triangulo H DB, obtemos

> =d>+c =a®>+ b+ % Logo, d = Va2 + b2 + 2. [ |

4.5 Areas de Poligonos

Nessa se¢ao, apresentamos demonstragoes de expressoes de calculo de area
de triangulos e de quadrilateros. A BNCC descreve algumas habilidades a serem
desenvolvidas durante o Ensino Fundamental, entre elas esta a habilidade (EF07MA31)
na unidade de Grandezas e Medidas que propoe “estabelecer expressoes de calculo de area
de triangulos e de quadrilateros” [1, p.309).

Para calcular a &rea de um poligono, é necessario postular as seguintes

propriedades:
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1 . Poligonos congruentes tém areas iguais.

2 . Se um poligono convexo é particionado em um nimero finito de outros poligonos
convexos, ou seja, se o poligono ¢ a uniao de um finito de outros poligonos convexos,
tais que dois quaisquer deles partilham somente um vértice ou uma aresta, entao a

area do poligono maior é a soma das areas dos poligonos menores.

3 . Se um poligono maior contém outro poligono menor em seu interior, entao a area

do poligono maior é maior que a area do poligono menor.

4 . A area de um quadrado de lado 1cm é igual a lem?.

Iniciamos calculando a drea do quadrado. Dado um quadrado de lado com medida
n € N, podemos particionar este quadrado em n? quadrados cujo lado tem medida 1. Seja
A, a area do quadrado inicial, temos que A, é igual a soma das 4reas destes n? quadrados
cujos lados tém medidas 1, isto é, A, = n?. Consideramos agora um quadrado de lado

, com m,n € N e area Am. Tomamos n? copias do mesmo, colocando n quadrados de
n

33 33

em n filas, formando assim um quadrado de lado 7 - n = m, conforme a Figura 4.12.

Figura 4.12: Area de um quadrado m x n

m
m ree 1. quadrados de lados —

T n
m “es

n

m
n quadrados de lados —
T

Fonte: Autor (2023)

Portanto, o quadrado maior terd &rea m?

. Notamos que o quadrado maior esta
m
n

particionado em n? quadrados, cada um dos quais de lado ™, sua area ¢ igual & soma das
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areas desses n? quadrados, isto é, m? = n? - Am. Dal,
n

m mH 2
Ao ()
n n n

ma 2
Como A, =n%e Am = (—) com n,m € N, podemos postular que a area de um
g n
quadrado de lado [ seja [?. Porém, nao garantimos que a area do quadrado de lado [ seja
[2, para qualquer [ real. Dado k € N, tomamos ntimeros racionais z; e y; tais que

1

o<l <y e yk—xk<%.

Construimos quadrados de lados z; e v, sendo o primeiro contido no segundo.
Sabemos que, se um poligono maior contém outro poligono menor em seu interior, entao
a area do poligono externo é maior que a area do poligono interno. Logo, podemos calcular
arcas de quadrados de lado racional, isso nos garante que a area de A; do quadrado de
lado [ deve satisfazer as desigualdades z; < A4; < yi.

Mas, como 7% < [? < y2, concluimos que ambos os niimeros A; e [? devem pertencer

ao intervalo (27,47 ), de maneira que

A =P <yi—xip = (Yo — o) (Y + 1)

1
< E(yk — T + 274

1/1
< E<E+2Z)

Para que a desigualdade acima seja satisfeita para todo & € N, é imediato que
|A; — 12| =0, isto ¢, A; = [, Portanto, a 4rea do quadrado cujo lado tem medida [ & I2.

De modo analogo, é possivel provar que um retangulo de lados a e b tem area igual
a ab. Dado um retangulo de lados m,n € N, vamos particiona-lo em mn quadrado de

. . A my
lados 1 para mostrar que sua area mn. Em seguida, tomamos um retangulo de lados —
n1
Mo _ A
e —, com mq,Mms, Ny, Ne € N, e com nq,ny coOpias do mesmo, monta-se um retangulo de
ng

lados my e my. Somando areas iguais, podemos concluir que a area do retangulo dado

.. L . mi1mes my Mo
originalmente é igual a = — . —.
ning ny My

Tomando um retangulo de lados de medido a e b reais positivos, e, para k € N,

. . 1
racionais Ty, Y, Uk, Uk tais que xp < yp < up < Vg € Yp — T, Vp — U < T Sendo A a area
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do retangulo de lados a e b, utilizando o raciocinio anéalogo feito para quadrados, temos

que A e ab pertencem ambos ao intervalo (ugxg, yrv,) e, dai, para todo k € N,

A —abl < vpyr — uprE = (U — W) Yo + Uk (Y — T

1 1
< = (g +ur) < - ((ye — ) + 225 + (0 — wg) +2)

k k
< ! <2+2 +2b)
/{7 /C a .

De forma anéloga a validade da desigualdade acima para todo k € N garante que
A = ab. Portanto, dado um retangulo com lados medindo a e b sua area é dada por ab.
A partir do célculo da area do retangulo podemos estabelecer uma férmula para

calcular a area de um paralelogramo.
Proposicao 4.5 A drea de um paralelogramo de base a e altura h € igual a ah.

Demonstragao: Consideramos um paralelogramo ABC' D de diagonais AC e BD. Sejam
E e F respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de D e C a reta AB, conforme
mostra a Figura 4.13. Sem perda de generalidade, suponhamos que E pertence AB.
Os triangulos ADE e BCF sao congruentes pelo caso cateto hipotenusa, de modo que

AE = BF. O postulado 1 nos diz que: poligonos congruentes tem areas iguais. Portanto,

(ADE) = (BCF).

Figura 4.13: Area do Paralelogramo

eo ] B AR
Sl I

B

Fonte: Autor (2023)
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Entao,
(ABCD) = (ADE)+ (BEDC)

— (BCF)+ (BEDC)
— (CDEF).

Notamos que CDEF é um retangulo de base FF'= FB+ BF = EB+ AE =AB=ae
altura h. Portanto, (ABCD) = (CDEF) = ah. [
Tendo conhecimento da férmula do paralelogramo, podemos obter uma férmula

para determinar a area de um triangulo qualquer.

Proposicao 4.6 A drea de um tridngulo ABC' qualquer é a metade do produto do

comprimento de qualquer um de seus lados pela altura relativa a este lado.

Figura 4.14: Area de um triangulo qualquer

Fonte: Autor (2023)

Demonstracao: Tracamos pelo vértice ¢ uma reta paralela ao lado AB, e pelo vértice B
uma reta paralela ao lado AC, seja D a intersecao dessas retas conforme mostra Figura
4.15.

O poligono ABCD é um paralelogramo e os triangulos ABC e CDB sao
congruentes pelo caso (lado, lado, lado). Pelo postulado 1 temos (ABC) = (CDB).

Como ABCD é um paralelogramo de base ¢ e altura h., temos que
(ABC) + (CDA) = (ABCD) = ch,.

51



4.5. AREAS DE POLIGONOS

Figura 4.15: Construcao do paralelogramo para area do triangulo
d D

he
I_l
A c B
Fonte: Autor (2023)
Portanto, (ABC) = %chc. As outras duas igualdades podem ser obtidas de maneira
analoga. |

Quando estudamos a area de uma regiao triangular é comum pensar de imediato
a expressao que foi de demonstrada, metade do produto da base pela altura. Porém, essa
nao é a unica forma de calcular a area de tridangulo. Podemos obter a area de uma regiao
triangular conhecendo apenas a medida dos lados, os trés lados e o raio da circunferéncia
inscrita, os trés lados e o raio da circunferéncia circunscrita, os trés lados e o raio da
circunferéncia ex-inscrita, dois lados e o angulo formado por esses dois lados. A Todas
essas demonstracoes sao acessiveis aos professores e estudantes do Ensino Fundamental,
visto que sao demonstradas mediante operagoes elementares. Para fazer as demonstragoes
utilizamos como referécia os livros Matematica Elementar volume 9 [9] e Geometria [22].

Antes de apresentarmos, respctivamente, as diferentes formas citadas acima para
calcular a area de uma regiao triangular, ¢ importante apresentar algumas demonstragoes

que serao utéis no processo de demonstracao.

Proposigao 4.7 (Lei dos senos) Em qualquer tridngulo, o quociente entre a medida de
cada lado e o seno do dngulo oposto a esse lado € igual ao dobro da medida do raio R da

circunferéncia circunscrita a esse tridingulo.

Demonstragao: Seja ABC um triangulo de lados a, b e ¢ inscrito em uma circunferéncia
de raio R, centro O e diametro BD. O triangulo BC'D é retangulo em C , uma vez que o

angulo C' corresponde ao angulo inscrito na circunferéncia. Portanto, tem medida igual a

52



4.5. AREAS DE POLIGONOS

Figura 4.16: Lei dos senos

Fonte: Autor (2023)

metade do arco correspondente que é uma semicircunferéncia, logo C' = 90°. Os angulos

~

-~ —_——
A e D sao congruentes, pois sao angulos inscritos correspondentes ao mesmo arco BC.

~ BC a a ~

No triangulo BDC' o sen(D) = ——= = ——, ou seja, — = 2R. Como A ¢

congruente ao D temos que sen(g) = sen(f)). Portanto, — % _9R
sen(A)
b
As igualdades — =2R e ¢ — = 2R podem ser obtidas de modo analogo.
sen(B) sen(C)
Logo,
b
a — = — = C — = 2R.
sen(A)  sen(B)  sen(C)
|

A lei dos senos é bastante tutil para determinar o raio da circunferéncia a um

triangulo.

Proposigao 4.8 (Lei dos cossenos) Em qualquer triangulo, o quadrado da medida de um
lado € igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados, menos o dobro do

produto desses dois lados pelo cosseno do angulo formado por eles.

Demonstragao: Para realizar essa demonstracao consideramos dois casos. O primeiro é
quando o triangulo é acutangulo, ou seja, quando os trés angulos internos forem menores
que 90°. O segundo caso é quando o tridngulo obtusangulo, quando um de seus angulos é
obtuso, ou seja, maior que 90°. Quando o angulo for reto, ou seja, 90° recaira no Teorema

Pitagoras.
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Primeiro caso: O triangulo ABC' acuténgulo, A < 90°.
Seja D a projecao do vértice B sobre a reta AC e AB = ¢, AC = b, BC = a
¢ AD = z. Aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos ABD ¢ CBD, obtemos as

Figura 4.17: Lei dos cossenos tiangulo acutangulo

Fonte: Autor (2023)

seguintes relagoes:

F=hr+2P=>h =227 (4.11)

a’® = (b—x)*+ h? (4.12)

Substituindo (4.11) em (4.12) temos:

a?=(b—x)*+(* —2?) (4.13)
=b"—2bx+a°+c*—2° (4.14)
=b* +c* — 2ba. (4.15)

~
Das relagoes trigonométricas, temos que cos(A) = —, ou seja, z = cos(A). Substituindo
c

-~

x = cos(A) em (4.15) temos:

a? =0+ —2bc- cosA.

-~

Segundo caso: O triangulo ABC' é obtusangulo, isto é,(A) > 90°.

Seja D a projecdo do vértice B sobre a reta AC. Neste caso, D estd na semirreta
oposta a semirreta AC' conforme a Figura (4.18).

Seja AD = z e seja § = 180° — A\, com A referente ao triangulo retangulo DBA, o

angulo interno de vértice A do triangulo ABC'.
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Figura 4.18: Lei dos cossenos, triangulo obtusangulo.

B

h

Fonte: Autor (2023)

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos BDC' ¢ BDA obtemos as

seguintes relagoes:

a® = (z+0)*+h? (4.16)

= +h=>h =077 (4.17)

Substituindo (4.17) em (4.16) temos:

a’ = (x+b)?*+ (¢ —2?) (4.18)
= 2%+ 2bx + b+ —a2? (4.19)
=0+ * + 2bx (4.20)
Como os angulos 6 e Asio angulos suplementares, logo cost = —cos(;l). Portanto,
cos(A) = —f, ou seja, & = —c - cos(A). Substituindo o valor de z em (4.20) obtemos:
c

a® = b+ c* — 2bc cos(ﬁ).

Analogamente, temos b2 = a2 + 2 — 2accos(A) e ¢ = a? + b® — 2abcos(A). W

Ao aplicar a lei dos cossenos no tridngulo retangulo temos exatamente a expressao
do Teorema de Pitégoras.

O proximo resultado é conhecido como Teorema de Viviani. Este teorema é muito
util para determinar a altura de um triangulo equildtero dado um ponto arbitrario no seu
interior ou a seus lados. O teorema foi formulado pelo matemético e cientista italiano

Vincenzo Viviani (1622 - 1703). 2.

2Para mais informacoes sobre Vincenzo Viviani acesse http://ecalculo.if.usp.br /historia/viviani.htm
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Proposigao 4.9 (Teorema de Viviani) A soma das distincias aos lados de wm triangulo
equildtero de um ponto pertencente ao seu interior ou a seus lados € igual a medida da

altura do tridngulo.

Demonstragao: A demostragao sera dividida em dois casos. O primeiro caso em que
o ponto pertence ao interior do triangulo equilatero e o segundado caso quando o ponto
pertencer a um de seus lados.

Seja ABC' um triangulo equilatero com lado a e altura h e T um ponto qualquer no

interior do triangulo ABC'. Denotamos dy,ds e d3 a distancia do ponto T perpendicular

aos lados AB, AC e BC, respectivamente.

Figura 4.19: Teorema de Viviane
C

dy

dy
A B

Fonte: Autor (2023)

A area do tridngulo equilatero é igual a soma das areas dos trés triangulos interiores

ATB, ATC e BTC, conforme mostra a Figura 4.20.

Figura 4.20: Teorema de Viviane ponto arbitrario no seu interior

Fonte: Autor (2023)
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Entao,

(ABC) = (ATB)+ (ATC)+ (BTC)
ah  ady ady = ads
7 — 2 T3 T3
ah a
7 - §<d1 + d2 + dg)
h = dl ‘|— d2 + d3.

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que o ponto T esteja sobre o lado AC.

Seja T conforme mostra a Figura 4.21. A area do triangulo equilatero é a soma das areas

Figura 4.21: Terema de Viviane ponto esta sobre o lado

dy

1
i :
i !
|

m| m|

Fonte: Autor (2023)

dos triangulos ADB e ADB. Entao,

(ABC) = (ATB)+ (CTB)
ah _ ady | ady
2 2 2
ah a
7 = §(d1+d2>
h = d1+d2.

Portanto, a soma das distancias aos lados de um triangulo equilatero de um ponto

pertencente ao seu interior ou a seus lados é constante a medida da altura do triangulo.

O proximo resultado, conhecido como a Férmula de Heron e estabelece como

calcular a area do tridangulo em funcao da medida dos lados.
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

Proposicao 4.10 (Férmula de Heron) Seja ABC um tridngulo que possui os lados
medindo a, b e ¢ e seu perimetro € representado por 2p = a + b+ c. FEntao, a drea

do triangulo ABC ¢é dada por

(ABC) = \/p(p—a)(p—b) (p —¢).

Figura 4.22: Triangulo Férmula de Heron
A

h

:
I

m | n
D

a

Fonte: Autor (2023)

Demonstragao: Seja D a projecao do vértice A sobre a reta BC' e AD = h altura
do triangulo ABC, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras nos tridngulos retangulos

ADC e ADB obtemos, respectivamente, b> = h? + n? e ¢ = h?> + m?  Assim,

2 b2
=0 =m?*—n?>= (m+n)(m—n)=alm—n). Portanto, m —n = c . Como
a
m + n = a, temos o seguinte sistema de equagoes
m+n=a (4.21)
2 b2
m—n=-> (4.22)
a
Somando (4.21) e (4.22) temos:
c? — b a? 4+ — b?
2m = a + =
a 2a
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

Substituindo o valor

Portanto,

de m, em m +n = a temos:

n = a—m

<a2 + % — bQ)
pr— a/— e —
2a

2a* — (a* + & = V?)

2a
B 202 —a? — 2+ b?
N 2a

a’® 4 b? — 2
2a )

a? — b + 2
2a

a? 4+ b — 2
2a ’

m =

n =

Podemos escrever 2p = a + b + ¢ das seguintes maneiras:

Como (ABC) = %,

at+b—c=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—rc)
a+c—b=a+b+c—2b=2p—2c=2(p—0)

bt+c—a=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a)
2 ah’ -
segue que (ABC)” = > . Entao,

(ABC)® = —a’h’

Substituindo (4.24) na equacio (ABC)* = 1a*(b+n)(b — n) obtemos

(ABC)?

2 2 2 2 2 2
_ laz(ﬂmxb_w)

4 2a 2a
_ lag (2ab+a2+b2—c2) (2ab—a2—62+02)
4 2a 2a
1, [(a +b)° — 02} [02 — (a— b)ﬂ
- 4 4a?
= %[(a+b—c)(a+b+cﬂ[(c—a+b)(c+a—b)].

99
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

Logo,

(ABC)? — 1—16[(a th—c)(a+b+e)]llc—atb)(cta—b) (4.28)

Substituindo (4.25),(4.26) e (4.27) em (4.28) temos

(ABOY = 20— 2]2(p—a)2(p—b)
= 11—616p(p—a)(p—b)(p—0)

= plp—a)(p—0)(p—oc).

Portanto,

(ABC) = \/p(p—a)(p—b) (p —¢).

Na proxima proposicao seréd calculamos a area do triangulo em funcgao dos lados e

do raio r da circunferéncia inscrita.

Proposigao 4.11 A drea de um tridngulo ABC' qualquer € igual ao produto do seu

semiperimetro pelo raio da circunferéncia inscrita no tridngulo.

Figura 4.23: Area do triangulo em funcéo dos lados e do raio r da circunferéncia inscrita

A

Fonte: Autor (2023)

Demonstragao: Seja [ o incentro, a area do tridngulo (ABC') corresponde a areas dos

triangulos (AIB), (AIC) e (BIC). O raio da circunferéncia inscrita é perpendicular ao
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

lado do triangulo ABC' no ponto de tangéncia. Entao,

(ABO):(A[B)+(AIC)+(BIC)=%J%H%:W:%’”:pr

Portanto, (ABC') = pr. [ ]
E possivel estabelecer uma expressao que calcule a area do tridngulo em funcéo

dos lados e do raio r da circunferéncia circunscrita.
Proposigao 4.12 A drea de um tridngulo ABC' qualquer € igual ao quociente do produto

dos lados do triangulo pelo quddruplo do raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.

Figura 4.24: Arca do triangulo em funcdo dos lados ¢ do raio r da circunferéncia

Circunscrita

A c B
N
N
N
\
b/ ho\ "~ 1
\\
D %0
C %
AN
N
N
%
Y
\
~
N
E

Fonte: Autor (2023)

Demonstragao: A area do triangulo ABC é o produto da area da base pela altura
dividido por dois, isto é, (ABC) = %aha. Para determinar h,, altura do triangulo ABC,
construimos um triangulo ABE com AE = 2r.

Notamos que, D = B\, pois o triangulo ABE esta inscrito na circunferéncia e
tem sua base diametro da circunferéncia. Portanto, o tridngulo ABFE é retangulo em
BeC = E, pois estao inscritos ao mesmo arco. Logo, os triangulos ADC e ABE sao
semelhantes. Portanto, ha _ 0 e h, = E Assim, (ABC) = a_bc. |

c 2r 2r 4r

Na proxima proposi¢ao calculamos a area do triangulo em fungao do raio de

qualquer uma das circunferéncias ex-inscritas.
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

Antes de enunciar a proposicao é bom lembramos que uma circunferéncia ex-
inscrita a um triangulo se ela for tangente a um dos lados do triangulo e aos
prolongamentos dos outros dois. O centro de uma circunferéncia ex-inscrita ¢ denominado

de ex-incentro.

Proposicao 4.13 Seja ABC um tridngulo de lados BC = a , AC = b e AB = c ¢
semiperimetro p. Se r e r, denotam, respectivamente, os raios dos circulos inscritos em

ABC e ez-inscrito a BC, entao (ABC) =pr = (p — a) .r,.

Figura 4.25: Area do triangulo em funcdo do raio de qualquer das circunferéncias ex-

nscritas

Fonte: Autor (2023)

Demonstracao: Sejam I o incentro e I, o ex-incentro de ABC relativo a BC. As alturas

dos triangulos AIB, AIC e BIC, respectivamente, relativas aos lados AB, AC' e BC, sao

todas iguais a r. Logo, pelo postulado 2 obtemos.

(ABC) = (AIB)+ (AIC)+ (BIC)
cr br ar

2 2 2
_ (abe) .
2
= pr.

Por outro lado, uma vez que as alturas de (Al,B),(AI,C) ¢ (BI,C), respectivamente
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

relativas aos lados AB, AC' e BC, sao todas iguais a r,. Logo,

(ABC) = (Al,B)+ (AlL,C)— (BI,C)
cr, br, ar,
2 22
_ (C—H;_a)ra
(c+b—a+a—a)r
2 a
_ (a+b+c_2_a>
2 2 )"

= (p—a)r,

Portanto, (ABC) = pr = (p — a) r,. |
Podemos estabelecer uma expressao que forneca a area do triangulo em funcao
de dois lados e do seno do angulo compreendido. Para tal usamos a lei dos senos como

ferramenta para estabelecer esta relacao.

Proposigao 4.14 A drea de um triangulo ABC' qualquer é igual ao semi-produto das

medidas de dois lados pelo seno do dngulo que eles formam entre si.

Demonstragao: Essa demonstragao sera dividida em dois casos. O primeiro é no
triangulo acutangulo, o segundo caso é no triangulo obtusdngulo. Quando o dngulo for

reto, calculamos de forma direta, dado um triangulo ABC' temos:

Base x altura
2

(ABC) =

Primeiro caso: ABC' ¢ um triangulo acutangulo.
Seja D a projecao do vértice B sobre a reta AC e AB = ¢, AC =b, BC =a e
AD = h altura do triangulo ABC, temos que:

bh
(ABC) = 5 (4.29)
Aplicando a lei dos senos no tridngulo ADB temos que sena = —. Entao,
c
h = c- sena. (4.30)
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

Figura 4.26: Triangulo acutangulo

]
I
I
1
1
1
1

h

I_i
D

Fonte: Autor (2023)

Substituindo (4.30) em (4.29) temos:

be - senal

(ABC) = ==

Segundo Caso: ABC é um triangulo obtusangulo.
Seja D a projecao do vértice B sobre a reta AC ¢ AB = ¢, AC =b, BC =a ¢
AD = h altura do triangulo ABC. Neste caso, D esta na semirreta oposta & semirreta

AC conforme a Figura 4.27. Temos que:

ey =

Figura 4.27: Triangulo obtusangulo
B

h

Fonte: Autor (2023)

Aplicando a lei dos senos no tridngulo AD B temos que sen(180° — 5) = senf =

Qs
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

Entao,

~

h = c- sen(0). (4.31)

Substituindo (4.31) em (4.29) obtemos:

~

bc - sen(6
(ABC) = —()
2
Nos dois casos anteriores as demonstragoes para vértices B e C' sao inteiramente
analogas. Portanto,
ac - sen(B)

(ABC) = L2 o (ABC) =

ab - sen(C)
5 —_—

2
|

A partir da formula para calcular a drea de um triangulo podemos estabelecer uma
formula para determinar a area do trapézio. Para tal, convencionamos chamar de altura

de um trapézio a distancia entre as retas suportes das bases do mesmo.

Proposicao 4.15 Seja ABCD ¢é um trapézio de bases AB = a, CD = b e altura h, entdo

(a—I—b)h.

(ABCD) = ==

Demonstragao: Sem perda de generalidade, suponha que a > b conforme mostra a

Figura 4.28.

Figura 4.28: Area do Trapézio
D b C

I a

Fonte: Autor (2023)
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4.5. AREAS DE POLIGONOS

Se E € AB tal que AE = b, o quadrilatero ABC'D tem dois lados paralelos e
iguais, a saber AD e EC, de modo que o quadrilatero AECD & um paralelogramo. O
triangulo EBC tem base BE = a — b ¢ altura h. Pelo postulado 2 a arca do trapézio ¢ a

soma as areas dos poligonos AEC'D e EBC. Assim,

(ABCD) = (AECD) + (EBC)
N L _zb) "
2bh + (a — b)h
2
(a — b+ 2b)h
2
(a+b)h
—

[ |
Utilizando a férmula da &area do tridngulo podemos deduzir uma expressao
matematica para calcular a area do losango. Isso é possivel porque conseguimos

particionar o losango em triangulos.

Proposigao 4.16 Se ABC'D ¢ um losango de diagonais AC' e BD, entao

(ABCD) = %m BD.

Figura 4.29: Area do losango
D

/C

B

AN

Fonte: Autor (2023)

Demonstragao: Inicialmente notamos que, podemos particionar o losango ABC'D em

dois triangulos ABC' e ACD. Pelo postulado 2, temos que a area maior é a soma das
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4.6. RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

areas dos poligonos menores. Logo, a area losango ¢ a soma as areas dos triangulos

ABC e ACD. Observamos ainda que BM = DM, pois os triangulos ABC e ACD sao

congruentes pois AD = BC, AB = DC ¢ o lado AC' comum aos dois triangulos. Entdo,

(ABCD) = (ABC)+ (ACD)

= %AC’ BMJr%AC’ DM

- %AC’ (BM + DM)

_ %m BD.

4.6 Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo

A BNCC descreve algumas habilidades a serem desenvolvidas durante o Ensino
Fundamental, dentre eles esta “(EF09MA13) demonstrar relagdes métricas do triangulo
retangulo, entre elas o Teorema de Pitidgoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de
triangulos”. |1, p.319].

O Teorema de Pitagoras é uma das relagoes métricas mais conhecidas. Além dela,
outras relacoes sao bastante uteis e ajudam a resolver varios problemas matematicos. A
seguir de vamos demonstrar alguns relagoes métricas do triangulo retangulo. Podemos
obter as rela¢oes métricas utilizando semelhancga de triangulos. Para isso considerar um
triangulo ABC, retangulo em A, de lados BC' = a, AC =be AB = c e o angulo B=ae
¢ = 8. Portanto os angulos « e 3 sao complementares, ou seja, a+ /3 = 90°. Consideramos
ainda AD = h a altura relativa do triangulo ABC, BD = m ¢ DC = n conforme mostra

a Figura (4.30).
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4.6. RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Figura 4.30: Relagbes métricas no triangulo retangulo

Fonte: Autor (2023)

Inicialmente notamos que, ao tragarmos a altura relativa ao tridngulo ABC
obtemos dois triangulos retangulos semelhantes ao triangulos ABC, o triangulo DBA

retangulo em Deco triangulo DAC' retangulo em D conforme mostra a Figura 4.31.

Figura 4.31: Relacoes métricas tridngulos semelhantes
A

B m D D n C

Fonte: Autor (2023)

Utilizamos as Figuras (4.30) e (4.31) para demonstrar os Teoremas 4.4, 4.5 e 4.6.

Teorema 4.4 Em um triangulo retdngulo, o quadrado da medida da altura relativa a
hipotenusa € igual ao produto das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Demonstragao: Aplicando semelhanga entre os triangulos DBA e DAC, obtemos

h
Lo Logo, h? = mn. [ |
n h

Teorema 4.5 Em um tridngulo retingulo, o quadrado da medida de um cateto é igual ao

produto da medida de sua projecao pela hipotenusa.

68



4.6. RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Demonstragao: Aplicando semelhanca entre os triAngulos ABC' e DBA, obtemos

a c
— = —. Logo, ¢ = am. De forma anéloga, aplicando semelhanca entre os triangulos
c m
a b
ABC e DAC, obtemos 5= Logo, b? = an. [ |
n

Teorema 4.6 Em um triangulo retingulo, o produto entre a hipotenusa e a altura € igual

ao produto das medidas dos catetos.

Demonstragao: Aplicando semelhanga entre os triangulos ABC e DAC, obtemos
a

5= % Logo, ah = be. |

Ao realizar uma demonstracao o estudante nao obtém apenas uma férmula
que aplicard em seus exercicios. Eles constroem argumentos logicos matematicos que
validam tal afirmacao, além de trabalhar com ferramentas mateméticas para chegar
a tal conclusao. Em particular, no estudo das relagoes métricas trabalhamos com

varios conceitos matematicos, tais como semelhanca de triangulos, relacao de igualdade,

propriedade fundamental da proporcao e operagoes béasicas.
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Conclusao

A presente dissertacao explorou o uso de demonstragoes mateméticas no Ensino
Fundamental, visando fornecer subsidios e materiais de apoio para auxiliar professores e
estudantes na compreensao e aplicacao de conceitos matematicos fundamentais. Ao longo
deste estudo, buscamos atingir os objetivos estabelecidos na introdugao, analisando cada
um deles em detalhes.

O primeiro objetivo era desenvolver o raciocinio logico-dedutivo. Ao abordar
métodos de demonstracoes matematicas e explorar conceitos como demonstracao direta,
principio de indugao finita e método de forgca bruta, procuramos fornecer aos estudantes
ferramentas cognitivas essenciais para a construgao de argumentos solidos e a resolugao de
problemas mateméticos complexos. Através desta abordagem, acreditamos que os alunos
foram capacitados a aplicar o pensamento 16gico em diversas situagoes, contribuindo para
o desenvolvimento de habilidades analiticas.

O segundo objetivo era melhorar a argumentacao matematica. Ao discutir nocoes
de légica e métodos de demonstragoes matematicas, buscamos fortalecer a capacidade
dos estudantes de formular e expressar argumentos de maneira clara e convincente.
A compreensao dos principios fundamentais da logica permitiu aos alunos construir
raciocinios matematicos sélidos e comunicar suas ideias de forma eficaz, promovendo um
ambiente de aprendizado colaborativo e enriquecedor.

O terceiro objetivo era justificar as férmulas usadas no Ensino Fundamental. Ao
explorar resultados matematicos relevantes, como a resolucao de equacoes do 2° grau,
formas de calcular a area do tridngulo e aplicacoes do teorema de Pitagoras, buscamos
fornecer aos estudantes uma compreensao mais profunda e significativa dos conceitos

matemaéticos, permitindo-lhes justificar e aplicar férmulas com confianca e precisao.
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4.6. RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

O quarto objetivo era desenvolver a criticidade dos estudantes. Ao incentivar uma
abordagem investigativa e critica no ensino e aprendizado da matematica, procuramos
estimular o pensamento reflexivo ¢ o questionamento ativo por parte dos alunos. Ao
longo desta dissertagao, buscamos nao apenas transmitir conhecimento, mas também
cultivar uma mentalidade critica e exploratoria que permita aos estudantes se tornarem
aprendizes autoénomos e engajados.

Em conclusao, a presente dissertacao oferece percepgoes valiosas sobre o uso de
demonstragoes matematicas no Ensino Fundamental, destacando sua importancia no
desenvolvimento de habilidades cognitivas, argumentativas e analiticas dos estudantes.
Ao alcancar os objetivos estabelecidos, acreditamos que este trabalho contribui para
a promoc¢ao de uma educagao matemética mais inclusiva, dindmica e enriquecedora,
capacitando professores e estudantes a explorar o potencial da matematica como uma

ferramenta para compreender e transformar o mundo ao seu redor.

71



Referéncias Bibliograficas

[1] Base Nacional Comum Curricular, 2018. Acesso em: 23 jan. 2024.

[2] H. Alencar, L. Candido, and M. Farias. Resolugoes visuais de alguns problemas de
matemaética da educagao bésica. Revista do Professor de Matemdtica Online, 7(1):1-

19, 2019. Disponivel em: 23 jan. 2024.

[3] N. Balacheff. The role of the researcher’s epistemology in mathematics education:

an essay on the case of proof. ZDM, 40:501-512, 2008.

[4] P. C. P. Carvalho and A. C. d. O. MORGADO. Matemdtica Discreta. Colegio
PROFMAT. 2.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2015.

[5] P. Davis and R. Hersh. A Experiéncia Matemdtica Tradugio de: Jodo Bosco
Pitombeira. 3.ed. Rio de Janeiro: F. Alves, 1986.

[6] E. de Alencar Filho. Iniciagcdo a légica matemdtica. Sao Paulo: Nobel, 2002.

[7] D. C. de Morais Filho. Um convite 4 Matemdtica. Colegao Professor de Matemdtica.
3.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2016.

|8] M. de Villiers. Para uma compreensao dos diferentes papéis da demonstragido em

geometria dindmica. Trad. Rita Bastos. PROFMAT, 10, 2002.

[9] O. Dolce and J. N. Pompeo. Fundamentos de matemdtica elementar, 9: geometria

plana. 7.ed. Sao Paulo: Atual, 1993.

[10] J. A. Fossa. Introducao as técnicas de demonstra¢ao na matemdatica. Editora Livraria

da Fisica, 2009.

72



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

G. Garbi. CQD: explicagoes e demonstragoes sobre conceitos, teoremas e formulas

essenciais da geometria. Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2010.
A. Hefez. Aritmética. Colegago PROFMAT. 2.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2016.

G. Iezzi and C. Murakami. Fundamentos de Matemdtica Elementar, 1: Conjuntos,

Fungoes. 9.ed. Sao Paulo: Atual, 2013.

IMPA. PAPMEM - Janeiro de 2008 - Perguntas e Respostas - Discussao 1. video
1h04min5s. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v—=aShv3LYeals, 2008.
Acesso em: 26 de Dezembro de 2023.

E. Lima, P. Carvalho, E. Wagner, and A. Morgado. Temas e Problemas Elementares.
Colecao Professor de Matemdtica. 3.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2005.

E. L. Lima. Meu professor de Matemdtica e outras historias. Cole¢ao Professor de

Matemdtica. 6.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

E. L. Lima. Numeros e Fungoes Reais. Colegago PROFMAT. 1.ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2013.

E. L. Lima. Matemdtica e ensino. Colegao Professor de Matemdtica. 4.ed. Rio de

Janeiro: SBM, 2023.

Ministério da Educacao. Parametros Clurriculares Nacionais:  Matemdtica.

MEC/SEF, Brasilia, 1997.

Ministério da Educacao. Pardmetros Curriculares Nacionais:  Matemdtica.

MEC/SEF, Brasilia, 1998.

M. C. Mota and M. P. de Carvalho. Os diferentes tipos de demonstragoes: uma
reflexao para os cursos de licenciatura em matematica. Rewvista da FEducagdo

Matemdtica, 1, 2011.

A. C. Muniz Neto. Geometria. Colecao PROFMAT. 1.ed. Rio de Janeiro: SBM,
2013.

73



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[23] OBMEP. Indugao matemaética, 2009. Acesso em: 23 jan. 2024.

[24] K. I. M. Oliveira and A. J. C. Fernandez. Inicia¢io a Matemdtica: Um curso com
problemas e solugoes. Colegao Olimpiadas de Matemdtica. 2.ed. Rio de Janeiro: SBM,
2012.

[25] G. Polya. A arte de resolver problemas: um novo aspecto do método matemdtico
Tradugao e adaptagao: Heitor Lisboa de Araujo. Rio de Janeiro: Editora Interciéncia,

1995.

[26] F.D.S. Soares, B. A. Dassie, and J. L. d. Rocha. Ensino de matematica no século xx—

da reforma francisco campos & matematica moderna. Horizontes, Braganc¢a Paulista,

v. 22, n. 1, p. 7-15, jan./jun. 2004, 2004.

74



Apéndice A - Uma proposta de

Sequéncia Didatica

Introducao

Este recurso educacional é resultado da dissertagao “O uso de Demonstracoes
Matemaéticas no Ensino Fundamental” e consiste em uma sequéncia didatica que recorre
a técnicas de demonstracoes matematicas aplicada no Ensino Fundamental, buscando
estimular a pratica das demonstragoes nas aulas de Matematica nesta etapa do ensino.

Iniciar o processo de demonstragao matematica no Ensino Fundamental nao é
uma tarefa simples, pois é preciso levar consideragao o desenvolvimento cognitivo dos
estudantes, porém, ¢é interessante fazer as demonstragoes sempre que possivel, pois
exercem um papel muito importante no aprendizado da matematica.

Espera-se que essa sequéncia didatica possa auxiliar os professores na preparacao

e execugao de suas aulas.

Publico alvo

Estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental.

Contetudo

Técnicas de demonstracoes matematicas.

75



Objetivo Geral

Disponibilizar recursos que ampliem a compreensao e aprofundem o conhecimento
em matematica, enriquecendo a experiéncia educacional e promovendo o desenvolvimento

intelectual dso estudantes.

Objetivos Especificos
O desenvolvimento do raciocinio lo6gico-dedutivo;
Aprimoramento da argumentacao matematica;

O estimulo 4 criticidade dos estudante.

Ponto de Partida

Qual a importancia das demonstra¢oes Matematicas?

Procedimento Didatico-Metodologico

O desenvolvimento da sequéncia didéatica ser4a marcado por 5 encontros, cada
encontro terd duragao de 50 min, totalizando 4h10 min. Nos quatro primeiros encontros
sera apresentado uma parte teérica seguindo com uma atividade a ser desenvolvida pelos
estudantes individualmente ou em grupo, no quinto encontro o professor fara observagoes

e comentarios dos encontros e das atividades realizadas durante a semana.
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1 - Encontro

O professor devera apresentar a definicao de conjectura e teorema. Diferente
de outras ciéncias, a Mateméatica nao é uma ciéncia experimental, sua esséncia esté
em suas demonstragoes, na argumentacao e sua justificativa logica. Em sua estrutura,
uma afirmagao para ao qual nao existe prova é chamada de conjectura, este termo é
usado quando se suspeita que a afirmacao seja verdadeira. Caso uma conjectura seja

demonstrada, ela passa a ser um teorema.

Exemplo .1 A conjectura de Collatz é um famoso problema nao resolvido na matemdtica.
Ela afirma que, para qualquer nimero inteiro positivo n.:

1. Se n for par, divida-o por 2;

2. Se n for impar, multiplique-o por 3 e some 1;

3. Repita o processo com o novo valor de n.

A conjectura afirma que, independentemente do valor inicial de n, chegard ao

numero 1.

Exemplo .2 A conjectura de goldbach afirma que todo nimero par maior que 2 pode ser

representado pela soma de dois numeros primos. Por exemplo.

4=2+2
6=3+3
8=3+5
10=3+7=5+5
12=5+7
14=7+7

16 =5+11
18=7+11
20=7+13
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Atividade 1 Apds apresentar a conjectura de Collatz o professor deverd propor aos

estudantes que substituem nimeros inteiros positivos na conjectura de Collatz.

Com essa atividade os estudantes observarao que independentemente do nimero
escolhido inicialmente chegara ao nimero 1. No entanto, nao existe uma prova que a
conjectura seja valida para todo ntimero inteiro positivo, tendo assim diante deles uma
conjectura.

2 - Encontro

O professor deverd apresentar técnicas de demonstracoes. Neste encontro deve
iniciar apresentando o método de demonstracao direta. Uma das técnicas mais comuns,
ela é usada para provar que uma proposicao implica outra, seguindo uma sequéncia logica
de passos. Supomos que a hipdtese seja valida e, usando o processo logico-dedutivo,

devemos deduzir diretamente a tese.

Exemplo .3 A soma de dois nimeros pares € sempre um nimero par.
Demonstragao: Suponhamos, inicialmente, que a e b sejam pares. Dessa forma,
a+b=2k+2t =2(k+1t) com k, t nimeros naturais. Como, k + ¢ é um ntamero

natural segue que a + b é um ntmero par. ]

Exemplo .4 Se n um nimero impar. Entdo, n® também é um nimero impar.
Demonstragao: Scja n um nimero natural impar, entao existe um ntmero natural & tal
que n = 2k + 1. Consequentemente, n® = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 =2(2k* +2k) + 1, o

que implica que n? é um nimero impar. |

Atividade 2 Mostre que a soma de dois nimeros impares € sempre um nimero par.
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3 - Encontro
Neste encontro professor deveré apresentar o método de forca bruta. Esse método,
também é conhecido como prova por casos, inducao perfeita ou prova por exaustao, e é um

método de demonstracao no qual sao testadas todos os casos possiveis de uma hipotese.

Exemplo .5 Mostre que langando simultaneamente dois dados temos 9 possibilidades de
obter um niumero primo em cada dado.
Pelo Método de Forca Bruta, mostramos por meio de uma tabela todas as

possibilidades possiveis no lacamento de dois dados.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

As possibilidades sao: (2,2);(2,3);(2,5);(3,2);(3,3);(3,5); (5,2); (5,3) e (5,5).
Portanto, ¢ possivel verificar, pelo método de forga bruta, que existem nove

possibilidades de ter um ntimero primo em cada dado.

Atividade 3 Mostre que quando lancando simultaneamente dois dados temos 21

possibilidades de obter uma somar menor ou igual a sete.
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4- Encontro

Neste encontro professor devera apresentar método por contraexemplo.
Relembramos que uma conjectura matematica é uma afirmacao para a qual ainda nao
temos uma demonstragao que comprove a sua validade. Nem sempre é possivel mostrar
que a conjectura é verdadeira, pois muitas vezes estamos num espago infinito de casos e
por vez nao possuimos ferramenta para verificar tal afirmacao. Entretanto, através um
contraexemplo, um exemplo que nega a afirmagcao, ¢ possivel mostrar que a afirmag¢ao nao
é verdadeira.

Vamos analisar a seguinte proposicao: Todo nimero da forma n? 4 n + 41, para n
natural, ¢ um nimero primo.

Observamos na tabela a seguir que para os sete primeiros ntmeros naturais o

resultado ¢ um ntmero primo.

Numero | Resultado | Ntimero Primo
1 43 sim
2 47 sim
3 53 sim
4 61 sim
) 71 sim
6 83 sim
7 97 sim
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Baseados nos primeiros resultados, poderfamos pensar que o valor obtido seria
um nimero primo para todo natural. Entretanto, através um contraexemplo, é possivel
mostrar que a afirmacao nao é verdadeira. De fato é isso que ocorre nessa proposicao, a
afirmacao é falsa para n igual a 40, pois 40% + 40 + 41 = 1.681 = 41® que é um ntimero
composto. Portanto, mediante um contraexemplo, podemos verificar que a proposicao é

falsa.

Atividade 4 Verifique se para todo niimero da forma n* +mn + 17, para n natural, é um

numero primo.

5- Encontro
Observagoes e comentarios dos encontros e das atividades realizadas durante a

semana.
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