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RESUMO

Nesta dissertacdo fazemos uma abordagem da aritmética modular em dois pontos
principais: as equacdes Diofantinas Lineares e o Teorema Chinés do Resto
Generalizado. O primeiro versa sobre as definicbes e resultados associados ao
conceito de equagéao diofantina linear, e fazemos uma digressao sobre este assunto
nos anos finais do ensino fundamental. O segundo refere-se a uma generalizacdo do
Teorema Chinés dos Resto, e 0 seu papel no ingresso na educacdo superior.
Apresentamos a fundamentacao tedrica com conceitos da Teoria dos NUmeros como
multiplos e divisores de um numero inteiro, Algoritmo da Divisdo de Euclides,
Méaximo Divisor Comum, Minimo Multiplo Comum, Equac¢fes Diofantinas Lineares,
Congruéncias Lineares, Teorema Chinés dos Restos Generalizado e, em especial, 0
assunto de Congruéncia Modular. Nessa parte expomos um breve histérico de como
surgiu esse objeto de estudo, descrevendo sua origem, definicdes, demonstracdes
de suas principais propriedades e , ainda, aplicacdes de Congruéncias Modulares no
concurso Colégio Naval, na OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas), na OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica) e no ENQ (Exame
Nacional de Qualificagcdo do Mestrado PROFMAT). Este trabalho foi produzido para
facilitar o acesso a diversos temas, visando transmitir o conhecimento de uma
maneira pratica e de facil entendimento.

Palavras-chave: Congruéncia Modular, Equacfes Diofantinas Lineares, Teorema
Chinés dos Restos Generalizado, Anos finais do ensino fundamental, Educacao
Superior.



ABSTRACT

This dissertation presents two scientific articles and a common theme to them. The
first deals with the concepts of Linear Diophantine Equations in the final years of
elementary school. The second refers to the importance of learning the Chinese
Generalized Remainder Theorem, upon entry into higher education. We present the
theoretical foundation with concepts from Number Theory such as multiples and
divisors of an integer, Euclid's Division Algorithm, Greatest Common Divisor, Least
Common Multiple, Linear Diophantine Equations, Linear Congruences, Chinese
Generalized Remainder Theorem and, in particular, the subject of Modular
Congruence. In this part we present a brief history of how this object of study
emerged, describing its origin, definitions, demonstrations of its main properties and,
also, applications of Modular Congruences in the Colégio Naval competition, at
OBMEP (Brazilian Mathematical Olympiad for Public Schools), in the OBM (Brazilian
Mathematics Olympiad) and in the ENQ (PROFMAT Master's National Qualification
Exam). This work was produced to facilitate access to various topics, aiming to
transmit knowledge in a practical and easy-to-understand way.

Keywords: Modular Congruence, Linear Diophantine Equations, Chinese
Generalized Remainder Theorem, Final years of elementary school, Higher
Education.
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1 INTRODUCAO

A maioria dos alunos do ensino fundamental Il ndo possuem uma visdo de
qual carreira vao seguir. Com isso, os professores terdo um papel essencial,
proporcionando informacfes de como funciona a matematica em certames e assim
despertando o interesse nos jovens, de forma a estimular os mesmos a estudarem
mais a matematica e outros assuntos relacionados a ela. Além disso, 0os novos
universitarios, oriundos do Ensino Médio, tém dificuldade em alguns contetudos de
matematica, e especialmente associados a aritmética.

Nesta dissertacdo propomos um vasto referencial tedrico e diversas questbes
resolvidas passo a passo que incentivem os alunos, dos anos finais do Ensino
Fundamental, a se prepararem para concursos para o ensino médio, como o do
Colégio Naval, e também oferecemos 0 mesmo suporte para os estudantes dos
Cursos universitarios que tenham a aritmética em sua grade curricular.

A estrutura deste trabalho € a seguinte. Apresentamos no capitulo 2 um
referencial tedrico, colocando a énfase do uso dos restos, na congruéncia modular e
nas suas proposicdes e teoremas. E notdrio que inimeras situa¢es do cotidiano
dos discentes estdo relacionadas com esse topico matematico.

A seguir, no capitulo 3 apresentamos diversos exemplos resolvidos, para
ratificar a teoria apresentada. Cabe ressaltar que esses problemas podem ser
usados nas salas de aula de toda a Educacéao Basica.

Finalmente no capitulo 4 apresentamos questdes e resolucdes de inumeros
concursos, olimpiadas e exames de qualificacdo de mestrado profissional em
matematica.

Este trabalho tem a finalidade de expor a relevancia do estudo da
congruéncia modular, e quando trazido para a realidade se torna um instrumento
indispensavel na resolucdo de problemas desta e de outros ramos que podem

conduzir o leitor a um elevado nivel de raciocinio e habilidades.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DOS NUMEROS

2.1.1 Multiplos e divisores
Definicdo 2.1: Dados a, b€ Z e a # 0 dizemos que a divide b se b = ac para algum ¢
€ Z, Quando isto acontece também se diz que a é um divisor de b (resultard uma
divisdo exata, ou seja, o resto € zero) ou que b € um multiplo de a (ou divisivel por
a).

A partir de agora usaremos a notacdo a|b para indicar que a divide b e atb no
caso contrario. O elemento c tal que b = ac € chamado quociente de b por a e

b
indicado por ¢ = a (eventualmente b:a).

2.1.2 Algoritmo da Divis&o de Euclides

Teorema 2.1: Para quaisquer a, b € Z, com b > 0, existe um Gnico par de inteiros g e
r, de modo que a=bg+r,onde 0=r<h.

Na igualdade que expressa o teorema, 0os elementos a, b, q e r sdo chamados
respectivamente dividendo, divisor, quociente e resto na divisédo euclidiana de a por
b.

2.1.3 Maximo divisor Comum

Nesta parte vamos apresentar a definicdo de maximo divisor comum de dois
nameros inteiros, e mostrar que € sempre possivel encontrar esse nimero, que €
anico.

Definicdo 2.2: Sejam a e b numeros inteiros quaisquer. Entendemos por maximo

divisor comum de a e b e indicamos por mdc (a,b) = d. O maior inteiro que divide a e
b, se d satisfazer as seguintes condi¢des:

(1) d € um divisor comum de a e b.

(2) d é divisivel por todo divisor comum de a e b, isto €, se ¢c é um divisor comum
deaebentdoc|d.
2.1.4 Minimo multiplo comum
Nesta parte vamos apresentar a definicdo de minimo mdultiplo comum de dois
nameros inteiros. O minimo multiplo comum de a e b, se existe, € denotado por mmc
(a,b) =e ou [a,b] =e. Dali, [-a,b] = [a,-b] =[-a,-b] = [a,b]
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Proposicdo 2.1: Dados dois numeros inteiros a e b, ambos nao nulos, temos que

[a,b] existe e [a,b] " (a,b) =|a " b|.

2.2 CONGRUENCIA MODULAR

Definicdo 2.3: Seja m um numero natural diferente de zero. Diremos que dois

nameros inteiros a e b sdo congruentes modulo m se os restos de sua divisao
euclidiana por m sdo iguais. Quando os inteiros a e b sdo congruentes modulo m,
escreve-se
a = b mod m.
Decorre, imediatamente, da definicdo dada que a congruéncia, modulo um
inteiro fixado m, € uma relacdo de equivaléncia, ou seja, reflexiva, simétrica e

transitiva. Vamos enunciar isto explicitamente abaixo.

Proposicdo 2.2: Sejam € N, Para todos a, b, d € Z, tem-se que

(i) a = a mod m, (reflexiva)
(i) se a = b mod m, entdo b = a mod m, (simétrica)
(iif) se a = b mod m, entdo b = d mod m, entdo a = d mod m. (transitiva)

Demonstracao:

(i) Comom | 0, entdo m | (a — a), o que implica a = a mod m.

(i) Se a = b mod m, entdo a = b + kam, para algum inteiro ki. Logo, b =
a - kim, o que implicab =a mod m.

(i) Se a = b mod m, entdo b = d mod m, entdo existem inteiros k1 e kz tais
que a — b = kim e b — d = kem. Somando, membro a membro, estas Ultimas
equacodes, obtemos a — d = (k1 + k2)m, 0 que implica a = d mod m.

Para verificar se dois nUmeros sdo congruentes médulo m, ndo € necessario
efetuar a divisdo euclidiana de ambos por m para depois comparar 0s seus restos. E
suficiente aplicar o seguinte resultado.

Proposicdo 2.3: Suponha que a, b, m €Z, com m > 1. Tem-se que a = b mod m se, e

somente se, m | b —a.

Demonstracao.

Sejama=mg+r,comO0=r<meb=mq +r,comO0 =r <m, as divisdes
euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo,

b-a=m(q-q)+ (")
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Portanto, a = b mod m se, e somente se, r = r’, o que, em vista da igualdade
acima, é equivalente a dizerque m | b —a, jaque |[r—r’| =m.

A nocao de congruéncia € uma ferramenta muito Util, pois é uma relagéo de
equivaléncia compativel com as operacfes de adicdo e multiplicacdo nos inteiros,
segundo a proposicao a sequir.

Proposicéo 2.4: Sejam a, b, ¢, d, m €Zcomm = 1.

()Sea=bmodmec=dmodm, entdoa+c=b+dmodm.
(Sea=bmodmec=dmodm, entdoa c=b d mod m.

Demonstracao.

Suponhamos que a = b mod m e ¢ =d mod m. Logo, temosquem |b—-ae
m|d — c.

(i) Basta observar que m | (b —a) + (d —¢) e, portanto, m | (b +d) - (a +¢), 0
gue prova essa parte do resultado.

(ii) Basta notar que bd — ac =d(b — a) + a(d — c¢) e concluir que m|bd — ac.

Proposicdo 2.5: Sejam a, b, ¢, m € Z com m = 1. Tem-se que

a+c=b+cmodm=a=bmodm.

Demonstracao.

Se a = b mod m, segue-se imediatamente da Proposicdo 3() quea+c=b+c
mod m, pois ¢ = ¢ mod m.

Reciprocamente, se a+ c =b +cmod m, entdom | (b + ¢) - (a + ¢), 0 que
implica que m | b —a e, consequentemente, a = b mod m.

Proposicéo 2.6: Sejam a, b, ¢, m € Zcom m = 1. Temos que

a'c=b'cmodm = a=bmod cm .

Demonstracao.

m c

Como (em) € (em) SA0 COPrimos, ou seja, mdc entre eles é 1, temos

a'c=b'cmodm

=m|((b-a)c
m e
= (em) | (b — a) (em)
_m
=%m|b-a
m

= a=bmod em .
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Proposicdo 2.7: Se a, b, ¢ e m s&o inteiros tais que a = b mod m, entdo

ac = bc mod m.

Demonstracao.

Como a — b = km, ac — bc = ckm, o que implica m | (ac — bc) e, portanto, ac =
bc mod m.

Proposicéo 2.8: Sejam a, b €Zm, n, my, ..., mr inteiros maiores do que 1. Temos

i) se a=b mod me n|m, entdo a = b mod n;
ia=bmodm;,Yi=1,..,r=a=bmod[my, ..., m];
iii) se a = b mod m, entdo mdc (a,m) = mdc (b,m).

Demonstracao.

(i) Se a = b mod m, entdo m | b —a. Como n | m, segue-se que n | b — a. Logo,
a=b mod n.

(i) Sea=bmodmi, i=1, .., entdo mi | b — a, para todo i. Sendo b —a um
multiplo de cada mi, segue-se que [my, ..., m{ | b — a, 0 que prova a = b mod [my, ...,
mr]. A reciproca decorre do item (i)

(iii) Se a = b mod m, entdo m | b — a e, portanto, b = a + tm com t € Z, Logo,
pelo lema de Euclides, temos que

(a,m) = (a + tmym) = (b,m)

Em seguida temos outra afirmacéao referente a cancelamento multiplicativo.

Corolério 2.1: Sejam a, b,c, m€Zcomm = 1 e (c,m) = 1. Temos

a'c=b'cmodm = a=bmodm.

Corolério 2.2: Paratodos n €N e a, b € Z se a = b mod m, entdo tem-se que a" = b"

mod m.

Demonstracao.

Isto segue, imediatamente, da identidade:
ak—bk=(a-b) (@ +ak?b + ... + abk? + bk1).
Teorema 2.2: (Pequeno Teorema de Fermat)
Se p = 1 € um numero primo que nao divide o inteiro a, entao:
a1 =1 mod p.

Demonstracao.
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Sabemos que o conjunto formado pelos p numeros 0, 1, 2, ..., p -1 constitui
um sistema completo de residuos modulo p. Isto significa que qualquer conjunto
contendo no méaximo p elementos incongruentes modulo p, pode ser colocado em
correspondéncia biunivoca com um subconjunto de {0, 1, 2, ..., p -1}. Vamos, agora,
considerar os numeros a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a. Como (a,p) = 1, nenhum destes
nimeros ia, 1 =i = p -1 é divisivel por p, ou seja, nenhum é congruente a zero
modulo p. Quaisquer dois deles sdo incongruentes modulo p, pois aj = ak mod p
implica j = k mod p e isto s6 é possivel se j = k, uma vez que ambos j e k positivos e
menores do que p. Temos, portanto, um conjunto de p — 1 elementos incongruentes
moddulo p e ndo-divisiveis por p. Logo, cada um deles € congruente a exatamente
um dentre os elementos 1, 2, 3, ..., p -1. Se multiplicarmos estas congruéncias,

membro a membro, teremos:
a(a)(3a) "(p-1la=1"2"3 " (p—1)modp

Ou seja, af* (p — 1)! = (p — 1)! mod p. Mas, como ((p — 1)! ,p) = 1, podemos

cancelar o fator (p — 1)! em ambos os lados, obtendo
a1 =1 mod p,
0 que conclui a demonstragao.

Corolario 2.3: Se p € um primo e a € um inteiro positivo, entdo aP = a mod p.

Demonstracao.

Temos que analisar dois casos, se p|aesepta. Sep|a, entdo p | (a(@?! -
1) e, portanto aP = a mod p. Se p t a, pelo Teorema 1, p | (aP* - 1) e, portanto p | (aP
—a). Logo, em ambos os casos, aP = a mod p.

Observacdo 2.1: Uma congruéncia modular pode ser reescrita somando ou

subtraindo os multiplos do médulo, do lado direito da congruéncia.

2.3 CONGRUENCIA LINEAR

Definicdo 2.4: Uma congruéncia algébrica do tipo
axr =b (mod m)
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onde a, b m€Z  a# 0em >0, e x é&um ndmero inteiro, recebe o nome de

congruéncia linear ou congruéncia do primeiro grau.

Proposicéo 3.2: Dados a, b, m € Z |, com m > 1, a congruéncia

axr =b (mod m)

possui solucéo se, e somente se, mdc (a,m) | b.

2.4 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Consideremos, pois, uma equagao:
ax+by=c (1)
onde a, b € Z e suponhamos a e b ndo simultaneamente nulos. Uma solucéo de (1)
é, neste contexto, um par (¥o,Yo) € Z X Z para o qual a igualdade:
axp+ bYo =C
é verdadeira.

Proposicéo 2.9: Uma Equacio Diofantina ax + by =c, em que a * 0 e b * 0, admite

solucéo se, e somente se, d = mdc(a,b) divide c.

Proposicéo 2.10: Seja (¥o,Y0) uma particular solugéo da equacéo diofantina ax + by

= ¢, onde mdc (a,b) = 1. Entdo todas as solucdes inteiras x, y da equacao sao da
seguinte forma:
X =Xo—bt,y=Yo +at,onde t € Z,

O numero inteiro t vai oferecer uma solucéo distinta para a equacgéo diofantina.

2.5 GENERALIZACAO DO TEOREMA CHINES DO RESTO

Teorema 2.3: O sistema de congruéncias
X=cimodmii=1,..r Q)
Admite solugéo se, e somente se, ¢i = ¢ mod (mi, my), Vi,j=1,...,r.
Nesse caso, a solugéo € unica modulo [mq, ..., my].
A seguir vamos generalizar também o algoritmo para determinar as
solugdes do sistema de congruéncias.
Antes, porém, vamos estabelecer dois lemas.
Sejam mi, ..., mMr numeros inteiros, estabelecemos as seguintes

notacodes:
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M
M=[mi,..,m]jeM=mi,i=1,..,r

Lema 2.1: Com as notacfes acima, existem inteiros xi, ..., Xr tais que
XxaM1 + ... + xXrMr = 1.
Lema 2.2: Paratodosi,j=1, ..., r, tem-se que
m;j | Mi (mi, mj).

Teorema 2.3: Se o sistema (1) admite solucdes, as solucbes sdo dadas por

X = CiX1tM1+ ... + cXrMr + tM,

onde t € Z e xy, ..., Xr S80 tais que

XiM1 + ... + XMr = 1.

3 EXEMPLIFICACAO DA TEORIA
A seguir apresentaremos diversos exemplos, para facilitarem o entendimento

da teoria apresentada anteriormente.

3.1 MULTIPLOS E DIVISORES

Exemplo 3.1:
3|27, 7|49, 9|0, -2|10 e 513.

Em Z o conjunto dos multiplos de um dado elemento K sera indicado por M
e é assim constituido:

My = {0, tk, +2k, 3k, .} = M_;

Exemplo 3.2:
Mg = {0, 6, 12, 1+18,...} = M_,

No conjunto acima, onde temos os multiplos de 6, observamos que o zero é
multiplo de qualquer nimero, proprio numero é multiplo dele mesmo e o conjunto &
infinito.

E ainda do conjunto Ms, temos que:

Se 12 é mdltiplo de 6, entéo, 6 € divisor de 12.

Agora vamos listar o conjunto dos divisores de um determinado nimero.
Exemplo 3.3:

D3o = {*1, 2, 4, 5, +10, £20}

No conjunto acima, onde temos os divisores de 20, observamos que 0
namero um é divisor de qualquer numero, o proprio niamero € divisor dele mesmo e

0 conjunto dos divisores é finito.
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3.2 ALGORITMO DA DIVISAO DE EUCLIDES

Exemplo 3.4:

Ache o quociente e o resto na divisdo euclidiana de a por b no seguinte caso:
a=79eb=5.

Resolucao:

Como o enunciado diz divisado de a por b, a € o dividendo e b o divisor. Assim,
vamos aplicar o algoritmo da divisao.
Dai, observamos que o quociente € 15 e o resto é 4. E ainda podemos

escrever:

79=515+4

3.3 MAXIMO DIVISOR COMUM

Exemplo 3.5:
Sejam a =12 e b = 4, determine o mdc(12,4).

Resolucao:
Sabemos que o divisor de um numero inteiro € todo o nimero inteiro que ao

dividir tal ndmero, resultard em uma divisdo exata. Com essa informacdo vamos
determinar o conjunto dos divisores de a = 12 e b = 4, sendo denotados por Piz = {
+1,42, 43,44, 46, %12} ¢ Dy = { £1,£2, 14}, Como o mdc(12,4) é o maior inteiro
que divide 12 e 4, para encontrar 0 maximo divisor comum entre esses numeros,
basta determinar a interse¢cdo P12 N D4 e tomar o maior nimero em mdédulo desse
conjunto.

Logo,D12 N Dy= {+1,£2, +4} e max(Dy; N Dy) = 4. Portanto,o mdc(12,4) = 4.

3.4 CONGRUENCIA MODULAR

Exemplo 3.6:
Note que 33 = 18 mod 5, ja que os restos da divisdo de 33 e de 18 por 5 séao

iguais a 3.
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Quando a relacdo a = b mod m for falsa, diremos que a e b nédo séo
congruentes, ou que séo incongruentes, médulo m. Escreveremos, neste caso, a* b
mod m.

Exemplo 3.7:

Note que 20 # 11 mod 2, pois os restos da divisdo de 20 e de 11 por 2 séo

diferentes.

Exemplo 3.8:

Vamos verificar a congruéncia 65= 23 mod 7, sem efetuar a divisdo euclidiana.
Utilizando a proposicéo 2 temos: 7 | 23 — 65 = 7 | - 42, que é verdadeiro.

Exemplo 3.9:

Vamos verificar a congruéncia 18 = 55 mod 11, sem efetuar a divisdo euclidiana.
Utilizando a proposicéo 2 temos: 11 1 55 — 18 = 11  37. Logo, a congruéncia é falsa,
e deve-se escrita: 18 # 55 mod 11.

Exemplo 3.10:

Considere a congruéncia 54 = 30 mod 8, que pode ser reescrita através da
multiplicacdo 6 - 9 = 6 * 5 mod 8. Ao efetuar o cancelamento teremos a seguinte
congruéncia, que sera falsa 9 # 5 mod 8, ou seja, o cancelamento na multiplicacao,

em geral, é falso.

Exemplo 3.11:

Vamos considerar a congruéncia anterior 54 =30 mod 8 < 6 -9 =6 "5 mod 8,
onde c = 6 e m = 8. Fazendo o mdc (6,8) = 2. Aplicando a proposicdo 2.6 e
cancelando o numero 6, teremos uma nova congruéncia de moédulo igual ao mdc
(6,8) = 2. Dai, obtemos: 9 = 5 mod 2, que € verdadeira. Observem que 0
cancelamento multiplicativo ocorreu devido a nova congruéncia, que possuird um

novo modulo

Exemplo 3.12:

Analisando a congruéncia modular 20 =6 mod 7 <= 2" 10 = 2 - 3 mod 7, onde
c=2em=7. Como mdc (2,7) = 1, podemos usar o corolario 2.1 e cancelar o fator
multiplicativo 2: 10 = 3 mod 7.

Constatem que a proposicdo 2.5 e o corolario 2.1 se parecem muito, porém
temos que nos atentar em algumas coisas. Na proposi¢céo 2.5 o mdc entre c e m tem

que ser divisor do modulo m, ou seja, o mdc (c,m) pode ser qualquer valor diferente
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de zero, e no corolario 2.1 o mdc entre c e m tem que ser 1, ndo podendo ser outro
valor. Logo, essas observacfes vao diferenciar quando usar a proposicdo 2.5 e

quando aplicar o corolario 2.1.

Exemplo 3.13:

Dada a congruéncia modular 15 = 2 mod 13, podemos utilizar o mesmo expoente na
congruéncia, que nao vai alterar nada. Assim, temos:

15121 = 2121 mod 13.
Exemplo 3.14:

Considere a congruéncia 17 = 2 mod 5, que pode ser reescrita de varias
maneiras: 17=2+5mod 5= 17=7mod5,17=2-5mod 5 < 17 = - 3 mod 5.

Exemplo 3.15:

Dada a congruéncia modular 13 = 6 mod 7, que sera reescrita subtraindo o
modulo 7 do lado direito, segue que: 13 =6 - 7 mod 7 = 13 = - 1 mod 7. Essa
ferramenta é muito utilizada, pois ficamos com -1 do lado direito, e com isso é
possivel aplicar o Corolario 2.1, colocando um expoente com valor alto e nao

alterara em nada, ja que um dos nimeros elevados a esse expoente sera -1.

3.4 CONGRUENCIA LINEAR
Exemplo 3.16:

Verifique se o inteiro x é solucdo das congruéncias lineares a seguir:

X =2 e 8x = 4 (modl2).

Resolucao:
Vamos substituir x = 2 na congruéncia linear, 8" 2= 4 (mod12) < 16 = 4

(mod 12). Agora vamos verificar se a Ultima congruéncia satisfaz o conceito:
12 |4 - 16 = -12 < 12 | -12, que é verdadeiro. Logo, x = 2 é uma solucéo da
congruéncia linear 8x = 4 (mod 12).

a) Xx=7e3x=1(mod5).

Resolucéo:
Vamos substituir x = 7 na congruéncia linear, 3°7= 1 (mod 5) & 21 =1

(mod 5). Agora vamos verificar se a Ultima congruéncia satisfaz o conceito: 5|1 - 21
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=-20 < 5| -20, que é verdadeiro. Logo, x = 7 € uma solucdo da congruéncia linear
8x = 4 (mod 12).
b) x=5e 6x = 15 (mod 21).

Resolucéo:
Vamos substituir x = 5 na congruéncia linear, 65 = 15 (mod 21) © 30 = 15

(mod 21). Agora vamos verificar se a Ultima congruéncia satisfaz o conceito: 21 |15 -
30= -15 © 21 | -15, que é falso, pois 21 =15, Logo, x = 5 ndo é uma solucéo da

congruéncia linear 6x = 15 (mod 21).

Exemplo 3.17:

Verifique se as congruéncias lineares possuem solucgdes.

a) 4x =5 (mod 6).

Resolucéo:
Temosa=4,b=5em=6emdc (46) = 2. E, 215, entdo a congruéncia

linear ndo possui solugéo,

b) 8x = 4 (mod12).

Resolucao:
Temosa=8,b=4em=12emdc (8,12) = 4. E, 4 | 4, entdo a congruéncia

linear possui solugao.

Exemplo 3.18:

Resolva as congruéncias lineares.

a) 4x = 2 (mod 6).

Resolucéao:
Vamos encontrar um numero inteiro x, que ao ser multiplicado por 4,

acharemos um valor que ao ser dividido por 6 e deixara resto 2. Primeiro
resolveremos por tentativa:

x=1,41=2 (mod 6) = 4 = 2 (mod 6). Verificamos que 4 ao ser dividido por 6,
deixa resto 4, porém a congruéncia mostra o resto 2. Logo, x = 1 ndo é solugéo da

congruéncia.
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Xx=2,4"2=2(mod 6) = 8 = 2 (mod 6). Verificamos que 8 ao ser dividido por 6,
deixa resto 2, a congruéncia também deixa resto 2. Logo, x = 2 é solugcdo da

congruéncia.

b) 6x = 12 (mod 5).

Resolucéo:
Antes de comecarmos a resolver a congruéncia, vamos melhora-la. Para isso

vamos dividir 6 por 5 e o resto encontrado é 1, substituira o 6 pelo resto 1. E ainda
temos 12 dividido por 5 e o resto achado € 2, 0 12 sera substituido por 2. Observem

que a congruéncia linear pode ter seus numeros diminuidos através dos restos.

Assim, a congruéncia linear sera reescrita: 1x = 2 (mod 5). Logo, a solucédo da

congruéncia linear é x = 2.

c) 14x = 200 (mod 9)

Resolucéo:
Antes de comecarmos a resolver a congruéncia, vamos melhora-la. Para isso

vamos dividir 200 por 9 e o resto encontrado € 2, substituira o 200 pelo resto 2. E
ainda temos 14 dividido por 9 e o resto achado € 5, o 14 sera substituido por 5.

Observem que a congruéncia linear pode ter seus numeros diminuidos através dos

restos. Assim, a congruéncia linear sera reescrita: 5x = 2 (mod 9). Agora fazendo por
tentativa:

x=1,5"1=2(mod9) = 5= 2 (mod 9). Verificamos que 5 ao ser dividido por 9,
deixa resto 5, porém a congruéncia é resto 2. Logo, x = 1 ndo € solucdo da
congruéncia.

x=4,5"4=2(mod 9) = 20 = 2 (mod 9). Verificamos que 20 ao ser dividido por 9,
deixa resto 2, a congruéncia também deixa resto 2. Logo, x = 4 é solucdo da

congruéncia.

d) 5x = 4 (mod 7)

Resolucéo:
Para resolver a congruéncia linear, vamos usar a propriedade 3.6.

Multiplicaremos a congruéncia por 3, pois a propriedade tem a restricdo de que o
mdc (c,m) = 1. Na congruéncia m = 7 (mod 7) e o ¢ = 3, nUmero que multiplicara a

congruéncia linear. Dai, mdc (3,7) = 1. Cabe ressaltar que o 3 foi escolhido, pois o
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mod 7 deixa resto 1, quando 15x (5x " 3) é dividido por 7. Entdo, uma técnica valiosa
€ buscar o resto 1 no niumero com a letra x, assim a congruéncia linear ja tera sua
solugéo.

5x "3 =43 (mod 7) = 15x = 12 (mod 7) = 1x = 5 (mod 7). Observem que 0 15 e 0
12 foram divididos por 7 (mod 7) e substituidos pelos seus respectivos restos, 1 e 5.

Logo, a ultima congruéncia oferece a solugdo x = 5.

e) 6x =5 (mod 11)

Resolucéo:
Para resolver a congruéncia linear, vamos usar a propriedade 3.6.

Multiplicaremos a congruéncia por 2, pois a propriedade tem a restricdo de que o
mdc (c,m) = 1. Na congruéncia m = 11 (mod 11) e o ¢ = 2, nimero que multiplicara a
congruéncia linear. Dai, mdc (2,11) = 1. Cabe ressaltar que o 2 foi escolhido, pois o
mod 11 deixa resto 1, quando 12x (6x"2) é dividido por 11. Entdo, uma técnica
valiosa é buscar o resto 1 no niumero com a letra x, assim a congruéncia linear ja
tera sua solucéo.

6x "2 =52 (mod 11) = 12x = 10 (mod 11) = 1x = 10 (mod 11). Observem que 0 12
e 0 10 foram divididos por 11 (mod 11) e substituidos pelos seus respectivos restos,

1 e 10. Logo, a ultima congruéncia oferece a solugéo x = 10.
f) 8x =4 (mod 12)

Resolucéo:
Observamos que a = 8, b =4 e m = 12 sdo mdultiplos de 4. Agora vamos

reescrever a congruéncia em forma de multiplicagdo por 4, que sera ¢ = 4.

Propriedade 3.7.

2x"4=4"1(mod 4" 3). Fazendo o mdc (c,m), temos mdc (4,12) = 4, teremos:

2x = 1 (mod 3). Agora fazendo tentativas na ultima congruéncia linear encontrada:
Xx=2,2"2=1 (mod 3) = 4 = 1 (mod 3). Verificamos que 4 ao ser dividido por 3,
deixa resto 1, a congruéncia também deixa resto 1. Logo, x = 2 é solucdo da

congruéncia.

Exemplo 3.19: (Colégio Naval — 1984)

O resto da divisédo por 11 do resultado da expressdo 12112° + 911932 - 34326 é:
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a9
b) 1
c) 10
d) 6
e 7

Resolucéo:
Primeiro vamos montar as congruéncias de 1211 e 9119 em modulo 11:

1211 =1 mod 11, (2.1)
9119 =0 mod 11. (2.2)
Aplicando o Corolario 2.2 nas congruéncias (2.1) e (2.2), segue que
121120 = 129 mod 11, (2.3)
911932 =0% mod 11. (2.4)
Agora vamos escrever a congruéncia com a pergunta do enunciado, e usando
as congruéncias (2.3) e (2.4), temos que
121120 + 911932 - 34326 = 120 + 032" 34326 =1 mod 11.
O resto da divisdo de 121120 + 911932 - 34326 por 11 é 1. Portanto a resposta
correta é a letra b.
Exemplo 3.20: (Colégio Naval — 2011)
E correto afirmar que o nimero 5201 + 2 - 112011 é mgltiplo de:
a) 13
b) 11
c)7
d)5
e)3
Resolucéo:
Como o enunciado da questdo ndo deu um comando especifico, vamos partir

das alternativas. Dai, vamos calcular inicialmente o resto da divisdo por 3,
reescrevendo as congruéncias utilizando a observacéo 1.
5=2=-1mod 3, (2.5)
11 =2 =-1mod 3 (2.6)
Adotando o Coroléario 2 nas congruéncias (2.5) e (2.6), obtemos:
52011 = (-1)?01 mod 3, (2.7)
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112011 = (-1)?9 mod 3 (2.8)
Escrevendo a congruéncia com a pergunta da questdo, e utilizando as
congruéncias (2.7) e (2.8), temos
52011 4 2 - 112011 = (_1)2011 4 D - (-1)2011 = 1 .2 =.3 = 0 mod 3.
Como o resto encontrado foi zero, portanto 52011 + 2 - 11201 é mltiplo de 3.
Dai, a resposta correta € a letra e.
Exemplo 3.21: (Colégio Naval — 2012)

Em dois tridngulos, T1 e T2, cada base & o dobro da respectiva altura. As
alturas desses triangulos, hi e h2, s&o numeros impares positivos. Qual é o conjunto
dos valores possiveis de hi e hz, de modo que a area de T1 + T2 seja equivalente a
area de um quadrado de lado inteiro.

a)0

b) unitario

c) finito

d){3,5,7,9 11, ..}

e){11,17, 23, 29, ...}

Resolucéo:
O tridngulo T1 tem altura h1 e base correspondente 2 * hi. Logo sua area é:
2-h1-h1 3
Sti=" 2 =hi,

O tridngulo T2 tem altura h2 e base correspondente 2 * h2. Portanto sua area é:

2-h2-h2 5
St = 2 th.

Seja a area T1 + T2 seja equivalente a area de um quadrado de lado k € Z,
temos que

511+512:k2‘=>hf+h%:k2_

Como hie hz sdo nimeros impares positivos, podemos supor h1 =2a+ 1 e hz
=2b+ 1, com a, b € Z;, Assim, temos:

hi+hi=k2= (2a+1)2+(2b+1)2=k2=4(@2+b2+a+hb)+2=k2

A (ltima igualdade mostra que o nimero k?, que é um quadrado perfeito, ao
ser dividido por 4, deixa resto 2. Entretanto, os restos dos quadrados perfeitos por 4
sao 0 ou 1. A seguir vamos provar esse fato.

Suponha 0 nimero par n = 2t e o nimero impar m = 2t + 1, com t € Z,
Fazendo (n)? = (2t)?> = n? = 4t2. Logo, n?, que é um quadrado perfeito, € multiplo de

4, ou seja, deixa resto zero ao ser dividido por 4. E ainda, (m)? = (2t + 1)> = m? = 4t?
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+ 4t + 1 = m? = 4(t2 + t) + 1. Portanto, m?, que é um quadrado perfeito, deixa resto 1
ao ser dividido por 4.

Assim, o quadrado de qualquer numero inteiro deixa resto 0 ou 1, quando
dividido por 4. Dai, ndo existem a e b que satisfacam a igualdade 4(a? + b%> + a + b) +
2 = k? e, consequentemente, o conjunto dos valores de hi e h2 que satisfazem as
condi¢cBes do enunciado é o conjunto vazio, ja que o resto encontrado foi 2.

Logo, a resposta da questédo € a letra @

Exemplo 3.22: (Colégio Naval — 2017)

Os nuameros x e y pertencem ao conjunto C = {17, 20, 23, 26, ..., 2018} e séao

tais que x = y. Sendo assim, pode-se concluir que 2017 - 2* + 8, na divisao por 7,
deixa resto:

a0

b) 1

c)3

d) 4

e)5
Resolucéo:

Inicialmente, observamos que todos os himeros do conjunto C deixam resto 2
na divisdo por 3, ou seja, podem ser escritos na forma 3k + 2, com k € N, Vamos
calcular o resto de 2017 utilizando congruéncia modulo 7, segue que

2017 =1 mod 7. (2.9)

Agora vamos encontrar o resto de 8 usando congruéncia moédulo 7, temos

que:
8Y=1Y=1mod 7. (2.10)
Para calcular o resto de 2%, vamos analisar as poténcias de 2 médulo 7,
obtemos:
20 =1 mod 7,
21 =2 mod 7,
22=4mod 7,

22=8=1mod 7,
24=16 =2 mod 7.
Assim, temos um periodo de repeticdo do tamanho 3, o que permite concluir o

seguinte:
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23k =1 mod 7,
23«1 =2 mod 7,
23k*2 =4 mod 7.
Onde k é um nimero natural qualquer. Como x € C e todo elemento do
conjunto C é da forma 3k + 2, com k € N, entdo x = 3k + 2, temos que
2x =232 =4 mod 7. (2.11)
Das congruéncias (2.9), (2.10) e (2.11), segue que
2017 2+ 8=1"4+1=5mod 7.
Portanto, o resto de 2017 - 2* + 8 na divisdo por 7 € 5. Dai, a resposta da
questao € letra e.
Exemplo 3.23: (Colégio Naval — 2018)
Considere a expressao (20182018)2018 que é uma poténcia de uma poténcia. E

correto afirmar que o ultimo algarismo do resultado dessa expressao é:

a0

b) 2

c)4

d) 6

e)8
Resolucéo:

Primeiro devemos considerar uma informacao importante do enunciado, que é
o Ultimo algarismo do resultado da expresséao, indicando a congruéncia médulo 10.
Agora, vamos encontrar o Ultimo algarismo de 2018218, analisando esse numero
modulo 10, para isso usamos o Corolario 2, segue que

2018 =8 mod 10 = 20182018 = 82018 = (23)2018 = 26054 mod 10.
Para calcular o resto de 2%%%4 temos que verificar as poténcias de 2 moédulo

10, obtemos
21 =2 mod 10,
22 =4 mod 10,
23 =8 mod 10,

24=16 = 6 mod 10.
25=32 =2 mod 10.
Assim, temos um periodo de repeticdo do tamanho 4, o que permite inferir o

seguinte:
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2%+1 =2 mod 10,
24+2 = 4 mod 10,
24+3 =8 mod 10,
24+ =16 = 6 mod 10.
Onde k é um nimero natural qualquer. Como queremos encontrar 20182018 =
26054 mod 10 (2.12), bastar efetuar a divisdo de 6054 por 4, que é o periodo de
repeticdo das poténcias de 2, temos que
6054 =4-1513 + 2
Com isso, 6054 = 4k + 2 (2.13), k € N, Calculando (2.12), a partir de (2.13),
segue que
20182018 = 26054 = 24k+2 = A mod 10. (2.14)
E ainda, temos que analisar (20182°18)2018 madulo 10, usando (2.14), obtemos
(20182018)2018 = (4)2018 = (22)2018 = 24036 0 10,
Fazendo 4036 = 4 1009, obtemos
(20182018)2018 = 24036 = 24 = 5 mod 10.

Logo, o ultimo algarismo de (20182018)2018 ¢ 6. Portanto, a resposta é a letra d.

Exemplo 3.24: (Colégio Naval — 2004)

Um namero natural N deixa resto 2, quando dividido por 3; resto 3 quando

dividido por 7; e resto 19 quando dividido por 41. Qual o resto do nimero k = (N+1)
(N+4) - (N+22) por 8617
a0
b) 13
c) 19
d) 33
e) 43
Resolucéo:
Inicialmente vamos utilizar o enunciado e montar trés congruéncias, temos
que
N =2 mod 3, (2.15)
N =3 mod 7, (2.16)
N =19 mod 41. (2.17)

Das congruéncias (2.15), (2.16) e (2.17), e usando a proposicao 2.4, temos
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N+1=2+1=3=0mod3 < 3| (N+1), (2.18)
N+4=3+4=7=0mod7 <=7]|(N+4), (2.19)
N+ 22 =19 + 22 =41 =0 mod 41 = 41 | (N+22). (2.20)
Como 37 41 =861]|(N+1) " (N+4) - (N+22) = k. Dai, o resto da divisdo de k
por 861 € 0. Logo, a resposta € a letra a.
Exemplo 3.25: (ENQ 2019 - 1 — b)
Prove, usando congruéncias, que 11"2 + 122"*1 & divisivel por 133, para

qualquer nimero natural n.
Resolucéo:

Primeiramente escreveremos a congruéncia de 11 modulo 133, temos que

11 = 11 mod 133. (2.18)
Da congruéncia (2.18), aplicando o Coroléario 2 e a observacédo 1, obtemos
112=112=121=-12 mod 133. (2.19)

Agora vamos multiplicar ambos os membros da equivaléncia (2.19) por 11",

proposicao 6, segue que
112 11" =-12 - 11" mod 133. (2.20)

Da congruéncia (2.20), temos que

112- 11" =-12 - 11" mod 133 = 11"2 =-12 11" mod 133. (2.21)

Com isso encontramos a primeira parcela da soma. Analisando a poténcia
1221 podemos notar que

12 =12 mod 133. (2.22)
Da congruéncia (2.22), aplicando o Coroléario 2.2 e a observacéo 2.1, obtemos
122=122 =144 = 11 mod 133. (2.23)

Agora vamos elevar ambos os membros da equivaléncia (2.23) por n,

Corolério 2.2, note que
(12%)" = 11" mod 133. (2,24)

Agora vamos multiplicar ambos os membros da equivaléncia (2.25) por 12,
proposicao 2.6, segue que

122" - 12 =11" 12 mod 133. (2,25)

Da congruéncia (2.25), temos que

122" - 12 =11""12 mod 133 = 12°2"*1 = 11" 12 mod 133. (2.26)
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Entdo, encontramos exatamente o valor da segunda parcela da, de acordo
com o enunciado da questdo. Com esses resultados, obtivemos duas congruéncias,
note que

112 =-12- 11" mod 133, (2.27)
122m1 = 11" 12 mod 133. (2.28)
Das congruéncias (2.27) e (2.28), e aplicando a proposicéo 3 (i), segue que
1172 + 122"*1 =0 mod 133. (2.29)

Assim, provamos que 11"2 + 122"*1 é divisivel por 133.

Exemplo 3.26: (OBMEP — 2017 b — Nivel dificil)

Somando 1 a um certo numero natural, obtemos um mdltiplo de 11, subtraindo

1 desse mesmo numero, obtemos um multiplo de 8. Qual o resto do quadrado desse

namero por 88.

Resolucéo:
Seja x 0 numero pedido. De acordo com o enunciado, temos que
x+1=0mod 11, (2.30)
x—1=0mod 8. (2.31)
Das congruéncias (2.30) e (2.31), e usando a proposi¢éo 2.4, note que
Xx+1-1=0-1mod 11 < x =-1 mod 11, (2.32)
X—1+1=0+1mod 8 < x= +1mod 8. (2.33)
Das congruéncias (2.32) e (2.33), e aplicando o Corolario 2.2, segue que
x? =1 mod 11, (2.34)
X?= 1mod 8. (2.35)
Das congruéncias (2.34) e (2.35), e dispondo da proposicéo 7, obtemos
x?= 1 mod 88. (2.36)

Portanto, o resto de x? por 88 sera 1.

Exemplo 3.27: (OBM — 2000 — 12 fase — nivel 1)

Se 0s numeros naturais sdo colocados em colunas, como se mostra abaixo,

debaixo de que letra aparecera o nimero 2000?
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A B C |D E F H ||
1 2 4 5
9 8 7 6
10 11 12 13 14
18 17 16 15
19 20 21
a)F
b) B
c)C
d) D
e)l
Resolucéo:

Escrevendo a sequéncia, temos: A, C, E, G, |, H, F, D, B. J4 que a sequéncia
se repete a cada 9 termos, para determinar a coluna em que estara o namero 2000,
devemos encontrar o resto da divisdo de 2000 por 9, isto é, o numero que é
congruente a 2000 médulo 9, temos que

2000 =2 mod 9.

Logo, o numero 2000 estara na mesma coluna que o niumero 2, ou seja, na
coluna C. Assim, a resposta € a letra c.
Exemplo 3.28: (OBMEP — 2012- 12 fase — nivel 2)

Cinco cartas, inicialmente dispostas como na figura, serdo embaralhadas. Em

cada embaralhamento, a primeira carta passa a ser a segunda, a segunda passa a
ser a quarta, a terceira passa a ser a primeira, a quarta passa a ser a quinta e a

quinta passa a ser a terceira.

S o Y Y (4 W9 [ P
& & |
Wl W W] e, e
Posicao inicial
3 & A 5** ;* 4&&
* * *. G
- E ¥ *'S i Z "L

Posicéo apds o primeiro
embaralhamento
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Qual sera a primeira carta apos 2012 embaralhamentos?

A
o
A) v
o
B) %
P&
o
c) L%
‘o
D) (¥,
Y
*-
£ [*%
Resolucao:

Considera a disposicao inicial das cartas: A, 2, 3, 4, 5.

ApOs o primeiro embaralhamento, a sequéncia das cartas sera: 3, A, 5, 2, 4.

Apbs o segundo embaralhamento, a sequéncia das cartas sera: 5, 3, 4, A, 2.

Apés o terceiro embaralhamento, a sequéncia das cartas sera: 4, 5, 2, 3, A.

Apos o quarto embaralhamento, a sequéncia das cartas sera: 2, 4, A, 5, 3.

Aposs o quinto embaralhamento, a sequéncia das cartas sera: A, 2, 3, 4, 5.

Podemos perceber que a cada cinco embaralhamentos a sequéncia de cartas
de repete. Entdo, para determinar a primeira carta da sequéncia ap6s 2012
embaralhamentos, devemos determinar o niumero que é congruente a 12 médulo 5,
note que

2012 =2 mod 5.

Portanto, apos 2012 embaralhamentos a sequéncia de cartas serd a mesma

gue depois dois embaralhamentos. Sendo assim, a primeira carta da sequéncia sera

0 5. Dai, a resposta € a letra e.
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Exemplo 3.29: (ENQ 2023.1 — Questéo 8)

Se b é um numero inteiro e positivo tal que o mdc (b,17) = 1, prove que 17

divide pelo menos um dos nimeros abaixo: b>—1,b% + 1, b* + 1, b® + 1.

Resolucéo:
Como 17 é primo e mdc (b,17) = 1, usando o Teorema 2.1 e a proposic¢ao 2.7,

temos que
b1 =p1® =1 mod 17.
Portanto, pela proposicéo 2, 17 | b'® — 1. Agora, observando que
b6 —1=(b®+1) (b®-1)
=(b*+1) (b*-1) (b®+1)
=b?+1) (b?-1) (b*+ 1) (b®+1).
Concluimos que 17 divide pelo menos um dos fatores b? -1, b2+ 1, b* + 1, b®
+ 1.

Exemplo 3.30: (ENQ 2021.2 — Questédo 1 - a)

Prove que 10" — 1 é divisivel por 9, para todon = 1.

Resolucéo:
Sabemos que 10 deixa resto 1 na divisao por 9, segue que

10 =1 mod 9. (2.37)
Da congruéncia (2.37), e aplicando o Corolario 2.2, para qualquer n = 1,
temos que
10" =1"mod 9. (2.38)
Da congruéncia (2.38), e pela proposicao 2.2, note que
10"=1"mod 9 <= 9| 10"- 1.
Assim, 10" — 1 é divisivel por 9.
Exemplo 3.31: (ENQ 2020.2 — Questéo 7 - a)
Mostre que se 7 | a® + b?, onde a e b sdo nimeros inteiros, entdo 7 |ae 7 | b.

Resolucéo:
Dado um nimero inteiro n, que deixa resto r ao ser dividido por 7, onde 0 =r =

6, e usando o Corolario2, segue que
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nN=0mod7=n?2=02mod 7 = n?=0mod 7,
N=1mod7=n2=12mod 7 = n?2=1mod 7,
nN=2mod7=n?>=2°mod 7 = n?=4mod 7,
N=3mod7=n’=3?mod7=n?=9mod7=n?=2mod 7,
N=4mod7=n°=4°mod7=n?=16 mod 7 = n?=2mod 7,
N=5mod7=n?>=5°mod7 = n?=25mod7 = n?=4mod?7,
n=6mod7=n?2=62mod7=n?>=36mod7 = n?>=1mod7.

Suponha que 7 taou 7 tbh,isto é, a® 0 mod 7 oub #0 mod 7. Analisando
todas as possibilidades, obtemos

a?+b?=1,2,3,4,5 6 mod?7.

Logo, a? + b>#0 mod 7. Portanto, se 7 | a> + b%, entdo 7 |ae 7 | b.

Ainda nessa questdo, cabe ressaltar que foi utilizada uma técnica de
demonstracao, que se chama Contraposicao. Essa técnica € aplicada em problemas
que aparegam o conectivo “se entdo”, e € o que ocorre na questao.

A técnica consiste em negar a hipGtese e a tese, em seguida, inverter a
posicdo desses elementos.

Se7|a?+b%entdo7]|ae7|b=Se7taou7th, entdoa®+b?>*0mod?7.

Com isso, nossos esfor¢os se limitam em provar a negacao da hipotese.

Exemplo 3.32: (ENQ 2020.2 — Questéo 8)

Seja m um namero natural. Dois nimeros inteiros a e b séo ditos congruentes

modulo m se os restos da divisdo euclidiana de a e b por m séo iguais. Quando os
inteiros a e b sdo congruentes modulo m, escreve-se
a=bmodm

Suponha que a, b, m € Z, com m = 1. Prove que a = b mod m se, e somente
se,m|b-a.
Resolucéo:

Sejama=mq: + r. e b =mgz + r2,com 0 = r1, r2 < m, as divisées euclidianas
de a e b por m, respectivamente.

Suponha que a = b mod m. Segue, da definicdo, que r1=rz2, segue que

b—a=m(@2—qg)+r2—ri=m(qz—qu) +rz—r2=m (gz — qa).
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Dai, m | b — a. Reciprocamente, suponhaquem|b—-a.Comorz—ri=b-a-
m (g2 — q1) e m | b — a, concluimos que m | r2 — r1. Sendo 0 = r1, r2 < m, temos que |r2

—r1] = m, assim r1 = r2. Portanto, a = b mod m

Exemplo 3.33: (ENQ 2020.1 — Questdo 5—-ae b)

a) Quais sdo possiveis restos da divisdo do quadrado de um ndmero inteiro

por 5? Uma tripla pitagérica € uma tripla de inteiros positivos a, b e c tais que a? = b?
+ C2,
b) Use o item (a) para mostrar que em toda tripla pitagorica sempre ha um

multiplo de 5?

Resolucéo:
a) Todo numero inteiro deixa resto 0, 1, 2, 3, ou 4 quando dividido por 5. Desta

forma, se n € um inteiro qualquer, temos uma, e apenas uma, das seguintes
situacdes:

Nn=0mod5 = n?=0%2mod5 = n?=0mod 5,

N=1mod5=n?2=12mod5 =" n?=1mod 5,

n=2mod5=n?=22mod 5= n?=4mod 5,

N=3mod5=n?2=3?mod5=n?>=9mod5 = n?=4mod 5,

N=4mod5=n?2=42mod5=n?=16 mod5 = n?=1mod 5.

Dai, um quadrado perfeito deixa resto 0, 1 ou 4 quando dividido por 5.

No caso em que um dos inteiros a ou b é multiplo de 5, ndo ha o g provar.
Suponhamos entdo que nem a nem b sejam multiplos de 5. Entdo, deve ocorrer uma
das possibilidades abaixo:

a?=1mod5eb?=1mod5=a?+b>=2mod5 = c?=2mod 5,

a2=4mod5eb2=4mod5=a?2+b2=8mod5=c2=3mod5,

a?=1mod5eb?=4mod5=a?+b>=5mod5 = c?>=0mod5,
a2=4mod5eb2=1mod5= a2+ b2=5mod5 =" c2=0mod>5.

b) Pelo item (a) sabemos que 0s primeiros casos Sao impossiveis, ja que 0S
restos da divisdo por 5 ndo podem ser 2 nem 3 e 0s dois Ultimos casos significam
que c? e, portanto, ¢, € mdltiplo de 5. Isso mostra que deve haver um miltiplo de 5

entre os inteiros a, b e c.
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Exemplo 3.34: (ENQ 2019.2 — Questéo 8 — b)

Resolucéo:
Como p é primo, pelo Corolério 2.3, temos que

3P=3modp=p|3r-3.
Escrevendo 3P + 382 = 3P — 3 + 385, concluimos que p | (3P + 382) se, e

somente se, p| 385 =57 11. Portanto, p=5, 7 ou 11.

Exemplo 3.35: (ENQ 2017.2 — Questdo 6 —a e b)

Sejam a e b numeros inteiros e p um namero primo. Prove que:

a)Sep|aP—-bP,entdop|a—Dh.
b) Se p | aP — bP, entédo p? | a® — b2.

Resolucéo:
Suponha que p | aP — bP. Como p € primo, e aplicando o Corolério 2.3, note
que
a’=amodp<plaP-a, (2.39)
bP=bmodp < p|bP-h. (2.40)

Das congruéncias (2.39) e (2.40), e pela proposicéo 2.3, obtemos
aP-bP=a—-bmodp=p|aP-bP+a-h.
Agora, como p | aP — bP, concluimos que p | a — b. Suponha que p | aP — bP.
Segue que, usando o item (a),
pla—-b<a=bmodp. (2.41)
Da congruéncia (2.41), e aplicando o Coroléario 2.2, note que
a=bmodp<a"=b"mod p.
Dai,
aPl+aP?b + ...+ abP? + bPl = pPl + bP2h + ... + bbP2 + bPL = pbPl =0 mod p.
Como aP — bP = (a - b) (@P! + aP?b + ... + abP2 + bP1) e os dois fatores séo

divisiveis por p, concluimos que p? | a®> — b2

Exemplo 3.36: (ENQ 2016.2 — Questdo 8 —a e b)

Dados a, n € ¥ a = 2 impar, mostre que:

a® -1

a) Se ~» épar, entdo a é daforma 4k + 1 ou n € par.
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a® -1

b) Se a é da forma 4k + 1 ou n é par, entdo ~ > & par.

Resolucao:

a?!_l a?!_l

Suponha que ~> € par, segue que  » = 2Kk, dai a" = 4k + 1 ou equivalente a"
=1 mod 4. Como a é impar, a = 3 = -1 mod 4.Logo, n é par pois, caso contrario,
teriamos a" = -1 mod 4. Suponhamos que a € da forma 4k + 1, segue que

a =1 mod 4. (2.41)

Da congruéncia (2.41), e pelo Corolario 2, note que

a" =1 mod 4.

a® -1

Portanto, —> = 2k € par. Suponhamos eu n € par. Como a é impar, temos

a=1mod4oua=3=-1modA4.

ai‘!

1
Nos dois casos, a" =1 mod 4. Dai, "> =2k é par.

Exemplo 3.37: (ENQ 2016.1 — Questéo 5)

Se p € um namero natural primo, mostre que 2(°+1° = 256 mod p.

Resolucéo:

Como p € primo, e através do Coroléario 2.3, segue que

2P =2 mod p. (2.42)
Da congruéncia (2.42), e aplicando o Corolario 2.2, temos que
27" = (2P)P = 2P = 2 mod p, (2.43)
27°= (2P)P* = 2P = 2 mod p, (2.44)
2% = (27)3 = 23 mod p, (2.45)
2% = (2°)3 = 23, (2.46)

Das congruéncias (2.43), (2.44), (2.45) e (2.46), e sabendo que (p+1)3 = p3 +
3p2+ 3p + 1, obtemos
20pHLT 2RI IR AL Pt W 2% - 01= - 8- 8 2= 256 mod p.

Portanto, 2%**" = 256 mod p.

Exemplo 3.38: (ENQ 2015.2 — Questdo 3—ae b)

a) Calcule o resto da divisdo de 28237 por 13.

b) Determine o algarismo das unidades do nimero 77***")
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Resolucéo:
a) Dividindo 28 por 13 deixa resto 2. Note que
28 =2 mod 13. (2.47)
Da congruéncia (2.47), e pelo Coroléario 2.2, segue que
28 =2 mod 13 = 282 = 22=4 mod 13, (2.48)
28 =2 mod 13 =2 283 = 23 =8 mod 13, (2.49)
28 =2 mod 13 = 284=24=16 = 3 mod 13, (2.50)
28 =2 mod 13 = 286 =2 =64 = -1 mod 13. (2.51)

Das congruéncias (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51), e escrevendo 237 =6 " 39 +
3, temos que
28237 = 28° %% = (2g6)39 - pg3 = (-1) " 8 =- 8 =5 mod 13.
Portanto, o resto da divisdo de 28237 por 13 é 5.
(b) Calcular o algarismo das unidades do nimero 7" equivale a encontrar o
resto desse numero por 10, e ainda temos que nos atentar a observacéo 1, e por fim

do Corolério 2.2, note que

7=7=-3mod 10, (2.52)

72 = (-3)2= 9mod 10, (2.53)
74=9" = 81 =1mod 10, (2.54)
7% = (749 = 1 mod 10. (2.55)
Por outro lado, ainda usando a observacédo 2.1 e o Corolario 2.2, segue que
7=3=-1mod 4, (2.56)
71000 = (.1)1000 = 1 mod 4, (2.57)

Da congruéncia (2.57), obtemos

71000 = 4q + 1. (2.58)

Da congruéncia (2.55) e da igualdade (2.58), temos que
7U) = 749+1=749-7 =17 mod 10.

Logo, o algarismo das unidades do namero 77*") é 7.

Exemplo 3.39: (ENQ 2015.1 — Questéo 6)

Sejam a, b e c inteiros tais que a3 + b3 + ¢3 é divisivel por 9. Mostre que pelo

menos um dos inteiros a, b ou c é divisivel por 3.
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Resolucéo:
Observamos primeiramente que, se um namero n nao divisivel por 3 entdo ele

€ da forma 3k + 1 ou 3k + 2, logo n3 é da forma 9k +1 ou 9k + 8.
Portanto, se n ndo divisivel por 3 entdo n® =1 mod 9 ou n® = 8 mod 9.
Suponha que nenhum dos inteiros a, b e ¢ seja divisivel por 3. Segue que o0s
cubos desses numeros sédo congruentes a 1 ou a 8 médulo 9.
Considerando todas as possibilidades para a soma de trés cubos teremos:
at+bhb¥+c:=1+1+1=3mod?9,
at+b3+c=1+1+8=10=1mod?9,
at+bh®+c:=1+8+8=17=8mod?9,
al+h3+c2=8+8+8=24=6mod9.

Portanto, obtemos a3 + b3 + ¢3 ndo é divisivel por 9.

Exemplo 3.40: (ENQ 2014.1 — Questéo 7)

Mostre que a’ = a mod 21, para todo inteiro a.

Resolucao:
Sabendo que (3,7) = 1, e pelo Corolario 2.3, seguem as seguintes

congruéncias:

a’=amod 7, (2.59)
a®=amod 3. (2.60)

Da congruéncia (2.60), aplicando o Coroléario 2.2, temos
a®=amod 3= (a®)2=a2z2mod 3 = a® = a2 mod 3. (2.61)

Da congruéncia (2.61), e pela proposicao 2.6, obtemos
a®=azmod3=a® @a=a2 amod3=a’=a3mod 3. (2.62)
Da congruéncia (2.62), e pelo a congruéncia (2.60), segue que
a’=a®=amod 3. (2.63)
Das congruéncias (2.59) e (2.63), e pela proposicéo 2.7, note que
a’ =amod [3,7] = a’ = amod 21.

Logo, a’ = amod 21.

Exemplo 3.41: (ENQ 2012.3 — Questéo 7)

S
2N’ +:s"N°+3:=n.

Mostre que, para todo n € N, é inteiro o nUmero
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Resolucéo:
Pelo Corolério 2.3, temos as seguintes congruéncias
n®>=n mod 5, (2.64)
n’=nmod 7. (2.65)
Das congruéncias (2.64) e (2.65), e usando a proposi¢éo 2.2, obtemos
n°=nmod5<=5|n°-n, (2.66)
nN“=nmod7<7]|n"—n. (2.67)

1 1 23
Reescrevendo 7 n’ +5°n®+ 3= " n, segue que

23 n'-n n®—n

NP+z="N="7 + 5 +n (2.68)

1 1
N’ +3°

1
Das equivaléncias (2.66) e (2.67), e pela igualdade (2.68), obtemos que 7 * n’

23 1
"n®+ 3= " n éum ndmero inteiro. Portanto, é inteiro o nmero =" n’ +

1 1 23
+ s = N°+3:n.

Exemplo 3.42: (Banco de questbes da OBMEP - Olimpiada Brasileira de

Matemética das Escolas Publicas).
A, B, C, D, E, F e Hsao os fios de apoio que uma aranha usa para construir
sua teia, conforme mostra a figura. A aranha continua seu trabalho. Sobre qual fio de

apoio estara o numero 118.

Resolucéo:
Nessa questéo, temos 8 fios de apoio para a aranha. Como ela inicia sua teia

no fio A, ela voltara a esse mesmo fio apds ter realizado 8 movimentos, novamente

apos 16 movimentos, ou seja, a cada 8 movimentos que ela realizar estara
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novamente no fio A. Isso significa que os movimentos multiplos de 8 (aqueles que

deixam resto zero, quando divididos por 8) levardo a aranha novamente ao fio A. Ao
dividirmos 118 por 8, temos 118 = 8 ~ 14 + 6. Isso significa que a aranha passou 14
vezes pelo fio A e, em seguida, realizou mais 6 movimentos, parando sobre o fio G.

Logo, o niumero 118 estara apoiado sobre o fio G.

Exemplo 3.43: (ENQ 2021.2 — Questéo 8)
Determine o resto da divisdo por 19 do niamero

S =118+ 218 4 318 4+ 4+ Q518

Resolucéo:
Primeiramente observamos que a soma possui cinco multiplos de 19, ou seja,

deixam resto zero na divisdo por 19. Aplicando o Corolario 2.2, temos que
19 =0 mod 19 = 19'8 =0'® mod 19,
38 =0 mod 19 = 388 =0'® mod 19,
57 =0 mod 19 = 578 =0 mod 19,
76 =0 mod 19 = 76'® =0'® mod 19,
95 =0 mod 19 = 758 =0'® mod 19.
Logo, das 95 parcelas da soma S, vamos considerar apenas os restos das 90
parcelas restantes, pois 5 parcelas deixam resto zero.
Como 19 é primo e mdc das noventa parcelas restantes com 19 € igual a 1,
usando o pequeno Teorema de Fermat, proposicao 7, segue que
1191 =118 =1 mod 19,
2191 =218=1 mod 19,
3191 =3%® =1 mod 19,

94191 = 9418 = 1 mod 19.
Dai, as noventa parcelas restantes possuem resto 1, cada uma, na divisao
por 19. Totalizando noventa restos na divisao por 19, note que
S=1+1+1+..+1=90mod 19.
E ainda, o resto na divisdo por 19 deve varia entre zero e 18, ndo podemos
adotar 90 como resposta, para finalizar basta verificar o resto de 90 por 19, temos

que S = 14 mod 19. Portanto, o resto € igual a 14.
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3.5 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Exemplo 3.19:

Considere a equacédo 2x + 3y = 10, onde a =2, b = 3 e ¢ = 10. Verificamos que Xo =
2 e Yo =2 é uma solucado particular da equacédo acima. Basta substituir Xo e Yo na

equacao dada: 2 -2 + 3" 2 = 10. Vejamos em que condi¢des (1) admite solucdes.

Exemplo 3.20:

Verifique se as equagdes 2x + 6y = 5 e 5x + 10y = 95 possuem solucdes.

Resolucéo:
Primeiro, considerando 2x + 6y = 5, vamos calcular o mdc(2,6) = 2. Agora

observamos que 2 nao divide 5, entdo a equagéo nao possui solucao.
Segundo, considerando 5x + 10y = 95, e calculando mdc(5,10) = 5. Como 5

divide 95, a equacédo possui solucéao.

Exemplo 3.21:

Encontre a solucéo geral das equac@es diofantinas a sequir.
a) 14x + 26y = 48

Resolucao:
Primeiro vamos verificar se a equacao diofantina possui solugdo. Sabendo

que a = 14, b = 26 e ¢ = 48, temos que mdc (14,26) = 2 e 2|48, entdo a equacéao
possui solucao.

Como a, b e ¢ sdo multiplos de 2, podemos dividir a equacao diofantina por 2.
14x + 26y = 48 < 7x + 13y = 24, considerando a = 7, b = 13 e ¢ = 24. Agora vamos
achar uma solucao particular, transformando a equacao em uma congruéncia linear,
temos: 7x + 13y =24 < 13x = 24 (mod 7).

Dividindo 13x e 24 por 7 (mod 7), para substitui-los pelos respectivos restos,
que séo: 6x e 3. Reescrevendo a congruéncia linear.

13x = 24 (mod 7) < 6x = 3 (mod 7). Como 6 e 3 sdo multiplos de 3,
podemos coloca-los em forma de multiplicacdo: 3 - 2x = 3 1 (mod 7). Como mdc

(3,7) =1, de acordo com a propriedade 3.6, podemos escrever: 2x = 1 (mod 7).
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Agora podemos usar as tentativas para a variavel x, na ultima congruéncia
linear encontrada.
x=1,2"1=1(mod 7) © 2 = 1 (mod 7). Verificamos que 2 ao ser dividido por 7,
deixa resto 2, a congruéncia deixa resto 1. Logo, x = 1 ndo é solucdo da congruéncia
linear.
Xx=4,2"4=1(mod7) € 8 =1 (mod 7). Verificamos que 8 ao ser dividido por 7,
deixa resto 1, a congruéncia também deixa resto 1. Logo, x = 4 é solugédo da

congruéncia linear.
Assim, Xo = 4 é uma solucao particular da equacao Diofantina. Substituindo Xo

= 4 na equacgao, temos: 7 - 4 + 13y= 24 < 28 + 13y= 24 < 13y = 24 — 28

—4
© 183y = —4oy=T13

-4
Logo, o par de inteiros Xo = 4 e Yo = 13 € uma solucgéo particular da equacao.

Até agora a resolugdo nao foi novidade, pois ja efetuamos esses céalculos em
exemplos anteriores. Agora, para achar a solucéo geral, vamos a proposicéo 3.3:

X=Xo—-bt=x=4-13t
-4
y=Yot+atSy=13+7t

ondet € Z,
4
Logo, x =4 —13tey = 13 + 7t, com t €Z, é a solucdo geral da equacio

Diofantina Linear.
b) 25x — 28y = 37

Resolucéo:
Reconhecendo os coeficientes da equagdo a = 25 b = - 28 e c = 37 e

verificando se ela possui solu¢do: mdc (25, -28) = mdc (25,28) = 1 e 1|37. Portanto a
equacao possui solucao.

Reparem que sé resolvemos exemplos, que os coeficientes eram positivos.
No entanto, temos b = - 28. Quando isso acontecer, encontre uma solucéo particular
colocando os coeficientes todos positivos, na forma ax + by = c.

Encontrando uma solugao particular de (i) 25x + 28y = 37. Vamos transformar

a equacao em uma congruéncia linear.

25x + 28y = 37 € 28y = 37 (mod 25)
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Dividindo 28y e 37 por 25 (mod 25), para substitui-los pelos respectivos
restos, que sdo: 3y e 12. Reescrevendo a congruéncia linear.

28y = 37 (mod 25) < 3y = 12 (mod 25). Como 3 e 12 sdo mdltiplos de 3,
podemos coloca-los em forma de multiplicacéo:

3 1y =34 (mod 25).

Como mdc (3,25) = 1, de acordo com a propriedade 3.6, podemos escrever:
1y =4 (mod 25).

Dessa Ultima congruéncia linear, ja temos uma solucéo particular Yo = 4.

Dai, Yo =4 é uma solucéo particular da equacgédo Diofantina (i). Substituindo Yo
= 4 na equacao, temos: 25x + 28 * 4= 37 < 25x + 112= 37 < 25x = 37 - 112
& 20x =75 & x=-3.

Logo, o par de inteiros Xo = - 3 e Yo = 4 é uma solucéo particular da equacao
().

Para encontrar uma solucdo particular de 25x — 28y = 37, devemos usar a
seguinte nota:

Quando os coeficientes de x e y numa equacdo Diofantina linear ndo sao
ambos positivos sua resolucao pode ser feita mais facilmente observando que:
se (¥o,Yo) é solucdo de ax + by = c, entdo (—%¥o,Y), (X0, —¥0),(—X0,—¥0) séo
solucdes respectivamente de: -ax + by =c,ax-by=ce-ax-by=c

Ou seja, encontramos uma solucdo particular, como se a equacao possuli
todos os coeficientes positivos, depois verificamos em qual forma ela se encaixa: -a
eb,ae-be-ae-b.

No nosso exemplo a equacéo é a e -b, com isso usamos (xo, —¥o)-

Assim, o0 par de inteiros Xo = - 3 e Yo = 4, que é solucao da equacdo com
todos os coeficientes positivos, sera escrito em (¥o,—¥), para sabermos uma
solucéo particular de (ii) 25x — 28y = 37.

Portanto, (=3, —4) é uma solucéo particular de (ii).

Agora, para achar a solucdo geral da equacgéo 25x - 28y = 37, vamos usar a
proposicao 3.3

Xx=Xo—bt S x=-3-(-28)t S x=-3 + 28t

y=Yo +at = y=-4+ 25t
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ondet € Z,

Logo, x=-3 + 28tey =-4 + 25t, com t € Z, é a solucdo geral da equacio

Exemplo 3.22:

Dada a equacédo 3x + 4y = 20, encontre uma solucéo particular.

Resolucao:
3x + 4y = 20. Inicialmente temosquea=3,b=4ec=20.0O0mdc (34)=1e

como 1|20 a equacéo (i) possui solugéo.

Escrevendo 1 como multiplicacdes de 3 e 4 temos:
(i3 (-1)+4-1=1

Multiplicando (ii) por 20, obtemos:
(iii)3-(-20)+4-20=1"-20

Logo, o par de inteiros Xo = -20 e Yo = 20 € uma solucdo particular da equacao
3x + 4y = 20.

Observamos que esse método € utilizado, pois apds escrever as
multiplicagcbes com resultado 1, podemos multiplicar a igualdade toda pelo ¢ = 20.

Exemplo 3.23:

Dada a equacédo 3x + 5y = 50, encontre uma solucao particular.

Resolucao:
Primeiramente vamos utilizar fatoragcdo por evidéncia, para escrever (i) 3x +

5y = 50 na forma do algoritmo da divisdo euclidiana.

3x + 5y =50 < 3x + 3y + 2y = 50 < (ii) 3 * (x+y) + 2y = 50. Percebemos que (ii)
esté escrito na forma do algoritmo da divisdo, onde 50 é o dividendo, 3 o divisor e 2y
o resto. Ao dividir 50 por 3, achamos 2 no resto. Dai, podemos escrever 2y =2 <y
= 1. Logo, o par de inteiros *¥o = 15 e Yo = 1 € uma solugdo particular da equacao (i).

Exemplo 3.24: Encontre uma solugao particular da equacgao x + 7y = 19.

Resolucao: Inicialmente temos quea=1,b=7 e c=19. O mdc (1,7) =1 e como
1]19, a equacgao possui solucao.
Agora basta considerar y = 0 e substituindo na equacéo, temos: x + 7 - 0 = 19

< x = 19. Assim, 0 par de inteiros *o = 19 e Yo = 0 é uma solucdo particular da

equacao.
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Exemplo 3.25:

Encontre uma solucao particular da equacao 2x + 5y = 15.

Resolucéo:
Inicialmente temos que a=2,b=5e c=15. O mdc (2,5) = 1 e como 1|15, a

equacao possui solucao.

Verificamos que o coeficiente b = 5 é multiplo de ¢ = 15, pois 5 - 3 = 15.
Vamos considerar x = 0 e substituindo na equacéo, temos: 2 - 0 + 5y= 15 < 5y= 15
< y = 3. Assim, 0 par de inteiros Xo = 0 e Yo = 3 € uma solucao particular da
equacao.

Exemplo 3.26:

Transforme a equacgao Diofantina em congruéncia linear e encontre uma solugéo
particular.
a) 11x +7y =58

Resolucao:

A equacéo informada possui a = 11, b = 7 e ¢ = 58. Assim, teremos: 11x + 7y =
58 < 11x =58 (mod 7).

A seguir vamos encontrar uma solucdo particular da equacao Diofantina,
resolvendo a congruéncia linear. Cabe ressaltar que esse método € ensinado, pois a
equacao do exemplo ndo se encaixa em nenhum dos quatro métodos anteriores.

Primeiro vamos dividir 11x e 58 por 7 (mod 7), para substitui-los pelos

respectivos restos, que sao: 4x e 2. Reescrevendo a congruéncia linear encontrada:

11x = 58 (mod 7) < 4x = 2 (mod 7). Agora podemos usar as tentativas para a
variavel x.

x=1,4"1=2(mod 7) = 4 = 2 (mod 7). Verificamos que 4 ao ser dividido por 7,
deixa resto 4, a congruéncia deixa resto 2. Logo, X = 1 ndo é solugéo da congruéncia
linear.

Xx=2,4"2=2(mod7)= 8 =2 (mod 7). Verificamos que 8 ao ser dividido por 7,
deixa resto 1, a congruéncia deixa resto 2. Logo, X = 2 ndo é solugéo da congruéncia

linear.
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x=3,4"3=2(mod7)= 12 = 2 (mod 7). Verificamos que 12 ao ser dividido por 7,
deixa resto 5, a congruéncia deixa resto 2. Logo, X = 3 ndo é solu¢édo da congruéncia
linear.
X=4,4"4=2(mod7)= 16 = 2 (mod 7). Verificamos que 16 ao ser dividido por 7,
deixa resto 2, a congruéncia também deixa resto 2. Logo, x = 4 é solucdo da
congruéncia linear.

Assim, Xo = 4 é uma solucdo particular da equacao Diofantina. Substituindo *o
=4 na equacio, temos: 11 -4 + 7y=58 <> 44 + 7y=58 & 7y =58 —44 <= 7y = 14
< y = 2. Logo, o par de inteiros Xo = 4 e Yo = 2 é uma solugdo particular da

equacao.
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4 RESOLUCAO DE QUESTOES

Nesta parte apresentamos uma bateria de exercicios e suas respectivas
resolucdes, extraidos do banco de questbes do concurso do Colégio Naval, da
OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas), da OBM
(Olimpiada Brasileira de Matematica) e do ENQ (Exame Nacional de Qualificacéo do
Mestrado PROFMAT). Os enunciados foram transcritos conforme aparecem nos
bancos de questdes, por este motivo as tabelas e as figuras ndo foram numeradas.

Diversas situagcGes-problema do cotidiano dos alunos, dos Anos finais do
Ensino Fundamental, os quais futuramente estardo no ensino superior, podem ser
resolvidas utilizando o conceito de congruéncia modular, que nada mais é do que

trabalhar com os restos achados através da divisdo de nidmeros inteiros.
4.1 GENERALIZACAO DO TEOREMA CHINES DO RESTO.

1) Resolva o sistema

X =2 (mod 3), X =3 (mod 4), X =4 (mod 5), X = 2 (mod 6).

Resolucao:
Primeiro temos que verificar se o sistema possui solu¢do, para isso temos que

destacar as congruéncias lineares duas a duas, que possuem os modulos multiplos
e efetuar o maximo divisor comum entre eles.

X =3 (mod 4), X =2 (mod 6)

Agora, calculamos (4,6) = 2 e verificamos: 3 # 2 (mod 2) temos, pelo Teorema
do Resto Chinés Generalizado, que o sistema nado tem solucéo.

Observamos que o mdc sera o modulo da congruéncia formada, o 3 e 2 sao

encontrados nas duas congruéncias lineares destacadas.

2) Resolva o sistema

X=1(mod4), X =5 (mod 6), X =2 (mod 9), X = 3 (mod 10).

Resolucao:
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Primeiro temos que verificar se o sistema possui solucao, para isso temos que
destacar as congruéncias lineares duas a duas, que possuem 0s moédulos multiplos

e efetuar o maximo divisor comum entre eles.
X =1 (mod4), X=5 (mod 6)
Agora, calculamos (4,6) = 2 e verificamos: 1 = 5 (mod 2).
X =1 (mod 4), X =3 (mod 10)
Agora, calculamos (4,10) = 2 e verificamos: 1 = 3 (mod 2).
X =5 (mod 6), X =2 (mod 9)
Agora, calculamos (6,9) = 3 e verificamos: 5 = 2 (mod 3).
X =5 (mod 6), X = 3 (mod 10)
Agora, calculamos (6,10) = 2 e verificamos: 5 = 3 (mod 2).
Pelo Teorema Chinés dos Restos Generalizado, que o sistema tem solugéo.

Observa-se que as congruéncias lineares, que os moédulos sdo multiplos, tém que

ser destacadas duas a duas. A solucdo do sistema sera dada por:

X=Cixam1+Cz"x2"mz2+ C3z x3 ' m3+ Csa"~Xa ma+ [a1, az, as, as] " n, com
n€Z onde x1 M1+ X2 M2+ X3 M3+ Xa Mg =1.

Das congruéncias lineares do sistema, temos:

X=1(mod4),Ci=leai=4.

X=5(mod6),C2=5e az=6.

X=2(mod9),Cs=2eaz=9.

X =3 (mod 10), C4a=3 e as = 10.

Calculando [4, 6, 9, 10] = 180

E ainda, temos:

[al.az.a3.a4] [4.6,9.10] 180

mi = al = 4 = a1 =45,
[alaZa3ad] [46910] 180

mz = a2z = 6 = s =30.
[ala2.a3a4] [469.10] 180

ms = a3 = g = 9 =20.
[ala2.a3a4] [469.10] 180

mas = a4 = 10 = 10 =18.

Agora, vamos calcular x1, X2, X3 € X4, @ partir de X2 "ma + X2 "mz2 + X3 M3 + X4

"ma=1.
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Se x1°45 + x2°30 + x3°20 + x4~ 18 = 1, entdo podemos encontrar x1 = x2 = 1,
X3=-1le Xxa=-3.

Portanto, a solucéo é dada por:

X=Ci1 X1 m1+C2"x2"mz2+ C3z x3"m3z + Cs Xa ma+ [a1, az, as, a4] ~ n, com
n€LZ

X=1"1"45+5"1"30+2 (-1)"20 + 3 "(-3) 18+ 180 " n = 45 + 150 — 40 —
162 = -7 =173 (mod 180).

Dai, X = 173 (mod 180).

E ainda, podemos escrever o conjunto: S = {173 + 180n; n € Z},

3) Ache os inteiros que deixam restos 1, 2, 5, e 5, quando divididos

respectivamente por 2, 3, 6 e 12.

Resolucao:
Queremos encontrar a solugéo para o sistema:

X=1(mod 2), X =2 (mod 3), X =5 (mod 6), X =5 (mod 12).

Primeiro temos que verificar se 0 sistema possui solugéo, para isso temos que
destacar as congruéncias lineares duas a duas, que possuem o0s modulos multiplos
e efetuar o maximo divisor comum entre eles.

X =1 (mod 2), X =5 (mod 6)

Agora, calculamos (2,6) = 2 e verificamos: 1 = 5 (mod 2).

X =2 (mod 3), X =5 (mod 6)

Agora, calculamos (3,6) = 3 e verificamos: 2 = 5 (mod 3).

X =5 (mod 6), X =5 (mod 12)

Agora, calculamos (6,12) = 6 e verificamos: 5= 5 (mod 6).

Pelo Teorema do Resto Chinés Generalizado, que o sistema tem solugéo.
Observa-se que as congruéncias lineares, que os moédulos sdo mdultiplos, tém que
ser destacadas duas a duas. A solucdo do sistema sera dada por:

X=Ci1'x1'm1+Cz2"x2"mz2+ C3z x3"m3z+ Cs Xa ma+ [a1, az, as, as] ~ n, com
n€Z onde x1 M1+ X2 M2+ X3 M3+ X4 mMa = 1.

Das congruéncias lineares do sistema, temos:

X=1(mod2),Ci=leai=2.
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X=2(mod3),C2=2eaz=3.
X=5(mod6),Cs=5eaz=6.
X=5(mod 12), Cs=5eas=12.
Calculando [2, 3, 6, 12] = 12

E ainda, temos:

[al.a2,a3.a4] [23.612] 1z

mi = al = 2 =2z =0.
[alaZa3a4] [2.3.612] 12

m2 = a2z = 3 =3 =4,
[alaZa3ad] [23.612] 12

ms = a3 = 6 =5 = 2.
[al.a2,a3.a4] [23.612] 1z

ma = a4 = 12 =12=1.

Agora, vamos calcular xi, X2, X3 € X4, a partir de Xxa"mai + X2 "mz2 + X3 m3 + Xa
"ma=1.

Sex1"6+x274+x3°2+xs"1=1, entdo podemos encontrar x1 = x4 =1 e X2 =
X3=-1.

Portanto, a solucéo é dada por:

X=Ci1'x1'm1+Cz2"x2"mz2+ C3 x3'm3z+ Cs Xa ma+ [a1, az, as, as] ~ n, com
n€Z

X=1"16+2"(-1)"4+5"(-1)"2+5°1°1+12°'n=6-8-10+5=-7
=5(mod 12).

Dai, X =5 (mod 12).

E ainda, podemos escrever o conjunto: S = {5 +12n; n € Z},

4) Resolva o sistema

X =4 (mod 6), X =13 (mod 15), X = 8 (mod 14), X = 1 (mod 7).

Resolucéo:
Primeiro temos que verificar se o0 sistema possui solucéo, para isso temos que

destacar as congruéncias lineares duas a duas, que possuem os moédulos multiplos
e efetuar o maximo divisor comum entre eles.
X =4 (mod 6), X =13 (mod 15)

Agora, calculamos (6,15) = 3 e verificamos: 4 = 13 (mod 3).
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X =4 (mod 6), X =8 (mod 14)

Agora, calculamos (6,14) = 2 e verificamos: 4 = 8 (mod 2).

X =8 (mod 14), X =1 (mod 7)

Agora, calculamos (7,14) = 7 e verificamos: 8 = 1 (mod 7).

Pelo Teorema do Resto Chinés Generalizado, que o sistema tem solugao.
Observa-se que as congruéncias lineares, que os médulos sdo mdultiplos, tém que

ser destacadas duas a duas. A solucéo do sistema sera dada por:

X=Ci1"x1'm1+C2"x2"mz2+ C3 xX3"m3z + Cs Xa ma+ [a1, az, as, a4] ~ n, com
n€Z onde x1 M1+ X2 M2+ X3 Mz + X4 mMa =1,

Das congruéncias lineares do sistema, temos:

X=4(mod6),Ci=4ea1=6.

X =13 (mod 15), C2 =13 e a2 = 15.

X =8 (mod 14),C3=8e az = 14.

X=1(mod7),Cs=leas="7.

Calculando [6, 7, 14, 15] = 210

E ainda, temos:

[alaza3ad] [67.14.15] 210

mi = al = 6 = s =35.
[ala2.a3.a4] [67.14,15] 210
mz = az = 15 = 15 =14,

[al.a2,a3.a4] [67.14.15] 210
ms = a3 = 14 = 14 =15.

[alaZ.a3.ad] [67.14.15] 210
ma = a4 = 7 = 7 =30.

Agora, vamos calcular xi, X2, X3 € X4, a partir de Xxa"mi + X2 "mz + X3 m3 + Xa
“ma = 1.

Se x1°35+ x2"14 + x3° 15 + x4~ 30 = 1, entdo podemos encontrar x1 = 6, X2 =
-1, xs=1exa=-7.

Portanto, a solucao é dada por:

X=Ci1'x1'm1+Cz2"x2"mz2+ C3z x3"m3z+ Cs Xa ma+ [a1, az, as, as] ~ n, com
n€z,

X=4"6"35+13"(-1)"14+8°1°15+1"(-7)" 30+ 210 " n = 840 -182 +120 —
210 =568 = 148 (mod 210).

Dai, X = 148 (mod 210).
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E ainda, podemos escrever o conjunto: S = { 148 +210n; n € Z},

4.2 EQUACOES DIOFANTINAS LINEAREAS

Questéo 5 (Colégio Naval — 2009/2010).

Um funcionario usa uma empilhadeira para transportar bobinas de 70 kg ou
de 45 kg, sendo uma de cada vez. Quantas viagens com uma carga deverd fazer, no
minimo, para transportar exatamente uma tonelada dessa carga?

(A) 18

(B) 17

(C) 16

(D) 15

(E) 14
Resolucéo:

Primeiramente vamos identificar as varidveis da questédo, seja m o nimero de
viagens com a carga de 70 kg e n 0 numero de viagens com a carga de 45 kg.
Dessa forma a equacéao representativa é: (i) 70m + 45n = 1000

Temos que o mdc(70,45) = 5 e a equagcao dada tem solucdo pois 5|1000.
Dividindo (i) por 5, obtemos a equagé&o equivalente: (i) 14m + 9n = 200, onde o0 mdc
(14,9) = 1.

Agora vamos achar uma solucao particular, transformando a equacao em uma
congruéncia linear, temos:

14m +9n =200 < 14m = 200 (mod 9).

Dividindo 14m e 200 por 9 (mod 9), para substitui-los pelos respectivos
restos, que sdo: 5m e 2. Reescrevendo a congruéncia linear.

14m = 200 (mod 9) <= 5m = 2 (mod 9).

Agora podemos usar as tentativas para a variavel m.
m=1,5"1=2(mod 9) & 5 = 2 (mod 9). Verificamos que 5 ao ser dividido por 9,
deixa resto 5, a congruéncia deixa resto 2. Logo, m = 1 ndo é solucdo da
congruéncia linear.
m=4,5 4= 2 (mod9) © 20 = 2 (mod 9). Verificamos que 20 ao ser dividido por 9,
deixa resto 2, a congruéncia também deixa resto 2. Logo, m = 4 é solucdo da

congruéncia linear.



56

Assim, Mo = 4 € uma solucdo particular da equacédo Diofantina. Substituindo

My = 4 na equacdo, temos: 14 - 4 + 9n= 200 < 56 + 9n= 200 < 9n = 200 — 56 <
144
IN=144<n= 9 < n=16

Logo, o par de inteiros o = 4 e o = 16 € uma solucao particular da equacao.
Até agora a resolucéo nao foi novidade, pois ja efetuamos esses céalculos em
exemplos anteriores. Agora, para achar a solucéo geral:
m = mgy + bt = 4 + 9t
n =mny,—at = 16 — 14t
ondet € Z,
Logo,m =4 + 9t en = 16 — 14t,comt € Z, é a solugdo geral da equacio
Diofantina.
Na busca de solucbes ndo negativas devem ser satisfeitas as desigualdades:
m=0en=0,assimtemosque4+9t=0e16-14t=0
Isto é:

4 16
t= o

~_04et=12%1]1
o que implica que {t € Z; 0 =t =1} assim t € {0,1} e temos duas possibilidades
para as viagens, a saber:

Para t = 0, temos 4 viagens com a empilhadeira de 70 kg e 16 viagens com a
empilhadeira de 45 kg.

Parat =1, temos 13 viagens com a empilhadeira de 70 kg e 2 viagens com a
empilhadeira de 45 kg.

Como foi pedido a quantidade minima de viagens, devemos considerar t = 1.

Assim, o total € de 15 viagens.

Questéo 6 (Colégio Naval — 2021/2022).
Um estudante, no retorno as aulas, comprou quatro tipos de materiais

escolares em duas lojas diferentes, conforme tabela abaixo.

LOJA PRODUTO PRECO TOTAL
UNITARIO (R$) (R$)

PAPEL E Lapis 3,00 50,00
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CIA Caderno 5,00
PAPELARI Marca 4,00 44,00
A MIX texto
Borracha 2,00

Ao chegar em casa, o estudante percebeu que havia trazido o mesmo nimero
de lapis e marca texto. Assinale a opcdo que corresponde a quantidade de
borrachas compradas, sabendo que o estudante comprou 0 maior numero possivel

de cadernos.

(A) 8
(B)9

(C) 10
(D) 11
(E) 12

Resolucao:
Seja x a quantidade de lapis e de marca texto, y a quantidade de cadernos e z

a quantidade de borrachas.

A partir da tabela do enunciado, podemos escrever:

{SX + 5y = 50 { 3x + 5y = 50
4x + 2z = 44=1 2x + z = 22

Os valores de x, y e z devem ser inteiros e positivos, pois foram comprados
quatro tipos de materiais (ou seja, nenhum deles pode ser nulo).

Agora vamos resolver a equacgao diofantina (i) 3x + 5Y = 50.

Como o mdc(3,5) = 1 e 1|50, a equacio (i) possui solucdo em Z,

Vamos utilizar fatoracao por evidéncia, para escrever (i) na forma do algoritmo
da divisao.

3x + 5y =50 < 3x + 3y + 2y = 50 < (ii) 3 * (x+y) + 2y = 50. Percebemos que
(ii) esta escrito na forma do algoritmo da divisdo, onde 50 é o dividendo, 3 o divisor e
2y o resto. Ao dividir 50 por 3, achamos 2 no resto. Dai, podemos escrever 2y = 2 <
y =1
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Logo, o par de inteiros Xo = 15 e Yo = 1 € uma solucao particular da equacao
(i) e as demais solucdes sdo dadas pelas formulas:
x = xo + bt =15 + 5t

y =y, —at =1 — 3t ,comt € £
XZ0ey=0,assimtemosque15+5t= 0el1l-3t=0

Isto é:

=

t =-3et=3#0,3, dai temos que -3 = t= 0,3. Temos gqy=eu observar duas
situacdes: a primeira € que t ndo pode ser igual a —3, pois ao substituir em x = 15 +
5t, verificamos que x = 0, 0 que € impossivel por causa da natureza da questdo. E
por fimt € Z, ou seja, t ndo pode ser igual a 0,3.

o que implica que {t € Z; =3 <t < 0,3} assimt € {-2, -1, 0}. Dai, temos trés
possibilidades a saber:

Parat = -2, temos 5 lapis e marca texto e 7 cadernos.
Parat =-1, temos 10 lapis e marca texto e 4 cadernos.
Para t = 0, temos 15 Iapis e marca texto e 1 caderno.
Como o enunciado informa que foram comprados o maior numero possivel de

cadernos, devemos considerar t = - 2, ou seja, 5 lapis e 7 cadernos.
Considerando x = 5 e substituindo em (i) 2x + z = 22 obtemos:
2x + z = 22<=>2'(5)+Z:22<=>Z:12_

Portanto, foram compradas 12 borrachas.

Questéo 7 (Colégio Naval — 2011/2012).
Observe a ilustragéo a seguir.

PECAI PECA I
2

e B
2

2 1

Qual a quantidade minima de pecas necessarias para revestir, sem falta ou
sobra, um quadrado de lado 5, utilizando as pecas acima.
(A) 12
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(B) 11
(C) 10
(D)9
(E)8

Resolucao:
Um comentério interessante, antes de iniciar a resolucdo, € que parece um

problema de Geometria Euclidiana Plana, porém vamos usar conhecimento de
equacéao Diofantina Linear.

Primeiramente verificamos que a peca | possui area S1 = 2 e a peca Il possui
area S2 = 22- 12 = 3 e um quadrado de lado 5 possui area S3 = 25.

Supondo que sejam utilizadas x pecas do tipo | e y pecas do tipo Il, para
revestir o quadrado, entao (i) 2x + 3y = 25.

E facil perceber que o0 mdc(2,3) = 1 e a equacéo (i) tem solucéo pois 1|25.

Agora vamos achar uma solucao particular, transformando a equagao em uma
congruéncia linear, temos: 2x + 3y =25 < 3y = 25 (mod 2).

Dividindo 3y e 25 por 2 (mod 2, para substitui-los pelos respectivos restos,

gue sao: 1x e 1. Reescrevendo a congruéncia linear.

3y =25 (mod 2) < 1y = 1 (mod 2).

Assim, Yo = 1 é uma solucéo particular da equacéo Diofantina. Substituindo Yo
=1 na equacgao, temos: 2x + 3 " 1=25 = 2x +3=25 = 2x=25-3 <= 2x =22 <
x =11.

Logo, ¥o = 11 e Yo = 1 é uma solugdo particular da equacéao (i) e as demais
solucdes sao dadas pelas formulas:

{xzxg-l-btzll-l-?;t
_}’:}’ﬂ—atzl—zt’comfez

Na busca de solucbes ndo negativas devem ser satisfeitas as desigualdades:
XZ0ey=0,assimtemosque 11 + 3t =0l — 2t =0
Isto é:

1 11
i S - . —
t— 3 3'6'9t52:0,5,deutemosque-3EIEO,S

0 que implica que t € {-3, -2, -1, 0}. Com isso, temos quatro possibilidades a
saber:

Parat = -3, temos 2 pecas do tipo | e 7 pecas do tipo Il.
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Parat = -2, temos 5 pecas do tipo | e 5 pecas do tipo II.
Parat = -1, temos 8 pecas do tipo | e 3 pecas do tipo II.
Parat =0, temos 11 pecas do tipo | e 1 peca do tipo Il
Para encontrar a quantidade minima de pecas, devemos obter o valor minimo
dex +y.
Logo, x =2 ey =7, totalizando nove pecas.

A figura a seguir ilustra o caso encontrado acima

S—
=

b2 L ]

L ]
+
—_

4
L

»—L |

[ b p .
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Questao 8 (Colégio Naval — 2001/2002).

Marta comprou petecas, bolas e bonecas, pagando por cada unidade,
respectivamente, R$ 1,00, R$ 10,00 e R$ 20,00. Gastou R$ 220,00 em um total de
101 unidades de brinquedos. Quantas petecas ela comprou?

(A) 95
(B) 93
(C)92
(D) 91
(E) 90

Resolucéo:
Se x denota a quantidade de petecas, y a quantidade de bolas e z a

guantidade de bonecas entéo teremos as seguintes equacdes:
()x+ 10y + 20z =220e (i) x +y+z =101
Subtraindo (i) de (ii), obtemos uma equacéo Diofantina: (iii) 9y + 19z = 119

E facil perceber que o mdc(9,19) = 1 e a equacao (i) tem solucgéo pois 1|119.
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Agora vamos achar uma solucéo particular, transformando a equagédo em uma
congruéncia linear, temos: 9y + 192 = 119 < 19z = 119 (mod 9).
Dividindo 19z e 119 por 9 (mod 9), para substitui-los pelos respectivos restos,

gue séo: 1z e 2. Reescrevendo a congruéncia linear.

19z = 119 (mod 9) < 1z = 2 (mod 9).

Assim, Zo = 2 € uma solugdo particular da equacao Diofantina. Substituindo Zo
= 2 na equacao, temos: 9y + 19 - 2=119 = 9y + 38 =119 < 9y = 119 - 38 < 9y =
81<y=09.

Dai, Yo = 9 e 20 = 2 é uma solucdo particular da equacao (ii) e as demais
solugbes séao dadas pelas formulas:

¥y =Y +bt=9+ 19t

Z=3zg—at =2 — 9 ,comt € &
Como o numero de petecas, bolas e bonecas € um inteiro e positivo devemos
restringir a resposta de modo que escolhendo t sejam satisfeitas as desigualdades:
y>0ez>0,assimtemosque 9+19t>0e2-9t>0

Isto é:

9 2
t< 19¥-0,4t<9%0,2, dai temos que t =0.

O que implica que:
Para t =0, temos 9 bolas e 2 bonecas.
Para encontrar a quantidade de petecas, que é solicitada no enunciado,

vamos substituir a quantidade de bolas e bonecas em (ii).

Substituindo temos: x + 9+ 2 =101 < x = 90.

Assim, 0 numero de petecas é 90.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ainda que alguns elementos da Aritmética Modular, como congruéncia
modular e equacdes Diofantinas Lineares, ndo fazerem parte do curriculo da
Educacéo Basica o projeto de inserir estes assuntos nessa fase escolar seria muito
relevante pois poderia contribuir e incentivar a aprendizagem dos alunos.
Reconhecemos que embora 0 nosso publico alvo seja muito jovem, isto €, discentes
a partir do 6° ano do ensino fundamental, estas teorias séo de facil assimilacdo, por
iSso, poderiam ser praticadas, tanto para a obtencdo de novos conhecimentos, que
melhorariam o desempenho de atividades cotidianas dos alunos, como para a
preparacao de concursos publicos.

A metodologia difundida também tem o propdsito de disponibilizar contetidos
necessarios, para que o universitario possa avancar adquirindo conhecimentos, que
muitas das vezes ndo foram ensinados na Educacdo Bésica, esclarecendo os
fundamentos matematicos utilizados nas escolas. O ensino da generalizacdo do
Teorema Chinés do Resto, vem enriquecer a proximidade do aluno com a
matematica, no sentido de prepara-los para as disciplinas do Ensino Superior.

Desta maneira, acreditamos que a Teoria da Aritmética Modular, poderia
colaborar de forma consideravel para a evolucdao do discente e que a organizacéo
gue sugerimos, associando conceitos a exemplos e como eles podem ser eficazes
na vidas das pessoas, satisfazem a atual predisposi¢cdo do ensino de matematica,
de prevalecer pelo raciocinio e contextualizacdo em vez do processo de decorar e

aplicar conceitos em exercicios de fixacdo.
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1 INTRODUCAO

7z

Este produto educacional, caderno de atividades, é referente a dissertagao
intitulada “Elementos da Aritmética Modular e o seu papel nos anos finais do ensino
fundamental e no ensino superior’, consequéncia da pesquisa ligada ao Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, vinculado ao Instituto
de Matemética e Estatistica, da UFF (Universidade Federal Fluminense).

Este tem como finalidade complementar e sustentar as orientacdes
metodoldgicas recomendadas na ultima unidade do trabalho citado acima. Esta
fracionada em trés sequéncias constituidas por parte tedrica, tendo como
continuidade recomendacdes de exercicios do banco de questdes do concurso do
Colégio Naval, da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Plblicas), e da OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica), que buscam
potencializar a aprendizagem do assunto compreendido.

Séo elas:

I.  Congruéncias modulares.

II. Equacdes Diofantinas Lineares.



2 ORIENTACOES AO PROFESSOR

Este material é composto por 10 atividades que abordam a resolucdo de
problemas de congruéncia modular e equacdes Diofantinas Lineares. Todas as
atividades foram desenvolvidas para aplicacdo no 8°@ 9° ano do Ensino
Fundamental. Contudo, dependendo do entusiasmo da turma e do nivel de
desenvolvimento, o professor pode ficar a vontade para aplicar as atividades em

suas turmas.

2.1 ORIENTACOES AO DISCENTE

Este material € composto por 10 atividades que abordam a resolucao de
problemas de congruéncia modular e equagdes Diofantinas Lineares. Todas as
atividades foram desenvolvidas para aplicacdo no 8° 9° ano do Ensino
Fundamental. E importante que os alunos intensifiquem os estudos no contetido de
algoritmo da divisdo de Euclides, pois esse € peca essencial para o entendimento

dos problemas propostos.



3 SEQUENCIA DIDATICA

Nesta, atribui-se que a audiéncia possua conhecimentos pregressos sobre:

o Multiplos e divisores de um numero inteiro.
o Algoritmo da Divisao de Euclides.

o Maximo Divisor Comum.

o Minimo Mdltiplo Comum.

Na hipdtese de os discentes ndo tenham dominio dos assuntos mencionados,
orienta-se que utilizem as unidades 2 e 3 da dissertagdo citada, com o intuito de

auxiliar na resolucao das questodes.

3.1 CONGRUENCIA MODULAR

Objetivo:
. Alcancar os conceitos e definicdes de congruéncia modular.
o Apresentar as principais propriedades de congruéncia modular.

Material necessario: Lousa, pilotos coloridos, videoaulas de sua preferéncia
sobre o tema.

Tipo de atividade: individual.

Duracéao: 6 aulas de 50 minutos.

Neste primeiro instante € essencial uma aula expositiva, com registros de
conceitos e definicdes. Para isso, pode-se utilizar o proprio quadro da sala de aula
com auxilio de pilotos coloridos. Entretanto, se tiver a chance de exibir uma midia
digital, recomenda-se que utilize videoaulas de sua preferéncia sobre o assunto.

Registros para serem apresentados na lousa:

3.1.1 Introdugéo ao estudo de congruéncia modular

Primeiramente é necessario realizar uma revisdo sobre o Algoritmo da Divisao:
Dicas — Deve-se exemplificar oralmente com exemplos ludicos que fagcam parte do
cotidiano dos alunos, para melhor compreensao.
Tipo:
e Temos 42 frutas que serao divididas entre 6 alunos, quantas frutas cada aluno
recebera? (Nesse momento, é interessante usar o nome de seis estudantes
presentes na sala de aula). ApGs a reposta da turma, escrever o Algoritmo da



divisdo na lousa: 42 = 6 - 7 + 0, ressaltando que o zero é o resto da divisao, e
com isso temos que 42 € multiplo de 6.

e A reunido de Paulo recebera 7 convidados, que receberdo lembrancas
confeccionadas por sua mae. Sabendo que foram produzidos 20 brindes,
quantas lembrancas cada convidado receber4d? E ainda, perguntar se
sobrardo lembrancas nessa ocasido. Em seguida, espera a resposta dos
discentes, e registre o Algoritmo da divisdo na lousa: 20=7 -2 + 6.

Algoritmo da Divis&o: E um método para dividir um ndmero por outro, obtendo um

guociente como resultado e, algumas vezes, um resto. Além das duas partes

citadas, temos o dividendo e o divisor.

DIVIDENDO | DIVISOR

l QUOCIENTE

RESTO

Exemplo 3.1:
Efetue a divisdo de 17 por 5, utilizando o Algoritmo da divisdo. Em seguida,

destaque o dividendo, divisor, quociente e o resto

Resolucéo:
17=5-3+2
Onde: Dividendo = 17, divisor = 5, quociente = 3 e 0 resto = 2.
Passada a revisao do conteldo citado acima, € imprescindivel mostrar que

o Algoritmo da divisdo pode ser reescrito na forma de congruéncia modular. E
importante salientar que essa transformacdo vai oferecer a utilizacdo de
propriedades importantes, primordiais na resolucdo dos exercicios propostos
futuramente.

Dica — Utilize cores diferentes para representar os elementos do Algoritmo da
diviséo, e use essas mesmas cores para reescrever no formato de congruéncia
modular.

Dado o Algoritmo da divisdo 34 = 6 - © + 4, temos: Dividendo = 34, divisor

= 6, quociente = 5 e o resto = 4, que sera reescrito na forma: 34 = 4 (mod 6).
Essa nova forma significa que 34 e 4 deixam o mesmo resto 4, quando
séo divididos por 6 separadamente. E reparem que ao escrever a congruéncia
modular usamos o dividendo, o resto e o divisor.
Exemplo 3.2:
Dada a divisdo de 57 por 9, escreva o Algoritmo da divisédo e, em seguida,

transforme o algoritmo em congruéncia modular.

Resolucéo:



57 =9 - 6 + 3 temos: Dividendo = 57, divisor = 9, quociente = 6 e o resto =
3, que sera reescrito na forma: 57 = 3 (mod 9).
Apdbs mostrar que o Algoritmo da divisdo pode ser reescrito como congruéncia
modular, trabalharemos com algumas propriedades.

Propriedades importantes de congruéncia modular
Propriedade 3.1: a= b (mod m) < ¢ * ¢ =p + ¢ (mod m).

Exemplo 3.3:
Dada a congruéncia 10 = 3 (mod7). Agora vamos somar 5 a ambos os

membros:
10 + 5 = 3 + 5 (mod7) € 15 = 8 (mod7).
Propriedade 3.2: a= b (modm) <2 @ — € =p - ¢ (mod m).
Exemplo 3.4:
Dada a congruéncia 10 = 3 (mod7). Agora vamos subtrair 2 a ambos os

membros: 10 - 2 = 3 - 2 (mod7) < 8 = 1 (mod7).

Propriedade 3.3: a=b (modm) < @ " € =p " ¢ (mod m).
Exemplo:

Dada a congruéncia 10 = 3 (mod7). Agora vamos multiplicar 2 a ambos 0s

membros:10 - 2 = 3" 2 (mod7) < 20 = 6 (mod7).

Propriedade 2.4: a= b (mod m) = a” = b" (mod m).

Exemplo 3.5:
Dada a congruéncia 10 = 3 (mod7). Agora vamos elevar ambos os membros
da congruéncia a 11: 10 = 3 (mod7) = 10 = 31t (mod?7).

Como a propriedade 2.4 é muito importante, vamos a outro exemplo.

Exemplo 3.6:
Ache o resto da divisdo de 24 por 7.

Resolucéo:
Como 8 e 1 deixam o mesmo resto 1, quando divididos por 7, podemos

escrever:
8 = 1 (mod7). E ainda, 23 = 8. Dai, temos:
23 =1 (mod7) = (23)15 = 115 (mod7) = 245 = 1 (mod7).



Portanto, o resto da divisdo de 2% por 7 é 1.

Observacdo 3.1: Uma congruéncia modular pode ser reescrita somando ou

subtraindo os multiplos do modulo, do lado direito da congruéncia.
Exemplo 3.7:

Considere a congruéncia 17 = 2 mod 5, que pode ser reescrita de varias
maneiras: 17=2+5mod5< 17=7mod5,17=2-5mod 5 < 17 = - 3 mod 5.
Exemplo 3.8:

Dada a congruéncia modular 13 = 6 mod 7, que sera reescrita subtraindo o
modulo 7 do lado direito, segue que: 13 =6 - 7 mod 7 = 13 = - 1 mod 7. Essa
ferramenta é muito utilizada, pois ficamos com -1 do lado direito, e com isso é
possivel aplicar o Corolario 2, colocando um expoente com valor alto e ndo alterara
em nada, ja que um dos numeros elevados a esse expoente sera -1.

A seguir, serdo apresentadas questdes do assunto congruéncia modular e

suas respectivas resolugoes.

Questédo 1 (OBMEP — 2010 — nivel 1 — 12 fase)

Paula iniciou um programa de ginastica no qual os dias de treino sao
separados por dois dias de descanso. Se o primeiro treino foi em uma segunda-feira,
em qual dia da semana caira o centésimo treino?

a) Domingo

b) Segunda-feira

c) Terca-feira

d) Quinta-feira

e) Sexta-feira

Resolucao:

Podemos organizar a sequéncia de dias da semana em que Paula realizara

seus treinos em uma tabela, como mostrado abaixo:
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Segunda-feira

1° treino

8° treino

Terga-feira

6° treino

Quarta-feira

4° treino

Quinta-feira

20 treino

Sexta-feira

7° treino

Sabado

5%reino

Domingo

3%reino

Podemos observar que depois do sétimo treino a ordem dos dias da semana

para os proximos treinos se repetird. Entdo, devemos encontrar o ndmero que é

resto da divisdo de 100 por 7, isto €, 0 numero que é congruente a 100 modulo 7.

Temos que:

100 =2 mod 7.

Portanto, podemos concluir que o centésimo treino sera no mesmo dia do

segundo treino, ou seja, em uma quinta-feira.

Questao 2 (OBMEP — 2015 — nivel 1 — 22 fase)

Na sequéncia de quadros abaixo, uma bolinha e um triangulo caminham no

sentido horério pelas casas sombreadas. De um quadro para o seguinte, o triangulo

passa de uma casa para a casa vizinha, e a bolinha pula uma casa. Desenhe a

bolinha e o triangulo do quadro 2015.

oO— 1|1 Ol . |l . |10 .
EAALL L EL L L AR ] e
A ) N N -
Quadro 1 Quadro 2 Quadro 3 Quadro 4 Quadro 5
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Resolucao:

Podemos perceber pela Figura que a cada 8 quadros, a sequéncia de
desenhos se repete. Como queremos saber o quadro 2015, temos que encontrar 0
resto da divisdo de 2015 por 8, isto €, 0 nimero que é congruente a 2015 madulo 8,

segue que
2015 = 7 mod 8.
Logo, concluimos que o quadro 2015 sera igual ao quadro 7.

Questdo 3 (Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina — 2017 — Nivel
Intermediario)

Jucavo propde o seguinte desafio: “Eu vou pensar em um nuamero. A seguir,
darei trés dicas e vocé tera que dizer qual foi 0 nUmero em que pensei”. Vocé aceita
o desafio? Jucavo, entdo pensa em um numero e fornece as seguintes dicas:

. 0 numero que eu pensei € um multiplo de 7,
o guando eu subtraio 17 do ndmero que eu pensei, resultado

obtido € multiplo de 4;

. 0 nUmero que eu pensei € um numero natural entre 2000 e

2017.

Assinale a alternativa que corresponde ao nimero que Jucavo pensoul.

a) 2005

b) 2009

c) 2002

d) 2016

e) 2003
Resolucéo:

Seja x 0 numero que Jucavo pensou. Dadas as trés condi¢des, buscamos um

namero X tal que:
Xx=0mod 7,
X=17=0mod4=x-17+17=0+ 17 mod 4 = x = 17 mod 4,

2000 = x = 2017.
Primeiramente, vamos obter o resto da divisdo de 2002 por 7, isto é, o

namero que é congruente a 2002 modulo 7, note que



12

2002 = 0 mod 7.

Com isso, podemos concluir que 2002 é um multiplo de 7. Da terceira dicas
temos que os proximos multiplos de 7 sdo 2009 e 2016. Entdo, temos trés
candidatos ao numero pensado por Jucavo: 2002, 2009 e 2016.

Agora, de acordo com a segunda dica, vamos verificar qual nUmero deixa

resto 17 ao ser dividido por 4, obtemos
2002 = 2 mod 4,
2009 = 17 mod 4,

2016 = 0 mod 4.
Dai, o nimero pensado é 2009.
Questéo 4 (Olimpiada Brasileira de Matematica — 2001 — Nivel 2 — 12 fase)

Contando-se os alunos de uma classe de 4 em 4 sobram 2, e contando-se de
5 em 5 sobra 1. Sabendo -se que 15 alunos sdo meninas e que nessa classe o
namero de meninas é maior que 0 meninos, o nimero de meninos nessa classe é:

a)7

b) 8

c)9

d) 10

e) 11

Resolucao:
Sabe-se que 15 é o nimero de meninas e sendo 0 numero de meninas maior

que o de meninos, concluimos que pode haver de 1 a 14 meninos. Portanto, o total
de alunos é um namero compreendido entre 16 e 29. Denotando x o numero total de
alunos, segue que

X=1mod5, 16=x=29

Dai, x pode ser igual a 16, 21 e 26. Aléem disso, se contarmos o numero de 4
em 4 sobram 2. Entdo, x = 2 mod 4.

Logo, o unico que satisfaz a ultima condicéo € o 26.
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Portanto, sdo 26 alunos e o0 numero de meninos € 26 — 15 = 11.
Questado 5 (Colégio Naval 1994)
O resto da divisdo do nimero 7434 por 6, é:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
Resolucao:

Primeiramente, devemos encontrar o nimero que é resto da divisdo de 743

por 6, isto é, 0 numero que é congruente a 743 modulo 6. Temos que

743 = 5 mod 6.

Um artificio muito utilizado € somar ou subtrair o médulo no resto, para
encontramos 1 ou -1, que podem ser elevados a qualquer expoente. Com isso,

vamos subtrair 6 ao 5, note que
743 =5-6mod 6 < 743 = - 1 mod 6.
Por fim, podemos elevar ambos os membros da congruéncia a 48, obtemos
743% = (-1)* mod 6 = 743* = 1 mod 6.

Logo, o resto procurado é 1.

3.2 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

3.2.1Introducéo ao estudo de equacdes Diofantinas Lineares

Objetivo:
e Alcancar os conceitos e definicbes de equacdes Diofantinas Lineares.

e Encontrar solugbes geral e particular das equacdes Diofantinas Lineares.
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Material necessario: Lousa, pilotos coloridos, videoaulas de sua preferéncia sobre
0 tema.

Tipo de atividade: individual.

Duracgéo: 9 aulas de 50 minutos.

Neste primeiro instante € primordial uma aula expositiva, com registros de
conceitos e definicdes. Para isso, pode-se utilizar o proprio quadro da sala de aula
com auxilio de pilotos coloridos. Entretanto, se tiver a chance de exibir uma midia
digital, recomenda-se que utilize videoaulas de sua preferéncia sobre o assunto.

Registros para serem apresentados na lousa:

Vamos apresentar a equacédo Diofantina linear

Dica — Deve-se exemplificar oralmente com exemplos ladicos que facam parte
do cotidiano dos alunos, para melhor compreenséao.

Tipo:

e Temos 14 animais com duas e quatro patas e um total de 22 patas em um
zoolégico. Sabendo que h& animais de duas patas e de 4 patas, qual
equacao podemos montar para representar o total de animais e qual
equacao para denotar o total de patas? ApOs a reposta da turma,
escrever a equacao nalousa: x +y =14 e 2x + 4y = 22, ressaltando que x
€ 0 numero total de animas com duas patas e y o numero total de
animais de quatro patas.

A seguir, serdo apresentadas questdes do conteudo equacdes Diofantinas
Lineares e suas respectivas resolucdes
Questao 1: Prova final da Olimpiada de Matemética de S&o Paulo

Peca a um amigo que multiplique o dia de seu aniversario por 12, o0 més do
aniversario por 31 e some os dois resultados. Sabendo que o amigo seguiu as

instrucdes e a soma deu 368. Quando é o aniversario dele?

Resolucéo:
Sejam d e m, respectivamente, o dia e 0 més do nascimento. Entdo, (i)12d +
31m = 368.

Por inspecéo, verificamos que x = 10 e y = 8 € uma das solugdes de (i).
Onde *o = 10 e Yo = 8 é uma solucéo particular da equacéao (i) e as demais
solugdes sao dadas pelas formulas:

{ X = xg + bt = 10 + 31t
y =7y, —at =8 — 12t ,comt € Z

Na busca de solucbes ndo negativas devem ser satisfeitas as desigualdades:

X=0ey=0, assimtemos que 10 +31t =0eg-12t =0
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o que implica que t € {0}. Com isso, temos uma possibilidade a saber:
Parat =0, temos o dia 10 e 0 més 8.

Portanto, o aniversario do amigo € 10 de agosto.

Questéo 2: (Problema do século XVI)

Um total de 41 pessoas entre homens, mulheres e criangas foram a um
banquete e juntos gastaram 40 patacas. Cada homem pagou 4 patacas, cada
mulher 3 patacas e cada crianca um terco de pataca. Quantos homens, quantas

mulheres e quantas criangas havia no banquete?

Resolucéo:
Primeiramente vamos identificar as variaveis do problema, seja H a

guantidade de homens, M a quantidade de mulheres e C a quantidade de criancgas.
Dessa forma as equacgdes representativas sao:
() H+M+C=41

1

(i)4H + 3M +3 C =40
Multiplicando (ii) por 3, obtemos 12H + 9M + C = 120. Entretanto,
utilizando (i), obtemos uma equacéo diofantina de duas variaveis, como segue:
11IH+8M+ (H+ M+ C)=11H + 8M + 41 = 120 & (iii)11H + 8M = 79.
Como o mdc(11,8) = 1, a equacao (iii) tem solucéo pois 1|79.
Por inspecéo, verificamos que H =5 e M = 3 & uma das solucdes de (iii).
Onde o =5 e My = 3 é uma solugéo particular da equacéo (i) e as demais
solucdes séo dadas pelas formulas:
{H=H0+bt=5+8t
M =M, —at =3 — 11t  comt € Z
Logo, o conjunto solugéao da equacéo (iii) é dado por:
S={5+8t3-11t) |t € Z}.
E fato que
5+8t>0e3-11t>0.

5 3
Dai segue que s <t < 11. Comot € inteiro, o Unico valor possivel é t = 0.

Sendo assim, o numero de homens e mulheres, respectivamente, presentes no

banquete € 5 e 3. Logo o numero de criancas é C = 33.
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Questao 3

Uma certa quantidade de macas é dividida em 37 montes de igual nUmero. Apos
serem retiradas 17 frutas, as restantes sao acondicionadas em 79 caixas, cada uma
com a mesma quantidade. Quantas macas foram colocadas em cada caixa?

Quantas macas tinha cada monte?

Resolucdo: Seja x a quantidade de macgas, y o nUmero de macgas em cada monte e z
namero de macas dentro de cada caixa.
Observemos, inicialmente, x foi dividida em 37 monte, ou seja,
()x = 37y.

Por outro lado, se forem retiradas do total 17 frutas, restante pode ser
acondicionado em 79 caixas, ou seja,
(i)x —17 =79z
Substituindo (i) em (ii), obtemos:
(i)37y — 79z = 17
Basta agora calcularmos a solucao para (iii), uma vez que ela admite solucéo
ja que mdc(37,79) = 1.
Por inspecao, verificamos que y =9 e z = 4 € uma das solucdes de (iii).
Onde Yo = 9 e Zo = 4 € uma solucdo particular da equacao (iii). Assim a
solucéo geral é dada por:
S={9-79 4-37)|t € Z}
Mais uma vez, o Unico valor possivel de t € 0. Logo, em cada monte foram

colocadas 9 macas e em cada caixa, 4 macas.

Questdo 4

Para o retorno as aulas, a mde de Maira, comprou cadernos e jogos de
canetas para sua filha. Cada caderno escolhido por Maira custa R$ 12,00 e 0s jogos
de canetas R$ 8,00. Com R$ 80,00, quais as possiveis quantidades de cadernos e
jogos de canetas que ela podera comprar, sabendo que ira comprar no minimo 2

cadernos e 3 jogos de canetas?
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Resolucéo:

Vamos identificar as variaveis do problema, seja C a quantidade de cadernos
e L a quantidade de jogos de canetas. Dessa forma a equacao representativa é: (i)
12C + 8L = 80.

Como o mdc(12,8) = 4 e 4|80, a equacao (i) possui solucao.

Escrevendo 4 como combinacédo linear de 12 e 8 temos:

(i12-(1)+8-(-1)=4

Multiplicando (ii) por 20, obtemos:

(iii) 12 - (20) + 8 - (-20) = 80

Logo, o par de inteiros Co = 20 e Lo = -20 é uma solugéo particular da
equacao (i) e as demais solucdes sao dadas pelas formulas:

{C:Cg-l-bt:Zﬂ-l-St
L =1L —at =—-20 - 12t comt € Z

Observando -se as restricdes do problema, para calcular os possiveis valores
det € Z, teremos:
20+ 8t=2e-20-12t = 3.

Isto é:

-~ 18 23 18 23
t= & “t="1z,daitemosque-s =t=-12

o que implica que t € {-2}. Com isso, temos apenas uma possibilidade a saber:

Parat = -2, temos 4 cadernos e 4 jogos de canetas.

Questdo 5
Quando 100 quilogramas de grdos sao distribuidos entre 100 pessoas, de
modo que cada homem recebe 3 quilogramas, cada mulher recebe 2 quilogramas, e

cada crianca recebe meio quilograma. Quantos homens, mulheres e criancas havia?

Resolucéo:
Chamando de x, y e z o numero de homens, mulheres e criangas,

respectivamente, obtemos as seguintes equacgdes:

Z
3x+2y+2=100
X+Y+Z=100

Agora vamos resolver o sistema de equacoes:
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{X+Y+Z — 100
& X + 4Y + Z = 100 € (j) 5X + 3Y = 100

z

X+VY +2Z =100
3X—|—2Y—|—E:10G

Sabendo que (i) € uma equacéao Diofantina, vamos a resolucéo:

Se mdc(5,3) = 1 e 1]100, entédo a equacédo tem solucao inteira.

Escrevendo 5 como combinacéao linear de 2 e 3 temos:

(i3 (1)+2"(1)=5<2=5-(1)-3"(1)

Multiplicando (ii) por 50, obtemos:

(i) 5 - (50) + 3 - (-50) = 100

Onde *o =50 e Yo = -50 € uma solucao particular da equacao ().

Assim, a solucdo geral é da forma x = 50 + 3t, e y = -50 — 5t, com t € Z,

Como os valores de x e y devem ser positivos, pois o problema se refere a homens

50 50
e mulheres, temos quet= 3 et =-10, dai temos que - 3 =t = - 10. Dali, t € {-16,

-15, -14, -13, -12, -11, -10}. Com isso, temos sete possibilidades a saber:

Se t=-10, obtemos x =20 e y =0, e encontramos z = 80.

Set=-11, obtemos x =17 ey = 5, e encontramos z = 78.

Set=-12, obtemos x = 14 e y = 10, e encontramos z = 76.

Set=-13, obtemos x =11 e y = 15, e encontramos z = 74.

Set=-14, obtemos x =8 e y = 20, e encontramos z = 72.

Se t=-15, obtemos x =5 e y = 25, e encontramos z = 70.

Set=-16, obtemos x =2 e y = 30, e encontramos z = 68.

Como néo foi dada nenhuma restricdo no enunciado do problema, devemos

considerar as respostas acima.

Questdo 6: OBMEP 2018 — NIVEL 3 — 18 FASE

De guantas maneiras podemos trocar uma nota de R$ 20,00 por moedas de
R$ 0,10 e R$ 0,25.

(A) 21
(B) 36
(C) 38
(D) 41
(E) 56
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Resolucao:

Sejam x e y as quantidades de moedas R$ 0,10 e R$ 0,25, respectivamente,

usadas para formar a quantia de R$ 20,00. Assim, temos a equacao Diofantina:
(i) 0,10x + 0,25y =20
Multiplicando (i) por 20, obtemos

(i) 2x + by = 400.

Como mdc(5,2) =1 e 1|400, a equacgao tem solucéo inteira.

O numero 400 é multiplo de 2 e 5, entdo podemos considerar Xo = 200 e Yo =
0 é uma solucao particular da equacao (ii) e as demais solucbes sdo dadas pelas
formulas:

{ X = xg + bt = 200 + 5t

Yy =y, — at =—2t .comt € L

X Z0ey =0, assim temos que 200 +5t =0 ¢ -2t =0

o que implica que t € {-40, -39, -38, ..., -1, 0}. Com isso, temos 41 maneiras de
trocar uma nota de R$ 20,00 por moedas de R$ 0,10 e R$ 0,25.

Cabe ressaltar que podemos considerar t = 0, pois ndo foi dada nenhuma

restricdo no problema.
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