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RESUMO

Um dos contetdos em que os alunos encontram mais dificuldade de
entendimento na Mateméatica do Ensino Médio é a Analise Combinatoria.
AvaliacGes externas em larga escala, como Prova Brasil e Programa de
Avaliagdo da Rede Publica de Educacdo Basica (PROEB), por exemplo,
aplicadas pelos 6rgdos governamentais competentes, fornecem resultados que
reforcam tal afirmacdo. Esta proposta apresenta o ensino da Analise
Combinatéria através de uma sequéncia de atividades que proporcionem ao
discente uma aprendizagem gradativa e concreta do conteido. Todas as
atividades foram elaboradas com base na proposta curricular do estado de Minas
Gerais, tendo como objetivo principal desenvolver no aluno do Ensino Médio
um raciocinio combinatério conciso, ndo privilegiando assim o uso de férmulas.
A metodologia usada para a elaboracdo das atividades foi a Resolucdo de
Problemas. Os problemas aqui propostos estdo em grau de dificuldade gradativo,
possibilitando ao estudante construir conceitos mais complexos atraves de
situagOes mais simples. Por se tratar de uma proposta de atividades, ndo faremos
a analise de resultados. Esperamos, por outro lado, que esse trabalho ajude
outros docentes, que almejam um aprendizado efetivo da Analise Combinatéria
no Ensino Médio.

Palavras-chave: Analise Combinatéria. Ensino Médio. Resolucdo de Problemas.



ABSTRACT

One of the subjects of Mathematics at High School, which students find
most difficult to understand, is Combinatorial Analysis. External evaluations in
large scale such as Prova Brasil and the Programa de Avaliacdo da Rede Publica
de Educacdo Basica (PROEB), applied by the competent governmental organs,
provide results which reinforce such affirmation. Our proposal is the teaching of
combinatorial analysis through a sequence of activities which provide the
student gradual and concrete learning of the content. All the activities were
elaborated based on the curriculum proposal of the State of Minas Gerais, Brazil,
with the main objective of developing a concise combinatorial reasoning in the
High School student, without privileging the use of formulas. The methodology
used for the elaboration of the activities was Problem Solving. The problems
proposed here present a gradual difficulty degree, allowing the student to
construct more complex concepts through simpler situations. For consisting of
an activity proposal, we will not perform result analysis. On the other hand, we
expect that this work aid other teachers, who aim at an effective learning of
Combinatorial Analysis in High School.

Keywords: Combinatorial Analysis. High School. Problem Solving.
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1 INTRODUCAO

Durante os dois anos do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT), estudamos varios contelidos e nos preparamos para a
elaboracdo do Trabalho de Conclusdo do Curso (TCC). De acordo com 0s
objetivos e propostas dessa nova modalidade de Mestrado (semipresencial e
direcionado principalmente a professores das redes publicas de ensino bésico do
pais), esse deveria versar sobre temas especificos pertinentes ao curriculo de
Matematica do Ensino Basico e que tenham impacto na préatica didatica em sala
de aula.

A Analise Combinatéria sempre foi tema de meu interesse e como ha
muita dificuldade no processo de ensino e aprendizagem desse contetdo,
principalmente no Ensino Médio, resolvi desenvolver meus estudos nessa area.

Estas dificuldades sdo evidenciadas informalmente através de trocas de
experiéncias docentes e formalmente através dos resultados das avaliacOes
nacionais e estaduais das escolas publicas. Essas avaliagbes ocorrem
periodicamente em todo pais e o0 estado de Minas Gerais também adota essa
politica educacional através do Sistema Mineiro de Avaliacdo (SIMAVE). As
avaliacGes da Secretaria de Estado da Educacdo de Minas Gerais (SEE-MG) séo
feitas todos os anos, nos 5° e 9° anos do ensino fundamental e 3° ano do Ensino
Médio, e contemplam toda a proposta curricular das escolas publicas do estado
de Minas Gerais. No ano seguinte a prova, a escola recebe um boletim
informativo referente ao desempenho de seus alunos na avaliacdo e um gréafico
comparativo da sua nota com as das demais escolas do municipio, juntamente
com a média do Estado.

Como, desde 0 ano 2000, data da primeira aplicacdo do Programa de
Avaliagdo da Rede Publica de Educacéo Basica (PROEB), a grande maioria das

escolas mineiras, inclusive a que leciono, ndo alcanga niveis desejaveis no que
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se refere a competéncia “utilizar procedimentos de combinatoria e
probabilidade”, meu interesse em desenvolver um estudo sobre esse tema foi
reforcado.

Durante minha vida escolar, incluindo ensino béasico e graduacdo, a
Analise Combinatéria sempre foi apresentada através de aulas que se baseavam
apenas na aplicacdo de formulas e, em minha atuacdo como professora estava
repetindo 0 mesmo processo.

Objetivou-se, nesta dissertacdo, trabalhar a Analise Combinatéria no
Ensino Médio de acordo com as orientacdes da Proposta Curricular para as
Escolas Publicas do Estado de Minas Gerais (CBC-MG), de uma forma que leve
0 aluno a obter uma facilidade de compreenséo de conceitos complexos a partir
de outros de grau mais simples, dando significado aos conceitos que devem ser
adquiridos e sem a necessidade de memorizacdo de férmulas.

A atividade desenvolvida serd uma sequéncia de aulas que se iniciam
com a resolucdo de problemas simples que utilizam o principio fundamental da
contagem, passando por arranjos, combinagdes e chegando até permutacdes
ciclicas. Utilizou-se como principal material de apoio, o livro “Analise
Combinatoria e Probabilidade” da Colecdo Do Professor de Matematica da SBM
e alguns livros didaticos e paradidaticos. A construcdo de conceitos, através de
problemas préaticos e utilizando material concreto pelos alunos, sera priorizada.
Assim o trabalho ndo enfocard o uso de formulas prontas, o que acaba levando o
aluno a uma memorizagdo momentanea e ndo a uma aprendizagem efetiva.

As férmulas serdo sim apresentadas aos alunos, ja que sdo ferramentas
facilitadoras na resolugdo de exercicios. Porém, devem aparecer em decorréncia
das experiéncias dos alunos na resolucdo de problemas, sendo construidas e ndo
como o elemento de partida para o ensino da Analise Combinatoria.

Assim, todas estas motivacbes me fizeram efetivamente transformar

todos 0s meus anseios iniciais em uma proposta de estudo mais sélida e
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aprofundada, complementando e aprimorando minha propria pratica didatica e
também a de colegas professores que, assim como eu, buscam novas alternativas
para o ensino de Matematica.

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos. No capitulo 2, “A
Andlise Combinatéria”, apresentamos a defini¢do, os aspectos histéricos, sua
importancia e o seu processo de ensino e aprendizagem. No capitulo 3,
“Motivacdo e justificativa para a escolha do tema”, fizemos uma abordagem
sobre a Proposta Curricular e Avaliacbes Externas da Secretaria de Estado de
Educagdo de Minas Gerias. O baixo desempenho dos estudantes em Andlise
Combinatédria nessas avaliacoes foi um dos fatores determinantes para a escolha
do tema do trabalho. JA no capitulo 4, “A resolugdo de problemas”, ¢
apresentada a metodologia de ensino utilizada na elaboragdo da sequéncia de
atividades. O capitulo 5, “A andlise de alguns livros didaticos” apresenta uma
analise de como nosso objeto de estudo € abordada em cada livro escolhido e,
finalmente, no capitulo 6, encontram-se as atividades, que sdo a parte mais
importante deste trabalho e foram elaboradas com o propoésito de contribuir para
um processo de ensino e aprendizagem de Analise Combinatéria mais eficaz no

Ensino Médio.
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2 A ANALISE COMBINATORIA

A Anélise Combinatéria € um importante ramo da Matematica desde
tempos remotos até os dias atuais, e surgiu por volta do século XVI devido a
necessidade de calcular o nimero de possibilidades existentes nos chamados
jogos de azar. Este capitulo discorre sobre a definicdo, o surgimento e seus
principais autores, a evolucdo do processo de contagem e sua importancia na

Matematica atual.

2.1 Definicao

Antes de aprender ou ensinar sobre qualquer contetdo é importante
saber o seu significado.

A partir da leitura de obras para a realizacdo deste trabalho verificou-se
que existem varias defini¢cbes sobre o tema, entre as quais temos que, de acordo
com Leibniz (1666, p. 4), na qual a combinatoria é “o estudo da colocagao,
ordenagdo e escolha de objetos”. Ja Berge (1971) afirmou que a definicdo de
combinatéria depende de conceitos de “configuracdes”, pois instintivamente os
matematicos acreditam que certos problemas sdo de natureza combinatéria e que
0s métodos para resolvé-los devem ser estudados.

Pitombeira (1986, p. 21), afirma que “A *Analise Combinatéria’ poderia
ser chamada de ‘arte de contar’”. Desse modo, a Analise Combinatoria esta
envolvida com o processo de contagem.

De acordo com Nicholson (1818 apud VAZQUEZ; NOGUTI, 2004, p.
4), combinatdria é “o ramo da Matematica que nos ensina a averiguar e expor
todas as possiveis formas através das quais um dado nimero de objetos podem

ser associados e misturados entre si”.
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Desta maneira, pode-se visualizar a Analise Combinatéria como um
apanhado de todas essas defini¢Bes vistas anteriormente, ou seja, uma parte da
Matematica que visa desenvolver métodos que permitam contar — de uma forma
indireta — o numero de elementos de um conjunto, estando esses elementos
agrupados sob certas condigdes.

De acordo com Ryser (1963), a Matematica Combinatéria apresenta-se
como um atalho para muitas subdivisdes da Matematica e € isso que torna dificil

uma definicdo formal para ela.

2.2 Aspectos historicos

Para compreender porgque, e em que momentos surgiram 0s primeiros
conceitos sobre este tema, far-se-4 uma retrospectiva historica.

O problema mais antigo relacionado com a Analise Combinatéria é o da
formacdo dos quadrados magicos (WIELEITNER, 1932). Os quadrados magicos
(de ordem n) sdo arranjos de nameros 1, 2, 3,..., n em um quadrado de forma que
cada linha, coluna ou diagonal possua a mesma soma. Um exemplo de um

guadrado méagico 3 x 3 cuja soma € 15, esta representado a seguir.

816

3 /5|7
4192

Ha& relatos de que a ideia dos quadrados magicos foi transmitida aos

arabes pelos chineses e que o primeiro quadrado magico, conhecido por LoShu,
pode ter sido escrito por volta de 2000 a.C. (BERGE, 1971).
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Existe também uma poesia infantil de 1730, que apesar de ser
interpretada usualmente como uma brincadeira, ilustra bem os primeiros

problemas combinatérios:

Quando eu estava indo para St. Ives,

Eu encontrei um homem com sete mulheres,
Cada mulher tem sete sacos,

Cada saco tem sete gatos,

Cada gato tem sete caixas,

Caixas, gatos, sacos e mulheres,

Quantos estavam indo para St. Ives?

(BIGGS, 1979 apud VAZQUEZ; NOGUTI, 2004, p. 3).

O problema, “Sete mulheres velhas estdo indo para Roma; cada uma
delas tem sete mulas; cada mula carrega sete sacos; cada saco contém sete paes;
cada pao tem sete facas; e cada faca tem sete bainhas. Qual é o nimero total de
coisas?”, escrito por Leonardo de Pisa no Liber Abaci mostra a semelhanca entre
0 mesmo e a antiga poesia, em que ambos reforcam a adicdo e repeticdo do
namero sete e a memorizacdo do mesmo (VAZQUEZ; NOGUTI, 2004).

No papiro egipcio de Rhind, escrito em 1650 a.C. o problema 79 que diz

“Ha sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete ratos, cada rato

1
teria comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete hekat de graos;

guantos itens tém ao todo?” também observou-se que, desde as civilizacbes mais
antigas, as regras béasicas de contar eram enfatizadas por exemplos em que
destacavam-se a propriedade da memorizacdo (VAZQUEZ; NOGUTI, 2004).
Mas somente no final do século XVII, foi possivel observar que a teoria
combinatdria apareceu como um novo capitulo da Matematica, época na qual

foram escritos os livros:

! Hekat é uma unidade de medida de gréos utilizada no Egito Antigo que equivale a 4,8
litros.
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a) “Traitédutrianglearithmétique™ (escrito em 1654 e publicado em
1665) de Pascal;
b) “Dissertatio de arte combinatéria” de Leibniz (1666);

c) “Ars magna sciendisivecombinatéria” (1669) de AthanasiusKircher.

Anteriormente, no século XVI, na Italia, num periodo em que ocorrem
dentre outros acontecimentos, a Reforma Protestante, a ascenséo de Elizabeth | e
0 massacre de Sdo Bartolomeu, viveu Niccolo Fontana (1500-1557), que
segundo poucos relatos que existem a seu respeito, era oriundo de uma familia
muito pobre e s6 aos catorze anos aprendeu a escrever pelos proprios meios.
Niccolo viveu seus primeiros anos de vida na Peninsula Ibérica, que na época
sofria constantes ataques das tropas francesas. Em 1512, quando Brescia, sua
cidade natal, foi saqueada em uma invasdo liderada pelo General Gaston de
Foix, ele, sua mae e sua irma procuraram reflgio na igreja da cidade. Mas os
soldados ndo poupavam nem esses locais e Niccolo foi gravemente ferido com
golpes na cabeca e na face, 0 que o levaria a perda parcial da memdria e a ter
dificuldades para falar. Devido a isto, ele foi apelidado de Tartaglia, que
significa gago. Tartaglia tornou-se engenheiro e professor na universidade de
Veneza, onde foi gradualmente adquirindo uma reputacdo como promissor
matematico devido as suas participacdes bem sucedidas num largo nimero de
debates. Foi professor também em Verona, Piacenza, Vicenza, Mildo e Brescia e
um dos primeiros matematicos a elaborar estudos sobre combinacdes possiveis
no lancamento de dois dados. Fez trabalhos importantes em que demonstrou
muitos conhecimentos de aritmética, geometria, algebra, balistica e estatica.

O médico graduado na Universidade de Padua, Gerolamo Cardano
(1501-1576), aparece ainda nesse século e seus estudos deixaram importantes
contribuicdes para a fisica, filosofia, astrologia e, principalmente, a matematica.

Cardano gastava seu dinheiro em apostas, desenvolvendo assim, mais
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profundamente, as técnicas de contagem e combinacGes, contribuindo
principalmente para o célculo das Probabilidades (ROSA, 1998). Cardano
escreveu um livro sobre a teoria das probabilidades “Liber de ludo aleae ”, sobre
0s jogos de azar, (1550, mas publicado em 1663), contendo ironicamente
conselhos sobre como trapacear no jogo.

Galileu Galilei (1564-1642) analisou problemas sobre os jogos de dados.
Em um dos problemas de combinatéria, datados do século XVI, Galileu
questionou o porqué da soma dez aparecer tdo frequentemente quando se jogam
trés dados distintos.

Ja no século XVII, motivados por problemas ligados a jogos e loterias,
Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre Fermat (1601-1665), sistematizaram a
Analise Combinatoria através de seus trabalhos. Diz-se que devido a curiosidade
de um amigo, chamado Chevalier de Méré, jogador apaixonado, que discutia
com Pascal, através de correspondéncias, problemas relativos a probabilidade de
ganhar em certos jogos de cartas, esse descobriu seu interesse pelo assunto.

Em correspondéncia com Fermat, durante o verdo de 1654, Pascal
estabeleceu os fundamentos da Teoria das Probabilidades, que ndo despertou
logo grande interesse entre 0os matematicos que 0s seguiam, ja que na época
estavam atraidos pelas investigacdes relativas ao célculo, criadas por Newton e
Leibnitz.

Em meados do século XVIII, percebeu-se a utilidade da Teoria das
Probabilidades para estudar situacfes como taxas de mortalidade, prémios de
seguros, estatisticas sobre impostos, doencas, condenagdes, etc. Surgiram, nesse
periodo, grandes publicagdes e os trabalhos do suico Jacques Bernoulli (1654-
1705), do alem&o Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) e do suico Leonhard
Euler (1707-1783) dedicados a problemas probabilisticos colaboraram para um

grande desenvolvimento da Analise Combinatéria.
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Philipe Naudé, matematico francés, perguntou em carta a Euler, de
quantas maneiras um nimero pode ser escrito como a soma de inteiros positivos
distintos. Euler respondeu prontamente ao colega e conta-se que essa pergunta
teria dado origem a “teoria das parti¢des”, que foi uma das varias contribui¢des
deixadas por ele a Analise Combinatoria. Dentre suas varias obras, 0 enunciado
e a solugdo do “Problema das sete Pontes de Konigsberg” ? destaca-se como um
teorema da Teoria dos Grafos®, que na atualidade, representa uma parte muito
importante na Analise Combinatdria.

Segundo Rosa (1998, p. 4):

A partir de meados do século XVIII, a Analise
Combinatoria passou a ser utilizada em varios ramos da
Matematica como Estatistica, Algebra, Probabilidade,
Légica, etc., e em outras areas do conhecimento humano
como Biologia Molecular, Programacdo de Computadores,
Economia, Teoria da Programacdo para o0 Bom
Funcionamento da Empresa, etc.

O desenvolvimento posterior da teoria das probabilidades teve também
grande contribuicdo dos matematicos franceses Abraham de Moivre (1667-
1754), Pierre ~ Simon de Laplace (1749-1827) com  sua
Théorieanalytiquedesprobabilités; entre outros, como Joseph Lagrange (1736-
1813), Thomas Bayes (1702-1761), Bertrand, Poincaré e Borel.

2 Conta-se que, no século XVIII, havia sete pontes cruzando o rio Pregel, que banhava a
pequena cidade universitaria prussiana de Konigsberg, hoje Kaliningrad, Russia.
Quatro delas ligavam as margens opostas a uma pequena ilha formada nesse rio, outras
duas ligavam as margens opostas a uma outra ilha, proxima a primeira, e a Gltima
ponte ligava as duas ilhas. Os habitantes de Konigsberg costumavam passear na sua
cidade nas tardes ensolaradas de domingo, mas nunca tinham conseguido dar um
passeio especial: sair de casa, atravessar todas as pontes uma sO vez e regressar a casa.
No entanto a davida quanto a possibilidade persistia.

® A Teoria dos Grafos é um ramo da matematica que estuda as relacdes entre os objetos
de um determinado conjunto. Para tal sdo empregadas estruturas chamadas degrafos,
G(V, A), onde V é um conjunto ndo vazio de objetos denominados vértices e A é um
conjunto de pares ndo ordenados de V, chamado arestas.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Grafo
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Atualmente, a Analise Combinatdria possui inimeras aplicacdes em
varios campos do conhecimento. Segundo Morgado et al. (1991) haum
crescimento consideravel, comprovado por exemplo, por problemas de
armazenamento no banco de dados.

Assim, a Analise Combinatéria ndo apenas permeia os distintos ramos
da Matematica, como também as diversas ciéncias, como a fisica, quimica,

biologia e economia.

2.3 A importancia da Analise Combinatéria na atualidade

A Analise Combinatdria é, atualmente, foco de muita atencédo e serve de
base para varios ramos da Matematica: teoria dos grupos, probabilidade, teoria
dos nameros, topologia, probabilidade, etc. Mas apesar disso, ndo encontrou-se
na literatura uma definicdo satisfatdria dessa ciéncia e suas ramificagdes.

A combinatéria moderna constitui-se em problemas de listar, contar,
estimar e existir, sendo que a maioria desses pode ser resolvida utilizando-se o
principio multiplicativo. Acredita-se assim que a resolucdo de problemas
combinatorios constitui um importante papel na aprendizagem de técnicas gerais
de resolucdo de problemas.

Os Parametros Curriculares Nacionais enfatizam a importancia do

estudo combinatério pelos alunos do Ensino Médio, ponderando que:

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de
dados, realizar inferéncias e fazer predi¢des com base numa
amostra de populagdo, aplicar as ideias de probabilidade e
combinatéria a fenbmenos naturais e do cotidiano séo
aplicacbes da Matematica em questdes do mundo real que
tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e
probabilisticos sdo, sem divida, instrumentos tanto das
ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas
(BRASIL, 1998, p. 257).
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A abordagem desvinculada da realidade, faz com que a maioria dos
alunos classifique essa parte da Matematica como uma das mais dificeis de
serem entendidas.

Silva, Fernandes e Soares (2004) afirmam que trazer a Matematica para
préximo do aluno significa mostrar que ela é aplicavel na sua vida, que aquilo

que ele aprende na escola tem relacdo com seu dia a dia.

2.4 O ensino-aprendizagem da Analise Combinatdria

A Analise Combinatéria ndo é bem-vista pela grande maioria dos
professores e alunos, pois normalmente é enfocada através de uma enorme
quantidade de férmulas e definicbes que os docentes usam mecanicamente.
Além disso, fatores como a falta de conhecimento de alguns docentes e de
exemplos concretos e aplicacdes na sala de aula, fazem com que 0s mesmos ndo
consigam resolver nem mesmo problemas simples de contagem.

A maioria dos problemas de Analise Combinatéria exige dos alunos
muita flexibilidade de pensamento em suas resolucdes e o ideal seria que o aluno
tivesse contato com esse conteldo desde os primeiros anos da escola basica,
para que seu desenvolvimento cognitivo acontecesse de forma gradativa.

Quando o aluno tem oportunidade de interagir com um contetido através
de situacgdes significativas, ele certamente terd maior oportunidade de aprendé-
lo. Este trabalho acredita que a construcdo do conceito por meio de materiais
manipulativos, atividades com espaco para discussdo de ideias e que possam ser
representadas através de diagramas ou desenhos, criam no aluno um ambiente
mais favoravel ao entendimento da Anélise Combinatoria.

Segundo Piaget (1978), a representacdo é a reunido de um significante
que permite a formacdo de um significado fornecido pelo pensamento. Sendo

assim, de acordo com Vergnaud (1990), antes da sistematizacdo do principio
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fundamental da contagem, o uso de diagramas, tabelas e arvore de possibilidades
guardam relagdes privilegiadas com a combinatdria.

Batanero et al. (1997) afirmam que a maior dificuldade dos alunos em
Anélise Combinatoria deve-se ao fato de os mesmos ndo conseguirem identificar
a operagdo combinatoria correta que devem utilizar. Outro fator agravante € que
além de ndo identificarem qual a férmula correta a ser usada em cada problema,
eles ainda erram as préprias formulas.

Acredita-se que esses erros apresentados pelos alunos acontecem
principalmente devido a forma como o conteudo lhes é apresentado.
Frequentemente, as formulas Ihes sdo apresentadas apds uma rapida abordagem
dos conceitos sobre cada tipo de agrupamento, induzindo assim o aluno ao
dominio da técnica e ndo a uma interpretacdo do problema, o que é fundamental
na Analise Combinatoria.

Ainda segundo Batanero et al. (1997), uma das principais causas do
fracasso dos alunos na resolucdo de problemas de Combinatdria é a confusdo
sobre a relevancia de ordem. Com relacdo a isso, o CBC-MG orienta 0s
professores da rede publica de ensino a dedicarem uma parte do planejamento
destinado ao ensino da Analise Combinatéria, a reforcarem nos alunos os
conceitos de sequéncias e subconjuntos, que estdo intimamente relacionados ao
conceito de ordem nos agrupamentos (CARNEIRO; SPIRA; SABATUCCI,
2007).

Observa-se que muitos livros didaticos mencionam 0s arranjos e as
combinagdes separadamente e ndo fazem nenhuma relacdo entre eles, nos
levando a acreditar que esse processo nao contribui para que o aluno adquira o
habito de analisar e diferenciar problemas de arranjo e combinacéo.

Frente a essas considera¢fes concluiu-se que o processo de ensino-

aprendizagem da Andlise Combinatdria é deficitario e s6 sofrera mudancas
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significativas a partir do momento em que o aluno tiver condi¢des de construir

0S conceitos necessarios para a interpretacao e resolugdo dos problemas.
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3 MOTIVAGAO E JUSTIFICATIVA PARA A ESCOLHA DO TEMA

Neste capitulo, apresenta-se a Proposta Curricular do Estado de Minas
Gerais (CBC-MG) e o Sistema Mineiro de Avaliacdo Escolar - SIMAVE. Como
a sequéncia de atividades foi elaborada seguindo as orienta¢bes do CBC, julgou-
se necessario fazer uma breve abordagem sobre o mesmo. Ja a analise do
SIMAVE foi apresentada porque uma das justificativas da escolha do tema do
estudo foi o baixo desempenho dos alunos das escolas publicas mineiras, nas

questdes de Analise Combinatoria.

3.1 A proposta curricular do Estado de Minas Gerais e a Analise

Combinatéria

O novo plano curricular para o Ensino Médio da SEE-MG foi criado,
instituido e regulamentado pela Resolu¢do n°. 753, de 06 de janeiro de 2006
(MINAS GERAIS, 2006), mas sua implantacdo foi feita de forma gradativa,
iniciando-se pelas escolas participantes do projeto Escola-Referéncia®..
Obijetivou-se , sobretudo, assegurar aos alunos do Ensino Médio a capacitacdo
para o exercicio de atividades profissionais, bem como sua preparacdo para
prosseguimento de estudos académicos.

Segundo a SEE-MG (CARNEIRO; SPIRA; SABATUCCI, 2007), a
proposta curricular ndo contempla todos os conteldos a serem abordados na
escola, mas sim os aspectos fundamentais de cada disciplina, que ndo podem

deixar de ser ensinados e que os alunos ndo podem deixar de aprender. Esses

* O Projeto ER (Escola Referéncia) é uma politica do governo de Minas Gerais,
implantada a partir do ano de 2003, tendo como lema o “desenvolvimento de a¢des que
buscam a reconstrugdo da exceléncia na rede publica”. Ele visa a supera¢do do
fracasso escolar por meio de uma educac¢do de qualidade, que promova a inclusdo do
aluno na sociedade.
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contetidos vém detalhados através de habilidades e competéncias. No Ensino
Médio foram estruturados de forma que, no primeiro ano, sua abordagem seja
mais geral e semiquantitativa, ao passo que no segundo ano ela se torne mais
quantitativa e aprofundada e finalmente no terceiro ano, que é o ano da
complementacdo da formagdo, a escola podera eleger tépicos complementares,
dentre os quais os sugeridos no CBC.

O CBC esta fundamentado nas Diretrizes Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (DCNEM) e nas orientagbes complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN+: Ciéncias da Natureza, Matematica e suas

tecnologias). Os PCN+ estabelecem que:

No Ensino Médio, etapa final da escolaridade basica, a
Matematica deve ser compreendida como uma parcela do
conhecimento humano essencial para a formacdo de todos
0s jovens, que contribui para a construcdo de uma visao de
mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver
capacidades que deles serdo exigidas ao longo da vida social
e profissional. Nessa etapa da escolaridade, portanto, a
Matemaética vai além de seu carater instrumental, colocando-
se como ciéncia com caracteristicas préprias de investigacdo
e de linguagem e com papel integrador importante junto as
demais Ciéncias da Natureza (BRASIL, 2010, p. 111).

3.1.1 Os eixos tematicos

O CBC-MG é organizado em eixos tematicos que tém o mesmo sentido
de eixo estruturador, apresentado nos PCN+. Esses sdo “Um conjunto de temas
que possibilitam o desenvolvimento das competéncias almejadas com relevancia
cientifica e cultural e com uma articulacdo logica das ideias e contelidos
matematicos” (CARNEIRO; SPIRA; SABATUCCI, 2007, p. 34).

Os eixos tematicos propostos sdo 0s seguintes:
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a) Eixo Teméatico I: Numeros, Contagem e Analise de Dados.
b) Eixo Tematico Il: FuncGes Elementares e Modelagem.
c) Eixo Tematico Il1: Geometria e Medidas.

Esses eixos diferem um pouco da proposta do PCN+, em que sdo

propostos trés temas estruturadores:

a) Algebra: nimeros e funcdes
b) Geometria e medidas

c) Andlise de dados

O Eixo Tematico I: Numeros, Contagem e Analise de Dados, que se
constitui foco deste trabalho, vem definido pelos autores do CBC-MG, de forma
sucinta, como apresenta-se abaixo.

Desde os primdrdios da humanidade o ato de contar é um dos aspectos
principais da Matemdtica, ja que no cotidiano nos vemos constantemente
envoltos em situacBes que exigem resolver problemas dessa natureza. Possiveis
resultados de uma experiéncia genética, armazenamento de dados em formato
eletrdnico, estimativas do tempo de execucdo de programas de computadores,
dentre outros, sdo exemplos de problemas que dependem da formalizacdo
Matematica de técnicas de contagem, conhecida como Analise Combinatéria.

No dia a dia, lida-se o tempo todo com problemas de contagem direta,
em que normalmente é possivel registrar todos os objetos envolvidos, um a um.
Mas, é comum deparar-se com situacdes em que o numero de objetos que se
quer contar é tdo grande aponto de ser praticamente impossivel, ou pelo menos,
inconveniente listad-los. Nesse contexto, surgem os métodos e conceitos da
Anélise Combinatoria, que permitem a transicdo imediata do pensamento

cotidiano para o pensamento cientifico. Aqui, a Andlise Combinatéria se
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restringe ao estudo de subconjuntos e sequéncias, que sera pré-requisito
importante para saber-se de quantas maneiras um determinado grupo de objetos
pode ser escolhido, levando-se em conta ou ndo a ordem em que sdo
selecionados.

Um dos grandes facilitadores do ensino-aprendizagem da Analise
Combinatéria é, sem duvida, o fato de que além das operacGes serem
elementares, s6 lidar-se com nimeros naturais. Além disso, o conteddo €
desprovido de complicacGes tedricas, conceituais ou notacionais e 0s métodos de
pensamento utilizados sdo de carater geral e formativo, o que propicia ao aluno

um maior desempenho na pratica escolar global e cotidiana.

3.1.2 A resolucéo de problemas

O CBC-MG privilegia, principalmente, a resolucdo de problemas em
todos seus eixos tematicos como forma de levar o aluno a desenvolver a
capacidade de abstracdo, bem como a habilidade de atribuir significado aos
conceitos abstratos estudados.

De acordo com os autores do CBC-MG, situacdo-problema sao
problemas que envolvem o processo de traducdo do enunciado, seja
contextualizado ou ndo, em linguagem Matematica, e a tomada de decisdo sobre
quais ferramentas Matematicas serao usadas em sua resolucao (“modelagem”).

Ainda segundo o documento, um dos principais objetivos do ensino da
Matematica é o de desenvolver nos alunos de qualquer nivel escolar habilidades
para a solucdo de problemas. Por outro lado, adverte que os mesmos ndo devem
ser levados a resolver uma grande quantidade de exercicios repetidos como é

comumente encontrado nos livros-textos atuais.
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Os problemas a serem resolvidos devem ser amplamente variados para
que o objetivo proposto, citado no primeiro paragrafo desta secdo, seja
alcancado.

A utilizacdo de problemas ou de situacdes praticas deve ser explorada
para a motivagdo, introdugdo de novos conceitos e ideias e também nas suas
aplicacGes.

O documento contempla ainda o uso de algumas estratégias
apresentadas, constantemente, para que os alunos habituem-se e desenvolvam
concretamente habilidades para a resolugéo de problemas.

Ao elaborar as atividades propostas neste trabalho deu-se prioridade ao
uso das estratégias: perceber padrGes em situacGes aparentemente diversas;
estudar casos especiais mais simples usando-os para elaborar estratégias de
resolucdo de casos mais complexos ou gerais; fazer uso do método de tentativa e
erro, elaborando novas estratégias de solucéo a partir da analise critica dos erros
e compartilhar e discutir observacdes e estratégias de outros estudantes,

adquirindo assim experiéncia e novos “insights” para abordar um problema.

3.1.3 A avaliagao

Consta na proposta curricular que o professor deve fazer uma avaliacdo
continua de todo o processo de aprendizagem, usando para isto, as acles de
planejar, observar, investigar, organizar e registrar as atividades em sala de aula.

E importante ressaltar que, além dos mencionados acima, 0s métodos
tradicionais de verificacdo de aprendizagem como provas e listas de exercicios
devem aparecer e seu proposito principal deve ser sempre a contribuicao efetiva
para o crescimento do aluno. Além disso, deve servir para que o professor possa
reformular a cada momento suas praticas pedagdgicas e melhor adapta-las as

condigdes de sala de aula.
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Outro fator primordial é a observacédo e o registro do professor, durante
as aulas, da participacdo dos alunos nas atividades propostas. Nas avalia¢Oes
tradicionais deve ser cobrado do aluno os aspectos mais relevantes de cada
unidade.

Sempre com o intuito de elevar a autoestima do educando,
especialmente no caso de adolescentes, a avaliacdo deve ter um carater positivo
e construtivo e os erros devem ser encarados como uma oportunidade ideal de
revisdo de conceitos e estratégias de solucéo.

Os alunos devem ter espaco em sala de aula para expor suas
observac0es, dificuldades e relatos sobre as atividades e conteidos trabalhados.
As tentativas de resolucdo de seus problemas devem ser valorizadas pelo
professor, para que 0os mesmos adquiram autoconfianga, ao perceberem que,
mesmo errando, seu esfor¢o e trabalho sdo bem recebidos.

Por fim, ao se deparar com o erro de seus alunos, o professor deve
assumir uma postura adequada de ndo critica-los, mas sim de fazé-los expor
claramente seu raciocinio e sé depois esclarecer o que esta errado. O ideal é que
o professor obtenha uma solucdo correta da turma, sem intervir e, caso seja

necessario, apresente solugdes alternativas.

3.1.4 A questdo da contextualizacéo

A contextualizacdo de acordo com o CBC — MG é um/ recurso para
ampliar as possibilidades de interacdo entre os temas de uma mesma disciplina,
disciplinas de uma determinada area ou entre disciplinas de areas diversas.

De acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais do Ensino Médio —
DCNEM - a contextualizagdo € um dos principios estruturadores do Ensino
Médio e supera o distanciamento entre os contetidos estudados e a experiéncia

do aluno, criando assim condi¢fes para uma aprendizagem motivadora. Esse
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recurso tira o aluno da condigéo de espectador passivo e mobiliza competéncias
cognitivas ja adquiridas para tratar de novas questdes.

No que se refere ao tema contagem, fica clara a facilidade da utilizagéo
do recurso da contextualizacdo, j& que a maioria das situacbes faz parte do
cotidiano da midia e da linguagem coloquial.

A interdisciplinaridade, outro principio estruturador proposto nas
DCNEM, que consiste em utilizar conhecimentos de varias disciplinas para
resolver um problema ou compreender um determinado fendmeno sob diferentes
pontos de vista, também figura com ferramenta importante e facilitadora ao
desenvolvimento de habilidades Matematicas.

Para utilizacdo desse recurso, porém, é necessario que o professor esteja
preparado para reconhecer as oportunidades de trabalho em conjunto com outras
disciplinas, fagca um planejamento comum das atividades com outros professores
participantes do projeto e também enriqueca suas aulas com exemplos de

aplicacGes de Matematica em outras areas.

3.1.5 Os pré-requisitos

Outra orientacdo importante e constante no CBC é relativa a questdo dos
conhecimentos prévios dos alunos, que sdo Uteis ou necessarios para uma boa
compreensdo dos topicos tratados em cada eixo tematico.

Principalmente na Matematica, o conhecimento é construido de forma
gradativa, em que a aprendizagem de um tépico depende de uma boa base de
conhecimentos adquiridos em anos anteriores. Com isso, é de fundamental
importancia que ao iniciar o estudo de um novo assunto o professor tenha uma
boa ideia do nivel de preparagdo de seus alunos.

AvaliagBes denominadas diagndsticas sdo comumente aplicadas nas

escolas publicas, sob orientagdo da SEE-MG para que o professor tenha
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registrado a verificagdo de dominios de contetidos e, assim,o planejamento de
suas aulas seja mais eficaz.

Em muitos exames e avaliagfes, como o Exame Nacional do Ensino
Médio - ENEM, vestibulares e avaliagdes em larga escala, € comum
constatarem-se falhas elementares de formagdo de muitos alunos, mesmo
daqueles que ja concluiram o Ensino Médio.

Técnicas simples como uma revisdo de contetdo ou resolucdo de uma
lista de exercicios suplementares seguida de sess@es de discussdes de problemas
podem ser usadas para a superacdo dos problemas dos pré-requisitos. Por outro
lado, em casos de deficiéncias mais generalizadas, a atitude a ser tomada por

parte da escola deve ser mais decisiva.

3.1.6 A distribuicdo dos topicos no CBC

No que se refere ao conteddo Andlise Combinatéria, os topicos do CBC

ficam assim divididos:

a) Topicos do CBC para o 1° ano:
- Eixo Temadtico I: Nameros, Contagem e Analise de Dados.
- Tema 2: Contagem
- Topico 4: Principio Multiplicativo
- Habilidade 4.1: Resolver problemas elementares de contagem,

utilizando o principio multiplicativo.

b) Tépicos do CBC para o 2° ano: Contetidos de Aprofundamento.
- Eixo Tematico IV: Numeros, Contagem e Analise de Dados.

- Tema 9: Contagem
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Tdpico 17: Contagem do nimero de elementos de uma unido de
conjuntos
Habilidade 17.1: Resolver problemas que envolvam o calculo do

nimero de elementos da unido de conjuntos.

Tdpico 18: Conjuntos e sequéncias.

Habilidade 18.1: Reconhecer a diferenga entre conjuntos e
sequéncias.

Habilidade 18.2: Identificar, em  situagOes-problema,

agrupamentos associados a conjuntos e sequéncias.

Tépico 19: Principio Multiplicativo.
Habilidade 19.1: Resolver problemas utilizando o principio

multiplicativo.

Topico 20: Arranjos, CombinacBes e permutacdes sem
repeticdo.

Habilidade 20.1: Reconhecer situacBes em que 0s agrupamentos
sdo distinguiveis pela ordem de seus elementos ou nao.
Habilidade 20.2: Resolver problemas que envolvam arranjos,

combinacdes e/ou permutacdes sem repeticao.

SugestBes de tdpicos complementares para o 3° ano: Eixo

tematico VII: Numeros, Contagem e Andlise de Dados.

Tema 16: Contagem
Topico38:  Arranjos, Combinagbes com repetices e

permutagdes ciclicas.
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- Habilidade 38.1: Resolver problemas que envolvam arranjos,
combinacbes e permutacfes com repeticbes e permutacdes

ciclicas.

3.2 As avaliacdes de larga escala e 0 Programa de Avaliacdo da Educacéo
Basica (PROEB)

As avaliacdes dos sistemas educacionais ou avaliacdes de larga escala
sdo acles politicas que visam tomadas de decisdes a partir dos resultados e
propiciem uma melhoria do ensino-aprendizagem.

Os motivos que fundamentam a opgdo por este tipo de avaliacdo séo,
dentre outros, econdmico, politico e social. A justificativa econémica é o fato de
a educacéo estar inserida na ordem econdmica mundial por apresentar-se como
condicdo de estabilidade social, que é requisito de investimento em um pais, por
parte do Banco Mundial.

Politicamente, as avalia¢fes de larga escala figuram com a finalidade de
garantir um padrédo de qualidade da educacdo ministrada no Brasil. J4 no ambito
social, essas avaliagdes tém relacdo direta com a qualidade de vida da
populacdo. A Organizacdo das Nagdes Unidas (ONU), por exemplo, considera a
educacdo como um dos determinantes dessa qualidade.

A educacdo publica do estado de Minas Gerais esta inserida num
programa de avaliacdo externa de larga escala denominado SIMAVE (Sistema
Mineiro de Avaliacdo da Educacdo Publica) que, segundo a SEE-MG
(CARNEIRO; SPIRA; SABATUCCI, 2007), foi instituido como objetivo de
fazer diagndsticos para entender as muitas dimensdes do sistema publico do
Estado e buscar seu aperfeigoamento e eficécia.

Os resultados dessas avaliacGes oferecem medidas acerca do progresso

do sistema de ensino como um todo e de cada escola. Os prop6sitos principais
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desses resultados sdo o de prestar contas a sociedade sobre a eficacia dos
servicos educacionais oferecidos a populacdo e o de fornecer subsidios para o
planejamento das escolas em suas atividades de gestdo e de intervencdo
pedagdgica.

O CBC é tomado como referéncia para elaboracdo das avaliagcbes do
SIMAVE que, no caso do Ensino Médio, é denominado PROEB. Esse acontece,
anualmente, nos meses de outubro ou novembro, no 3° ano do Ensino Médio,
contemplando apenas os contelidos de Matematica e Portugués. J4 o Programa
de Avaliacdo da Aprendizagem Escolar (PAAE), esté direcionado a alunos do 1°
ano do Ensino Médio e acontece em até trés etapas, durante o ano letivo. O
SIMAVE desenvolve atualmente os programas:

PAAE

Prograrma de Avaliagio da
Aprandizagem Eacolar J

PROALFA

Programa de Avaliagho da Alfabetizecda

PROEB

Programa de Avaliagio da Rede Plblica
de Educecda Bésica

St Wb e vl § i P

Figural Organograma do Simave
Fonte: Minas Gerais (2010, p. 8).
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O PROEB ¢ elaborado de acordo com a Matriz de Referéncia para
Avaliagdo, que surge do CBC e contempla apenas aquelas habilidades
consideradas fundamentais e possiveis de serem alocadas em testes de mdltipla
escolha.

O Sistema Nacional de Avaliagcdo da Educagdo Basica (SAEB) define
uma escala de proficiéncia que disp6e o resultado dos alunos. Como uma escala
é a expressdo da medida de uma grandeza e também uma forma de apresentar
resultados com base em uma espécie de régua em que os valores sdo ordenados e
categorizados, as escalas do SAEB permitem ordenar os resultados de
desempenho dos alunos do nivel mais baixo ao mais alto.

Estas escalas apresentam para cada intervalo, as habilidades presentes
naquele ponto e a grande vantagem da adocdo de uma escala de proficiéncia é
sua capacidade de traduzir as medidas obtidas em diagnosticos qualitativos do
desempenho escolar.

Os resultados insuficientes obtidos nas provas do PROEB, referentes ao
contetdo de Analise Combinatoria, conforme colocacdes feitas no inicio deste
capitulo, serviram como uma motivagdo a mais para a realizacao dessa proposta
de atividades. Assim, nas proximas paginas sera apresentado o PROEB, sua
estrutura e resultados referentes ao dominio das habilidades relacionadas a
Analise Combinatdria.

A escala de proficiéncia de Matematica para o Ensino Médio em Minas

Gerais se estrutura conforme o esquema abaixo.
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Dominios Competéncias Descritores

* As habilidades relativas a essas competéncias ndo 2o avaliadas nesta etapa de escolaridade.

Figura 2 Escala de proficiéncia de Matematica para o Ensino Médio em Minas
Gerais

Fonte: Minas Gerais (2011a, p. 14).
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ESCALA DE PROFICIENCIA
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PADROES DE DESEMPENHO ESTUDANTIL PARA 0 39 ANO DO ENSIND MEDIO

Figura3 A escala de proficiéncia de Matematica para o Ensino Médio em
Minas Gerais

Fonte: Minas Gerais (2011a, p. 15).

Os quatro grandes dominios do conhecimento em Matematica para toda
a educacdo bésica, agrupados por competéncias sdo apresentados na primeira

coluna. Essas competéncias agregam as habilidades presentes na Matriz de
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Referéncia de Matematica e a relagcdo entre a escala e a matriz, para cada
competéncia com seus respectivos descritores que aparecem nas colunas
seguintes.

De acordo com Cleuza Lourengo Linhares, diretora de uma escola da
rede publica de Minas Gerais, em uma entrevista publicada no Boletim do
PROEB 2011, uma Matriz de referéncia é “Um conjunto de descritores com a
funcdo de focalizar dois pontos basicos: contelido programatico a ser avaliado
em cada periodo de escolarizacdo e o nivel de operacdo mental necessaria para a
realizagdo de determinadas tarefas” (MINAS GERAIS, 2011b, p. 15).

A Figura a seguir representa a Matriz de Referéncia de Matematica para

o Ensino Médio.
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MATRIZ DE REFERENCIA DE MATEMATICA - SIMAVE/PROEB

TEMAS E SEUS DESCRITORES - 3° AND DO ENSIND MEDIO

m Reconhecer a planificacdo de figuras tridimensionais mais ususis
|primas, pirdmides, paralelepipedo, cubo, cilindro e conel.

Rezolver situacfes-problema, no plano, que envolvam razio
trignnométrica no tridngulo reténgulo [seno, cosseno, tangentel.

03 | Calcular a distancia entre dois pontes no plano cartesiano.

04 Interpretar geometricamente os coeficientes
da equacdo de uma reta.

05 | Construir a equacio da reta que passa por dois pontos dados.

06 | Utilizar o célculo de perimetro de figuras planas.

07 | Utilizar o calculo de dreas de figuras planas.

Resolver situacies-problema erwvolvendo a area
08 | totzl de figuras tridimensionais |prisma, pirdmide,
cilindro, cone, esfera, paralelepipedsl.

Resolver situacGes-problema erwobvendo o volume de um sélido
|prisma, piramide, cilindre, cone, esfera, paralelepipedal.

010 Estimar raiz quadrada n3o exata de umn nimero natural, tendo
como referéncia um intervalo de dois inteires consecutivos.

D11/ Localizar nimeros racionzis na reta numerica.

D12| Diferenciar as vanacdes proporcionais das n3o proporcionais.

Resolver situacfes-problema, emvolvendo duas

e grandezas direta ou inversamente proporcionais.

Figura 4 Matriz de Referéncia de Matematica para o Ensino Médio
(... continua...)
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DESCRITORES

Resolver situacdes-problema, ervolvendo
o célculo de porcentagens.

D15

Resolver situacdes-problema, erwolvendo equacio de 27 grau.

D16

Resolver inequacdo de 2° grau.

D17

Resolver situacdes-problema, envolvendo inequacao de 2% grau.

D18

Representar graficamente uma funcao do 2% grau.

D19

Reconhecer uma funcdo do 2% grau a partir de seu grafico.

D20

Reconhecer um polindmio do 22 grau através
de sua fatoracdo em fatores do 19 grau.

DA

Calcular oz pontos de maximao ou minimo
de uma funcio de 2* grau.

D22

Resolver situac@es-problema que envolvam os pontos
de maximo ou de minima de uma funcio do 2% grau.

D23

Construir, 2 partir de uma situacio-problema, um
sisterna linear com trés equacdes e trés incognitas.

D24

Resolver um sistema de equacbes lineares
com trés equacdes e trés incdgnitas.

025

Analisar crescimento/decrescimentn, zeros e
funcbes reais apresentadas em graficos.

D26

Resolver situacdes-problema, erwolvendo progressao aritmética.

Figura4 Matriz de Referéncia de Matematica para o Ensino Médio

(... continua...)
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Resolver situacdes-problema, ervolvendo progress2o geométrica.

Identificar arcos no circulo trigonométrico.

Relacionar medidas em graus e em radianos.

Aplicar relacdes entre as razies trigonométncas
no circulo trigonométrico.

Resolver problema de contagem, utilizando o principic
multiplicative ou nocGes de permutacdo simples,

arranjo simples ou combinacdo simples.

Calcular a probabilidade de um evento.

Reconhecer a representacio grafica de
uma funcio exponencial [y = =]

Resolver equacdes exponenciais.

Reconhecer a representacio grafica de

uma fun¢io logaritmica ly = log].

Utilizar a5 propriedades operatdrias da funcdo logaritmica.

Calcular as raizes de uma equacdo polinomial dada
por um produto de fatores do 19 efou 2° grau.

Interpretar e utilizar dados apresentados em tabelas
efou graficos [segmentos, colunas, setores).

Associar informacdes apresentadas em listas e/fou tabelas
simples aos graficos que as representam e vice-versa.

Utilizar as médias aritmética e ponderada.

Figura 4 Matriz de Referéncia de Matematica para o Ensino Médio

(... conclusdo)

Fonte: Minas Gerais (2011b, p. 39-41).
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Na escala de proficiéncia, as habilidades sdo representadas por cores que
vao do amarelo-claro ao vermelho, que por sua vez indicam a gradacdo de
complexidade das habilidades pertinentes a cada competéncia. Os intervalos da
escala estdo representados na primeira linha e estdo divididos em intervalos
iguais de 25 pontos, de modo que o valor minimo é zero e 0 maximo é 500
pontos. Na parte inferior da escala, representados em tons de verde, estdo os
padrGes de desempenho para o 3° ano do Ensino Médio, definidos pela
Secretaria de Estado de Educacdo de Minas Gerais e seus limites cortam a escala
da primeira a ultima linha no sentido vertical.

Os dominios da escala de proficiéncia agrupam as competéncias basicas
ao aprendizado da Matematica, para toda a educacdo basica.

O dominio da Escala de Proficiéncia no qual se fundamenta este
trabalho é o Tratamento da Informacdo e a competéncia relativa a esse dominio
é: Utilizar procedimentos de combinatoria e Probabilidade. O descritor 31 da
Matriz de Referéncia (p. 40), relacionado ao dominio e competéncia
supracitados discorre que o professor ao trabalhar o mesmo em sala de aula deve
objetivar que, ao concluir seu trabalho, o aluno adquira a habilidade de resolver
problema de contagem, utilizando o principio multiplicativo ou nocGes de
permutacao simples, arranjo simples ou combinagdo simples.

Este dominio pode ser desenvolvido, entre outras areas da Matematica,
pela Combinatédria, pois ela nos permite determinar o nimero de possibilidades
de ocorréncia de algum acontecimento. A Competéncia referente a esse dominio
que interessa a esse trabalho com sua respectiva escala de proficiéncia esta

anexada a seguir.
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UTILIZAR PROCEDIMENTOS DE COMBINATORIA E PROBABILIDADE

o |25 |5U 73 ‘HJEI |IES |I5U |1?5 ‘EEII] ‘225 |25l3 ‘27‘5 ‘JIJEI |323 |35IJ |Z]T-'E ‘AEII] 425 1450 1475 |00

Um dos objetivos do ensino do Tratamento de Informacio em Matematica  propiciar ao estudante o de-
senvolvimento da competéncia: utilizar procedimentos de combinatdria e probabilidade. Esta competéncia
deve ser desenvolvida desde os anos iniciais do Ensino Fundamental por meio da resolucdo de problemas de
contagem simples e a avaliacdo das passibilidades de ocorréncia ou ndo de um evento. Algumas habilidades
vinculadas a esta competéncia no Ensino Fundamental s3o exploradas juntamente com o deminio Ndmeros e
Uperagéesffilgehra e Funcdes. Quando tratamos essa habilidade dentro do Tratamento de Informacdo, ela se
torna mais forte no sentido do professor perceber a real necessidade de trabalhar com ela. O professor deve
resolver problemas simples de possibilidade de ocorréncia, ou no, de um evento ou fendmeno, do tipo "Qual
é a chance?” Apesar desse conhecimento intuitivo ser muito comum na vida cotidiana, convém trabalhar com
0s estudantes a diferenca entre um acontecimento natural, que tem um carater deterministico, e um aconteci-
mento aleatdrio, cujo carater é probabilistico. Também & possivel trabalhar em situacdes que permitam avaliar
se um acontecimento  mais ou menos provavel. Nao se trata de desenvolver com os estudantes as técnicas
de clculo de probabilidade, mas de explorar a ideia de possibilidade de ocorréncia ou nao de um evento ou
fendmeno. Intuitivamente, compreenderdo que alguns acontecimentos sao possiveis, isto €, “tém chance”
de ocorrer [eventos com probabilidades ndo nulas). Outros acontecimentos s3o certos, “garantidos” (eventos
com probabilidade de 100%] e ha agueles que nunca poderdo ocorrer (eventos com probabilidades nulas). As
habilidades associadas a esta competéncia sdo mais complexas, por isso comecam a ser desenvolvidas em
niveis mais altos da escala de proficiéncia.

Os estudantes cuja proficiéncia se encontra na faixa cinza, de 0 a 375 pontos, ainda ndo de-
senvolveram as habilidades relacionadas a esta competéncia.

No intervalo representado pelo amarelo-claro, de 375 a 400 pontos, os estudantes comegam
a desenvolver esta competéncia, calculando a probabilidade de um evento acontecer no lan-
camento de um dado, bem como a probabilidade de ocorréncia de dois eventos sucessivos
como, por exemplo, a0 se lancar um dado e uma moeda.

0amarelo-escuro, 400 a 425 pontos, indica uma complexidade maior nesta compaténcia. Neste
intervalo, os estudantes consequem resolver problemas de contagem utilizande o principio
multiplicativo sem repetico de elementos e calculam a probabilidade de ocorréncia de um
evento simples.

do que a anterior, os estudantes resolvem problemas de contagem utilizando o principio

I No intervalo representado pela cor vermelha, acima de 425 pontos, habilidade mais complexa
multiplicativo com repeticao de elementos e resolvem problemas de combinacao simples.

Figura5 Dominios da escala de proficiéncia e os respectivos intervalos de
gradacdo de complexidade da habilidade

Fonte: Minas Gerais (2011a, p. 31).
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Segundo dados do Boletim do PROEB (SISTEMA MINEIRO DE
AVALIACAO DA EDUCACAO PUBLICA - SIMAVE, 2012), que é publicado
e enviado todos o0s anos para cada uma das escolas publicas de Minas Gerais, 0
resultado do desempenho dos alunos nesta avaliacdo, na grande maioria das
escolas tem sido insatisfatorio desde a sua implantagdo. Esse dado, na verdade, é
uma constante em todas as avaliagdes em larga escala no Brasil. Segundo dados
do Sistema Nacional de Avaliagdo da Educacdo Bésica - SAEB (2011), em
2009, da amostra dos alunos avaliados em Matematica, apenas 11%
apresentaram aprendizado adequado ao terceiro ano do Ensino Médio.

Ha uma grande defasagem entre o que se espera de desenvolvimento de
habilidades na area da Matematica e o que efetivamente os alunos demonstram
ter consolidado. Esse fato torna-se ainda mais gritante quando sdo analisados 0s
resultados da grande maioria das escolas publicas de Minas Gerais, do PROEB,
referentes a competéncia: Utilizar Procedimentos de Combinatoria e
Probabilidade. O que se pode observar € que, quase a totalidade dos alunos se
encontra localizado no padrdo baixo ou intermediario da escala de proficiéncia,
ou seja, sua pontuacdo varia de 0 a 375 pontos, o que significa que 0s mesmos
ainda ndo desenvolveram as habilidades relativas a essa competéncia.

Para ilustrar tal realidade, seguem-se as escalas de proficiéncia de 2009,
2011 e 2012 respectivamente,da escola em que leciono, sendo que a linha preta

na vertical indica a pontua¢do média dos alunos nesses anos.
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Figura 6 Escala de Proficiéncia de Matematica da” Escola Estadual Doutor
Osmar Bicalho” dos anos 2009, 2011 e 2012

Fonte: SIMAVE (2013)
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Os resultados do PROEB servem como parametro para que O0S
educadores percebam que o processo de ensino e aprendizagem da Analise
Combinatéria é deficitario, e que mudancas significativas precisam acontecer

para que essa realidade seja revertida.



47

4 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Estamos o tempo todo vivenciando situagdes cotidianas que envolvem a
resolucdo de problemas, ou seja, resolver problemas faz parte da natureza
humana. Desde os primérdios da humanidade, bem antes da invencdo dos
nimeros, problemas de localizar-se no tempo e no espago, por exemplo, ja
faziam parte do cotidiano dos homens.

Segundo Carneiro, Spira e Sabatucci (2007) um dos principais objetivos
do ensino de Matematica, em qualquer nivel, é o de desenvolver habilidades
para a resolucdo de problemas.

Huanca (2006, p. 20) comenta que, “ao longo da historia, matematicos,
filésofos, psicélogos, educadores e pesquisadores tém reconhecido a importancia
da resolucdo de problemas e da existéncia de diferencas pessoais na capacidade

de se chegar a uma solugdo”.

4.1 A Metodologia de “Resolucdo de Problemas”

Como uma das grandes dificuldades dos alunos nas varias areas do
conhecimento, principalmente em Matematica, esta em resolver problemas, sua
utilizacdo na pratica educativa € uma metodologia que deve ter papel de
destaque na sala de aula.

Geoge Polya, autor do livio “A Arte de Resolver Problemas” cuja
primeira edi¢do data de 1945, influenciou as primeiras pesquisas sobre o ensino
de Matemaética através da resolucdo de problemas.

Atualmente, no Brasil, merecem destaque as pesquisas desenvolvidas
pelo Grupo de Trabalho e Estudos sobre Resolucdo de Problemas (GTERP),
coordenado pela professora Lourdes de La Rosa Onuchic, na Universidade

Estadual Paulista (Unesp) de Rio Claro.
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Segundo Souza e Nunes (2008), a proposta de resolucdo de problemas
vem passando por varias modificacdes. Nos anos 80, o Conselho Nacional de
Professores de Matematica (NCTM), um a entidade norte americana, a resolucéo
de problemas deveria ser foco da Matematica escolar. J&, na década de 90, no
Brasil e no Mundo, a resolucdo de problemas figurou como um ponto de partida
e um meio de se ensinar Matematica.

Mas Zuffi e Onuchic (2007), alertam que, mesmo o0 tema continuando
atual nas discussfes junto a pesquisadores da area, no que diz respeito a real
capacidade da metodologia de resolucdo de problemas provocar mudancas de
longo prazo nas salas de aula de Matematica, ainda ha investigagdes a se fazer.

Segundo Onuchic (2008), em seu blog:

A metodologia de Ensino de Matematica através da
Resolugdo de Problemas” constitui-se num caminho para se
ensinar matematica e ndo apenas para se ensinar a resolver
problemas. Nela, o problema é um ponto de partida e os
professores, através da resolucdo do problema, devem fazer
conexdes entre os diferentes ramos da matematica, gerando
novos conceitos e novos contetidos. Numa sala de aula onde
o trabalho é feito com a abordagem de ensino de matematica
através da resolucdo de problemas, busca-se usar tudo o que
havia de bom nas reformas anteriores: repeticdo,
compreensdo, 0 uso da linguagem matematica da teoria dos
conjuntos, resolver problemas e, as vezes, até a forma de
ensino tradicional.

Por outro lado Onuchic e Alevatto (2004) afirmam ndo haver formas
rigidas para a utilizacdo da metodologia de resolugdo de problemas em sala de
aula. Em 1998, construiram uma proposta de resolucdo de problemas que ja
sofreu modificagOes, sendo revista e aprimorada 10 anos depois.

Em um mini-curso proposto por Souza e Nunes (2008) é apresentado o
roteiro a seguir, elaborado por Onuchic (1999), com o intuito de dinamizar a

metodologia de trabalho ensino-aprendizagem-avaliacdo de matematica através
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da resolucdo de problemas. Este roteiro foi utilizado no desenvolvimento deste

trabalho e contém a seguinte sequencia de atividades:

a) Formar grupos — entregar uma atividade (problema)
Processo compartilhado, cooperativo dando a oportunidade de aprender

uns com 0s outros.

b) O papel do professor
Muda de comunicador do conhecimento para o de observador,
organizador, consultor, mediador, interventor, controlador, incentivador da

aprendizagem.

¢) Resultados na lousa
Anotar os resultados obtidos pelos grupos quer sejam certo ou errado e

aqueles feitos por diferentes caminhos.

d) Plenaria
Assembleia com todos os alunos. Como todos trabalham sobre o

problema dado, estdo ansiosos quanto a seus resultados, dessa forma, participam.

e) Analise dos resultados
Nesta fase sdo trabalhados os pontos de dificuldade (problemas

secundarios). O aspecto exploracdo € bastante considerado nesta analise.

f) Consenso

Consenso sobre o resultado pretendido.
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g) Formalizagéo
Faz-se uma sintese daquilo que se objetivava “aprender” a partir do

problema.

S&o colocadas as devidas defini¢cbes, identificadas as propriedades, feitas
as demonstracoes.

Conclui-se assim que na maior parte do desenvolvimento da proposta
acima, o papel do professor ocupa lugar de destaque. Ele deve ser um facilitador
do processo, encorajando o aluno a explorar, questionar e compartilhar sucessos
e fracassos, e, para isso, deve estar preparado para enfrentar diversas situacGes
com seguranca e criatividade.

Porém, em muitos casos o que se percebe, segundo Onuchic (1999),
futuros professores de matematica encontram dificuldades, entre outras razdes,
porque vivenciaram e receberam uma formacao deficitaria.

Onuchic (1999 apud HUANCA, 2006) enfatiza o trabalho de Felix Klein
que, em 1892, se interessou pelo professor que deveria trabalhar Matemaética
com seus alunos, nas escolas. Comecou a escrever monografias em que
trabalhava a matematica elementar sob um ponto de vista avancado e, nelas,
deixava aos professores a responsabilidade de desenvolver caminhos por ele
sugeridos. Klein ja sentia a preocupacdo com um ensino de matematica
envolvendo a necessidade de professores melhor preparados.

Fica claro, através de todas as consideracdes acima, que a utilizacdo da
metodologia de resolucdo de problemas no ensino de Matemdtica em sala de

aula com resultados satisfatorios, ainda esta em constante aprimoramento.



51

4.2 O ensino e a aprendizagem de Matematica através da resolucéo de
problemas

O desenvolvimento nos alunos da capacidade de aprender a aprender,
aliado ao conhecimento vigente é tema de grande parte das pesquisas recentes
em educacao, principalmente em Matematica.

Segundo Dante (2005), um problema, de maneira geral, pode ser
entendido como sendo um obstaculo a ser superado, algo a ser resolvido e que
exige o pensar consciente do individuo para soluciona-lo.

Os Parametros Curriculares Nacionais valorizam o enfoque feito a
Matematica através da metodologia de resolucdo de problemas, afirmando que
“A resolugdo de problemas ¢ pega central para o ensino de Matematica, pois 0
pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo esta
engajado ativamente no enfrentamento de desafios” (BRASIL, 2006, p. 112).

Mas o que se vé em sala de aula sdo problemas matematicos trabalhados
como exercicios repetitivos e padronizados, em que o aluno identifica a
operacao utilizada na resolucdo através de palavras-chave nos enunciados. 1sso
gera no aluno insatisfacdo e o leva a ter muitas dificuldades ao tentar resolver
problemas sem a intervencao do professor.

Espera-se que durante a resolucdo de situaces-problema o aluno tenha
condicdes para investigar, explorar ideias e procedimentos matematicos que o
levem a novos conhecimentos.

Conforme aponta Charnay (1996, p. 30), “sO existe aprendizagem
qguando o aluno percebe que existe um problema para resolver, quer dizer,
guando reconhece 0 novo conhecimento como meio de resposta a uma

pergunta”.
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E importante salientar-se a diferenca entre exercicio e problema. No
primeiro, os alunos utilizam um processo mecanico para se chegar a solucao,
sem reflexdes e tomada de decisdes.

Os PCN’s colocam como forma repreensiva a pratica pura e simples de
resolucéo de exercicios como objetivo de desenvolver nos alunos a habilidade de

resolver problemas. Segundo o documento:

Essa competéncia ndo se desenvolve quando propomos
apenas exercicios de aplicacdo dos conceitos e técnicas
Matematicas, pois, nesse caso 0 que esta em acdo é uma
simples transposicdo analdgica: o aluno busca na memaria
um exercicio semelhante e desenvolve passos analogos aos
daquela situacdo, o que ndo garante que seja capaz de
utilizar seus conhecimentos em situacfes mais complexas
(BRASIL, 2006, p. 112).

Dewey (1910 apud HUANCA, 2006), alerta que, nestes casos, 0 que 0S
alunos fazem é uma imitacdo pura, ditado de passos a serem tomados, mantidos
em pura repeticao de certos atos até que eles se tornem automaticos.

Ja os problemas desenvolvem nos alunos a capacidade de gerenciar as
informacgbes explicitas e implicitas, enfrentar situacGes novas, interessantes e
desafiadoras, e principalmente a habilidade de desenvolver estratégias que
auxiliam na solucdo dos mesmos.

Com relacdo a metodologia de resolucdo de problemas os PCN’s de
Matematica determinam que as finalidades do ensino dessa disciplina, dentre

outras sdo:
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a) analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes,
utilizando ferramentas Matematicas para formar,no aluno, uma
opinido propria que lhe permita expressar-se criticamente
sobreproblemas da Matematica, das outras areas do conhecimento e
da atualidade;

b) desenvolver as capacidades de raciocinio e resolu¢do de problemas,
de comunicacdo, bem como o espirito critico e criativo;

c) utilizar, com confianca, procedimentos de resolucdo de problemas

para desenvolver a compreensdo dos conceitos matematicos.

Tomando como base as instrugdes contidas nos PCN, os autores da
proposta curricular de Matematica para o Ensino Médio, no Estado de Minas
Gerais, enumeram as seguintes estratégias que o professor deve usar em sala de
aula, com o objetivo de desenvolver nos alunos as habilidades para a solugédo de

problemas:

a) usar figuras, diagramas e gréaficos, tanto de forma analitica quanto
intuitiva;

b) expressar, oralmente ou por escrito, com suas préprias palavras,
propriedades Matematicas, atribuindo significado aos conceitos
abstratos e formulando por meio do uso da linguagem simbdlica,
questdes expressas verbalmente;

c) perceber padrdes em situacGes aparentemente diversas;

d) estudar casos especiais mais simples, usando-os para elaborar
estratégias de resolucdo de casos mais complexos ou gerais;

e) fazer uso do método de tentativa e erro, elaborando novas estratégias

de solucdo a partir da andlise critica dos erros;
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f) usar a simbologia Matematica (sentengas) com variaveis e equacdes;
g) usar a analogia como ferramenta de trabalho, recorrendo a métodos
ja utilizados e adaptando-os para a resolucéo de novos problemas;

h) trabalhar de tras para diante, supondo conhecida a solu¢do de um
problema e deduzir suas propriedades para obter um caminho para
encontra-la;

i) compartilhar e discutir observacbes e estratégias de outros
estudantes, adquirindo assim experiéncia e novos ‘“insights” para

abordar um problema.

E importante, porém, que o professor, munido dessas ferramentas
citadas acima, planeje muito bem suas aulas, propondo sempre problemas que
despertem o interesse e a curiosidade dos alunos, ou seja, problemas
desafiadores, reais e interessantes. Caso contrario 0 mesmo se tornard
desmotivado.

Segundo Dante (1998), um bom problema deve:

a) ser desafiador para o aluno;

b) ser real;

C) ser interessante;

d) ser o elemento de um problema realmente desconhecido;

e) ndo consistir na aplicacdo evidente e direta de uma ou mais
operagdes aritméticas;

f) ter um nivel adequado de dificuldade.

Quando um problema néo é interessante e criativo, ele ndo é capaz de

instigar o aluno a resolvé-lo e assim sendo, tornara 0 mesmo desmotivado.
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Dante (1998), afirma que, embora tdo valorizada, a resolugdo de
problemas é um dos topicos mais dificeis de serem trabalhados em sala de aula.

Assim, é de suma importancia o papel do professor no trabalho com essa
metodologia. Seu objetivo principal ao propor situa¢es-problema deve ser a
producdo do conhecimento, proporcionando ao aluno uma aprendizagem com
significado e compreenséo.

Além de ensinar a resolver problemas, o educador deve incentivar o
aluno a propor situacfes-problema, gquestionando, partindo sempre da realidade
que o cerca. Esse habito levara o educando a uma nova forma de aprender,
implicando num processo de reflexao e tomada de decisdes.

Pozo e Echeverria (1998) apresentam algumas técnicas que ajudam a
resolver melhor os problemas. Segundo os autores, o aluno deve primeiramente
compreender o problema e em seguida elaborar um plano que permita a sua
resolucdo. A execuc¢do do plano elaborado, seguindo-o passo a passo, constitui a
terceira etapa do processo. A finalizacdo entdo se constitui de um retrospecto,
em que o objetivo € rever todo o caminho percorrido para se chegar a solugédo

detectando, se existirem, possiveis erros.

4.3 O ensino de Anélise Combinatdria através da resolucéo de problemas

Batanero et al. (1997) afirmam que a atividade de resolver problemas de
Anélise Combinatdria constitui um dos pilares da aprendizagem significativa da
Matematica.

Mas acredita-se que a Matematica ensinada de forma tradicional,
totalmente desvinculada da realidade do estudante deva ser banida do meio

educacional. E comum encontrar-se professores que, ao abordarem o tema
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Anélise Combinatdria, fazem uso frequente de exercicios do tipo “Calcule P3 +
2.Cg3°

Acredita-se que uma proposta de introducdo do contetdo, utilizando
problemas combinatérios simples € estratégia eficaz para o bom
desenvolvimento do tema.

Considera-se aqui, problemas combinatérios simples, como sendo
aqueles que podem ser resolvidos mediante a aplicacdo de apenas uma operacao
combinatoria, conforme Almeida (2010).

Batanero et al. (1997) classificam os problemas combinatérios simples
em problemas de particdo, de colocacgdo e de selecéo.

De uma forma sucinta define-se os problemas de particdo como aqueles
que sdo resolvidos dividindo grupos em subgrupos, por exemplo: “De quantos
modos diferentes podemaos repartir 5 figurinhas diferentes entre dois amigos, de
modo que cada um deles receba no minimo uma?”. Ja os problemas
classificados como sendo de colocacdo abordam situacfes nas quais p elementos
devem ocupar n posicdes. O problema que se segue é um exemplo de problema
de colocagdo: “De quantos modos diferentes podemos colocar 3 carros em
quatro garagens, sabendo que cada garagem s6 pode ser ocupada por apenas um
carro?”

Os problemas de selecdo sdo os mais utilizados no Ensino Médio,
devido ao menor grau de complexidade que sua resolugdo envolve. Esses
abordam situacBes em que o0s elementos de um conjunto sdo agrupados
ordenadamente ou ndo. Um exemplo classico de problema de selecéo € o do tipo
“Quantas comissdes contendo um presidente, um vice-presidente e um

tesoureiro podemos eleger dispondo de quatro candidatos.”

® Esta expressdo significa a permutacdo de 3 elementos somada com o dobro da
combinacéo de 8 elementos tomados 3 a 3.
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Estes problemas de selecdo sdo subdivididos, no Ensino Médio, em
problemas de arranjos simples, arranjos com repeticdo, combinacbes simples e
combinagdes com repeticdo. Além desses temos também os problemas de
permutacao, que nada mais séo do que casos especiais de arranjos.

Com relacdo a resolucdo desses problemas acreditamos que o uso de
estratégias, como o diagrama de possibilidades e a observacdo de padrbes, no
decorrer do trabalho, leva o aluno a obter o significado da acdo utilizada.
Naturalmente o discente utilizara operacfes em suas resolucbes sem a
necessidade de utilizagao de formulas decoradas e que ndo representam para eles

sentido algum.

4.4 A proposta de resolucdo de problemas abordada neste trabalho

Acredita-se que, na resolucdo de problemas de Analise Combinatéria, o
uso do raciocinio recursivo deve prevalecer frente a aspectos algoritmicos.

A utilizacdo de materiais manipulativos, situacBes do cotidiano dos
discentes e discussGes que propiciem a construcdo de conjecturas foram
contempladas na elaboracdo das atividades.

Outro aspecto importante observado nos problemas propostos foi o grau
de complexidade de cada um. Optou-se sempre por iniciar sempre por questoes
mais simples, com o objetivo de motivar os discentes a resolver a atividade.

Tempo suficiente para a resolucdo dos problemas e oportunidade para
que cada estudante exponha seu raciocinio também foram contemplados nas

orientagBes de cada uma das atividades.
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5 A ABORDAGEM DA ANALISE COMBINATORIA EM ALGUNS
LIVROS DIDATICOS

Aqui serd feita uma andlise de quatro livros didaticos de Ensino Médio,
que fazem parte da lista do PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico). Estes
livros sdo distribuidos as escolas publicas do Estado de Minas Gerais e sua
escolha ¢é feita pela equipe de professores da cada escola. O critério adotado para
a selecdo desses quatro exemplares para analise foi simplesmente a questdo da
acessibilidade e intimidade com o material, visto que todos eles foram adotados
nas escolas publicas em que trabalhei. E importante salientar que essa analise
tem por objetivo apenas mostrar como é abordado o tema Analise Combinatoria,
em alguns livros didaticos distribuidos pelo governo federal as escolas publicas
do Estado de Minas Gerais.

Os livros analisados serao:

a) Barroso, J. M. ConexBes com a matematica: ensino médio. Sao
Paulo: Moderna, 2010. v. 2, 440 p.

b) Dante, L. R. Matematica: ensino médio, volume Unico. Sao Paulo:
Atica, 2005. 504 p.

c) lezzi, G. et al. Matematica: ciéncia e aplicacBes, ensino médio. Sao
Paulo: Saraiva, 2010. v. 2, 320 p.

d) Silva, C. X. da; Barreto Filho, B. Matematica aula por aula: ensino
médio. Sdo Paulo: FTD, 2005. v. 2, 400 p.

Como ndo tem-se o objetivo de fazer um estudo aprofundado sobre
abordagem do conteddo Analise Combinatéria,nos livros de Ensino Médio
fornecidos as escolas publicas do Estado de Minas Gerais através do PNLD,

julga-se a amostragem suficiente para esta andlise.
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Utilizou-se os mesmos critérios adotados por Esteves (2001), por julgar-
se estarem de acordo com essa proposta de estudo. Segundo a mesma, as
variaveis escolhidas, seguindo orienta¢des do MEC serdo:

a) forma de introducédo do conteudo;

b) apresentacdo dos conceitos de arranjo e combinagao;

c) como e quando sdo introduzidas as formulas;

d) apresentacdo de problemas com enunciados diversificados;
e) énfase na resolugdo com auxilio de diagramas;

f) inclusdo de fatos historicos.

Essas variaveis escolhidas, representam apenas uma parcela das
possibilidades de analise do instrumento didatico, no que se refere a abordagem
da Anéalise Combinatéria no Ensino Médio. Mas acredita-se que sdo uma boa

amostragem de nossas concepgdes sobre 0 objeto de estudo.

5.1 Forma de introducgéo do conteudo

Julga-se fato fundamental para construcdo de conceitos de Analise
Combinatéria, a forma com que o conteudo é introduzido ao discente. Para que
esse aprendizado ndo se fundamente em mera memorizacgdo e calculo mecénico
de cada tipo de agrupamento, se faz necessaria a utilizacdo de estratégias que
levem o discente a adquirir, por si s6, um sentido para o que esta aprendendo.

Na analise dos quatro exemplares, observou-se que, em trés deles:
“Conexfes com a Matematica”, “Matematica volume Unico” e “Matematica:
Ciéncia e Aplicagdes”, o contetido é introduzido com situagdes do dia a dia dos
alunos que recaem em problemas de contagem. No livro “Matematica: Ciéncia e

AplicagBes” sdo propostas na verdade, quatro questdes de contagem. Esses
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problemas tém a finalidade de fazer com que os discentes discutam as situacdes
apresentadas e proponham maneiras de soluciona-las.

Nos livros “Matematica: Ciéncia e Aplicacbes” e “Matematica, volume
Unico” a situacdo-problema é apenas enunciada, sem nenhuma proposta de
resolugdo prévia, deixando assim, espaco para uma discussdo inicial entre
docente e discentes. No exemplar “Conexdes com a Matematica”, as duas
situaces enunciadas ja vém resolvidas, sem a proposta de um questionamento
aos estudantes. Nessa resolugdo é utilizada uma &rvore de possibilidades no
problema 1 e uma tabela de dupla entrada no problema 2.

Ja no livro “Matematica Aula por Aula”, dois exemplos sdo
apresentados aos estudantes de forma direta, sem qualquer oportunidade de
participacdo e familiarizacdo dos mesmos com o conteido. Essas duas situacdes
apresentadas ja vém resolvidas, também utilizando uma arvore das
possibilidades e uma tabela de dupla entrada. A definicdo do principio
fundamental da contagem é definido depois da apresentagdo do primeiro

problema resolvido, como mostrado abaixo:
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O exemplo abaixo mostra todas as possibilidades de ocorrer um experimento.
Em quantas ordens diferentes 4 pessoas podem se sentar num sofa de 4 lugares?

Vamos descrever a arvore de possibilidades:

E*’z<f¥z e
P, B iz 1}::
P, < g: ll:':
P P
B PZ P:
<< -
QS -
4 $ 3 E 2 o | = 24
P, P
.
4 1
P
Pyt P; 1P3j
P, P,
il P.i PZ
<< "
P, < i: Il:z

N

A arvore mostra todos os modos possiveis de as 4 pessoas se sentarem num sofa de 4
lugares, ou seja:

4-3-2-1= 24 = 24 possibilidades

O principio fundamental da contagem diz que um acontecimento ocorre em duas situa-
¢oes sucessivas ¢ independentes, sendo que a 1* situacao ocorre de @ maneiras e a 2% situagao
ocorre de b maneiras, entio o numero total de possibilidades de ocorréncia desse aconteci-
mento € dado pelo produto a - b.

Exemplo:

Um rapaz possui 4 bermudas ¢ 3 camisas. De quantos modos diferentes ele pode se
vestir com essas roupas?

Vamos indicar bermuda com a letra » e camisa com a letra ¢ e dispor as maneiras
possiveis no quadro:

bermuda H
b, b, b, B

camisa
; < c, i o S &y e by |
€, c, ' by c; ' b, <, * by c; " by }
c; c; by St b, Cy by oy ;f

O quadro mostra que existem 3 - 4 = 12 modos distintos.

Figura 7 Exemplo do principio fundamental da contagem.
Fonte: Silva e Barreto Filho (2005, p. 244-245).
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Acredita-se que, a utilizacdo de atividades que ndo promovam a
participacdo do aluno, ou seja, aquelas que trazem textos prontos e formais,
como as acima, ndo contribuem para que o mesmo construa de maneira
gradativa os conceitos a serem adquiridos. E o Principio Fundamental da
Contagem, base do estudo da Analise Combinatéria, deve ser apresentado apds
uma efetiva familiarizacdo do discente com situagdes-problema propostas, o que

também ndo acontece.

5.2 Apresentacao dos conceitos de arranjo e combinacgdo

Considera-se que a dificuldade de considerar se a ordem dos objetos é
ou ndo importante num agrupamento, é sem ddvida o maior causador dos erros
na resolucdo de problemas de Analise Combinatdria. Segundo Batanero et al.
(1997) esse tipo de erro consiste em confundir os critérios de arranjo e
combinacao.

Nos quatro livros didaticos analisados, 0s conceitos de arranjo e
combinacdo sdo expostos de forma direta e isolada, sem apresentar nenhuma
abordagem que confronte os dois tipos de agrupamentos.

Apenas no livro “Matematica Aula por Aula”, ha uma secéo enfatizando
problemas de arranjo e combinacdo. Apés cada agrupamento ter sido exposto de
maneira isolada, os autores apresentam uma secdo, com um problema de arranjo
simples e um de combinacdo simples resolvidos. Segundo os autores, 0 objetivo
é enfatizar os conceitos e tornar mais clara as diferencas entre esses dois tipos de

agrupamentos, como pode-se observar:



Problemas envolvendo arranjo e combinacdo

Com os problemas a seguir procuramos enfatizar os conceitos de arranjo simples e de
combinacao simples e tornar mais clara a diferenca entre eles.

Exemplos:

a) Quantos numeros de 3 algarismos distintos podemos formar?

Considerando o conjunto dos algarismos {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, inicialmente

aplicamos a formula do arranjo simples, ou seja,A, .

100 _ 10!

Aos= o3y - 7

A seguir, vamos calcular os arranjos cujos nimeros possuem o Zero como primeiro
algarismo, ou seja, A, , e subtrair do total de arranjos.

9! 9!

& T e

A ,=T2

Ay 3 — Ay , = 720 — 72 = 648 mimeros

)

b) (Unicamp-SP) Uma Camara Municipal ¢ composta de vereadores de 3 partidos —
A,B e C —,assim distribuidos: 3 do partido 4, 6 do partido B e 9 do partido C.

I. Qual a menor comissio (em numero de vereadores) que se pode formar nessa
Camara, mantendo-se a mesma proporcionalidade partidaria?

Considerando a distribuicio — partido A: 3; partido B: 6; partido C:9,a menor
distribuicao que mantém a proporcionalidade € partido A: 1; partido B: 2; parti-
do C: 3.

—
=

. Quantas comissoes diferentes com essa caracteristica podem ser formadas?

O numero de comissoes diferentes, que corresponde a caracteristica do item I, €
calculado pelo produto das combinacoes

Gy e "Gy =3 # 157 84 = 3 780 comissoes.

ANALISE COMBINATORIA/BINGMIO DE NEWTON 257
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Figura8 Exemplos de problema envolvendo Arranjo simples e Combinagao

simples
Fonte: Silva e Barreto Filho (2005, p. 257).
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Acredita-se que a apresentacdo dos conceitos no inicio, sem antes propor
problemas onde o aluno tenha a oportunidade de analisar as diferengas entre os
dois tipos de agrupamentos, simultaneamente, dificultam a compreenséo sobre a
questdo da ordem.

Segundo a proposta curricular do estado de Minas Gerais, trabalhar com
0 aluno conceitos e situagdes-problema que envolvam subconjuntos e sequéncias
ird ajuda-los no momento da decisdo sobre a questdo da ordem. Sendo assim,
acreditamos que se problemas sobre esses dois tipos de agrupamentos forem
apresentados aos alunos, simultaneamente, sua compreensao e interpretacdo em
situacBes posteriores ocorrera de forma efetiva (CARNEIRO; SPIRA;
SABATUCCI, 2007).

Observamos também que, nos livros “Conexfes com a Matematica”,
“Matematica: ciéncia e aplicacdes” e “Matematica: volume Unico”, os termos
sequéncias e subconjuntos estdo presentes nas definicdes dos agrupamentos,
estando portanto de acordo com o CBC-MG. O termo agrupamento ordenado
também estd presente na definicdo de arranjos simples dos trés exemplares
acima.

No livro “Matematica Aula por Aula” ndo encontrou-se abordagem
desses agrupamentos,utilizando definicdes de sequéncias e de subconjuntos.
Apenas na secdo de apresentacdo da formula de combinacao simples, os autores
utilizam o termo “sequéncias”.

Atividades envolvendo situacdes-problema simples, onde o aluno é
questionado a decidir se um agrupamento representa uma sequéncia ou um
subconjunto, antes de se enunciar o conceito de arranjo e combinagdo ndo sao
observadas em nenhum dos quatro livros.

Acredita-se assim, que essa forma de abordagem néo gera no aluno um

habito de diferenciar com seguranga problemas de arranjo e combinacéo.
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5.3 Como e quando sdo introduzidas as formulas

A analise desta variavel que representa o objeto deste trabalho, reforgou
a frustracdo. Observou-se que o ensino da Analise Combinatoria, nos quatro
exemplares analisados, baseia-se em resolucdo de problemas com a aplicacdo
mecanica de formulas, que ndo fazem sentido algum para os discentes.

Todos os quatro livros didaticos analisados introduzem as formulas logo
apo6s a definicdo de cada tipo de agrupamento. Na sequéncia sdo apresentados 1
ou 2 exercicios resolvidos e uma série de exercicios propostos onde as formulas
apresentadas inicialmente, sdo utilizadas de forma técnica, sem nenhum tipo de
raciocinio combinatério.

Segundo Sabo (2010), grande maioria dos professores valoriza a
memorizacao e a aplicabilidade das férmulas na resolugdo de problemas. Isso
talvez seja um reflexo, do que propdem os préprios livros didaticos
disponibilizados aos docentes.

Em todos os exemplares, os autores apresentam a deducdo das férmulas

de arranjos simples e combinages simples. A figura abaixo ilustra esse fato:
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4,2 Cilculo do nimero de arranjos simples

Vamos calcular o niimero total de agrupamentos simples de n elementos, arran-
jados p a p, com p < n, indicado por A, .

Existem n possiveis escolhas para o primeiro elemento do agrupamento, n — 1
possiveis escolhas para o segundo elemento, n — 2 para o terceiro elemento, ...,
n - (p — 1) possiveis escolhas para o p-ésimo elemento do agrupamento.

Ento, aplicando o principio multiplicativo, 0 nimero de arranjos simples de n
elementospap é:

A =nh=-10Mn-2:..-In-(-10,0<p=<n

Reprodugio proibida. Art. 184 do Cédigoe Penal e Lei 8.610 de 19 de fevereiro de 1998.

np
p fatores
Desenvolvendo a expressdo do 2° membro e multiplicando-o por EZ :ﬁ ;: , temos:
A n'inh-0+(n=-2:...(n-p+0-n-p) _ n!
. (n—p)! (n-p)!
(
e | n!
Entdo: | = .
ntéo: | A,, =gl \
L : J

Figura9 Demonstracdo da formula dos Arranjos simples
Fonte: Barroso (2010, p. 313)

De acordo com a concepcao apresentada, uma proposta de aprendizagem
que valorize a investigacéo, o debate e socializa¢do de ideias, frente a situagGes

—problema de Anéalise Combinatéria, favorecem um ensino e aprendizagem
efetivos.
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5.4 Apresentacéo de problemas com enunciados diversificados

Fundamentados em na experiéncia docente, acredita-se que uma grande
quantidade de exercicios que sao resolvidos com a aplicagdo de férmulas, de
maneira mecénica e utilizando palavras-chave para decidir o tipo de
agrupamento a ser considerado, ndo contribuem para uma efetiva aprendizagem
da Anélise Combinatdria.

E constante, nos quatro exemplares analisados, a grande quantidade de
exercicios disponibilizados para a resolucdo por parte dos alunos. Em
contrapartida os problemas apresentados no inicio de cada se¢do, como modelo,
aparecem em menor nimero e vém com a resolucdo. Isso faz com que os alunos
nao sejam capazes de resolver com certa facilidade, o que lhes é proposto.

Outro fato interessante é que, novamente em todos os exemplares, 0s
exercicios propostos sao todos agrupados por tema, ou seja, 0 aluno percebe que
naquele bloco s6 resolverd problemas de arranjo e no outro s6 de combinagéo e
assim sucessivamente. Essa proposta de ensino ndo desenvolve no aluno o
raciocinio combinatério e quando o mesmo se vé em uma avaliacdo por
exemplo, onde ha varias tipos de agrupamentos, o resultado geralmente nao é
satisfatorio.

Nos quatro livros hd um uma secdo no final do capitulo Analise
Combinatéria, contendo uma série de exercicios complementares envolvendo
todos os tipos de agrupamentos abordados anteriormente.

No livro “Matematica volume Unico”, de Luiz Roberto Dante, existe
uma se¢do com questdes do ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) de anos

anteriores.
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5.5 Enfase na resolucdo com o auxilio da representacéo

Julga-se ser esta, a ferramenta fundamental no desenvolvimento do
raciocinio combinatério. Porém percebe-se que os quatro volumes analisados
utilizam arvore de possibilidades e tabelas somente na introducdo do contetdo,
principalmente ao falar sobre o principio fundamental da contagem. Ao longo do
capitulo, durante a apresentacdo dos outros agrupamentos esses esquemas caem
em desuso.

Segundo Almeida e Ferreira (2010, p. 16):

A enumeracdo sistematica e o uso do diagrama de
possibilidades sdo métodos que auxiliam na compreensdo da
Andlise Combinatoria. Entretanto, apés algum tempo
utilizando esses métodos, é comum que os alunos os
substituam pelas operacgdes.

Contrariando a opinido da autora acima, os autores dos quatro livros,
utilizam em suas obras exercicios propostos que ndo induzem em nenhum
momento, ao uso desses métodos por parte dos alunos.

Conclui-se assim, que nenhum dos livros analisados apresenta uma
proposta efetiva de resolucdo de problemas utilizando tabelas, arvore de
possibilidades e diagramas. Ou seja,a estratégia de resolucdo de problemas

combinatorios € de apenas a utilizacdo mecanica de férmulas.

5.6 Incluséo de fatos historicos

A abordagem de fatos histéricos relacionados com os contelidos
matematicos a serem ensinados €, hoje em dia, defendida pela maioria dos
estudiosos em educagdo Matematica. Porém o que se percebe é que a maioria

dos autores de livros didaticos, ndo tem essa preocupagao.



69

Neste quesito observamos que, apenas o “Livro Matematica Aula por
Aula”, traz uma introducdo historia da Analise Combinatéria, dando énfase a
biografia e algumas contribuigdes do matematico francés Blaise Pascal (1623-
1662).

O livro sugere ainda um estudo mais aprofundado sobre a histéria da
Andlise Combinatéria através da segdo “Pesquise mais o assunto”, conforme

apresentamos:

O ASSunty
Observe que o texto, além de resgatar historicamente o conhecimento matematico de analise
combinatdria, também faz citagdes com caracteristicas filosoficas sobre o destino que é dado aos co-
nhecimentos conquistados pela humanidade.
Nesse sentido, propomos que vocé e seus colegas de classe organizem um debate que tenha como

tema “A ética e a utiliza¢do do conhecimento cientifico”

Discutam as regras que orientario o debate e desenvolvam uma pesquisa analisando situagoes
significativas para a humanidade, nas quais o uso tecnologico dos conhecimentos cientificos foi realiza-
do indevidamente ou nao. Y

BOYER, C. D. Historia da Matemdtica.Sao Paulo, Edgard Bliicher, 1971.
EVES,Howard. Introdugdo a bistéria da matemdtica. Trad. Higino H. Domingues. Campinas, Unicamp,

2004.

KASNER, E. e NEWMAN, J. Matemditica e imaginagdo. Rio de Janeiro, Zahar, 1976.
LANCELOT, H. Maravilbas da Matemdtica. Porto Alegre, Globo, 1956.

Figura 10 Se¢do “Pesquise mais o assunto” do livro “Matematica Aula por
Aula”.

Fonte: Silva e Barreto Filho (2005, p. 243).

Nos demais exemplares ndo foram encontrados, em nenhum momento,

referéncias sobre o surgimento ou a historia da Analise Combinatoria.
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6 ATIVIDADES

Nesta parte serdo apresentadas oito propostas de atividades que poderdo
ser trabalhadas por professores de Ensino Médio. Elas apresentam uma
abordagem da Analise Combinatdria onde o uso das férmulas ndo é o elemento
principal na resolucdo dos problemas propostos.

Nas atividades gque se seguem considera-se no item “tempo previsto”

cada modulo como uma aula de 50 minutos.

ATIVIDADE 1- O NOVO UNIFORME E A NOVA BANDEIRA DA
ESCOLA

Tema: Contagem

Publico-alvo: Alunos do 1° ano do Ensino Médio.

Objetivos e habilidades: Capacitar o aluno para que ele possa resolver
problemas elementares de contagem utilizando o principio multiplicativo.

Pré-requisitos: Algum conhecimento prévio de Analise Combinatoria,
apresentado no Ensino Fundamental.

Tempo previsto: 3 modulos.

Material utilizado: Folha com atividades disponibilizada pelo
professor, lapis e borracha, cola lapis de cor, recortes de cartolina colorida,

quadro e giz.

Desenvolvimento:

1° momento:

Inicialmente serd proposta aos alunos a resolugdo de dois problemas,
utilizando-se material concreto.

O professor iniciara a atividade distribuindo a cada aluno uma folha com

0 seguinte problema:
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Problema 1: A diretora da escola quer trocar o uniforme dos alunos, que ja
estd bem antigo, e para esta escolha ela gostaria da opinido dos mesmos
através de uma votagdo. Como a professora de Matematica comentou que
seus alunos estavam estudando Anélise Combinatéria ela resolveu pedir a
turma que elaborasse um cartaz com todas as possibilidades de escolha do
novo uniforme para que o restante da escola possa decidir. Quais serdo essas
possibilidades, ja& que a diretora informou aos discentes que a fabrica
disponibilizou 3 modelos de camisa e 2 modelos de calga?

Em seguida, sera distribuida mais uma folha em branco onde serdo feitas
as colagens dos possiveis uniformes, utilizando os seguintes recortes de 2

modelos de calga e 3 modelos de blusa.

Figura 11 O novo uniforme
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Os recortes serdo colocados em uma caixa no meio da sala de aula de
modo que cada aluno utilize a quantidade que julgar necessaria para realizar sua
atividade.

Depois de entregar o material necessario para a execugdo da atividade, o
professor devera orientar os discentes de que a tarefa de cada um sera montar
todas as combinacgdes de calcas e blusas possiveis, usando para isso 0s recortes
disponibilizados, a folha em branco e cola.

Assim que o professor verificar que todos os trabalhos estdo concluidos,
ele devera pedir para que cada discente compare sua atividade com as dos
colegas préximos e discutam os resultados.

Como a quantidade de maneiras de montar os uniformes com 2 calgas e
3 blusas é propositalmente pequena, espera-se que todos, ou pelo menos a
grande maioria dos alunos, consiga determina-las.

Antes de fazer qualquer comentario ou mesmo explicar aos alunos a
resolucdo do primeiro problema, o professor passa para uma segunda atividade
que tem por objetivo reforcar a ideia do principio multiplicativo que, até o
momento, os alunos ndo conhecem formalmente.

Novamente é distribuida a cada aluno uma folha de papel onde estardo
impressas 20 bandeirinhas compostas por trés faixas horizontais cada uma. Sera
disponibilizada também uma caixa com varios lapis de colorir, contendo apenas
as cores azul, amarela e preta, que novamente sera colocada no centro da sala,

facilitando assim o acesso de todos.

Problema 2: Como o uniforme da escola sera renovado, a direcdo da escola
resolveu também criar uma nova bandeira. Esta serd composta por 3 faixas
horizontais nas cores azul, amarela e preta, que sdo as cores da instituicdo, e
no centro serd bordado o emblema da escola. Quantas bandeiras sdo possiveis

de se obter, de modo que faixas vizinhas tenham cores diferentes?
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Figura 12 A nova bandeira da escola
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O professor justifica a escolha do tema para a atividade argumentando
que times, paises, cidades, estados e escolas tém uma bandeira como um de seus
simbolos.

Em seguida, orienta os alunos a colorirem as bandeiras usando apenas 0s
lapis disponiveis na caixa, para que ndao aparecam cores diferentes das pré-
definidas. A Unica regra que devem obedecer é ndo pintar listras vizinhas com a
mesma cor.

Novamente, como a quantidade de maneiras de se pintar a bandeira com
as cores dadas € relativamente pequena, espera-se que todas as possibilidades
aparegam.

Os alunos devem ser alertados a fazerem a atividade com calma. De
maneira analoga ao que foi proposto no primeiro problemas os alunos devem ser
orientados a socializar sua atividade com os colegas mais proximos, fazendo

uma comparacdo e discutindo os resultados encontrados.

2° momento:

Terminada a parte pratica da atividade, o professor dispondo em seu
material das 12 bandeiras possiveis em tamanhos maiores para facilitar a
visualizacdo as apresentard aos alunos, fazendo aos alunos 0s possiveis
questionamentos: ha alguma possibilidade diferente? Porque o resultado foi 12?
Se pudéssemos usar 4 cores o resultado seria diferente? E se fossem 4 listras? e
ainda, se ndo houvesse a regra de ndo podermos pintar listras vizinhas com a
mesma cor, também encontrariamos o resultado 12? O professor vai conduzindo
um pequena discussdo, incentivando a participagao de todos os alunos.

Passado esse momento de discussdo, o professor repete a mesma
estratégia, agora utilizando os resultados da atividade 1, ou seja, questiona 0s
alunos com perguntas do tipo: se a fabrica de uniformes disponibilizasse 3

modelos de camisa e 3 modelos de calca, ou mesmo, 3 modelos de camisa e 4



75

modelos de calca, qual seria 0 nimero de uniformes? E se tivéssemos que
escolher a blusa de cor diferente da calca?.

Ainda sem comentar ou explicar as respostas obtidas atraves das
indagagbes levantadas nos problemas 1 e 2, o professor passa entdo para a parte
tedrica e formal da aula.

Isto se inicia com a definicdo do tema Andlise Combinatéria e suas
principais aplica¢des na vida cotidiana dos alunos, como forma de motivagéo. O
professor pode usar como exemplos a quantidade de numeros de telefone
possiveis, de placas de automdveis, de maneiras de se vestir, de possibilidades
de montar um sanduiche dispondo de varios recheios, etc. Em seguida, o
professor enuncia formalmente o Principio Multiplicativo e volta aos problemas
propostos no inicio da aula, para que o aluno perceba a aplicabilidade do
mesmo.

E oportuno neste momento que o professor retome aqueles
questionamentos feitos durante a exposicdo dos trabalhos dos alunos e agora
sim, comente, corrija e esclarega sobre as respostas dos mesmos.

Com isso, a compreensdo do Principio Multiplicativo e das
circunstancias em que se aplica, é o ponto fundamental e a utilizacdo das duas
atividades praticas torna-se ponto primordial para que a formula seja vista como
uma sintese de raciocinios e ndo como uma definicdo sem motivacéo.

Uma comparacdo entre a resolucdo dos problemas 1 e 2 também deve
feita pelo professor a fim de levar o aluno a perceber que na resolucdo de
problemas, em alguns casos, ha algumas condi¢des iniciais que devem ser
observadas no momento de se tomarem as decisdes.

Para finalizar esse segundo momento, o professor deve trabalhar os dois
exemplos abaixo, apresentando as estratégias de arvore de possibilidades e
tabela de dupla entrada, para mostrar outras formas de raciocinio e reforgar os

conceitos ensinados.
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Exemplo 1:

Chegam a uma danceteria 7 amigos: Jeferson, Fabricio, Rodrigo,
Claudia, Natélia, Andreza e Carolina. Quantos casais (homem e mulher) €
possivel formar?

Para formar os casais é necessario escolher um homem e uma mulher. A
escolha do homem pode ser feita de trés maneiras diferentes: Jeferson ou
Fabricio ou Rodrigo e da mulher, de quatro maneiras distintas: Claudia ou
Natalia ou Andreza ou Carolina.

Assim, temos 3 x 4 = 12 maneiras diferentes de compor os casais.

Um possivel diagrama de arvore para esse problema segue abaixo:



Homem Mulher Casal
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Figura 13 Arvore de possibilidades do exemplo 1

Exemplo 2:
Para fazer uma viagem de Vitéria para Belo Horizonte

e retornar a

Vitdria, posso usar como transporte o trem, o dnibus ou o avido. De quantos
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modos posso escolher os transportes se ndo desejo usar na volta 0 mesmo meio
de transporte usado na ida?
Uma outra estratégia de resolucdo onde os alunos conseguem visualizar

os resultados possiveis é a construcdo de uma tabela de dupla entrada.

Ida/volta Trem Onibus Avido
Trem _ Trem — 6nibus Trem —avido
Onibus Onibus-trem _ Onibus—avido
Avido Avido-trem Avido-0nibus _

Novamente, o professor devera mostrar aos estudantes a aplicacdo do
principio multiplicativo, explicando que a escolha do transporte de ida podera
ser feito de 3 modos diferentes. Depois dessa decisdo, a escolha do transporte da
volta, respeitando-se a restricdo proposta no enunciado do problema, far-se-4 de
2 modos. Assim pelo principio multiplicativo, a resposta é 3 x 2 = 6, conforme

demonstrado na tabela acima.

3° momento:

O proximo passo sera a aplicacdo de uma lista de problemas. Os alunos
deverdo sentar-se em duplas, a fim de trocarem experiéncias e opinides sobre as
estratégias de resolugdo, e deverdo registrar todos os passos utilizados.

A lista de exercicios que se segue foi elaborada utilizando-se problemas
contextualizados, com o propésito de levar o aluno a desenvolver estratégias de

resolugao.



Lista de problemas:
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1)

A cantina da escola oferece 5 tipos de salgados ( empada, pastel,
coxinha, quibe e esfiha) e 3 tipos de bebida ( refrigerante, suco e cha
gelado). De quantas maneiras diferentes um aluno pode fazer um
lanche contendo um salgado e uma bebida?

2)

A sorveteria Sabor de Verdo disponibiliza a seus clientes 10 sabores
diferentes de sorvete e 4 de coberturas. De quantas maneiras diferentes
é possivel escolher um sorvete com duas bolas e uma cobertura de
modo que o0s sabores sejam diferentes?

3)

Juliana quer organizar seus livros de Matematica, Historia, Geografia,
Quimica e Fisica em uma estante. De quantas maneiras ela podera
fazé-lo?

4)

Quantos sdo 0s nUmeros naturais que se escrevem com trés algarismos
distintos?

5)

Uma loja de artigos masculinos oferece a seus clientes 5 modelos de
camisa, 3 modelos de calga e 2 modelos de sapato. De quantos modos
distintos um homem pode comprar um traje completo?

6)

Cada turma do Ensino Médio da escola escolherd um presidente e um
vice-presidente, para representar os alunos perante a dire¢do da escola.
De quantas maneiras diferentes essa escolha pode ser feita no 2° ano A
que possui 30 alunos?

7)

As cidades de Céu Azul e Felicidade sdo ligadas por 4 rodovias e as
cidades de Felicidade e Morro Alto por 3 rodovias. De quantos modos
diferentes uma pessoa pode ir de Céu Azul até Morro Alto passando
por Felicidade?

8)

Uma moeda é langada trés vezes consecutivas. Representando cara por
c e coroa por k, monte uma arvore de possibilidades para mostrar os
possiveis resultados dos langcamentos.

Comentarios: Acreditamos que 0s primeiros contatos com o raciocinio

combinatério deverdo ser intuitivos, com discussdes livres, proporcionando ao

aluno oportunidade de apontar caminhos para solucionar os problemas, que o
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motive a desenvolver técnicas sistematizadas para a descricdo dos casos
possiveis, bem como para sua contagem. Por isso, a proposta € iniciar a
sequéncia de atividades com problemas simples, com pouco nimero de casos.
Essa primeira atividade pratica pode ser trabalhada com alunos de ensino
fundamental.

Avaliacdo: A avaliacdo dessa atividade deverd ser feita através da
observacgdo por parte do professor do envolvimento dos alunos na resolucdo dos
dois problemas iniciais e também através da correcdo da lista de exercicios com
a participacdo oral da turma e uma prova escrita, e tem por objetivo verificar se a
habilidade do aluno de aplicar o Principio Multiplicativo a contagem de objetos,
que podem ser descritos como sequéncias de eventos independentes, foi

adquirida e desenvolvida.

ATIVIDADE 2 — AS PLACAS DE VEICULOS E OS NUMEROS DE
CELULARES

Tema: Contagem

Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Objetivo: Capacitar o aluno a resolver problemas combinatorios, com
um grau de complexidade um pouco maior do que os da atividade 1, utilizando o
principio multiplicativo.

Pré-requisitos: Conhecimento prévio de problemas simples resolvidos
usando principio multiplicativo.

Tempo previsto: 2 médulos, o primeiro dividido em 30 minutos para a
resolugdo dos problemas propostos e 20 minutos para a plenaria, e o segundo
para a resolugdo dos problemas complementares.

Possiveis dificuldades: Necessidade de rever o conceito de Principio

Multiplicativo, visto no 1° ano do Ensino Médio.



81

Material utilizado: Folha com problemas, lapis e borracha, folha em
branco, quadro e giz.

Desenvolvimento:

Com o intuito de fazer os alunos perceberem que o raciocinio de
resolucdo nessa atividade serd 0 mesmo que eles utilizavam na resolucdo de
problemas simples de contagem, o professor recordara com eles problemas mais

simples e de resultados menores como 0s que seguem:

a) Quantas placas contendo uma letra e um algarismo é possivel
formar? Enumere-as.

b) E se as mesmas tiverem apenas uma letra, que s6 podera ser A ou B,
seguidas de trés algarismos?

¢) Quantas sdo as possibilidades de placas com duas letras seguidas de
quatro algarismos que s6 podem ser selecionados entre os algarismos
1,3,4,5e8.

Apo0s as discussdes das resolucbes desses problemas, o professor pedira
a seus alunos que formem duplas e entregara uma folha com dois problemas

impressos e mais uma folha em branco.

Problema 1: As placas de carros: As placas dos veiculos automotivos
brasileiros sdo compostas, além do nome da cidade e do estado brasileiro em
sua parte superior, por trés letras seguidas de quatro algarismos. De acordo

com esses dados, quantas placas diferentes podem ser confeccionadas?
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As placds de veiculos automotores t6m trés letras quaisquer do alfabeto sequidas de quatro alyarismos quaisquer

de nosso sistema de numeragao

Figura 14 Modelos de placas de automoveis brasileiros
Fonte: Carros na Web (2013)

Problema 2 — Os numeros de celulares: Hoje em dia a maioria das
pessoas possui um ou mais aparelhos de celular. Sem considerarmos o DDD, a
maioria dos nameros de celulares em nosso pais sdo formados por oito
algarismos. Com base nessa informacdo, quantos nimeros de celulares de oito

algarismos podem, teoricamente, ser criados?

Com os alunos ja de posse do material, o professor instruira os mesmos
a lerem os problemas e antes de pedir para tentarem resolvé-los, questionar 0s
alunos sobre a quantidade possivel de casos em cada situacdo e se é viavel
enumeré-los diretamente.

Com a finalidade de motivar os alunos, o professor poderé citar algumas

curiosidades sobre as placas de veiculos brasileiros tais como:

a) a placa com todos os quatro algarismos zero precedida de qualquer
combinagao de trés letras ndo existe;

b) as placas de duas letras e quatro nimeros foram substituidas pelo
modelo atual com trés letras e quatro numeros em 1990,
primeiramente no estado do Parand e s6 depois de 9 anos foi

totalmente implantada em todos os Estados brasileiros. Aproveitando
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essa informacdo o professor comenta sobre qual a quantidade de
novas placas que ocorreu com essa mudanga;

c) cada Estado tem uma combinacdo especifica para o primeiro
emplacamento. Por exemplo, em Minas Gerais, sO existem as
combinacdes de GKJ 0001 a HOK 9999;

d) as placas dos veiculos sdo como seu RG, portanto ndao existem placas

iguais.

Com o mesmo proposito explicitado anteriormente, o professor fara
alguns comentarios sobre a importancia da posicdo dos algarismos num nimero
de telefone celular, usando para isso a seguinte situacao hipotética: Carlos quer
ligar para sua amiga Flavia cujo nimero do telefone celular € 9125-3245. Se ele
discar 9125-3254 ele conseguira falar com sua amiga?

Outro fato interessante que o professor podera colocar em discussao é
sobre o0 acréscimo do digito 9 a frente dos nimeros dos celulares atuais de area
DDD 11 (Séo Paulo), a partir de 29/07/2012. Perguntas do tipo “qual o nimero
de novas linhas que serdo disponibilizadas com esse acréscimo?” deverdo ser
propostas a turma. Segundo a Agéncia Nacional de Telecomunicagdes (Anatel),
a inclusdo de mais um digito vai permitir o uso de numeracdes atualmente
iniciadas por 2, 3, 4 e 5, que hoje s6 sdo utilizadas na telefonia fixa. Nos ultimos
12 meses, houve um crescimento de 17% no namero de telefones méveis na
regido, com a habilitacdo de cerca de 5 milhdes de novas linhas. Usando essa
informacdo, o professor novamente podera fazer questionamentos aos alunos.

Nesta atividade 2 a importancia ou ndo da ordem dos elementos em cada
agrupamento ndo é explicitada pelo professor, mas ja é dominada de forma
intuitiva pelos alunos e esse fato é fundamental para execucdo de atividades
futuras, em que o objetivo serd a resolucdo de problemas que envolvam arranjos

e combinag0es simples.
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Passado o tempo previsto para a resolu¢do dos problemas, o professor
solicitard que cada dupla exponha suas ideias para o restante dos alunos. Em
seguida fard comparacOes entre os resultados obtidos e formalizara a definicao
do Principio Multiplicativo.

Para reforgar ainda mais a construcdo dos conceitos pelos estudantes,
achamos interessante o professor propor a resolugdo e discussao de mais alguns
problemas sobre quantidade de nimeros de identidades, senhas de banco e de
cartdo de crédito, sendo elas alfabéticas, numéricas ou alfanuméricas.

Sugestdes de problemas:

a) Julia foi tirar seu documento de identidade pela primeira vez. Como ela
esta cursando o Ensino Médio e aprendendo Analise Combinatoria,
resolveu investigar quantos documentos diferentes é possivel emitir no
Estado, ja que 0 RG em Minas Gerais atualmente possui 7 digitos. Qual
foi o resultado encontrado por Julia?

b) As senhas fazem parte do nosso dia a dia. Seja no banco, no e-mail, nas
redes sociais e até em modernas fechaduras residenciais estamos o
tempo todo rodeados por essas combinacGes. Elas podem ser alfabéticas,
numéricas ou alfanuméricas. Vamos fazer algumas investigacdes:

- Quantas senhas alfabéticas de 4 letras podemos obter usando nosso
alfabeto de 26 letras?

- E se as senhas do problema anterior ndo puderem ter letras repetidas?

- Em alguns bancos, as senhas possuem 6 digitos numéricos
precedidos por trés letras do nosso alfabeto. Quantas senhas
diferentes € possivel obter fazendo essa combina¢do sem nenhum
tipo de restrigdo?

c) As redes sociais sdo febre entre os adolescentes. Determine a quantidade

de senhas de acesso a essas redes sdo possiveis em cada situacéo abaixo:
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- quatro letras do nosso alfabeto;

- seis digitos;

- duas letras seguidas de trés digitos sem repeticao;

- cinco letras distintas alternadas por quatro numeros também
distintos;

- seis nimeros seguidos de quatro letras.

Comentarios: Observemos que a escolha do tema dos dois problemas
foi baseada em situacdes do cotidiano do aluno, com o intuito de facilitar sua
interpretacdo e consequentemente sua resolugéo.

Como esses alunos possivelmente ja tiveram um contato com conceitos
introdutérios de Analise Combinat6ria em anos anteriores, através resolucdo de
problemas elementares de contagem utilizando o principio multiplicativo,
seguindo orientagbes do CBC, pressupde-seque ndo vado ocorrer grandes
dificuldades na resolucdo dos mesmos. Acreditamos que a maioria ja tem um
conceito consolidado do Principio Multiplicativo e, aqui nessa fase do estudo da
Andlise Combinatoria, o uUnico diferencial é o grau de dificuldade dos

problemas, principalmente no que se refere a quantidade de resultados obtidos.

Avaliacdo: Deverd ser feita durante uma plenédria através da

participacdo e apresentacdo dos resultados obtidos.

ATIVIDADE 3 - CONJUNTOS E SEQUENCIAS
Tema: Contagem
Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.
Objetivo: Capacitar o aluno a identificar, em situagdes-problema,

agrupamentos associados a conjuntos e sequéncias.
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Tempo previsto: Um moédulo dividido em 20 minutos para que 0s
alunos respondam as questdes e 30 minutos para que apresentem suas respostas
e justificativas das mesmas para o restante da turma.

Possiveis dificuldades: Pouca familiaridade dos alunos com a
linguagem elementar de conjuntos, em particular o conceito de subconjunto.

Material utilizado: Folha com problemas, lapis e borracha,
transparéncias, canetas para transparéncias e retroprojetor.

Desenvolvimento:

Esta atividade sera feita em grupos de 4 alunos, com o objetivo de

otimizar o tempo e principalmente promover a troca de experiéncias.

O professor deverd acompanhar as discussdes em cada grupo e no
momento da apresentacdo fard um papel intermediador com questionamentos
dirigidos.

Logo apds determinar os grupos, o professor devera fazer indagagdes da
forma: “Considere os numeros 1, 3, 4 e 7. Organizando-os em forma de
conjuntos que resultados podemos obter? Esses resultados representam o mesmo
conjunto? Usando os mesmos algarismos, agora para formar numerais de quatro
digitos, citem alguns deles. Apesar de todos os exemplos serem compostos pelos
mesmos algarismos, podemos dizer que os numeros formados sdo iguais ou
representam a mesma quantidade?”

Depois desses questionamentos, o professor deixa que os estudantes
discutam entre si e tirem suas préprias conclusdes sobre a relevancia ou ndo da
ordem dos elementos em cada tipo de agrupamento.

O objetivo desta etapa é que os alunos construam os conceitos de

subconjuntos ou sequéncias.
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Em seguida, professor deverd entregar a folha com os problemas e uma
transparéncia e instruird os alunos para que respondam as questdes propostas e
registrem suas respostas na transparéncia recebida.

Os problemas propostos serdo os seguintes:

1) Responda as questdes a seguir identificando quais situagbes abaixo 0s
objetos envolvidos podem ser descritos por subconjuntos ou sequéncias.

a) Um podium de uma corrida de Férmula 1 com 1°, 2° e 3° colocados de
um grupo de 25 competidores pode ser descrito com um subconjunto ou
como uma sequéncia?

b) Um namero de celular formado a partir dos algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,9
pode ser descrito como um subconjunto ou como uma sequéncia?

¢) Um time de futebol de saldo com 6 componentes escolhidos hum grupo de
40 alunos pode ser descrito como um subconjunto ou como uma

sequéncia?
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2) Exemplifique as situagbes abaixo onde o0s objetos representam
subconjuntos ou sequéncias:

a) Placas de carros com trés letras seguidas de 4 algarismos, como modelos
de sequéncias.

b) Escolha de 3 frutas diferentes para se fazer uma vitamina representando
conjuntos.

c) A fila do lado das janelas da sala, através dos nomes dos alunos,
representando sequéncias.

d) Possiveis conjuntos de apostas na mega sena.

e) Organizacdo, lado a lado, de 5 livros numa estante, sendo um de
matematica, um de quimica, um de fisica, um de portugués e um de

biologia, como modelos de sequéncias.

Passado o tempo programado para a resolucdo dos problemas, o
préximo passo sera a apresentacdo e discussao das solucdes através dos registros
feitos nas laminas, com o auxilio de um retroprojetor.

O professor podera pedir a alguns alunos que comentem as respostas

obtidas por outros grupos.

Avaliacdo: Devera ser feita através da observacdo do envolvimento e
dos registros de cada grupo, durante a resolucdo dos problemas. A verificacdo da
habilidade do aluno em distinguir situacdes em que os objetos envolvidos podem
ser descritos por subconjuntos ou sequéncias devera acontecer no momento da

plenaria.
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ATIVIDADE 4 — ARRANJOS e COMBINACOES

Tema: Contagem

Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Objetivo: Capacitar o aluno para comparar a quantidade de
agrupamentos ordenados com a quantidade de agrupamentos ndo ordenados e
encontrar a quantidade de agrupamentos possiveis.

Tempo previsto: Um médulo.

Possiveis dificuldades: Decidir se a ordem é relevante ou ndo, em cada
problema proposto.

Material utilizado: Lépis, papel e borracha.

Desenvolvimento:

O professor devera selecionar cinco alunos da classe, que ficardo de pé
na frente da turma, ao lado do quadro. Esse sera dividido ao meio e em cada
parte serdo registradas as respostas dos alunos frente aos questionamentos do

professor.

Em seguida, o docente explica a classe que dois desses cinco alunos que
estdo na frente serdo escolhidos para representar os colegas de sala, em duas
situacOes diferentes.

Na primeira, os dois alunos serdo escolhidos como presidente e vice-
presidente da turma na composicdo de uma chapa do grémio estudantil da
escola.

J& na segunda situac&o hipotética, os dois alunos serdo escolhidos para
fazer parte do colegiado da escola representando aquela turma.

Ja com os dois problemas anotados em cada metade do quadro, o
professor devera pedir que os alunos respondam oralmente as possibilidades

possiveis e simultaneamente devera registra-las.
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Durante a participacdo da turma, o professor ndo devera fazer nenhum
tipo de comentério ou gquestionamento sobre a questdo da importancia ou ndo da
ordem dos elementos, em cada tipo de agrupamento.

A quantidade pequena de resultados a ser obtida é fator importante para
que seja razoavelmente facil para os alunos enumerarem todas as possiveis
solucdes.

E provavel que a quantidade de respostas para a segunda situagao seja a
mesma da primeira, ou seja, alguns alunos ndo perceberdo que, nesse caso, 0
agrupamento ndo é ordenado e que portando contou possibilidades a mais.

Como a ideia é o professor anotar fielmente as respostas dadas pelos
alunos, somente no final do registro ele devera mostrar que, algumas duplas
foram contadas duas vezes e aproveitar esse momento para conceituar 0s

agrupamentos denominados arranjos simples e combinacdes simples.

Avaliacdo: O professor devera pedir a cada aluno que registre, huma
folha em branco, os eventos ocorridos na aula e deem uma explicacdo detalhada
do porqué,em cada situacdo, a quantidade de resultados ser diferente. Essa folha

devera ser entregue no final da aula.

ATIVIDADE 5 - APRESENTACAO DOS MODELOS MATEMATICOS

Tema: Contagem

Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Objetivo: Capacitar o aluno a reconhecer e utilizar as férmulas
necessarias para cada tipo agrupamento (arranjos, combinag¢fes e permutacdes
sem repeticédo).

Tempo previsto: Dois médulos.

Possiveis dificuldades: Pouca familiaridade dos alunos com a notacéo

fatorial.
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Material utilizado: Léapis, papel, borracha e folha com problemas.

Desenvolvimento:

Nesta atividade o professor formaliza, através de trés problemas, os
conhecimentos de arranjos, combinac¢des e permutacGes simples, apresentando

suas formulas.

Ele distribuird a cada aluno uma folha contendo trés problemas que

envolvem agrupamentos diferentes.

Folha de exercicios da atividade 5:

1) Anagramas sdo o conjunto de "palavras" distintas que vocé pode formar
com um determinado grupo de letras. Quantos sdo 0s anagramas da
palavra ALUNO?

2) O corpo administrativo de uma escola é formado pelo Diretor, Vice-
diretor e Secretario. A escola possui 20 funcionarios interessados em fazer
parte dessa administragdo. Determine de quantas formas diferentes pode
ser formada uma chapa para concorrer a estes cargos, lembrando que um
sera diretor, o outro vice-diretor e um terceiro sera o secretario.

3) Durante a aula de Educacdo Fisica do 2° ano A, a professora propfe uma
atividade conhecida como Jogo de Queimada. Participam do jogo dois
times de 6 pessoas em cada time. De quantas maneiras a professora
poderé escolher cada time, se nessa turma estudam 20 alunos?

O primeiro é um problema de arranjo simples, o segundo de permutacao
simples e o terceiro de combinagao simples.

Antes de apresentar formulas e resolver cada problema utilizando-as, o
professor deve interagir com a turma pedindo sugestdes de resolugao.

Em seguida, considerando todos os conhecimentos prévios dos alunos

professor devera apresentar as formulas.
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Apresentacdo das formulas:

O professor coloca, inicialmente, para os alunos que os arranjos simples
sdo0 agrupamentos em que a ordem dos elementos é importante no resultado. Os
arranjos denominados simples sdo aqueles em que os elementos ndose repetem.

A formula geral utilizada no célculo da quantidade de arranjos simples

A n!
" (n-p)!

Onde n representa 0 nimero de elementos do conjunto considerado e p o
nimero de elementos a serem agrupamentos.
Nos casos onde n=p obtemos agrupamentos denominados permutacoes

simples e a férmula anterior se resume a:

No caso das combinacBes simples, o professor deve reforcar com os
alunos que elas sdo agrupamentos com elementos distintos, que ndo se alteram
mudando-se apenas a ordem de posicionamento dos elementos no grupo,
observando que a diferenciacdo ocorre apenas quanto a natureza dos elementos,
guando ha mudanca de elementos.

A formula da combinag&o simples é:

n!

Cop = =———
P pl(n—p)!

Com n sendo o namero total de elementos disponiveis e p os elementos

que serdo agrupados.
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Avaliacdo: Acontecera através da resolucdo de uma lista de problemas
elaborada pelo préprio professor usando o livro didatico como apoio. Os alunos

deverdo resolvé-la em casa e entregar ao professor na proxima aula.

ATIVIDADE 6 - PERMUTAGCAO CICLICA

Tema: Contagem

Publico-alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Objetivos: Capacitar o aluno a resolver problemas que envolvam
permutacdes ciclicas.

Tempo previsto: 2 modulos .

Possiveis dificuldades: Se o professor tiver dificuldade de levar as
cadeiras para a quadra ou para o lugar onde a atividade danca das cadeiras sera
realizada, 0 mesmo podera substitui-las por sinais feitos de giz no chéo.

Material utilizado: Cadeiras em numero suficiente para a turma,
aparelho de som, maguina fotogréafica digital ou aparelho de celular com camera,

data- show, livro didatico, caderno, folha em branco, caneta e borracha.

Desenvolvimento:

1° momento: A danca das cadeiras.

O professor devera levar seus alunos para a quadra ou patio da escola e
dividir sua turma em grupos de 6 alunos cada. No local escolhido para a
realizacdo da atividade j& deverdo estar preparados um aparelho de som e varios
circulos com 5 cadeiras numeradas em cada um. As cadeiras deverdo ser
numeradas para que nenhuma saia do seu lugar de origem.

E interessante e motivador que as musicas escolhidas, sejam adequadas
ao ambiente escolar e a0 mesmo tempo ao cotidiano dos alunos.

Cada grupo terd um fiscal e cinco participantes que se sentardo nas

cadeiras cada vez que a musica parar. O professor explicara aos alunos que a
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brincadeira funcionard de forma semelhante & brincadeira tradicional, porém
ninguém ficara de pé e nenhuma cadeira serd retirada.

Deve ficar claro para os alunos que toda vez que a musica parar eles
terdo que trocar de posigdo dentro do grupo antes de se sentarem nas cadeiras.

Cada aluno que foi escolhido como fiscal tem uma maquina fotogréafica
em maos e ficara num grupo diferente do seu.

A funcdo do aluno escolhido como fiscal € registrar cada configuracéo
formada quando a musica cessa. Caso a quantidade de alunos ndo seja multipla
de 6, o professor designa mais de um fiscal em cada grupo.

Como a permutagdo circular de 5 elementos é 24, a musica serd
interrompida 24 vezes e a cada interrupcdo os alunos se sentam em posicdes
diferentes. A cada momento desses o fiscal anota em sua folha a configuracéo
obtida pelo grupo.

Fora de seu horario de aula na turma, o professor devera solicitar a 5
alunos de outra turma ou mesmo colegas docentes, que se posicionem no circulo

de cadeiras, nas cinco configuracdes iguais. Cada configuracao seré fotografada.

2° momento: A andlise dos resultados.

De volta a sala de aula, usando um data-show, o professor explica a
turma que o objetivo da atividade é entender a permutacdo ciclica. Ele utiliza um
dos grupos selecionados para mostrar que, quando 0s objetos distintos estdo
dispostos em circulo, s6 conseguiremos uma nova configuracdo se os objetos
forem permutados entre si, pois se apenas deslocarmos os objetos no sentido
horario ou anti-horario, a configuragao continua a mesma.

Em seguida, o professor socializa com a turma as 24 fotos de cada
grupo. Nesse momento, os alunos identificardo se algum grupo conseguiu

formar todas as configuragdes possiveis.
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A cada grupo analisado, o professor devera anotar no canto do quadro a
guantidade de configuracbes diferentes obtidas, para que, no final, seja
identificado o grupo campedo.

Para reforcar o conceito de permutacdo ciclica o professor, nesse
momento, ira projetar as 5 fotos feitas de uma possivel configuracdo com os
alunos voluntarios.

Comentarios: E interessante que, ao final dessa atividade, o professor
utilize os exercicios sobre permutacgdo ciclica do livro didatico adotado em sua
escola, com a finalidade de fixar o aprendizado dos alunos.

Um fator motivante para a atividade é o formato de jogo, disputa.

Avaliacdo: Participacdo dos alunos na execucdo da atividade. Entrega

de uma lista de exercicios propostos.

ATIVIDADE 7 - AS PERMUTACOES COM REPETICAO

Tema: Contagem

Publico-alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Objetivos: Capacitar o aluno para resolver problemas de permutagéo
com repeticao.

Tempo previsto: 1 médulo.

Pré-requisitos: Conhecimento prévio de problemas de permutacédo
simples.

Possiveis dificuldades: Alunos que ndo dominem a resolucdo de
problemas de permutacdo simples, surgindo assim a necessidade de uma breve
revis&o.

Material utilizado: Folha contendo problemas de permuta¢fes com

repeticdo, caderno, lapis, caneta e borracha.
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Desenvolvimento:
Esta atividade poderd ser feita em dupla ou individual.
O professor distribui a folna com os problemas e pede que os alunos

resolvam em seu caderno.

Os problemas serdo os seguintes:

1) A mée de Marina trabalha fora e para controlar melhor os horérios da filha
fez a seguinte recomendacdo: Marina deve ocupar suas tardes com as
atividades- duas horas para estudar, uma hora livre e uma hora para ajudar
nos afazeres da casa. Sendo essas duas horas de estudo divididas em dois
moédulos de uma hora. De quantas maneiras diferentes Marina pode
organizar suas tardes? Dica: faca a enumeragdo das possibilidades usando
para isso canetas de cores diferentes para representar os dois modulos de
uma hora de estudo.

2) Como Marina esta se saindo muito mal na escola, sua mée resolveu trocar a
hora livre por mais uma hora de estudos. E agora, quantas sdo as maneiras
de Marina realizar suas tarefas? Novamente enumere 0s casos.

3) Com pena de Marina, sua mae pensou melhor e resolveu permitir a hora
livre que foi retirada, mas com a condicdo de que os trés médulos de estudo
de uma hora permanecessem. Nesse caso, quais serdo as possibilidades?
Atencdo: a enumeracgdo nesse caso € inviavel.

Comentarios: Considerando-se que todos 0s outros conteidos ja foram
trabalhados em anos anteriores, espera-se que a maior parte dos alunos ja tenha
capacidade de perceber a mudanca de padrdo na resolucdo de problemas de

permutagdo simples para os de permuta¢do com repeticao.

Avaliacdo: Observacdo do envolvimento e desenvoltura de cada aluno

na resolucdo dos problemas.
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ATIVIDADE 8-LISTA DE EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Tema: Contagem

Publico-alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Objetivos: Capacitar o aluno a identificar e resolver os diferentes tipos
de problemas de Analise Combinatdria trabalhados no Ensino Médio.

Tempo previsto: 2 mddulos.

Possiveis dificuldades:

Pode ser que alguns alunos ainda ndo tenham adquirido todas as
habilidades trabalhadas nas atividades anteriores.

Material utilizado: Folha com uma lista de exercicios complementares,

caneta, lapis, borracha, caderno de matematica, livro didatico.

Desenvolvimento:
O professor devera entregar uma folha para cada aluno e pedir que o0s
mesmos resolvam os problemas. Sera informado também que essa folha sera

recolhida no final da atividade para ser corrigida e valorizada.

Lista de problemas da atividade 8:

1) OBMEP (2008) - Amigo Oculto - Um grupo de 5 amigos decide brincar de
“ amigo oculto". Para isso, cada um dos 5 amigos compra um presente para
seu amigo oculto. Pelas regras do jogo cada um troca exatamente um
presente com um Unico amigo. De quantas maneiras 0s presentes podem
ser trocados?

2) Banco de Questdes do PROEB- MG. (M120234A8) Numa escola, foram
adotados como uniforme: trés camisetas com o logotipo da escola, nas
cores branca, azul e cinza; dois tipos de calgca comprida, jeans escuro e
preta; e o ténis deve ser todo preto ou branco. Considerando-se todas essas
variagdes no uniforme, de quantas maneiras distintas o aluno pode estar
uniformizado?

a) 7b) 8c) 10d) 12 ¢) 36

3) Banco de Questdes do PROEB-MG. (M11023MG). Sr. Mario ganhou na
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loteria um carro novo. Na hora de receber o prémio ficou sabendo que
poderia fazer sua escolha entre 4 modelos diferentes: Gol, Fiesta, Palio ou
Corsa e também poderia escolher uma das 6 cores: azul, amarelo, verde,
preto cinza ou vermelho. De quantas maneiras diferentes, o Sr. Mario
podera escolher o seu carro?

a) 10b) 24 c) 34 d) 36

4) Banco de Questdes do PROEB — MG (CE_JAAF3M26) Um restaurante
oferece em seu cardapio, 2 saladas distintas, 4 tipos de pratos de carne, 5
variedades de bebidas e 3 sobremesas diferentes. Uma pessoa deseja uma
salada, um prato de carne, uma bebida e uma sobremesa. O nimero de
maneiras para fazer o seu pedido é:

a) 40b) 60c) 80d) 100e) 120

5) ENEM (2010) - Doze times se inscreveram em um torneio de futebol
amador. O jogo de abertura do torneio foi escolhido da seguinte forma:
primeiro foram sorteados 4 times para compor o Grupo A. Em seguida,
entre os times do Grupo A, foram sorteados 2 times para realizar o jogo de
abertura do torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em seu proprio
campo, e 0 segundo seria o time visitante. A quantidade total de escolhas
possiveis para 0 Grupo A e a quantidade total de escolhas dos times do
jogo de abertura podem ser calculadas através de:
A) uma combinacdo e um arranjo, respectivamente.
B) um arranjo e uma combinacdo, respectivamente.
C) um arranjo e uma permutacdao, respectivamente.
D) duas combinacdes.
E) dois arranjos.

6) ENEM (2004)-No Nordeste brasileiro, € comum encontrarmos pecas de

artesanato constituidas por garrafas preenchidas com areia de diferentes
cores, formando desenhos. Um artesdo deseja fazer pecas comareia de
cores cinza, azul, verde e amarela, mantendo o mesmo desenho, mas
variando as cores da paisagem (casa, palmeira e fundo), conforme a figura.



http://www.profcardy.com/exercicios/home.php?id=952
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O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul,

a) 6.
b) 7.
c) 8.
d) 9.
e) 10.

I\

FUNDO

verde ou amarela; e a palmeira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo néo
pode ter a mesma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questdo de
contraste, entdo o numero de variacdes que podem ser obtidas para al
paisagem é:

7)

OBMEP (2007) - Quatro passageiros - Em um taxi podem se sentar um
passageiro na frente e trés atrds. De quantas maneiras podem se sentar 0s
quatro passageiros, se um deles quer ficar na janela?

8)

OBMEP (2009) - Jogos de futebol — Os doze alunos de uma turma de
olimpiada saiam para jogar futebol todos os dias apds a aula de
matematica, formando dois times de 6 jogadores cada e jogando entre si. A
cada dia, eles formavam dois times diferentes dos times formados em dias
anteriores. Ao final do ano, eles verificaram que cada 5 alunos haviam
jogado juntos num mesmo time exatamente uma vez. Quantos times
diferentes foram formados ao longo do ano?

9

OBMEP (2006) - Uma formiguinha vai caminhar de A até C passando por
B, podendo passar apenas uma vez por esses pontos e pelos caminhos
indicados na figura.
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A C

c?
A)3B)5C)7D)8E)9

Qual o nimero de maneiras diferentes que ela pode escolher para ir de A até

10) De quantos modos distintos Lucas pode escolher quatro entre as nove
camisetas regata que possui para levar em uma viagem?

11) Marcam-se dez pontos em uma circunferéncia. Quantos poligonos de,

pelo menos, seis lados podem ser construidos com vértices nesses pontos?

12) De quantos modos podemos estacionar 20 automéveis em 3 garagens,
sabendo que, na primeira, cabem 10 automoveis; na segunda, 6; e na
terceira, 4?

maneiras diferentes elas podem se sentar?

13) Num dnibus ha 5 lugares. Duas pessoas entram no énibus. De quantas

14) Sobre uma reta marcam-se 4 pontos e sobre uma outra reta, paralela a

quaisquer desses 9 pontos?

primeira, marcam-se 5 pontos. Quantos tridngulos obteremos unindo 3

15) Tenho 6 livros diferentes de portugués e 6 diferentes de matematica.

Quero colocar 4 livros de portugués e 3 de matematica na prateleira de
uma estante. De quantas maneiras posso fazer isso de modo que livros da
mesma matéria fiquem juntos?

Comentarios: Foram colocados nesta lista exercicios do ENEM (Exame

Nacional do Ensino Médio), da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica

das Escolas Publicas) de anos anteriores, dos livros didaticos analisados neste

trabalho e também problemas do banco de questfes do PROEB.
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Avaliagdo: Com o intuito de promover um amadurecimento da
aprendizagem do estudante, propomos uma analise através de um estudo de
erros, assim o docente devera corrigir os exercicios de cada aluno fazendo
anotacbes dos erros mais comuns. Na aula seguinte, comentara 0s erros
encontrados sem identificar os alunos que os cometeram. Terminada essa
primeira discussdo, o professor devera propor uma nova lista de exercicios para

verificar se os conceitos foram realmente aprendidos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Acredita-se que uma aprendizagem significativa em Matematica SO
acontece através de aulas que utilizam estratégias de investigacdo, discussédo e
trabalho em grupo.

No que se refere a Analise Combinatéria ndo é diferente. A
comunicacdo oral ou escrita entre os alunos e professor promove o
desenvolvimento de capacidades e a construcéo de conhecimentos.

Neste trabalho, foi elaborada uma sequéncia de atividades destinadas a
alunos dos trés anos do Ensino Médio.

Nessa proposta, o professor assume um papel importante de mediador
frente as inlmeras discussdes que aparecerdo durante a execucdo das atividades.
Essas atividades foram elaboradas utilizando temas do cotidiano e do interesse
dos discentes e promovem, durante sua execu¢do, momentos de debate e
argumentacdo em grupo.

Este aspecto interativo proposto em cada atividade, acredita-se ser
capaz de colaborar para que os alunos adquiram um conhecimento com
significado. Por outro lado, esse modelo pode gerar indisciplina e ai a postura do
professor se torna fundamental.

E consenso entre os professores de Matematica que, conseguir uma
educacdo de qualidade através de um conhecimento concreto ndo € tarefa facil e
depende de estudo, pesquisa e aprimoramento constante. Esperamos, portanto

gue esta proposta de ensino contribua, de alguma forma, para esse ideal.
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