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RESUMO

CAMARGO, V. S. S. Polinômios: Uma coletânea de exercícios. 2024. 135 p. Disserta-
ção (Mestrado em Ciências – Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional) –
Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos –
SP, 2024.

Esta dissertação abrange uma coletânea de exercícios sobre polinômios e equações algébricas,
explorando estratégias que promovem a compreensão profunda desses conceitos matemáticos.
Inicialmente, realiza-se uma revisão teórica abrangente, contextualizando a importância desses
temas na educação matemática e destacando a relevância dos exercícios como ferramentas de
aprendizagem.

O estudo concentra-se na análise de diferentes tipos de exercícios da Fuvest e Unicamp elencados
em ordem cronológica, desde problemas básicos até desafios mais complexos, e examina sua
contribuição para o desenvolvimento de habilidades cognitivas e resolução de problemas. A
pesquisa também aborda estratégias na personalização do processo de aprendizagem, visando
otimizar a assimilação e retenção dos conceitos.

Palavras-chave: Polinômios, Briot-Ruffini, Girard, Exercícios, Resolução.





ABSTRACT

CAMARGO, V. S. S. Polynomials: A collection of exercises. 2024. 135 p. Dissertação (Mes-
trado em Ciências – Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional) – Instituto de
Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2024.

This dissertation covers a collection of exercises on polynomials and algebraic equations, ex-
ploring strategies that promote a deep understanding of these mathematical concepts. Initially, a
comprehensive theoretical review is carried out, contextualizing the importance of these themes
in mathematics education and highlighting the relevance of exercises as learning tools.

The study focuses on the analysis of different types of exercises from Fuvest and Unicamp
listed in chronological order, from basic problems to more complex challenges, and examines
their contribution to the development of cognitive skills and problem solving. The research also
addresses strategies for personalizing the learning process, aiming to optimize the assimilation
and retention of concepts.

Keywords: Polynomials, Briot-Ruffini, Girard, Exercises, Resolution.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

A motivação desse trabalho é facilitar o ensino de polinômios, desde os conceitos básicos
até o avançado, para todas as pessoas, que apresentam uma facilidade ou não nesse conteúdo.

Mas vocês devem estar se perguntando o porque de tudo isso, durante a graduação e
até mesmo o mestrado, sempre que não conseguia resolver algum exercício ou provar algum
teorema, acabava procurando ajuda, principalmente nos livros, porém alguns colocavam apenas a
resposta do exercício ou até mesmo nem isso faziam, deixando a cargo do leitor, o que dificultava
muito, sem contar o fato de quando olhava no gabarito constava o seguinte: "é trivial, volte no

exemplo anterior..." o que gerava uma angústia tremenda, então foi o que mais me motivou a
desenvolver esse trabalho.

Assim nasce esse projeto, onde nos propomos a apresentar uma coletânea de exercícios,
principalmente de vestibulares, com resoluções apresentadas da forma mais detalhada possível.

Esta coletânea é apresentada indo do básico ao avançado de forma que esta dissertação
possa ser aproveitada por alunos, professores e todos aqueles que desejem estudar mais sobre
esse assunto.

Para desenvolver melhor essa dissertação, no capítulo 2 apresentamos os polinômios e
suas propriedades básicas, no capítulo 3 temos um foco em equações algébricas, no capítulo 4
apresentamos resoluções de exercícios da Fuvest e Unicamp, elencados em ordem cronológica e
por fim no capítulo 5 faremos uma conclusão desse trabalho.





19

CAPÍTULO

2
POLINÔMIOS: PROPRIEDADES BÁSICAS

Neste capítulo apresentamos as propriedades básicas dos polinômios e alguns exemplos,
para melhor compreensão do restante do traballho.

2.1 Definição
Dados os números complexos a0,a1,a2, ...,an e n um número natural, chama-se função

polinomial a função P(x),x ∈ R : C→ C definida por

P(x) = a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + ...+an−1x+an,

onde

(i) a0,a1,a2, ...,an são chamados de coeficientes;

(ii) a0xn,a1xn−1,a2xn−2...,an são os termos ou monômios;

(iii) a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + ...+an−1x+an é o polinômio;

(iv) Usaremos muitas vezes, por simplicidade, a palavra "polinômio"com o mesmo sentido de
"função polinomial";

(v) Chamaremos 0(x) = 0xn +0xn−1 + ...+0x+0 de polinômio identicamente nulo e escre-
vemos 0(x) = 0;

(vi) Nomearemos P(x) = an de polinômio constante.

Exemplo 1:

(a) Dados os números reais a0 = 1,a1 =
√

3,a2 = −2 e a3 =
5
2 , temos o polinômio f (x) =

x3 +
√

3x2 −2x+ 5
2 .
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(b) Dados os números reais a0 = 3,5,a1 = 0,a2 = π,a3 = 0,a4 = −
√

7 e a5 = 3, temos o
polinômio g(x) = 3,5x5 +πx3 −

√
7x+3.

(c) Dados os números reais a0 = −4,a1 = 0,a2 = 2,a3 = −2 e a4 = 0, temos o polinômio
h(x) =−4x4 +2x2 −2x.

(d) Dados os números reais a0 = 4,a1 =−3 e a2 = 2, temos o polinômio r(x) = 4x2 −3x+2.

(e) Dados os números reais a0 = −2,a1 = 5,a2 = 4,a3 = 5 e a4 = 3, temos o polinômio
s(x) =−2x4 +5x3 +4x2 +5x+3.

(f) A expressão z(x) = x−4 +3
√

x+4x2 não é um polinômio porque nem todos os expoentes
da variável x são um número natural.

(g) A expressão a(x) = x2+ 1
x8 +

1
4x não é um polinômio porque a variável x não pode aparecer

no denominador, ou seja tem expoentes de x que não são números naturais.

(h) A expressão b(x) = 3
√

8x+ 2
√

x+ 1 não é um polinômio porque a variável x não pode
aparecer sob radical, ou seja tem expoentes de x que não são números naturais.

2.2 Valor numérico

Dada a função polinomial P(x) = a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + ...+an−1x+an, chama-se
valor numérico de P, para x = α o número P(α) = a0αn +a1αn−1 +a2αn−2 + ...+an−1α +an.
O valor numérico P(α) é, portanto a imagem de α por P.

Exemplo 2: Se P(x) = 2x3 −4ix2 +1, temos que

P(0) = 2 ·03 −4i ·02 +1 = 1.
P(1) = 2 ·13 −4i ·12 +1 = 3−4i.
P(i) = 2 · i3 −4i · i2 +1 = 1+2i.

Se P(α) = 0, dizemos que α é raíz de P.

2.3 Grau de uma função polinomial

A função polinomial P(x) = a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + ...+an−1x+an é de grau n− p,
e representa-se gr(P) = n− p, quando, e somente quando a0,a1,a2, ...,ap−1 são nulos e ap é
diferente de zero, simbolicamente

gr(P) = n− p ⇔ a0 = a1 = a2 = ...= ap−1 = 0 e ap ̸= 0
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para cada p que pertence aos números naturais.

Assim, podemos escrever que:

a0 ̸= 0 ⇔ gr(P) = n

a0 = 0 e a1 ̸= 0 ⇔ gr(P) = n−1
a0 = a1 = 0 e a2 ̸= 0 ⇔ gr(P) = n−2
...
a0 = a1 = a2 = ...an−2 = 0 e an−1 ̸= 0 ⇔ gr(P) = 1
a0 = a1 = a2 = ...an−2 = an−1 = 0 e an ̸= 0 ⇔ gr(P) = 0

Observe que o grau de P(x) não é definido quando todos os coeficientes são nulos, dessa
forma a0 = a1 = a2 = ...= an = 0 ⇔ P não tem grau.

Exemplo 3: Dada a função polinomial P(x) = (a−4)x3 +(b−1)x2 +(c−2)x+d, então

(i) Se a ̸= 4, então gr(P) = 3;

(ii) Se a = 4 e b ̸= 1, então gr(P) = 2;

(iii) Se a = 4 e b = 1 e c ̸= 2, então gr(P) = 1;

(iv) Se a = 4 e b = 1 e c = 2 e d ̸= 0, então gr(P) = 0;

(v) Se a = 4 e b = 1 e c = 2 e d = 0, então P não tem grau.

Exemplo 4: O polinômio constante w(x) = 8 não é identicamente nulo e seu grau é 0. Volte para
o exemplo 1 e observe que gr( f (x)) = 3, gr(g(x)) = 5, gr(h(x)) = 4, gr(r(x)) = 2, gr(s(x)) = 4,
e que f (x) tem o coeficiente do termo de maior grau igual a 1.

2.4 Função polinomial soma
A soma de dois monômios a · xp e b · xp é o monômio (a+b)xp.

Seja as funções polinomiais A(x) e B(x) de C→ C, a função polinomial soma A+B :
C→ C onde (A+B)(x) = A(x)+B(x) é definida pela função polinômial em que cada termo é a
soma dos termos semelhantes dos polinômios parcelas.

Com relação ao grau de A+B temos que:

(i) gr(A)> gr(B)⇒ gr(A+B) = gr(A);
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(ii) gr(A) = gr(B)⇒ gr(A+B)≤ gr(A) ou A+B não tem grau.

Exemplo 5: Se A(x) = 3x3 +2x2 − x+4 e B = x2 +4x+1, então

(A + B)(x) = (3x3 + 2x2 − x + 4) + (x2 + 4x + 1) = 3x3 + 2x2 − x + 4 + x2 + 4x + 1 = 3x3 +

3x2 +3x+5.

Perceba que gr(A) = 3,gr(B) = 2 e gr(A+B) = gr(A) = 3.

Exemplo 6: Se A(x) = 3x3 +2x2 −5x−9 e B =−3x3 + x2 +9, então

(A+B)(x) = (3x3 + 2x2 − 5x− 9) + (−3x3 + x2 + 9) = 3x3 + 2x2 − 5x− 9− 3x3 + x2 + 9 =

3x2 −5x.

Perceba que gr(A) = gr(B) = 3 e gr(A+B) = 2 < gr(A).

Exemplo 7: Se A(x) = 3x3 +2x2 − x+4 e B(x) =−3x3 −2x2 + x−4, então

(A+B)(x) = (3x3+2x2−x+4)+(−3x3−2x2+x−4) = 3x3+2x2−x+4−3x3−2x2+x−4=
0x3 +0x2 +0x+0.

Perceba que gr(A) = 3 = gr(B) = 3 porém (A+B)(x) não tem grau.

Exemplo 8: Dados os polinômios A(x) = 9x3 − 5x2 + 4x+ 10,B(x) = 8x2 − 3x− 6 e C(x) =

−9x3 +6x2 −5x+9, então

A(x)+B(x) = (9+0)x3 +(−5+8)x2 +(4−3)x+(10−6) = 9x3 +3x2 + x+4.

B(x)+C(x) = (0+(−9))x3 +(8+6)x2 +(−3+(−5))x+(−6+9) =−9x3 +14x2 −8x+3.

A adição de polinômios pode ser feita facilmente se escrevermos os polinômios numa
tabela, onde nas primeiras linhas estão cada um dos polinômios com as potências em ordem
decrescente, colocando os monômios de mesmo grau um embaixo do outro, e, na última linha o
resultado da adição, de maneira similar à adição de números reais. Iremos calcular A(x)+B(x)

desse modo:



2.5. Função polinomial produto 23

9x3 − 5x2 + 4x + 10
(+) + 8x2 − 3x − 6

9x3 + 3x2 + x + 4

Podemos usar este processo para calcular a soma de m polinômios, construíndo uma
tabela com m+1 linhas e tantas colunas quantas forem necessárias. Por exemplo, para calcular
A(x)+B(x)+C(x) a tabela terá quatro linhas:

9x3 − 5x2 + 4x + 10
+ 8x2 − 3x − 6

(+) − 9x3 + 6x2 − 5x + 9
0x3 + 9x2 − 4x + 13

No exemplo anterior, observamos que gr(A(x)) = gr(C(x)) = 3 e gr(A(x)+C(x)) = 2,
enquanto gr(B(x)) = 2 e gr(A(x)+B(x)) = 3.

2.5 Função polinomial produto
O produto de dois monômios a · xp e b · xq é o monômio (a+b)xp+q.

Dada as funções polinomiais A(x) e B(x) de C → C, a função polinomial produto
A.B : C→ C tal que (A.B)(x) = A(x).B(x) é definida pela função polinomial cujos monômios
são todos os possíveis produtos dos monômios de A(x) e os de B(x). Se A(x) e B(x) são não
nulos, ou seja, têm graus, então gr(A.B) = gr(A)+gr(B).

Exemplo 9: Se A(x) = 2x2 −3x+1 e B = 3x+2, então

(A ·B)(x) = (2x2 −3x+1) · (3x+2) = 6x3 +4x2 −9x2 −6x+3x+2 = 6x3 −5x2 −3x+2.

Note que gr(A) = 2,gr(B) = 1 e gr(A ·B) = 2+1 = 3.

Exemplo 10: Se A(x) = 2x2 −3x+1, então

(A ·A)(x) = (2x2 −3x+1) · (2x2 −3x+1) = 4x4 −6x3 +2x2 −6x3 +9x2 −3x+2x2 −3x+1 =

4x4 −12x3 +13x2 −6x+1.

Perceba que gr(A) = 2 e gr(A2) = gr(A)+gr(A) = 2+2 = 4.

Exemplo 11: Consideremos os polinômios A(x) = 2x3 − 5x2 + x+ 7,B(x) = 9x2 − 2x− 7 e
C(x) =−3x3 −4x2 +2.
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(a) Vamos calcular A(x).B(x)

Utilizando a propriedade distributiva da multiplicação de monômios, temos

A(x) ·B(x) = (2x3 −5x2 + x+7) · (9x2 −2x−7)
(i)
= 2x3 · (9x2 −2x−7)+(−5x2) · (9x2 −2x−7)+ x · (9x2 −2x−7)+7 · (9x2 −2x−7)
(ii)
= (18x5 −4x4 −14x3)+(−45x4 +10x3 +35x2)+(9x3 −2x2 −7x)+(63x2 −14x−49)
(iii)
= 18x5 +(−4−45)x4 +(−14+10+9)x3 +(35−2+63)x2 +(−7−14)x−49
(iv)
= 18x5 −49x4 +5x3 +96x2 −21x−49.

Observe que as igualdades acimas foram todas obtidas da seguinte forma:

(i) distribuindo as parcelas de A(x) na multiplicação por B(x);

(ii) distribuindo cada multiplicação com respeito às parcelas de B(x);

(iii) usando a definição da adição de polinômios;

(iv) fazendo a adição dos coeficientes de monômios de mesmo grau.

Dessa forma, A(x) ·B(x) = 18x5 −49x4 +5x3 +96x2 −21x−49 e gr(A(x) ·B(x)) = 5 =

3+2 = gr(A(x))+gr(B(x)).

(b) Como no caso da soma, vamos calcular A(x) ·C(x) usando uma tabela

Construiremos uma tabela, escrevendo A(x) na primeira linha e C(x) na segunda, com
as potências de x em ordem decrescente. Fazemos a multiplicação usando a propriedade
distributiva e calculando a multiplicação dos termos do polinômio A(x) por C(x), em
ordem crescente das potências de x organizando na tabela os resultados parciais em ordem
decrescente das potências de x. A última linha da tabela será a adição das multiplicações
parciais.

2x3 − 5x2 + x + 7
(x) − 3x3 − 4x2 + 2

+ 4x3 − 10x2 + 2x + 14
− 8x5 + 20x4 − 4x3 − 28x2

− 6x6 + 15x5 − 3x4 − 21x3

− 6x6 + 7x5 + 17x4 − 21x3 − 38x2 + 2x + 14

Dessa forma, A(x) ·C(x) = −6x6 + 7x5 + 17x4 − 21x3 − 38x2 + 2x+ 14 e perceba que
gr(A(x) ·C(x)) = 6 = 3+3 = gr(A(x))+gr(C(x)).

(c) Vamos calcular B(x) ·C(x)
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Pelo item anterior, podemos escrever:

+ 9x2 − 2x − 7
(x) − 3x3 − 4x2 + 2

+ 18x2 − 4x − 14
− 36x4 + 8x3 + 28x2

− 27x5 + 6x3 + 21x3

− 27x5 − 30x4 + 29x3 + 46x2 − 4x − 14

Dessa forma, B(x) ·C(x)=−27x5−30x4+29x3+46x2−4x−14 e gr(B(x) ·C(x))= 5= 2+3=
gr(B(x))+gr(C(x)).

2.6 Função polinomial identicamente nula

Dada a função polinomial P : C → C dada por P(x) = a0xn + a1xn−1 + a2xn−2 + ...+

an−1x+an, dizemos que P é identicamente nula quando, e somente quando, o valor numérico de
P é igual a zero para todo x complexo.

Simbolicamente podemos escrever que P(x)≡ 0⇔P(x) = 0, para qualquer x pertencente
aos números complexos.

Teorema 1: A condição necessária e suficiente para que a função polinomial P seja identi-
camente nula é que todos os seus coeficientes sejam nulos. O que simbolicamente podemos
escrever como P(x)≡ 0 ⇔ a0 = a1 = a2 = ...= an = 0.

Demonstração: Vamos dividir em dois casos que seguem abaixo:

a) a0 = a1 = a2 = ...= an = 0 ⇒ P(x)≡ 0.

De fato a0 = a1 = a2 = ...= an = 0 ⇒
⇒ P(x) = 0xn +0xn−1 + ...+0x2 +0x+0 ⇒
⇒ P(x) = 0+0+0+ ...+0 = 0, para qualquer x ⇒ P(x)≡ 0.

b) P(x)≡ 0 ⇒ a0 = a1 = a2 = ...= an−1 = an = 0.

De fato P(x)≡ 0 ⇒ P(x) = 0, para todo x ∈ C⇒
⇒ P(x0) = P(x1) = P(x2) = ...= P(xn) = 0, sendo x0,x1,x2, ...,xn, números complexos dois a
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dois distintos.

Assim sendo, podemos escrever o seguinte sistema

a0xn
0 + a1xn−1

0 + a2xn−2
0 + · · ·+ an−1x0 + an = 0

a0xn
1 + a1xn−1

1 + a2xn−2
1 + · · ·+ an−1x1 + an = 0

a0xn
2 + a1xn−1

2 + a2xn−2
2 + · · ·+ an−1x2 + an = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a0xn

n + a1xn−1
n + a2xn−2

n + · · ·+ an−1xn + an = 0

que é um sistema linear homogêneo com n+1 equações nas n+1 incógnitas a0,a1,a2, ...,an−1,an.

Note que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xn
0 xn−1

0 xn−2
0 · · · x0 1

xn
1 xn−1

1 xn−2
0 · · · x1 1

xn
2 xn−1

2 xn−2
0 · · · x2 1

...
...

... · · · ...
xn

n xn−1
n xn−2

0 · · · xn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

pois é um determinante de Vandermonde com os elementos característicos dois a dois dis-
tintos, resulta que tal sistema admite somente a solução trivial, e portanto a0 = a1 = a2 =

· · · = an−1 = an = 0. Para saber mais sobre determinante de Vandermonde acesse <https:
//www.ime.unicamp.br/~deleo/MA141/ld01a.pdf>.

2.7 Funções polinominais idênticas

Dadas as funções polinomiais A e B de C em C tais que A(x) = a0xn+a1xn−1+a2xn−2+

· · ·+ an−1x+ an e B(x) = b0xn + b1xn−1 + b2xn−2 + ...+ bn−1x+ bn dizemos que as funções
A e B são idênticas (ou iguais), quando, e somente quando, os valores numéricos de A e B,
respectivamente, são iguais para todo x complexo.

Simbolicamente temos A(x)≡ B(x)⇔ A(x) = B(x) para todo x pertencentes aos números
complexos.

Teorema 2: A condição necessária e suficiente para que as funções A e B sejam idênticas é
que os coeficientes dos monômios de mesmo grau sejam dois a dois iguais. Ou seja A(x) ≡
B(x)⇔ ai = bi, para todo i ∈ {0,1,2, ...,n}

Demonstração:A(x) = B(x)⇔

https://www.ime.unicamp.br/~deleo/MA141/ld01a.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~deleo/MA141/ld01a.pdf
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⇔ A(x) = B(x), para todo x ∈ C⇔
⇔ A(x)−B(x) = B(x)−B(x), para todo x ∈ C⇔
⇔ A(x)−B(x) = 0, para todo x ∈ C⇔
⇔ (A−B)(x) = 0, para todo x ∈ C⇔
⇔ (A−B)(x)≡ 0 ⇔
⇔ (a0 −b0) · xn +(a1 −b1) · xn−1 +(a2 −b2) · xn−2 + · · ·+(an −bn)≡ 0 ⇔
⇔ a0 −b0 = a1 −b1 = a2 −b2 = · · ·= an −bn = 0 ⇔
⇔ a0 = b0,a1 = b1,a2 = b2, · · · ,an = bn ⇔
ai = bi, para todo i ∈ {0,1,2, ...,n}.

Exemplo 12: Os polinômios A(x) = x5 − x4 + 3x2 − 3x+ 2 e B(x) = x5 − x4 + 3x2 − 3x+ 2
são iguais, porque os seus coeficientes são: a0 = 1,a1 =−1,a2 = 0,a3 = 3,a4 =−3 e a5 = 2.
Escrevendo os polinômios com as potências de x em ordem crescente, visualizamos imediata-
mente a igualdade dos polinômios. Temos

A(x) = B(x) = x5 − x4 +3x2 −3x+2.

2.8 Divisão de polinômios
Dada a função polinomial A, chamada dividendo, e a função polinomial B, não identica-

mente nula, chamada divisor, dividir A por B é obter a função polinomial Q, chamada quociente,
e a função polinomial R, chamada resto, tais que A(x)≡ B(x) ·Q(x)+R(x) e o grau do resto é
menor que o grau do divisor ou o resto é identicamente nulo.

A(x) B(x)
R(x) Q(x)

ou seja
A(x)≡ B(x) ·Q(x)+R(x)

e também
gr(R(x))< gr(B(x)) ou R(x)≡ 0

Perceba que a determinação do monômio de maior grau do quociente só depende dos
monômios de maior grau do dividendo e do divisor. Na divisão de polinômios devemos prestar
atenção nos graus do dividendo, do divisor e do resto.

Para uma demonstração da existência e unicidade do quociente e do resto de uma divisão,
observe <https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=2650&id2=76994>.

https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=2650&id2=76994
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Aqui apresentaremos como determinar o quociente Q(x) e o resto R(x) da divisão do
polinômio A(x) por B(x), usando uma tabela análoga a soma e ao produto.

A(x) B(x)
... Q(x)
R(x)

Façamos mais exemplos

Exemplo 13: Dados os polinômios A(x) = 4x+2 e B(x) = 3x2 +5x+7.

Observe que gr(A(x)) = 1 < 2 = gr(B(x)).

O quociente é Q(x) = 0 e o resto é R(x) = A(x) = 4x+2.

4x + 2 3x2 + 5x + 7
− 0 0

4x + 2

Observe que A(x) = B(x)Q(x)+R(x), ou seja 4x+2 = (3x2 +5x+7) · (0)+(4x+2) = 4x+2.

Exemplo 14: Dados A(x) = 6x2 +2x+4 e B(x) = 3x2 +5x+7.

(Passo 1) O monômio de maior grau de A(x) é 6x2 e o monômio de maior grau de B(x) é 3x2. O
quociente da divisão de 6x2 por 3x2 é Q1(x) = 2

(Passo 2) Fazemos o cálculo: R1(x) = A(x)−Q1(x)B(x) = (6x2+2x+4)−6x2−10x−14 =−8x−
10

6x2 + 2x + 4 3x2 + 5x + 7
− 6x2 − 10x − 14 2

− 8x − 10

(Passo 3) Como 1 = gr(R1(x)) < gr(B(x)) = 2, não podemos continuar a divisão. Paramos os
cálculos.

(Passo 4) Obtemos Q(x) = Q1(x) = 2 e R(x) = R1(x) =−8x−10.

Observe que A(x) = B(x)Q(x)+R(x), ou seja 6x2+2x+4 = (3x2+5x+7) ·(2)+(−8x−10) =
6x2 +10x+14−8x−10 = 6x2 +2x+4.

Exemplo 15: Faremos a divisão de A(x) = 4x4 +3x3 + x2 −17x−8 por B(x) = x2 +2x+3.
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(Passo 1) O monômio de maior grau de A(x) é 4x4 e o monômio de maior grau de B(x) é x2. O
quociente da divisão de 4x4 por x2 é Q1(x) = 4x2.

(Passo 2) Fazemos o cálculo R1(x) = A(x)−Q1(x)B(x) = (4x4 +3x3 +x2 −17x−8)−4x4 −8x3 −
12x2 =−5x3 −11x2 −17x−8.

4x4 + 3x3 + x2 − 17x − 8 x2 + 2x + 3
− 4x4 − 8x3 − 12x2 4x2

− 5x3 − 11x2 − 17x − 8

(Passo 3) Como 3 = gr(R1(x))> gr(B(x)) = 2 continuamos dividindo R1(x) por B(x), pois R1(x)

não é o resto da divisão.

(Passo 4) O monômio de maior grau de R1(x) é −5x3 e o monômio de maior grau de B(x) é x2. O
quociente da divisão de −5x3 por x2 é Q2(x) =−5x.

(Passo 5) Fazemos o cálculo: R2(x) = R1(x)−Q2(x)B(x) = (−5x3−11x2−17x−8)+5x3+10x2+

15x =−x2 −2x−8.

4x4 + 3x3 + x2 − 17x − 8 x2 + 2x + 3
− 4x4 − 8x3 − 12x2 4x2 − 5x

− 5x3 − 11x2 − 17x − 8
5x3 + 10x2 + 15x

− x2 − 2x − 8

(Passo 6) Como 2 = gr(R2(x)) = gr(B(x)) = 2, podemos continuar, calculando a divisão de R2(x)

por B(x), pois R2(x) não é o resto da divisão.

(Passo 7) O monômio de maior grau de R2(x) é −x2 e o monômio de maior grau de B(x) é x2. O
quociente da divisão de −x2 por x2 é Q3(x) =−1.

(Passo 8) Fazemos o cálculo: R3(x) = R2(x)−Q3(x)B(x) = (−x2 −2x−8)− x2 −2x−3 =−11.

4x4 + 3x3 + x2 − 17x − 8 x2 + 2x + 3
− 4x4 − 8x3 − 12x2 4x2 − 5x − 1

− 5x3 − 11x2 − 17x − 8
5x3 + 10x2 + 15x

− x2 − 2x − 8
− x2 − 2x + 3

− 5

(Passo 9) Como 0 = gr(R3(x)) < gr(B(x)) = 2, terminamos o algoritmo, pois R3(x) é o resto da
divisão.

(Passo 10) Obtemos Q(x) = 4x2 −5x−1 = Q1(x)+Q2(x)+Q3(x) e R(x) = R3(x) =−5.



30 Capítulo 2. Polinômios: propriedades básicas

Observe que A(x) = B(x)Q(x)+R(x), ou seja 4x4 +3x2 + x2 −17x−8 = (x2 +2x+3) · (4x2 −
5x−1)+(−5) = 4x4−5x3−x2+8x3−10x2−2x+12x2−15x−3−5= 4x4+3x2+x2−17x−
8.

Exemplo 16: A divisão de A(x) = x3 + 3x + 4 por B(x) = x2 − 1, resulta em Q(x) = x e
R(x) = 4x+4. Atente-se que divisão de polinômios é muito parecida com a divisão euclidiana
definida nos números naturais, existem porém, duas diferenças, pois na divisão de polinômios:

(i) O valor numérico do divisor pode ser eventualmente nulo. No exemplo anterior, apesar de
B(x) não ser identicamente nulo, temos B(−1) = B(1) = 12 −1 = 0.

(ii) O valor numérico do resto pode ser maior ou igual ao valor numérico do divisor. Novamente
do exemplo anterior, apesar de gr(R(x))< gr(B(x)), temos R(5) = B(5) = 24 e também
R(2) = 4 ·2+4 = 12,B(2) = 22 −1 = 3 assim R(2)> B(2).

O quociente e o resto da divisão de A por B, com B(x) ̸≡ 0, existem e são únicos. Eles
podem ser calculados pelo método da chave, conforme feito anteriormente, ou pelo Método de
Descartes, que iremos explorar abaixo.

Esse método consiste em

(i) Escrever o quociente Q, em função dos coeficientes a serem determinados, lembrando que
gr(Q(x)) = gr(A(x))−gr(B(x));

(ii) Escrever o resto R(x), em função dos coeficientes a serem determinados, lembrando que
gr(R(x))< gr(B(x)) ou R(x)≡ 0;

(iii) Utilizar a definição de divisão;

(iv) Obter os coeficientes de Q(x) e R(x), identificando os polinômios.

Exemplo 17: Vamos dividir A(x) = 3x4+2x3−7x2+3x−4 por B(x) = x2+2x−3, pelo método
de Descartes.

O quociente é do tipo Q(x)= ax2+bx+c, pois gr(A)= 4,gr(B)= 2 e gr(Q)= 4−2= 2.

O resto é do tipo R(x) = mx+n, pois gr(B) = 2 e gr(R)< gr(B) ou R(x)≡ 0.

Utilizando a definição temos
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3x4 +2x3 −7x2 +3x−4 ≡ (x2 +2x−3)(ax2 +bx+ c)+(mx+n).

3x4 + 2x3 − 7x2 + 3x − 4 x2 + 2x − 3
mx + n ax2 + bx + c

Ou seja, fazendo igualdade de polinômios obtemos

3x4 +2x3 −7x2 +3x−4 ≡ ax4 +bx3 + cx2 +2ax3 +2bx2 +2cx−3ax2 −3bx−3c+mx+n =

ax4 +(2a+b)x3 +(−3a+2b+ c)x2 +(−3b+2c+m)x+(−3c+n)

Que comparando os monômios de mesmo grau nos permite escrever algumas equações
interessantes

(i) 3x4 ≡ ax4 ⇒ a = 3.

(ii) 2x3 ≡ (2a+b)x3 ⇒ 2a+b = 2 ⇒ 2 ·3+b = 2 ⇒ 6+b = 2 ⇒ b = 2−6 ⇒ b =−4.

(iii) −7x2 ≡ (−3a+ 2b+ c)x2 ⇒−3a+ 2b+ c = −7 ⇒−3 · 3+ 2.(−4)+ c = −7 ⇒−9−
8+ c =−7 ⇒−17+ c =−7 ⇒ c =−7+17 ⇒ c = 10.

(iv) 3x ≡ (−3b+ 2c+m)x ⇒ 3 = −3b+ 2c+m ⇒ 3 = −3 · (−4)+ 2 · 10+m ⇒ 3 = 12+
20+m ⇒ 3 = 32+m ⇒ 3−32 = m ⇒ m =−29.

(v) −4≡ (−3c+n)⇒−3c+n=−4⇒−3 ·10+n=−4⇒−30+n=−4⇒ n=−4+30⇒
n = 26.

Assim temos que Q(x) = 3x2 −4x+1 e R(x) =−29x+26.

Exemplo 18: Vamos determinar dois polinômios de grau 2 com coeficientes inteiros, cujo
produto seja x4 +4.

Sejam A(x) = x2 +ax+b e B(x) = x2 + cx+d tais que:

x4+4= f (x)·g(x)= (x2+ax+b)·(x2+cx+d)= x4+(a+c)x3+(d+ac+b)b2+(ad+bc)x+bd

Da igualdade de polinômios segue que:

(i) a+ c = 0.

(ii) d +ac+b = 0.

(iii) ad +bc = 0.
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(iv) bd = 4.

De (iv), obtemos que são seis as possibilidades para os valores de b e d, a saber, b = 1
e d = 4, ou b = 2 e d = 2, ou b = 4 e d = 1, ou b = −1 e d = −4, ou b = −2 e d = −2, ou
b =−4 e d =−1.

De (i) temos que a =−c. Substituindo em (ii), obtemos que d +b = c2. Assim, a única
possibilidade é b = 2 e d = 2 e, nesse caso, c = 2 ou c =−2.

Logo, a = −2 ou a = 2. A equação (iii) é satisfeita. Portanto, f (x) = x2 − 2x+ 2 e
g(x) = x2 +2x+2, ou seja

x2 +4 = (x2 −2x+2)(x2 +2x+2).

2.9 Divisão por x-α
Nessa seção, vamos falar um pouco mais sobre uma das partes mais interessantes nos

estudos de polinômios, a suas raizes.

Definição 1 (Raiz de polinômio): Seja A(x) um polinômio e α um número complexo. Di-
zemos que alfa é uma raiz de A(x) se o valor numérico A(α) é igual a zero, ou seja, A(α) = 0.

Se α é uma raiz de A(x), então na divisão de A(x) por x−α obtemos que o resto é uma
constante. Isso se deve ao fato que o grau de x−α é 1, o que leva a termos gr(R(x)) = 0 ou
R(x) = 0.

Por este motivo, além de poder dividir pelo método da chave ou pelo Método de Des-
cartes, nas divisões por x−α existe um processo mais simples para obter o quociente e o resto.
Para obter apenas o resto, podemos utilizar o Teorema de D’Alembert e para obter o quociente e
o resto, o Dispositivo prático de Briot-Ruffini.

Teorema 3 (Teorema de D’Alembert): O resto da divisão do polinômio A por x−α é o va-
lor numérico de A para x = α , ou seja A(α) temos

A(x) x−α

R Q(x) ⇔ R = A(α)

Demonstração: Dividindo A(x) por x−α , comparando os graus, temos que A(x) = (x−α)Q(x)+

R, onde R é um número complexo. Avaliando x em α , obtemos A(α) = (α −α)Q(α)+R = R.
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Exemplo 19: O resto da divisão de A(x) = x2 + 3x− 10 por B(x) = x− 3 é 8. Utilizando o
teorema acima, podemos escrever que R = A(3), ou seja

A(3) = 32 +3 ·3−10 = 9+9−10 = 18−10 = 8

Logo R = 8.

Considerando a importância da divisão de um polinômio por polinômios da forma x−α ,
vamos apresentar um método eficiente e prático para a determinação do quociente e do resto da
divisão euclidiana de A(x) por x−α . Este método é chamado de algoritmo de Briot-Ruffini, cuja
demonstração utiliza apenas o método dos coeficientes a determinar de Descartes.

O algoritmo de Briot-Ruffini consiste na elaboração de uma tabela, para calcular os
coeficientes de Q(x) e o resto R. A tabela tem duas linhas, começamos colocando na primeira
linha α seguido dos coeficientes a0,a1, ...,an−1,an do dividendo A(x) e, na segunda linha, o
valor inicial qn−1 = a0.

α a0 a1 · · · an−2 an−1 an
a0 = qn−1

Começamos fazendo o cálculo a0α + a1 = qn−2 e colocando na segunda linha e na
coluna após qn−1, obtendo

α a0 a1 · · · an−2 an−1 an
a0 = qn−1 qn−2

Continuamos o procedimento, até que tenhamos

α a0 a1 · · · an−2 an−1 an
an = qn−1 qn−2 · · · q1 q0 r

Na prática, ao fazer os cálculos, é conveniente separar os coeficientes do quociente Q(x)

do resto r, conforme a seguinte tabela

α a0 a1 ... an−2 an−1 an
an = qn−1 qn−2 ... q1 q0 r

.

Exemplo 20: Vamos determinar o quociente e o resto da divisão euclidiana de A(x) = 2x3 −
4x2 +3x+5 por B(x) = x+3, utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini.
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Nesse caso α =−3, gr(A(x)) = 3 e gr(B(x)) = 2.

−3 2 −4 3 5
2 −10 33 −94

Logo, R = −94, 3 não é raíz de A(x), Q(x) = 2x2 − 10x+ 33 e A(x) = (2x2 − 10x+

33)(x+3)−94.

Exemplo 21: Dado o polinômio A(x) = x3 − 5x2 + 7x− 3. Vamos mostrar que a maior po-
tência de x−1 que divide A(x) é 2.

Fazemos a divisão de A(x) por x−1 e obtemos que o resto é 0.

1 1 −5 7 −3
1 −4 3 0

Logo, 1 é raiz de A(x) e Ax) = (x−1) .Q(x), onde Q(x) = x2 −4x+3.

Será que 1 é raíz de Q(x)?

Fazemos a divisão de Q(x) por x−1 na mesma tabela, acrescentando α = 1, na linha
dos coeficientes do quociente. Aplicamos o procedimento em Q(x), obtendo . Logo, 1 é raiz de

1 1 −5 7 −3
1 1 −4 3 0

1 −3 0

Q(x) e Q(x) = (x−1)(x−3), e A(x) = (x−1)2(x−3).

Será que 1 é raíz de Q2(x) = x−3?

Aplicamos mais uma vez o procedimento, acrescentando 1 na linha dos coeficientes de
Q2(x), obtendo .

1 1 −5 7 −3
1 1 −4 3 0
1 1 −3 0

1 −2

Logo, (x− 1) não divide Q2(x). Portanto, A(x) = (x− 1)2(x− 3). Temos então que
(x−1)2 divide A(x), porém (x−1)3 não divide A(x).



2.10. Divisão por ax+b 35

2.10 Divisão por ax+b
Se o divisor é do tipo ax+b, com a ̸= 0, então:

A(x) ax+b ⇔ A(x) x+ b
a

r Q(x) r a.Q(x)

Dessa equivalência, nota-se que

(i) x+ b
a é do tipo x−α com α = −b

a .

(ii) −b
a é raíz de ax+b = 0.

(iii) nas duas divisões, o resto é o mesmo.

(iv) dividindo-se a ·Q(x) por a, obtém-se Q(x).

Nas divisões de A(x) por ax+b, com a ̸= 0, podemos utilizar, portanto, o Teorema de
D’Alembert e o dispositivo prático de Briot-Ruffini, observando que

(i) O número α , tanto no Teorema de D’Alembert como no dispositivo prático de Briot-
Ruffini, é sempre a raíz de ax+b = 0.

(ii) No dispositivo prático de Briot-Ruffini, o último coeficiente já é o resto r.

(iii) Para obter os coeficientes de Q, os demais coeficientes do dispositivo devem ser divididos
por a, que é o mesmo coeficiente de x no divisor ax+b

2.11 Divisão por (x-α)(x-β)
Se A(x) for divisível por (x−α)(x−β ), onde α e β são números complexos, então para

obter o quociente, pode-se efetuar duas divisões sucessivas, utilizando o dispositivo prático de
Briot-Ruffini. Simbolicamente:

A(x) (x−α)(x−α) ⇔ A(x) (x−α)
R Q(x) 0 Q1(x) x−β

0 Q(x)

Se A(x) não for divisível por (x−α)(x−β ), então a obtenção do quociente e do resto
deve ser feita pelo método da chave ou pelo método de Descartes.

Exemplo 22: Dados os restos r1 e r2 das divisões da função polinomial A por (x−α) e (x−β ),
respectivamente, com α ̸= β , determinar o resto da divisão de A por (x−α)(x−β ).
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Podemos escrever que A(x) = (x − α)Q1(x) + R1(x), ou seja A(α) = (α − α)(α −
β )Q(α)+aα +b = aα +b.

Analogamente A(x) = (x− β )Q2(x)+R2(x), ou seja A(β ) = (β −α)(β − β )Q(β )+

aβ +b = aβ +b.

O resto da divisão de A por (x−α)(x−β ) é do tipo R(x) = ax+b, pois gr(B) = 2 o que
nos permite escrever A(x) = (x−α)(x−β )Q(x)+ax+b.

Observe que aα + b = R1 e aβ + b = R2 logo (α −β )a = R1 −R2, dessa forma a =
R1 −R2

α −β
, pois α ̸= β .

Substituindo o valor de a em aα +b = r1, temos r1−r2
(α−β ) ·α +b = r1 ⇒ b = αr2−β r1

(α−β ) .

Assim, podemos afirmar que o resto da divisão de A por (x−α)(x−β ), com α ̸= β é:

R(x) =
(

r1 − r2

α −β

)
· x+

(
αr2 −β r1

α −β

)

Observe algumas coisas interessantes

(i) Dados os restos r1,r2 e r3 das divisões da função polinomial A por x−α1,x−α2 e x−α3,
respectivamente, com α1,α2 e α3 dois a dois distintos, pode-se determinar de modo
análogo, o resto da divisão de A(x) por (x−α1)(x−α2)(x−α3).

(ii) Dados os restos r1,r2,r3 e r4 das divisões de A(x) por (x−α1)(x−α2)(x−α3)(x−α4),
respectivamente, com α1,α2,α3 e α4 dois a dois distintos, pode-se determinar, de modo
análogo, o resto da divisão de A(x) por (x−α1)(x−α2)(x−α3)(x−α4) e assim por
diante.

2.12 Teoremas importantes

Aqui vamos mostrar alguns teoremas importantes sobre polinômios

Teorema 4: A condição necessária e suficiente para que a função polinomial A seja divisí-
vel por x−α é que α seja uma raíz de A.

Demonstração: Observe que
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A(x) (x−α) ⇔ r = A(α) = 0 ⇔ A(α) = 0 ⇔ α é raíz de A.
0 Q(x)

Teorema 5: Se a função polinomial A for divisível por (x−α) e (x−β ), com α ̸= β , então A

será também divisível por (x−α)(x−β ).

Demonstração: Utilizando o resultado do exemplo 22, no caso particular em que r1 = r2 = 0,
concluímos que o resto da divisão de A(x) por (x−α)(x−β ), com α ̸= β é:

R(x) =
(

0−0
α −β

)
· x+

(
α.0−β .0

α −β

)
⇔ R(x) = 0x+0 ⇔ R(x)≡ 0

Assim sendo, se α ̸= β , tem-se que

A(x) = (x−α).Q1(x)+ 0 e A(x) = (x−β ).Q2(x)+ 0 o que equivale escrever A(x) =

(x−α)(x−β ).Q2(x)+0

Assim, concluí-se que a condição necessária e suficiente para que a função polinomial A

seja divisível por (x−α)(x−β ), com α ̸= β , é que α e β sejam raízes de A.
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CAPÍTULO

3
EQUAÇÕES ALGÉBRICAS

Neste capítulo apresentaremos algumas propriedades de polinômios de uma forma mais
geral do que o professor e/ou aluno do ensino médio necessita. Optamos por essa abordagem,
porque não é muito mais complicada do que a versão apresentada em livros, apostilas e outros
materiais destinados ao ensino de polinômios no ensino médio, além de ser de fácil compreensão.

Os professores e até mesmo os alunos estão acostumados com expressões do tipo
ax2 +bx+ c e ax+b, sendo a,b e c números reais fixos com a ̸= 0, sob o ponto de vista geomé-
trico. Estas expressões são polinômios com coeficientes reais e irão ser estudadas agora sob o
ponto de vista algébrico.

3.1 Definições
Nessa seção, vamos apresentar algumas definições que serão extremamente importantes,

nos exercícios do capítulo 4.

Definição 2 (Equação algébrica): Uma equação algébrica ou equação polinomial é toda sen-
tença aberta do tipo P(x) = Q(x), em que P e Q são funções polinomiais.

Exemplo 23: Sendo P(x) = x3 − 3x2 e Q(x) = x − 3, a sentença aberta x3 − 3x2 = x − 3 é
uma equação algébrica.

Definição 3 (Raíz de uma equação algébrica): O número r ∈ C é raíz da equação algébrica
P(x) = Q(x) se, e somente se, P(r) = Q(r).

Exemplo 24: O número 1 é raíz da equação x3 −3x2 = x−3, pois
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P(1) = 13−3 ·12 = 1−3 =−2 e Q(1) = 1−3 =−2 então podemos afirmar que P(1) = Q(1).

Definição 4 (Conjunto solução): O conjunto solução ou conjunto verdade de uma equação
algébrica é o conjunto de todas as raízes da equação. Representa-se por S ou V . Simbolicamente,
temos S = {r ∈ C|P(r) = Q(r)}. Resolver uma equação é obter o seu conjunto verdade.

Exemplo 25: O conjunto solução de x3 −3x2 = x−3 é S = {1;−1;3}.

Definição 5 (Equações equivalentes): Duas equações algébricas são equivalentes se, e somente
se, seus conjuntos verdades são iguais.

Exemplo 26: A equação x3−3x2 = x−3 e a equação x3−3x2−x+5 = 2 são equivalentes, pois
ambas tem conjunto solução S = {1;−1;3}.

3.2 Redução à forma F(x)=0

Vamos listar algumas propriedades interessantes antes de mostrar de fato o que é a
redução.

Propriedade 1: A equação algébrica P(x) = Q(x) é equivalente à equação P(x) + A(x) =

Q(x)+A(x), qualquer que seja a função polinomial A.

O significado dessa propriedade é que podemos transpor um termo de um membro para
outro, trocando o sinal do coeficiente, sem mudar o conjunto verdade.

Exemplo 27: A equação x2 − x+9 = 3x+6 é equivalente à equação x2 −4x+3 = 0 pois:

x2 − x+9 = 3x+6 ⇔

(x2 − x+9)+(−3x−6) = 3x+6+(−3x−6)⇔

x2 − x+9−3x−6 = 3x+6−3x−6 ⇔

x2 −4x+3 = 0.

Propriedade 2: A equação algébrica P(x) = Q(x) é equivalente à equação k ·P(x) = k ·Q(x),
qualquer que seja k ∈ C−{0}.
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O significado dessa propriedade é que podemos multiplicar ambos os membros de uma
equação por um número diferente de zero, sem mudar o conjunto verdade.

Exemplo 28: A equação x2 − x
2 +

1
3 = 2 é equivalente à equação 6x2 −3x−10 = 0 pois:

x2 − x
2 +

1
3 = 2 ⇔

6 ·
(
x2 − x

2 +
1
3

)
= 6 ·2 ⇔

6x2 −3x+2 = 12 ⇔

(6x2 −3x+2)+(−12) = 12+(−12)⇔

6x2 −3x+2−12 = 12−12 ⇔

6x2 −3x−10 = 0.

Definição 6 (Redução): Das propriedades anteriores, concluimos que toda equação algébrica
P(x) = Q(x) é redutível à forma F(x) = 0, em que F é uma função polinomial. Toda equação
algébrica pode, portanto, ser colocada na forma

F(x) = a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + · · ·+an−1x+an = 0

Nesta redução, podemos ter os seguintes casos

∙ F(x)≡ 0
A equação é do tipo 0xn+0xn−1+0xn−2+ · · ·+0x+0 = 0, que é uma sentença verdadeira,
qualquer que seja x complexo, logo S = C.

∙ F(x) = k, com k em C−0.
A equação é do tipo 0xn + 0xn−1 + 0xn−2 + · · ·+ 0x+ k = 0, que é uma sentença falsa,
qualquer que seja x complexo, logo S = /0.

∙ F(x) = ax+b com a e b em C e a ̸= 0
A equação é ax+b = 0. Sendo ax+b = 0 ⇔ ax =−b ⇔ x = −b

a , de onde concluímos que
S = {−b

a }.

∙ F(x) = ax2 +bx+ c com a,b e c em C e a ̸= 0
A equação é ax2 + bx+ c = 0. Sendo ax2 + bx+ c = 0. De acordo com a Fórmula de

Bhaskara, ax2 + bx+ c = 0 ⇔ x =
−b±

√
∆

2a
, com ∆ = b2 − 4ac concluimos que S =

{−b+
√

∆

2a
;
−b−

√
∆

2a
}.
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∙ gr(F(x)) = 3 ou gr(F(x)) = 4
As raízes das equações do terceiro e do quarto grau podem ser obtidas, ainda, com auxílio
de fórmulas gerais, estas "fórmulas resolutivas"são, porém, extremamente trabalhosas e,
optamos por não apresentar aqui, pois não usaremos tais fórmulas nas resoluções dos
exercícios apresentados no capítulo 4.

∙ gr(F(x))> 4
Para equações de grau maior que quatro, não existem "fórmulas resolutivas".

Por ser impossível resolver qualquer equação algébrica por processos gerais de aplicação
de fórmulas, abandonaremos a ideia das "fórmulas resolutivas"e passaremos a apresentar teore-
mas válidos para qualquer equação algébrica.

Estes teoremas possibilitam, muitas vezes, a resolução das equações ou fornecem, ao
menos, informações úteis na obtenção das raízes de uma equação. Na apresentação dos teoremas,
excluiremos os casos F(x)≡ 0 e F(x) = k ̸= 0, e consideremos, portanto as equações algébricas
do tipo F(x) = 0 com gr(F(x))≥ 1.

Definição 7 (Teorema fundamental da álgebra (TFA)): Toda equação algébrica, de grau estri-
mamente positivo, admite em C pelo menos uma raíz.

Aceitaremos este teorema sem demonstração e nos limitaremos aos seguintes comentários.

∙ O TFA assegura, tão-somente, a existência de pelo menos uma raíz; não mostra como
calculá-la e nem qual o número de raízes de uma equação algébrica.

∙ O teorema é válido em C e não é válido em R. Significa dizer que uma equação algébrica
pode ou não ter raiz em R, mas sempre terá em C pelo menos uma raiz.

∙ A equação x2 +1 = 0, por exemplo, não tem nenhuma raiz real. Admite, porém, em C os
números i e −i como raizes.

Definição 8 (Teorema da decomposição): Toda função polinomial, de grau estrimamente po-
sitivo, F(x) = a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + · · ·+an−1x+an, com a0 ̸= 0, pode ser decomposta e
fatorada na forma F(x) = a0(x− r1)(x− r2) · · ·(x− rn) em que r1,r2, ...,rn são as raizes de F . A
menos da ordem dos fatores, tal decomposição é única.

Demonstração: De acordo com o T FA a equação F(x) = 0 tem pelo menos uma raíz r1. Se r1 é
raíz de F , então, pelo Teorema de D’Alembert, F(x) é divisível por x− r1, assim
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F(x)︷ ︸︸ ︷
a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + ...+an−1x+anx x− r1

0 a0xn−1 + ...︸ ︷︷ ︸
F1(x)

e portanto, podemos escrever F(x) = (x− r1)F1(x) em que F1 é uma função polinomial de grau
n−1 e coeficiente inicial a0. Se n = 1, o teorema está demonstrado, pois F1(x) = a0, ou seja
F(x) = a0(x− r1).

Se n > 1, então n−1 > 0 e a equação F1(x) = 0 tem pelo TFA, pelo menos uma raíz r2.
Se r2 é raíz de F1(x), então F1(x) é divisível por x− r2, assim:

F1(x)︷ ︸︸ ︷
a0xn−1 + ... x− r2

0 a0xn−2 + ...︸ ︷︷ ︸
F2(x)

e portanto F1(x) = (x− r2)F2(x).

Substituindo-se este valor de F1(x) em F(x), resulta em F(x) = (x− r1)(x− r2)F2(x),
onde F2(x) é uma função polinomial de grau n−2 e coeficiente inicial a0.

Se n= 2, o teorema está demonstrado, pois F2(x)= a0, decorre F(x)= a0(x−r1)(x−r2).

Se n > 2, então n−2 > 0 e a equação F2(x) = 0 tem, pelo TFA, pelo menos uma raíz
r3 e assim sucessivamente. Após n aplicações sucessivas do TFA, obtemos F(x) = (x− r1)(x−
r2) · · ·(x− rn)Fn(x) em que Fn é uma função polinomial de grau n−n = 0 e coeficiente inical a0,
ou seja Fn(x) = a0 e portanto F(x) = a0(x− r1)(x− r2) · · ·(x− rn).

Observe que

∙ A forma fatorada da função polinomial F(x) = a0(x− r1)(x− r2) · · ·(x− rn), mostra que
a equação F(x) = 0 tem no máximo n raízes, e não exatamente n, pois não sabemos se os
números r1,r2,r3, ...,rn são todos distintos dois a dois.

∙ O TFA e o Teorema da decomposição permitem concluir que toda equação algébrica
F(x) = 0, de grau estritamente positivo, admite em C pelo menos uma raíz e no máximo n

raízes.
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Agora, seja a função polinomial F(x) = a0xn +a1xn−1 +a2xn−2 + · · ·+an−1x+an, com
a0 ̸= 0 e n ≥ 1.

De acordo com o teorema da decomposição, podemos escrever F(x) = a0(x− r1)(x−
r2) · · ·(x− rn), onde r1,r2, ...,rn são raízes de F(x) em C.

Usando a propriedade distributiva, reduzindo-se os termos semelhantes e, em seguida,
ordenando-se o polinômio, obtemos

F(x) = a0xn −a0(r1 + r2 + · · ·+ rn)xn−1 +a0(r1r2 + r1r3 + · · ·)xn−2 + · · ·

Igualando dois a dois os coeficientes deste último polinômio, respectivamente, com os
coeficientes iniciais a0,a1,a2, ...,an, obtêm-se n relações entre as raízes e os coeficientes de F ,
que são chamadas de Relações de Girard e são as seguintes

r1 + r2 + r3 + · · ·+ rn =
−a1
a0

r1r2 + r1r3 + · · ·+ rn−1rn =
a2
a0

r1r2r3 + r1r2r4 + · · ·+ rn−2rn−1rn =
−a3
a0

...
r1r2r3 · · ·rn = (−1)n · an

a0

Agora iremos verificar as relações para alguns graus específicos

(Grau 2) Se as raízes da equação a0x2 +a1x+a2 = 0, forem r1 e r2, então
r1 + r2 =

−a1
a0

r1r2 =
a2
a0

(Grau 3) Se as raízes da equação a0x3 +a1x2 +a2x+a3 = 0, forem r1,r2 e r3, então

r1 + r2 + r3 =
−a1
a0

r1r2 + r1r3 + r2r3 =
a2
a0

r1r2r3 =
−a3
a0

(Grau 4) Se as raízes da equação a0x4 +a1x3 +a2x2 +a3x+a4 = 0, forem r1,r2,r3 e r4, então
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

r1 + r2 + r3 + r4 =
−a1
a0

r1r2 + r1r3 + r1r4 + r2r3 + r2r4 + r3r4 =
a2
a0

r1r2r3 + r1r2r4 + r1r3r4 + r2r3r4 =
−a3
a0

r1r2r3r4 =
a4
a0

As n relações de Girard são insuficientes para calcular as n raízes r1,r2, ...,rn, pois, apesar
de se tratar de um sistema de n equações, com n incógnitas, ao resolvê-lo sempre recaímos na
equação de grau n, originalmente dada.

Por esta razão, normalmente, ao se perguntar qual o conjunto solução de uma equação,
são dadas, juntamente com a equação, algumas "relações auxiliares"para suas raízes. As relações
de Girard juntamente com estas "relações auxiliares"tornam-se suficientes para determinar o
conjunto solução.

3.3 Raízes múltiplas

Aqui iremos comentar sobre o número de vezes que uma mesma raiz aparece indicando
a sua multiplicidade.

Definição 9: O número r ∈ C é raíz múltipla da equação F(x) = 0 com multiplicidade m

se, e somente se, F(x) = (x− r)m ·Q(x) e Q(r) ̸= 0.

Assim, se as raízes da equação F(x)= 0 forem r1,r2, ...,rp com multiplicidades m1,m2, ...,mp,
respectivamente, a decomposição vista anteriormente, passará a ser F(x) = a0(x− r1)

m1(x−
r2)

m2 ...(x− rp)
mp , com m1 +m2 + · · ·+mp = n e r1,r2, ...,rp as raízes distintas duas a duas.

Teorema 6: Se r é uma raíz da equação F(x) = 0 com multiplicidade m, então r é raíz da
equação F ′(x) = 0 com multiplicidade m−1, sendo F ′(x) a função derivada da função polino-
mial F(x).

Vamos listar algumas consequências desse teorema

(a) Se r é a raíz simples de F(x) = 0, então r não é raíz de F ′(x) = 0;

(b) Se r é a raíz dupla de F(x) = 0, então r é raíz simples de F ′(x) = 0 e r não é raíz de
F ′′(x) = 0;
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(c) Se r é a raíz tripla de F(x) = 0, então r é raíz dupla de F ′(x) = 0, raíz simples de F ′′(x) = 0
e r não é raíz de F ′′′(x) = 0.

Exemplo 29: Seja a função F(x) = (x−1)3(x−2) = x4 −5x3 +9x2 −7x+2, temos que

a) Na equação F(x) = x4 −5x3 +9x2 −7x+2 = 0 o número 1 é raíz tripla, e o número 2 é
raíz simples;

b) Na equação F ′(x) = 4x3 −15x2 +18x−7 = 0 o número 1 é raíz dupla, e o número 2 não
é raíz;

c) Na equação F ′′(x) = 12x2 −30x+18 = 0 o número 1 é raíz simples;

d) Na equação F ′′′(x) = 24x−30 = 0 o número 1 não é raíz.

3.4 Raízes nulas

Dada a função F(x) : C→C uma função polinomial definida por F(x) = a0xn+a1xn−1+

a2xn−2 + · · ·+an−3x3 +an−2x2 +an−1x+an.

Relativamente às raízes nulas da equação F(x) = 0, pode-se dizer que:

∙ an ̸= 0 ⇔ zero não é raíz, pois F(0) = an ̸= 0.

∙ an = 0 e an−1 ̸= 0 ⇔ zero é raíz simples, pois neste caso a equação dada é equivalente a
(a0xn−1 +a1xn−2 +a2xn−3 + · · ·+an−3x2 +an−2x+an−1)x0 = 0.

∙ an = an−1 = 0 e an−2 ̸= 0⇔ zero é raíz dupla, pois neste caso a equação dada é equivalente
a (a0xn−2 +a1xn−3 +a2xn−4 + · · ·+an−3x+an−2)x0 = 0.

∙ an = an−1 = an−2 = 0 e an−3 ̸= 0 ⇔ zero é raíz tripla.

Exemplo 30: Na equação x4 +3x3 −7x2 +(a−b)x+(a−4) = 0, pode-se afirmar que

a) a ̸= 4 ⇔ zero não é raíz.

b) a = 4 e b ̸= 4 ⇔ zero é raíz simples.

c) a = b = 4 ⇔ zero é raíz dupla.
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3.5 Raízes racionais

Vamos estabelecer uma condição sobre as soluções racionais de uma equação polinomial
com coeficientes inteiros.

Teorema 7: Se o número racional p
q , com p e q primos entre si, for raíz da equação a0xn +

a1xn−1 + · · ·+an−1x+an = 0, com a0 ̸= 0 e coeficientes inteiros, então p é divisor de an e q é
divisor de a0.

Demonstração: Se p
q for raíz da equação, então:

a0

(
p
q

)n
+a1

(
p
q

)n−1
+ · · ·+an−1

(
p
q

)
+an = 0 ⇔

a0
pn

qn +a1
pn−1

qn−1 + · · ·+an−1
p
q +an = 0 ⇔

a0 pn +a1 pn−1q+a2 pn−2q2 + · · ·+an−1 pqn−1 +anqn = 0.

Na igualdade acima, isolando-se o termo a0 pn, pode-se colocar q em evidência, analoga-
mente, isolando-se anqn, pode-se colocar p em evidência, assim sendo:

a0 pn = q[−a1 pn−1 −a2 pn−2q−·· ·−an−1 pqn−2 −anqn−1].
anqn = p[−a0 pn−1 −a1 pn−2q−·· ·−an−1qn−1].

Supondo

−a1 pn−1 −a2 pn−2q−·· ·−an−1 pqn−2 −anqn−1 = k, com k em Z.
−a0 pn−1 −a1 pn−2q−·· ·−an−1qn−1 = r, com r em Z.

temos
anqn = p · r com r ∈ Z

a0 pn = q · k com k ∈ Z
⇔


p é divisor de anqn

q é divisor de a0 pn

⇔


p é divisor de an

q é divisor de a0

Pois p e q são primos entre si.

Agora vamos listar duas consequências importantes

∙ Se a equação a0xn +a1xn−1 + · · ·+an−1x+an = 0, de coeficientes inteiros, admitir uma
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raíz inteira p, então p será divisor de an.

∙ Toda raíz racional da equação 1xn+a1xn−1+ · · ·+an−1x+an = 0, de coeficientes inteiros,
é obrigatóriamente inteira.

Exemplo 31: Na equação 2x3 −ax2 +bx+6 = 0, com a ∈ Z e b ∈ Z temos:

a) Sendo D(6) os divisores inteiros de 6, D(6) = {1;−1;2;−2;3;−3;6;−6}

b) Sendo D(2) os divisores inteiros de 2, D(2) = {1;−1;2;−2}

c) Se p
q for raíz, com p e q primos entre si, então p ∈ D(6) e q ∈ D(2).

d) O conjunto das possíveis raízes racionais da equação é A= {1;−1; 1
2 ; −1

2 ;2;−2;3;−3; 3
2 ; −3

2 ;6;−6}

e) Se x ∈Q e x ∈ A, então x poderá ser raíz da equação.

f) Se x ∈Q e x /∈ A, então x não será raíz da equação.

g) Se nenhum dos doze elementos de A for raíz, então a equação não terá nenhuma raíz
racional.

3.6 Raízes complexas

Nessa seção vamos estabelecer uma condição sobre as soluções complexas de uma
equação polinomial com coeficientes inteiros.

Teorema 8: Se o número complexo a+ bi, com b ̸= 0 e i2 = −1, for raíz da equação a0xn +

a1xn−1 + · · ·+an−1x+an = 0 de coeficientes reais, então o seu conjugado a−bi também será
raíz. Além disso, a+bi e a−bi serão raízes de mesma multiplicidade.

Agora listaremos algumas consequências importantes

∙ Uma equação do segundo grau, de coeficientes reais, tem só raízes reais ou duas raízes
complexas conjugadas.

∙ Uma equação do terceiro grau, de coeficientes reais, tem: só raízes reais ou uma raíz e
duas raízes complexas conjugadas.

∙ Uma equação do quarto grau, de coeficientes reais, tem: só raízes reais ou duas raízes
complexas conjugadas e as demais reais ou ainda só raízes complexas, duas a duas
conjugadas.
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∙ Uma equação do quinto grau, de coeficientes reais, tem: só raízes reais ou duas raízes
complexas conjugadas e as demais reais ou ainda pelo menos uma raíz real e as demais
raízes complexas, duas a duas conjugadas. E assim por diante.

∙ O número de raízes complexas não reais de uma equação algébrica de coeficientes reais é
sempre par.

∙ Toda equação algébrica de coeficientes reais e grau ímpar tem pelo menos uma raíz real.

∙ Se a+bi, com b ̸= 0, for raíz da equação F(x) = 0 e a−bi não for raíz da mesma equação,
então pelo menos um dos coeficientes de F não será real.

Agora observe como é utilizado essas consequências.

a) Se 2+ i for raíz da equação x3 − 7x2 + 17x− 15 = 0, então 2− i também será raíz e a
terceira raíz será obrigatóriamente real que nesse caso é igual a 3.

b) Se 2+ i e 3−2i forem raízes da equação x4+ax3+bx2+cx+d = 0, com {a,b,c,d} ⊂R,
então o conjunto solução dessa equação será {2+ i;3−2i;2− i;3+2i}.

c) Se i e 2+3i forem raízes de uma equação, de coeficientes reais, então o grau dessa equação
será maior ou igual a quatro.

d) Se {2i;3− i} for o conjunto verdade da equação x2 +ax+b = 0, então {a;b} ̸⊂ R.

3.7 Raízes reais
Nessa seção vamos estabelecer uma condição sobre as soluções reais de uma equação

polinomial com coeficientes inteiros

Teorema 9 (Teorema de Bolzano): Seja F uma função polinômial de coeficientes reais e
{x1;x2} ⊂ R, com x1 < x2. Se F(x1) ·F(x2) ≤ 0 então a equação F(x) = 0 terá pelo menos
uma raíz real r, tal que r ∈ [x1;x2].
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CAPÍTULO

4
EXERCÍCIOS DE VESTIBULARES

4.1 FUVEST

A Fundação Universitária para o Vestibular (FUVEST) foi criada pela Universidade
de São Paulo (USP) em 20 de abril de 1976. A FUVEST foi instituída para realizar o exame
vestibular da USP, de acordo com as diretrizes estabelecidas pelo Conselho de Graduação da
Universidade.

Ela é uma fundação de direito privado, sem fins lucrativos, com autonomia administrativa,
financeira e patrimonial. Possui dois órgãos: o Conselho Curador e a Diretoria-Executiva.

Nesta seção apresentaremos a resolução de questões de vestibulares da FUVEST relacio-
nadas a polinômios.

01. (1980) A equação do segundo grau ax2 − 4x − 16 = 0 tem uma raíz cujo valor é 4. A
outra raíz é:
a) 1.
b) 2.
c) 3.
d) −1.
e) −2.

Resolução: Como o número 4 é uma raíz, podemos escrever que: a ·42 −4 ·4−16 = 0
16a−16−16 = 0
16a = 32
a = 2.
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Assim, conseguimos escrever a equação original 2x2 −4x−16 = 0 e calcular suas raízes abaixo
2x2 −4x−16 = 0
x2 −2x−8 = 0

Tomando os coeficientes da equação, podemos escrever que a = 1, b =−2 e c =−8
∆ = b2 −4ac

∆ = (−2)2 −4 ·1 · (−8)
∆ = 4+32
∆ = 36

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−2)±

√
36

2 ·1

x =
2±6

2

x1 =
2+6

2
= 4 e x2 =

2−6
2

=−2.

Dessa forma a outra raíz é −2.

Portanto a alternativa correta é e).

02. (1981) O grau dos polinômios f ,g e h é 3. O número natural n pode ser o grau do po-
linômio não nulo f (g+h) se e somente se:
a) n = 6.
b) n = 9.
c) 0 ≤ n ≤ 6.
d) 3 ≤ n ≤ 9.
e) 3 ≤ n ≤ 6.

Resolução: O grande detalhe do exercício é visualizar a notação de f (g+h) = f (x) ·(g(x)+h(x))

e não como f (g+h) = f (x)∘ (g(x)+h(x)).

Dessa maneira, vamos analisar as possibilidades do grau de (g+h).

Se g(x) = x3 e h(x) = x3, então gr(g+h) = 3.
Se g(x) =−x3 + x2 e h(x) = x3 + x2, então gr(g+h) = 2.
Se g(x) =−x3 − x2 + x e h(x) = x3 + x2 + x, então gr(g+h) = 1.
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Se g(x) =−x3 + x2 − x+1 e h(x) = x3 + x2 + x+1, então gr(g+h) = 0.

Agora, vamos analisar as possibilidades de grau de f · (g+h).

Se gr( f ) = 3 e gr(g+h) = 3 então gr( f · (g+h)) = 6.
Se gr( f ) = 3 e gr(g+h) = 2 então gr( f · (g+h)) = 5.
Se gr( f ) = 3 e gr(g+h) = 1 então gr( f · (g+h)) = 4.
Se gr( f ) = 3 e gr(g+h) = 0 então gr( f · (g+h)) = 3.

Dessa forma 3 ≤ gr( f · (g+h))≤ 6.

Portanto a alternativa correta é e).

03. (1982) Para quais valores de a a equação x2 + ax+ a2 = 0 possui duas raízes reais dis-
tintas?
a) Somente para a = 0.
b) Para todo a > 0.
c) Para todo a < 0.
d) Para todo a real.
e) Para nenhum a real.

Resolução: A condição suficiente e necessária para que tenhamos uma equação do segundo com
grau com duas raízes reais e distintas é ∆ > 0 ou seja b2 −4ac > 0.
a2 −4 ·1 ·a2 > 0
a2 −4a2 > 0
−3a2 > 0.

Observe que qualquer valor de a ao ser elevado ao quadrado, resulta em um valor positivo,
quando multiplicamos esse valor por −3 obtemos um número negativo, perceba-se que não
existe a que satisfaça a condição deseajada.

Portanto a alternativa correta é e).

04. (1983) A equação x2 − x+ c = 0, para um conveniente valor de c, admite raízes iguais
a:
a) −1 e 1.
b) 0 e 2.
c) −1 e 0.
d) 1 e −3.
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e) −1 e 2.

Resolução: Através das Relações de Girard, temos que a soma das raízes de uma equação

do segundo grau, é dada por: S =
−b
a

, calculando na equação dada pelo exercício, temos que

S =
−b
a

=
−(−1)

1
=

1
1
= 1, ou seja, basta verificar qual das alternativas, cuja soma é igual a 1.

a)−1+1 = 0, b)0+2 = 2, c)−1+0 =−1, d)1−3 =−2 e e)−1+2 = 1.

Portanto a alternativa correta é e).

05. (1984) A equação x3 − 8px2 + x− q = 0 admite a raíz 1 com multiplicidade 2. Então p

vale:
a) 1/2.
b) 1/3.
c) 1/4.
d) 1/5.
e) 1/6.

Resolução: Como o número 1 é uma raíz com multiplicadade 2, através do algoritmo de Briot-
Ruffini podemos escrever que

1 1 −8p 1 −q
1 1 1−8p 2−8p 2−8p−q

1 2−8p 4−16p

Dessa maneira, conseguimos obter o valor de p

4−16p = 0
−16p =−4
16p = 4
p = 4/16
p = 1/4.

Portando a alternativa correta é c).

06. (1985) Um polinômio P(x) = x3 + ax2 + bx+ c satisfaz as seguintes condições: P(1) =
0;P(−x)+P(x) = 0, qualquer que seja x real. Qual o valor de P(2)?
a) 2.
b) 3.
c) 4.
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d) 5.
e) 6.

Resolução: Através do enunciado, sabemos que P(−x)+P(x) = 0 ⇔ P(−1)+P(1) = 0, como
P(1) = 0, temos que P(−1) = 0. Vamos substituir essa informação no polinômio dado.

P(1) = 0 ⇔ 13 +a ·12 +b ·1+ c = 0 ⇔ 1+a+b+ c = 0 ⇔ a+b+ c =−1 (i)

P(−1) = 0 ⇔ (−1)3 +a · (−1)2 +b · (−1)+ c = 0 ⇔−1+a−b+ c = 0 ⇔ a−b+ c = 1 (ii).

Somando as equações (i) e (ii), temos 2a+2c = 0
2a =−2c

a =−c (iii).

Substituindo (iii) em (i), obtemos que
a+b+ c =−1
−c+b+ c =−1
b =−1, o que nos favorece, visto que já determinamos um coeficiente desconhecido.

Sabemos também que P(−x)+P(x) = 0, assim P(−2)+P(2) = 0
((−2)3 +a(−2)2 +b(−2)+ c)+(23 +a ·22 +b ·2+ c) = 0
(−8+4a−2b+ c)+(8+4a+2b+ c) = 0
8a+2c = 0, substituindo em (iii)

−8c+2c = 0
−6c = 0
c = 0 (iv).

Agora, através de (iv) e (iii), conseguimos determinar o último coeficiente
a =−c

a =−0
a = 0.

Nesse momento, conseguimos escrever o polinômio P(x) = x3 + ax2 + bx+ c ⇒ P(x) = x3 +

0x2 +(−1)x+0 ⇒ P(x) = x3 − x. Como o exercício quer o valor de P(2), temos

P(2) = 23 −2
P(2) = 8−2
P(2) = 6

Portando a alternativa correta é e).
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07. (1992) Sejam R1 e R2 os restos da divisão de um polinômio P(x) por x− 1 e por x+ 1,
respectivamente. Nessas condições, se R(x) é o resto da divisão de P(x) por x2 −1 então R(0) é
igual a:
a) R1 −R2.
b) R1+R2

R1R2
.

c) R1 +R2.
d) R1R2.
e) R1+R2

2 .

Resolução: Através da parte teórica podemos obter algumas coisas importantes, observe
P(x) = q(x) · (x−1)+R1

P(1) = q(1) · (1−1)+R1

P(1) = R1 (i)

P(x) = q(x) · (x+1)+R2

P(−1) = q(−1) · (−1+1)+R2

P(−1) = R2 (ii)

Além disso, d(x) = (x− 1)(x+ 1) = (x2 − 1), aqui é o ponto importante do exercício, pois
gr(R(x))< gr(d(x)), o que nos leva a duas opções, que gr(R(x)) = 0 o que não faz sentido nesse
exercício pois seria um número a resposta desejada, ou gr(R(x)) = 1, que podemos escrever que
R(x) = ax+b.

Como P(x) = q(x) · (x2 −1)+R(x), vamos calcular o valor de P(1) e P(−1)

P(1) = q(x) · (12 −1)+R(1)
P(1) = a+b, porém por (i) nos permite escrever que a+b = R1 (iii)

Analogamente para P(−1), temos

P(−1) = q(x) · ((−1)2 −1)+R(−1)
P(−1) =−a+b, porém por (ii) nos permite escrever que −a+b = R2 (iv)

Observando apenas as equações (iii) e (iv), temos o sistema abaixo{
a + b = R1

−a + b = R2

E somando as equações do sistema, temos 2b = R1 +R2 ⇒ b = R1+R2
2 , como desejamos o
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valor de R(0), temos

R(0) = a ·0+b = b, que pelo escrito acima R(0) = R1+R2
2 .

Portanto a alternativa correta é e).

08. (1994) As três raízes de 9x3 −31x−10 = 0 são p, q e 2. O valor de p2 +q2 é:
a) 5/9.
b) 10/9.
c) 20/9.
d) 26/9.
e) 31/9.

Resolução: Pelo enunciado, sabemos que 2 é uma das raízes, ou seja, aplicando o algoritmo de
Briot-Ruffini, temos.

2 9 0 −31 10
9 18 5 0

Então, temos a seguinte equação 9x2 +18x+5 = 0, que vamos determinar as raízes abaixo

∆ = b2 −4ac

∆ = (18)2 −4 ·9 ·5
∆ = 324−180
∆ = 144

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−18±

√
144

2 ·9

x =
−18±12

18

p = x1 =
−18+12

18
=−1/3 e q = x2 =

−18−12
18

=−5/3.

O exercício nos pede o valor de p2 +q2, então

p2 +q2 =
(−1

3

)2
+
(−5

3

)2
=

1
9
+

25
9

=
26
9

Portanto a alternativa correta é d).
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09. (1995) Sabe-se que o produto de duas raízes da equação algébrica 2x3 − x2 + kx+4 = 0 é
igual a 1. Então o valor de k é
a) −8.
b) −4.
c) 0.
d) 4.
e) 8.

Resolução: Sendo x1, x2 e x3 as raízes da equação, o enunciado nos informa que o produto
de duas raízes é igual a 1, podemos escrever que x1 · x2 = 1.

Através das relações de Girard, o produto das raízes é dado por −d
a , então

x1 · x2 · x3 =
−d
a

1 · x3 =
−4
2

x3 =−2

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, usando a raíz x3

−2 2 −1 k 4
2 −5 10+ k −16−2k

Agora está fácil calcular o valor de k, observe

−16−2k = 0
−2k = 16
2k =−16
k =−16/2
k =−8.

Portanto, a alternativa correta é a).

10. (1997) P(x) é um polinômio cujas raízes formam uma progressão geométrica de razão
2 e o primeiro termo 2. O coeficiente do termo de mais alto grau de P(x) é 1 e o termo indepen-
dente é igual a 221. O grau do polinômio é:
a) 4.
b) 5.
c) 6.
d) 7.
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e) 8.

Resolução: Pelo fato das raízes formarem uma PG de razão 2 e primeiro termo 2, nos per-
mite escrever que:

a1 = x1 = 2, a2 = x2 = 22, a3 = x3 = 23, a4 = x4 = 24, e assim sucessivamente.

A escrita de um polinômio em sua forma genérica é P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a2x2 +

a1x+a0, e através do enunciado, o coeficiente do termo de mais alto grau de P(x) é 1, ou seja
an = 1. O termo independente é igual a 221, ou seja, a0 = 221. Re-escrevendo o polinomio com
essas informações, temos

P(x) = xn +an−1xn−1 + · · ·+a2x2 +a1x+221.

Através das relações de Girard, o produto das raízes é dada por
a0

an
, assim

x1 · x2 · x3 · · ·xn−1 · xn =
221

1

2 ·22 ·23 ·24 ·25 ·26 = 221.

Ou seja, como o polinômio tem 6 raízes, gr(P(x)) = 6.

Portanto, a alternativa correta é c).

11. (1997) Suponha que o polinômio do terceiro grau P(x) = x3 + x2 +mx+ n, onde m e n

são números reais, seja divisível por x−1.
a) Determine n em função de m.
b) Determine m para que P(x) admita raíz dupla diferente de 1.
c) Que condições m deve satisfazer para que P(x) admita três raízes reais e distintas?

Resolução: Como 1 é raíz, através de Briot-Ruffini, podemos escrever que

1 1 1 m n
1 2 2+m 2+m+n

a) Pelo algoritmo acima, temos que 2+m+n = 0, ou seja, n =−2−m

b) Observando novamente o algoritmo, temos x2 +2x+(2+m) = 0 e seus coeficientes a = 1,
b = 2 e c = 2+m

∆ = b2 −4ac
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∆ = 22 −4 ·1 · (2+m)

∆ = 4−8−4m

∆ =−4m−4.

Como precisamos de raíz dupla, basta garantir que ∆ = 0, então

−4m−4 = 0
−4m = 4
4m = 4
m =−4/4
m =−1

Assim, a resposta é m =−1.

c) Através da fórmula de Bhaskara vamos garantir que x ̸= 1, pois P(x) é divisível por x−1 e
assim temos que garantir que ∆ > 0

∆ =−4m−4
−4m−4 > 0
−4m > 4
4m <−4
m < −4

4

m <−1.

Nesse momento, vamos garantir que a raíz seja diferente das outras, assim

x =
−b±

√
∆

2a

−(+2)±
√
−4m−4

2 ·1
̸= 1

−2±
√
−4m−4
2

̸= 1

−2±
√
−4m−4 ̸= 2

±
√
−4m−4 ̸= 4

(±
√
−4m−4)2 ̸= (4)2

−4m−4 ̸= 16
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−4m ̸= 20

m ̸=−20/4

m ̸=−5

Portanto, m <−1 e m ̸=−5 são as condições desejada.

12. (1998) P(x) é um polinômio de grau ≥ 2 e tal que P(1) = 2 e P(2) = 1. Sejam D(x) =

(x−2)(x−1) e Q(x) o quociente da divisão de P(x) por D(x).
a) Determine o resto da divisão de P(x) por D(x).
b) Sabendo que o termo independente de P(x) é igual a 8, determine o termo independente de
Q(x).

Resolução: a) Para resolver esse item iremos tomar P(x) com gr(P(x)) = 2, assim o resto
terá gr(R(x)) ≤ 1 como já visto na parte teórica, substituindo as informações do enunciado
teremos que

P(1) = D(1) ·Q(1)+R(1)
P(1) = (1−2)(1−1) ·Q(1)+R(1)
P(1) = R(1)
P(1) = a ·1+b

2 = a+b (i)

P(2) = D(2) ·Q(2)+R(2)
P(2) = (2−2)(2−1) ·Q(2)+R(2)
P(2) = R(2)
P(2) = a ·2+b

1 = 2a+b (ii).

Tomando (i) e (ii), temos o sistema{
a + b = 2 (i)

2a + b = −1 (ii)

Multiplicando (ii) por (−1) e somando com a equação (i) obtemos que a =−1.

Voltando em (i) temos o seguinte
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−1+b = 2
b = 2+1
b = 3

Portanto temos que R(x) =−x+3.

b) Podemos escrever o nosso polinômio P(x) = cx2 + dx+ e, porém, através do enunciado
sabemos que o termo independente de P(x) é 8, o que nos permite escrever que e = 8. Como
sabemos também que P(1) = 2 e P(2) = 1 podemos escrever outras duas equações, como seguem
abaixo

P(1) = c ·12 +d ·1+8
c+d +8 = 2
c+d =−6 (iii)

P(2) = c ·22 +d ·2+8
4c+2d +8 = 1
4c+2d =−7 (iv)

Novamente podemos elaborar um sistema com as equações (iii) e (iv){
c + d = −6 (iii)

4c + 2d = −7 (iv)

Multiplicando a equação (iii) por (−2) e somando com a equação (iv) temos que c = 5/2.

Voltando em (iii) obtemos que d = 7/2 e assim temos que P(x) = 5
2x2 + 7

2x+8.

Como o exercício deseja o valor do termo independente de Q(x) vamos determinar através
do método das chaves.

5x2/2 − 7x/2 + 8 x2 − 3x + 2
− 5x2/2 + 15x/2 − 5 5/2

4x − 3

Dessa maneira o termo independente de Q(x) é 5/2.

13. (1999) Dividindo-se o polinômio P(x) por 2x2 − 3x + 1, obtém-se quociente 3x2 + 1 e
resto −x+2. Nessas condições, o resto da divisão de P(x) por x−1 é:
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a) 2.
b) 1.
c) 0.
d) −1.
e) −2.

Resolução: Através do algoritmo da divisão, temos um polinômio P(x), dividido por D(x) =

2x2−3x+1, gera um quociente Q(x)= 3x2+1 e resto R(x)=−x+2. O que nos permite escrever

P(x) = D(x) ·Q(x)+R(x)

P(x) = (2x2 −3x+1) · (3x2 +1)+(−x+2)
P(x) = 6x4 +2x2 −9x3 −3x+3x2 +1− x+2
P(x) = 6x4 −9x3 +5x2 −4x+3.

Com isso, já descobrimos o polinômio P(x) vamos dividir por x− 1 para determinar o resto,
através do método das chaves

6x4 − 9x3 + 5x2 − 4x + 3 x − 1
− 6x4 + 6x3 6x3 − 3x2 + 2x − 2

− 3x3 + 5x2 − 4x + 3
+ 3x3 − 3x2

+ 2x2 − 4x + 3
− 2x2 + 2x

− 2x + 3
+ 2x − 2

+ 1

Assim, basta observar que o resto é 1.

Portanto, a alternativa correta é b).

14. (1999) Se a equação 8x3 + kx2 − 18x+ 9 = 0 tem raízes reais a e −a, então o valor de
k é:
a) 9/4.
b) 2.
c) 9/8.
d) −2.
e) −4.

Resolução: Como sabemos o valor de duas raízes, vamos aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini
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a 8 k −18 9
−a 8 8a+ k 8a2 + ka−18 8a3 + ka2 −18a+9

8 k 8a2 −18

Dessa maneira, conseguiumos determinar o valor do a, observe

8a2 −18 = 0
8a2 = 18
a2 = 18/8
a2 = 9/4

a =
√

9
4

a = 3/2.

Nesse momento, com o valor de uma das raízes basta substituir o valor de a no lugar do x

na equação original e determinar o valor de k

8x3 + kx2 −18x+9 = 0
8
(3

2

)3
+ k
(3

2

)2 −18
(3

2

)
+9 = 0

8 ·
(27

8

)
+ k ·

(9
4

)
−9 ·3+9 = 0

27+ 9k
4 −27+9 = 0

9k
4 =−9

9k =−9 ·4
k = −9·4

9

k =−4.

Portanto, a alternativa correta é e).

15. (2000) Os gráficos de duas funções polinomiais P e Q estão representadas na figura se-
guinte



4.1. FUVEST 65

Então, no intervalo [−4,8], P(x)Q(x)< 0 para:
a) −2 < x < 4.
b) −2 < x <−1 ou 5 < x < 8.
c) −4 ≤ x <−2 ou 2 < x < 4.
d) −4 ≤ x <−2 ou 5 < x ≤ 8.
e) −1 < x < 5.

Resolução: Para resolver esse exercício precisamos determinar os valores de x em que as
funções P(x).Q(x) sejam negativo, ou seja quando elas tem sinais diferentes, logo, P(x)> 0 e
Q(x)< 0 ou P(x)< 0 e Q(x)> 0

x <−4 ⇒ Q(x)< 0eP(x)> 0 (i)

−4 < x <−2 ⇒ Q(x)< 0eP(x)> 0 (ii)

−2 < x <−1 ⇒ Q(x)> 0eP(x)> 0 (iii)

−1 < x < 0 ⇒ Q(x)> 0eP(x)> 0 (iv)

0 < x < 2 ⇒ Q(x)> 0eP(x)> 0 (v)

2 < x < 4 ⇒ Q(x)> 0eP(x)< 0 (vi)

4 < x < 5 ⇒ Q(x)< 0eP(x)< 0 (vii)

5 < x < 6 ⇒ Q(x)< 0eP(x)< 0 (viii)

6 < x < 8 ⇒ Q(x)< 0eP(x)< 0 (ix).

Observe que das condições descritas acima, apenas os itens (i),(ii) e (vi) satisfazem as condições
do enunciado, assim, −4 ≤ x <−2∪2 < x < 4.

Portanto, a alternativa correta é c).
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16. (2000) O polinômio P(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2 é divisível por x2 + a, para um certo
número real a. Pode-se, pois, afirmar que o polinômio P

a) Não tem raízes reais.
b) Tem uma única raíz real.
c) Tem exatamente duas raízes reais distintas.
d) Tem exatamente três raízes reais distintas.
e) Tem quatro raízes reais distintas.

Resolução: Através da divisão pelo método das chaves, podemos escrever

x4 + x3 − x2 − 2x − 2 x2 + a
− x4 − ax2 x2 + x + (−a−1)

x3 + (−a−1)x2 − 2x − 2
− x3 − ax

+ (−a−1)x2 + (−2−a)x − 2
− (−a−1)x2 − (−a2 −a)

+ (−2−a)x − (2−a2 −a)

Pelo fato de ser divisível podemos afirmar que o resto é igual a zero, (−2−a)x−2+a2 +a = 0,
assim (−2−a) = 0 e (−2+a2 +a) = 0, a =−2.

E além disso, a2 +a−2 = 0 que através de fatoração podemos escrever que (a+2)(a−1) = 0
então temos a =−2 e a = 1 com isso, conseguimos obter o valor de a.

Nesse ponto, voltando ao método das chaves

x4 + x3 − x2 − 2x − 2 x2 − 2
− x4 + 2x2 x2 + x + 1

x3 + x2 − 2x − 2
− x3 + 2x

x2 − 2
− x2 + 2

0

Assim P(x) = (x2 −2)(x2 + x+1) então vamos calcular as raízes de x2 −2 e x2 + x+1.

x2 −2 = 0
x2 = 2
x =±

√
2 ∈ R.
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Além da equação do segundo grau em que temos os seguinte coeficientes a = 1, b = 1 e
c = 1

∆ = b2 −4ac

∆ = (1)2 −4 ·1 ·1
∆ = 1−4
∆ =−3. Como ∆ < 0 não possui raízes reais, com isso podemos afirmar que o polinômio tem
apenas duas raízes reais distintas à saber S = {−

√
2;
√

2}.

Portanto, a alternativa correta é c).

17. (2001) A função f (x), definida para −3 ≤ x ≤ 3, tem o seguinte gráfico

Onde as linhas ligando (−1,0) a (0,2) e (0,2) a (1,0) são segmentos de reta. Supondo a ≤ 0,
para que valores de a o gráfico do polinômio P(x) = a(x2 −4) intercepta o gráfico de f (x) em
exatamente 4 pontos distintos?
a) −1/2 < a < 0
b) −1 < a <−1/2
c) −3/2 < a <−1
d) −2 < a <−3/2
e) a <−2

Resolução: Podemos escrever a função dada no enunciado como P(x) = ax2 − 4a e também
sabemos que a ≤ 0 assim temos duas possibilidades ou a < 0 ou a = 0.

Para a = 0 temos que P(x) = 0x2 − 4 · 0 = 0 então o gráfico será uma reta horizontal sobre
o eixo das abscissas, e a função P(x) terá seis pontos em comum com f (x), algo que não pode
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acontecer de acordo com a fundamentação teórica. Temos então a ̸= 0.

Nesse ponto da resolução fica claro que a < 0, porém independentemente do valor de a, temos
duas raízes x1 = −2 e x2 = −2, então os pontos (−2,0) e (2,0) são pontos comuns distintos,
com isso já determinamos dois valores conhecidos.

Os outros dois pontos comuns as funções f (x) e P(x) irão variar de acordo com o valor do a pois,
para o intervalo ]−2,2[ tem P(x)> 0, pois a concavidade é para baixo e assim o vértice deve
ser abaixo do ponto (0,2) pois com o eixo de simetria da função P(x) e f (x) é o próprio eixo y,
o vértice não pode ser o ponto (0,2) pois teremos uma quantidade ímpar de pontos comuns.

Assim a única forma de ter mais dois pontos comuns distintos é se P(x) interceptar a f (x)

no intervalo ]−1,1[ para x, gerando assim mais dois pontos, um no primeiro quadrante e outro
no segundo quadrante, totalizando 4 pontos comuns distintos entre P(x) e f (x).

Desta forma, como o vértice deve estar abaixo do ponto (0,2), temos que:

P(x) = a(x2 −4)
2 > a(02 −4)
2 >−4a

−2 < 4a

−2/4 < a

−1/2 < a

Juntando as informações, temos que −1/2 < a < 0, com as interceptações ocorrendo nos
intervalos [−3,−2]∪]−1,0[∪]0,1[∪[2,3] pois quanto mais próximo o vértice estiver da origem,
mais aberta a função.

Portanto, a alternativa correta é a).

18. (2001) O polinômio x4 + x2 − 2x+ 6 admite 1+ i como raíz, onde i2 = −1. O número
de raízes reais deste polinômio é:
a) 0
b) 1
c) 2
d) 3
e) 4

Resolução: O exercício nos informa que 1+ i é raíz, e consequentemente, seu conjugado 1− i
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também é raíz. Assim, vamos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini

1+ i 1 0 1 −2 6
1− i 1 1+ i 2i+1 3i−3 0

1 2 3 0

Dessa maneira, temos a seguinte equação do segundo grau x2 +2x+3. Sendo os coeficientes
a = 1, b = 2 e c = 3, temos

∆ = b2 −4ac

∆ = 22 −4 ·1 ·3
∆ = 4+12
∆ =−8

Observe que ∆ < 0, ou seja, não tem raíz real.

Portanto a alternativa correta é a).

19. (2001) Considere dois números reais λ e µ tais que λ ̸= 1, µ ̸= 1 e λ µ ̸= 0.
a) Determine uma relação entre λ e µ , para que as equações polinomiais λx3 −µx2 − x− (λ +

1) = 0 e λx2 − x− (λ +1) = 0 possuam uma raíz comum.
b) Nesse caso, determine a raíz comum.

Resolução: a) Através de manipulação algébrica, podemos escrever o seguinte,
λx3 −µx2 − x− (λ +1) = λx2 − x− (λ +1)
λx3 −µx2 −λx2 = 0
x2(λx−µ −λ ) = 0, aqui temos duas opções para discutir

x2 = 0 ⇒ x = 0 (i) e λx−µ −λ = 0 (ii).

Vamos discutir melhor essa segunda opção

x = µ+λ

λ

x = µ

λ
+1

Substituindo o valor de x obtido acima na equação λx2 − x− (λ +1) = 0 fornecida pelo enunci-
ado temos

λ
(

µ

λ
+1
)2 −

(
µ

λ
+1
)
− (λ +1) = 0
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λ

(
µ2

λ 2 +
2µ

λ
+1
)
− µ

λ
−1−λ −1 = 0

µ2

λ
+2µ +λ − µ

λ
−λ −2 = 0

µ2

λ
− µ

λ
+2µ −2 = 0

µ

λ
(µ −1)+2(µ −1) = 0

(µ −1)
(

µ

λ
+2
)
= 0

Novamente temos mais duas opções

µ −1 = 0 ⇒ µ = 1, perceba que isso não serve para nós, visto que o enunciado nos informa que
µ ̸= 1.

A outra opção é
(

µ

λ
+2
)
= 0 ⇒ µ

λ
=−2 ⇒ µ =−2λ que essa é a resposta desejada.

b) Nesse momento é fácil obter a raíz comum, basta substituir o que foi obtido no item an-
terior em x = µ

λ
+1

x = −2λ

λ
+1

x =−2+1
x =−1

Ou seja a raíz comum é −1.

20. (2002) Dado o polinômio p(x) = x2(x− 1)(x2 − 4), o gráfico da função y = p(x− 2) é
melhor representado por:



4.1. FUVEST 71

Resolução: Vamos substituir (x−2) no polinômio dado, temos que

p(x−2) = (x−2)2 [(x−2)−1] [((x−2)2 −4)]
p(x−2) = (x−2)2 (x−3)(x2 −4x+4−4)
p(x−2) = (x−2)2 (x−3)(x2 −4x)

p(x−2) = (x−2)2 (x−3)x(x−4).

Com isso, podemos dizer que o gráfico deve interceptar o eixo das abcissas, nos pontos abaixo:

(x−2)2 = 0 ⇒ x−2 = 0 ⇒ x = 2
x−3 = 0 ⇒ x = 3
x = 0
x−4 = 0 ⇒ x = 4

Portanto, a alternativa correta é a).

21. (2002) As raízes do polinômio p(x) = x3 − 3x2 + m, onde m é um número real, estão
em progressão aritmética. Determine
a) O valor de m
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b) As raízes desse polinômio

Resolução: a) Como as raízes do polinômio estão em progressão aritmética, podemos escrever
que x1 = a− r, x2 = r e x3 = a+ r e através das relações de Girard ainda temos o seguinte

x1 + x2 + x3 =−b/a

a− r+a+a+ r =−(−3)/1
3a = 3
a = 1.

Nesse ponto, já achamos uma das raízes que é x2 = 1. Voltando no polinômio dado pelo
enunciado, podemos escrever que

p(1) = 0
13 −3 ·12 +m = 0
1−3+m = 0
m−2 = 0
m = 2

b) O polinômio pode ser re-escrito dessa forma p(x) = x3 − 3x2 + 2, uma vez que sabemos
o valor do m, e novamente através das relações de Girard.

x1 · x2 · x3 =−d/a

(1− r) ·1 · (1+ r) =−2/1
(1− r)(1+ r) =−2
12 − r2 =−2
1− r2 =−2
1+2 = r2

r2 = 3
r =±

√
3, nesse exercício específico o sinal não ira alterar em nada, então vamos adotar o sinal

positivo, então r =
√

3.

Com isso, temos as raízes x1 = 1−
√

3, x2 = 1 e x3 = 1+
√

3.

22. (2004) O produto de duas das raízes do polinômio p(x) = 2x3 −mx2 + 4x+ 3 é igual a
−1. Determinar
a) O valor de m.
b) As raízes de p.



4.1. FUVEST 73

Resolução: a) Tomemos x1,x2 e x3 como sendo as raízes do polinômio, através do enunci-
ado, o produto de duas raízes é igual a −1, e utilizando as relações de Girard, podemos escrever
que

x1 · x2 · x3 =
−d
a

(−1) · x3 =
−3
2

x3 =
3
2 .

Agora com o valor de uma raíz determinada, podemos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini

3
2 2 −m 4 3

2 3−m 17−3m
2

63−9m
4

Dessa forma, já podemos afirmar que 63−9m
4 = 0

63−9m = 0
9m = 63
m = 63

9

m = 7.

b) Como precisamos determinar as raízes do polinômio e já sabemos que x3 =
3
2 , vamos aprovei-

tar do item anterior para determinar x1 e x2. Por Briot-Ruffini garantimos que 2x2 +(3−m)x+
17−3m

2 = 0 então:

2x2 +(3−7)x+ 17−3.7
2 = 0

2x2 −4x+(−4
2 ) = 0

2x2 −4x−2 = 0
2 · (x2 −2x−1) = 0
x2 −2x−1 = 0.

Tomando os coeficientes da equação, podemos escrever que a = 1, b =−2 e c =−1
∆ = b2 −4ac

∆ = (−2)2 −4 ·1 · (−1)
∆ = 4+4
∆ = 8

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−2)±

√
8

2 ·1
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x =
2±2

√
2

2

x1 = 1+
√

2 e x2 = 1−
√

2.

23. (2007) A soma e o produto das raízes da equação de segundo grau (4m+3n)x2−5nx+(m−
2) = 0 valem, respectivamente, 5

8 e 3
32 . Então m+n é igual a:

a) 9
b) 8
c) 7
d) 6
e) 5

Resolução: Para resolver esse exercício, vamos determinar os coeficientes da equação do segundo
grau que são os seguintes a = 4m+3n, b =−5n e c = m−2 também vamos recorrer as relações
de Girard, e dessa forma temos que

x1 + x2 =
−b
a

5
8
=

−(−5n)
4m+3n

5
8
=

−5n
4m+3n

40n = 20m+15n

25n = 20m (i)

Além disso, tem-se que

x1 · x2 =
c
a

3
32

=
(m−2)
4m+3n

32(m−2) = 3(4m+3n)

32m−64 = 12m+9n

20m = 9n+64, que agora substituindo (i) obtem-se
25n = 9n+64
25n−9n = 64
16n = 64
n = 64/16
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n = 4.

Com isso, voltamos em (i) para determinar o valor de m

20m = 25 ·4
20m = 100
m = 100/20
m = 5.

Porém o exercício quer o valor de m+n, o que é fácil nesse momento

m+n = 5+4 = 9

Portanto, a alternativa correta é a).

24. (2008) A soma dos valores de m para os quais x = 1 é raíz da equação x2 +(1+ 5m−
3m2)x+(m2 −1) = 0 é igual a:
a) 5

2

b) 3
2

c) 0
d) −3

2

e) −5
2

Resolução: Como sabemos, 1 é raíz da equação, ou seja, substituindo no valor de x temos
que:

12 +(1+5m−3m2) ·1+(m2 −1) = 0
1+1+5m−3m2 +m2 −1 = 0
−2m2 +5m+3 = 0.

Nesse ponto temos os seguintes coeficientes da equação do segundo grau a = −2, b = 5 e
c = 3 e assim podemos determinar os valores de m

∆ = b2 −4ac

∆ = (5)2 −4 · (−2) · (3)
∆ = 25+24
∆ = 49

m =
−b±

√
∆

2a



76 Capítulo 4. Exercícios de Vestibulares

m =
(−5)±

√
49

2 · (−2)

m =
−5±7
−4

m1 =
−5+7
−4

=
2
−4

=
−1
2

e m2 =
−5−7
−4

=
−12
−4

= 3.

Porém, o exercício nos pede o valor de m1 +m2, então

m1 +m2 =
−1
2

+3

m1 +m2 =
−1
2

+
6
2

m1 +m2 =
5
2

Portanto a alternativa correta é a).

25. (2008) Um polinômio de grau 3 possui três raízes reais que, colocadas em ordem cres-
cente, formam uma progressão aritmética em que a soma dos termos é igual a 9

5 . A diferença
entre o quadrado da maior raiz e o quadrado da menor raiz é 24

5 . Sabendo-se que o coeficiente do
termo de maior grau do polinômio é 5, determine
a) a progressão aritmética.
b) o coeficiente do termo de grau 1 desse polinômio.

Resolução: a) Pelo fato de as raízes do polinômio formarem uma progressão aritmética, podemos
escrever que x1 = x− r, x2 = x e x3 = x+ r e aliado com a informação das somas dos termos,
mostrada no enunciado, temos o seguinte

x1 + x2 + x3 =
9
5

x− r+ x+ x+ r =
9
5

3x =
9
5

x =
9
15

x =
3
5

.

Isso nos ajuda pois já determinamos uma das raízes, nesse caso x2 =
3
5

. Agora vamos uti-
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lizar a outra informação do enunciado, que nos permite escrever que

(x3)
2 − (x1)

2 =
24
5

(x+ r)2 − (x− r)2 =
24
5

x2 +2xr+ r2 − (x2 −2xr+ r2) =
24
5

x2 +2xr+ r2 − x2 +2xr− r2 =
24
5

4xr =
24
5

lembrando que x2 = x =
3
5

4r · 3
5
=

24
5

12r
5

=
24
5

12r = 24

r = 24/12

r = 2.

Mas o exercício nos pede a progressão aritmética, ou seja

x1 = x− r =
3
5
−2 =

3−10
5

=
−7
5

x2 = x =
3
5

x3 = x+ r =
3
5
+2 =

3+10
5

=
13
5

.

b) Através das relações de Girard estudadas na parte teórica desse material, garantimos que
x1x2 + x1x3 + x2x3 = c/a, lembrando que o coeficiente a é quem acompanha o termo x3 que o
exercício nos informa que é 5, o c é o coeficiente do termo de grau um do polinômio, assim
como sabemos as raízes da equação, basta fazer a manipulação algébrica como abaixo

−7
5

· 3
5
+

−7
5

· 13
5
+

3
5
· 13

5
=

c
5

−21
25

+
−91
25

+
39
25

=
c
5
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−73
25

=
c
5

25c = (−73) ·5

c =
(−73) ·5

25

c =
−73

5
.

Poderiamos ter resolvido o mesmo exercício, determinando o polinômio por completo basta
lembrar a forma fatorada do polinômio é escrita como a(x− x1)(x− x2)(x− x3), e substituir os
valores de a,x1,x2,x3.

26. (2009) O polinômio p(x) = x3 + ax2 + bx , em que a e b são números reais, tem restos
2 e 4 quando dividido por x−2 e x−1, respectivamente. Assim, o valor de a é
a) 6
b) 7
c) 8
d) 9
e) 10

Resolução: Para resolver esse exercício vamos recorrer ao dispositivo de Briot-Ruffini, pois
temos os valores do resto quando dividimos os polinômios por x−2 e x−1.

Aplicando o dispositivo para x−2, temos o que segue abaixo:

2 1 a b 0
1 2+a 4+2a+b 8+4a+2b

Aqui, podemos garantir que 8+4a+2b = 2, assim

8+4a+2b = 2
2(4+2a+b) = 2
4+2a+b = 1
2a+b = 1−4
2a+b =−3 (i).

E agora vamos aplicar o dispositivo para x−1
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1 1 a b 0
1 1+a 1+a+b 1+a+b

E agora temos também que 1+a+b = 4, que manipulando algébricamente podemos escrever
que:

a+b = 4−1
a+b = 3 (ii).

Vamos montar um sistema de equação multiplicando a equação (ii) por (−1) e somando com a
equação (i), dessa forma{

- a - b = - 3
+ 2a + b = - 3

Logo a =−6.

Portanto a alternativa correta é a).

27. (2011) As raízes da equação do terceiro grau x3 − 14x2 + kx− 64 = 0 são todas reais e
formam uma progressão geométrica. Determine
a) As raízes da equação.
b) O valor de k

Resolução: a) Pelo fato de as raízes do polinômio formarem uma progressão geométrica, pode-
mos escrever que x1 =

x
q

, x2 = x e x3 = xq e com o auxílio das relações de Girard, temos o seguinte

x1 · x2 · x3 =
−d
a

x
q
· x · xq =

−(−64)
1

x3 = 64
x = 3

√
64

x = 4.

Isso nos ajuda pois já determinamos uma das raízes, nesse caso x2 = x = 4. Utilizando no-
vamente as relações de Girard, podemos escrever outra relação importante:

x1 + x2 + x3 =
−b
a
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x
q
+ x+ xq =

−(−14)
1

4
q
+4+4q = 14

4
q
+4q = 14−4

4+4q2

q
= 10

4+4q2 = 10q

4q2 −10q+4 = 0

2(2q2 −5q+2) = 0

2q2 −5q+2 = 0

∆ = b2 −4ac

∆ = (−5)2 −4 ·2 ·2
∆ = 25−16
∆ = 9

q =
−b±

√
∆

2a

q =
−(−5)±

√
9

2 ·2

q =
5±3

4

q1 =
5+3

4
= 2 e q2 =

5−3
4

= 1/2.

Aqui, temos duas opções para a razão q1 = 2 PG é crescente, ou, q2 = 1/2 PG é decrescente, ao
observar o enunciado nada nos é informado sobre a PG ser crescente/decrescente, dessa forma,
temos:

q1 = 2 ⇒ a PG é (4/2,4,4 ·2)⇒ (2,4,8)

q2 = 1/2 ⇒ a PG é
(

4
1/2

,4,4 · 1
2

)
⇒ (8,4,2).

Observe que os números da PG são os mesmos, só mudou o fato de uma PG ser crescente
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e a outra decrescente, como afirmamos anteriormente, dessa forma, adotemos a PG crescente
como a correta e assim resolvemos o item, pois a PG é a raíz da equação.

b) Utilizando o item anterior, como sabemos o valor de uma das raízes, (nesse caso utiliza-
remos x1 = 2 vamos substituir na equação

P(2) = 0
23 −14 ·22 + k ·2−64 = 0
8−14 ·4+2k−64 = 0
8−56+2k−64 = 0
2k = 64+56−8
2k = 112

k =
112

2

k = 56.

28. (2012) O polinômio p(x) = x4 +ax3 +bx2 + cx−8, em que a,b,c são números reais, tem o
número complexo 1+ i como raiz, bem como duas raízes simétricas.
a) Determine a,b,c e as raízes de p(x).
b) Subtraia 1 de cada uma das raízes de p(x) e determine todos os polinômios com coeficientes
reais, de menor grau, que possuam esses novos valores como raízes.

Resolução: a) O polinômio dado tem quatro raízes, duas são x1 = 1+ i e x2 = 1− i, além
de duas raízes simétricas (aqui vale recordar que simétrico é equivalente a oposto, são os mesmos
números com sinal trocado assim x3 =−x4) utilizando as relações de Girard, temos que:

x1 · x2 · x3 · x4 =
−8
1

(1+ i)(1− i)x3(−x3) =−8

(1+ i)(1− i)x3 · x3 = 8

(1+ i)(1− i)x2
3 = 8

(12 − i2)x2
3 = 8

(1+1) · x2
3 = 8
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2x2
3 = 8

x2
3 =

8
2

x2
3 = 4

x3 =
√

4

x3 = 2.

Assim, também determinamos que x4 = −2, agora só nos resta determinar os coeficientes
do polinômio, basta lembrar que a forma fatorada que é P(x) = 1(x−x1)(x−x2)(x−x3)(x−x4)

e substituindo pelas raízes que obtemos

p(x) = 1[x− (1− i)][x− (1+ i)][x−2][x− (−2)]
p(x) = (x−1+ i)(x−1− i)(x−2)(x+2)
p(x) = (x2 − x− ix− x+1+ i+ ix− i− i2)(x2 +2x−2x−22)

p(x) = (x2 − x− x+1− (−1))(x2 −4)
p(x) = (x2 −2x+2)(x2 −4)
p(x) = x4 −4x2 −2x3 +8x+2x2 −8
p(x) = x4 −4x2 −2x3 +8x+2x2 −8
p(x) = x4 −2x3 −2x2 +8x−8

Assim, temos que a =−2, b =−2 e c = 8.

b) Aqui, vamos subtrair 1 de cada umas das raízes que determinamos acima, então as no-
vas raízes (que iremos adotar a nomenclatura de x5,x6,x7 e x8 são:

x5 = x1 −1 = 1+ i−1 = i

x6 = x2 −1 = 1− i−1 =−i

x7 = x3 −1 = 2−1 = 1
x8 = x4 −1 =−2−1 =−3

Usando novamente a forma fatorada de um polinômio, com k uma constante real, podemos
escrever que:

P(x) = k(x− x5)(x− x6)(x− x7)(x− x8)

P(x) = k(x− i)[x− (−i)])(x−1)[x− (−3)]
P(x) = k(x− i)(x+ i)(x−1)(x+3) com k ∈ R.
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Então, esse é polinômio desejado.

29. (2013) Considere o polinômio p(x) = x4 +1.
a) Ache todas as raízes complexas de p(x).
b) Escreva p(x) como produto de dois polinômios de segundo grau, com coeficientes reais.

Resolução: a) Vamos manipular o polinômio adicionando e subtraindo 2x2, o que nos per-
mite escrever que

p(x) = x4 +1+2x2 −2x2

p(x) = x4 +2x2 +1−2x2

p(x) = (x2 +1)2 − (x
√

2)2

p(x) = (x2 +1)2 − (
√

2x)2

p(x) = (x2 +1+
√

2x)(x2 +1−
√

2x)

p(x) = (x2 +
√

2x+1)(x2 −
√

2x+1).

Porém, o exercício nos pede todas as raízes complexas de p(x), logo temos que garantir que
p(x) = 0, dessa forma temos que resolver a equação (x2 +

√
2x+ 1)(x2 −

√
2x+ 1) = 0, que

façamos abaixo.

Por (x2 +
√

2x+ 1) = 0 temos os seguintes coeficientes da equação do segundo grau, a = 1,
b =

√
2 e c = 1

∆ = b2 −4ac

∆ = (
√

2)2 −4 ·1 ·1
∆ = 2−4
∆ =−2

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(

√
2)±

√
−2

2 ·1

x =
−
√

2±
√

2i
2

x1 =
−
√

2+
√

2i
2

e x2 =
−
√

2−
√

2i
2

.

Analogamente para (x2 −
√

2x + 1) = 0 temos os seguintes coeficientes da equação do se-
gundo grau, a = 1, b =−

√
2 e c = 1
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∆ = b2 −4ac

∆ = (−
√

2)2 −4 ·1 ·1
∆ = 2−4
∆ =−2

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−

√
2)±

√
−2

2 ·1

x =

√
2±

√
2i

2

x3 =

√
2+

√
2i

2
e x4 =

√
2−

√
2i

2

Logo as raízes são x1 =
−
√

2+
√

2i
2

,x2 =
−
√

2−
√

2i
2

,x3 =

√
2+

√
2i

2
e x4 =

√
2−

√
2i

2
.

b) Esse item se torna fácil se você observar a resolução do item acima, uma vez que na mani-
pulação nós já escrevemos p(x) como um produto de dois polinômios de segundo grau, com
coeficientes reais, logo p(x) = (x2 +

√
2x+1)(x2 −

√
2x+1).

30. (2014) Os coeficientes a,b e c do polinômio p(x) = x3 +ax2 +bx+c são reais. Sabendo que
−1 e 1+αi, com α > 0, são raízes da equação p(x) = 0 e que o resto da divisão de p(x) por
(x−1) é 8, determine
a) o valor de α;
b) o quociente de p(x) por (x−1).

Lembre-se que i é a unidade imaginária, i2 =−1.

Resolução: a) Através do enunciado temos a informação sobre duas raízes, que são x1 = −1,
x2 = 1+αi, e da parte teórica sabemos que se um número complexo é raíz de um polinômio,
seu conjugado também é raíz desse mesmo polinômio, dessa maneira x3 = 1−αi. Como o
coeficiente do termo de maior grau de p(x) é um, podemos escrever esse mesmo polinômio,
na seguinte forma fatorada: p(x) = 1(x− x1)(x− x2)(x− x3) onde iremos substituir as raízes
determinamos anteriormente.

p(x) = 1[x− (−1)][x− (1+αi)][x− (1−αi)]

p(x) = (x+1)(x−1−αi)(x−1+αi)

p(x) = (x+1)[x2 − x+ xαi− x+1−αi− xαi+αi−α2i2]

p(x) = (x+1)(x2 −2x+1+α2)
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Nesse momento, temos outra informação importante no enunciado que é p(1) = 8 então, substi-
tuindo no que acabamos de encontrar, conseguimos resolver o item que nos pede o valor de α ,
dessa forma:

p(1) = 8
(1+1)(12 −2.1+1+α2 = 8
2(1−2+1+α2) = 8

α2 =
8
2

α2 = 4
α =

√
4

α = 2.

b) Queremos dividir p(x) por (x + 1), porém propositalmente escrevemos o polinômio de
uma maneira que já apareceu o termo (x+1), então o quociente é:

Q(x) =
(x+1)(x2 −2x+1+α2)

(x+1)
= (x2 −2x+1+α2)

Q(x) = (x2 −2x+1+4)
Q(x) = (x2 −2x+5).

31. (2017) O polinômio P(x) = x3 − 3x2 + 7x − 5 possui uma raiz complexa ξ cuja parte
imaginária é positiva. A parte real de ξ 3 é igual a
a) −11
b) −7
c) 9
d) 10
e) 12

Resolução: Por tentativa e erro, dá para determinar que 1 é raíz desse polinômio, pois P(1) =
13 − 3 · 12 + 7 · 1− 5 = 1− 3+ 7− 5 = 0, dessa forma, como determinamos uma das raízes,
através de Briot-Ruffini, podemos escrever que:

1 1 −3 7 5
1 −2 5 0

Assim, conseguimos reduzir o grau do polinômio, para determinar as outras raízes que nos
faltam, basta utilizar a equação do segundo grau x2 −2x+5 = 0 cujos coeficientes são a = 1,
b =−2 e c = 5.
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∆ = b2 −4ac

∆ = (−2)2 −4 ·1 ·5
∆ = 4−20
∆ =−16.

Observe que nesse ponto estamos no caminho certo, visto que o enunciado garantiu que uma das
raízes é um número complexo.

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−2)±

√
−16

2 ·1

x =
2±4i

2

x1 =
2+4i

2
= 1+2i e x2 =

2−4i
2

= 1−2i.

No enunciado como ele garante que a raíz ξ tem a parte imaginária positiva, podemos afir-
mar que ξ = x1 = 1+2i.

Como o exercício deseja a parte real de ξ 3, através do produto notável (cubo da soma de
dois termos) podemos escrever que:

(1+2i)3 = 13+3 ·12 ·2i+3 ·1 ·(2i)2+(2i)3 = 1+6i+12i2+8i3 = 1+6i−12−8i =−11−2i

Assim a parte real de ξ 3 é −11.

Portanto a alternativa correta é a).

32. (2018) Considere o polinômio P(x) = xn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0 em que a0, · · · ,an−1 ∈
R. Sabe-se que as suas n raízes estão sobre a circunferência unitária e que a0 < 0. O produto das
n raízes de P(x), para qualquer inteiro n ≥ 1,é:
a) −1
b) in

c) in+1

d) (−1)n

e) (−1)n+1

Resolução: Considerando que a circunferência unitária está centrada na origem, temos que



4.1. FUVEST 87

as n raízes complexas de P(x) tem módulo igual a 1. Denotando essas n raízes por z1,z2...zn e
utilizando o teorema de Girard, podemos escrever que z1 · z2 · · ·zn = (−1)n ·a0.

Aplicando o módulo a ambos os membros da igualdade, e, lembrando que o módulo do produto
é igual ao produto dos módulos, podemos escrever que

|z1 · z2 · z3 · · ·zn|= |(−1)n| · |a0|
|z1| · |z2| · |z3| · · · |zn|= 1 · |a0|
1 ·1 ·1 · · ·1 = |a0|.

Aqui temos que a0 = 1 (o que não convém) ou a0 =−1 (visto que a0 < 0), logo o produto das
raízes é (−1)n · (−1) = (−1)n+1.

Portanto a alternativa correta é e).

33. (2019) Considere a função polinomial f : R → R definida por f (x) = ax2 + bx+ c, em
que a,b,c ∈ R e a ̸= 0. No plano cartesiano xy, a única intersecção da reta y = 2 com o gráfico
de f é o ponto (2;2) e a intersecção da reta x = 0 com o gráfico de f é o ponto (0;−6). O valor
de a+b+ c é
a) −2
b) 0
c) 2
d) 4
e) 6

Resolução: Através das informações do enunciado sabemos que o par ordenado (0;−6) pertence
a função, e substituindo, obtemos o coeficiente c, observe:

f (0) =−6
a ·02 +b ·0+ c =−6
c =−6.

Vamos fazer a mesma coisa para o outro par (2;2).

f (2) = 2
a ·22 +b ·2+(−6) = 2
4a+2b−6 = 2
4a+2b = 2+6
2(2a+b) = 8
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2a+b = 8/2
2a+b = 4 (i)

Ainda precisamos determinar os coeficiente a e b da função, porém, o enunciado informa
que a única intersecção da reta y = 2 com a f é o ponto (2;2), e o coeficiente c é negativo, pode-
mos afirmar que (2;2) é o vértice da parabola. Abaixo temos um esboço do gráfico dessa situação.

Através da parabola, sabemos que 2 = Xv =
−b
2a

2 ·2a =−b

b =−4a.

Com isso voltando em (i) temos

2a+(−4a) = 4
2a−4a = 4
−2a = 4 (−1)
2a =−4

a =
−4
2

a =−2.

E também, b =−4 · (−2) = 8.

Logo, a+b+ c =−2+8+(−6) =−2+8−6 = 0.
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Portanto, a alternativa correta é b).

34. (2022) Suponha que o polinômio p(x) = x3 +mx− 2, em que m é um número real, te-
nha uma raiz real dupla a e uma raiz real simples b. O valor da soma de m com a é:
a) 0
b) −1
c) −2
d) −3
e) −4

Resolução: O enunciado nos indica que a é uma raíz dupla de p(x), ou seja x1 = x2 = a e
b é uma raíz simples, logo x3 = b. Além disso vamos escrever o polinômio com todos os seus
coeficientes, então p(x) = 1 · x3 + 0 · x2 +mx− 2, e através das relações de Girard, podemos
escrever que

x1 + x2 + x3 =
−0
1

a+a+b = 0
2a+b = 0
b =−2a (i)

x1x2x3 =
−(−2)

1
a ·a ·b = 2
a2 ·b = 2, substituindo b obtido em (i), temos
a2 · (−2a) = 2
−2a3 = 2 (−1)
2a3 =−2
a3 =

−2
2

a3 =−1
a = 3

√
1

a =−1.

Consequentemente, temos que b =−2 · (−1)→ b = 2.

Ainda falta determinar o m, façamos isso utilizando mais uma vez das relações de Girard.

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
m
1

a ·a+a ·b+a ·b = m

a2 +2ab = m
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(−1)2 +2 · (−1) · (2) = m

1−4 = m

m =−3

O exercício nos pede o valor de m+a, então m+a = (−3)+(−1) =−3−1 =−4.

Portanto, a alternativa correta é e).

4.2 UNICAMP

Nesta seção apresentaremos a resolução de questões de vestibulares da UNICAMP
relacionadas a polinômios.

35. (1989) Determine todas as raízes da equação do terceiro grau:

det

x2 2x 1
x x+1 1
1 2 1

= 0

Resolução: Desenvolvendo o determinante acima através da Regra de Sarrus obtemos o seguinte
x2(x+1)+2x+2x−2x2 −2x2 − x−1 = 0
x3 + x2 −4x2 +4x− x−1 = 0
x3 −3x2 +3x−1 = 0
(x−1)3 = 0
x−1 = 3

√
0

x−1 = 0
x = 1.

Portanto, as raízes da equação são x1 = x2 = x3 = 1.

37. (1992) Sabendo que a equação x3 − 2x2 + 7x− 4 = 0 tem raízes a,b e c, escreva, com
seus coeficientes numéricos, uma equação cúbica que tem como raízes a+1,b+1 e c+1.

Resolução: Sendo a,b e c as raízes da equação, sabemos através das relações de Girard que:

(i)a+b+ c =
−(−2)

1
= 2.

(ii)ab+ac+bc =
7
1
= 7.

(iii)abc =
−(−4)

1
= 4.
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Além disso, temos que escrever uma nova equação que tem raízes a+1,b+1 e c+1 e utilizando
a forma fatorada da equação, que nos permite escrever

1(x−a−1)(x−b−1)(x− c−1) = 0
(x2 −bx− x−ax+ab+a− x+b+1)(x− c−1) = 0
(x2 −ax−bx−2x+ab+a+b+1)(x− c−1) = 0
x3 − cx2 − x2 −ax2 +acx+ax−bx2 +bcx+bx−2x2 +2cx+2x+abx−abc−ab+ax−ac−
a+bx−bc−b+ x− c−1 = 0
x3− (a+b+c+3)x2+(ac+a+bc+b+2c+2+ab+a+b+1)x− (abc+ab+ac+a+bc+

b+ c+1) = 0 aqui vamos utilizar a relação (i) no termo x2

x3− (2+3)x2+(2a+2b+2c+ab+ac+bc+3)x− (ab+ac+bc+a+b+c+abc+1) = 0
aqui vamos utilizar a relação (ii) no termo x e as relações (i),(ii) e (iii) no termo independente
x3 − 5x2 +[2(a+ b+ c)+ 7+ 3]x− (7+ 2+ 4+ 1) = 0 aqui vamos utilizar a relação (i) no
termo x

x3 −5x2 +(2 ·2+7+3)x−14 = 0
x3 −5x2 +14x−14 = 0

Logo, x3 −5x2 +14x−14 = 0 é a equação desejada.

38. (1993) Ache todas as raízes (incluse as complexas) da equação x5 − x4 + x3 − x2 + x−1 = 0

Resolução: Observe que 1 é raiz, pois

(1)5 − (1)4 +(1)3 − (1)2 +(1)−1 = 0
1−1+1−1+1−1 = 0
0 = 0, o que é verdade, então x1 = 1 e podemos escrever através do dispositivo de Briot-Ruffini

1 1 −1 1 −1 1 −1
1 0 1 0 1 0

Dessa forma, temos que x4 + x2 + 1 = 0, porém vamos escrever a equação anterior como
(x2)2 + x2 +1 = 0.

Nesse ponto temos uma equação biquadrada, vamos substituir x2 = t, logo t2 + t + 1 = 0,
que vamos resolver abaixo:

∆ = b2 −4ac

∆ = (1)2 −4 ·1 ·1
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∆ = 1−4
∆ =−3

t =
−b±

√
∆

2a

t =
−1±

√
−3

2 ·1

t =
−1±

√
3i

2

t1 =
−1+

√
3i

2
e t2 =

−1−
√

3i
2

.

Porém, temos que voltar para determinar as raízes do x, de t1 vamos obter duas raízes x2 e
x3 e de t2 obtemos x4 e x5 a saber. Através de t1 temos:

t1 = x2 =
−1+

√
3i

2

x =

√
−1+

√
3i

2

x =±

(
−1+

√
3i

2

)

x2 =
−1+

√
3i

2
e x3 =−

(
−1+

√
3i

2

)
=

1−
√

3i
2

.

Agora, para t2

t2 = x2 =
−1−

√
3i

2

x =

√
−1−

√
3i

2

x =±

(
−1−

√
3i

2

)

x4 =
−1−

√
3i

2
e x5 =−

(
−1−

√
3i

2

)
=

1+
√

3i
2

.

Dessa maneira as raízes pedidas pelo exercício são x1 = 1,x2 =
−1+

√
3i

2
,x3 =

1−
√

3i
2

,x4 =

−1−
√

3i
2

e x5 =
1+

√
3i

2
.

39. (1994) Determine o quociente e o resto da divisão de x100 + x+1 por x2 −1
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Resolução: Vamos escrever essa divisão usando o método das chaves, como segue:

x100 + 0x99 + 0x98 + 0x97 + 0x96 + · · · + 0x4 + 0x3 + 0x2 + x + 1 x2 − 1
− x100 + x98 x98 + x96 + x94 + · · · + x2 + 1

+ 0x99 + x98 + 0x97 + 0x96 + · · · + 0x4 + 0x3 + 0x2 + x + 1
− x98 + x96

+ x96 + · · · + 0x4 + 0x3 + 0x2 + x + 1
− x96

0x4 + 0x3 + 0x2 + x + 1
− x4 + x2

x2 + x + 1
− x2 + 1

+ x + 2

Perceba que ao dividir jamais aparecerá x com expoente ímpar, então, o quociente Q(x) =

x98 + x96 + · · ·+ x2 +1 e o resto R(x) = x+2.

40. (1995) Ache todas as raízes (reais e complexas) da equação x6 −7x3 −8 = 0.

Resolução: Observe que −1 e 2 são raízes
(−1)6 −7(−1)3 −8 = 0
1+7−8 = 0
0 = 0

(2)6 −7(2)3 −8 = 0
64−56−8 = 0
0 = 0

Através do dispositivo de Briot-Ruffini e sabendo duas raízes (x1 =−1) e (x2 = 2), temos

−1 1 0 0 −7 0 0 −8
2 1 −1 1 −8 8 −8 0

1 1 3 −2 4 0

Dessa forma, temos x4+x3+3x2−2x+4= 0 vamos fatorar essa equação para conseguir resolver

x4 + x3 +3x2 −2x+4 = 0
x4 +2x3 +4x2 − x3 −2x2 −4x+ x2 +2x+4 = 0
x2(x2 +2x+4)− x3 −2x2 −4x+ x2 +2x+4 = 0
x2(x2 +2x+4)− x3 −2x2 −4x+1(x2 +2x+4) = 0
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x2(x2 +2x+4)− x(x2 +2x+4)+1(x2 +2x+4) = 0
(x2 − x+1)(x2 +2x+4) = 0.

Agora temos duas equações do segundo grau igual a zero, vamos determinar as raízes de
cada uma dessas equações.

Para x2 − x+1 = 0, temos

∆ = b2 −4ac

∆ = (−1)2 −4 ·1 ·1
∆ = 1−4
∆ =−3

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−1)±

√
−3

2 ·1

x =
1±

√
3i

2

x3 =
1+

√
3i

2
e x4 =

1−
√

3i
2

.

Analogamente para outra equação x2 +2x+4 = 0

∆ = b2 −4ac

∆ = (2)2 −4 ·1 ·4
∆ = 4−16
∆ =−12

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−2±

√
−12

2 ·1

x =
−2±2

√
−3

2

x =
−2±2i

√
3

2

x5 =
−2+2i

√
3

2
=

2(−1+ i
√

3)
2

=−1+ i
√

3 e x6 =
−2−2i

√
3

2
=

2(−1− i
√

3)
2

=−1− i
√

3.
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Então raízes são x1 =−1,x2 = 2,x3 =
1+

√
3i

2
,x4 =

1−
√

3i
2

,x5 =−1+ i
√

3 e x6 =−1− i
√

3.

41. (1996) Seja p(x) = det

a− x 0 b

0 2− x c

b 0 d − x

 onde a,b,c e d são números reais.

a) Mostre que x = 2 é uma raíz do polinômio p(x).
b) Mostre que as outras raízes de p(x) também são reais.
c) Quais as condições sobre a,b,c e d para que p(x) tenha uma raíz dupla, x ̸= 2?

Resolução: a) O enunciado nos informa que o polinômio é dado pelo determinante da ma-
triz, que desenvolvendo através da Regra de Sarrus obtemos p(x) = (a− x)(2− x)(d − x)+0 ·
c ·d +b ·0 ·0−0 ·0(d − x)−0 · c · (a− x)−b2(2− x) = (a− x)(2− x)(d − x)−b2(2− x).

Agora vamos determinar o valor de p(2) , pois se resultar em zero, podemos afirmar que 2
é raíz desse polinômio.

p(2) = (a−2)(2−2)(d −2)−b2(2−2) = 0−0 = 0.

Assim, 2 é uma raíz do polinômio.

b) Manipulando o polinômio p(x) = (a− x)(2− x)(d − x)− b2(2− x) e além do fato que o
enunciado quer as outras raízes, temos p(x) = 0.

(a− x)(2− x)(d − x)−b2(2− x) = 0
(2− x)[(a− x)(d − x)−b2] = 0
(2− x) = 0 ou (a− x)(d − x)−b2 = 0.

Aqui já sabemos pelo item anterior que 2− x = 0 ⇒ x = 2, basta agora mostrar as outras
raízes provem desse termo (a− x)(d − x)−b2 = 0

(a− x)(d − x)−b2 = 0
ad −ax−dx+ x2 −b2 = 0
x2 +(−a−d)x+(ad −b2) = 0.

Aqui temos uma equação do segundo grau com os seguintes coeficientes a = 1, b = (−a−d) e
c = ad −b2

∆ = b2 −4ac

∆ = (−a−d)2 −4 ·1 · (ad −b2)
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∆ = a2 +ad +ad +d2 −4ad +4b2

∆ = a2 −2ad +d2 +4b2

∆ = (a−d)2 +4b2

Agora observe que (a− d)2 e b2 são sempre maiores ou iguais a 0 assim, o ∆ sendo maior
ou igual a 0 o que implica que as raízes também são todas reais.

c) As condições necessárias e suficientes são de que o ∆ seja igual a zero, então

∆ = (a− d)2 + 4b2 = 0, que ao desenvolver temos b = 0 e d = a, então a resposta é a = d,
a ̸= 2 e b = 0

42. (1996) Encontre os valores inteiros de m para os quais a equação x3−mx2+mx−m2 = 1 tem
pelo menos uma raíz inteira. Para cada um desses valores de m, ache as 3 raízes das equações
(do terceiro grau) correspondentes.

Resolução: Sendo x1 uma das raízes, podemos escrever que:

x3
1 −mx2

1 +mx1 −m2 = 1
x2

1(x1 −m)+m(x1 −m) = 1
(x1 −m)(x2

1 +m) = 1.

Aqui temos que para um produto seja igual a um, os seus fatores tem que ser igual a um,
ou seja:

x1 −m = 1 (i)

x2
1 +m = 1 (ii)

Por (i) podemos escrever que x1 = 1+m e substituindo em (ii) podemos escrever que:

(1+m)2 +m = 1
1+2m+m2 +m = 1
m2 +3m+1−1 = 0
m2 +3m = 0
m(m+3) = 0

m = 0 ou m+3 = 0
m = 0 ou m =−3
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Nesse ponto, vamos voltar em (i) para determinar o x1 para cada valor de m.

Para m = 0 ⇒ x1 −0 = 1 ⇒ x1 = 1.

Em posse disso, vamos utilizar o dispositivo prático de Briot-Ruffini para determinar as outras
raízes:

1 1 −m m −m2 −1
1 1−m 1 −m2

Logo as outras raízes provém da seguinte equação 1x2 +(1−m)x+ 1 = 0, e como m = 0 a
equação pode ser escrita como x2 + x+1 = 0, cujos coeficientes são a = b = c = 1.

∆ = b2 −4ac

∆ = 12 −4 ·1 ·1
∆ = 1−4
∆ =−3

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−1±

√
−3

2 ·1

x =
−1±

√
3i

2

x2 =
−1+

√
3i

2
e x3 =

−1−
√

3i
2

.

Logo as raízes para esse caso m = 0 são x1 = 1,x2 =
−1+

√
3i

2
e x3 =

−1−
√

3i
2

. Observe
que a condição de ter pelo menos uma raíz inteira, agora nos resta analisar o outro caso.

Para m =−3 ⇒ x1 − (−3) = 1 ⇒ x1 +3 = 1 ⇒ x = 1−3 ⇒ x =−2.

Vamos utilizar o dispositivo prático de Briot-Ruffini para determinar as outras raízes:

−2 1 −m m −m2 −1
1 −2−m 4+3m −9−6m−m2

Logo as outras raízes provém da seguinte equação 1x2 +(−2−m)x+(4+ 3m) = 0, e como
m =−3 a equação pode ser escrita como x2+[−2− (−3)]x+[4+3(−3)] = 0 ⇒ x2+x−5 = 0,
cujos coeficientes são a = b = 1 e c =−5.

∆ = b2 −4ac
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∆ = 12 −4 ·1 · (−5)
∆ = 1+20
∆ = 21

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−1±

√
21

2 ·1

x =
−1±

√
21

2

x2 =
−1+

√
21

2
e x3 =

−1−
√

21
2

.

Logo as raízes para esse caso m = −3 são x1 = −2,x2 =
−1+

√
21

2
e x3 =

−1−
√

21
2

. Ob-
serve que a condição de ter pelo menos uma raíz inteira, logo o exercício está resolvido.

43. (1997) Seja p(x) = x3 −12x+16
a) Verifique que x = 2 é raíz de p(x).
b) Use a fatoração para mostar que se x > 0 e x ̸= 2, então p(x)> 0.
c) Mostre que, entre todos os prismas retos de bases quadradas que tem volume igual a 8m3, o
cubo é o que tem menor área total.

Resolução: a) Esse item temos que verificar se p(2) = 0, ou seja, substituindo no polinômio
dado pelo exercício, temos

p(2) = 23 −12 ·2+16
p(2) = 8−24+16
p(2) = 0

Ou seja, 2 é uma raíz do polinômio.

b) Como sabemos uma raíz x1 = 2, vamos aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini para deter-
minar as outras raízes:

2 1 0 −12 16
1 2 −8 0

Para determinar as outras raízes, podemos escrever que x2 +2x−8 = 0, que resolvendo temos

∆ = b2 −4ac

∆ = (2)2 −4 ·1 · (−8)
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∆ = 4+32
∆ = 36

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(+2)±

√
36

2 ·1

x =
−2±6

2

x2 =
−2+6

2
=

4
2
= 2 e x3 =

−2−6
2

=
−8
2

=−4.

Agora sabendo as três raízes do polinômio, podemos escrever na forma fatorada que é p(x) =

1(x− x1)(x− x2)(x− x3) e substituindo as raízes

p(x) = (x−2)(x−2)(x− (−4))
p(x) = (x−2)2(x+4)

Observe que para qualquer x > 0, o termo (x−2)2 sempre será positivo, o mesmo vale para o
outro termo (x+4) em que qualquer x > 0 também será positivo. Dessa maneira, multiplicando
dois fatores positivos, o produto sempre será positivo, então p(x)> 0.

c) O enunciado original foi mantido, porém esse item não será respondido, visto que seu
tema foge sobre os assuntos abordados nessa dissertação.

44. (1998) a) Qual é o valor de λ na equação: z3 − 5z2 + 8z − λ = 0 de modo que z = 3
seja uma raiz dessa equação?
b) Para esse valor de λ , ache as três raízes z1,z2,z3 dessa equação.
c) Ache o volume do sólido obtido quando a região triangular cujos vértices são os pontos
z1,z2,z3 gira em torno da reta de equação x = 1.

Resolução: a) Substituindo z = 3 na equação dada, temos
33 −5 ·32 +8 ·3−λ = 0
27−45+24−λ = 0
λ = 6

b) Para λ = 6 já sabemos que z1 = 3, agora utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini con-
seguimos reduzir o grau da equação.
Agora, nos resta resolver a equação de segundo grau z2 +2z−8 = 0, para determinar as raízes
que faltam.
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3 1 −5 8 6
1 −2 2 0

∆ = b2 −4ac

∆ = (−2)2 −4 ·1 ·2
∆ = 4−8
∆ =−4

z =
−b±

√
∆

2a

z =
−(−2)±

√
−4

2 ·1

z =
2±2i

2

z2 =
2+2i

2
=

2(1+ i)
2

= 1+ i e z3 =
2−2i

2
=

2(1− i)
2

= 1− i.

Então as raízes são z1 = 3,z2 = 1+ i e z3 = 1− i.

c) O enunciado original foi mantido, porém esse item não será respondido, visto que seu
tema foge dos os assuntos abordados nessa dissertação.

45. (1999) a) Resolva a equação x4 −5x−6 = 0.
b) Mostre que, se a e b são números reais e se não são ambos nulos, então as raízes da equação
x4 +ax+b = 0 não podem ser todas reais.

Resolução: a) Observe que −1 e 2 são raízes
(−1)4 −5(−1)−6 = 0
1+5−6 = 0
0 = 0

(2)4 −5(2)−6 = 0
16−10−6 = 0
0 = 0

Através do dispositivo de Briot-Ruffini e conhecendo duas raízes, temos

−1 1 0 0 −5 −6
2 1 −1 1 −6 0

1 1 3 0
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Dessa forma temos que x2 + x+3 = 0, perceba que agora é fácil de determinar as raízes dessa
equação, sendo os coeficientes a = 1,b = 1 e c = 3, assim

∆ = b2 −4ac

∆ = (1)2 −4 ·1 · (3)
∆ = 1−12
∆ =−11

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−1±

√
−11

2 ·1

x =
−1±

√
11i

2

x1 =
−1+

√
11i

2
e x2 =

−1−
√

11i
2

Dessa forma, as raízes são x1 =
−1+

√
11i

2
,x2 =

−1−
√

11i
2

,x3 =−1 e x4 = 2

b) Através das relações de Girard, podemos afirmar que o produto das raízes é igual a −b

e a soma das raízes é igual a 0, o que podemos afirmar em uma contradição, pois pelo menos
duas raízes devem ser complexas. Uma vez que no conjunto de raízes reais, o produto e a soma
das raízes não seriam zero.

46. (2000) Considere a equação 2
(

x2 +
1
x2

)
+7
(

x+
1
x

)
+4 = 0.

a) Mostre que x = i é raíz dessa equação.
b) Encontre as outras raízes da mesma equação.

Resolução: a) Substituindo i na equação dada, temos que:

2
(

i2 +
1
i2

)
+7
(

i+
1
i

)
+4 = 0

2
(
−1+

1
−1

)
+7
(

i2 +1
i

)
+4 = 0

2(−1−1)+7
(
−1+1

i

)
+4 = 0

2 · (−2)+7 ·0+4 = 0
−4+4 = 0
0 = 0, dessa forma, temos que x1 = i.
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b) Como x1 = i, o seu conjugado também é uma raíz da equação, dessa forma x2 = −i e
utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini com essa raízes, obtemos

i 2 7 4 7 2
−i 2 7+2i 7i+2 2i 0

2 7 2 0

Logo podemos garantir que 2x2 +7x+2 = 0, que resolvendo temos

∆ = b2 −4ac

∆ = (7)2 −4 ·2 ·2
∆ = 49−16
∆ = 33

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−7±

√
33

2 ·2

x =
−7±

√
33

4

x3 =
−7+

√
33

4
e x4 =

−7−
√

33
4

.

Dessa forma, as raízes são x1 = i,x2 =−i,x3 =
−7+

√
33

4
e x4 =

−7−
√

33
4

47. (2001) Considere o polinômio p(x) = x3 −2x2 +5x+26.
a) Verifique se o número complexo 2+3i é raíz desse polinômio.
b) Prove que p(x)> 0 para todo número real x >−2.

Resolução: a) Vamos determinar o valor de p(2+3i)

p(2+3i) = (2+3i)3 −2(2+3i)2 +5(2+3i)+26
p(2+3i) = 23 +3 ·22 ·3i+3 ·2 · (3i)2 +(3i)3 −2[22 +2 ·2 ·3i+(3i)2]+36+15i

p(2+3i) = 8+36i+54i2 +27i3 −2(4+12i+9i2)+36+15i

p(2+3i) = 8+36i−54−27i−2(4+12i−9)+36+15i

p(2+3i) =−46+9i−2(12i−5)+36+15i

p(2+3i) =−10+24i−24i+10
p(2+3i) = 0, então 2+3i é raíz do polinômio.

b) Como x1 = 2+ 3i, temos que seu conjugado também é raíz desse mesmo polinômio, en-
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tão x2 = 2−3i, além disso, com o dispositivo de Briot-Ruffini podemos determinar a raíz que
falta, e escrever o polinômio na forma fatorada

2+3i 1 −2 5 26
2−3i 2 3i 6i−4 0

1 2 0

Assim, x+2= 0⇒ x=−2, então conhecemos as três raízes do polinômio x1 = 2+3i,x2 = 2−3i

e x3 =−2, vamos escrever esse polinômio na forma fatorada p(x) = 1(x− x1)(x− x2)(x− x3).

p(x) = [x− (2+3i)][x− (2−3i)][x− (−2)]
p(x) = (x−2−3i)(x−2+3i)(x+2)
p(x) = (x2 −4x+13)(x+2).

Vamos analisar primeiramente a equação do segundo grau, cujos coeficientes são a = 1,b =−4
e c = 13

∆ = b2 −4ac

∆ = (−4)2 −4 ·1 ·13
∆ = 16−52
∆ =−36.

Observe aqui como o coeficiente a > 0 e ∆ < 0, temos uma parábola com concavidade para cima
e que não intercpta o eixo x em nenhum ponto nos R, então ela sempre será positiva para todos x

em R.

Analisando a equação do primeiro grau, temos que para todo x > −2 o valor sempre será
positivo. Iremos ilustrar as duas situações no gráfico abaixo afim de facilitar a interpretação da
resolução.
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Assim podemos concluir que para todo x >−2 ⇒ p(x)> 0.

48. (2003) Seja a um número real e seja: p(x) = det

3− x −1
√

2
0 a− x −1
0 4 1− x


a) Para a = 1, encontre todas as raízes da equação p(x) = 0.
b) Encontre todos os valores de a para os quais a equação p(x) = 0 tem uma única raíz real.

Resolução: a) Primeiramente, vamos determinar o polinômio através da regra de Sarrus

p(x) = (3−x)(a−x)(1−x)+(−1)(−1) ·0+
√

2 ·0 ·4+1 ·0 ·(1−x)+1 ·4 ·(3−x)−0(1−x)
√

2
p(x) = (3− x)(a− x)(1− x)+4(3− x)

p(x) = (3− x)[(a− x)(1− x)+4].

Agora tomando a = 1, temos que p(x) = (3− x)[(1− x)(1− x)+4]
p(x) = (3− x)[(1− x)2 +4]
p(x) = (3− x)[12 −2.1.x+ x2 +4]
p(x) = (3− x)(x2 −2x+5).

Para que o produto seja zero, basta que um dos fatores seja igual a zero, analisando cada
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fator separadamente temos que

3− x = 0
x = 3, ou seja x1 = 3

x2 −2x+5 = 0 que tem os seguintes coeficientes a = 1,b =−2 e c = 5

∆ = b2 −4ac

∆ = (−2)2 −4 ·1 ·5
∆ = 4−20
∆ =−16

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−2)±

√
−16

2 ·1

x =
2±4i

2

x2 =
2+4i

2
=

2(1+2i)
2

= 1+2i e x3 =
2−4i

2
=

2(1−2i)
2

= 1−2i

Então as raízes são x1 = 3,x2 = 1+2i e x3 = 1−2i.

b) Como sabemos p(x) = (3− x)[(a− x)(1− x)+4] para que p(x) tenha uma única raíz real, as
outras duas terão de ser complexas, a raíz real nós temos x1 = 3, as raízes complexas vem do
fator [(a− x)(1− x)+4] = 0, que vamos manipular abaixo

a−ax− x+ x2 +4 = 0
x2 −ax− x+a+4 = 0
x2+(−a−1)x+(a+4) = 0, que tem como coeficientes a = 1,b = (−a−1) e c = (a+4). Para
que as raízes dessa equação sejam números complexos temos que garantir que ∆ < 0, dessa
forma temos que:

∆ = b2 −4ac

b2 −4ac < 0
(−a−1)2 −4 ·1 · (a+4)< 0
a2 +a+a+1−4a−16 < 0
a2 −2a+1−16 < 0
(a−1)2 −16 < 0
(a−1)2 < 16



106 Capítulo 4. Exercícios de Vestibulares

−
√

16 < (a−1)<+
√

16

Aqui temos duas opções a estudar −
√

16 < (a−1) e (a−1)<
√

16.

−
√

16 < (a−1)⇒−4 < a−1 ⇒−a <−1+4 ⇒−a < 3 ⇒ a >−3.

(a−1)<
√

16 ⇒ a−1 < 4 ⇒ a < 4+1 ⇒ a < 5.

Assim, os valores desejados estão no intervalo −3 < a < 5.

49. (2004) Dada a equação polinomial com coeficientes reais x3 −5x2 +9x−a = 0:
a) Encontre o valor numérico de a de modo que o número complexo 2+ i seja uma das raízes da
referida equação.
b) Para o valor de a encontrado no item anterior, determine as outras duas raízes da mesma
equação.

Resolução: a) Como x1 = 2+ i é raíz vamos substituir na equação dada.

(2+ i)3 −5(2+ i)2 +9(2+ i)−a = 0
23 +3 ·22 · i+3 ·2 · i2 + i3 −5[22 +2 ·2 · i+ i2]+18+9i = a

8+12i−6− i−5(4+4i−1)+18+9i = a

20+20i−15−20i = a

a = 5.

b) Como um número complexo é raíz da equação, seu conjugado também é raíz da mesma
equação, então x2 = 2− i. Para determinar a raíz que falta, vamos utilizar o dispositivo Briot-
Ruffini e as raízes já conhecidas

2+ i 1 −5 9 −5
2− i 1 i−3 2− i 0

1 −1 0

Dessa forma x−1 = 0 ⇒ x = 1.

Então as raízes são x1 = 2+ i,x2 = 2− i e x3 = 1.

50. (2005) Para resolver equações do tipo x4 + ax3 + bx2 + ax + 1 = 0, podemos proceder
do seguinte modo: como x = 0 não é uma raiz, divide-se a equação por x2 e, após fazer a

mudança de variáveis u = x+
1
x

, resolve-se a equação obtida [na variável u]. Observe que, se
x ∈ R e x > 0, então u ≥ 2.
a) Ache as 4 raízes da equação x4 −3x3 +4x2 −3x+1 = 0.
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b) Encontre os valores de b ∈ R para os quais a equação x4 −3x3 +bx2 −3x+1 = 0 tem pelo
menos uma raiz real positiva.

Resolução: a) Para resolver esse item, vamos utilizar a dica mostrada no enunciado em que
vamos dividir a equação inteira por x2, dessa forma temos que:

x4

x2 −
3x3

x2 +
4x2

x2 − 3x
x2 +

1
x2 =

0
x2

x2 −3x+4− 3
x
+

1
x2 = 0

x2 +2+
1
x2 −3x− 3

x
+2 = 0(

x+
1
x

)2

− 3
(

x+
1
x

)
+ 2 = 0 perceba que agora é o momento certo para fazer a substi-

tuição

u2 −3u+2 = 0, e resolvendo com os coeficientes da equação a = 1, b =−3 e c = 2

∆ = b2 −4ac

∆ = (−3)2 −4 ·1 ·2
∆ = 9−8
∆ = 1

u =
−b±

√
∆

2a

u =
−(−3)±

√
1

2 ·1

u =
3±1

2

u1 =
3+1

2
=

4
2
= 2 e u2 =

3−1
2

=
2
2
= 1.

Desfazendo a substituição, para determinar o valor de x, temos

u1 ⇒ x+
1
x
= 2

2x = x2 +1
x2 −2x+1 = 0
(x−1)2 = 0
x−1 =

√
0

x−1 = 0
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x = 1 com multiplicidade dois pois veio de um termo x2.

u2 ⇒ x+
1
x
= 1

x = x2 +1
x2 − x+1 = 0, e resolvendo com os coeficientes da equação a = 1, b =−1 e c = 1

∆ = b2 −4ac

∆ = (−1)2 −4 ·1 ·1
∆ = 1−4
∆ =−3

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−1)±

√
−3

2 ·1

x =
1±

√
3i

2

x3 =
1+

√
3i

2
e x4 =

1−
√

3i
2

.

Portanto as raízes são x1 = x2 = 1, x3 =
1+

√
3i

2
e x4 =

1−
√

3i
2

b) Novamente para resolver esse item, vamos utilizar a dica mostrada no enunciado em que
vamos dividir a equação inteira por x2, dessa forma temos que:

x4

x2 −
3x3

x2 +
bx2

x2 − 3x
x2 +

1
x2 =

0
x2

x2 −3x+b− 3
x
+

1
x2 = 0

x2 +
1
x2 −3

(
x+

1
x

)
+b = 0

x2 +2+
1
x2 −3

(
x+

1
x

)
+b = 2(

x+
1
x

)2

−3
(

x+
1
x

)
+b−2 = 0 perceba que agora é o momento certo para fazer a substitui-

ção

u2 −3u+(b−2) = 0, e resolvendo com os coeficientes da equação a = 1, b =−3 e c = b−2
temos o seguinte
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∆ = b2 −4ac

∆ = (−3)2 −4 ·1 · (b−2)
∆ = 9−4b+8
∆ = 17−4b

u =
−b±

√
∆

2a

u =
−(−3)±

√
17−4b

2 ·1

u =
3±

√
17−4b
2

u1 =
3+

√
17−4b
2

e u2 =
3−

√
17−4b
2

Aqui a situação é a seguinte, por hipótese x ∈ R e x > 0, então u ≥ 2 então

u1 ≥ 2

3+
√

17−4b
2

≥ 2

3+
√

17−4b ≥ 2 ·2

3+
√

17−4b ≥ 4

√
17−4b ≥ 4−3

√
17−4b ≥ 1

(
√

17−4b)2 ≥ (1)2

Aqui temos duas opções a estudar 17−4b ≥ 1 e 17−4b ≥−1.

17−4b ≥ 1 ⇒−4b ≥ 1−17 ⇒−4b ≥−16 ⇒ 4b ≤ 16 ⇒ b ≤ 16
4

⇒ b ≤ 4.

17−4b ≥−1 ⇒−4b ≥−1−17 ⇒−4b ≥−18 ⇒ 4b ≤ 18 ⇒ b ≤ 18
4

⇒ b ≤ 4,25.

Assim, podemos afirmar que b ≤ 4.

51. (2006) As três raízes da equação x3˘3x2 + 12x˘q = 0, onde q é um parâmetro real, for-



110 Capítulo 4. Exercícios de Vestibulares

mam uma progressão aritmética.
a) Determine q.
b) Utilizando o valor de q determinado no item (a), encontre as raízes (reais e complexas) da
equação.

Resolução: a) Como as raízes da equação formam um progressão aritmética, podemos es-
crever que x1 = x2 − r,x2 = x2 e x3 = x2 + r e através das relações de Girard, temos que

x1 + x2 + x3 =
−(−3)

1
(x2 − r)+(x2)+(x2 + r) = 3
3x2 = 3

x2 =
3
3

x2 = 1, ou seja, já temos uma das raízes da equação. Porém o exercício pede o valor de q e se
substituirmos x por um na equação, ela resulta em zero, então:

13˘3 ·12 +12 ·1˘q = 0
1−3+12−q = 0
10−q = 0
q = 10.

b) Novamente utilizando as relações de Girard, podemos escrever que:

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
12
1

(1− r)(1)+(1− r)(1+ r)+(1)(1+ r) = 12
1− r+1− r2 +1+ r = 12
3− r2 = 12
3−12 = r2

r2 =−9
r =

√
−9

r =±3i.

Observe a PA se r = 3i → (1− 3i,1,1+ 3i) e se r = −3i → (1+ 3i,1,1− 3i) a única coisa
que altera é o fato da PA ser crescente ou decrescente, porém os números são os mesmos em
ambas progressões, então, por uma questão mais de estética adotaremos r = 3i, então as raízes
da equação são x1 = 1−3i,x2 = 1 e x3 = 1+3i.

52. (2009) Seja f (x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0 um polinômio de grau n tal que an ̸= 0
e a j ∈ R para qualquer j entre 0 e n. Seja g(x) = nanxn−1 +(n−1)an−1xn−2 + · · ·+2a2x+a1

o polinômio de grau n−1 em que os coeficientes a1,a2, · · ·an são os mesmos empregados na
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definição de f (x).

a) Supondo que n = 2, mostre que g
(

x+
h
2

)
=

f (x+h)− f (x)
h

, para todo x,h ∈ R,h ̸= 0.

b) Supondo que n = 3 e que a3 = 1, determine a expressão do polinômio f (x), sabendo que
f (1) = g(1) = f (−1) = 0.

Resolução: a) Tomando n = 2, podemos escrever g(x) = 2a2x + a1 e assim g
(

x+
h
2

)
=

2a2

(
x+

h
2

)
+a1 = 2a2x+a2h+a1.

Por outro lado, também podemos escrever que f (x)= a2x2+a1x+a0 e também f (x+h)= a2(x+

h)2+a1(x+h)+a0 = a2(x2+2xh+h2)+a1x+a1h+a0 = a2x2+2a2xh+a2h2+a1x+a1h+a0.

O exercício nos pede para provar que g
(

x+
h
2

)
=

f (x+h)− f (x)
h

, então, substituindo as

equações que determinamos acima, podemos escrever que:

g
(

x+
h
2

)
=

f (x+h)− f (x)
h

2a2x+a2h+a1 =
a2x2 +2a2xh+a2h2 +a1x+a1h+a0 − (a2x2 +a1x+a0)

h

2a2x+a2h+a1 =
a2x2 +2a2xh+a2h2 +a1x+a1h+a0 −a2x2 −a1x−a0

h

2a2x+a2h+a1 =
2a2xh+a2h2 +a1h

h

2a2x+a2h+a1 =
h(2a2x+a2h+a1)

h

2a2x+a2h+a1 = 2a2x+a2h+a1

Portanto está provado o que o enunciado nos pediu.

b) Nesse item, vamos resolver de maneira semelhante ao item anterior, vamos escrever f (x) e
g(x) com n = 3 e a3 = 1, logo

f (x) = a3x3 +a2x2 +a1x+a0 = x3 +a2x2 +a1x+a0

g(x) = 3a3x2 +2a2x+a1 = 3x2 +2a2x+a1

Além disso, sabemos que f (1) = f (−1) = g(1) = 0, então vamos substituir nas equações
acima:

f (1) = 0
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13 +a212 +a11+a0 = 0
1+a2 +a1 +a0 = 0
a2 +a1 +a0 =−1 (i)

f (−1) = 0
(−1)3 +a2(−1)2 +a1(−1)+a0 = 0
−1+a2 −a1 +a0 = 0
a2 −a1 +a0 = 1 (ii)

g(1) = 0
3x2 +2a2x+a1 = 0
3 ·12 +2a2 ·1+a1 = 0
3+2a2 +a1 = 0 (iii)

Multiplicando por (−1) a equação (ii) e somando com (i) temos:

−a2 +a1 −a0 +a2 +a1 +a0 =−1+(−1)
2a1 =−2

a1 =
−2
2

a1 =−1.

Voltando em (iii), conseguimos determinar a2

3+2a2 +a1 = 0
3+2a2 +(−1) = 0
3+2a2 −1 = 0
2a2 +2 = 0
2a2 =−2

a2 =
−2
2

a2 =−1.

Para determinar o a0, voltemos em (i).

a2 +a1 +a0 =−1
−1+(−1)+a0 =−1
−2+a0 =−1
a0 =−1+2
a0 = 1.
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Como f (x) = x3 +a2x2 +a1x+a0 = x3 − x2 − x+1.

53. (2013) Sejam r,s e t as raízes do polinômio p(x) = x3 + ax2 + bx+
(

b
a

)3

, em que a e

b são constantes reais não nulas. Se s2 = rt, então a soma de r+ t é igual a

a)
b
a
+a.

b) −b
a
−a.

c) a− b
a

.

d)
b
a
−a.

Resolução: Nesse exercício vamos recorrer as relações de Girard, sendo x1 = r,x2 = s e x3 = t,
temos

x1x2x3 =−

(
b
a

)3

1

x1x2x3 =−
(

b
a

)3

rst = −
(

b
a

)3

, mas aqui o exercício nos mostra a seguinte dica s2 = rt, que vamos substi-

tuir abaixo

s · s2 =−
(

b
a

)3

s3 =−
(

b
a

)3

s = 3

√
−
(

b
a

)3

s =−b
a

.

Com isso, recorrendo novamente as relações, sabemos que

x1 + x2 + x3 =−a
1

x1 + x2 + x3 =−a

r+ s+ t =−a
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r+ t =−a− s

r+ t =−a−
(
−b

a

)
r+ t =−a+

b
a

r+ t =
b
a
−a

Portanto a alternativa correta é d).

54. (2013) Considere o polinômio p(x) = x2 − 11x+ k+ 2, em que x é variável real e k um
parâmetro fixo, também real.
a) Para qual valor do parâmetro k o resto do quociente de p(x) por x−1 é igual a 3?
b) Supondo, agora, k = 4, e sabendo que a e b são raízes de p(x), calcule o valor de sin

(
π

a
+

π

b

)
.

Resolução: a) Para resolver esse item, vamos recorrer a divisão pelo método das chaves

x2 − 11x + k + 2 x − 1
− x2 + x x − 10

− 10x + k + 2
+ 10x − 10

+ k − 8

Como o enunciado quer que o resto seja igual a 3, temos

k−8 = 3
k = 3+8
k = 11.

b) Nesse item não vamos resolver por completo, uma vez que a pergunta não contempla o
tema da dissertação, vamos apenas resolver até o ponto de determinar a e b que são as raízes de
p(x).

Então, com k = 4 podemos escrever p(x) = x2 − 11x + 4 + 2 → p(x) = x2 − 11x + 6. Para
determinar as raízes, temos de garantir que p(x) = 0, assim os coeficientes são a = 1, b =−11 e
c = 6
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∆ = b2 −4ac

∆ = (−11)2 −4 ·1 ·6
∆ = 121−24
∆ = 97

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−11)±

√
97

2 ·1

x =
11±

√
97

2

x1 = a =
11+

√
97

2
e x2 = b =

11−
√

97
2

.

Então, nesse item, vamos parar por aqui na resolução.

55. (2014) O polinômio p(x) = x3 −2x2 −9x+18 tem três raízes: r,−r e s.
a) Determine os valores de r e s.
b) Calcule p(z) para z = 1+ i, onde i é a unidade imaginária.

Resolução: a) Para resolver o item, observe que ocorre ao determinarmos o valor de p(2)

p(2) = 23 − 2 · 22 − 9 · 2+ 18 = 8− 8− 18+ 18 = 0, como p(2) = 0 podemos garantir que
2 é raíz do polinômio. Como já sabemos uma das raízes desse polinômio, vamos recorrer ao
dispositivo de Briot-Ruffini para determinar as outras raízes

2 1 −2 −9 18
1 0 −9 0

Então temos que x2 −9 = 0, ou seja

x2 = 9√
x2 = |9|

x =±3.

No enunciado ele menciona que as três raízes são r,−r e s, então r =±3 e s = 2.

b) Nesse item, vamos substituir (1+ i) no lugar de (x) no polinômio, então

p(1+ i) = (1+ i)3 −2(1+ i)2 −9(1+ i)+18
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p(1+ i) = 13 +3 ·12 · i+3 ·1 · i2 + i3 −2(11 +2 ·1 · i+ i2)−9−9i+18
p(1+ i) = 1+3i−3− i−2(1+2i−1)−9−9i+18
p(1+ i) = 1+3i−3− i−4i−9−9i+18
p(1+ i) = 7−11i.

Logo p(1+ i) = 7−11i.

56. (2015) Considere o polinômio p(x) = x3 − x2 +ax−a, onde a é um número real. Se x = 1 é
a unica raíz real de p(x), então podemos afirmar que
a) a < 0.
b) a < 1.
c) a > 0.
d) a > 1.

Resolução: Como 1 é a única raíz real, pelo dispositivo de Briot-Ruffini podemos escrever
que

1 1 −1 a −a
1 0 a 0

Dessa forma podemos escrever que x2 +a = 0, como 1 é a única raíz real, temos que as outras
raízes são imaginárias, então basta garantir que ∆ < 0, sendo os coeficientes a = 1, b = 0 e c = a

∆ = b2 −4ac

∆ = 02 −4.1.a
∆ =−4a.

Logo, −4a < 0 multiplicando por (−1)
4a > 0
a >

0
4

a > 0.

Portanto a alternativa correta é c).

57. (2015) Seja (a,b,c,d) uma progressão geométrica (PG) de números reais, com razão q ̸= 0
e a ̸= 0.

a) Mostre que x =
−1
q

é uma raíz do polinômio cúbico p(x) = a+bx+ cx2 +dx3.

b) Sejam e e f números reais quaisquer e considere o sistema linear nas variáveis x e y,

(
a c
d b

)



4.2. UNICAMP 117

(
x
y

)
=

(
e
f

)

Determine para que valores da razão q esse sistema tem solução única.

Resolução: a) Como (a,b,c,d) formam uma PG então (a,b,c,d) ⇔ (a,aq,aq2,aq3) e subs-
tituindo no polinômio dado temos

p(x) = a+bx+ cx2 +dx3 = a+aqx+aq2x2 +aq3x3.

Para que x =
−1
q

seja raiz de p(x), temos que verificar se p
(
−1
q

)
= 0

p
(
−1
q

)
, observe:

p
(
−1
q

)
= a+aq

(
−1
q

)
+aq2

(
−1
q

)2

+aq3
(
−1
q

)3

p
(
−1
q

)
= a−a+

aq2

q2 − aq3

q3

p
(
−1
q

)
= a−a+a−a

p
(
−1
q

)
= 0

Logo
−1
q

é raíz do polinômio.

b) O enunciado original foi mantido, porém esse item não será respondido, visto que seu
tema foge sobre os assuntos abordados nessa dissertação.

58. (2016) Considere o polinômio cúbico p(x) = x3 + x2 − ax− 3, onde a é um número real.
Sabendo que r e −r são raízes reais de p(x), podemos afirmar que p(1) é igual a
a) 3.
b) 1.
c) −2.
d) −4.

Resolução: Como r e −r são raízes de p(x), podemos escrever através do dispositivo de Briot-
Ruffini
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r 1 1 −a −3
−r 1 1+ r r+ r2 −a r2 + r3 −ar−3

1 1 r2 −a

Aqui, podemos garantir que x+1 = 0 ou seja x =−1, então a terceira raíz desse polinômio é
−1, e substituindo no polinômio original, conseguimos determinar a constante a

p(−1) = 0
(−1)3 +(−1)2 −a · (−1)−3 = 0
−1+1+a−3 = 0
a = 3.

Então podemos reescrever o polinômio original como p(x) = x3+x2−3x−3, então só nos resta
determinar o valor de p(1)

p(1) = 13 +12 −3 ·1−3
p(1) = 1+1−3−3
p(1) =−4.

Portanto a alternativa correta é d).

59. (2016) Considere o polinômio cúbico p(x) = x3 −3x+a, onde a é um número real.
a) No caso em que p(1) = 0, determine os valores de x para os quais a matriz A abaixo não é
invertível.

A =

x 1 0
0 x 1
a 3 x


b) Seja b um número real não nulo e i a unidade imaginária, isto é i2 = −1. Se o número
complexo z = 2+bi é uma raíz de p(x), determine o valor de |z|.

Resolução: a) Antes de resolver o exercício de fato, vamos descobrir a constante a de p(x)

utilizando a informação p(1) = 0.

p(1) = 13 −3 ·1+a

1−3+a = 0
a = 2.

Para que uma matriz não seja invertível, temos que garantir que o determinante dela seja
igual a zero, logo utilizando a Regra de Sarrus
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x · x · x+1 ·1 ·a+0 ·0 ·3−1 ·0 · x− x ·1 ·3−0 · x ·a = 0
x3 +a−3x = 0.

Observe que x3 + a − 3x é o próprio p(x) do enunicado, então o exercício nesse ponto se
resume a resolver x3 −3x+2 = 0, visto que já determinamos o valor da constante a.

Já sabemos que uma das raízes é x = 1, pois o enunciado mostra que p(1) = 0, como que-
remos a outra raíz iremos recorrer ao dispositivo de Briot-Ruffini

1 1 0 −3 2
1 1 −2 0

Então x2 + x − 2 = 0, e calculando as raízes com os seguintes coeficientes a = 1, b = 1 e
c =−2

∆ = b2 −4ac

∆ = (1)2 −4 ·1 · (−2)
∆ = 1+8
∆ = 9

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(+1)±

√
9

2 ·1

x =
−1±3

2

x2 =
−1+3

2
= 1 e x3 =

−1−3
2

=−2.

Então os valores de x para que a matriz não seja invertível são x = 1 e x =−2.

b) Através da parte teórica, sabemos que se um número complexo é raíz de um polinômio,
o seu conjugado também é raíz do mesmo polinômio, logo as raízes do polinômio são x1 =

2+bi,x2 = 2−bi e x3 = r.

Através das relações de Girard temos que:
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x1 + x2 + x3 =
−b
a

x1 + x2 + x3 =
0
1

x1 + x2 + x3 = 0
2+bi+2−bi+ r = 0
4+ r = 0
r =−4, nesse ponto já conseguimos determinar a última raíz x3 =−4.

Além disso, novamente por Girard:

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
c
a

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
−3
1

(2+bi)(2−bi)+(2+bi)(−4)+(2−bi)(−4) =−3
4−b2i2 −8−4bi−8+4bi =−3
4+b2 −16 =−3
b2 −12 =−3
b2 =−3+12
b2 = 9.

Como o exercício quer o valor de |z| e pelos conhecimentos de números complexos, pode-
mos escrever que

|z|=
√

a2 +b2

|z|=
√

22 +9

|z|=
√

4+9

|z|=
√

13.

60. (2017) Considere o polinômio p(x) = xn + xm + 1, em que n > m ≥ 1. Se o resto da di-
visão de p(x) por x+1 é igual a 3, então
a) n é par e m é par.
b) n é ímpar e m é ímpar.
c) n é par e m é ímpar.
d) n é ímpar e m é par.
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Resolução: Sabemos através do teorema de D’Alembert que p(−1) = 3, uma vez que −1
é raíz do polinômio. O que substituindo nos permite escrever que:

p(−1) = 3
(−1)n +(−1)m +1 = 3
(−1)n +(−1)m = 3−1
(−1)n +(−1)m = 2.

Logo se n e m forem ímpares, isso resulta em −1, e o único caso que nos interessa é n e
m pares, pelo fato de que (−1) elevado a qualquer expoente par é igual a +1 e assim, consegui-
mos obter a soma dessas parcelas igual a 2.

Portanto a alternativa correta é a).

61. (2017) Sabendo que a e b são números reais, considere o polinômio cúbico p(x) = x3+ax2+

bx+1.
a) Mostre que, se r é uma raíz de p(x), então

1
r

é uma raíz do polinômio q(x) = x3+bx2+ax+1.
b) Determine os valores de a e b para os quais a sequência (p(−1), p(0), p(1)) é uma progressão
aritmética (PA), cuja razão é igual a p(2).

Resolução: a) Antes de resolvermos esse item, observe que r ̸= 0, pois p(0) = 03 + a · 02 +

b ·0+1 = 1 ̸= 0. Se r é raíz então p(r) = 0 ⇒ r3 +ar2 +br+1 = 0.

Vamos então determinar o valor de q
(

1
r

)
pois se

(
1
r

)
for raíz, q

(
1
r

)
= 0

q
(

1
r

)
=

(
1
r

)3

+b
(

1
r

)2

+a
(

1
r

)
+1

q
(

1
r

)
=

1
r3 +

b
r2 +

a
r
+1

q
(

1
r

)
=

1+br+ar2 + r3

r3 , porém 1+br+ar2 + r3 = p(r) = 0

q
(

1
r

)
=

p(r)
r3

q
(

1
r

)
=

0
r3

q
(

1
r

)
= 0

Logo
1
r

é raíz de q(x).
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b) Vamos determinar os valores separadamente

p(−1) = (−1)3 +a(−1)2 +b(−1)+1 =−1+a−b+1 = a−b

p(0) = 03 +a ·02 +b ·0+1 = 1
p(1) = 13 +a ·12 +b ·1+1 = 1+a+b+1 = a+b+2
p(2) = 23 +a ·22 +b ·2+1 = 8+4a+2b+1 = 4a+2b+9.

Agora através do enunciado e dos conhecimentos prévios de progressões aritméticas, sabe-
mos que

p(−1)+ p(2) = p(0)
a−b+4a+2b+9 = 1
5a+b = 1−9
5a+b =−8 (i)

E também podemos escrever:

p(0)+ p(2) = p(1)
1+4a+2b+9 = a+b+2
3a+b+10 = 2
3a+b = 2−10
3a+b =−8 (ii).

Vamos isolar a incógnita b de (i), obtendo b =−8−5a e substituindo em (ii), obtemos

3a−8−5a =−8
3a−5a =−8+8
−2a = 0
a = 0

−2

a = 0, logo voltemos em (i) e podemos determinar o valor de b, que segue

3.0+b =−8
b =−8.

62. (2018) Sejam p(x) e q(x) polinômios com coeficientes reais. Dividindo-se p(x) por q(x),
obtêm-se quociente e resto iguais a x2 +1. Nessas condições, é correto afirmar que
a) O grau de p(x) é menor do que 5.
b) O grau de q(x) é menor do que 3.
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c) p(x) tem raízes complexas.
d) q(x) tem raízes reais.

Resolução: Através da parte teórica podemos escrever que p(x) = q(x) · (x2 +1)+(x2 +1)
p(x) = (x2 +1)(q(x)+1).

Assim as raízes de p(x) são obtidas quando p(x) = 0, logo

(x2 +1) = 0 ou q(x)+1 = 0, esse é momento que determinamos a resposta, pois

x2 +1 = 0
x2 =−1
x =

√
−1

x =±i.

Observe que independentemente das raízes de p(x) serem reais ou imaginárias, elas certa-
mente são complexas (pelo teorema fundamental da Álgebra) visto na parte teórica.

Portanto a alternativa correta é c).

63. (2019) Sabendo que a e b são números reais, considere o polinômio cúbico p(x) = x3+ax2+

x+b. Se a soma e o produto de duas das raízes são iguais a −1, então p(1) é igual a
a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.

Resolução: Sendo x1,x2 e x3 as raízes do polinômio, e através das relações de Girard, sabemos que

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
1
1

x1x2 +x1x3 +x2x3 = 1, no enunciado nos é informado que a soma e o produto de duas das raízes
são iguais a −1, temos duas observações importantes x1x2 = x1 + x2 =−1

−1+ x1x3 + x2x3 = 1
−1+ x3(x2 + x3) = 1
−1+ x3(−1) = 1
−x3 = 1+1
−x3 = 2
x3 =−2.
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Agora utilizando as outras relações de Girard, conseguimos determinar os coeficientes como
segue

x1 + x2 + x3 =
−a
1

−1+ x3 =−a

−1−2 =−a

−3 =−a

a = 3.

E também temos

x1x2x3 =
−b
1

(−1)x3 =−b

(−1)(−2) =−b

−b = 2
b =−2.

Agora, podemos escrever o polinômio p(x), que segue p(x) = x3+3x2+x−2 e como o exercício
quer o valor de p(1) fica fácil responder.

p(1) = 13 +3.12 +1−2
p(1) = 1+3+1−2
p(1) = 3

Portanto a alternativa correta é d).

64. (2020) Seja a função polinômial do terceiro grau f (x) = x3 − x2 − 2x+ 1, definida para
todo número real x. A figura abaixo exibe o gráfico de y = f (x), no plano cartesiano, em que os
pontos A, B e C têm a mesma ordenada. A distância entre os pontos A e C é igual a
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a) 2.
b) 2

√
2.

c) 3.
d) 3

√
2.

Resolução: Determinando o valor de f (0) conseguimos determinar as coordenadas do ponto B

como segue

f (0) = 03 −02 −2 ·0+1
f (0) = 0−0−0+1
f (0) = 1 ⇒ B(0,1).

As outras abcissas dos pontos A e C provem da função f (x) = 1

x3 − x2 −2x+1 = 1
x3 − x2 −2x = 1−1
x3 − x2 −2x = 0
x(x2 − x−2) = 0
x = 0 ou x2 − x−2 = 0.

Logo nos basta resolver a equação x2 − x−2 = 0 que tem coeficientes a = 1,b =−1 e c =−2

∆ = b2 −4ac

∆ = (−1)2 −4 ·1 · (−2)
∆ = 1+8
∆ = 9

x =
−b±

√
∆

2a

x =
−(−1)±

√
9

2 ·1
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x =
1±3

2

x =
1+3

2
= 2 ou x =

1−3
2

=−1

Logo A(−1,1) e C(2,1) e a distância é dada por 2− (−1) = 2+1 = 3.

Portanto a alternativa correta é c).

65. (2021) Sejam a, b e c termos consecutivos de uma progressão geométrica sem nenhum
termo nulo e p(x) o polinômio de grau 2 dado por p(x) = a+bx+ cx2. Se a é positivo, qual das
figuras abaixo pode representar corretamento o gráfico de p(x)?

Resolução: Como a, b e c termos consecutivos de uma progressão geométrica sem nenhum termo
nulo (ou sejaa.b.c ̸= 0 e a > 0) podemos escrever através das propriedades de PG que b2 = ac.

Ainda temos o polinômio p(x) = a+ bx+ cx2 = cx2 + bx+ a, em que determinando o ∆ nos
mostra que não tem raízes reais, observe

∆ = b2 −4ac

∆ = ac−4ac

∆ =−3ac.

O que indica que p(x) não intercepta o eixo x do plano, e como a > 0 resolvemos o exer-
cício.

Portanto a alternativa correta é a).

66. (2021) Sabendo que a é um número real, considere os polinômios p(x) = x3 − x2 + a e
q(x) = x2 + x+2. Se p(x) é divisível por q(x), então
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a) a = 3.
b) a = 2.
c) a =−1.
d) a =−4.

Resolução: Através do método das chaves, podemos escrever que:

+ x3 − x2 + 0x + a x2 + x + 2
− x3 − x2 − 2x x − 2

− 2x2 − 2x + a
+ 2x2 + 2x + 4

a+4

E pelo fato de p(x) ser divisível por q(x), temos que o resto é obrigatóriamente igual a zero, então:

a+4 = 0
a =−4

Portanto a alternativa correta é d).

67. (2021) Sejam p(x) e q(x) polinômios de grau 2 tais que p(0)< q(0). Sabendo que p(1)= q(1)
e p(−1) = q(−1), o gráfico de f (x) = p(x)−q(x) pode ser representado por

Resolução: Nesse exercício iremos utilizar dois polinômios genéricos, a saber, p(x) = ax2+bx+

c e q(x) = dx2 − ex+ f . Além disso vamos utilizar algumas informações que o enunciado nos
fornece nesses polinômios genéricos.

Como p(0)< q(0) logo
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a ·02 +b ·0+ c < d ·02 + e ·0+ f

c < f , que iremos chamar de (i).

Também p(1) = q(1)
a ·12 +b ·1+ c = d ·12 + e ·1+ f

a+b+ c = d + e+ f , que iremos chamar de (ii).

E por fim p(−1) = q(−1)
a · (−1)2 +b · (−1)+ c = d · (−1)2 + e · (−1)+ f

a−b+ c = d − e+ f , que iremos chamar de (iii).

Vamos obter duas outras relações importantes, a primeira será a adição entre as equações
(ii) e (iii)

2a+2c = 2d +2 f

2(a+ c) = 2(d + f )

a+ c = d + f

c− f = d − a, aqui vale a resalva que c− f < 0, por (i), então d − a < 0 ⇔ a− d > 0 que
chamaremos de (iv).

A outra relação provém de muliplicar por (−1) a equação (iii) e somar com a equação (ii),
obtendo:

a−a+b+b+ c− c = d −d + e+ e+ f − f

2b = 2e

b = e

b− e = 0.

Por agora, iremos determinar a função desejada pelo exercício.

f (x) = p(x)−q(x)

f (x) = ax2 +bx+ c− (dx2 − ex+ f )

f (x) = ax2 +bx+ c−dx2 + ex− f

f (x) = ax2 −dx2 +bc+ ex+ c− f

f (x) = (a−d)x2 +(b+ e)x+(c− f ).

Por fim, através das relações obtidas anteriormente, podemos afirmar que a−d > 0,b−n = 0 e
c− f < 0, ou seja, temos um gráfico na fórmula de parábola, cuja concavidade é voltada para



4.2. UNICAMP 129

cima, e o produto das raízes é um valor negativo (pois através das relações de Girard, estamos
dividindo um valor negativo por outro positivo).

Portanto a alternativa correta é a).

68. (2021) Seja f (x) = x3 − 2x+ 1 uma função polinomial real. A reta tangente ao gráfico
y = f (x) no ponto (a, f (a)) é definida pela equação y = mx+ f (a)−ma, onde m = 3a2 −2.
a) Encontre os pontos do gráfico de y = f (x), cuja reta tangente é paralela à reta definida por
x− y = 0.
b) Sabendo que a > 0 e que o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de y = f (x) no ponto
(a, f (a)) é 10, determine os pontos de interseção da reta tangente com o gráfico de y = f (x).

Resolução: Esse exercício não será resolvido, visto que ele só tangencia o tema dessa dis-
sertação (em um detalhe no item b)), este se refere ao tema de geometria analítica.

69. (2022) O polinômio p(x) = 2x3 + ax2 + bx + c é divisível por 2x2 − x + 4. O valor de
c+2b−a é
a) 9.
b) 15.
c) 21.
d) 25.

Resolução: Pelo fato de p(x) ser divisível por q(x), temos que o resto da divisão de p(x)

por q(x)≡ 0

+ 2x3 + ax2 + bx + c 2x2 − x + 4

− 2x3 + x2 − 4x x − a+1
2

+ (a+1)x2 + (b−4)x + c

− (a+1)x2 +
(a+1)x

2
− 2(a+1)

+ [(b−4)+
a+1

2
]x + c−2(a+1)

Aqui, podemos afirmar que resto r(x) = [(b− 4)+
a+1

2
]x+ c− 2(a+ 1) ≡ 0, assim vamos

determinar uma relação que ambos os termos do resto tem que ser iguais a zero, logo

b−4+ a
2 +

1
2 = 0

b− 8
2 +

a
2 +

1
2 = 0

b+ a
2 −

7
2 = 0
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2b+a
2 = 7

2

2b+a = 7 (i).

E também, temos que

c−2(a−1) = 0
c−2a+2 = 0
c = 2a−2 (ii)

O enunciado pede o valor de c+2b−a, logo

c+2b−a
(ii)
= 2a−2+2b−a = a+2b−2 = 2b+a−2

(i)
= 7+2 = 9

Portanto a alternativa correta é a).

70. (2022) Seja a um número real e considere o polinômio f (x) = x3 +(a+1)x2 +(a+2)x+2,
que tem x =−1 como uma de suas raízes.
a) Determine todos os valores de a tais que x =−1 é a única raíz real.
b) Determine todos os valores de a tais que as soluções de f (x) = 0 sejam números inteiros.

Resolução: a) Como −1 é uma das raízes, por Briot-Ruffini, podemos escrever que

−1 1 a+1 a+2 2
1 a 2 0

Para que −1 seja a única raíz real, temos que garantir que o ∆ da equação x2 +ax+2 seja menor
que 0. Os coeficientes são a = 1, b = a e c = 2
∆ = b2 −4ac

∆ = a2 −4 ·1 ·2
∆ = a2 −8

Logo, a2 −8 < 0
a2 < 8
−
√

8 < a <+
√

8

Então, −2
√

2 < a <
√

2

b) Para determinar as outras raízes, uma vez que já sabemos de x1 = −1 vamos recorrer as
relações de Girard
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x1 + x2 + x3 =
−(a+1)

1
−1+ x2 + x3 =−a−1
x2 + x3 =−a−1+1
x2 + x3 =−a

E também,
x1 · x2 · x3 =

−2
1

−1 · x2 · x3 = 2

x2 · x3 =
−2
−1

x2 · x3 = 2

Como todas as raízes de f (x) são inteiras, então −a = 1+2 ou a =−1−2, com isso a =−3 ou
a = 3.
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5
CONCLUSÃO

Por fim podemos concluir essa dissertação mostrando algumas métricas que foram
encontradas ao longo desse trabalho. Que nos permite mostrar a tabela abaixo

Tipo Quantidade
Exemplos 31
Teoremas 9
Definições 9

Propriedades 2
Exercícios de vestibular 70

Ao longo deste trabalho, exploramos diversas propriedades e aplicações dos polinômios,
desde as suas definições fundamentais até as suas aplicações (em exercícios). Além disso identi-
ficamos padrões interessantes nos comportamentos dos polinômios, como a relação entre o grau
e o número de raízes, assim como algumas propriedades. Além disso, exploramos resolução de
equações polinomiais, algo que é essencial para diversas áreas da matemática. É evidente que os
polinômios desempenham um papel fundamental em diversas disciplinas, desde a álgebra até a
física e a engenharia.

Finalmente, gostaria de expressar minha gratidão a todas as pessoas que me apoiaram ao
longo desta jornada. Este trabalho não teria sido possível sem o apoio e orientação de professores,
colegas de sala e familiares. Esperamos que este estudo contribua para o avanço contínuo do
conhecimento na área dos polinômios e inspire futuras pesquisas neste campo fascinante da
matemática.
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