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Resumo

Neste trabalho, buscamos investigar o contexto histérico da origem das secoes conicas e
realizar um estudos analitico das mesmas, destacando as suas propriedades e aplicagoes.
Exploramos também as superficies quadricas, distinguindo entre quadricas centrais e nao
centrais. Além disso, examinamos as propriedades reflexivas das conicas, estendendo
essas analises as quadricas, com demonstragoes correspondentes. Exploramos aplicagoes
em areas como astronomia, demonstrando, por exemplo, a natureza eliptica das érbitas
dos corpos celestes e comparando-as com a Orbita do cometa Halley para entender a
excentricidade dessas trajetérias. Utilizamos predominantemente o software GeoGebra
para criar as figuras, complementado por algumas representagoes especificas criadas com
o Corel DRAW. Concluimos que a integracao da tecnologia, especialmente o GeoGebra,
desempenhou um papel crucial em nosso estudo, facilitando a compreensao e a visualizagao
de conceitos abstratos. Essa abordagem tornou o aprendizado mais acessivel e eficaz,

evidenciando a importancia da tecnologia como aliada no processo educacional.

Palavras—chave: Contextualizacao - Historia da Matemaética - Conicas e

Quéadricas - Aplicacoes - GeoGebra.



Abstract

In this work, we seek to investigate the historical context of the origin of conic sections
and carry out analytical studies of them, highlighting their properties and applications.
We also explore quadric surfaces, distinguishing between central and non-central quadrics.
Furthermore, we examine the reflective properties of conics, extending these analyzes to
quadrics, with corresponding proofs. We explore applications in areas such as astronomy,
demonstrating, for example, the elliptical nature of the orbits of celestial bodies and
comparing them with the orbit of Halley’s comet to understand the eccentricity of these
trajectories. We predominantly used GeoGebra software to create the figures, comple-
mented by some specific representations created with CorelDRAW. We conclude that the
integration of technology, especially GeoGebra, played a crucial role in our study, faci-
litating the understanding and visualization of abstract concepts. This approach made
learning more accessible and effective, highlighting the importance of technology as an

ally in the educational process.

Keywords: Contextualization - History of Mathematics - Conics and Qua-

drics - Applications - GeoGebra.
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Introducao

E comum que estudantes iniciantes em matematica, ou mesmo aqueles que estao ex-
plorando um novo tema pela primeira vez, questionem a origem e a aplicagao dos co-
nhecimentos que estao prestes a adquirir. Esse tipo de indagacao reflete a curiosidade
inerente a natureza humana, que busca compreender como e onde o conhecimento pode
ser empregado de maneira pratica e relevante.

Partindo dessa premissa, o objetivo especifico deste trabalho é realizar um estudo
tedrico sobre as conicas e quadricas. Iremos destacar a origem desses conhecimentos
e suas aplicagoes contemporaneas. Além disso, temos como objetivo geral motivar os
estudantes do tema e professores, que buscam compreender as belissimas propriedades
presentes nas conicas, tao amplamente utilizadas hoje em dia, mantendo, ¢é claro, o rigor
e o formalismo matematico.

Comecaremos estudando a origem das secgoes conicas e posteriormente sera feito um
estudo individualizado de cada uma delas, isto é, da elipse, hipérbole e parabola. Na
sequéncia, estudaremos sobre as quadricas e suas formas canonicas e por fim, as pro-
priedades presentes nas conicas que por sua vez sao estendidas para as quadricas, que
resultam em diversas aplicagoes. Vale ressaltar que todas as construgoes geométricas
presentes neste trabalho, foram feitas utilizando o software Geogebra.

As curvas denominadas de conicas, comecgaram a ser estudadas devido as incansaveis
buscas dos matematicos gregos pela solucao dos trés problemas classicos que sao: A qua-
dratura do circulo, A duplicagao do cubo e a trisseccao do angulo. Todos estes problemas,
deveriam ser solucionados apenas com régua e compasso ¢ em particular o problema de
duplicar um cubo foi que resultou no estudo das curvas que posteriormente receberam os
nomes de Elipse, Hipérbole e Pardbola atribuidos por Apolonio de Perga (mais a diante
veremos a razao para estes nomes).

A origem do problema da duplicacao do cubo estd envolta em certo misticismo. Se-
gundo [3], conta-se que durante um surto de peste que devastou cerca de um quarto da
populacao de Atenas, por volta de 428 a.C., uma delegacao de atenienses foi enviada ao

oraculo de Apolo em Delos em busca de orientagao sobre como combater a doenca. O
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oraculo, entao, supostamente respondeu que o altar de Apolo, com sua forma cubica, de-
veria ser duplicado. Os atenienses, seguindo as instruc¢oes do ordculo, decidiram duplicar
as dimensoes do altar na esperanca de resolver o problema. No entanto, essa medida nao
s6 falhou em aliviar a peste, como também nao trouxe o resultado esperado.

Ao duplicarem as dimensoes do altar, os atenienses obtiveram um altar cibico com
um volume oito vezes maior do que o original, ao invés do dobro. Essa discrepancia
revelou a complexidade do desafio matematico proposto pelo oraculo, que exigia mais do
que simplesmente dobrar as dimensoes do objeto. Vejamos a explicacao matematica da
tentativa de resolver o problema feita pelos atenienses. Considere os cubos A e B com

aresta medindo x e 2z, respectivamente, conforme a Figura 1.

=
A B

—x— — 2x —1

Figura 1: Tentativa da duplicagio do cubo.

Temos que o volume do cubo A é x®. Porém, ao calcular o volume do cubo B obtemos
823 que é oito vezes o volume do cubo A. Essa é a lenda por trés do problema da duplicacao
do cubo que também ficou conhecido como problema deliano.

Na busca pelas solugoes destes problemas classicos, principalmente o da quadratura
do circulo, os matematicos atenienses tornaram-se habilidosos em trabalhar com trans-
formagoes de areas e proporcoes. Para eles, em particular, nao havia dificuldades em
transformar um retangulo de lados a e b em um quadrado. Isso exige achar uma medida x
que corresponde a média proporcional entre a e b, ou seja, na linguagem moderna deve-se
encontrar = tal que

a x
=3 ou equivalente z? = ab. (1)
x

Os geometras da época construiam esse segmento x facilmente. Os passos a seguir
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mostram como construir tal segmento utilizando régua e compasso [11]:
(1) Construa um segmento AB = a e um segmento C'D = b.
(2) Trace uma reta r;

(3) Transporte o segmentos AB para a reta r e a partir do ponto B transporte o
segmento C'D para reta r formando o segmento BC' = b, ou seja, o segmento AC

tem medida a + b.
(4) Trace a mediatriz m do segmento AC' e marque o ponto M, médio de AC
(5) Trace o circulo C de centro M e raio AM;
(6) Trace a perpendicular s a reta r passando por B;
(7) Marque o ponto D, intersecgao do circulo ¢ com a perpendicular s.

(8) O segmento BD é o segmento de medida = no qual é solugao da equacao (1).

Figura 2: Construgao do segmento z.

Justificando
A partir da construcao feita, conforme ilustrado na Figura 2, podemos formar o

triangulo ADC' que é retangulo em D, veja Figura 3. Sabe-se pelas relagoes métricas
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no triangulo retangulo que a altura, em relacao a hipotenusa, quando elevada ao qua-
drado é igual ao produto das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa. Seja entao x a
medida do segmento BD, logo pela relagao métrica citada, temos que:

(BD)? = AB-BC —

¢ = ab.

Figura 3: Triangulo ADC, retangulo em D.

Com a possibilidade de quadrar um retangulo, era natural que tentassem generalizar
a questao inserindo duas médias proporcionais entre duas grandezas dadas a e b. Na
linguagem moderna, o problema agora era encontrar as duas médias proporcionais = e y

entre os segmentos de comprimento a e b, isto é,
e_r_Y (2)
Ty ’

Conta-se que Hipdcrates de Quio (aprox. 440, a.C.) foi quem percebeu que a solugao
deste problema levaria a solucao do problema da duplicagao do cubo tomando b = 2a.
Note que da equacao (2) podemos escrever:

v = ay;

— 2 =axy = d’b.
xy = ab.

Substituindo b = 2a, concluimos que:
3 = 2a3. (3)
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Portanto, o problema da duplicagao do cubo pode ser reduzido a encontrar duas médias
proporcionais entre os segmentos a e b. A medida x representa a aresta de um cubo cujo
volume é duas vezes maior que o volume de um outro cubo de aresta a.

Além disso, a partir da equagao (2) e utilizando uma linguagem atual, podemos en-

contrar trés equacoes, sendo b = 2a, isto é,

2 = ay; (4)
vP = 2ax; (5)
ry = 2d° (6)

A interseccao das curvas gerada por essas trés equagdes é solugdo da equagao (3).
Afim de exibir uma construcao para esse problema, para uma melhor compreensao, iremos
utilizar o software Geogebra. Para isso consideremos um cubo de aresta a = 1 e portanto,
digitando as equagoes (4), (5) e (6), no campo de entrada do software, obtemos as curvas
conforme ilustrado na Figura 4. A abscissa do ponto P, cujo valor é aproximadamente

1.26, representa a aresta de um cubo que tem o dobro do volume do cubo de aresta a = 1.

Figura 4: Duplicacao do cubo de aresta a = 1.

E importante destacar que esse método nao reflete a abordagem dos matematicos

gregos para resolver o problema. Naquela época, eles nao dispunham de analise de curvas
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expressadas de forma analitica nem do simbolismo algébrico usado atualmente. Em vez
disso, suas técnicas se baseavam em secoes de solidos ou métodos mecanicos, como o uso
de régua e compasso. Essa representacao nos oferece uma perspectiva moderna de como
as curvas poderiam ter sido empregadas para solucionar o problema da duplicacao do
cubo [11].

Apdés Hipéerates reduzir o problema da duplicagao do cubo a busca por duas médias
proporcionais entre os segmentos a e b, os matematicos gregos concentraram seus esforgos
em encontrar uma solucao geométrica usando régua e compasso para o desafio proposto
por ele, a fim de resolver o problema de Delos. Alguns criticos questionaram Hipdcrates,
argumentando que ele substituira um problema dificil por outro igualmente desafiador.
Durante a busca pela solugao, surgiram propostas interessantes, embora algumas delas
utilizassem ferramentas além da régua e do compasso.

Uma das solugoes inovadoras foi proposta pelo matemético Menaecmus (380-320 a.C),
que descobriu como gerar as curvas que posteriormente foram identificadas como a elipse,
a parabola e a hipérbole, solucionando assim o problema de Hipdcrates. Embora ele
tenha conseguido determinar a sua forma, a questao de como traca-las de forma mecanica
no plano, utilizando apenas régua e compasso, permaneceu sem resposta. Essas curvas
surgiam como resultado da se¢ao de um cone circular reto por um plano perpendicular a
um de seus elementos, como ilustrado na Figura 5. A natureza da curva resultante - elipse,
parabola ou hipérbole - dependia do angulo formado pelo vértice do cone, que poderia
ser agudo, reto ou obtuso (conhecido como cone acutangulo, retangulo ou obtusangulo,
respectivamente).

Ele percebeu que ao seccionar um cone retangulo com um plano perpendicular a sua
geratriz, a curva resultante poderia ser representada na forma moderna da geometria
analitica como:

y* =z, (7)

em que [ é uma constante dependente da distancia do plano ao vértice, posteriormente
denominada de latus rectum da curva. A forma como Menaecmus chegou a essa con-
clusao ainda nao é totalmente compreendida, mas sua deducgao se baseou em principios

da geometria elementar. Uma explicagao detalhada pode ser encontrada em [3].
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(a) Elipse - cone acutangulo 6 < 90°. (b) Parabola - cone retdngulo § = 90° .

(c) Hipérbole - cone obtusédngulo 6 > 90°.

Figura 5: Cénicas segundo Menaecmus.

Além disso, em uma linguagem matematica atualizada, ele também deduziu que, ao
seccionar um cone acutangulo e um cone obtusangulo com um plano perpendicular a sua
geratriz, as equagoes podem ser expressas cOmo:

2
x
v o= l:c—b2p. (8)

2 2372

Aqui, a e b sado constantes. As equagoes (7), (8) e (9) representam, respectivamente, uma

pardbola, uma elipse e uma hipérbole. Além disso, ao substituir [ = 2a na equagao (7),
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obtemos exatamente a equagao (5).

Menaecmus, durante sua pesquisa, teria descoberto uma curva que mais tarde seria
reconhecida como a Elipse. Esse achado surgiu como um subproduto de sua investigagao,
na qual a pardbola e a hipérbole desempenhavam papéis fundamentais na solucao do
problema de Delos. Posteriormente, matematicos gregos como Euclides e Arquimedes
exploraram essas curvas e suas propriedades. No entanto, foi a obra de Apolonio de Perga
(262 a 190 a.C) que se destacou como a mais notavel da Grécia Antiga sobre as conicas.

Apolonio, nascido em Perga, no Sul da Asia Menor, possivelmente recebeu sua educacao
em Alexandria. As datas exatas de sua vida sao desconhecidas, mas é relatado que ele
viveu durante os reinados de Ptolomeu Euergetes e Ptolomeu Filopater, sendo estimado
como vinte a quarenta anos mais jovem que Arquimedes. Sugere-se que tenha vivido de
262 a 190 a.C., embora poucos detalhes de sua vida sejam conhecidos [3].

Embora Apolonio tenha produzido muitos tratados, apenas dois chegaram até nds em
grande parte. Todas as versoes gregas de “Dividir segundo uma razao”foram perdidas
ha muito tempo, mas felizmente uma traducao arabe foi feita antes disso ocorrer. Outra
de suas obras preservadas, em parte, é sua famosa obra “As Conicas”, da qual apenas
metade dos oito volumes originais em grego sobreviveu. Felizmente, o matemético arabe
Thabit Ibn Qurra traduziu os trés volumes seguintes, e essa versao foi preservada. Em
1710, Edmund Halley forneceu uma traducao em latim dos sete volumes, possibilitando
traducoes para outras linguas modernas.

As sec¢oes conicas ja eram conhecidas hé cerca de um século e meio quando Apolonio
escreveu sua famosa obra sobre essas curvas. Seu tratado sobre as cOnicas nao apenas
consolidou o conhecimento existente, mas também superou todas as obras anteriores sobre
o assunto, inclusive as conicas de Euclides.

Antes de Apolonio, a elipse, a hipérbole e a pardabola eram obtidas como secoes de
trés tipos de cones diferentes: o cone acutangulo, o retangulo e o obtusangulo, com o
plano de seccao perpendicular a geratriz do cone. Apolonio foi pioneiro ao demonstrar
sistematicamente que todas as trés espécies de conicas podem ser geradas a partir de um
unico cone, independentemente de ser acutangulo, retangulo ou obtusangulo, bastando

variar a inclinacao do plano de seccao. Esse avanco foi fundamental para relacionar de
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forma mais integrada essas trés curvas.

Uma segunda generalizacao importante foi quando Apolonio mostrou que o cone nao
precisava ser reto, ou seja, com o eixo perpendicular a base circular, mas podia ser obliquo
ou escaleno. Outra mudanca significativa, que aproximou as conicas antigas do ponto de
vista moderno, foi a substituicao do cone de uma sé folha por um cone de duas folhas.
Como consequéncia dessa ultima mudanca, a hipérbole passou a ser vista como uma
Unica curva com dois ramos, ao invés de duas hipérboles distintas como anteriormente se
pensava. Consideremos entao, os angulos a e 6 como sendo os angulos entre o plano de
secgao e o cone duplo e o angulo do vértice do cone, respectivamente. A Figura 6 ilustra
as conicas segundo Apolonio.

Na histéria da matematica os conceitos sao mais importante que a terminologia, mas o
feito de Apolonio em atribuir os nomes “elipse”, “hipérbole”e “parabola’para designar as
secgoes conicas foi de grande importancia. Durante cerca de século e meio essas curvas nao
tinham uma designacao apropriada, apenas eram conhecidas pelo modo que tinham sido
descobertas - secgoes de cone acutangulo (oxytome), secgoes de cone retangulo (orthome)
e secgoes de cone obtusangulo (amblytome).

As palavras “elipse”, “hipérbole”e “parabola’nao foram simplesmente inventadas por
Apolonio, os pitagoricos ja faziam o uso destas terminologias na solucao de equacoes
quadréticas por aplicagao de areas. Dessa forma, quando os pitagoéricos posicionavam a
base de um retangulo sobre um segmento retilineo de modo que uma das extremidades da
base coincidisse com uma extremidade do segmento, eles identificavam isso como um caso
de elipse, parabola ou hipérbole, dependendo se a base fosse menor, igual ou maior que o
segmento. E notével que a razao por tras dessas denominagoes reside no préprio signifi-
cado dos termos: “elipse”indica falta, “parabola”denota igualdade e “hipérbole” expressa
excesso. Veja a Figura 7.

Utilizando a geometria analitica atual, veremos o porque as conicas receberam os
nomes de elipse, parabola e hipérbole. Consideremos a conica conforme representada na
Figura 8, o segmento M N é conhecido como latus rectum da conica. Este conceito, ja
conhecido por Apolonio, pode ser definido como o segmento perpendicular ao eixo de

simetria que passa pelo foco da conica e possui extremidades na prépria conica [2].
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(a) Elipse (a > 6). (b) Parabola (o =0) .

(c) Hipérbole (o < 0).

Figura 6: Conicas segundo Apolonio.

Elipse Parabola Hipérbole

Figura 7: Origem dos nomes: elipse, parabola e hipérbole.
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Ay A,

Figura 8: Relagao de falta.

Observacao 1. Embora Apolonio tenha reconhecido a existéncia dos focos nas conicas, o
termo “foco”sd foi introduzido mais tarde por Johannes Kepler (1571-1630). A defini¢do
exata de foco serd apresentada posteriormente neste trabalho. Por ora, assumiremos que

a elipse possui dois focos, F| e F,.

Sobre o eixo das ordenadas, tracemos o segmento AD com medida igual ao latus
rectum. Seja P um ponto qualquer da conica e () a sua projecao ortogonal sobre o eixo
das abcissas. Construamos o quadrado PQRS cuja area é A; = P_QQ. Em seguida,
construamos um retangulo com base AQ) e area igual a A;, resultando no retangulo
ABCQ. Nota-se que o lado AB desse retangulo é menor que o segmento AD. Assim,
Apolonio observou que para qualquer ponto P # A nesta conica, o lado do retangulo era
sempre menor que seu latus rectum, o que o levou a designé-la como elipse, pela mesma
razao que os pitagoricos utilizavam esse termo.

De maneira analoga, consideremos a conica conforme representada na Figura 9. O
retangulo ABC(Q e o quadrado PQ RS possuem a mesma area A, onde o segmento M N
representa o latus rectum e o segmento AD ¢é igual a M N. O ponto F é o foco da conica.
Nota-se que o lado AB do retangulo é igual ao segmento AD.

Portanto, Apolonio nomeou essa conica de parabola pois, ele percebeu que para qual-
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quer ponto P # A nesta conica, o lado do retangulo é sempre igual ao seu latus rectum,

o que corresponde a mesma razao pela qual os pitagoricos utilizavam esse termo.

M
Ay
Ay

Figura 9: Relacao de igualdade na pardbola .

Analogamente, consideremos a conica representada na Figura 10. O retangulo ABCQ
e o quadrado PQ RS possuem a mesma area A;, onde o segmento M N representa o latus
rectum e o segmento AD é igual a M N. Os pontos F} e F, sao os focos da conica. Nota-se
que o lado AB do retangulo é maior que o segmento AD.

Portanto, Apolonio nomeou essa conica de hipérbole pois, ele percebeu que para qual-
quer ponto P # A mnesta conica, o lado do retangulo é sempre maior que o seu latus

rectum, o que corresponde a mesma razao pela qual os pitagéricos utilizavam esse termo.

1 Estudo das Conicas

Iremos estudar a elipse, a hipérbole e a parabola, respectivamente, sob a perspectiva da
geometria analitica atual, na qual é inspirada nos estudos feitos por Apolonio [5]; [16]; et

al.

1.1 Elipse

A elipse desempenha um papel importante tanto na Matematica quanto na Fisica. Uma

de suas aplicagoes significativas na Fisica estd relacionada a mecanica celeste,que estuda
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A

Ay

Figura 10: Relagao de excesso na hipérbole .

os movimentos dos corpos celestes, cujas trajetérias sao descritas por érbitas elipticas.
Por exemplo, o movimento de translagao da Terra ao redor do Sol é descrito por uma
trajetéria eliptica, onde o Sol estd localizado em um dos focos dessa elipse. Neste trabalho
exploraremos com um pouco mais de detalhe essa e outras aplicacoes da elipse.

Como sugestao didatica para o professor ao introduzir o conceito de elipse, sugere-se
que peca aos alunos para construir uma elipse em uma folha de papel. Para isso, utilize

uma folha de papel A4 e um pedaco de barbante de aproximadamente 25 cm.
Instrucgoes passo a passo:
(1) Coloque a folha de papel na posigao vertical e tenha uma régua em maos.

(2) Trace um segmento de 10 cm no centro da folha utilizando a régua.

(3) faga um furo no papel, em cima das extremidades do segmento e em seguida passe

o barbante pelos furos.
(4) Dé um né em cada uma das pontas do barbante de modo que ele fique fixo na folha.
(5) Estique a sobra do barbante sobre o papel.

(6) Utilizando um lapis ou caneta, deslize a ponta do ldpis sobre o papel seguindo o

contorno do barbante esticado.
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(7) Em seguida, reposicione o barbante esticado no outro lado da folha e deslize nova-

mente o lapis sobre o papel, mantendo o barbante esticado.

Sugestao. Para evitar que o barbante dé voltas no lapis, construa um lado da elipse
primeiro e, em seguida, reposicione o barbante esticado no outro lado da folha antes de

deslizar novamente o lapis sobre o papel.

Essa atividade préatica permite que os alunos visualizem e experimentem a construcao
de uma elipse, proporcionando uma compreensao mais concreta desse conceito geométrico.
Além disso, os estudantes podem marcar pontos sobre a elipse desenhada e com auxilio
de uma régua verificar que a soma das distancias desses pontos sobre a elipse até as duas

extremidades fixas do barbante é sempre constante.

Observacao 2. Note que por se tratar de uma construcao manual, podem haver pequenos
erros nas medicoes e, consequentemente, nos resultados obtidos. Portanto, os alunos

poderao encontrar valores aproximados.
A seguir, apresentamos a definicdo matematica da elipse e os seus elementos.

Definicao 1. Uma elipse £ ¢ o lugar geométrico dos pontos P de um plano cuja soma
das distancias a dois pontos fizos desse plano Fy e Fy, chamados de focos, € igual a uma

constante 2a > 0.

£ ={P|d(P,Fy) +d(P, F,) = 2a} .

A distancia entre os focos é igual a uma constante positiva, d(Fi, Fy) = 2¢, onde,
0 < 2¢ < 2a.
A Figura 11 mostra trés pontos Py, P, e P3 pertencentes a elipse £. De acordo com a

definicao, a soma de suas distancias até os focos é sempre constante, isto é,

d(Pl,Fl) + d(PhFQ) - d(PQ,Fl) + d(PQ, Fz) — d(Pg,Fl) + d(Pg, Fg) — 2@.

1.1.1 Elementos da elipse

Os elementos da elipse sao de fundamental importancia para a sua construgao e também

para estudar as suas propriedades. Veja os principais elementos que compdem a elipse.
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Figura 11: Elipse

(i) Focos: s@o os pontos Fi e Fy.
(ii) Reta focal: ¢ a reta que contem os focos.
(iii) Distancia focal: é a distancia igual a 2¢ entre os focos.

(iv) Eixo maior: ¢é o segmento A; Ay de comprimento 2a (o segmento A; Ay contém os

focos e seus extremos pertencem a elipse).

Vejamos sobre a construgao do eixo maior da elipse £. Considere ¢ como sendo a reta
focal que contém os focos F; e F,. Os pontos de intersecao entre a elipse e essa reta sao
chamados de vértices da elipse sobre a reta focal, e sao representados por A; e As.
Vamos considerar o ponto A, como um dos pontos de intersecao entre a elipse e a reta
focal ¢, tal que o foco F; esteja localizado entre F; e As. Nessa configuracao, seja x a

distancia entre Ay e Fy, ou seja, x = d(Asq, F3). Veja a Figura 12.

| 2c L @
| [
© ©

Fl F2 /12

14

Figura 12: Eixo maior.

Temos que a distancia entre A, e os focos F; e Fy pode ser expressa por
d(Ag, F1) + d(As, Fy) =z + 2c+x = 2x + 2c¢.
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Sabemos também que o parametro a da elipse é igual a metade dessa distancia, ou seja,
2a = 2x + 2c.

A partir dessa equagao, podemos concluir que z = a — ¢. Portanto, o ponto As esta a
uma distancia de a — ¢ do foco Fy, com o foco F3 localizado entre Fi e A,.

De forma andloga, podemos considerar o ponto A; pertencente a intersecao entre a
elipse £ e a reta focal ¢, onde o foco F} estd entre A; e F5. Da mesma maneira, podemos

concluir que a distancia entre A; e os focos F; e F, é dada por
d(Ay, Fi) +d(A, Fy) =y +y+2c =2y + 2,
onde y representa essa distancia. Assim, temos
2a = 2y + 2c,

o que implica que y = a — ¢. Portanto, o ponto A; estd a uma distancia de a — ¢ do foco

Fy. Veja a Figura 13.

a—c 2c L, a—c | Z

,
E
@

Ay F Fy Ay

Figura 13: Eixo maior da elipse .

Os elementos seguintes que iremos definir sao o Centro da elipse, a Reta nao focal e o

Eixo menor.

(v) Centro: é o ponto médio C' do segmento FiF,. Nota-se que o ponto C' também é

ponto médio do segmento A; As.
(vi) Reta nao focal: é a reta perpendicular a reta focal passando pelo centro C.
(vii) Eixo menor: é o segmento By By de comprimento 2b, (B1By L Aj Ay em C).

Vejamos sobre a construcao do eixo menor da elipse £. Considere ¢/ como sendo a reta
que nao passa pelos focos da elipse. Os pontos de intersecao entre a elipse e essa reta sao

chamados de vértices da elipse sobre a reta nao focal, representados por B; e Bs.
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Vamos considerar B; como um dos pontos de intersecao entre a elipse e a reta nao
focal ¢'. Como a reta ¢ é perpendicular a reta que passa pelos focos F; e F, no ponto
médio C', entao ¢’ também é a mediatriz do segmento F; F, e do segmento Ay Ay. Portanto,

a distancia de B; até os focos Fi e F5 é a mesma, isto €,
d(By, F1) =d(By, Fy) =a = d(By, Fy) +d(By, Fy) = a+a = 2a.
Analogamente, considere B, como o outro ponto de intersecao, temos que:
d(Bs, F1) = d(By, Fy) =a = d(Bs, F}) + d(By, ) = a+ a = 2a.

Pelo teorema de Pitdgoras, os pontos By, By distam b = va? — ¢2 do centro C da

elipse pois,
[d(By, F1)]? = [d(B1,C)]* + [d(F,,C))? = a* =+ = b=+Va2— 2

A Figura 14 mostra a elipse £ com seus eixos maior e menor, representados pelos segmentos

A1 Ay e By Bs, respectivamente.

El

B

Figura 14: Elipse £ com seus eixos maior e menor.

[P}

O nimero “a” é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, o nimero “b” é
W

a distancia do centro aos vértices sobre a reta nao focal e o niimero “c” é a distancia do

centro aos focos.
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O dltimo elemento que iremos definir é a excentricidade. Ela é calculada como o

quociente entre a distancia focal ¢ e o semieixo maior a.

(viii) Excentricidade: A excentricidade da elipse é o nimero, e = ¢/a. Como ¢ < a,

segue que 0 < e < 1.

A excentricidade fornece uma medida da forma da elipse, indicando o quao “achatada”ou
“alongada”’no eixo maior ela é em relacao a uma circunferéncia perfeita. A medida que a
excentricidade se aproxima de zero, a elipse vai se tornando mais achatada, aproximando-
se de uma circunferéncia. Por outro lado, valores mais proximos de um indicam uma elipse
mais alongada. O caso em que a excentricidade é igual a zero é chamado de degeneracao da
elipse. Quando a excentricidade é igual a zero, a elipse se degenera em uma circunferéncia.

Veja a Figura 15 para ilustragao desses casos.
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Figura 15: Excentricidade da elipse.

Podemos observar que quando a excentricidade se aproxima de zero, a distancia entre

os focos também diminui. Em outras palavras, os focos estao se movendo em direcao
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ao centro da elipse, fazendo com que o eixo maior da elipse diminua, enquanto o eixo
menor permanece constante. Quando os focos estao localizados no centro da elipse, os
eixos maior e menor possuem a mesma medida, o que fornece uma circunferéncia com
raio igual a esse valor.

A elipse apresenta uma propriedade adicional de grande interesse, que é a simetria.
Para qualquer ponto pertencente a elipse, seu ponto simétrico também pertence a mesma.
A demonstragao da proxima proposicao, relacionada a simetria na elipse, esta dividida

em trés partes: (a), (b) e (c).
Proposicao 1. A elipse £ € simétrica em relacdo a reta focal, reta nao focal e ao centro.

Demonstracao. De fato,

(a) Seja P € £ e P’ o simétrico de P, em relacao a reta focal, conforme a Figura 16.

E/

F, /

P/

Figura 16: Simetria em relagao a reta focal.

Os triangulos retangulos FoPQ e F5P'Q) e os triangulos retangulos F1 PQ e F1P'Q
sao congruentes pelo caso LAL. Logo, temos
d(Fl,P) = d(Fl,P,) € d(FQ,P) = d(FQ,P,).
Portanto,
2a = d(P, Fl) + d(P, FQ) = d(P/, F1> + d(Pl, Fg),

o que implica que P’ € £. Como o ponto P’ também pertence a elipse £, significa

que a mesma ¢é simétrica em relacao a reta focal.
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(b)

Seja P € £ e P” o simétrico de P em relacao ao centro @, veja a Figura 17.

Figura 17: Simetria em relagdo ao centro

Os triangulos PQFy e P"QF}, assim como os triangulos PQF; e P"QF3, sdo con-

gruentes pelo caso LAL. A partir disso podemos concluir que,
d(P,Fy) = d(P", F) e d(P, F3) = d(P", F).
Assim temos a igualde:
2a = d(P, Fy) + d(P, Fy) = d(P", F3) + d(P", F}).

Dessa forma, concluimos que o ponto P” pertence a elipse £. Em outras palavras,
a elipse exibe simetria em relacao ao seu centro, uma vez que o ponto P” também

faz parte dela.

Seja P € £ e P"” o ponto simétrico de P em relacao a reta nao focal. O ponto @
é a projecao ortogonal de P e P" sobre a reta ¢/. Definimos o ponto R como a
intersecao das retas PFy e P”F; com a reta ¢/. O ponto C representa o centro da

elipse. Veja a Figura 18.

Podemos observar que os triangulos retangulos PQR e P”(QR sao congruentes,

assim como os triangulos retangulos 1 RC e Fy RC também sao congruentes, ambos
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Figura 18: Simetria em relagao a reta nao focal.

pelo caso LAL. Com base nisso, concluimos que os triangulos F1 PR e FoP"R

também sao congruentes pelo caso LAL. Logo, temos
d(P,R) = d(P",R) e d(Fy, R) = d(Fy, R),
o que implica que
d(P, F3) = d(P",Fy) e também d(P, F;) =d(P", F).

Portanto,

2a = d(P, Fl) + d(P, FQ) = d(Pm, FQ) + d(Pm7 F1)7

e concluimos que o ponto P também pertence a elipse £, ou seja, a elipse é simétrica

em relagao a reta nao focal.

1.1.2 Forma canodnica da elipse

Vamos mostrar em maior detalhe como se obtém a equacao de uma elipse usando os eixos
ortogonais do plano cartesiano, com base na definicao da elipse apresentada anteriormente.
Primeiramente, suponhamos que a elipse esta centrada na origem do plano cartesiano,

com os focos F} = (—¢,0) e Fy = (¢,0), indicando que o eixo maior estd na diregdo
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horizontal (ao longo do eixo das abscissas ) e o eixo menor esta na dire¢ao vertical (ao
longo do eixo das ordenadas y). Vamos supor que P seja um ponto qualquer da elipse
&, com coordenadas cartesianas P = (z,y), conforme ilustrado na Figura 19. Sob essas

condicoes, a seguinte proposicao é valida:

Bi(0, -b)

Figura 19: Elipse com contro na origem e eixo maior na horizontal

Proposicao 2. Um ponto P = (z,y) pertence a elipse £ se, e somente se,

Demonstracdo. Primeiramente, vamos provar que se P é um ponto da elipse, entao a

equacao

IQ y2
E + ﬁ =1 (10)

é satisfeita, onde x e y sao as coordenadas do ponto P. De fato, calculando a soma das

distancias de P até focos utilizando suas coordenadas, segue que

d(P,F)) +d(P,F) = 2=
VEF G0+ Ve (= 0F = 2=
(x+e)?4+y? = 2a— /(v —c)?+y2
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Elevando ambos os membros ao quadrado da equacao anterior, obtemos

(20— V=P T2) =

(z+0)* +y
2?2 4 2xc + 2 + o>

4a? — 4a

(z—c)+y?+(x—c)+y° =

22+ 2rc+ A+t =
dar/(x —c)? +y? =

av/(x—c)?+y? = a*—zc

4a® — dar/(x — )2 +y2 + 22 — 2wc+ A+ 2 =

4(a® — xc) =

Elevando ambos os membros ao quadrado da igualdade acima, obtemos

@ [(x — ) + ¢

a? [#* — 2zc + 2 + y?]

a’x? — 2a*xc + a*c® + a’y?

Sabe-se que na elipse é valida a relacao a?

c? = a? — b? na expressao anterior.

a’z? + a*(a? — b?) + a*y?

a’x? + a* — a®b? + a®y?

= (a®> —zc)* =
= a* = 2d%zc+ 222 =

= a* —2d%zc+ 2322,

= b% + 2, entdo podemos substituir ¢ por

= a'+ 2%(a® - b)) =

= a*+a%2? — b2’ =

B22? + a2y? = a2b?.
Dividindo ambos os membros da igualdade acima por a?b? temos,
B2’ aZy? a2b?
2 - =
a?b?  a?b? ab?
2 2
=y
) + 2o 1.

A equagao (10) é a equagao reduzida da elipse com centro na origem do plano cartesiano

e com eixo maior sobre o eixo das abcissas x. Acabamos de mostrar que se um ponto

P = (z,y) pertence a elipse entao suas coordenadas satisfazem a equagao (10).

Vejamos agora a reciproca, isto é, se a equagao (10) é satisfeita, entdo (x,y) sdo as

coordenadas de um ponto da elipse. De fato, multiplicando a equagao (10) por ab* temos,

bQZL'Q +6L2y2 — aZbZ

2

Como a > ¢, segue que a? > 2, i.e., a®> — ¢® > 0. Substituindo % por b* = a® — ¢? na

expressao anterior temos,

((12 o 02)x2 + a2y?

a?z? — 222 + %y
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Subtraindo 2a?zc em ambos os membros da igualdade acima, temos

a’e? — 2d%xc — 2P + d*y? = a* —2d%zc— d*PF =
a’z? — 2a*xc + a*? + a*y? = a* — 2d*xc + 27 =
a(z—c)+y*] = (—xzc) (11)

2

Precisamos verificar que a* — xc > 0. Com efeito,

2 2 2
T Zz Yy 2 2
S <5t+m=1=1<d = z7/<a = —a<z<a
a> — a?  b?
Assim,
a?—zc>adt—ac>ad*—a*=0 = a®—zc>0.
Como a* — zc > 0 e a > 0 segue da equagao (11) que

ay/(r —c)2 +y2 = a® — zc.

Multiplicando por 4 a equacao acima e somando 22, y? e ¢> em ambos os membros temos,

da/(x— P+ P2+ 4P+ = A —ze)+ 22+ + P =
P4 = 4a2—4a\/m—4xc+xz+y2+02:>
PP+ 42 = 4a? —da/(x — )2+ 2 —2ec+ 2+ + P =
(z+c)+y? = 4a® —dav/ (v — )2+ 92+ (z— ) +y* =

(40’ +y° = (20— /(z—0c)?+4?)> (12)

De forma andloga a equagao (11), precisamos verificar que 2a — /(z — ¢)? + 3> > 0. Com

efeito,
yz<—xz+y2—1: <P = -2 <0
2T T ¥y = Y = U

Como, 2 =a? -V, —a<z<aey?—0b* <0, segue que,

b2 ~ a

(z—c)*+y? = 2?2zt +y? < a® 420>+ +y? = a*+2a° +a® — b +y? = 4> —b*+y? < 4.
Portanto,
(x—c)+9y*<4a*> = V(@ —c)?+1y2<2a = 2a—/(x —c)2+y2 >0,
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Logo, da equagao (12) obtemos
(x+ )2+ y?2=2a—+/(x—c)?+9y?

isto é,

Vi +e)2+y2+/(z—c)?+y? = 2a. (13)
A equacgdo (13) trata—se da soma das distancias entre um ponto de coordenada (z,y) e

outros dois pontos fixos com coordenadas (—c,0) e (¢, 0), que por sua vez, resulta em 2a.

Portanto, P = (x,y) é um ponto pertencente a elipse. ]

1.1.3 Rotagao da elipse

Para realizar a rotagao da elipse em torno da origem, basta rotacionar seus focos e um
ponto que pertenca a ela. Isso se deve ao fato de que, a partir dos focos, podemos
reconstrui-la conforme sua definicao. Destaca-se que a construcao dessa elipse, segundo
sua definicao, sera realizada utilizando o software GeoGebra. Para isso, sao necessérios
apenas os focos e um ponto pertencente a elipse. Vamos agora explorar o processo para
obter a rotacao de um ponto qualquer no plano XY

Seja P = (z,y) um ponto qualquer, cujo o angulo entre o segmento OP e o eixo das
abcissas é dado por ¢ conforme a Figura 38.

Se P’ = (2/,4y') é o ponto obtido pela rotagao de P em torno da origem e # é o angulo

de rotacao entre esses ponto entao, temos as seguintes relacoes:
(i) x =1cos¢. (iii) ' = rcos (0 + ¢).

(i) y =rsing. (iv) ¥ = rsin (0 + ¢).
Desenvolvendo (iii) e (iv) obtemos as expressoes:

' = rcosbcosp—rsinbsing

. . (14)
y = rsinfcosd+rsingcosh.

Substituindo (i) e (ii) nas equagoes (14), obtemos as coordenadas de P’ em funcao das
coordenadas de P e do angulo de rotacao.

¥ = xcosh—ysinb

, (15)

y = xsinf +ycosh.
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Figura 20: rotacio de um ponto P = (z,y).

Consideremos a elipse &, cujo os focos se encontram sobre o eixo das abcissas, conforme
mostrado na Figura 19. Se rotacionarmos os focos em 6 = 7/2 , em torno do centro

C = (0,0), a equagao (15) se resume em:

¥=—y e y =u

Portanto, trocando z’ por —y e 3 por x podemos obter a rotagao dos focos com 0 = 7 /2.
Para completar a rotacao de toda a elipse, basta reconstrui-la a partir das novas posicoes
dos focos. Chamaremos £’ a elipse rotacionada. Veja a Figura 21.

A elipse £ encontra-se centrada na origem porém, seu eixo maior agora esta sobre o

eixo das ordenadas com as coordenadas dos focos e dos vértices dadas por:

F = (0,—¢c) e F, = (0,¢)
Al = (0,—a) e A, = (0,a)
By = (b,0) e By, = (=b,0).
Se antes da rotagao o ponto P = (x,y) pertencia a elipse £ entao, a rotagao de P dada
por P’ = (—y,x) pertence a elipse &’ .

Como P’ é um ponto da elipse, na qual foi rotacionada entao,
d(P', F)) + d(P', Fy) = 2a.
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Figura 21: Elipse com centro na origem e eixo maior na vertical

Logo as coordenadas de P’ satisfazem a equacgao reduzida da elipse.

(_y)Q $2 y2 1,2
Tt E=l = St p=L (16)

A equacao (16) é a equagao reduzida da elipse com centro na origem e eixo maior sobre o
eixo das ordenadas. J& vimos também que a reciproca é verdadeira, ou seja, se a equagao

(16) é satisfeita entao, = e y sao as coordenadas de um ponto da elipse.

1.1.4 Translacao da elipse

Analisaremos agora o caso em que a elipse possui seu centro C' fora da origem (0, 0).
Inicialmente considere a elipse £, com centro na origem (0,0) e com coordenadas dos

focos e vértices:
F1 = (—C, O), F2 = (C, O), Al = (—G,O), A2 = (a,()), Bl = (O, —b), e B2 = (O, b)

Seja o vetor U = (xg,yp). Ao realizarmos a translagdo do ponto C' = (0,0) na mesma

diregao e sentido e também com o mesmo mddulo do vetor @, obtemos o ponto C’ com
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exatamente as mesmas coordenadas de v, isto é, C" = (x¢,yp). Para facilitar a compre-
ensao, consideremos novos eixos ortogonais entre si, T e 7, passando pelo ponto C” de tal
forma que ¥ seja paralelo ao eixo das ordenadas e T paralelo ao eixo das abscissas. Isso
significa que a origem do novo sistema de coordenadas serd o ponto C’. Para garantir a
translacao da elipse é suficiente transladar os seus focos e os vértices que estao sobre o eixo
maior. Para isso, basta somar as coordenadas destes pontos com as novas coordenadas do
centro C" mantendo assim as proporgoes originais entre os focos, os vértices do eixo maior
e o centro. Para obter a elipse transladada basta entao reconstrui-la a partir dos novos
focos, conforme a sua definicao. Chamaremos essa elipse transladada de £’. Note que os
vértices do eixo menor de £ podem ser obtidos fazendo as interseccoes da elipse com o

eixo y. Para realizar tal construcao, utilizamos o software GeoGebra. Veja a Figura 22.

’
~
8
je=l
) (R [ ——
H\

I
I
1
\

Figura 22: Translacio da elipse cujo eixo maior esté sobre o eixo das abcissas.

Como a elipse £ tem centro em C’ = (g, yp), entao as coordenadas dos focos e vértices
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em relacao aos eixos originais x e y sao:
/ /
F1:($0—07y0), FQZ(xO+Cay0>)

Ay = (w0 — a,90), A = (20 + a, %),
Bi = (20,90 — b), e By = (20,90 + b).
Seja P' = (2/,3/) um ponto da &', onde suas coordenadas estao em relacao aos eixos T
e 7. Vamos obter as coordenadas de P' em relagdo aos eixos cartesianos x e y originais.
Seja (x,y) as coordenadas de P’ em relac¢ao aos eixos x e y, temos que:
r = wmo+a
y = y+vy.
Isolando z’ e ¥’ nas equacoes acima obtemos,

/

¥ = xr—x 17)
/o
Yy = Y- Yo
Como P’ = (2/,y’) é um ponto da elipse £, nos novos eixos ortogonais, a defini¢ao é
satisfeita:
P =(2,y) €& < d(P,F))+d(P, F)) = 2a < (') + W _ 1 (18)
=T 7y y + 1 y = 2) T a CL2 bQ -
pois, o movimento de translacao preserva a forma e o tamanho dos objetos.
Substituindo as coordenadas de 2’ e ¢/, conforme (17), na equacao (18) temos,
(r —20)® | (y—w0)?
s + e 1. (19)

A equagao (19) é chamada de equagao reduzida da elipse com centro fora da origem (0, 0)
e eixo maior paralelo ao eixo das abscissas.
De maneira andloga, considere a elipse (Figura 21) com seu eixo maior sobre o eixo

das ordenadas y. As coordenadas dos focos e vértices sao:
F1 = (0,6), F2 = (0, —C), Al = (O,CL), AQ = (0, —a), Bl = (—b, 0) (§] BQ = (b, 0)

Ao realizar a translagao do centro da elipse, inicialmente localizado em C' = (0,0),

movendo-o na mesma diregao, sentido e com o mesmo comprimento do vetor ¥ = (zg, yo),
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obtemos um novo centro C" = (z,yp). Da mesma forma que fizemos anteriormente, para
transladar a elipse, basta transladar os seus focos e os vértices que estao sobre o eixo
maior. Por fim, reconstroéi-se a elipse conforme a sua definicao obtendo assim, a elipse &’.

Veja a (Figura 23).

s

Yo

Zo

|
|
| |
/ |
gl \ 1 |
I \ : I
|
Bl., (07 0) ; 1 | z
1 C I : :
\ I |
\ / : |
\ 7

\ F2 / 1 :

\ /’ 1
~ , |
~ - 1 |
1 [
I I

it

1

- -

Figura 23: Translacdo da elipse cujo eixo maior esté sobre o eixo das ordenadas.

Como a elipse £’ tem centro em C" = (g, yo), entdo as coordenadas dos focos e vértices

em relacao aos eixos originais x e y sao:
F{:(£07y0+c>a FQIZ(:UanO_C)7
All = (mO’y0+a)’ AIQZ (manO_a)a

By = (zo — b, 1), € By = (zo + b, o).

Assim como feito anteriormente, considere as coordenadas (z',y’) do ponto P’ em relagao

aos eixo T e J e também as coordenadas (z,y), de P’ em relagao aos eixos originais z e y.
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Logo, a equagao (20) ¢ satisfeita

Al .

P'=(y) el < d(P, F)+d(P, F) =24+ " =

Substituindo as coordenadas de 2z’ e y’, conforme (17), na equagao (20) segue que

(y — y0)2 4 (z — xo)Q

a? b2

=1 (21)

A equagao (21) é chamada de equagao reduzida da elipse com centro fora da origem (0, 0)

e eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas.

1.2 Hipérbole

Para tornar a introducao do conceito de hipérbole mais didatica, sugere-se que o professor
peca aos alunos para construirem uma hipérbole utilizando uma folha translicida (papel
vegetal) e dobraduras. Abaixo estao as instrugoes detalhadas para a construgao:

Instrucgoes passo a passo:

1. Em uma folha translicida (papel vegetal), trace uma circunferéncia e marque um

ponto P exterior a ela.
2. Dobre a folha de modo que o arco da circunferéncia passe pelo ponto P.

3. Abra a folha novamente e, com um lapis, trace a reta formada pela dobra, que

atravessa a circunferéncia.

4. Repita os passos 2 e 3, de modo que no passo 2 vocé percorra todo o arco da

circunferéncia.

As retas tragadas no passo 3 sao tangentes a uma hipérbole, cujos focos sao o centro da
circunferéncia e o ponto P. Quanto mais retas forem tragadas, mais evidente a hipérbole

se tornarda. A Figura 24 ilustra a hipérbole obtida por meio das dobraduras.

Definicao 2. Uma Hipérbole H € o lugar geométrico dos pontos P de um plano cuja a
diferenca, em mdodulo, das distancias a dois pontos fizos desse plano Fy e Fy, chamados

de focos, € i1gual a uma constante 2a > 0.
H=A{P]||d(P, F)—d(P, Fy)| = 2a}
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Figura 24: Hipérbole obtida por dobradura

A distancia entre os focos é igual a uma constante positiva, d(Fi, F) = 2¢, onde,

2a < 2c.

Figura 25: Hipérbole H.

A Figura 25 representa a hipérbole H, onde os pontos P, P’ e P” sao pontos de H
nos quais, independente do ramo em que estejam, (direita ou esquerda), o médulo da

diferenca de suas distancias até os focos é sempre constante e igual a 2a.
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Observe que a definicao da hipérbole é similar a da elipse, com uma mudanca im-
portante: ao invés de somar as distancias, agora subtraimos uma da outra. Isso torna
necessario o uso do médulo para garantir que o resultado seja sempre positivo, indepen-

dentemente de qual distancia seja maior.

1.2.1 Elementos da hipérbole

(i) Focos: Sao os pontos F e F5.
(ii) Reta focal: é a reta que contem os focos.

(iii) Eixo real ou transverso: é o segmento A; Ay de comprimento 2a. Os pontos A; e
A, sao obtidos fazendo a interseccao da hipérbole com a reta focal e sao chamados

de vértices da hipérbole.

(iv) Distancia focal: ¢ a distancia 2c¢ entre os focos. O eixo real ou transverso estd

contido no segmento FiF, de comprimento 2c.

Vejamos, a seguir, a construcao do eixo real ou transverso da hipérbole H. Considere ¢
como sendo a reta focal. Sejam A; e Ay os vértices da hipérbole de modo que A; esteja
localizado entre F} e As.

O vértice A; dista ¢ —a do foco F, assim como A, dista ¢ —a do foco F5. Primei-
ramente, mostraremos que d(Ay, F1) = d(As, F»). De fato, seja x a distancia de Ay a Fy
e y a distancia de A; a F}, conforme a Figura 26.

Como Ay, Ay € H segue que,

’d(AQ,Fl)_d(AQ,F2>’ = 2a —
(2a+y) — x| = 2a.

Como 2a + y > x podemos desconsiderar o médulo:

2a+y—x = 204 =

Yy = x.
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Figura 26: Eixo real ou transverso

Portanto, d(A;, F1) = d(As, F3). Aplicando novamente a defini¢do da hipérbole temos

que,
|d(A1, F1) —d(A1L, F2)| = 2a =
lz—(2c—2)] = 2¢a =
22 —2¢| = 2a.

Como 2z — 2¢ < 0, entdo |2z — 2¢| = 2¢ — 2z. Portanto,

2c—2x = 2a _—

X

CcC— Q.

(v) Centro: é o ponto médio C' do segmento F; F». O ponto C' também é ponto médio

de AlAQ.

(vi) Reta nao focal: é a reta perpendicular a reta focal em C. Como C' é ponto médio

de I} F, entao, a reta nao focal também é a mediatriz de F} F5.

(vii) Eixo imaginirio ou conjugado: é o segmento B;Bs; de comprimento 2b. Os

pontos By e By, pertencem a reta nao focal e sao chamados de vértices imaginarios

da hipérbole.

Vejamos a construcao do eixo imaginario ou conjugado da hipérbole H. Considere ¢/ como

sendo a reta nao focal. Os vértices imaginarios By e By nao interceptam a hipérbole pois,

A7



By e B, pertencem a reta nao focal, que por sua vez, é mediatriz do segmento F} Fy, logo:

d(Bl,Fl) = d(Bl,FQ) e d(BQ,Fl) = d(BQ,FQ) —
|d(Bl, Fl) — d(Bl, FQ)’ = O (§ ‘d(BQ,Fl) — d(BQ,Fg)‘ = O

Portanto,

(B, F1) — d(B, F2)| = |d(Bz, F1) — d(Bs, F3)| = 0 # 2a.

Como a diferenca das distancias dos pontos By e By até os focos é diferente de 2a, implica
que B; e By nao fazem parte da hipérbole.

Para determinar os vértices imagindrios B; e B, devemos construir os segmentos
CB; = be CBy = b, sobre a reta nao focal ¢, de tal modo que b satisfaca a relacao

c? = a? + 1%, isto é, b = /2 — a?. Para realizar essa construcao, basta seguir os passos:

(a) A partir do eixo real ja construido sobre a reta focal ¢, marca-se o ponto C' que é
ponto médio de FF5 e em seguida tracamos a reta nao focal ¢/, perpendicular a ¢,

passando pelo centro C'.
(b) Sobre o vértice Ay tragamos uma reta r de modo que r L /.

(¢) Tragamos uma circunferéncia de centro em C' e raio C'F;, = ¢ e marcamos o ponto

P na interseccao da reta r com a circunferéncia.

(d) O segmento AP tem comprimento b = /¢ — a?. Portanto, basta transporta-lo
para a reta nao focal com uma de suas extremidades no centro C'. Obtendo assim,

o vértice imaginario By na outra extremidade.

Podemos notar que as diagonais do retangulo C'A; PB; sao iguais ao raio da circun-
feréncia que por sua vez, mede c. Portanto, é valida a relacao ¢ = a® + b%. Veja a Figura
27.

Para se obter o ponto Bs, basta tracar o simétrico de B; em relacao ao centro C', sobre
a reta nao focal. Veja a Figura 28.

Pelo teorema de Pitagoras, os pontos By e By distam b = V2 — a? do centro C. Note
que diferente da elipse, na hipérbole a relacao valida ¢ ¢ = a® + b?. A Figura 29 ilustra

a hipérbole com seus eixos: Real e Imaginério.
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Figura 28: Eixo Real e Eixo Imaginario
Um outro elemento bastante importante na hipérbole é a sua excentricidade, que
iremos definir a seguir.

(viii) Excentricidade: Chama-se excentricidade da hipérbole, o niimero real dado por:

€= —.
a

Como ¢ > a, entao a excentricidade é um nimero estritamente maior que 1.

A fim de aprofundarmos nossa compreensao sobre a excentricidade, é essencial que

entendamos o conceito do angulo de abertura da hipérbole. Para isso, considere os quatro
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E/

Figura 29: Hipérbole H com seus eixos.

passos realizados na construcao do eixo imaginario B By, descrito anteriormente no item
(vii). Contudo, tragaremos mais uma reta perpendicular a ¢, agora passando pelo outro
vértice A; e marquemos os pontos P, @, R, e S, nos quais estao na interseccao das retas
perpendiculares com a circunferéncia de centro em C. O retangulo PQRS é chamado de
retangulo de base da hipérbole e as retas que passam pelas suas diagonais sao chamadas
de assintotas da hipérbole. Veja a Figura 30.

Ainda sobre a Figura 30, temos o angulo 6 que é o angulo do vértice C' do triangulo
CQR. Além disso, 6 também é o angulo entre as assintotas, que por sua vez é chamado
de angulo de abertura da hipérbole. A excentricidade esta relacionada com o angulo de
abertura da hipérbole. Vamos explorar a razao por tras dessa relagao.

Através dos triangulos retangulos A;CQ e A;C' R podemos calcular a medida do angulo

b
f = 2 arctan (—) .
a

Como a excentricidade é dada por ¢/a entao, variando o parametro a e mantendo o

0 que é dado por:

parametro b constante, a excentricidade aumenta ou diminui de tal forma que é sempre

maior que 1 pois, o parametro ¢ também varia, ja que é dado por: ¢ = va? + b?. Desta
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Figura 30: Assintotas da Hipérbole.

forma, ao aumentarmos ou diminuirmos o valor da excentricidade, estamos também vari-
ando o angulo de abertura €, uma vez que ambos dependem do parametro a.

Portanto, ao mantermos b constante e aumentarmos o valor de a, a excentricidade
tende a se aproximar de 1, uma vez que o parametro ¢ também aumenta, garantindo
sempre que ¢ > a. Por outro lado, ao aumentar a, o angulo # diminui gradualmente,
mas é importante ressaltar que 6 permanecera sempre acima de zero. Isso se deve ao fato
de que se 6 fosse igual a zero, as assintotas coincidiriam com a reta focal, resultando na
auséncia da prépria hipérbole.

No entanto, quando reduzimos o valor de a (sempre assegurando que a > 0), obser-
vamos um aumento na excentricidade. Simultaneamente, o angulo # aumenta progressi-
vamente, aproximando-se de w. Vale ressaltar que 6 permanecerda sempre menor que T,
pois, caso contrario, as assintotas se alinhariam com a reta nao focal, o que resultaria na
auséncia da hipérbole.

Podemos concluir entao, que a excentricidade nos fornece informagoes sobre a aber-
tura da hipérbole. As figuras a seguir, ilustram uma hipérbole H com excentricidades
diferentes. Na Figura 31, temos que o valor da excentricidade é 1.03 que ¢é préximo de 1

e portanto, a hipérbole é mais fechada. Ja na Figura 32, a excentricidade ¢ igual a 3.9
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entéo, a hipérbole é mais aberta. Quando o valor da excentricidade é igual a v/2, o angulo
de abertura da hipérbole é igual a 7/2 e neste caso, a hipérbole é chamada de hipérbole

equilatera. Veja a Figura 33.

f,

c 825
- =—=1.03
a 8

e =

0 =28.07°

Figura 31: Abertura da Hipérbole H para e = 1.03.

H 4
Q |B, P
P Ay 0] A, .F2 Y)
2.07
e=—-= ﬁ = 39
& 6 = 150.32°

Figura 32: Abertura da Hipérbole H para e = 3.9.

Da mesma forma que a elipse, a hipérbole também exibe a propriedade de simetria.
A demonstracao da proposicao subsequente, que diz respeito a simetria na hipérbole,
desdobra-se em trés partes distintas: (a), (b) e (¢). Essa demonstracao é similar a realizada

para a elipse.

Proposicao 3. A hipérbole H € simétrica em relagao a reta focal, reta nao focal e ao

centro.
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F1 - Al 0 Az -FZ K
o2y
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6 = 90°
R B, S

Figura 33: Hipérbole equildtera.

Demonstracao. De fato,

(a) Seja P € H e P’ o simétrico de P, em relacao a reta focal, conforme a Figura 34.

Os triangulos retangulos FoPQ e F5P'(Q) e os triangulos retangulos F1 PQ e F1P'Q

131

Figura 34: Simetria em relagao a reta focal.

sao congruentes pelo caso LAL. Logo, temos
d(Fl, P) = d(Fl, P/) (S d(FQ,P) = d(FQ, P/)

Portanto,

d(P, ) — d(P, )| = |d(P'Fy) — d(P', Fy)| = 2a,

o que implica que P" € H. Como o ponto P’ também pertence a hipérbole H,

significa que a mesma ¢ simétrica em relacao a reta focal.
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(b) Seja P € H e P” o ponto simétrico de P em relacao a reta nao focal. O ponto
Q é a projecao ortogonal de P e P” sobre a reta ¢. Definimos o ponto R como a
intersecao das retas PFy e P"F, com a reta ¢/. O ponto C representa o centro da

hipérbole. Veja a Figura 35.

Figura 35: Simetria em relagao a reta nao focal.

Podemos observar que os triangulos retangulos PQR e P”() R sao congruentes, assim
como os triangulos retangulos Fy RC' e Fo RC' também sao congruentes, ambos pelo
caso LAL. Com base nisso, concluimos que os triangulos F1P"R e Fo PR também

sao congruentes pelo caso LAL. Logo, temos
d(P,R) = d(P",R) e d(F1, R) = d(Fy, R),
o que implica que
d(P, Fy) = d(P", F;) e também d(P, Fy) =d(P", F}).

Portanto,

|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = |d(P", Fy) — d(P", F1)| = 2a.

Concluimos que o ponto P” também pertence a hipérbole H, ou seja, a hipérbole é

simétrica em relagao a reta nao focal.

(c) Seja P € H e P” o simétrico de P em relagao ao centro C, veja a Figura 36.
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Figura 36: Simetria em relagio ao centro.

Os triangulos PC'F, e P"CF; sao congruentes, assim como os triangulos PC'Fy e
P"CF, também sao congruentes, ambos pelo caso LAL. A partir disso podemos

concluir que,

d(P, Fl) = d(PW,FQ) e d(P, FQ) = d(PW,F1>.

Assim temos a igualde:
|d(P, F\) — d(P, F3)| = |d(P", F5) — d(P", F})| = 2a.

Dessa forma, concluimos que o ponto P pertence a hipérbole H. Sendo assim, a

hipérbole exibe simetria em relagao ao seu centro.

1.2.2 Forma candnica da hipérbole

De forma similar a realizada na elipse, iremos obter a equacao da hipérbole usando os
eixos ortogonais do plano cartesiano com base na definicao de hipérbole, na qual foi
apresentada.

Inicialmente, consideremos a hipérbole centrada na origem do plano cartesiano xQOvy,
com as coordenadas dos focos dadas por F; = (—¢,0) e F» = (¢,0). Seja P um ponto qual-
quer do ramo direito da hipérbole H, com coordenadas cartesianas P = (z,y), conforme

ilustrado na Figura 37. Sob essas condigoes, a seguinte proposicao é valida:
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Figura 37: Hipérbole com eixo real sobre o eixo das abcissas.

Proposicao 4. Um ponto P = (z,y) pertence a hipérbole se, e somente se,

2 2
v
a? b2

em que b® = ¢ — a®.

Demonstracao. E suficiente realizar esta demonstracao considerando um ponto P em um
dos ramos da hipérbole, em razao de sua simetria. Pela definicao de hipérbole sabemos

que

|d(P, Fl) — d(P, F2>| = 2&,

Calculando a diferenga das distancias de P até os focos, utilizando as coordenadas destes

pontos, vem que:

Wiz +e)?+y—02—/(z—c)?+ (y—0)0?] = 2a.

Como P pertence ao ramo direito da hipérbole entao, podemos desconsiderar o modulo.

Logo,

VT T P =2+ JE—TTF
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Elevando ambos os membros ao quadrado:

(r+c)?+y* = 4a®>+4dav/ (v —c)2+ 2+ (x — ) +9y* =

2+ 2cx+A+y? = 4a2+4a\/x2—20x+02+y2+x2—20x+c2+y2:>

cx —a? = ay\/2? —2cx + A2+ y2.
Elevando novamente ao quadrado, temos

2x? — 2a’cr +a* = 2% — 2d%cx + a’c? + a*yt =

(2 —a¥)z? —a®y?® = a*(® —ad?).

2

Como b? = ¢? — a2, ficamos com
)

b2.172 _ a2y2 — a2b2 .
ZIZ'Q y2

Assim, quando um ponto P pertence ao ramo direito da hipérbole, suas coordena-
das satisfazem a equagao (22), que é conhecida como a forma reduzida da equagao da
hipérbole. Se P = (z,y) estiver localizado no ramo esquerdo (ou seja, z < 0), entdo o
ponto P’ = (—z,y) estard no ramo direito. Isso implica que a equac¢do mencionada sera

satisfeita para as coordenadas (—z,y) pois,

(- v 2 ¢
2R @ B

Portanto, a equacao da hipérbole é valida para as coordenadas de qualquer ponto
pertencente a ela, independentemente de estar situado no ramo direito ou esquerdo. Em
outras palavras, ambos os ramos da hipérbole satisfazem a mesma equacao, refletindo a
simetria dessa curva.

De forma reciproca, vamos mostrar que se um ponto P = (x,y) satisfaz a equagao
(22), entao ele pertence a hipérbole.

De fato, vamos considerar inicialmente o caso em que a coordenada x de P é posi-
tiva. Realizaremos o processo inverso a deducao apresentada anteriormente, partindo da
equagao (22), e demonstraremos que P estd situado no ramo direito da hipérbole. Para

isso, em ambos os momentos em que elevamos ao quadrado, nos dois lados da equagao,
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serd necessario extrair a raiz quadrada durante a reversao. Portanto, é crucial demonstrar

também que os seguintes termos da igualdade sao positivos:

ct—a’>>0 e 2a++/(z—c)2+y2>0.

De fato, pela equagao (22) implica que:

2 2 2
x x
_Z_Q_y_:1:>x22a2:>—x§a§x
a b?

S

Sabemos que ¢ > a, o que implica que ¢ — a > 0. Portanto,

2

cr—a®>ca—a*=alc—a) >0 = cxr—a®>0.

Analogamente, temos que:

2 2 2
by Y o

_ 2 2 2 2

Como ¢ = a® + b* e considerando que cx > a?, segue que:
(x—c)+y’=2"-2cx++y*>a* -2 +a®+ b +y* >a>—2d° +a*=0.
Portanto,
(r—c)?+y*>0 = (r—a)2+12>0 = 2a++/(x—a)?+1y2>2a>0.

Realizando o processo inverso da dedugao temos que:

2 2
Ba?— a2 = a2 —
(@ —a?)a? —a¥? = (P —a?) =
r? —2d%cx +a* = a?x? — 2d’cx + a’c? + d*y? =
(cx —a?®)? = d*(2* —2cx+ 2 +9y?) =
cx—a? = a\/2? —2cx+ A +1y2 =

224 2cr + A +y? = 4a® +4day/2? — 2cx + A2+ y? + 2% — 2cx
+ 4y =

(z+c)+y* = 4da®>+4da/(x — ) + 12+ (v — )’ +y* =

(z+c)+y* = (2a+/(r—c)?+y?)® =

Ve+e)+y?2 = 2a+ /(v —c)?+y? =

(x+e)?+y2—(x—0c)+y?> = 2a.
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Portanto,

d(P, Fy) — d(P, F) = 2a.

Logo concluimos que P é um ponto da hipérbole que esta localizado em seu ramo
direito. O caso em que a coordenada x de P é negativa, entdo, o ponto P’ = (—x,y)
tem abscissa positiva e suas coordenadas também satisfazem a equagao (22). Logo P’
estd no ramo direito da hipérbole e consequentemente P = (z,y) estd no ramo esquerdo.
Portanto, as coordenadas de um ponto que satisfazem a equagdo (22) é um ponto da

hipérbole no qual, pertence ao ramo direito ou esquerdo. O]

Além da equacao da hipérbole, podemos obter também as equacgoes de suas assintotas.
Ja definimos anteriormente que as assintotas sao as retas que passam pelas diagonais do
retangulo de base da hipérbole. Os lados desse retangulo sao obtidos tracando as retas
r=a,r=—a,y =>bey = —b, onde as intersecoes dessas retas delimitam os seus vértices
P, Q, R e S. Portanto, o retangulo de base possui dimensoes 2a x 2b. Além disso, vimos
também que, por construcao, as diagonais PR e Q.S tem comprimento 2c. Para efeitos

da discussao a seguir, considere a hipérbole com os focos sobre o eixo das abcissas. Veja

a Figura 38.
Y
s
Q By
c
Al 01
d 6 @
R Bs S

Figura 38: Retangulo de base e assintotas da hipérbole.
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Sejam r e s as assintotas da hipérbole. Suas equacgoes reduzidas sao da forma:
Ty =mx+n ¢] S Y =mox + Nna.

A partir dos triangulos retangulos PC'Ay e SC' Ay, marcamos os angulos PC’AQ =0, e
SC’AQ = 05, conforme a Figura 38 .

Logo, podemos obter os coeficientes angulares my e ma:
b
m; = tanf; = — e me = tanfy, = ——.
a a

Como as assintotas passam pela origem, entao os coeficientes lineares ny e ny sao nulos e

portanto, as equacgoes das assintotas sao:

b b
rooy=-x e S y=——ux.
a a
Seja P = (z,y) um ponto pertencente a hipérbole. Se P percorre a hipérbole,

afastando-se da origem, ao longo de seus ramos entao, a distancia vertical de P até a
assintota tende a diminuir, ou seja, a hipérbole se aproxima de suas assintotas no infinito.

A proposicao a seguir se trata exatamente desta caracteristica das assintotas.
Proposicao 5. Para cada x > 0, considere no primeiro quadrante os pontos:
e P(x,yp) na hipérbole;
o Q(z,yg) na assintota.

Entao,

mh—r>noo Yo —Yp = 0.

Demonstracao. Os pontos P e () tém a mesma coordenada x, diferindo apenas nas co-
ordenadas y. O objetivo é mostrar que, a medida que = tende ao infinito, a distancia
vertical entre P e () se aproxima de zero.

De fato, pela equacao da hipérbole podemos obter a ordenada yp:

2 2 2
oy x
a2 b2 1 yp=b a? L

Lembrando que yp ¢é positivo no primeiro quadrante.
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Da mesma forma, a equagao da assintota nos fornece a ordenada yg:

bz

?JQ—;'

Fazendo a diferenca entre yg e yp temos que:

bx [x?
Yo —Yyr = E—b 5—1:>
x b

b

= — = x2—a2:>
a
b

- _ _ 2_2'
a(x x? —a?)

Multiplicando e dividindo pelo conjugado na expressao acima, temos que:

o —yr = S(I—M)‘ Eii %2:22 =
ab
vatur = e
Portanto,

Além disso, como a, b e x sao todos positivos, a diferenga yg — yp é sempre maior que
zero, o que implica que a assintota esta sempre acima da hipérbole no primeiro quadrante.
A proposicao demonstrada também é valida para os outros quadrantes devido a simetria

da hipérbole [14]. O

1.2.3 Rotacao da hipérbole

Considere uma hipérbole com centro na origem do plano cartesiano na qual, seus focos
estao sobre o eixo das abcissas. Para realizarmos a rotacao da hipérbole, em torno da
origem, € necessario realizar a rotacao de seus focos e dos vértices reais. Com isso,
garantimos que a distancia 2a entre os vértices seja a mesma na hipérbole rotacionada.
Para completar a rotacao de toda a hipérbole, basta reconstruir-la novamente a partir da
sua definicao. Destaca-se que a construcao dessa hipérbole, segundo sua definicao, sera
realizada utilizando o software GeoGebra. Para isso, sao necessarios apenas os focos e um

ponto pertencente a hipérbole.
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Conforme ja discutido anteriormente na rotacao da elipse, em torno da origem, ao
rotacionar os focos e vértices com angulo § = 7/2, para obter as suas coordenadas (z',y’)
basta trocarmos =’ por —y e ¢ por .

Se F} = (—¢,0) e F, = (¢,0) s@o os focos e A} = (—a,0) e Ay = (a,0) sdo os vértices,

ambos da hipérbole H antes da rotagao entao, suas novas coordenadas apds a rotacao sao:
F{:(O7_C) e F2/2(07C)

Al =(0,—a) e A, =(0,a).

Reconstruindo novamente a hipérbole a partir da sua definicdo, obtemos a hipérbole H’

rotacionada.Veja a Figura 39.

Figura 39: hipérbole rotacionada em torno da origem.

Se antes da rotacao o ponto P = (z,y) pertencia a hipérbole H entao, a rotagao de P
dada por P’ = (—y,x) pertence a hipérbole H' . Como P’ é um ponto da hipérbole, na

qual foi rotacionada entao,
|d(P', FY) — d(P', F3)| = 2a.
Logo as coordenadas de P’ satisfazem a equacao reduzida da hipérbole.

LSRN T (23)




A equagao (23) representa a equagao reduzida da hipérbole quando seus focos estao loca-
lizados no eixo das ordenadas. Como ja haviamos discutido anteriormente, nao importa
o ramo em que esteja localizado o ponto P’, suas coordenadas irao satisfazer a equacao
(23). Além disso a reciproca também ¢ valida pois, se a equagao (23) é satisfeita entao x

e y sao as coordenadas de um ponto da hipérbole com eixo real na vertical.

1.2.4 Translacao da hipérbole

Analisaremos agora o caso em que a hipérbole possui seu centro C' fora da origem (0, 0).
Inicialmente considere a hipérbole H, com centro na origem (0,0) e com coordenadas

dos focos e vértices:
F1 = (—C, O), F2 = (C, 0), Al = (—CL,O), A2 = (CL,O), Bl = (0,b>, e BQ = (O, —b)

Conforme fizemos no caso da elipse, definiremos um vetor ¢ = (¢, yo). Ao realizarmos
a translagdo do centro C' = (0,0) na mesma diregdo e sentido e também com o mesmo
modulo do vetor ¥, obtemos o ponto C’ com exatamente as mesmas coordenadas de ¥/, isto
é, C" = (x9,yo). Consideremos novos eixos T e 7, passando pelo ponto C’ de tal forma que
7 seja paralelo ao eixo das ordenadas e T paralelo ao eixo das abscissas. Portanto, C’ é a
origem do novo sistema de coordenadas. Para transladar toda a hipérbole, de modo que
C’ seja seu novo centro, é necessario realizar a translacao dos focos e também dos vértices
reais. Para isso, basta somar as coordenadas dos focos com as coordenadas do centro
C’ e também somar as coordenadas dos vértices reais com as coordenadas do centro C’,
mantendo assim as proporgoes originais entre os focos e o centro e entre os vértices e o
centro. Para Completar a translacao da hipérbole basta entao reconstrui-la a partir de
sua definicdo. Chamaremos essa hipérbole transladada de H’'. Para a construcao, segundo
a definicao, utilizamos o GeoGebra, veja a Figura 40.
As coordenadas dos focos e vértice da hipérbole transladada H' em relagdo aos eixos
T € Y sao:
F = (xo—cy0) e Fy = (zo+c¢ o)
Al = (xo—a,y) e A, = (xo+a,y)
Bl = (zo,yo+b) e By = (0,40 —D).
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Figura 40: hipérbole rotacionada em torno da origem.

Seja (2',y') as coordenadas de P’ em relagao aos eixos T e 7. De forma anéloga ao que
realizamos no caso da elipse, vamos obter as coordenadas de P’ em relacao aos eixos x e

y originais. Se (z,y) forem as coordenadas P’ em rela¢do aos eixos x e y temos que:

r = wzo+a
— /
Yy = Y% t+y.
ndo z n uaco im m
Isolando z’ e 3/ nas equacoes acima obtemos,

¥ = x—ux
(24)
/

Yy = Y- Yo
Como P’' = (2/,y') é um ponto da hipérbole H' nos novos eixos ortogonais, a definigao é

satisfeita:

P =(2'y) e H < |d(P', F]) —d(P, F})| = 2a < @ _ Wy =1 (25)
7y y + 1 )y 2 CL2 b2 .

Substituindo as coordenadas de z’ e v/, conforme (24), na equagao (25) temos,

(z — x0)® (Y — yo)2 _
a2 - b2 = 1. (26)
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A equacgao (26) ¢ chamada de equagao reduzida da hipérbole com centro fora da origem
com seu eixo real paralelo ao eixo das abscissas.

Vejamos agora como obter uma hipérbole com centro fora da origem, cujos focos estao
sobre um eixo paralelo ao eixo das ordenadas. Para facilitar o entendimento, chamaremos
de H a hipérbole na qual possui seu centro na origem e os focos sobre o eixo das abcissas
e chamaremos de H' a hipérbole obtida através da translagao, seguida de uma rotagao,
da hipérbole H.

No processo de translacao da hipérbole H, descrito anteriormente, vimos que foi ne-
cessario transladar apenas os focos e os vértices reais pois, podemos reconstrui-la a partir
destes pontos usando a sua definicdo. Portanto, para obtermos a hipérbole H’, basta
transladarmos os focos e os vértices reais, da hipérbole ‘H e depois rotaciona-los em torno
da nova origem, com um angulo § = 7/2. Por fim, construimos a hipérbole H' de acordo
com a definicao.

Seja C" = (o, ¥yo) 0 centro da hipérbole H' e considere, T e 7, eixos auxiliares, orto-
gonais entre si, passando pelo ponto C’. Nestas condicoes, vejamos como transladar um
ponto P = (xp,yp) e depois rotaciona-lo em torno do centro C’. A Figura 41 ilustra o
procedimento que queremos realizar.

Se o ponto P’ = (2, ') for resultado da translagao de P e P” = (z”,y") for resultado
da rotagao de P’ em torno do centro C’ = (o, yo), entdo podemos escrever as coordenadas

de P” conforme a equacao:

2 = a2’ cost—y sinb
(27)
y' = x'sinf +y cosb.

Durante o estudo da elipse, vimos que a equagao (27) descreve a rotagao de um ponto
em torno da origem. Neste caso, estamos considerando C’ como a origem de novos eixos
coordenados e por este motivo podemos escrever as coordenadas de P” conforme a equacao
mencionada.

Considere as coordenadas (z1,y;), como sendo as coordenadas de P’ em relagao aos

eixos x e y originais. Como (2',y’) sdo as coordenadas de P’ em relagao aos eixos T e 7,
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Figura 41: Translacio seguida de uma rotacao, em torno de C’, de um ponto P .

entao podemos escrever:

¥ = x— 1

| (28)

Yy = Yi—Yo-
Porém, como P’ foi obtido pela translagao de P = (zp,yp), entao as coordenadas de

P’ em relacao aos eixos x e y, também podem ser escritas conforme a equagao:

T = xp+I
1 P+ %o (29)
Y1 = Ypr+ Yo
Pelas equagoes (28) e (29) concluimos que:
¥ = zp
(30)
y = yp

Portanto, substituindo a equagao (30) na (27), obtemos as coordenadas de P” em

funcao das coordenadas de P e do angulo de rotacao.

2" = xpcosh —ypsinb
P Yp (31)
y' = xpsinf +ypcosh.

66



Aplicando uma rotagao de § = 7/2 a equacao (31) se resume em:

Xz = —Yp

(32)
Yy = Irp.

Veja que a equagao (32) fornece as coordenadas de P” em funcao das coordenadas de

P porém, essas coordenadas de P” estd em relagao aos eixos T e y. Considere entao (z,y)

como sendo as coordenadas de P” em relagao aos eixos x e y entao,

¥ = x—x
(33)
y' o= y— Y.
Das equagoes (32) e (33), obtemos as coordenadas de P” nas quais desejamos.
r = —ypt+zx
Yyr 0 (34)
y = Zp+yo.

Como as coordenadas dos focos e vértices reais da hipérbole H sao:
F1 = (—C, 0) e F2 = (C, O)

Ay =(—a,0) e Ay =(a,0),

entao, sd precisamos aplicar a equagao (34) nestes pontos, para obter os focos e vértices
reais da hipérbole H'.

Portanto, os focos e vértices reais de H’' sdo:
Fi = (zo,—c+yo) e Fy=(20,c+ o)

Al = (zo,—a+1yo) e A, = (xo,a+ ),

Construindo a hipérbole H' a partir de seus focos e vértices reais, conforme a sua
definicao, obtemos a hipérbole desejada na qual possui centro fora da origem e focos
paralelos aos eixos das ordenadas. Veja a Figura 42.

Vejamos como obter a equagao reduzida da hipérbole H'. Seja P = (xp, yp) um ponto

da hipérbole H entao, as coordenadas de P satisfazem a equacao:

=1 (35)



8|

Figura 42: hipérbole com centro fora da origem e focos paralelos ao eixo das ordenadas.

Pelas equagoes (32) e (35) podemos escrever:

(y//)2 (_x//)Q
PE ) =1 = a2 b2

~1. (36)

Portanto, o ponto P” = (x”,y"), no qual suas coordenadas satisfazem a equagao (36),

pertence a hipérbole H’. Lembrando que as coordenadas de P” estdao em relagao aos eixos

zy.

Substituindo a equacao (33) na equacao (36) temos:

(y - 90)2 (33' - 330)2
a? - b2

— 1. (37)

A equagao (37) representa a equagao reduzida da elipse, com centro fora da origem e

os focos sobre um eixo paralelo ao eixo das ordenadas.

1.3 Parabola

Para enriquecer a compreensao do conceito de parabola, sugerimos uma abordagem pratica
utilizando dobraduras em uma folha translicida (papel vegetal). Abaixo estdo as ins-
trugoes detalhadas para a construcao:

Instrucgoes passo a passo:
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1. Em uma folha translicida (papel vegetal), trace uma reta r e marque um ponto P

fora dela.
2. Dobre a folha de modo que a reta passe pelo ponto P.
3. Abra a folha novamente e, com um lapis, trace a reta formada pela dobra.

4. Repita os passos 2 e 3, de modo que na etapa 2 vocé percorra toda a reta 7.

As retas tragadas no passo 3 sao tangentes a uma parabola, cujo foco é o ponto P e a
reta r é a reta diretriz. Quanto mais retas forem tragadas (formadas pelas dobras), mais
evidente a parabola se tornara. A Figura 43 ilustra a parabola obtida por meio dessas

dobraduras.

Figura 43: Pardbola obtida através de dobraduras.

Definicao 3. Considere em um plano uma reta d e um ponto I fora dela. Chama-se de
Pardbola o lugar geométrico dos pontos equidistantes de d e F'. A reta d e o ponto F' sao

chamados, respectivamente, de diretriz e foco da pardbola.

Seja P um ponto do plano e P, um ponto da reta d, de modo que F, é o pé da

perpendicular baixada de P sobre a reta d. A distancia entre o ponto P e reta d se
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resume na distancia de P a F,y. Portanto, pela defini¢cao acima, o ponto P é um ponto da

parabola, se e somente se,

d(P,F) = d(P, P,).

14

Figura 44: Pardbola.

Iremos definir os elementos da parabola que sao de fundamental importancia para a

sua construcao.

1.3.1 Elementos da parabola
(i) Foco: é o ponto F'.
(ii) Diretriz: é a reta d.
(iii) Reta focal: é a reta que contém o foco F' e é perpendicular & diretriz.

Vejamos como construir a reta focal. Inicialmente considere, no plano, uma reta d
e um ponto F' ¢ d. Tracemos por F' uma reta ¢ perpendicular a reta d. A reta ¢ é

a reta focal.

Seja A o ponto de intersec¢ao da reta focal com a diretriz e V' o ponto médio do

segmento AF' entao, o ponto V' é um ponto da parabola, ja que
AV, 4) = (V, F).
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Chamaremos de p a medida do segmento AF'. Veja a Figura 45.

14

p/2

p/2

Figura 45: Reta focal da pardbola.

O numero real p é chamado de parametro da parabola. Este parametro estd asso-

ciado com a concavidade da parabola.

(iv) Vértice: é o ponto V que estd na intersecgao da pardbola com a reta focal. O

vértice é o ponto da parabola que estd mais proximo da diretriz.

A proposicao a seguir trata-se da propriedade de simetria de parabola.
Proposicao 6. Toda pardbola P ¢é simétrica com relagao ao seu eixo focal.

Demonstracdo. Considere uma parabola P e um ponto P pertencente a ela. Seja P’ o
simétrico de P em relacao a reta focal £. O segmento PP’ é perpendicular a reta focal e
se interceptam no ponto (). Veja a Figura 46.

Os triangulos retangulos PQF e P'QF sao congruentes pelo caso (LAL). Portanto,
os segmentos PF e P'F sao iguais.

Considere os pontos P e PJ pertencentes a reta diretriz d, de tal modo que Py e P,
sejam ambos o pé da perpendicular baixada de P e P’, respectivamente, sobre a diretriz.
Nestas condigoes, formamos o retangulo PP'PjF,. Portando, os segmentos P'Fj e PP,

sao iguais.
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Como supomos inicialmente que P era um ponto da parabola, entao temos:
d(P, Py) = d(P, F).
Ja mostramos também que
d(P,Py)) =d(P',P}) e d(P,F)=d(P'F).

Portanto,

d(P,P)) =d(P,F) = d(P',P))=d(P,F).

Logo P’ também é um ponto da parabola P. n

Figura 46: Simetria em relagao ao eixo focal da parabola.

1.3.2 Forma candnica da parabola

Afim de facilitar a compreensao, dividiremos o estudo sobre a forma canonica da parabola

em dois casos: Caso (a) e Caso (b).

Caso (a):

Considere inicialmente uma parabola P com vértice na origem do plano-xy e foco sobre o
eixo y. Nestas condigoes, o foco estard a uma distancia p/2 do vértice, assim como a reta

diretriz também estard a uma distancia p/2 do vértice. A seguinte proposicao é valida:
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Proposicao 7. Seja P = (x,y) um ponto da pardbola e Py o pé da perpendicular baizada

de P sobre a diretriz d, entao:
d(P,F)=d(P,P) <= 2°=42py.

Demonstracdo. Primeiro, vamos considerar que o foco esteja acima do eixo z, isto é,

F =(0,p/2). Veja a Figura 47. Logo,

d(P,F) = d(P,F) =
IR
\/x +<y 2 y+2
P p?
$2+y2—py+z = y2+py+Z =
> = 2py.

De forma andloga, consideremos agora, F' = (0, —p/2), conforme a Figura 48. Logo,

d(P,F) = d(P,F) =
S ()
\/x + <y + 5 Y 5 =
P’ p?
Pyt T = Yot =
2 = —2py.
Portanto,
d(P,F)=d(P,P) <= 2°=+2py. (38)

]

A equagao (38), representa a equacao reduzida da pardbola com foco sobre o eixo das
ordenadas. Além disso, usaremos o sinal positivo quando a reta diretriz estiver abaixo do
foco e o sinal negativo quando a diretriz estiver acima do foco. Quando a diretriz esta
abaixo do foco, dizemos que a parabola tem concavidade para cima e no outro caso, a

parabola tem concavidade para baixo.
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R il

X
0,00V
d 4 B (, P
o= =
Figura 47: Pardbola com vértice na origem e F' = (0,p/2).
d
x
Figura 48: Pardbola com vértice na origem e F = (0, —p/2).
Caso (b):

Considere agora uma parabola P com vértice na origem do plano-zy e foco sobre o eixo x.
O foco estard a uma distancia p/2 do vértice, assim como a reta diretriz também estara

a uma distancia p/2 do vértice. Nestas condigbes, a seguinte proposicao é valida:

Proposicao 8. Seja P = (x,y) um ponto da pardbola e Py o pé da perpendicular baizada

74



de P sobre a diretriz d, entdo:
d(P,F)=d(P,P) <= y*>=+2pux.

Demonstracao. Primeiramente, vamos considerar que o foco esteja a direita do eixo y,

isto é, F = (p/2,0). Veja a Figura 49. Logo,

d(P,F) = d(P,F) =
_2>2 2 _ ( 2)2
\/<a; 0) v rt3) =
P’ P
xQ—px+Z+y2 = $2+p$+z =
y? = 2pu.

De forma andloga, consideremos agora, F' = (—p/2,0), conforme a Figura 50. Logo,

d(P,F) = d(P,F) =

PN* o AW
JE D v =[-8 =

P’ P’
x2+px+z—|—y2 = xQ—px+Z =

y' = —2px
Portanto,
d(P,F)=d(P,P) <= y°=42pr. (39)

]

A equagao (39), representa a equagao reduzida da pardbola com foco sobre o eixo
das abcissas. Nesta equacgao, usaremos o sinal positivo quando a reta diretriz estiver a
esquerda do foco e o sinal negativo quando a diretriz estiver a direita do foco. Quando a
diretriz esta a esquerda do foco, dizemos que a parabola tem concavidade para direita e
no outro caso, a parabola tem concavidade para esquerda.

Além disso, podemos também obter a equacao da reta diretriz a partir das coordenadas
do foco e do vértice da parabola. Como a reta diretriz e o foco sao equidistantes do vértice

entao, temos as seguintes equagoes de acordo com as posicoes do foco:
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Figura 50: Parabola com vértice na origem e F' = (—p/2,0).

e Foco sobre o eixo y:
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e Foco sobre o eixo z:

F

F

D

= (—2—),0> = d:x =

= d:x =

2

AL

Neste caso o vértice se encontra na origem. Quando o foco F estiver sobre o eixo das

ordenadas, note que a equacao da diretriz fica igual a ordenada de F' porém com sinal

oposto. De maneira andloga, quando o foco F' estiver sobre o eixo x, a equagao da diretriz

fica igual a abcissa de F' com sinal oposto.

De maneira mais geral, se o vértice da parabola estiver fora da origem entao teremos

as seguintes equagoes para a diretriz, de acordo com as posicoes do foco:

e Foco sobre o eixo 7 paralelo ao eixo y:

F =

F =

e Foco sobre o eixo T paralelo ao eixo x:

F =

F =

<$07Z/0+§) = d:y =

(5507190—%9) — d:y =
p

<x0+§,yo) = d:x =

(

xo—g,%) == d:z =

?/0—]—?

> (40)
Yo+ 3
.1'0—]—9

’ (41)
x +E
ot 5

Nas equagoes apresentadas, xg e ¥y sao as coordenadas do vértice da parabola.

1.3.3 Translacao da parabola

Vejamos agora, como transladar uma parabola para uma nova posi¢ao na qual, seu vértice

estd fora da origem. Considere inicialmente duas parabolas P; e Py, ambas com vértice

na origem do plano-xy e focos sobre o eixo .

As coordenadas do foco Fj e a equacao da diretriz d; da parabola P; sao:

p p
F e (O7 —) d N - — .
1 5 — 1°Y 5

As coordenadas do foco F» e a equacao da diretriz dy da parabola Py sao:

Fe (o)

2 2

7

— dQ:y:E.



Como visto anteriormente, as equagoes de P; e Py sao:
Py oa? = 2py e Py a? = —2py.

Podemos notar que P; e P, sao ambas uma reflexao uma da outra em relacao ao eixo x.

Considere o vetor ¥ = (zg,yp). Assim como fizemos na elipse e hipérbole, vamos
transladar o vértice das parabolas na mesma direcao, sentido e também com o mesmo
modulo do vetor ¥, obtendo assim, o novo vértice V' = (xg,y0). Consideremos novos
eixos, ortogonais entre si, T e 7, passando por V' de modo que T seja paralelo ao eixo
das abcissas e 7 paralelo ao eixo das ordenadas. Nestas condigoes, V' é a origem do novo
sistema.

Para obtermos a translacao das pardbolas P; e P, para o novo vértice V', precisamos
transladar primeiramente seus focos F; e Fy e em seguida encontrar as equacoes das
novas retas diretrizes. Para transladar I} e F5, basta somar as suas coordenadas com as
coordenadas do novo vértice e para obter as equagoes das novas retas diretrizes, basta

seguir as equagoes (40) vistas anteriormente. Portanto, os novos focos e retas diretrizes

Sa0:
p p
Fl = (950790 + 5) = di:y = yo— 5
p p
le = (l’o?yo—é) — dl2 Yy = y0+§

Finalmente, para completar o processo de translacao, basta reconstruirmos as parabolas
a partir dos novos focos e retas diretrizes, conforme a definicao matematica. Dessa forma
obtemos as parabolas P’y e P’y. Poderiamos também transladar uma s6 delas, por exem-
plo Py, e apds isso fazer a reflexdo de P’y em relacao eo eixo T. Veja a Figura 51.

Para encontramos as equagoes das parabolas P’y e Py, considere um ponto P| per-
tencente a parabola P’y e um ponto Pj pertencente a pardbola P’y. (Figura 51).

Se P| = (2,y]) e Py = (24, 95), em relagdo aos eixos T e 7, entdo as coordenadas de

P| e P| satisfazem as equagoes:

Pl (@) =2(y) e Pl (a5)” = —2p(y). (42)

Escrevendo as coordenadas de P| e P}, respectivamente, em relagao aos eixos x e y temos:
r = x4+ x = x9— |2

ot o= la) )
y = Yo+ y = yo— vl
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Figura 51: Parabola P’ com vértice fora da origem e foco paralelo ao eixo y.

Na equagao acima, estamos utilizando |z5] e |y5| pois, sdo as distancias de V' até o ponto z,
e de V' até y}. Neste caso estamos considerando V' como a origem dos eixos coordenados
T e7,isto é, V' = (0,0).

Como 7, < 0 e y} < 0, entao:
75 = =2y e |yl =15
Portando, a equagao (43) fica:

r = xo+ ) r = xo+
y = Yo+ Yy = Yoty

Isolando 7, @, y; e y) na equagao (44) obtemos:

o= r—=x T, = r—x
! ° e 2 ’ (45)
/ /

Y = Y=Y Y2 = Y —Yo-
Por fim, substituindo as coordenadas, conforme a equacao (45), na equacao (42) segue
que:
Py (= x0)* = 2p(y — o) € Py (x—20)° = =2p(y — to)- (46)
As equagoes de (46) representam as equagoes das parabolas com vértice fora da origem
e focos sobre o eixo 7 paralelo ao eixo das ordenadas. As pardbolas P’y e P’y tem

concavidades para cima e para baixo, respectivamente.
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De maneira andloga, podemos obter as equagoes que representam parabolas com

vértice fora da origem e focos sobre o eixo T paralelo ao eixo das abcissas.

Pl (y—wyo)=2p(x—20) e Py (y—w0)® = —2p(x — 20).

As pardbolas P”; e P, tem concavidade para direita e concavidade para esquerda, res-

pectivamente.

1.3.4 Equacgao da parabola na forma explicita
Como ja vimos, a equagao:
(x = 0)* = 2p(y — o),

representa uma parabola com vértice no ponto (zg,yo) e eixo focal paralelo ao eixo das

ordenadas. Desenvolvendo esta equacao, a fim de explicitar o termo y temos:

2 xoxr  x?
2’ = 2wor + a5 =2y —2pyy = Y=o — — + 50+
2p p  2p

Logo a equacao da parabola na forma explicita é dada por:
y = az® +bx +c,

onde,
1 To x%

=—, b=—— e c=yo+ —.
2p D 2p

Podemos reescrever os coeficiente b e ¢ em funcao do coeficiente a, logo temos:

a

a=—, b= —-2axy e c:y0+ax3.
2p

Além disso, podemos obter as coordenadas do vértice em funcao dos coeficiente a, b e

c. Temos que:

b
b=—-2axg = x9=——.
2a
Temos também que:
bar? = b? N b? N b? — 4dac
C = ax =CcC—QqQ°®* — = Cc— — —_—
o 0 Yo 4a? Yo 4a Yo 4a
Portanto, as coordenadas do vértice sao dadas por:
b A
o 2a Ho 4a (47)
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Onde,
A = b — 4ac.

Se a parabola tem vértice na origem, entao os coeficiente b e ¢ sao nulos e a equagao na

forma explicita fica:

y = az’. (48)

Vale ressaltar ainda que o coeficiente a é sempre diferente de zero pois, o parametro p
representa a distancia entre o foco da parabola e a reta diretriz.

Se utilizassemos a equacao da parabola:

(x — 20)> = —2p(y — W),

na qual j& vimos que possui vértice no ponto (zg,yo) e eixo focal paralelo ao eixo das
ordenadas, porém possui concavidade voltada para baixo. Entao, sua equacao na forma
explicita fica:

y = —axr® —br +c, (49)

onde,

a=—, b=—-2ax5 e c=1y— ax’
2p7 0 Yo 0

As coordenadas do vértice podem ser obtidas utilizando também a equagao (47).
Se os coeficientes b e ¢ forem nulos, entao a parabola tem vértice na origem e a equagao
na forma explicita fica:

y = —ax”. (50)

De forma andaloga, podemos obter as equacoes da parabola na forma explicita, cujo eixo

focal é paralelo ao eixo das abcissas e vértice no ponto (zg, yo)-
r=ay’ +by+c e x=—ay’—by+c, (51)
onde,

a:2—, b= —2ay, c:xo—i—ayg e c':ato—ayg
p
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1.4 Equacgao geral do 22 grau com duas varidveis

Durante o desenvolvimento da geometria analitica, conforme a conhecemos hoje, os prin-
cipais matematicos que contribuiram foram René Descartes e Pierre de Fermat. No campo
profissional, Fermat nao era, de fato, um matematico. Sua formacao académica era em
direito e ele estudava matemadtica por hobby. Contudo, Fermat desenvolveu um grande
interesse em restaurar obras perdidas da antiguidade, com base em informacoes frag-
mentdrias sobre elas [3].

Uma das suas notaveis contribuigoes foi a obra “Ad locos planos et solidos isagoge”,
(Introdugao aos lugares planos e sélidos) , que surgiu enquanto ele estava envolvido na
restauracao da famosa obra ”Lugares Planos”de Apolonio, usando referéncias feitas por
Pappus de Alexandria. Embora sua obra nao tenha sido publicada durante sua vida, suas
correspondéncias com outros matematicos da época influenciaram no desenvolvimento da
geometria analitica.

Em sua abra, Fermat concluiu que os lugares geométricos tratados por Apolonio po-
deriam ser expressos por meio de equacoes algébricas com duas varidveis. FEssa ideia
permitiu que ele estudasse esses lugares geométricos por meio de métodos algébricos o
que complementava os métodos geométricos tradicionais. Em suas investigacoes sobre as
conicas (elipse, hipérbole e pardbola), Fermat percebeu que essas curvas poderiam ser
obtidas a partir de uma equagao geral do segundo grau com duas variaveis.

Uma equacao geral do 22 grau ¢ da forma:
Az® 4+ Bary +Cy* + Dx+ Ey + F = 0. (52)
Proposicao 9. Dada uma equacgao geral do seqgundo grau na forma
Az’ 4+ By +Cy? + Dx+ Ey + F = 0.

Se o coeficiente B for nulo e os coeficiente A e C' tiverem o mesmo sinal entdo, a equacao

representa uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados.

Demonstra¢ao. Tomando B = 0 na equagao (52) e dividindo ambos os membros por AC
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temos:

# ¢ Dr By _F
C A AC  AC  AC
2 z 2 @
xr° 4+ A +y + C _ _i
C A AC
Completando quadrados temos:
2+Dx+D2 2+Ey+E2
TtAtae YT taee P DB
C A AC  4A%2C  4AC?

C A 4A2C3

D\’ EN?
(“ﬂ) +<y+%>  C2D? 4 ACE? — 4AFC?

Seja,
M = C?D? + ACE? — 4AFC?.

Se M # 0, entao podemos escrever:

D\? E\?
(o21)  (r+20)

AC;[ + ]\/} =1 =
4A2C3 4A2C3

D\? E\?
(rr31) (+30)
7 + 7 - 1.
4A202 4ACC?

(54)

Como AC > 0, a equagao (54) representa uma elipse com eixos paralelos aos eixos coor-

denados, desde que tenhamos M > 0. O seu centro é o ponto:
D E
247 20 )
Além disso, se M = 0 na equagao (53), temos que:
D\ E\®
(m) | (i)

D\? E\?
A(I—i-ﬂ) +C(y+%) = 0.




Como A # 0 e C # 0, entao devemos ter:
D\’ £\’
(iL‘—Fﬂ) =0 e (y—l—%) = 0.

D E
24 ¢ YT T

Se M < 0 a equagao (54) representa um conjunto vazio. Quando temos B = 0, AC' > 0

O que implica em

Tr =

e a equacao geral do 22 grau com duas varidveis representa um ponto ou um conjunto
vazio entao, chamamos estes de casos degenerados da elipse.

A reciproca da preposicao anterior também é verdadeira, ou seja, dada uma elipse com
eixos paralelos aos eixos coordenados entao, sua equacao pode ser expressa na forma de
uma equacao geral do segundo grau, onde o coeficiente B é nulo e os coeficientes A e C'
tem o mesmo sinal, isto é, AC' > 0. Com efeito,

Desenvolvendo a equagao da elipse, com centro fora da origem, segue que:

(f - 1'0)2 (y - y0)2
22 + 0 =1 =

b?z? — 2xob?x + 230? + a’y? — 2d%yoy + yaa® — P = 0 =

A’ + Cy* +Dx+Ey+F = 0.

A=V, C=d* D=2z, FE=-2d% e F=uxlb*+yla®—a’b>
Proposicao 10. Dada uma equacao geral do sequndo grau na forma
Az? + Bay + Cy* + Dx+ By + F = 0.

Se o coeficiente B for nulo e os coeficiente A e C' tiverem sinais opostos entao, a equacao
representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados ou um par de retas

concorrentes.

Demonstracdo. Tomando B = 0 e suponhamos que A > 0 e C' < 0 temos:
Ar?+ Dz — (-Cy* — By) = —F.
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Como AC' < 0 entao, dividindo em ambos os membros por AC' ficamos com

Dx Ey
2 4 2 . Y
(%) (#8) s

—C A AC

Completando quadrado segue que

2 4 & + D_2 2 4 @ + E_2
Cataw) VT ctae?)  F D2 B
e, A AC 4A? 402

D\? E\?
(“ﬁ) (“%) | MACF-CD?—AE* M
—C A B 4A2C? 4A2C2
onde,
M = 4ACF — CD?* — AE?.
Se M # 0, entao podemos escrever:
+ D\’ AN
DY TS
—C _ A _
i i =1 =
4A2(C? 4A2C?
D\? EN\?
(o31) () | .
M B M -
4A%2(-C) 4AC?
A equagao (55) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados com
centro no ponto:
b _E
247 20 )
Por outro lado, se M = 0 temos:
+ D\’ + AN
“Taa) \UTac .
—C A N



Dai,

E A D

A equacao (56) representa a equagao de duas retas concorrentes. Quando temos B = 0,
AC < 0 e aequacao geral do 2° grau com duas varidveis representa duas retas concorrentes

entao, chamamos este de caso degenerado da hipérbole. O

A reciproca desta preposicao também é verdadeira, ou seja, dada uma hipérbole com
eixos paralelos aos eixos coordenados entao, sua equacao pode ser expressa na forma de
uma equacao geral do segundo grau com duas variaveis, onde o coeficiente B é nulo e os
coeficientes A e C' possuem sinais opostos, isto é, AC' < 0. Com efeito,

Desenvolvendo a equagao da hipérbole, com centro fora da origem, segue que:

(95 - 550)2 (?/ - yo)z
a2 b - =

V?z? — 2xob®x + 230 — a*y? + 2a’yoy — yaa® — d* = 0 =

A2+ Cy*+ Dx+Ey+F = 0.

A=V, C=-a*>, D=-2bxy, FE=2a e F=az3b*—yia®— a’b’

Note que A e C' possuem sinais opostos. O mesmo ocorre quando desenvolvemos a equagao

da hipérbole, cujo eixo focal é paralelo ao eixo das ordenadas.

Proposicao 11. Dada uma equacao geral do sequndo grau na forma
Az’ + Bry +Cy* + Dx+ Ey+ F = 0.

Se os coeficiente B e C' forem nulos e os coeficientes A e E forem diferentes de zero entao,

a equacao representa uma parabola com eixo focal paralelo ao eizo das ordenadas.

Demonstracao. Dada uma equacao geral do segundo grau nas variaveis x e y. Se B e C
forem nulos com A # 0 e E # 0, entao podemos dividir ambos os membros da equagao

por A.
o Di By F

A A A



Completando quadrado segue que

Como FE # 0 entao, podemos escrever:
D > E AN 2 W
“Toa) T TaA\YTE 1aE

D *  E L AAF - D2 (57)
"Toa) T AVt e

A equagao (57) representa uma pardbola com eixo focal paralelo ao eixo das ordenadas e

coordenadas do vértice dadas por:

M2
V:(_£ _4AE D).

2A° 4AFE
m
Além disso, se £ = 0 entao,
A A
. > Dp* F .
oA 142 A
_ D> F D .
T Va2 a4 24
—D ++/D? —4AF
T = : (58)

2A

A equagao (58) representa duas retas paralelas ao eixo das ordenadas se D? — 4AF > (.

Por outro lado, se D? — 4AF = 0 temos:

D
2A°

Tr =

Que representa uma reta paralela ao eixo das ordenadas. Ou ainda, se D? — 4AF < 0

temos entao um conjunto vazio.
Nestes casos em que temos duas retas, uma reta e um conjunto vazio sao denominados

de casos degenerados da pardbola. Poderia ser mostrado de forma analoga que se os
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coeficientes A e B fossem nulos e os coeficientes C' e D fossem diferentes de zero entao,
poderiamos obter, a partir da equacao geral do segundo grau nas variaveis x e y, a equagao
da pardbola cujo eixo focal é paralelo ao eixo das abcissas.

A reciproca desta preposicao também é verdadeira. Dada uma parabola com vértice

fora da origem e eixo focal paralelo ao eixo das ordenadas entao:

(=20 = £2p(y—v0) =
2 —2mor + 22 = 2oy F2y0 —
2% — 2xox + x% Fo2pyxt2pyp = 0 —
A+ Drx+ Ey+F = 0.

Onde,
A=1 D=2z, E=7F2p, F==2py,.

De maneira analoga, dada uma parabola com vértice fora da origem e eixo focal paralelo
ao eixo das abcissas entao:
(y—w)* = £2p(x —20) =
¥ —2yy+ys = 2prF2pz0 =
v —2yoy +yp F 20 £ 2p10 = 0 —
Cy*+Dx+FEy+F = 0.

Onde,
C=1, D=7%F2p, E=-2y, F=uy+2px,.

Nota-se que em ambos os casos temos sempre B =0 e AC = 0.

2 Estudo das Quadricas

O estudo das quadricas sera dividido em duas partes: O estudo das quadricas centrais e
o das quddricas nao centrais [5]; [10]; [16]. Comegcaremos esta secgao definindo o que é

uma superficie de nivel.

Definigao 4. Seja f : R® — R. Uma superficie de nivel é conjunto dos pontos P =

(2,9, 2) no R® para os quais f(x,y,z) = c, onde c € R.
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Uma funcao quadratica em R3 é da forma
f(z,y,2) = Ax* + By* + C2* + Day + Exz + Fyz + Go + Hy + 1z + J.

As superficies de nivel de uma funcdo quadratica em R? sao chamadas de quédricas.

2.1 Quadricas centrais

Quando temos a forma quadratica
f(z,y,2) = Ax* + By* + C2* + Dxy + Exz + Fyz (59)

onde,

G=H=I=J=0

entdo, as superficies de nivel associadas a funcao f(x,y,z) em (59), sdo chamadas de
quéadricas centrais pois, possui centro na origem (0,0,0), uma vez que os termos G, H e I,
que poderiam fazer com que essas superficies se desloquem ao longo dos eixos coordenados,
sao nulos. As quadricas centrais sao simétricas em relagao aos planos coordenados ou
aos planos paralelos a eles. A origem também é um centro de simetria, ou seja, existe
simetria em relacao aos planos coordenados e a origem. Em outras palavras, se um
ponto P pertencente a quadrica f(z,y,z) = R entdo, o simétrico —P também pertence a
quadrica.

Nas superficies quadricas f(x,y,z) = R, isto é,
Az? + By* + C2* + Dxy + Exz + Fyz = R, (60)

onde R € R, podemos realizar uma mudanca de coordenadas por meio de rotagao de
modo que tenhamos D = E = F' = 0. Em outras palavras, podemos escolher novos eixos
coordenados, T, iy e z, de tal forma que os termos Dxy, Exz e Fyz se tornem nulos.
A eliminacao destes termos faz com que as superficies quadricas em (60), fiquem mais
simétricas em relacao aos eixos coordenados.

Portanto, a equacao (60) assume a forma:
AT+ By +C7Z =FR. (61)
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Essa forma simplificada permite visualizar melhor as suas superficies de nivel, ou seja,

as quadricas centrais. Usando desta ideia, admitiremos que dada uma equacgao similar a

equagao (60), podemos escolher um sistema de eixos ortogonais de modo que tenhamos

D = FE = F =0, ou seja, podemos reescrever na forma:

A + By* +C2* =R

(62)

Dada a equagao (62), vamos analisar o caso em que R # 0. Logo, podemos escrever:

Ax2+By2+C’z2_1
R R R

Y R I
a= T =\ 3 e c=

A B C
E>O7 E>O e E>O,

Sejam

SE

Se tivermos

entao temos que
Az?  By?* Oz 2?2 y? 2P
P =
R R R a> b 2

De forma analoga se tivermos

A<O B<O e O<O
R " R R ’

entao pondo

podemos escrever
Az?  By? N cz2 2 oy 2
R R R a® b

Portanto, quando R # 0 temos que

2 2 2
+ 442

a 22 L

(63)

Qualquer uma das combinagoes de sinais da equagao (63) sdo chamadas de forma canonica

das quadricas centrais. Note que a > 0, b > 0e c > 0.

A partir das combinagoes de sinais nesta equacao podemos concluir que existem trés

tipos de superficies, sendo as que possuem os trés coeficientes todos positivos, ou dois
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deles positivos ou apenas um positivo. Quando todos sao negativos entao nao existe lugar
geométrico, uma vez que a equagao (63) nao é satisfeita.

Vejamos o caso em que R = 0 na equacao (62). Temos que:
Az’ + By* + C2* = 0.

Se os coeficientes A, B e C' forem todos positivos, entao pondo

_\/T b /1 N
a = A, = B e C= C,

podemos reescrever na forma:
22y 22
S+t5+t5= 0.
a c

Por outro lado, se os coeficientes A, B e C' forem todos negativos, entao basta tomarmos

Portanto, quando temos R = 0, também podemos escrever a equagao (62) na forma:

$2 y2 22

As combinagoes de sinais da equacdo (64) também sao chamadas de formas candnicas
das quédricas centrais. Em particular, os casos em que temos todos os sinais positivos ou
todos negativos, na equacao (64), representam a origem (0,0, 0).

As demais combinacoes de sinais, representam apenas uma superficie, na qual estuda-
remos mais adiante.

Vamos aprofundar nossa analise das quadricas centrais. Nesse processo, exploraremos
suas formas canonicas, bem como as secoes planas que ocorrem em paralelo aos eixos
coordenados, conhecidas como tragos. Os tracos nos permitem realizar uma analise mais
detalhada da superficie quadrica, possibilitando o estudo das caracteristicas e propriedades

geométricas conforme as se¢oes planas.
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2.1.1 Elipsoide

Definicao 5. O elipsoide € a superficie representada pela forma canénica

Os termos a, b e ¢ sao reais e positivos e também representam a medida dos semi-eixos

do elipsoide. Veja a Figura 52.

Figura 52: Elipsoide.

Quando uma quadrica é cortada pelos planos coordenados ou planos paralelos a eles
entdao, a curva de interseccao serda uma conica. A interseccao de um plano com uma
superficie é chamada de trago da superficie no plano.

O traco do elipsoide Q com o plano z = k paralelo ao plano-xy, com k € R, isto é,

xZ y2 k2

2t =@

z = k,

pode ser os seguintes itens:
(a) Uma elipse com centro (0,0, k), se k € (—c,c).
(b) O ponto (0,0,c¢), se k = ¢ ou o ponto (0,0, —c), se k = —c.
(¢) O conjunto vazio, se |k| > c. Desta forma o plano z = |k| ndo intercepta o elipsoide.
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De forma analoga, temos os tracos do elipsoide Q com os planos y = k e x = k, paralelos

aos planos zOz e yOz, respectivamente.

2 22 k2
2te =1 g
y = k,

2 2 2
Y z k
phe =17
T = k,

Da mesma forma, estes tragos podem ser:

(a) Uma elipse com centro (0,k,0), se k € (—b,b) ou a elipse de centro (k,0,0) se
ke (—a,a).
(b) Os pontos (0,b,0) e (0, —b,0), se k = b ou os pontos (a,0,0) e (—a,0,0), se k = +a.

(¢) O conjunto vazio, se |k| > b ou |k| > a.

Os pontos (£a,0,0), (0,4b,0) e (0,0, £c) sdo chamados de vértice do elipsoide. Veja as
Figuras 53a, 53b e b3c.
Se dois dos trés valores a, b e ¢ forem iguais entao teremos um elipsoide de revolucao.

Por exemplo, quando a = ¢ o elipsoide

Veja a Figura 54.

Observagao 3. A esfera de equacado:
? +y*+ 2" =R

€ um elipsoide com a =b=c= R.

93



(a) Trago do elipsoide no plano z = k, com |k| < ¢. (b) Trago do elipsoide no plano y = k, com |k| < b.

8

]

e
—— -y

+ - - — = o

(c) Trago do elipsoide no plano z = k, com |k| < a.

Figura 53: Tracos do elipsoide nos planos z =k, y = k e x = k.

2.1.2 Hiperboloide de uma folha

Nas combinagoes de sinais da equagao (63), os casos em que temos apenas um coeficiente
negativo, isto é,

.’132 yQ 22 112 y2 22 .’132 yQ 22
2tETe b @TeteTl e TEtetaeTh
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=1

2 2., .2
Figura 54: Elipsoide de revolugao Q : Z_Q +Z —};z
a

Representam as formas canonicas do hiperboloide de um folha de eixos Oz, Oy e Oz,
respectivamente. Vamos analisar a forma canonica do hiperboloide de uma folha de eixo

Oz. Veja a Figura 55.

Figura 55: Hiperboloide de uma folha com eixo Oz:.

O traco do hiperboloide de uma folha Q com o plano z = k paralelo ao plano-xy, com
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k € R, isto é,
372 y2 ]{}2
ety e

z = k,
é uma elipse com centro (0,0, k), para todo k € R. Veja a Figura 56.

Qn{z=k}

Figura 56: @ N {z = k} é uma elipse com centro (0,0, k).

Ja os tracos no plano x = k, isto é,

podem representar os seguintes itens:
(a) Uma hipérbole com centro (k,0,0) se k € (—a,a) pois,
—a<k<a = |kl<a = Kk <d

Assim,
2

1—§>0.

O eixo focal é a reta paralela ao eixo Oy que passa pelo ponto (k,0,0). Veja a

Figura 57a. As assintotas possuem equagoes:
c

z=*£-y.

b@/
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(b) Dois par de retas concorrentes se k = +a. Portanto, temos um par de retas concor-

rentes no ponto (a,0,0) e outro par de retas concorrentes no ponto (—a,0,0). As

equacgoes destas retas concorrentes sao as mesmas das assintotas do item anterior.

Veja a Figura 57b.
(¢) Uma hipérbole com centro (k,0,0) se |k| > a pois,

k| >a = Kk >ad°

Podemos reescrever a equacgao para os tragos no plano x = k da seguinte maneira:

2 2 B L2 '
& a?
T = k,
Portanto,
k2
§—1>O.

O eixo focal é a reta paralela ao eixo Oz que passa pelo ponto (k,0,0).

Figura 57c. As assintotas possuem equagoes:

Yy==+-z
c
Para os tracos no plano y = k, isto é,
2 22 k?
a2 2 b?
Y =k

podem representar os seguintes itens:
(a) Uma hipérbole com centro (0, k,0) se k € (—=b,b) pois,
~b<k<b = |kl<b = k*<b’

Assim,
2

1—b—2>0.

O eixo focal é a reta paralela ao eixo Ox que passa pelo ponto (0, k,0).

Figura 58a. As assintotas possuem equagoes:

c
z=*—zx.
a
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(b)

Dois par de retas concorrentes se k = +b. Portanto, temos um par de retas concor-
rentes no ponto (0,b,0) e outro par de retas concorrentes no ponto (0, —b,0). As
equacoes destas retas concorrentes sao as mesmas das assintotas do item anterior.

Veja a Figura 58b.

Uma hipérbole com centro (0, k,0) se |k| > b pois,

k| >b = k>0

Podemos reescrever a equagao para os tragos no plano y = k£ da seguinte maneira:

22 2? k?
2 2 " w !
y = k,
Portanto,
k.2
i 1>0.

O eixo focal é a reta paralela ao eixo Oz que passa pelo ponto (0,k,0). Veja a

Figura 58c. As assintotas possuem equagoes:

a
Tr=+-2z.

2.1.3 Hiperboloide de duas folhas

c

Nas combinagoes de sinais da equagao (63), os casos em que temos apenas um coeficiente

positivo, isto é

.1’2 y2 22 .1'2 y2

a? b2

2,2 .%'2 y2 22

— =1, _ .z __1

c2

Representam as formas candnicas do hiperboloide de duas folhas de eixos Oz, Oy e Oz,

respectivamente. Vamos analisar o hiperboloide de duas folhas de eixo Oz, conforme a

Figura 59.
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(a) hipérbole para |k| < a . (b) retas concorrentes no ponto (a,0,0).

(¢) hipérbole para |k| > a .

Figura 57: Tracos do hiperboloide de uma folha no plano z = k.

Os tragos do hiperboloide de duas folha QO com os planos z = k ey =k, com k € R,

isto é,
2 2 2 2 2 2
T k T z k
S A L -5 = 14+
a? b2 c? e a? 2 b2

z = k, Yy = k,
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(a) hipérbole para |k| <b . (b) retas concorrentes no ponto (0,b,0) .

(¢) hipérbole para |k| > b .

Figura 58: Tragos do hiperboloide de uma folha no plano y = k

sao hipérboles, onde suas assintotas sao, respectivamente,

a e a

Z:k', yzka
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Figura 59: Hiperboloide de duas folhas de eixo Oz.

Os eixos focais destas hipérboles, sao paralelos ao eixo Ox e passam pelos pontos (0,0, k)

e (0,k,0), respectivamente. Veja a Figura 60.

Qn{z=k}

(a) hipérbole de centro (0,0, k) . (b) hipérbole de centro (0, k,0).

Figura 60: Tragos do hiperboloide de duas folhas nos plano z = k e y = k.
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Por outro lado, os tracos no plano x = k com k € R, isto é,

o2 R oz _ kB
b2 2 a? _— b2 2 a?
x = k A = k,

podem representar os seguintes itens:

(a) Uma elipse com centro (k,0,0) se |k| > a pois,
2 2
k| >a —= KF>d <= —S>1 < —-1>0.
a a

Veja a Figura 61a.

(b) Os pontos (a,0,0) e (—a,0,0) se k = a e k = —a, respectivamente. Veja a Figura
61b.

(c) O conjunto vazio se |k| < a. Veja a Figura 61c.

2.1.4 Cone eliptico

As formas canonicas para o cone eliptico, sao dadas pelas combinacoes de sinais da equagao

(64), mencionada no inicio desta secgao. As equagoes:

22 2 2 2 oy 2 2 2 2
S+ 4+ =0, - +==0 e —+%—==0,
c a? b2 2 a2 b2 2

representam um cone eliptico de eixos Oz, Oy e Oz, respectivamente. Vamos estudar

com mais detalhes o cone eliptico de eixo Oz, conforme a Figura 62.

LE2 y2 22

Q: =+ ——==0.

a2 b2 2

O trago do cone eliptico Q com o plano z = k paralelo ao plano-xy, com k € R, isto é,

22 P 1.2
2 2
z = k,

representa uma elipse de centro (0,0, k) quando k # 0 e representa a origem se k = 0.

Veja a Figura 63.
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w=—k

&=k

e+ e

.-

.
.
e
>
.

(a) Elipse para |k| > a . (b) Os Pontos (+a,0,0).

(¢) Conjunto vazio para |k| < a .

Figura 61: Tracos do hiperboloide de duas folha no plano = = k.

Observacgao 4. Se tivermos a = b entao, temos um cone circular jda que o traco no plano

2=k, comk #0, é um circulo.

J& o traco com o plano y = k, isto é,

@ 22k 2tk
a2 2 b? _— 2 a2 B
y =k y =k

representa uma hipérbole com centro (0,k,0) se k # 0. A reta focal é a reta paralela ao
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Figura 62: Cone eliptico de eixo Oz.

Figura 63: Tragos do cone eliptico de eixo Oz com plano z = k.

eixo Oz que passa pelo ponto (0, k,0). Suas assintotas sdo dadas por:

az
r = +—
c

y = k



Por outro lado, se £ = 0 entao, temos duas retas concorrentes que possuem a mesma
equacao das assintotas mencionadas acima. Estas retas sao concorrentes na origem. Veja

as Figuras 64a e 64b.

(a) (b)

Figura 64: Tracos do cone eliptico de eixo Oz com o plano y = k.

Para o traco com o plano x = k, isto é,

y2 22 k? Z2 y2 kz
?oe @ = Er @
x = k z = k,

representa uma hipérbole com centro (k,0,0) se k # 0. A reta focal é paralela ao eixo Oz

e passa pelo ponto (k,0,0). As equagdes de suas assintotas sao:
bz
y = £—
c
xr = k.
Se k = 0 entao, temos duas retas concorrentes na origem que possuem a mesma equacao

das assintotas mencionadas acima. Vejas as Figuras 65a e 65b.

2.1.5 Cilindro eliptico

A partir da equacao
Az’ 4+ By* + C2* = R,
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(a) (b)

Figura 65: Tragos do cone eliptico de eixo Oz com o plano z = k.

apresentada no incio desta sec¢ao, podemos obter as formas canonicas do cilindro eliptico.
Seja R # 0. Se um dos coeficientes A, B ou C for nulo entao, temos as seguintes

equacgoes de segundo grau nas variaveis x, y e z:

Ox2+By2+Cz2_1 Ax2+0y2+0z2_1 . Ax2+By2+022_1
R R R 7 R R R R R R
De maneira andloga ao que fizemos no inicio desta seccao, podemos escrever as equagoes

acima da seguinte forma:

y2 22 1’2 22 SL’Z y2

£5=1 FoEo=1e k=1 (65)

+=
b2 a c? b2

As equagdes de (65) representam um conjunto vazio se os coeficientes, no primeiro mem-
bro, forem todos negativos. Se todos os coeficientes forem positivos entao teremos as
formas canonicas do cilindro eliptico. Por outro lado, se apenas um dos coeficientes for
positivo entao teremos um cilindro hiperbdlico no qual sera discutido na préxima sub-
seccao.

Portanto, as equagoes do segundo grau nas variaveis x, y e z

yQ 22 ZE2 Z2 1.2 yQ

plta=b ata=te gtp=1t
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sao denominadas de formas canonicas do cilindro eliptico, cujos eixos sao respectivamente,

Oz, Oy e Oz. Iremos abordar com mais detalhes o cilindro eliptico de eixo Oz conforme

a Figura 66. Os demais, sao andlogos.

IL'2 y2

O traco do cilindro eliptico @ com o plano z = k, paralelo ao plano-xy, com k € R, isto

Figura 66: Cilindro eliptico de eixo Oz.

[©N

.’EQ y2
ate =1
z = k,

representa uma elipse de centro (0,0, k). Veja a Figura 67.

Observacao 5. Se tivermos a = b entao, o cilindro € circular pois, o traco no plano

z =k sao circulos de centro (0,0, k).

Ja o trago no plano y = k, isto é,

x2 N k2 _ 1 x? _ k?
a2 b2 —_— a2 b2
Y =k y = k.

Representam os seguintes itens:
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Y
Figura 67: Traco no plano z = k.
(a) Duas retas paralelas ao eixo Oz se |k| < b pois,
como |k| < b <= —b < k < b, entao,
2 k‘2
Logo temos:
2012 _ .2 7 ]2
s a*(b® —k?) L avb?—k
r° = 2 — == b ,

na qual representa as duas retas paralelas. Veja a Figura 68a.

(b) Uma reta paralela ao eixo Oz que passa pelo ponto (0, b, 0) ou pelo ponto (0, —b,0),

se k = b ou k = —b, respectivamente, pois,

se k = +b entao:
2

a
Portanto, temos a reta de equagao
y = b y = —b
ou
r = 0 z = 0.

Veja a Figura 68b.

108



(¢) Um conjunto vazio se |k| > b pois,
2 2
x k
Z2-l-p<o

que resulta em uma sentencga falsa. Veja a Figura 68c

(a) Par de retas paralelas a Oz, se |k| < b. (b) Reta paralela a Oz, se k = £b

(c) Conjunto vazio, se |k| > b .

Figura 68: Tragos do cilindro eliptico no plano y = k.

De maneira analoga, o trago no plano x = k, isto é,

2 2
Y k
-l
r = k.



representam os seguintes itens:

(a) Duas retas paralelas ao eixo Oz se |k| < a. As equagoes destas retas sao dadas por:

bva? — k2

a

y==+

(b) Uma reta paralela ao eixo Oz que passa pelo ponto (a, 0, 0) ou pelo ponto (—a, 0,0),

se k = a ou k = —a, respectivamente. Logo, temos as equacoes:
xr = a xr = —a
ou
y = 0 y = 0

(¢) Um conjunto vazio se |k| > a.

Veja a Figura 69.

2.1.6 Cilindro hiperbdlico

Nas equacoes

2 2 2 2 2 2
Yy z T V4 T Yy

apresentadas anteriormente, se houver apenas um coeficiente positivo entao, chamaremos

estas equacoes de formas canonicas do cilindro hiperbélico. Portanto, temos as seguintes

formas canonicas:

(i) De eixo Oz.

T x
(ii) De eixo Oy.
2 2 2 2
oz z
AR - A
(iii) De eixo Oz.
ioE oy, 2,
b? 2 ¢ R
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r=—k

—a ——

-

(a) Par de retas paralelas a Oz, se |k| < a. (b) Reta paralela a Oz, se k = +a

(c) Conjunto vazio, se |k| > a .

Figura 69: Tracos do cilindro eliptico no plano x = k.

Vamos abordar com mais detalhes o cilindro hiperbélico Q@ de eixo Oz, uma vez que o0s

demais sao andlogos. Veja a Figura 70.

2 2
Q: S

a? b2

O trago do cilindro hiperbdlico @ com o plano z = k, paralelo ao plano-xy, com k € R,
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Figura 70: Cilindro hiperbdlico de eixo Oz.

isto é, , ,
z = k,

representa uma hipérbole, cujo centro é o ponto (0,0, k) para todo k. O eixo real é a

reta paralela ao eixo Ox que passa pelos pontos (a,0, k) e (—a, 0, k). As equagoes de suas

assintotas sao dadas por:

b
y = £
a

z = k.
Veja a Figura 71.

O traco do cilindro hiperbélico Q com o plano y = k, isto é,

x? k2
e - 'TE
y = k,

representa um par de retas paralelas ao eixo Oz para todo k pois,

2 2 /b2 k2
R A A
a? b2 b

A equacao acima, representa a equacao dessas duas retas paralelas. Veja Figura 72.
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Figura 71: Traco no plano z = k.

x

== 4= — g,

i)
o

‘l
— = = — = = == = = =

Figura 72: Tracos do cilindro hiperbdlico no plano y = k.

Ja o traco no plano x = k, isto é,

]{12 y2 _ y2 - ]{12 )
a2 o — »o A
x = k, r = Kk,



representa os seguintes itens:

(a) um par retas paralelas ao eixo Oz se |k| > a pois,
como k| >a =k >ae —k>a.

Portanto,
2 k2 b k2 — g2
Y0 150 = y=x¥" "0
> a? a
Logo podemos ter os dois par de retas:
W W@

a [§ a

zr = k r = —k

Veja a Figura 73a.

(b) Uma reta paralela ao eixo Oz que passa pelo ponto (a, 0,0) ou pelo ponto (—a,0,0),

se k = a ou k = —a, respectivamente. Logo, temos as equagoes:
r = a r = —a
ou
y = 0 y =0

Veja a Figura 73b.

(¢) Um conjunto vazio |k| < a. Veja a Figura 73c.

2.2 Quadricas nao centrais
Dada a funcao quadritica em R3
f(z,y,2) = Ax® + By? + C2* + Day + Exz + Fyz + Go + Hy + 1z + J.

Se os coeficientes G, H e I forem nao nulos entao, dizemos que as superficies de nivel
associadas a fungao f(z,y, z) sdo quadricas nao centrais. As quadricas ndo centrais sao
assim chamadas, por nao serem simétricas em relagao a origem.

Nas superficies quadricas f(z,y, z) = R, isto é,
Az® + By + C2* + Dy + Exz + Fyz + Gz + Hy + [z + J = R, (66)
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(a) Par de retas paralelas a Oz, se |k| > a. (b) Reta paralela a Oz, se k = ta

(¢) Conjunto vazio, se k| < a .

Figura 73: Tracos do cilindro hiperbédlico no plano = = k.

podemos realizar uma mudanca de coordenadas de tal modo que tenhamos D = E = F =
0. Em outras palavras, podemos escolher novos eixos ortogonais, 7, 7 e Z, de modo que a

equacgao (66) se transforma em:
AT+ By +CZ+GT+Hy+1z7+J =R.
Portanto, escolhendo um sistema de eixos ortogonais, podemos reescrever qualquer equacao
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geral de segundo grau em R3, na forma simplificada:
A? + By +C2*+Gx +Hy+ 12+ J =R. (67)

Além disso, a partir da equacao (67), podemos simplifica-la ainda mais realizando uma
translacao dos eixos coordenados. Seja o sistema de eixos OFFZ obtido pela translacio
do sistema Oxyz onde, O = (z¢, 3o, 20) ¢ a nova origem.

Seja P = (xp, yp, zp) um ponto no sistema Ozyz, onde P satisfaz a equagao (67) para
algum R € R. Tomando P = (7,7, %) como sendo a translacdo de P para o novo sistema

Oz7yz, temos que as coordenadas de P em relacao ao sistema Ozxyz é dada por:

r = T+ X
Yy = Y+
zZ = E—i-Zo.

Vale ressaltar que as coordenadas de P no sistema OZyZ sao iguais as coordenadas de
P no sistema Oxyz, uma vez que, as distancias destes pontos as suas respectivas origens
sdo iguais pois, P é uma translacdo de P. Portanto, T = xp, § = yp Z = 2p, OU seja,
para encontrar as coordenadas de P em relacdo a Oxyz podemos somar as coordenas de
P com as coordenadas de O.
Aplicando a mudanca de coordenadas (translagao) na equagao (67) segue que:
AT+ 202+ B +u)?+CE+2)?2+Gr+Hy+1z+J = R—
A(T* + 2T + x§) + B(¥* + 250 + v3) + C(Z* + 2220 + 23)
+G@+x0) +HY+y) +I1Z+2)+J = R=
A% + By? 4+ CZ% + (2Az0 + G)T + (2Byo + H)y + (2C2 + 1)z

+Ax2+ Bys+C2+Gao+ Hyo+ 120+ J = R

Pela equacgao (68) podemos verificar alguns casos:

Caso (I):

Os coeficientes A, B e C sio diferentes de zero. Podemos escolher o ponto O = (2, %o, 20)

de modo que os termos de primeiro grau desaparecam. Basta tomarmos
G H 1

T T T o f 0T T
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Logo, a equagao (68) se resume em:

G* H* I* G* H?* I?

A—Q B—2 =2 - e —
e+ y—I—C’Z—{—4A+4B+40 54 2B 2C+J R =
G? H? I?
—2 —9 B 2 _
Az + By + CZ 1A 1B 4C+J R
Tomando
— G?> H? I?
R—R—l—H—FE—FE—J,

podemos escrever:
AT? + By? + C7Z* = R,

que representa a forma simplificada das quadricas centrais nas quais ja estudamos.

Caso (II):

Somente um dos coeficiente A, B ou C' é nulo. Vejamos o caso em que temos A # 0,
B #0e C =0. Afim de fazer desaparecer os termos de primeiro grau, tomemos

G H
To=—5 Yo=—7p-
2A° 2B

Note que nao é necessario definir um valor para zy, um vez que o coeficiente C' sendo nulo

nao conseguimos eliminar o termo de primeiro grau em relacao ao eixo z. Neste caso, a

equagao (68) se resume em:

2 2
A52+BZQ+IZ—H—E+IZO+J:R.
Tomando
— G?* H?
=R+—+——-(

podemos escrever:
AZ*+ By + 1z = R. (69)

Se tivermos I = 0 na equagao (69) entao temos,
A7+ By® = R,

para todo zg € R. Esta equacgao representa um cilindro eliptico de eixo Oz quando os
coeficientes A e B possuem o mesmo sinal de R. Por outro lado, se os coeficiente A e B

tem sinais opostos entao, a equagao acima representa um cilindro hiperbdlico de eixo Oz.
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Obviamente, os cilindros elipticos e hiperbdlicos possuem eixos Oz pois estamos con-

siderando C' = 0 na equagao (68). Nos casos em que A = 0 ou B = 0 teriamos as

equacoes:
B+ 0z =R, e AZ*+CzZ*=R,,
com
L 2 2 . 2 2
Ri=R+—+——-(G J Rh=R+—+——(H J
1= R tag ~(Grotd) e Re= R gt am = (Hyo+J)

e considerando G = 0 e H = 0 respectivamente. FKEstas equagbes representam os
cilindros elipticos ou hiperbélicos, conforme os sinais dos coeficiente no primeiro membro,
de eixos Ox e Oy respectivamente.

Voltando a equagao (69), se tivermos I # 0, entao

AT? + By = R-1z —
G? H?
AT? + By? = —+——(I -1z
z° + By R+4A+4B ({zog+J)—1Z
Escolhendo zy como:
B R+ G? n H? 7
=TT 4Ar TaBr
segue que
AT? + By = —1Iz
Tomando S = —1I, temos:

Az* + By = SZ. (70)
A equagao (70) representa a forma simplificada de uma quadrica nao centrada de eixo
Oz. As demais equagbes para as quadricas nao centradas de eixos Ox e Oy sao obtidas

de forma andloga fazendo A = 0 ou B = 0, onde G e H sao nao nulos. Estas equagoes de

eixos Ox e Oy, respectivamente sao:
B +Cz* =57 e AT*+C7° = 9,7,

onde S; = —-GeS,=—-H
Ainda teriamos mais um caso a ser verificado, o caso em que temos dois dos trés

coeficientes A, B ou C sendo nulos na equagao (68). Porém, ndo serd abordado, uma
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vez que a equagao (70) obtida no (Caso II), ja ¢ suficiente para realizarmos os estudos
das quadricas nao céntricas. Portanto, de maneira geral, a equagao de uma quadrica nao

central pode ser simplificada nas formas:
Az + By* =Sz ou Az +C2*=Sy ou By’ +Cz* =Sz

cujo eixos sao respectivamente Oz, Oy e Oz.
Escolhendo a equacao de eixo Oz, por exemplo, podemos ainda reescreve-la na forma

c
canonica. Se S # 0 entao, multiplicando a equacao por 5 onde ¢ € R tal que ¢ > 0,

resulta em
Ac Be
A +By* =82 = 2+ =y =cz
S S
Se os coeficientes forem positivos, isto €,
Ac Be
— >0 e — >0,
S S
entao pondo
S e b S
a = _— — JR—
Ac Be'’
segue que
22 P
2 + T cz.
Por outro lado, se
Ac Be
— <0 e — <0,
S
entao pondo
S b S
a = _— e = —,
Ac Be
segue que
2 2
2y
a2 b2

Portanto, se os coeficientes A e S ou B e S tiverem sinais iguais ou opostos, entao podemos

escrever:
2 2

T Y
+—+ = =cz 71
T (71)
As combinagdes de sinais da equagao (71) nos fornece dois tipos de superficies quadricas

de eixo OZ. As equagOes que representam as quadricas nao centrais de eixos Ox e Oy
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sao respectivamente,

y2 2’2 ZE2 22

:tb—Q:i:g:ax € i;ig:by,

com a e b nimeros reais, sendo a > 0 e b > 0. Iremos estudar com mais detalhes esses
dois tipos de quadricas que obtemos a partir das combinacoes de sinais das equagoes

mencionadas acima.

2.2.1 Paraboloide eliptico

Nas combinagoes de sinais das equagoes

2 2 2 2 2 2

+—+ = =cz +4 42 e :I:x—iz—szy.

a2 b? 22 a2 ¢
Se os coeficientes dos termos quadraticos tiverem sinais iguais entao, cada uma destas
equacoes representa um paraboloide eliptico. Lembrando que a, b e ¢ sao niimeros reais
positivos.
Portanto, as equacoes do paraboloide eliptico na forma candnica de eixos Oz, Oy e

Oz, respectivamente, sao:

y2 2’2 1'2 2’2 b 932 yQ

prEz - g@ta T W atp T«
ou

y2 2 xZ 22 b 2 yQ

ETe W TgTa T W TETe T

Vejamos agora os tragos dos paraboloides elipticos. Para esta analise, escolheremos
a forma canonica com relagao ao eixo Oz, pois o procedimento é andlogo para as outras

formas canodnicas. Consideremos os paraboloides elipticos Q; e Qs com eixo ao longo de

Oz:
1.2 2 ZL'2 2
Qll ¥+:Z—2:CZ e QQZ J

Podemos ainda reescrever a equacao do paraboloide Q, da seguinte forma:

2 2
L
QQ. ?—i—ﬁ——cz
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Dizemos que um paraboloide eliptico possui concavidade voltada para cima quando, em
sua forma canonica, os coeficientes no primeiro membro tém sinais iguais entre si e iguais
ao sinal do coeficiente no segundo membro. Isso é representado na Figura 74a que descreve
o paraboloide eliptico Q;.

Por outro lado, quando, na forma canodnica, os coeficientes no primeiro membro pos-
suem sinais iguais entre si, mas opostos ao coeficiente no segundo membro, dizemos que o
paraboloide eliptico tem concavidade voltada para baixo. Isso é ilustrado na Figura 74b

que representa o paraboloide Qs.

(a) Concavidade voltada para cima. (b) Concavidade voltada para baixo.

Figura 74: Paraboloides elipticos de eixo Oz.

Através da Figura 74 podemos observar que o paraboloide eliptico nao é simétrico em
relacao ao plano zy e a origem, o que é uma caracteristica das quédricas nao centradas.

Afim de analisar os tragos do paraboloide eliptico de eixo Oz, consideremos apenas o
paraboloide O;.

Os tracos de Q; com plano z = k, paralelo ao plano-xy, com k € R, isto é,
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podem representar os seguintes itens:

(a) Uma elipse cujo centro é o ponto (0,0, k) se k > 0.
(b) Representa a origem (0,0,0), se k = 0.

(¢) O conjunto vazio se k < 0 pois, o paraboloide eliptico nao é simétrico em rela¢ao ao

plano xy e a origem.

A Figura 75 representa estes tragos.

J& os tracos de Q1 com o plano y = k, isto é,

$2 kf2 2 2 k2
B — - r* = a‘c|lz——
a? ¢ b2 _— cb?

y — k, y — k;

2
sao parabolas de vértices (0, k, ﬁ) e eixo focal paralelo ao eixo Oz. Veja a Figura 76.
c
Os tragos de Q; com o plano x = k, isto é,

2 2 k2
LA - L v = belz——
b2 a? S ca?

= ka xr = k’,

2

também sao parabolas de vértice <k:,0, ) e eixo focal paralelo ao eixo Oz. Veja a

Figura 77.

ca?

2.2.2 Paraboloide hiperbdlico

Nas combinagoes de sinais das equagoes

l’2 y2 y2 22 1’2 22

Se os coeficientes dos termos do segundo grau tiverem sinais opostos entao, cada uma
destas equagoes representa um paraboloide hiperbélico. Portando, as equacoes do para-

boloide hiperbdlico na forma canodnica de eixos Ox, Oy e Oz, respectivamente, sao:

o2 2 2 , 2y
Foa T W gta T We o=
ou (72)
2 2 2 52 22 2
—g;—2+c—2 = ar, —5t5 = by e ——2+% = ¢z
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(a) Elipse se k > 0 . (b) Origem (0,0,0) se k = 0.

(¢) Conjunto vazio se k < 0.

Figura 75: Tracos do paraboloide eliptico Q; com plano z = k.

Além disso, cada uma das formas candnica apresentadas em (72), nessa ordem, sdo equi-

valentes as equagoes correspondentes em (73), na mesma ordem.

y2 z2 B 1’2 2,2 B b .’172 y2 B
TRiae T W Tgtag T W e Tty T e

ou (73)
y2 22 _ x2 Z2 - _b 1.2_y2 o
w2 T W gt T e g T e
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Figura 76: Tracos do paraboloide eliptico Q1 no plano y = k.

Figura 77: Tracos do paraboloide eliptico Q; no plano = = k.
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Afim de estudarmos os tracgos dos paraboloides hiperbdlicos, escolheremos a forma canonica
de eixo Oz com ¢ > 0. Para as demais formas canonicas o procedimento é analogo. Seja
Q o paraboloide hiperbdlico de eixo Oz. Na Figura 78, na qual ilustra o paraboloide

hiperbdlico Q, podemos notar que nao existe simetria em relagao ao plano xy e a origem.

2 2
x Y
Q: g—ﬁ—cz, com ¢ > 0.

Figura 78: Paraboloide hiperbélico Q de eixo Oz.

Os trago do paraboloide hiperbdlico Q com o plano z = k, paralelo ao plano-ry com

k € R, isto é,

a? b2

podem representar os seguintes itens:

(a) Uma hipérbole de eixo focal paralelo ao eixo Ox se k > 0 pois, ck > 0 uma vez que
¢ e k sdo positivos. O centro da hipérbole é o ponto (0,0, k) e as equagoes de suas
assintotas sao:

y = -z

b
a

z = k.



(b) Duas retas concorrentes na origem (0,0,0) se k = 0 pois,

2 2 2 2 b
a b _— b a _— a
z = 0. z = 0. z = 0.

(c) Uma hipérbole de eixo focal paralelo ao eixo Oy se k < 0 pois, como ¢ > 0 entdo,
—ck > 0. Logo, a equacao desta hipérbole ¢ dada por:

2 2
Yy r-
P -k

z = k,
O centro da hipérbole é o ponto (0,0, k) e as equagoes de suas assintotas sao:
a
r = +£-
by

z = k.

Os tracos do paraboloide hiperbdlico @ com o plano z = k, estao representados na Figura

79.

Ja os tracos do paraboloide hiperbdlico @ com o plano y = k, isto é,

z? k? 5 ) k2
P — — ¢ = a‘c|z+ —=
CL2 s + b2 > Cb2
Yy = k:7 Yy = k,
2
representam parabolas de vértice (0, k, _ﬁ> e reta focal paralela ao eixo Oz. Como
c

a’c > 0, entdo estas pardbolas possuem concavidades voltadas para cima. Veja a Figura

80a.

Analogamente, os tracos de @ com o plano x = k, isto é,

2 L2 k2
I T o= —belz-—
b2 a? — ca
xr = k, €T — k"
2
representam parabolas de vértice (k, 0, —2) e reta focal paralela ao eixo Oz. Neste caso,
ca

temos —b%c < 0 e portanto, estas parabolas possuem concavidades voltadas para baixo.

Veja a Figura 80b.
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(a) Hipérbole se k > 0 . (b) Retas concorrentes em (0,0,0) se k = 0.

(c) Hipérbole se k < 0.

Figura 79: Tracos do paraboloide hiperbdlico Q com plano z = k.

2.2.3 Cilindro parabdlico

Ja vimos que, de maneira geral, a equagao de uma quéadrica nao central pode ser simpli-

ficada nas formas:
Az + By =Sz ou A2’ 4+C2*=Sy ou By’ +Cz* =Sz

cujo eixos sao respectivamente Oz, Oy e Ox.
No caso das equacoes acima, estamos considerando que apenas um dos trés coeficientes,

A, B ou C é nulo. Para o cilindro parabdlico, devemos ter dois dos coeficientes A, B ou
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(a) Concavidade voltada para cima. (b) Concavidade voltada para baixo.

Figura 80: Tracos do paraboloide hiperbélico Q@ com os planos y = k e x = k, respectivamente.

C sendo nulo. Portando, as equacoes para o cilindro parabdlico sao:

Az? = Sz, com B=C=0

(74)
By? = Sz, com A=C=0
Ar? = Sy, com B=C=0

(75)
Cz2 = Sy, com A=DB=0,
By? = Sz, com A=C=0

(76)

Cz> = Sz, com A=B=0
Nas equacoes do cilindro parabdlico, o eixo que nao esta explicitamente mencionado
corresponde ao eixo do préprio cilindro parabdlico. Escolhendo, por exemplo, a primeira
equagao de (74), onde B = C = 0, podemos reescreve-la na forma canonica. Note que
S # 0, conforme visto no Caso (II) estudado na subsecgao 2.2 refente as quadricas nao

c
centrais. Multiplicando a primeira equagao de (74) por —, com ¢ € R e ¢ > 0, segue que

S
AC
A2 =8, — —ir?=cz.
S
) Ac .
Se tivermos < > 0, entao pondo
72
a=\—— = — =cz.
Ac a?
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Ac
Por outro lado, se tivermos < < 0, entao pondo

S x?

- —— =cz.
Ac a?

Portanto, se os coeficiente A e S tiverem sinais iguais ou opostos, entao podemos escrever:
2
x
+— =cz (77)
a2
A combinacao de sinais de (77) representa duas das quatro formas candnicas do cilindro
parabdlico de eixo Oy pois, estamos utilizando apenas uma equacao de (74). Vale ressaltar
. z? . ?
ainda que —— = cz equivale a — = —cz.
a? a?
Quando na forma canonica o sinal do termo de segundo grau é oposto ao sinal do

termo de primeiro grau, como por exemplo na forma

x? x?
—— =cz ou — =-—cz
a? a? ’
entao o cilindro parabdlico de eixo Oy terd sentido contrario ao cilindro parabdlico cuja
a forma canonica é

x
— =cz.
Veja a Figura 81.

Podemos notar que na Figura 8la o cilindro parabdlico tem concavidade no sentido
negativo do eixo Oz devido os coeficientes, na forma canonica, terem sinais opostos. Ja
na Figura 81b, o cilindro parabdlico tem concavidade no sentido positivo do eixo Oz pois,
na forma canodnica os coeficientes possuem sinais iguais. As demais formas canonicas, de
eixo Ox e Oz, podem ser obtidas de forma andloga.

Portanto, as formas canonicas do cilindro parabdlico sao:

De eixo Oz:

2 2
el by ou 3= —by,
2 2
% = az ou 5 = —az
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2 2

a) Cilindro parabdlico: S b) Cilindro parabdlico: T e
(a) a2 a?

Figura 81: Cilindros parabdlicos de eixo Oy.

De eixo Oy:
2 22
— = ¢z ou — = —cz
a? a? ’
2 2
— = ar ou — = —azr
c? c?

De eixo Oux:
2 2
y - cz ou vy _ —cz
2 b2 ’
22 . 22 .
— = by ou — = -—by.
c? c?

Afim de estudarmos os tragos do cilindro parabdlico, serd escolhido a forma canonica
de eixo Oy, cuja a concavidade é no sentido positivo do eixo Oz, isto €,
72
Q: pol cz.
Por se tratar de uma quéadrica nao centrada, podemos notar que Q nao ¢é simétrico

em relacao ao plano-xy e a origem.
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Os tragos de @ com plano z = k, paralelo ao plano-zy com k € R, isto é,
72
a?

z =k,

representam os seguintes itens:

(a) Duas retas paralelas ao eixo Oy se k > 0 pois,

2

9:_2 = ck r = =+ m/&
a -
z = k. z = k.

Portanto, temos duas retas paralelas ao eixo Oy que passam por x = avck e v =

—avck, com k > 0.
(b) O préprio eixo Oy se k = 0 pois,

x:ia\/@ r = 0
-

z = k. z = 0.
(c) O conjunto vazio se k < 0.

A Figura 82 ilustra os tragos do cilindro parabdlico com o plano z = k.

Os tracos do cilindro parabdlico @ com o plano y = k, paralelo ao plano-zz com k € R,

isto é,
2
r 2 _ 2
— = 2 ¢ = a‘cz
a —_—
y = k, Yy = k?

sao pardbolas de vértice (0, k,0), para todo k € R, e concavidade voltada para cima. Veja
a Figura 83.

Ja os tragos de @ com o plano x = k, isto é,

k2 k2
— = cz z = —
a? — ca?
r = k. r = k,

sao retas paralelas ao eixo Oy para todo k € R. Veja a Figura 84.
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(a) Par de retas paralelas ao eixo Oy quando k >0 . (b) Eixo Oy quando k = 0.

(¢) Conjunto vazio com k < 0

Figura 82: Tracos do cilindro parabdlico Q@ com plano z = k.
3 Aplicagoes

Grande parte das aplicacoes envolvendo conicas e quadricas estd intrinsecamente relacio-
nada as suas propriedades reflexivas. Essas caracteristicas reflexivas presentes nas conicas
podem ser estendidas para as quadricas, uma vez que suas se¢oes transversais sao, es-

sencialmente, conicas. A seguir, vamos destacar as propriedades reflexivas especificas da
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Figura 83: Traco do cilindro parabélico @ com plano y = k.

Figura 84: Traco do cilindro parabélico Q com plano z = k.
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elipse, parabola e hipérbole [1]; [19];]20].

3.1 Propriedade refletora da elipse

Através da propriedade refletora da elipse, garantimos que, ao posicionar uma fonte de
luz ou som em um dos focos de uma superficie com secgoes transversais elipticas, os raios
de luz ou ondas sonoras sao refletidos na superficie e dirigem-se em direcao ao outro foco.

A definicao da elipse estabelece que, se um ponto P pertence a ela, a soma das
distancias de P até os focos permanece constante. Assim, qualquer raio de luz ou onda
sonora que se origina de um dos focos de uma superficie com formato eliptico ao ser
refletido, apds tocar a superficie em um ponto especifico, viajara até o outro foco e a
soma das distancias do ponto de reflexao até os focos também sera constante. Isso ga-
rante que os raios luminosos ou ondas sonoras irao percorrer sempre a mesma distancia,
resultando na chegada ao outro foco de forma simultanea. Esse fenomeno culmina na
intensificacao da luz ou onda sonora ao atingir o segundo foco. A proposi¢ao a seguir

garante tal propriedade reflexiva da elipse.

Proposicao 12. Seja P = (x9,y0) um ponto da Elipse € de focos F} = (—¢,0) e Fy =
(¢,0). Os segmentos PFy e PFy formam angulos iguais com a reta tangente t a € em P,
isto €, a = B conforme a Figura 85. Além disso, a reta normaln a € em P € a bisselriz
do angulo FlﬁF2.

Demonstracao. Dada a forma canonica da Elipse &£

l’Q y2
@2tE=h

podemos expressa-la de forma explicita como:
b a2 2
y=+—Va* — 22
a
Sem perda de generalidade, vamos considerar apenas a equagao positiva, isto é,

y = 9\/a2 — 22 (78)

a
Ao derivar a equagao (78), obtemos:

, bz
y = ———.
ava? — x?
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—

(0.0) (c,0)

Figura 85: Propriedade refletora da Elipse €.

Isso nos permite encontrar a equagao da reta tangente ¢t no ponto P(xg,yo). Substituindo
a abscissa de P na derivada, obtemos a inclinacao da reta ¢t no ponto P. A equagao geral

da reta tangente ¢ que passa por P é entao:

bﬂ?o
t: y—yoz—T(a:—xo)
ay/a® — Iy

Agora que temos a equacao de t podemos determinar o vetor diretor desta reta. Seja v;

o vetor diretor de ¢, temos que:

v, = (a\/cﬂ — 2, —bxo) :

Tomando u; como sendo o vetor unitario associado a v, entao:

N vy av/a? — x3 bxo
U = = = y — .
SNEA] Va2(a? — x2) + b2 Va2(a? — x2) + b2

, —— ———
Temos também, os vetores PF} e PF5, dados por:

PF, = FF—P = (—¢,0)—(z0,%) = (—c—xo,—%),
PF, = F,—P = (¢,0)—(z0,50) = (c—x0,—).
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s . . p— e . ~
Os vetores unitarios associados a PF; e PFjy, respectivamente, sao:

s PFy —(c+ o) —Yo

w = = = 3 )
| PEy|| VA +2cxg + 32+ 92 /A +2cr0 + 3R+ 42

— PF, C— Xy —Yo

w _— —_— = 5 .
| PFy|| V2 —2cxg+ 22+ Y3 /2 — 2cxo + 23 + 1}

Para calcular o angulo a entre o segmento PF) e a reta tangente ¢, devemos calcular
A~ T . e — . , ~

o angulo entre os vetores unitarios associados a PF} e vy, isto é, o angulo entre os vetores
—> —> . . A —> —  ~
u; e wi. Devemos tomar um certo cuidado pois, ao calcular o angulo entre u; e wy nao
significa que o resultado ja sera o valor de «, uma vez que, podemos estar encontrando
. A ~ —> —
o maior angulo entre PFj e a tangente t. Chamaremos de # o angulo entre u; e wy.

Podemos encontrar o angulo # da seguinte maneira:

(uz, wy) = |Jug| |wi]| cos 6.

Como a norma de um vetor unitario é igual a 1, segue que:

= cos § =

—(c+ x)ar/a? — x3 + bxoyo (79)

= cos 0
\/aQ(a2 — x) + b2 - \/02 — 2cxo + 23+ y3

Vamos desenvolver separadamente o numerador e o denominador da equagao (79).

Primeiramente vamos trabalhar no numerador e para isso devemos considerar os seguintes

resultados:
=0+ e Yo =

Logo temos,
b
—(c+ xp)ar/a? — 22 + brgyy = —acy/a? — a2 — axgr/a? — 13 — brog—+/a% — 17 —>
0 0 0 a 0

2 2
a? — Az
= a2 —x3 (—ac—axo—l——( ) 0) —
a
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a

)] -

— [ —a’c — a’xo + a’xy — g
= \/a“ — 'TO —>

a

5 > a2+cx0
= —cyar—x5| —— .
a

Desenvolvendo uma parte do denominador temos:

Va2(a2 —xd) + b3 = /a* — a2} + b —

= Vat— a2+ (a2 -2l =

= Vat— a2l + a2l — 2l =
— 4 2.2
= a*— 23

Desenvolvendo a outra parte:

VA +2cxg + 12 + 42

I
- = ==
I

2+ 2cx + 23+ —

2+ 2cxo + 22+ 02— —= —
a

a’c® + 2a’cxy + a’xk + a?b? — V?al
02
a’c® + 2a*cxy + a?(a® — ) + (a® — b*)xd
e
a*c® + 2a*cxy + a* — a*c® + A}
2

a

(a® + cxp)?
a2

a® + cxg
—

Portanto,

2
\/a2(a2 — JL’%) + b2$3 . \/02 —|— 20‘7/-0 + .T% + y2 — a4 . 621}2 . <a + 0930) .
a
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Voltando a equagao (79), segue que:

a
n = cosf =—
a” + cxg
ad _ 22
a
2 D)
cy/a? —x
— 02 = cosf.
a* — 2xd

Como o cosseno de 6 é negativo, significa que 7/2 < . Portanto, § é o maior angulo

entre o segmento PF) e a reta tangente ¢t. Logo temos:

2 2 2
ca*—z ca?—x
cos §=—cos a=———C — cos a:—OZ. (80)
at a* — 2
De forma andaloga, podemos calcular o angulo 3, que é o angulo entre o segmento PFy

e a reta tangente t. Portanto, calculando o angulo entre u; e w, temos que:

(uj,w3) = cos f =
(¢4 xo)ar/a? — 22 + broyo — s —
Va2(a? — xd) + b2 - /2 — 2cxo + 22 + 42 (81)

cy/a? — xd
Nz R
at — 2z
J4 concluimos que o angulo entre @y e ws é de fato o angulo 8 pois, o primeiro membro
da equagao (81) é positivo. Portanto, pelas equagoes (80) e (81), concluimos que oo = 3.
Vamos mostrar que a reta normal n é a bissetriz do angulo F} ]3F2. Considere (), como

sendo o ponto de interseccao da reta normal com eixo das abcissas, conforme a Figura

85. Logo, temos os angulos F1]3Q e F2]3Q. Como a reta tangente em P é perpendicular

a reta normal em P, segue que:
~ T ~
06+F1PQ:§:5+F2PQ

Como « = 3, concluimos que

FPQ = F,PQ.
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A demonstracao que acabamos de realizar é o que caracteriza a propriedade reflexiva
da elipse. O fato de que a reta normal a elipse £ em um ponto P também é bissetriz do
angulo FlﬁF27 nos faz recordar da lei da reflexao, que afirma que o angulo de incidéncia,
em relagao a reta normal, ¢ igual ao angulo de reflexao. Portando, em uma superficie
eliptica um raio de luz ou onda sonora que sai de um dos focos ao ser refletido na superficie,
fica garantido que ele chegard ao outro foco.

Conforme [19], as galerias de sussurros sao um exemplo pratico da aplicagao da pro-
priedade refletora da elipse. Essas construgoes possuem tetos em formato eliptico ou de
cupula, resultando em secgoes transversais elipticas. Ao conhecer o posicionamento dos
focos em uma dessas secoes, torna-se possivel que duas pessoas situadas nesses focos se co-
muniquem através de sussurros, que permanecem inaudiveis para outras pessoas presentes
Nno mesmo espaco. E crucial observar que as pessoas tém alturas diferentes, o que pode
influenciar na experiéncia auditiva. Quanto mais préxima do foco uma pessoa estiver,
mais nitidamente ela escutara o som refletido do outro foco.

A imagem a seguir apresenta uma das areas do Grand Central Terminal, que é uma
estagao ferrovidria localizado em Manhattan (Figura 86) . Nessa drea especifica exibida
na imagem, se trata de uma galeria de sussurros, onde mostra duas pessoas se comuni-
cando por meio de sussurros [8]. Para uma melhor percepgao do que esta acontecendo, foi
adicionado uma ilustragao na imagem onde, foram marcados os focos F; e F; aproxima-
damente na altura das cabegas das pessoas e além disso, foi destacado uma das seccoes
transversais com formato semi-eliptico e em tracejado representando o caminho que o som
percorre de um foco até o outro, sendo refletido no teto.

Outros exemplos arquitetonicos que possuem esse tipo de actstica é Catedral de Sao
Paulo em Londres e o Capitélio nos Estados Unidos. Tanto a Catedral como o Capitdlio
possuem uma cipula na qual produz esse tipo de efeito sonoro. Veja as Figuras 87 e 88.

Além de encontrar aplicacao nas galerias de sussurros, a propriedade refletora da
elipse também desempenha um papel crucial em diversos equipamentos, como os refletores
odontologicos e os aparelhos de litotripsia, utilizados no tratamento de calculos renais.

Nos refletores odontoldogicos, um espelho eliptico é empregado para refletir e concentrar

os raios luminosos em um ponto especifico, o foco. Essa precisao permite que o dentista
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Figura 86: Galeria de sussurros Grand Central Terminal, Manhattan.

Fonte: <https://encurtador.com.br/hBCGN>

Figura 87: Catedral de Sao Paulo (Saint Paul), Londres.

Fonte: <https://encurtador.com.br/1xTW5>

direcione com exatidao o feixe de luz na cavidade bucal do paciente, evitando ofuscacao,
uma vez que a maxima concentracao dos raios é direcionada para a drea desejada [19].
No contexto do tratamento de calculos renais, a aplicacao é andloga. O dispositivo
utilizado possui uma superficie arredondada, com se¢oes transversais elipticas, na qual é
posicionada na regiao onde o calculo esta localizado, de modo que este fique em um dos

focos. O outro foco ¢é utilizado para emitir ondas sonoras de alta intensidade, as quais sao
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Figura 88: Frente leste do Capitélio, EUA.

Fonte: Wikimedia Commons.

refletidas e convergem para o foco oposto, onde se encontra o calculo renal. Essas ondas
sonoras induzem vibracoes de alta frequéncia nas pedras nos rins, resultando na sua frag-
mentagao [17]. Os fragmentos assim obtidos podem ser eliminados naturalmente através
da urina do paciente. As Figuras 89 e 90 mostram a méquina utilizada no tratamento do

calculo renal e a ilustragao de um paciente recebendo o tratamento.

Figura 89: Visdo geral do aparelho de litotripsia.

Fonte: <https://encurtador.com.br/ktAP4> .
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Figura 90: Visdo do paciente realizando o procedimento de litotripsia.

Fonte: <https://encurtador.com.br/behzW> .

3.2 Propriedade refletora da parabola

Uma superficie é denominada parabdlica devido as suas secgoes transversais serem parabolas
quando estas sao paralelas ao seu eixo de simetria. Exemplos dessas superficies incluem os
paraboloides, abordados detalhadamente na secao 2.2 deste trabalho. A propriedade refle-
xiva da parabola assegura que, quando uma onda, seja ela eletromagnética ou mecanica,
incide paralelamente ao eixo de simetria de uma superficie parabdlica, ela é refletida.
Contudo, em superficies parabdlicas tradicionais, salvo as superficies de revolucao, nao
estd definido um ponto de convergéncia unico para o qual as ondas sao refletidas, pois as
seccoes transversais paralelas ao eixo de simetria sao pardabolas distintas quando conside-
radas em planos distintos.

Ja nas superficies parabdlicas de revolucao, obtidas ao rotacionar uma parabola em
torno do eixo de simetria, as ondas eletromagnéticas e mecanicas convergem sempre para
o mesmo ponto. Isso ocorre porque, nas seccoes transversais paralelas ao eixo de simetria,
as ondas incidentes sao refletidas em direcao aos focos especificos de cada parabola obtida
pela seccao. Por sua vez, esses focos sao pontos de outras parabolas cujas as seccoes
transversais passam pelo eixo de simetria e, portanto, a onda é refletida mais uma vez
em direcao ao eixo de simetria, onde estao localizados os novos focos. Essa sequéncia de

reflexdes resulta na convergéncia da onda para um unico ponto, pois as pardbolas cujas
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secgoes transversais passam pelo eixo de simetria possuem o mesmo foco. A proposicao a

seguir garante tal propriedade reflexiva.

Proposicao 13. Seja P(x¢,yo) um ponto da pardbola P de foco F = (p/2,0). O segmento
PF e a reta y =y formam angulos iguais com a reta tangente t a P no ponto P, isto €,

a = [, conforme a Figura 91. Além disso, a reta normal n a P no ponto P € a bissetriz

do angulo FPR.

yo) P

Y =" (o,

:Ull

(0,0)

Figura 91: Propriedade refletora da Pardbola P.

Demonstracao. Dada a forma canonica da Parabola P, conforme ilustrado na Figura 91,
y? = 2pz,
podemos expressa-la na forma explicita como:
Yy = ++/2px.

Sem perda de generalidade, considere que o ponto P pertencente a parabola, cuja coorde-
nada é (xo, yo), esteja localizado no primeiro quadrante do plano cartesiano. Portanto P

estd no ramo positivo da parabola e sua coordenada pode ser obtida através da equacao:

Yy =/ 2pz, (82)



para algum xg > 0.
Afim de determinar a equacao da reta tangente a P que passa pelo ponto P, vamos

encontrar a derivada da equagao (82). Logo, obtemos:

Substituindo a abcissa de P na derivada acima, obtemos a inclinacao da reta tangente ¢

no ponto P. A equagao geral da reta tangente ¢ é entao:

t:y—vyo= D (x — o).
V2pxo

Seja v; o vetor diretor da reta tangente t. Entao,

—> i s . . —> ~
Tomando u; como sendo o vetor unitario associado a v;, entao:

vy :< V2pxg 4 )

—
Ut =

| vt V2pro + 2 \/2pr + P2
Seja wy, o vetor diretor da reta y = yy. Como a reta em questao é paralela ao eixo Ox
entdao, o seu vetor diretor é vetor da base canonica, isto é, w; = (1,0).

—>
Podemos determinar também o vetor PF' da seguinte maneira:

PF=F—-P= (g,D) — (20, 90) = <§—$oa—yo>~

—
Considere w, como sendo o vetor unitdrio associado a PF. Portanto, ws ¢ dado por:

— p_
., PF 5 o Yo

Wy = —- = )
PF 2 2
IPE \/<§—$0> + 5 \/(g—xo) + 5

Para calcular o angulo [ entre a reta y = yo e a reta tangente ¢, basta calcularmos o

~ —> —> 7 Z : :
angulo entre os vetores u; e wy, que por sua vez, sera analogo ao procedimento realizado

na deducao da propriedade refletora da elipse. Portanto, segue que:

(ur,wi) = |wll [[willcos B =
—>
w1

) = cos f8 -
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V2
VDT _ os B. (83)
V 2pzo + p?

Vamos agora calcular o angulo @ que é o menor angulo entre a reta tangente t e o
segmento PF. Ao calcular o angulo entre u; e W, nao necessariamente estamos calculando

o menor angulo, isto é, o angulo a. Portanto, chamaremos de § o angulo entre u; e ws,.

Logo,
(wp, w2) = ]| [lwz] cos 6 =
(uy,wy) = cos 6

= cos 6. (84)

vV 2pTo +P2\/<]—9 - 330>2 + Y5
5 0

Vamos desenvolver separadamente o numerador e o denominador da a equagao (84),

lembrando que:
Yo = \/2pzxo.

Desenvolvendo o numerador, temos que:

p p
V2pxg (5 — xo) —pYo = 5\/227% — 2oV/2pxo — pV/2pT0 =

= —/2pxy (g +x0> .

Desenvolvendo o denominador, temos:

p 2 P’
v 2pao +p2\/(§—$0> +y5 = /2px9 +p2\/z—p$0+x3+y(2) —
=
= V/2pxo +p2\/z — pTo + 1§ + 2pr9 =
2
= 2px0 + p2 (g + SE’O> —
= /2pzo + p? (g + $o> :

Voltando a equagao (84), temos:

V2px (g + 3130)

cos § = — —

V2pro+ 17 (5 +20)

__ V2Zpro
\V 2pxg + p?
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Pela equacao apresentada acima, implica que /2 < 6. Logo 6 é o maior angulo entre a

reta tangente ¢ e o segmento PF'. Portanto, o angulo a é dado por:

V2pxo

cos = —cos @ = ————— -

\/ 2pzo + p?

V2
cos a = LT (85)

V/ 2pxo + p?

Pelas equagoes (83) e (85), concluimos que o = f3.

Vamos mostrar que a reta normal n é bissetriz. Seja () a interseccao da reta normal n
com o eixo Ox e considere um ponto R pertencente a reta y = yo, tal que, R = (x¢+ 0, yo)
com 0 > 0. Em outras palavras, R estd a direta de P na reta y = y. Desta forma,
formamos os angulos F' ISQ e FPR conforme a Figura 91.

Como a reta normal n é perpendicular a tangente ¢ no ponto P, entao
~ T ~
a+ FPQ = 5 = [+ FPR.

Como a = f3, segue que:

FPQ = FPR.

Portanto, a reta normal n é bissetriz do angulo F PR.

]

Assim como na elipse, a demonstracao que acabamos de realizar destaca que a reta
normal a pardabola P em um ponto P também ¢ a bissetriz do angulo F' PR. Dessa forma,
em uma superficie parabdlica de revolugao, fica assegurado que uma onda que incide
paralelamente ao eixo de simetria é refletida, seguindo a lei de reflexdao, convergindo
para um mesmo ponto. O contrario também ¢é valido; isto é, se uma fonte emissora de
ondas, como uma fonte luminosa, for posicionada no ponto que coincide com os focos
das parabolas cujas as secgoes transversais passam pelo eixo de simetria, entao as ondas
serao refletidas na superficie de forma paralela ao eixo de simetria. As Figuras 92a e 92b
da Figura 92 ilustram uma das secgoes transversais que passam pelo eixo de simetria da
superficie. Na primeira, as ondas sao refletidas e convergem para o ponto F', enquanto na

segunda as ondas partem de F' e sao refletidas de maneira paralela ao eixo de simetria.
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(a) Ondas convergindo para o foco F'. (b) Ondas sendo refletidas paralelamente

a0 eixo.

Figura 92: Propriedade reflexiva .

Conforme [20], as antenas parabdlicas destacam-se como um exemplo pratico da
aplicacao da propriedade refletora da parabola. Essas estruturas, caracterizadas como
superficies de revolucao, desempenham um papel fundamental na captacao de ondas de
radio transmitidas via satélite. Quando essas ondas entram em contato com a superficie
da antena, sao refletidas, convergindo para um ponto focal tnico. Esse fenomeno re-
sulta na amplificagdo do sinal captado, proporcionando uma transmissao sem grandes
interferéncias. Outro exemplo relevante sao os radiotelescopios, que também sao grandes
antenas parabodlicas que captam onda de radio provenientes do espaco. A Figura 93a
ilustra uma antena parabdlica instalada no telhado de uma residéncia e a Figura 93b
apresenta o maior radiotelescépio do mundo que esta localizado na China.

Outro exemplo pratico da aplicacao dessa propriedade reflexiva esta nos fardis e lan-
ternas, onde a superficie parabdlica de revolugao age como um espelho. Uma lampada é
posicionada no centro da superficie, alinhada com o foco das parabolas formadas pelas
seccoes transversais que cortam o eixo de simetria da superficie. Dessa forma, os raios
de luz sao refletidos na superficie, seguindo uma trajetoria paralela ao eixo de simetria,

permitindo direcionar a luz para um local especifico desejado. Veja a Figura 94.
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Figura 93: Receptores de ondas .

(a) Antena parabdlica. (b) Radiotelescépio Fast.

Fonte: <https://encurtador.com.br/jvGJ2> Fonte: <https://encurtador.com.br/etvJ0>

Figura 94: Refletores de luz .

(a) Farol. (b) Lanterna.

T ——

Fonte: <https://encurtador.com.br/eKQT8> Fonte: <https://encurtador.com.br/1HY01>

3.3 Propriedade refletora da hipérbole

Uma aplicagao de destaque que faz uso da propriedade refletora da hipérbole é a utilizacao
de espelhos refletores em telescopios.

Imagine um espelho com o formato de um ramo de uma hipérbole, onde a parte
externa constitui a superficie refletora, ou seja, seu lado concavo. Esse espelho possui um
foco posicionado no eixo de simetria, exatamente na mesma posicao do foco do ramo da
hipérbole que determina sua estrutura. A propriedade refletora da hipérbole, que sera

demonstrada na proposicao a seguir, assegura que se um feixe de luz for direcionado para
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um ponto especifico P na parte refletora do espelho, de modo que este feixe esteja alinhado
com o foco do espelho, entao o feixe sera refletido em direcao ao foco do outro ramo da

hipérbole que da forma ao espelho. Veja a Figura 95.

Espelho —

B
A 4 A 4

Fl F2

Figura 95: Propriedade refletora da hipérbole.

Proposicao 14. Seja P = (xg,yo) wm ponto da Hipérbole H de focos Fy = (—c,0) e
Fy = (¢,0). Os segmentos PFy e PA formam angulos iguais com a reta tangente t a H
em P, isto €, a« = B conforme a Figura 96. Além disso, a reta normaln a H em P €

bissetriz do angulo FlﬁA.

Demonstracao. Dada a forma candnica da hipérbole H, conforme ilustrada na Figura 96,

1'2 y2

= L=,

a? b2

podemos expressa-la de forma explicita como:
b
y=x—vz?—a’
a

Sem perda de generalidade, considere que o ponto P = (zg, o) pertencente a hipérbole,
esteja localizado no primeiro quadrante do plano cartesiano. Portanto P estd no ramo

direito da hipérbole, na parte positiva, e sua coordenada pode ser obtida através da
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equacao:
y=—-Va?—a? (86)
Para z = xg.
Ao derivar a equagao (86), obtemos:

;L bx
Y avr? —a?
Isso nos permite encontrar a equacao da reta tangente ¢t no ponto P. Substituindo a
abscissa de P na derivada, obtemos a inclinacao da reta ¢t no ponto P e portanto, a

equacao geral da reta tangente ¢ é entao:

b.IO ( )
y—yo=——="(x —x0).
’ a\/x3 — a? ’

Seja ©v; o vetor diretor da reta tangente t. Entao,

v; = (ay/ 22 — a2, bxy).

. —> oy 7. . —>
Considere u; como sendo o vetor unitario associado a v;. Logo,

N N ( a\/x3 — a? bxg )

u = = Y
' Va2 (zt — a?) + b2 \/a2(xd — a?) + b2

t:

A
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Temos também, os vetores P—FI e P—FQ), dados por:
PF, = Fi—P = (—=¢,0)=(z0,50) = (—c— o, —o)
PF, = F,—P = (c¢0)— (zo,50) = (c—zo,—%)-

s . . jp— pr— . ~
Os vetores unitarios associados a PF| e PFy, respectivamente, sao:

— PFl - (C+.1'0) —%Yo

W === = 2’ 2 2 |
| PEY| Vie+z)2+ 42 V/(c+x0)? 4y

N PF, c— I —Yo

w2: — ey , .
| PFy|| Vie—z0)2+ 43 /(e —x0)® + 13

Para encontrar o angulo «, que é o menor angulo entre o segmento PF| e a reta
tangente t, devemos calcular o angulo entre os vetores u; e w; porém, isso nao significa
que o resultado ja sera o valor de «, uma vez que, podemos estar encontrando o maior
angulo entre PF| e a reta tangente ¢t . Consideremos entao o angulo 6, como sendo o

angulo entre u; e w;. Logo,
(ur, wr) = [Juz] lwi] cos 6.
Como a norma de um vetor unitario é igual a 1, segue que:
(uj,wi) = cos =
—a\/xg — a? - (c + x0) — bxoyo _ (87)

cos 6.
Va2 (@f — a?) + 023/ (c+ 20)? + 4

Vamos desenvolver separadamente o numerados e o denominador da equagao (87),

b
c=a’+V e y=—y 22— a
a

Desenvolvendo o numerador, temos que:

b
—ay/ag —a? - (c+m0) —broyo = —acy/zf —a? —azo\/xf —a? —bro - —\/a§—a? =

lembrando que:

b2
= —a§—a? (ac+aa:0+:m> ==
a
_ (ac—i—awo—l—(c —a)x0> .
_ a2<a c+cw0> .

a

_ /e (amﬂo) ,
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Desenvolvendo o denominador temos:

Va(z? —a?) + b2 = yJa22? — a* + (2 — a?)xd —

— 2,2 _ o4
= y/cixg—at.

¢}

2

(c+m)?+y2 = \/CQ—I—chO—kxg—i—g(x%—aQ) =
= \/02—1—20:):0—#953—1—192—62—2:(2) =
a’c® + 2a*cxy + a*xi + V?xk — b*a?
_ ; -
_ \/a262 + 2a*cxy + (a® + b))k — (¢ — a?)a? .

a?

at + 2a*cxy + *xd

a?

I
-

(a? + cxp)?
a2
a? + cxg
—

2
\/aZ(xg —a?) + bz - \/(c+ 20)? +yp = <—a Zcxo) \/ 2ag — at.

Voltando a equagao (87), segue que:

5 3 a® + cxg
—cy/xyg—a® | ——
a

Portanto,

cos § = 5
) 1 (@ +cxo
Vedxg —at | ———
a
2 2
c\/ x5 — a
cos 0 = — 0

\2xt — at
Como o cosseno de 6 é negativo, significa que 7/2 < 6. O angulo 6 é o maior angulo

entre o segmento PF} e a reta tangente t. Portanto temos:
c\/x3 — a?

7 9
/T3 —a
0—2 = 05 Q= (88)
xg — at xg — at
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De forma andloga podemos calcular o angulo (3, que é o angulo entre o segmento PA
e a reta tangente t. Vale ressaltar que o angulo § e o angulo QIBFQ, conforme ilustrados
na Figura 96, sao iguais pois, sao angulos opostos pelo vértice P. Portanto, calcular o
angulo entre o segmento PA e a reta tangente t é equivalente a calcular o angulo entre o

segmento PF, e a reta tangente t, ou seja, o angulo entre u; e w,. Logo temos:

(uj,w3) = cos B =
T 2 (. iy
ar/x3 — a2 - (c — xq) — bxoyo — s f = )
\/az(ac% —a?) + b2z - \/(c — 202+ 12
Vo
AV I 3.
021’%—@4

Ja concluimos que este é o angulo [ pois, o primeiro membro da equacao (89) é
positivo. Portanto, pelas equagoes (88) e (89), concluimos que o = f.

Vamos verificar agora que a reta normal n é bissetriz do angulo FlﬁA. Por simplici-
dade, chamaremos de v o angulo que o segmento PF forma com a reta normal n e de §
o angulo formado pelo segmento PA e a reta normal n, ou seja, FPA= v+ 6. Como a

reta normal n é perpendicular a tangente ¢t no ponto P, entao
s
o+ = 5= B+ 6.

Como a = f3, segue que:

v =0.
Portanto, a reta normal n é bissetriz do angulo F} PA. O]

Na demonstracao apresentada, ficou provado que a reta normal n também é bissetriz
do angulo Fy PA. De acordo com a lei da reflexao, que afirma que o angulo de incidéncia
em relagao a reta normal € igual ao angulo de reflexao, fica garantido entao que, ao incidir
em um ponto especifico da porcao concava de uma superficie modelada como um ramo
de uma hipérbole, uma onda serd refletida em direcao ao outro foco.

Com base nessa propriedade reflexiva, foi possivel aprimorar significativamente os
telescopios refletores. Antes de abordar especificamente esses instrumentos, é pertinente

falarmos sobre os primeiros telescépios 6pticos. Segundo [1], por volta de 1609, Galileu
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Galilei foi responsavel pela criagao do primeiro telescopio no qual utilizava lentes que
operavam com base na refracao da luz.

Denominado telescépio refrator, esse modelo enfrentava desafios significativos devido
a fenomenos indesejaveis gerados por suas lentes. Dois problemas notaveis eram as
aberracoes cromaticas, em que as lentes atuavam como um prisma, decompondo a luz
branca em varias cores, e a deformacao das imagens produzidas. Esta ultima é comu-
mente observada em 6culos de grau convencionais.

Esses inconvenientes impactavam negativamente a experiéncia de observacao dos cor-
pos celestes. Foi, entao, necessario buscar alternativas para superar tais limitacoes e
aprimorar a qualidade da observagao astronomica. Surgiram entao os telescépios refleto-
res, que utilizam espelhos em vez de lentes.

Os telescopios refletores sao essencialmente compostos por um espelho parabdlico no
fundo de um tubo. A luz proveniente dos corpos celestes forma feixes paralelos ao tubo,
sendo refletidos no espelho parabdlico e convergindo para um ponto focal F', onde a

imagem ¢ formada. Veja a Figura 97.

Espelho
parabdico

\

-~

— ‘

Luz

-~

/

V'

Figura 97: Telescépio refletor

Para visualizar a imagem refletida, o observador enfrentaria a impossibilidade pratica
de posicionar seu olho exatamente no ponto focal F'. Isaac Newton apresentou uma
solugao engenhosa para esse problema ao introduzir um espelho plano entre o espelho
parabdlico e o foco F'. Com essa modificacao, a imagem nao seria mais formada no ponto

F, pois seria refletida novamente pelo espelho plano e direcionada para fora do tubo do
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telescopio, convergindo para um novo ponto F’, onde o observador pode convenientemente

posicionar-se. Veja a Figura 98.

Espelho
paraboico

-~

-~

Luz

-~

A

Espelho plano

Figura 98: Telescépio refletor de Newton

Apesar da solucao proposta por Newton, os telescopios refletores ainda apresentam
algumas limitagoes. A montagem desses instrumentos é pouco flexivel, pois o espelho
plano requer um posicionamento preciso para garantir que a imagem se forme fora do
tubo. Além disso, é necessario que o espelho tenha um tamanho consideravel para refletir
adequadamente os feixes de luz, o que resulta no bloqueio de parte da luz que entra pelo
tubo e incide sobre o espelho parabdlico.

Considerando as conhecidas limitagoes dos telescépios refletores, o astronomo frances
Laurent Cassegrain propos uma inovagao crucial. Em vez do espelho plano utilizado
anteriormente, Cassegrain sugeriu substitui-lo por um espelho em forma de um ramo
de hipérbole. Esse novo componente é posicionado entre o espelho parabdlico e o foco
F. O espelho hiperbdlico também possui um foco, coincidente com o foco F' do espelho
parabdlico. Como resultado, os raios luminosos direcionados para o foco F' sao refletidos
novamente no espelho hiperbdlico, culminando na formagao da imagem no ponto F”.
Este ponto F’ é o foco do outro ramo da hipérbole que dé forma ao espelho, localizado
externamente ao tubo do telescopio, atras do espelho parabdlico. Veja a Figura 99.

O telescépio de Cassegrain oferece maior flexibilidade em sua construcao, permitindo
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posicionar o espelho mais proximo ou mais afastado do foco F', mantendo fixa a distancia
FF’ e, consequentemente, podendo alterar o tamanho do espelho. Além disso, a distancia
FF’ pode ser modificada sem alterar a posicao do foco F. Essa flexibilidade na montagem
permite adaptar o telescépio de acordo com as exigéncias das observagoes.

Espelho
paraboico

N\

A A

Luz

A A

Ramo
imaginario

Ramo
espelho hiperbdlico

Figura 99: Telescépio refletor de Cassegrain

3.4 QOutras aplicacoes

Veremos outras aplicagoes nas quais nao se baseiam nas propriedades reflexivas, vistas

anteriormente [1]; [17];[18].

3.4.1 Sistema de navegagao hiperbdlica

O sistema de navegacao por rddio LORAN (LOng RAnge Navigation) desempenhou um
papel crucial durante a Segunda Guerra Mundial, proporcionando aos navios a capacidade
de determinar com precisao a sua localizacao geografica.

O funcionamento desse sistema é baseado em dois pares de radiotransmissores, onde as
distancias entre cada par sao conhecidas. Cada radiotransmissor emite um sinal simulta-
neamente com seu par correspondente, sendo captado pelo navio em intervalos de tempo
distintos. A diferenca de tempo no recebimento desses sinais é resultante da variacao na

distancia entre o navio e os radiotransmissores, considerando que o sinal percorre uma
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velocidade constante. A partir dessa diferenca de tempo, é possivel calcular a diferenca de
distancia. A medida que o navio se desloca, essa diferenca de distancia permanece cons-
tante, indicando que a embarcacao esta situada em um ramo especifico de uma hipérbole.

A hipérbole que delimita a posi¢gao do navio possui como focos o par de radiotransmis-
sores. Dado que o sistema de navegacao conta com dois pares de radiotransmissores, sao
formadas duas hipérboles, cuja intersecao determina com precisao a localizacao do navio.
Vamos examinar, na pratica, como essa localizagao é realizada.

Consideremos um par de radiotransmissores, F} e F5, com uma distancia conhecida
entre eles, d. Ambos emitem sinais simultaneamente, percorrendo distancias d; e dy até
alcangarem o navio nos tempos correspondentes t; e ty, respectivamente. Sem perda
de generalidade, suponhamos que F, seja o radiotransmissor mais distante do navio,
resultando em um tempo de chegada maior, isto é, to > ;.

Vamos denotar por k o tempo decorrido entre a chegada do sinal de F; e a chegada
do sinal de F;. Mesmo sem conhecer os tempos exatos t; e to que os sinais levaram
para chegar ao navio, a diferenca k de tempo entre as chegadas dos sinais representa
precisamente a diferenga entre os tempos t; e ty, ou seja, to — t1. As distancias d; e do

podem ser expressas como:
dlzv-tl (§] dQZ’U'tQ,
onde v é a velocidade do sinal. Assim, podemos obter a diferenca entre as distancias:

dg—dl = v-ty—v-t; =
= U(tQ_tl) =

= v-k.

Dado que a velocidade do sinal é constante, a diferenca k permanece invariavel a me-
dida que o navio se desloca, resultando em uma constancia na diferenca d, — d;. Suponha
que os radiotransmissores estejam localizados em um plano cartesiano, de forma que F}
e F, estejam a uma distancia d/2 da origem.

A constancia na diferenca entre ds e d; nos remete a definicao da hipérbole. Como ja

observamos anteriormente, a equagao reduzida de uma hipérbole com centro na origem
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do plano cartesiano é expressa como:

2 2

xz )
P TR

Na situacao que estamos analisando, o parametro a é dado por:

v-k
2

Para determinar o parametro b, podemos recorrer a relacao fundamental na hipérbole:

o\ 2 2
d2 _ UZk,Q

4
Portanto, a posicao do navio pode ser modelada como pertencente a um dos ramos da

c? = a® + b%. Assim,

hipérbole com a equagao:

72 y?
22 P 02k2 =1 (90)
4 4

A Figura 100 representa graficamente a hipérbole com a equagao (90), ilustrando a
situacao recém-analisada. Dado que o navio estd mais proximo do radiotransmissor Fj,
podemos inferir que a embarcagao se encontra no ramo direito da hipérbole (90).

Agora, repetimos o processo para um novo par de radiotransmissores, F| e Fj, com
posigoes distintas de F e Fy. Seja d' a distancia entre F] e Fj e k' a diferenca de tempo
entre o recebimento dos sinais emitidos por F] e Fj. Definimos O' = (xz¢,yo) como a
origem da nova hipérbole, cujos focos sao F] e Fj. Sua equagao é dada por:

(2 — 19)” _ (y — v0)° _
0212 42 — 212
4 4

(91)

E relevante observar que, na equagao (91), precisamos apenas dos valores constantes
d' e k'. Neste caso, temos uma hipérbole com o centro fora da origem.

Consideremos agora os pontos de interse¢ao das hipérboles (90) e (91), representados
por A e B na Figura 101. Esses pontos representam as possiveis localizagoes do navio.
No entanto, sabemos que o navio deve estar no ramo direito da hipérbole (90), pois o

tempo em que o sinal de F; atinge o navio é menor que o tempo do sinal de F5. Portanto,
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«~— Navio

P, 9

/
1 :Lj»

Figura 100: Representagao grafica da hipérbole discutida.

concluimos que o navio estd localizado no ponto B. Segundo [11], no caso em que as
hipérboles se interceptam em apenas um dos ramos, basta tomar outro par de antenas,

por exemplo o par F} e F|, e tragar a nova hipérbole cujo os focos sdo o par de antenas.

Figura 101: Representacao grafica das hipérboles intersectadas nos pontos A e B.
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3.4.2 Movimento dos corpos celestes

Segundo [15], ap6s a morte do astronomo dinamarqués Tycho Brahe, o seu assistente
Johannes Kepler foi quem herdou os dados brutos sobre as posicoes dos planetas em
varios intervalos de tempo, que eles haviam observado durante anos. Por cerca de 20
anos, Kepler trabalhou arduamente sobre esse dados até que conseguiu abstrair deles as

suas trés leis:

(1) A 6rbita de cada planeta é uma elipse, sendo que o Sol estd num dos focos.
(2) O segmento de reta que une um planeta ao Sol varre dreas iguais em tempos iguais.

(3) O quadrado do periodo de revolugao de um planeta é proporcional ao cubo do semi-
eixo maior da érbita eliptica do planeta. Isto é, se T' é o tempo que um planeta
gasta para completar uma revolugao ao redor do Sol e a é o semi-eixo maior da

érbita entao, a razao T?/a® é a mesma para todos os planetas do sistema solar.

Kepler chegou a essas trés afirmacoes de forma empirica porém, ele nao tinha ideia se
eram verdadeiras e nem mesmo existia uma teoria na qual pudesse provar tais afirmacgoes
de Kepler. Foi com Isaac Newton que surgiu tal teoria.

Newton criou a lei da gravitacao universal por meio de dedugoes matematicas e para
isso utilizou-se da terceira lei de Kepler, onde concluiu que a for¢a que mantem um planeta
orbitando o Sol é diretamente proporcional ao produto da massa do planeta e a massa do
Sol e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre eles. Tal forca esta na

direcao da reta que une o planeta ao sol e portanto, sua expressao € dada por:

- Mm
F=—c2lg
r
onde G é a constante gravitacional.
O vetor U é o vetor unitdrio dado por:
-
5 T
u=—,
’

onde 7 é o vetor posicao do planeta em relacao ao Sol, isto é, o Sol encontra-se na
origem do sistema de coordenadas xyz. A distancia r entre o planeta e o Sol é dado pelo

modulo de 7.
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O vetor unitdrio % tem sentido contrario a forca gravitacional Fe por isso se justifica
o sinal de menos na expressao.

A partir da lei da gravitacao universal, Newton deduziu matematicamente as trés leis
de Kepler. Conforme [17], iremos fazer a deduc@o apenas da primeira lei de Kepler, onde
serd mostrado que a Orbita de cada planeta é uma elipse e o Sol estd em um dos Focos.

De maneira geral, a lei da gravitacao de Newton afirma que massa atrai massa e por-
tanto, outros corpos celestes também exercem uma forga gravitacional sobre os planetas.
Como a forca gravitacional que o Sol exerce sobre os planetas é muito maior do que a
forca exercida por outros corpos celestes, entao podemos desconsiderar quaisquer iteragoes
gravitacionais de outros corpos celestes de tal forma que a forca resultante seja apenas a

forga exercida entre dois corpos, isto é, planeta e Sol. Utilizaremos as seguintes leis de

Newton:
Segunda Lei do Movimento: F=ma.
Mm _, Mm _,
Lei da Gravitagao universal: F=-G U =—G——T.
r r
sendo,

(i) 7 : é o vetor posigao do planeta em relagao ao Sol.

(i) ||7]] = r : é a distancia entre o planeta e o Sol.

< |3

(iii) ¥ = — : é o vetor unitério que indica a dire¢ao radial.

A equacao polar:

ed

"= 1+ecosf

representa uma conica de excentricidade e. Conforme o valor de e podemos ter:
e Uma elipse se e < 1.
e Uma parabola se e = 1.
e uma hipérbole se e > 1.

Para a dedugao da primeira lei de Kepler, vamos partir das duas leis de Newton e obter

uma equagao, conforme a equagao polar de uma conica.
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Sol

-

x 0 e Planeta

Figura 102: Posigao do planeta em relacao ao Sol.

Igualando as equacgoes temos:

N GMm _,
ma = ————7T
r
R GM _,
a = ——5T.
r

Portanto, @ é um multiplo de 7 o que implica que @ e 7 sao paralelos. Logo temos que

ax7T=0.

Inicialmente iremos verificar que o planeta se move em um plano. Temos que:
d _,Xd? d?’xd?+_,xd2?
N r - _ _ T _—
dt dt dt dt dt

= UXv+7rxa

Portanto,
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. — — — — . . — - . -
Seja ¥ X v = h, com h # 0 um vetor constante. Isso significa que 7 e v nao sao
. . —> —> s . g
paralelos, ou seja, o plano determinado por 7 e v é perpendicular a h o que mostra que
a orbita do planeta é uma curva plana.

=
Para demonstrar a primeira lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h da seguinte

maneira: -
TL) —>X—> —>><dr
=7 XU = 7T X —
dt
. d(ra)
= X
ru o
. dr_,+ du
= ru — U +r—
dt dt
TR d?”_,_{_ T X u
= rUX —U+ruxXr—
dt dt
d — — — d—’
= rd—:(uxu)erqud—zZ
du
= 2_)><—
N7
Temos também que:
- M
axh = ~Ma g @
r? dt
d—)
— _GMTUxTx 2
dt
du duv
[(u dt)u (u u>dt]
Como T = — que é o vetor unitério associado a 7 entio, ||| = 1. Portanto,
%y = Ly = S
du _,+d7[ N 2d17 N
= — U+— - U=2—-1.
dt dt dt
Logo,
du
oz=o.
i "
Voltando ao desenvolvimento do produto vetorial @ x 7{, temos:
- du du
—> h — _ M —)'_ —)_ —)'—)_
a@ X G {(u dt)u (u u)dt}
du
= GM—.
dt
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N
Podemos escrever também o produto vetorial @ x h da seguinte maneira:

d N a7 - dh

—(UXh) = — X h+7x—

(v h) a T
— T xh.

—

Igualando as duas expressao para @ X h e em seguida integrando em ambos os membros,

d - da
(7 = M==
/dt(v X h) /G o

Txh=GMT+7. (92)

temos:

N
Tomando € como um vetor constante, o produto vetorial ¥ x h resulta em um vetor

4 . — - N -
que é perpendicular a v e h ao mesmo tempo e portanto, o vetor v X h pertence ao
plano xOy. Dessa forma, podemos escolher ¢ de tal forma que ¢ fique na direcio do
eixo z formando um angulo 6 com o vetor 7. Assim, (r,6) sao as coordenadas polares do

planeta.

Planeta

Figura 103: Coordenadas polares do planeta.
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Fazendo o produto escalar por 7 em ambos os membros da equagio (92) temos:

P(Txh) = 7 (GMT +2)
= ru-GMu + ||7]]| ] cos 6
= rGM(U - )+ rccosb
= 1r(GM + ccos?)
Portanto, N
T (Uxh)
 GM + ccosf’

Pela propriedade do produto misto, temos que:

r (93)

T (Txh)=(FPxT)-h="h-h=h

Tomando ¢/GM = e, logo podemos reescrever a equacao (93) da seguinte maneira:
h2
GM + ccost
1 h?
GM 1+ (¢/GM)cos
e h?
c 1+ecosf
ed
1+ ecosf’

onde d = h?/c.
Finalmente, chegamos na equacao polar de um conica e como a érbita de um planeta
é uma cuva fechada entao essa equacao polar se trata de uma elipse com a excentricidade

e < 1.

3.4.3 Excentricidade da érbita dos corpos celestes

Para compreender as caracteristicas dessas érbitas elipticas, isto €, se sao mais arredon-
dadas ou achatadas, é necessario analisar sua excentricidade.

A excentricidade pode ser determinada a partir das medidas do Afélio e Periélio. O
Afélio é o ponto da orbita em que o planeta estd mais afastado do Sol, enquanto o Periélio
é o ponto em que ele estd mais proximo. A seguir, conforme [6], examinaremos como a

excentricidade se relaciona com o Afélio e o Periélio por meio de uma expressao algébrica.
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No plano cartesiano, consideramos o Sol (representado por S) fixo na origem, sendo
um dos focos da elipse que define a 6rbita de um planeta. Como consequéncia, essa elipse
terd centro C' = (x¢,0). Supondo zy = ¢ e definindo A e P como as medidas do Afélio e

Periélio, respectivamente, e F' como o outro foco da elipse, temos a Figura 104.

Yy
P A
Fmm e —————— I R i Tttt - X
@ . @
Planeta S C F Planeta

Figura 104: Sol na origem do plano cartesiano sendo um dos focos.

Seja 2c¢ a distancia focal e 2a a distancia do eixo maior, logo temos:

A+ P
2a:A+P:>a:;.
A—-P
2¢c = A—P = ¢ = 5

Como a excentricidade é dada pela razao ¢/a, podemos expressa-la como:

A—-P
_c_ 92 _A—P
‘CTuTA+P T AtP (94)
2

Na tabela a seguir mostra os valores de A, P e e dos planetas do sistema solar. A
excentricidade e foi calculada conforme a equagao (94), e os valores de A e P foram
coletados no site oficial da Nasa, disponivel em [12].

Conforme os dados apresentados na Tabela 1, é possivel observar que os planetas
Mercurio e Plutao possuem orbitas mais achatadas em comparacao aos outros planetas.
Em outras palavras, a excentricidade mais préxima de zero indica que a orbita se aproxima

mais de uma circunferéncia.
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Planeta A (10% km) | P (106 km) | e
Mercirio (Me) 69.8 46.0 0.206
Veénus (V) 108.9 1075 | 0.006
Terra (T) 152.1 147.1 0.017
Marte (M) 249.3 206.7 | 0.093
Jupter (J) 816.4 740.6 0.049
Saturno (S) 1506.5 1357.6 0.052
Urano (N) 3001.4 2732.7 0.047
Netuno (N) 4558.9 4711 | 0.010
Plutdo (P) 7375.9 4436.8 | 0.249

Tabela 1: Excentricidade dos planetas do sistema solar.

A Figura 105 ilustra as 6rbitas de Mercirio, Vénus, Terra e Marte criadas por meio do
software Geogebra. Para a plotagem das elipses que representam as orbitas foi necessario
inserir as equagoes na forma implicita. Como é conhecido, a equacao reduzida de uma
elipse, cujo centro nao ¢ a origem, é dada por:

($ - xo)z (?J - ?Jo)Z
a? + b2 =1

Seguindo o raciocinio ilustrado na Figura 104, onde o Sol estd fixo na origem e repre-

senta um dos focos, podemos determinar a equacao das elipses que representam as érbitas
dos planetas. Dado que conhecemos os valores dos parametros a e ¢, podemos aplicar a

relacdo a? = b? + ¢? para determinar o parametro b. Assim, temos:

po_ (AtPY A—P2:>
B 2 2

(A+P)*—(A-P)?} =

1
4
= AP.

Portanto, a equacao que representa as érbitas é dada por:

(m_A;P> vy, (95)

<A+P)2 AP~
2
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I

Figura 105: Orbitas na escala de 1 : 1.000.000.

Lembrando que as coordenadas do centro é:

C = (x0,0) = (¢,0) = (A_P,()).

2
Escrevendo a equacao 95 na forma implicita, obtemos:

A+ P

2
APz + ( ) y* + (AP? — A’P)x = A*P?. (96)

Ao inserir no Geogebra a equacao (96) com os respectivos valores de A e P para cada
planeta, conforme a Tabela 1 e desconsiderando a poténcia 10°, obtemos as orbitas de
cada planeta em uma escala de 1 : 1.000.000 o que mantem as mesmas proporcoes do
tamanho real.

Assim como os planetas, varios corpos celestes possuem érbitas elipticas, incluindo
cometas, asteroides, luas e satélites. Para ilustrar e analisar a excentricidade orbital,
tomemos como exemplo o cometa Halley.

O cometa Halley ficou notério por ser o primeiro classificado como periddico. Antes

disso, a crenca predominante era que os cometas realizavam apenas uma passagem pelo
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sistema solar. No entanto, em 1705, o astronomo Edmond Halley, ao aplicar a teoria da
gravitagao de Newton, identificou similaridades nas orbitas de cometas brilhantes obser-
vados em 1531, 1607 e 1682. Halley sugeriu que essas passagens correspondiam ao mesmo
cometa, indicando uma 6rbita periddica. Conforme [13], observagoes do cometa remon-
tam a mais de 2000 anos, e Halley previu seu retorno para o ano de 1758; no entanto, sua
morte ocorreu em 1742, antes de poder confirmar sua previsao. O cometa Halley possui
um periodo de revolucao de aproximadamente 76 anos, com sua ultima passagem ocor-
rendo em 1986, e sua proxima prevista para 2061. No afélio, em 1948, o cometa estava
a uma distancia de 5,27 bilhoes de quilometros do Sol, enquanto no periélio, em 1986, a
distancia foi de 87,8 milhoes de quilometros.

Para esbocar a érbita do cometa usando o software Geogebra, ajustaremos os valores
do afélio e periélio para a escala de 1 : 1.000.000, dividindo ambos por 10°. Ao inserir a
equagao (96) com os novos valores de afélio (A) e periélio (P), obtemos a representacao
da orbita. A Figura 106 ilustra a érbita de Halley em comparacao com as orbitas dos

planetas, apresentadas na Figura 105.

Halley

NZ

Figura 106: Orbita do cometa Halley.

Ao calcular a excentricidade da érbita de Halley por meio da equacao (94), obtemos:

~ 9270 —-87,8

22702 0,97,
T 501878
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A Figura 106 e o valor da excentricidade destacam o quao achatada é a érbita do cometa

Halley.

4 Consideracoes Finais

O desenvolvimento deste trabalho destacou ainda mais a importancia do uso de um soft-
ware de geometria dinamica para o estudo das secc¢oes conicas e quadricas, tanto para
estudantes que desejam aprofundar-se no tema quanto para professores.

Optamos pelo software GeoGebra para esta investigacao, e sua contribuicao foi fun-
damental na revisitacao das propriedades das conicas por meio de construcoes. Ao ex-
plorarmos as rotacoes e translagoes no plano da elipse, hipérbole e parabola, o GeoGebra
revelou-se uma ferramenta valiosa, permitindo a execucao dessas construcoes e o aprovei-
tamento das ferramentas de rotacao e translagao disponiveis no software.

Na andlise das rotacoes e translagoes das conicas, adotamos uma abordagem um pouco
diferente em relagao as tradicionais encontradas nos livros. Em vez de rotacionar os eixos
das conicas, optamos por girar apenas os focos e os vértices A; e As, que mantém uma
distancia constante de 2a um do outro. A partir dessa premissa, construimos a elipse ou a
hipérbole que passa por esses novos pontos, utilizando a defini¢ao de cada curva. Quanto
a translagao, em vez de mover os eixos das conicas para um novo centro, transladamos os
focos e os vértices para um novo ponto central e, em seguida, construimos a elipse ou a
hipérbole que passa por esses novos focos e vértices. No caso especifico da translagao da
parabola, movemos a reta diretriz e o foco, e entao construimos a parabola transladada a
partir do novo foco e da nova reta diretriz.

Essa abordagem foi adotada devido a praticidade oferecida pelo GeoGebra. Para tracar
uma elipse ou uma hipérbole neste software, bastam os focos e um ponto pertencente a
curva. Ja para a parabola, é necessario especificar a reta diretriz e o foco. Ao utilizar essa
abordagem facilitadora na construcao das conicas, tornou-se essencial demonstrar que
um ponto pertencente a curva, antes de sofrer rotacdo ou translagdo, permanece como
parte da cOnica apds a aplicacao dessas transformacoes. Além disso, podemos validar

essas rotagoes ou translacoes utilizando os comandos ”Girar”e ”Transladar” disponiveis
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no GeoGebra, os quais podem ser aplicados a conica desejada.

No estudo das quadricas neste trabalho, realizamos uma analise abrangente das quadricas
centrais e nao centrais. Ficou evidente a importancia de obtermos suas formas canonicas,
pois sem elas a andlise dessas superficies se tornaria extremamente complexa. Com o
auxilio do GeoGebra, pudemos visualizar essas superficies tanto por meio de suas equagoes
gerais quanto de suas formas canonicas. Além disso, foi possivel explorar os tracos de cada
uma das quadricas em relacao aos planos coordenados ou planos paralelos a eles. Dessa
forma, a utilizagao de um software como o GeoGebra nao apenas torna as aulas mais
atrativas para os professores, mas também proporciona uma compreensao mais profunda
da anadlise dessas superficies para aqueles que buscam aprofundar-se no tema.

Ao remontarmos as origens das conicas, que remontam ao problema da duplicacao do
cubo aproximadamente no século V a.C [3], percebemos que seu impacto s6 se manifes-
tou plenamente no mundo contemporaneo. As principais aplicacoes da elipse, hipérbole
e parabola estao intrinsecamente ligadas as suas propriedades refletoras. Neste traba-
lho, buscamos demonstrar essas propriedades de forma autoral, seguindo os principios da
geometria analitica e utilizando a derivacao para encontrar a equacao da reta tangente.
Ao explorarmos as aplicacoes subjacentes a essas propriedades reflexivas, compreende-
mos profundamente o quao fundamental foi a descoberta das secgoes conicas para os dias
atuais. Nessa perspectiva, somos incentivados a continuar buscando e descobrindo no-
vos conhecimentos, mesmo que estes nao tenham uma aplicacao imediata, pois no futuro

podem se revelar indispensaveis para a humanidade.
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