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RESUMO

A teoria dos conjuntos oferece uma linguagem para descrever e analisar agrupamen-
tos de objetos, bem como suas estruturas, sendo assim uma ferramenta indispensavel em
diversas areas da ciéncia. Neste estudo apresentaremos uma abordagem mais formal que
estabelece algumas extensoes do contetido escolar e regras para a existéncia e formacao de

conjuntos evitando contradi¢oes e paradoxos.

A versdao mais atualizada da BNCC, que é um documento que estabelece os
conhecimentos, competéncias e habilidades essenciais que os estudantes devem desenvolver
ao longo da educacao basica no Brasil, ndo menciona o ramo da teoria dos conjuntos. No
entanto, nao estar explicitamente na BNCC nao significa que ela nao deva ser abordada
no ensino da matematica, muito pelo contrario, cabe aos professores fazer escolhas sobre

como iniciar e aprofundar os contetidos ao longo do curriculo.

Palavras-chave: Teoria dos Conjuntos, Axiomas de Zermelo-Fraenkel,

Educacao Basica



ABSTRACT

Set theory offers a language to describe and analyze groupings of objects, as well
as their structures, thus being an indispensable tool in several areas of science. In this
study we will present some extensions to school contents and a more formal approach
that establishes rules for the existence and formation of sets, avoiding contradictions and

paradoxes.

The most up-to-date version of the BNCC, which is a document that establishes
the essential knowledge, skills and abilities that students must develop throughout basic
education in Brazil, does not mention the branch of set theory. However, it not being
explicitly in the BNCC does not mean that it should not be addressed in mathematics
teaching, quite the contrary, it is up to teachers to make choices about how to start and

deepen the contents throughout the curriculum.

Keywords: Set Theory, Zermelo-Fraenkel Axioms, Basic Education
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Introducao

Decorridas da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), as mudangas realizadas
nos ensinos fundamental e médio no Brasil, no final da década de 2010, trouxeram um
enfoque para alguns contetdos e supressoes de outros, podendo prejudicar a transicao de

aprendizagem dos alunos que saem do ensino médio para o ensino de nivel superior.

No caso da Teoria dos Conjuntos, nao ha mencgao expressa do assunto no Ensino
Fundamental Anos Finais e Ensino Médio na BNCC, contudo houve permanéncia da
matéria de “relacao de fungdo” e uma singela abordagem nos dois primeiros anos do ensino

fundamental, com enfoque na comparacao entre quantidades de objetos de dois conjuntos.

A teoria dos conjuntos, como um campo especifico de estudo, pode nao estar
diretamente mencionada na BNCC por alguns motivos. Um possivel motivo é que a BNCC
busca fornecer diretrizes gerais para o ensino e aprendizado, abrangendo diversas areas
do conhecimento. Assim, ela tende a focar em conceitos e habilidades mais amplos e
transversais, como o desenvolvimento de habilidades de pensamento critico, resolugao de
problemas e raciocinio logico, que podem ser aplicadas de maneira interdisciplinar. Outro
possivel motivo é que a teoria dos conjuntos pode ser abordada de maneira implicita ou
construida em diferentes campos do curriculo como logica, combinatéria, probabilidade e

estatistica, entre outros.

Apesar de a teoria dos conjuntos nao estar mencionada na BNCC, os contetdos
relacionados a ela podem ser pensados em diferentes momentos e contextos ao longo do
curriculo, ja que a BNCC é apenas um guia geral e o professor e a escola podem inclui-la
como um topico de estudo mais detalhado, caso considerem relevante e adequado para

seus alunos.

Sabemos o quao importante é a notacao de conjuntos para disciplinas do ensino
superior como, por exemplo, Cdlculo, Algebra Linear e Probabilidade e Estatistica: con-
juntos de solugoes e intervalos, conjuntos de funcionais, subespagos, eventos e operacoes
booleanas entre eles. Dessa forma, um dos objetivos deste trabalho é tentar contextualizar
a importancia da teoria dos conjuntos no curriculo da Educacao Bésica, destacando sua
relevancia para o desenvolvimento do pensamento logico e habilidades matematicas dos

estudantes.

Além do mais, sabe-se que a teoria dos conjuntos é um dos topicos fundamentais
da Matematica e estuda as estruturas e relagoes entre elementos e conjuntos oferecendo
uma linguagem precisa e formal para analisar e descrever a natureza e a existéncia dos
conjuntos e suas propriedades. Essa é a teoria axiomatica dos conjuntos, que também

apresentaremos. Tal teoria organiza, com os axiomas de ZF, os principios fundamentais
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que regem os conjuntos e suas operagoes de forma precisa e sem ambiguidades, permitindo
a resolucao de paradoxos que surgiram em sistemas anteriores, como o paradoxo de Russell.
Com a abordagem axiomatica, podemos reduzir no¢does matematicas mais complexas,

como relacoes, fungoes e niimeros, a nogoes conjuntistas.

Para desenvolver o tema, este trabalho estd dividido em cinco capitulos (Capitulo
1: Contexto no Ensino Escolar; Capitulo 2: Nocao de Conjunto; Capitulo 3: Interseccao e
Uniao de Conjuntos; Capitulo 4: Produto Cartesiano e Funcao; Capitulo 5: Axiomas de

Zermelo-Fraenkel).

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeigoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



1 Contexto no ensino escolar

1.1 Ensino antes do Movimento da Matematica Moderna

A Aritmética escolar tradicional trata da aritmética lecionada nas escolas entre o

final do século XIX até meados do século XX.

De acordo com Leme da Silva; Valente (2013, p. 862), até o final do século XIX

havia a mera memorizacao da tabuada, um processo puramente mecanico.

Com a introdugdo da pedagogia denominada intuitiva (cuja origem data do final
do século XIX) surgiu o significado da aprendizagem dos ntimeros e da tabuada, que se
referiam & quantidade de determinado objeto. Assim, ainda segundo os mesmos autores (p.
862-864 e nota de rodapé 6), podemos destacar a importancia da construgao de ideias como
0 ensino ativo e, por sua vez, a expressao escola ativa, surgidos nas ultimas décadas do
século XIX e disseminados a partir de 1922, no cenario da Escola Nova, onde se destacou
o papel central do aluno, que passou a assumir um papel ativo, promovendo a descoberta
de novos conhecimentos e, dessa forma, evidenciou-se novas preocupagoes com 0 processo

educativo, visando romper a pedagogia considerada tradicional até entao.

Anos depois, ainda segundo Leme da Silva; Valente (2013, p. 865), no final da década
de 1950, apareceu mais um passo na evolucao do ensino da Matematica: o Movimento da

Matemética Moderna.

1.2 Movimento da Matematica Moderna e a teoria dos conjuntos

No periodo compreendido entre os anos de 1945 e 1989, as nagoes capitalistas,
lideradas pelos Estados Unidos da América (EUA), e as nagdes socialistas, encabegadas
pela Uniao das Republicas Socialistas Soviéticas (URSS), disputavam ideologia, o poder

bélico (de armas) e o potencial tecnolédgico, incluindo a tecnologia aero-espacial.

De acordo com os autores Alves; Silveira (2017, p. 10), estudos apontam que o
lancamento do satélite Sputnik I, pelos soviéticos, em 1957, possivelmente contribuiu
para que houvesse uma mudanca no ensino das ciéncias exatas. Uma das vertentes com
que pedagogos, matematicos e outros especialistas em educagdo se preocuparam, nesse

momento, foi a matematica.

Diante do avanco soviético em relagao a corrida espacial, houve preocupacao dos
paises capitalistas, principalmente aqueles da Europa Ocidental e os EUA, para atualizar

os conceitos e aprimorar o ensino da Matematica, para entao difundir uma Matemdtica
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Moderna nos paises em desenvolvimento. Conjectura-se, portanto, que essa sequéncia de
acontecimentos tenha dado inicio ao Movimento da Matemdtica Moderna (MMM), apesar

de outros autores defenderem outras suposicoes.

Conforme Oliveira (2018, p. 1), a inspiragao para o referido movimento foi o grupo
de matematicos europeus e americanos cujo pseudonimo era Nicolas Bourbaki. Segundo
Borges (2011, p. 45), tal grupo foi formado na Franca e, de acordo com Santander (2009,
p. 41), desejavam abordar toda a Matemética em uma unica obra chamada Elements de

mathématique.

Nicolas Bourbaki, ao enfatizar a importancia da teoria dos conjuntos (até entao,
uma disciplina de nivel superior), tornou-se uma das principais bases do Movimento da

Matematica Moderna, originada na década de 1950.

Sob influéncia de Bourbaki, “o Movimento da Matematica Moderna (MMM) buscava
aproximar a Matematica ensinada na escola basica com a Matematica produzida pelos

pesquisadores da drea”, conforme Leme da Silva (2006, p. 51).

1.2.1 MMM no Brasil

No Brasil, houve tentativas de reformas no ensino de Matematica antecedentes
ao Movimento da Matemética Moderna, conforme menciona Macedo (2008, p. 36), nas
décadas de 1930 e 1940.

Consoante Macedo (2008, p. 36), em 1931, houve a Reforma Francisco Campos e,
em 1942, a Reforma Gustavo Capanema, que ajudaram a integrar trés areas distintas da

Matematica no ensino escolar: geometria, algebra e aritmética.

No final da década de 1950, segundo o mesmo autor, o Movimento da Matematica
Moderna, além das ideias de Bourbaki, utilizou a fonte da Teoria Psicogenética de Piaget —

autor que estudou as estruturas logico-matematicas no processo de aprendizagem escolar.

Em 1958, consoante Silva (2013, pp. 99 a 102), surgiu um grupo de estudos nos
EUA formado por professores de matematica (inclusive professores brasileiros: Lafayette de
Moraes e Osvaldo Sangiorgi), matematicos, psicélogos e educadores: o School Mathematics
Study Group (SMSG), vinculado a Universidade de Yale, coordenado pelo professor Edward
G. Bagle, com o objetivo de aproximar o ensino escolar ao ensino superior por meio de
uma reestruturacao do conteido de ensino de matematica. De acordo com Silva (2013,
p. 103), o professor Osvaldo Sangiorgi retornou em 1961 ao Brasil para criar o Grupo de
FEstudos do Ensino de Matemdtica (GEEM), similar ao SMSG. Além do referido grupo,

houve outros criados entre as décadas de 1960 e 1970.

Com os grupos criados, foi possivel aproximar o ensino superior (com a posterior

criagdo e desenvolvimento de centros de pesquisas) do ensino ginasial (que atualmente, seria
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de meados ao fim do Ensino Fundamental) com palestras e materiais didéticos inspirados
no Movimento da Matemadtica Moderna, pois houve foco para diminuir as insuficiéncias
no ensino de matematica, reformulacao da disciplina no curriculo e do método de ensino.
De acordo com Arruda (2008, p.2), a Matemética Moderna, foi implementada nas escolas
do Brasil entre as décadas de 1960 e 1970 e, em algumas escolas, de maneira tardia, na

década de 1980.

De acordo Borges (2011, p. 129-130), no entanto, a partir de 1962, comecaram a
surgir manifestagoes contrarias ao Movimento da Matematica Moderna, inicialmente por
parte de matematicos canadenses e norte-americanos. Em 1973, Morris Kline publicou um
livro que expds publicamente as razoes para o MMM nao funcionar. No Brasil, esse livro
foi publicado em 1976, em um periodo em que o MMM ainda mantinha uma presenca
significativa no ensino de matematica brasileiro, apesar das criticas de Elon Lages Lima
(Borges, 2011, p. 132).

Uma das caracteristicas do MMM ¢ a valorizacao do simbolismo, do rigor, da légica
matematica e da Teoria dos Conjuntos. Segundo Borges (2011, p. 143), a presenga da
Teoria dos Conjuntos desempenha o papel de “elemento unificador no tratamento dos
conteidos matematicos”, “havendo preocupacao com a abstracao dos alunos desde as

primeiras séries”.

Nesse ponto, podemos entender a critica feita nos PCN. De acordo com Vicente;
Pilati (2012, p. 6), em 1997, em colaboragao com pesquisadores de diversas universidades
brasileiras, o Ministério da Educacao langou os Parametros Curriculares Nacionais (PCN),

que se tornaria um novo orientador para as escolas e professores.

Consoante Brasil (1997), os Pardmetros Curriculares Nacionais “constituem um
referencial de qualidade para a educacao no Ensino Fundamental em todo o Pais”. Ademais,
segundo a mesma fonte (Brasil, 1997), a fun¢do dos PCN é “orientar e garantir a coeréncia
dos investimentos no sistema educacional, socializando discussoes, pesquisas e recomen-
dagoes, subsidiando a participagao de técnicos e professores brasileiros, principalmente
daqueles que se encontram mais isolados (...)". Assim, os PCN sao, além de um referencial
de qualidade do Ensino Fundamental, também um parametro para os investimentos no

sistema de ensino.

Conforme a fonte Brasil (1997, v.3, p. 20), os PCN apresentam uma justificativa
do porqué de excluir o tépico Teoria dos Conjuntos da Educacao Bésica, dizendo que “ao
aproximar a Matematica escolar da Matematica pura, centrando o ensino nas estruturas
e fazendo uso de uma linguagem unificadora, a reforma deixou de considerar um ponto
bésico que viria se tornar seu maior problema: o que se propunha estava fora do alcance
dos alunos, em especial daqueles das séries iniciais do ensino fundamental. O ensino
passou a ter preocupacoes excessivas com abstragoes internas a propria Matematica, mais

voltadas a teoria do que a pratica. A linguagem da teoria dos conjuntos, por exemplo,
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foi introduzida com tal énfase que a aprendizagem de simbolos e de uma terminologia

interminavel comprometia o ensino do calculo, da geometria e das medidas”.

Na minha concepcao, o foco excessivo em abstragoes tedricas, como a Teoria dos
Conjuntos (caracteristica do MMM), realmente, pode ser um pouco inacessivel e de certa
forma prejudicar o desenvolvimento matematico de estudantes, principalmente, das séries
iniciais e dificultar aplica¢oes praticas de conhecimentos matematicos como descrito nos
PCN. No entanto, se houver uma revisao mais cuidadosa da metodologia de ensino e uma
adaptacao adequada as capacidades dos alunos conforme suas séries, é possivel abordar
temas mais especificos e abstratos ajudando a desenvolver uma base conceitual mais solida

e rigorosa dos estudantes, preparando-os para desafios mais aprofundados.

1.3 Base Nacional Comum Curricular

O Art. 214 da Constituicao Federal de 1988 estabelece o plano nacional de educagao,
de duracao decenal (periodo de dez anos), que tem como objetivo “articular o sistema
nacional de educacao em regime de colaboracgao e definir diretrizes, objetivos, metas e
estratégias de implementagao para assegurar a manutencao e desenvolvimento do ensino
em seus diversos niveis, etapas e modalidades por meio de ac¢oes integradas dos poderes

publicos das diferentes esferas federativas” (Unido, Estados, Distrito Federal e Municipios).

No ano de 2014, foi promulgada a Lei n® 13.005/2014, que trata do Plano Nacional
de Educacao (PNE), o qual inclui vinte metas para melhorar a educagao brasileira (ensinos

fundamental e médio).

Em meados da década de 2010, surgiu a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
que tem como origem o PNE. A BNCC, norteia o ensino escolar que abrange o ensino
fundamental (do primeiro ao nono ano) e o ensino médio (do primeiro ao terceiro ano),
conforme Brasil (2022).

De acordo com Brasil (2018), a BNCC “é um documento de cardter normativo que
define o conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos
devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Basica, de modo a que
tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade

com o que preceitua o Plano Nacional de Educagao (PNE)”.

Ainda segundo Brasil (2018), a BNCC também “aplica-se exclusivamente a educagao
escolar, tal como a define o § 1° do Artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
Nacional (LDB, Lei n° 9.394/1996), e esta orientado pelos principios éticos, politicos e
estéticos que visam a formagao humana integral e a construcao de uma sociedade justa,

democratica e inclusiva, como fundamentado nas Diretrizes Curriculares Nacionais da
Educagao Bésica (DCN)”.
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Além disso, consoante Brasil (2018), a BNCC “é uma referéncia para formagao de
curriculos escolares nos sistemas de ensino de Estados, Distrito Federal e Municipios e

uma referéncia para politica de formacao de professores e desenvolvimento da educagao”.
A BNCC teve trés versoes.

Na primeira versao, de setembro de 2015, de acordo com Brasil (2015, p. 139), havia
a preocupacao de o estudante “compreender fungdo como um tipo de relacao de dependéncia

entre duas varidveis, que pode ser representada graficamente” (item “MTMTIFOA0207).

Na segunda versao, de maio de 2016, conforme Brasil (2016), um dos objetivos
de lecionar “algebra e fun¢oes” era aquele de o discente “compreender funcao como uma
relacao de dependéncia entre duas variaveis, as ideias de dominio, contradominio e imagem,
e suas representacoes algébricas e graficas, e utiliza-las para analisar, interpretar e resolver

Y

problemas em contextos diversos, inclusive fendmenos naturais, sociais e de outras areas’
(Item “EM11MT06").

Entretanto, na terceira versao da Base Nacional Comum Curricular, de 2018,
conforme verificado em Brasil (2018), houve a supressao do item, indicando que a teoria
dos conjuntos, enfatizada no Movimento da Matematica Moderna, simplesmente foi excluida
dos contetudos trabalhados ao longo do Ensino Fundamental Anos Finais e Ensino Médio,
sendo abordada, de forma branda, apenas nas séries iniciais do Ensino Fundamental, como

comparacao entre quantidades de objetos entre conjuntos, de acordo com as habilidades
EF01IMAO3 e EF02MAO3.

Para este trabalho, cabe ressaltar que, apesar de haver mencao de um assunto
relacionado a teoria dos conjuntos (relacao entre duas varidveis) nas duas primeiras versoes
Base Nacional Comum Curricular, o tema “teoria dos conjuntos” nao foi mencionado
sequer uma vez no documento. Contudo, devido a importancia para o aprendizado de
matérias correlacionadas do ensino basico e do ensino superior, o enfoque deste trabalho é

teoria dos conjuntos, que sera desenvolvida no decorrer da dissertacgao.
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2 A nocao de conjunto

Para o ensino da teoria dos conjuntos, é fundamental que o(a) discente tenha
conhecimento dos conceitos primitivos de conjuntos, elementos e relacao de pertinéncia
como algo abstrato. Normalmente, esses conceitos sao trabalhados na primeira série do
Ensino Médio como colecao bem definida de objetos e esses objetos podem ser niimeros,
letras, simbolos, ou até mesmo outros conjuntos. Essas colegoes sdo formadas por objetos

distintos que nao se preocupam com a ordem ou com a repetigao.

Na visao de Cantor, como menciona Novaes (2018, p. 2), conjunto se refere a uma
“colecao de objetos, distinguiveis, definidos, de nossa intui¢do ou nosso intelecto, a ser

concebida como um todo (uma tnica entidade)”.

A principio, Novaes (2018, p. 3 e 4) relaciona expressoes ou palavras para explicar

a definicao de maneira clara.

No caso de “nosso intelecto” ou “nossa intuicdo”, sugere-se a ideia de liberdade
de escolha, de delimitagao da caracteristica do objeto. Os elementos que compoem o
conjunto podem ser estritamente matemaéticos (exemplos: conjunto de nimeros, conjunto

de ntiimeros primos) ou ter caracteristicas em comum (exemplo: conjunto de mamiferos).

Em relacao a nogao de “elementos distinguiveis”, ha a caracteristica de eles serem

comparaveis entre si, se sao diferentes ou iguais entre si.

No tocante a ideia de os elementos serem “definidos”; ha a identificacao de o objeto

ser ou nao pertencente ao conjunto.

E valido ressaltar que na teoria académica, conjuntos e elementos nao sao distin-
guiveis, pois elemento pode ser conjunto e conjunto pode ser elemento. Além dos objetos,

a relagao de pertinéncia é a tinica outra nogao primitiva (ou ente primitivo).

Assim como na teoria de conjuntos, na geometria também sao estabelecidos entes
primitivos que formarao a base para a construgao e estudos das figuras geométricas. Os
conceitos primitivos na geometria sao pontos, retas, planos, as relagoes de incidéncia
(entre pontos e retas, entre pontos e planos, entre retas e planos), a nogado que expressa
quando um ponto esta entre dois outros pontos em uma reta e as relagoes de congruéncia
(entre segmentos de reta, entre angulos). As aplicagoes em diferentes contextos podem ser

reduzidas a essas nocgoes.

Para este capitulo, adotaremos as mesmas estruturas de Novaes (2018) e Iezzi;

Murakami (2013) como referéncia e assumiremos os conceitos e exemplos dados por ele.
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2.1 Notacoes iniciais

Para descrever conjunto, elemento e relacdo de pertinéncia formalizando uma

linguagem precisa e concisa, utilizam-se as seguintes notagoes:

Congunto e elemento, por padrao, sdo representados por letra maitscula (A, B, C...)

e por letra mindscula (a, b, c...), respectivamente.
Relacao de pertinéncia:

E a relacdo existente entre elemento e conjunto. Por padrio, é representada pelo

simbolo €.

Exemplo: b € A ou A 3 b. Em outras palavras, indica que o elemento b pertence

ao conjunto A.

E valido ressaltar que os estudantes ndo devem cristalizar o hdbito das letras

minusculas ou maitsculas, pois conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos.

2.2 Conjunto universo

Situacao em que todos os elementos de determinado interesse dentro de um contexto

pertencem a um conjunto denominado conjunto universo ou conjunto fundamental.

Exemplificando, na Teoria Estatistica, o conjunto universo U é representado pela
populagao (todos os elementos de determinada caracteristica dentro de um contexto). Ex.:

todos os livros de matematica da biblioteca.

Na Educacao Basica, a no¢ao de conjunto universo é apresentada de forma mais
consistente a partir do 9° Ano do Ensino Fundamental II, principalmente nas resolugoes
de equagdes e inequagdes polinomiais do 1° e 22 grau, e também, em equacgoes irracionais.
Nestes topicos, os estudantes devem avaliar qual valor/quais valores satifaz/satisfazem a
equagao ou inequagao, a partir do conjunto universo dado, apresentando assim, o conjunto

solucao ou conjunto verdade.

Um problema de inconsisténcia seria considerar um conjunto que contém todos os
conjuntos possiveis, incluindo o proprio conjunto universo. Isso levaria a uma contradicao,

conhecida como paradoxo de Russell, cujo tema sera aprofundado na Secao 2.7.3.

2.3 Modos de designacao de um conjunto

Segundo Novaes (2018, p. 11), é possivel “designar um dado conjunto de vérios
modos diferentes”. Neste trabalho, apresentaremos duas formas de representar conjuntos:

definicdo por enumeracao e propriedade caracteristica dos elementos.
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2.3.1 Descricao pela citacao dos elementos

Na definicdo por enumeragao, citamos explicitamente todos os elementos de um
conjunto entre chaves. Este modo de designacao ¢ muito utilizado na educacao basica,
principalmente nas apresentacoes de conjuntos numéricos, como o conjunto dos nimeros
naturais e o conjunto dos nimeros inteiros, e também, de conjunto solugdo ou conjunto

verdade.
Exemplos:
1°) conjunto A tal que: A = {2,4,6}
2°) conjunto B tal que: B = {—9,5, 7}

Se o conjunto for infinito, ou finito com muitos elementos, basta colocar reticéncias

para omitir os elementos do conjunto.
Exemplos:

12 ) conjunto dos nimeros multiplos de cinco positivos:
{5,10, 15, 20, 25, 30, 35, ...}
29) conjunto dos niimeros pares nao negativos:

{0,2,4,6,8,10,...}

{0,2,4,6,8,10, ..., 99998}

2.3.2 Descricao por uma propriedade

Neste modo de designacao de um conjunto especificamos uma condi¢cdo ou uma
propriedade em que todos elementos do conjunto devem satisfazer. Se A for um conjunto,

x seu elemento genérico e P uma propriedade que o caracteriza, entao denotamos:

A = {z|z tem a propriedade P}

ou
A = {z|P(z)}
Exemplos:

1°) A = {z|z é nimero primo positivo menor que 13}.

2°) B = {z|x é natural e 2 < z < 120}.
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Note que, por enumeracgao, os exemplos acima sao representados da seguinte forma:
A={2,3,5"7 11} e B={2,3,4,5,...,120}.

2.3.3 Diagrama de Euler-Venn

De acordo com Pinheiro (2015, p. 72), o principio dos diagramas de Venn consiste
em, graficamente, tragar areas delimitadas que representam conjuntos, uns em relagdo aos
outros, de maneira que todas as possiveis relagoes logicas entre os conjuntos possam ser

indicadas no mesmo diagrama.

John Venn (1834-1923) utilizou linhas fechadas e nao entrelacadas, como linhas
fronteiras de cada regiao, como sugere lezzi; Murakami (2013, p. 19) para representar, em

seu interior, os elementos de um ou mais conjuntos. Segundo Novaes (2018):

Venn introduziu os diagramas em um trabalho de Légica Formal publicado
em julho de 1880 na Philosophical Magazine and Journal of Science
intitulado “Da representacdo mecénica e diagramatica de proposicoes
e raciocinios”. [...] O préprio Venn nao se referia aos diagramas como
sendo da sua autoria, mas sim como “circulos eulerianos”, referindo-se
aos diagramas criados pelo matematico sui¢o Leonhard Euler (1707-1783)
cerca de um século antes (motivo pelo qual, provavelmente, alguns autores
referem-se aos diagramas de Venn como diagramas de Euler-Venn). Venn
aperfeicoou o uso desses diagramas, bem como os estendeu, fornecendo-

lhes uma interpretacao dotada de mais recursos (Novaes, 2018, p.28).

Mais precisamente na primeira série do Ensino Médio, utiliza-se o diagrama de
Venn como uma ferramenta que contribui na organizacao de informacoes e resolucao de
problemas de conjuntos. Além disso, esse diagrama permite aos estudantes visualizar de
uma forma mais clara como os conjuntos se sobrepoem, se intersectam ou sao mutuamente
exclusivos, facilitando a compreensao de operagoes de conjuntos, como unido, intersegao e

diferenca.

A figura abaixo é um exemplo de um diagrama com 3 conjuntos dados por A =
{a,b,c,d},B ={d,e, f,g} e C ={c,d, e, h}:
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Figura 1: Diagrama de Venn com 3 conjuntos - elaborado pelo préprio autor
(2023)

2.4 Casos especiais de conjuntos

2.4.1 Conjunto vazio

Um conjunto descrito por uma propriedade sempre falsa é vazio, cujo simbolo é ().
Exemplos:

1) A = {z|z é ntmero natural menor que 0 }. Como nao ha nimeros naturais

menores que zero, entdao A = ().

2) B = {x|z é inteiro e 5 < x < 6}. Perceba que nao existem nimeros inteiros

maiores que cinco e menores que seis, portanto B = ().

Normalmente, o primeiro contato dos estudantes com o conjunto vazio e sua
simbologia ocorre no 92 ano do Ensino Fundamental II ao estudarem resolugoes de
equagoes polinomiais do segundo grau. Quando o discriminante resulta em um nimero
negativo, nao ha solucao no conjunto dos niimeros reais, que geralmente, ¢ o conjunto
universo adotado nos anos finais do ensino fundamental. Assim, o conjunto verdade ou

conjunto solugdo resulta no conjunto vazio.

2.4.2 Conjunto unitério

Um conjunto com exatamente um elemento denomina-se conjunto unitdario.

Exemplos:

1) Seja A o conjunto dos multiplos de 4, inteiros nao negativos e menores que 4,
entdo A = {0} é um conjunto unitario.

2) B = {z|z é natural e ! = 120}. Note que o tinico nimero natural que satisfaz

a condicao é o cinco, portanto B = {5} é um conjunto unitario.

Atencao neste outro exemplo, que normalmente causa confusdes ou estranhamento

aos estudantes:

3) conjuntos A, B e C tais que A = {1}, B = {{1}} e C = {{{1}}}. Note que
A # B # C # A e todos sao conjuntos unitarios. Uma analogia para compreender este
exemplo é a resposta da seguinte questao “Uma laranja é o mesmo objeto que uma sacola

com uma laranja?”.
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2.5 lgualdade de Conjuntos

Dois conjuntos A e B sdo iguais quando todo elemento que pertence a A também
pertence a B e, reciprocamente, todo elemento que pertence a B também pertence a A.

Simbolicamente:
A=B<<= (Vz)(r € A<=z € B)

Observagao: i) o simbolo <= significa a equivaléncia de proposigoes e se 1é da
seguinte maneira “A = B se, e somente se, (Vz)(z € A <= x € B)”. Da mesma forma,

“r € A se, e somente se, x € B”.

ii) o simbolo V representa o quantificador universal “para todo”. Assim, Vx significa

“para todo objeto x”.

Assim, conjuntos sao definidos ou identificados tao somente pelos elementos que
contém (e isso permite a notagao de chaves), ou seja, a relagao de igualdade baseia-se no

conceito primitivo de pertinéncia.

Na defini¢ao de igualdade entre conjuntos, nao importa a ordem nem a repeticao

de elementos, portanto:

{07 9, Q)} - {57 (2)7 0}
{:E7 27 y7 7} - {27 :I/" x? 77 27 y7 77 77 y? y7 1‘7 x? 2’ 2}

2.6 Relacao de Inclusao

O conjunto A é um subconjunto de um conjunto B se todo elemento de A também
for elemento de B. Também pode-se dizer que A estd contido em B ou, ainda, que A é

parte do conjunto B.

Simbolicamente:
ACB<«= (Vz)(r€ A=z € B)

Observagao: i) o simbolo C é a notac¢ao mais utilizada na educacao basica. Neste

trabalho utilizaremos a notacao dos pesquisadores da area, cujo simbolo é C.

ii) o simbolo = significa a implicacdo 1ogica e se 1& da seguinte maneira “se z € A,

entao xr € B”.

Na educagao basica, geralmente os alunos aprendem que “pertence” so se usa entre

elementos e conjuntos, e “contido” entre conjuntos, por isso ¢ importante destacar que é
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preciso cuidado com a terminologia “estda contido” pois pode ser usado tanto com inclusao

como com pertinéncia, que sao conceitos diferentes. Por exemplo:

Seja o conjunto A = {0, 1, {2}, {3,4}}, entdo as sentencas ) € A, 1 € A, {1} C A,
{2} € A e ) C A sao verdadeiras, mas {1} € A e 2 € A sao falsas.

Quaisquer que sejam os conjuntos A e B, temos:
CAeA=B<= (ACBeBCA)

Para mostrar que ) C A, suponha () € A. Pela definigao, existe um z € () que nao
pertence a A. Porém, () ndo tem elementos, contradicao. A equivaléncia segue da definicio

de igualdade na se¢ao anterior.

2.7 Conjuntos cujos elementos sdao conjuntos

2.7.1 Familia de conjuntos

Y

Consoante Novaes (2018, p. 111), em Geometria, ao se mencionar “familia de curvas’
ou “familia de retas”, ha a nocao de conjuntos de curvas e de retas. Por sua vez, podemos

pensar em retas e curvas como conjuntos de pontos.

Em geral, uma “familia de conjuntos” é um conjunto cujos elementos sao, todos

eles, conjuntos também. Por exemplo,
F ={[a,b] | a,b € R com a < b}.
Note que:
1€0,3]e[0,3] € F,mas 1 ¢ F.

2.7.2 Conjunto das partes de um conjunto

O conjunto das partes de um conjunto A, P(A), é o conjunto que possui todos os

subconjuntos de A. Entao:
Ve(x € P(A) < x C A).
Exemplo:

Seja A = {m, e}, entdo os subconjuntos de A sao 0, {r},{e} e {m, e}. Logo, o conjunto
das partes de A é P(A) = {0, {n},{e},{m, e}}.
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Observe que o conjunto das partes de A é um exemplo de familia de conjuntos,
pois todos os seus elementos sdo conjuntos. Note também que, se o conjunto A possui
n elementos, entdo o conjunto das partes de A possui 2" elementos. Uma maneira de
conjecturar que, se A tem n elementos, entao P(A) tem 2" elementos, é via anélise
combinatéria, geralmente trabalhada na segunda série do Ensino Médio. Assim, para cada
elemento de A devemos escolher se ele entra ou nao em um dado subconjunto e portanto
ha duas escolhas para cada elemento. Logo, pelo principio fundamental da contagem, o

numero de subconjuntos de um conjunto de n elementos é 2".

2.7.3 Paradoxo de Russell

Conforme Avila (2000, pp. 8 e 9), no contexto de conjunto como elemento de outro

conjunto, podemos ver a explicacao sobre o chamado Paradoxo de Russell.
Chamamos M o conjunto de todos os conjuntos que nao pertencem a si mesmos.

Simbolicamente:

Neste caso, nao se pode afirmar que M € M, pois M seria um z tal que x ¢ z,
pela definicao de M, ou seja, M ¢ M.
Da mesma forma, é incorreto afirmar que M ¢ M, porque M seria um z tal que

x ¢ x, entdo, pela definicdo de M, x € M, isto é, M € M.

Resumindo:
MeM<<—= M¢M.

No decorrer deste trabalho, veremos que o paradoxo de Bertrand Russell pode ser
evitado através da restricao imposta pelo axioma da separagao. Tal axioma nos permite
construir conjuntos com critérios mais especificos e bem definidos, selecionando apenas
os elementos de um conjunto previamente identificado que satisfacam uma determinada

propriedade.
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3 Intersecao e Uniao de Conjuntos

Neste capitulo, novamente, seguiremos as estruturas apresentadas por Novaes (2018)
e lezzi; Murakami (2013) como base de referéncia. Adotaremos os conceitos e exemplos

apresentados por esses autores.

3.1 Intersecao

A intersecao de dois conjuntos A e B é o conjunto que possui todos os elementos

que sao comuns a ambos os conjuntos.

Simbolicamente:
ANB={z|lr € Aex € B}.

Se a intersecao for vazia, A N B = (), dizemos que, A e B sao conjuntos disjuntos.

3.1.1 Intersecdo de uma quantidade finita arbitraria de conjuntos

Na Educacgao Bésica, geralmente se utiliza a operacao de interse¢ao com dois ou trés
conjuntos. De acordo com Novaes (2018, p. 139), generalizando para n conjuntos, temos
que a intersecao de n (n > 2) conjuntos Aj,Ay,As,..., A, é o conjunto cujos elementos

pertencem simultaneamente a todos esses n conjuntos.

Simbolicamente:

AiNAyNAz3N...N A, ou, ainda, ﬂ A;.

i=1

n
Observe que a notacao ﬂ A; é utilizada de forma similar ao somatério que é
i=1
ensinado no ensino basico:

n

ZLCZ:$1+.CE2+$3++Z'”
i=1

A seguir, apresentaremos um exemplo extraido de Novaes (2018, p. 139):

Dados os n conjuntos: A; = {1,2,3...}, Ay = {2,3,4...} A3 = {3,4,5...}, ...,
A, ={n,n+1,n+2..}, temos:

1

n
1=
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3.1.2 Intersecao de uma familia de conjuntos

Dado um conjunto nao vazio de indices I e dada uma familia de conjuntos {A;},

a intersecao dessa familia é o conjunto cujos elementos pertencem a A;, para todo ¢ € I.

Simbolicamente, de acordo com Novaes (2018, p. 142):

(| A = {z|lz € A;, VieI}.

el

e e
Observe que se escreve ﬂ A; quando I = N* = {1,2,3,...} e essa notagao ¢é
i=1
utilizada de forma similar a séries que sao ensinadas no ensino superior.

Zan:a1+a2+a3+...+an+....

n=1

Exemplos:

Aproveitando os conjuntos do exemplo acima:

A, ={n,n+1,n+2,..} com [ A =A,.
i=1

Tratando da intersecao infinita, temos

N A, = 0.
n=1

Observe que se pegarmos qualquer nimero natural k, sempre haverda um n tal que

k < n. Portanto, k nao pertence a A,,, e consequentemente, £ nao pertence a intersecao de

todos os conjuntos. Logo ﬂ A, = 0.

n=1

Dados os conjuntos B,, tais que,

entao

Temos
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Observe que por um lado, se x € [0,1] entdo — % <0<z<1l1<1+ % Por

outro, a sequéncia —% ¢ crescente com supremo 0, pois para todo n, temos —% <0

(lim,, o0 —% = 0) e a sequéncia 1 + % é decrescente com infimo 1, pois para todo n,
(o]

temos 1 + % > 1 (limy, 0o 1 + % = 1). Para todo z € ﬂ B,,, considerando as sequéncias
n=1

(—%), (x) sequéncia constante de valor x e (1 + %), utilizando o Teorema do Confronto,

temos lim,,_ (—%) < limy, e (7) < limy, o0 (1+ %) e, portanto, 0 < x < 1. Logo,

ﬁ B; =10,1].

i=1
Agora, vamos considerar F uma familia qualquer de conjuntos, nao vazia.

A intersecao da colecao F é o conjunto de todos os elementos = que tém a proprie-
dade:

reX,VXeF.

Notagao, segundo Novaes (2018, p. 145):

NF=( x.

XelF

Simbolicamente:
F = {z|z € X,V X € F}

Para ver por que F # () (e I # () no inicio desta subsec¢ao), vamos calcular ﬂ 0.

Pela definicao:
re(0l< z€X,VXe

Porém, todo e qualquer conjunto x tem a propriedade z € X,V X € (), porque,
pela interpretacao cldssica, nao existe X € () para o qual nao se verifique x € X. Entao
ﬂ@ seria o “conjunto de todos os conjuntos”, mas demonstraremos que nao existe tal

conjunto no Teorema 5.4.2.

3.1.3 Aplicacdo da intersecao de conjuntos

O conjunto X é denominado o menor conjunto com a propriedade P se satisfaz as

seguntes condicoes:
I) X tem a propriedade P;
II) se Y é qualquer conjunto que também tem a propriedade P, entao X C Y.

Entao,
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X =({Z| Z tem a propriedade P}.

Exemplo: O conjunto I dos niimeros naturais impares é o menor subconjunto de N
que satisfaz: 1 € I e Vn(n € I = n+ 2 € I). Observe que outros conjuntos tém essa

propriedade:

N; TU{8,10,12,14,...}.

3.2 Uniao

A wunido, também denominado de reunido de dois conjuntos A e B, é o conjunto

que possui todos os elementos que pertencem a pelo menos um dos dois conjuntos.
Notacao:

AUB = {z|]r € Aoux € B}.

A wuniao (ou reuniao) de n (n > 2) conjuntos Ay, Ay, As, ..., A, é 0 conjunto cujos

elementos pertencem a, pelo menos, um desses n conjuntos.

Notagao:
AjUAUA3U..UA, (ou CJ A;).
i=1
Exemplo: Se
Ay =1[0,1], Ay =[0,2], A3 = [0, 3], ..., A, = [0, n],
entao
U 4= 0.0l
ou seja,

3

[0,7] = [0, n]

-
I
—_
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3.2.1 Uni3o de uma familia de conjuntos

Dado um conjunto de indices I, a unido da familia de conjuntos {A;};er é o conjunto

cujos elementos pertencem a A;, para algum ¢ € I.

Simbolicamente:

U Ai = {z|z € A;, para algum i € I}.
i€l

Sendo F uma familia de conjuntos, a uniao de [F é o conjunto de todos os elementos

 que tém a propriedade:
existe A € F tal que x € A.

Simbolicamente:

UF=J A= {z|34 €F tal que z € A}.
A€F

Exemplo:

8

Ulo,i] =R

(2

I
—

Cabe salientar que tanto a unido quanto a intersecao de familias de conjuntos
sdo abordadas no ensino basico, sem uma definicdo formal da expressao “familia de
conjuntos”. Normalmente, essa ideia é introduzida por meio de exemplos simples, aplicando
as operacoes de uniao e intersecao em exercicios basicos e entre dois conjuntos ou em

numero finito de conjuntos.
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4 Produto cartesiano e funcao

Para construir produtos cartesianos de dois conjuntos, precisaremos da nocao de
par ordenado. Os produtos cartesianos de familias de conjuntos serao definidos por meio

de fungoes. Deste modo, utilizaremos Novaes (2018) como modelo e referéncia.

4.1 Par ordenado

Com base no que afirma Novaes (2018, p.264), um par ordenado (a,b) é um conjunto
que, consite em dois objetos a e b, dispostos em uma ordem especifica. Dois pares ordenados

(a,b) e (¢,d) sdo iguais se e somente se a = c e b = d.

Simbolicamente:
(a,b) = (¢,d) <= a=ce b=d.

Em vez de estipular a nogao de par ordenado como um novo conceito primitivo,

podemos defini-la a partir do que ja temos.

Segundo Fajardo (2017, p.41), na definicdo de pares ordenados de Kazimierz

Kuratowski, temos:

(av b) = {{CL}, {av b}}

Com a definicao de Kuratowski, é possivel demonstrar formalmente e precisamente

a igualdade entre pares ordenados, conforme Fajardo (2017, p. 42):

Demonstragio. (<=)Se a=c e b=d, entdao {a} ={c} e {a,b} ={c,d}. Assim,
temos {{a},{a,b}} = {{c}, {c,d}}, logo (a,b) = (c,d).

(=) Supondo (a,b) = (c¢,d), entao {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Assim, {a} €
{{c} {e.d}} e {a,b} € {{c}, {c,d}}. Se {a} € {{c},{c,d}}, entdo {a} = {c} ou {a} =
{c,d}, e portanto, a = c. Agora, se {a,b} € {{c},{c,d}}, entao {a,b} = {c} ou {a,b} =
{¢,d}. Supondo que a = b, temos {b} = {¢, d}, e portanto, b = d. Agora, supondo que
a # b, como {a,b} = {c} ou {a,b} = {¢,d}, pelo axioma da extensionalidade, b = ¢ ou

b = d, porém supomos que a # b e ja provamos que a = ¢, entao b = d. O

Nesta secao, apresentamos uma definicdo formal de par ordenado envolvendo teoria
dos conjuntos. No ensino fundamental, em torno do sexto ou sétimo ano, pares ordenados

sao apresentados como coordenadas de um ponto no plano cartesiano. O ensino de pares
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ordenados comega com uma compreensao basica dos eixos coordenados (eixo z e eixo y)
e os estudantes aprendem a localizar pontos em um grafico usando coordenadas (z,y),
onde x representa a posicao horizontal e y representa a posicao vertical. Posteriormente,
utiliza-se os pares ordenados no ensino de fungoes, que neste trabalho abordaremos como

conjuntos.

4.2 Produto cartesiano de dois conjuntos

O produto cartesiano de A e B é um conjunto que consiste em todos os pares

ordenados (a,b), onde a pertence ao conjunto A e b pertence ao conjunto B.
Sendo assim:

Ax B={(a,b)la€ Aebe B}.

4.3 Funcao

Apresentaremos o conceito de fungdo, de acordo com Fajardo (2017, pp. 42 e 43).

Definicao 4.3.1. Dizemos que R é uma relagao (ou relagdo binaria) de A em B se é
um subconjunto de A x B. Quando R é uma relacao, utilizamos a notacao rRy como

abreviatura de (z,y) € R.

Definicao 4.3.2. Uma relagao F' de A em B é uma fungao de A em B se para todo
x € A existe um tnico y € B tal que (x,y) € F.

Note que, se pares ordenados sao conjuntos, entao fungoes sao de fato representadas
como conjuntos. No ensino fundamental, anos finais, os estudantes aprendem as relagoes
entre variaveis, por exemplo, como uma variavel pode depender da outra em situagoes do
cotidiano. Ademais, no ensino médio, uma fun¢ao de A em B é definida por uma regra
que indica como associar cada elemento x € A a um tUnico elemento y € B, em que A e B
sao conjuntos nao vazios. Uma maneira de abstrair que fun¢oes sao conjuntos seria através
da interpretacdo de tabelas e graficos que representam relagoes funcionais. Observe que
a Definicao 4.3.2 coincide com a de grafico de funcao, ja que grafico de f no plano Oxy
(delimitado pelo retangulo A x B) é o conjunto formado por todos os pares ordenados
(x,y), paraxz € A,y € Bey= f(x).

4.4 Produto cartesiano de uma familia de conjuntos

Dado um conjunto de indices I e dado um conjunto A; para cada i € I, o produto

cartesiano da familia de conjuntos {A;},.; é o conjunto das sequéncias (a;);c;. Por sua
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vez, essas sequéncias sao fungoes a : I — U A; tais que Vi € I, a(i) € A;, e escrevemos
iel
a; = a(i).

Notagao, consoante Novaes (2018, p. 281):

I1 .

el

Note que, assim, ndo precisamos tomar sequéncias (bem como pares ordenados)

como um ente primitivo.
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5 Axiomas de Zermelo-Fraenkel

A “Teoria Ingénua dos Conjuntos”, como é conhecida atualmente, é a versao inicial
e intuitiva da Teoria dos Conjuntos. Ela foi desenvolvida na segunda metade do século
XIX e inicio do século XX, segundo Ferreira (2012, p. 25), principalmente pelo matematico
Georg Cantor que mostrou pela primeira vez que hé diferentes “tamanhos” de infinito. Esta

abordagem inicial para o estudo de conjuntos carece de formalismo e contém contradigoes.

Ainda conforme Ferreira (2012, p. 25), o matemaético Gottlob Frege, posteriormente,
apresentou uma formalizagao para a Teoria Ingénua dos Conjuntos, com a qual pretendia-se
fundamentar a matematica a partir de principios légicos. No entanto, ainda antes da

publicagao de seus estudos, contradi¢oes derivadas desta formalizagao foram descobertas.

No comego do século XX, o matematico Bertrand Russell descobriu o paradoxo
historicamente mais importante, que conhecemos na secao 2.7.3, e de acordo com Tomaz
(2016, p. 17), o paradoxo foi analisado e discutido mais profundamente em 1902, apontado
em uma carta e enviada a Frege. Segundo Ferreira (2012, p. 26) o problema estava no fato
de se permitir que dada uma propriedade qualquer, exista o conjunto dos objetos que tém

essa propriedade.

Dado que a Teoria dos Conjuntos é a base de muitas vertentes da matematica,
contornar os paradoxos foi a motivacao de estudos de muitos matematicos. Ernst Zermelo
apresentou a Teoria Axiomatica dos Conjuntos, refinada, posteriormente, por Abraham

Fraenkel, gerando os axiomas de Zermelo-Fraenkel.

5.1 Teoria Axiomatica dos Conjuntos

Como estratégia de superacao das contradi¢Oes e paradoxos que surgiram na Teoria
Ingénua dos Conjuntos, Zermelo e Fraenkel desenvolveram a Teoria Axiomatica dos Con-
juntos, também conhecida como sistema Zermelo-Fraenkel com Escolha ou, simplesmente,

ZFC, que é um conjunto de dez axiomas.

Consoante Ferreira (2012, p. 27) os paradoxos mostraram que hé propriedades que
nao podem determinar conjuntos. Na abordagem axiomatica, a intengao era restringir as
condi¢oes em que os conjuntos sao formados, de modo a evitar paradoxos, mantendo, ao

mesmo tempo, todos os conjuntos essenciais para a matematica.

Os axiomas de ZFC estabelecem critérios de forma precisa e consistente para a
formagao de conjuntos. Para isso, usaremos: 1) As relagdes bindrias: =, € , C e 2; 2) Os
[k 14 7 (454 b 414

conectivos logicos: “e”, “ou”, “implica”, “se e somente se” e “nao”, cujos simbolos sao

respectivamente: A, V, =, <= e — ; 3) Os quantificadores: “para todo” e “existe”
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representados pelos respecticos simbolos: V e 3 ; 4) Varidveis usualmente denotadas por

letras, com ou sem indice. As proximas se¢oes especificam os axiomas de ZFC.

Em relagao aos axiomas a serem apresentados até a secao de niimeros naturais,

adotaremos as mesmas estruturas, conceitos, demonstragoes, teoremas e colorarios de
Vasconcelos (2018, pp. 13 a 22).

5.2 Axioma 1. Axioma do Conjunto Vazio

Existe um conjunto que nao possui elementos:
J2Vz(z ¢ x).
Observagao: Na obra de Ciesielski (1997, pp. 211 a 213), é considerada, primeira-

mente, um axioma que garante a existéncia de um conjunto (Jz(x = x)) e, depois, com o

esquema de Axiomas da Separacdo, obtém o Axioma do Vazio.

5.3 Axioma 2. Axioma da Extensionalidade ou da Extensao

Dados dois conjuntos z e y, dizemos que x = y se, e somente se, eles possuem o0s

mesmos elementos.
VaVy(Vz(z € x <= z € y) <= x = y).

5.4 Axioma 3. Axioma da Separacio

Esquema de Axiomas da Separacdo:

Para todo conjunto z, dada uma propriedade P, existe o conjunto y cujos elementos

sao os elementos de x que tém a propriedade P:
Vedy(Vz(z € y <= (2 € x A P(2)).
O conjunto y é denotado por:
{z € z|P(2)}.

A expressao “esquema de axiomas” indica que, para cada propriedade P temos um

axioma.
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Na logica matemaética, estabelecem-se limites rigorosos para a formulacao de P, ou
seja, essas formulagoes devem ser precisas, bem definidas, ndo ambiguas e seguir a sintaxe

formal da légica matematica.

Ao empregar o esquema da separacao, torna-se possivel substituir o Axioma do
Vazio por um axioma que meramente garante a existéncia de um conjunto, pois obtemos a

existéncia (e unicidade) do conjunto vazio como um teorema.

Teorema 5.4.1. Existe um unico conjunto vazio.

Demonstracao. Supondo que existem dois conjuntos vazios distintos x e y, entao existe
um elemento z tal que z € z e z ¢ y ou z ¢ x e z € y. Absurdo. Logo, x = y, de acordo

com o axioma da extensionalidade.

]

Esquema de Aziomas da Compreensao. De acordo com Vasconcelos (2018, p. 14),
para cada propriedade P, existe o conjunto x cujos elementos sao os conjuntos que tém a

propriedade P:
Jx(Vz(z € ) <= P(2))

Com o esquema de separac¢ao, o raciocinio usado no paradoxo de Russell pode ser

adaptado para demonstrar o seguinte teoremas:

Teorema 5.4.2. Nao existe o conjunto de todos os conjuntos.

Demonstragdo. Supondo que existe o conjunto de todos os conjuntos e seja U tal conjunto.
Seja x = {y € Uly ¢ y}. Como no Paradoxo de Russell, podemos argumentar que x €
xr <=z ¢ x, absurdo. O

E possivel comparar o uso do axioma da separacio com a notacio do “conjunto-
solugao”, muito comum no ensino bésico. O conjunto-solucao de uma equagao, por exemplo,
¢é o conjunto de valores que satisfazem as condi¢oes estabelecidas pela equacgao, ou seja, é
o conjunto de todas as solugoes possiveis que tornam a equagao verdadeira. Por exemplo,
considerando a equagao 2z — 6 = 0, tal que z € N, o conjunto-solugao é S = {3}. Note
que poderiamos utilizar o axioma da separagao para definir o conjunto S. Pelo axioma da
separacao e tomando P(z) : 2z — 6 = 0, existe V = {x € N|P(z)}, temos V = S.

55 Axioma 4. Axioma do Par

Para todo conjunto = e para todo conjunto y, existe um conjunto z cujos elementos

sao x e y:
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VaVy3z(Vu(u € z <= (u=x ou u =y))).

O conjunto z é denotado por {z,y} e lembre que esse par nao é ordenado.

Esse axioma basta para construir o par ordenado de Kuratowski: dados a e b,
obtemos {a,a} e {a,b}, dos quais também obtemos {{a}, {a,b}}.

5.6 Axioma 5. Axioma da Unido

Para todo conjunto x, existe um conjunto y cujos elementos sdo os elementos dos

elementos de x:
Vedy(Vu(u € y <= Fu(v € x e u € v))).

Indicamos

y=Uuz.

Seja z um conjunto nao vazio, o Axioma da Separacdo garante a existéncia da

intersecao de x:
Nz = {y eJzVzez(y e z)}

5.7 Axioma 6. Axioma do Conjunto Poténcia ou das Partes

Para todo conjunto z, existe o conjunto y cujos elementos sdo os subconjuntos do

conjunto z:
Vady(Vz(z € y <= Yu(u € z = u € 1))).
Indicamos
y = P(x).

Exemplo: Dados os conjuntos x e y, esse axioma permite construir o produto

cartesiano de x e y:

rxy={uePPxUy))|Fadbla e xebecyeu={{a},{ab}})}
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5.8 Axioma 7. Axioma do Infinito ou da Infinitude

Definigao 5.8.1. Seja z um conjunto, definimos o conjunto S(x) = x U {z}, chamado de

sucessor de x.

Definicao 5.8.2. Seja s um conjunto, dizemos que s é indutivo se & € s e para qualquer

y € s temos S(y) € s.

Axioma da Infinitude. Existe um conjunto indutivo.

Dentro do contexto de ZFC, utilizaremos o Axioma da Infinitude para descrever o
conjunto dos nimeros naturais. Veremos que os conjuntos &, S(&), S(S(@)), - -- sao todos
distintos entre si, de modo que todo conjunto indutivo é infinito e, entao, tomamos N

como o menor conjunto indutivo.

5.9 Axioma 8. Axioma da Substituicdo

Para todo conjunto z, para cada propriedade P(u,v) que se comporta como uma
fungao, isto é, se para cada u € x existe um unico v, que torna P(u,v,) verdadeira, existe

o conjunto y cujos elementos sao os v, tais que u € z, ou seja, y = {v,|u € x}.

Uma aplicacao da substituicao é indexar familias de conjuntos, como usamos com

a uniao e a intersecao:

U{dilie 13 =J 4

iel
ﬂ{Az‘VG]}: ﬂAi
iel

5.10 Axioma 9. Axioma da Fundamentacao ou Regularidade

Definicao 5.10.1. Todo conjunto nao vazio x, dizemos que = é reqular se existe y € x tal

que z Ny = 0.

Exemplo 5.10.2. Dado um conjunto z, se () € x, entao x é regular, visto que z N = .

Axioma da Regularidade. Todo conjunto nao vazio é regular.

Teorema 5.10.3. Nao existe um conjunto x tal que x € x.

Demonstragio. Seja um conjunto z tal que z € x. Se y = {z}, entdo x é o tnico elemento

de y, e portanto, y Nz = x, com x # (), e consequentemente y nao é regular. Absurdo. [J

Corolario 5.10.4. Dado um conjunto a, temos que a # S(a).
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Demonstragio. Lembre que S(a) = aU {a}. Como a € S(a), segue que a # S(a). O

Teorema 5.10.5. Ndao existem conjuntos x e y tais que T €y e y € x.

Demonstra¢io. Dados dois conjuntos z e y, pelo axioma do par, existe u = {z,y}. Pelo
axioma da regularidade, existe z tal que z €ue zNu=0. Se 2 € u, entdo 2 = x ou z = ¥.
Assim, z = z implica em x Nu = (), e portanto, y ¢ x e z = y implica em y Nu = 0, e

portanto, = ¢ y. ]

Definicao 5.10.6. Dado um conjunto y, dizemos que x € y é um elemento €-minimal de

y se para todo z € y temos z ¢ x.

Teorema 5.10.7. Dado um conjunto y, se y é nao vazio, entao y tem um elemento

€-minimal.

Demonstragao. Considere que o elemento €-minimal z nao pertence ao conjunto y, entao
para cada z € y existe z € y tal que z € x. Portanto z € y N x, e consequentemente,

yNx # (. Logo, y nao é regular. Absurdo. ]

5.11 Axioma 10. Axioma da Escolha

O Axioma da Escolha (AC, do inglés: Aziom of Choice) tem muitas formulagoes
que sdo equivalentes perante os axiomas de ZF (correspondente ao ZFC sem o Axioma
da Escolha) e a equivaléncia entre essas formulagoes significa que podemos escolher (de
forma mais conveniente) diferentes maneiras de expressar o axioma para um determinado
contexto. De acordo com Santos (2014, p. 8), uma delas é que, se a; # () para cada i € T
(com I # (), entao Hai # 0, ou seja, existe f: I — (Ja; que “escolhe” f(i) € a; para

el el
cada i € I.

5.12 Nudmeros naturais

As abordagens distintas dos ntimeros naturais de Ernst Zermelo e de John von
Neumann sao representacoes abstratas que descrevem, fundamentam e constroem os

numeros naturais a partir de conceitos mais fundamentais.

De acordo com Gonzales (2020, p. 3), os ntimeros de Zermelo sao: 0 = (), 1 =
{0},2={{0}},3={{{0}}},--- e S.(n) = {n} é o sucessor de n. Os ntimeros de Zermelo
sdo todos diferentes entre si porque 0 é o tnico vazio e se S,(m) = S.(n) entdo m = n,

pelo axioma da extensao.

Por outro lado, conforme Mariano; Vitéria (2017, p. 8), von Neumann propds

que cada niamero natural seja representado por um conjunto contendo todos os niimeros
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naturais anteriores a ele. Nesta abordagem temos, 0 = 0,1 = {0},2 = {0,{0}},3 =
{0,{0},{0,{0}}},--- e S(n) = nU{n} é o sucessor de n. Note que, entdao, S(n) =
{0,1,--- ,n} e podemos concluir que m < n <= m € n. Desse modo, os niimeros de von

Neumann sao também todos diferentes entre si.

A integracao dos naturais com a teoria dos conjuntos, nas duas abordagens, oferece
uma construgao formal para os nimeros naturais, porém a sua aplicabilidade na educacao
basica, na minha concepgao, seria muito abstrata e pouco intuitiva, ja que nao é usual
representar nimeros como conjuntos. Por outro lado, a partir dos naturais, torna-se possivel
a construcao de outros conjuntos numéricos abordados no contexto da educagao béasica,
como os conjuntos dos nimeros inteiros, racionais e reais. Para tanto, recomendamos os
capitulos 5 - 10 de Feitosa; Nascimento; Afonso (2011).
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Conclusao

Na época, a alteragao promovida pelo MMM e a influéncia de Bourbaki aproximaram
alguns dos conceitos vistos no ensino superior do ensino basico, que compreende o ensino

fundamental e o ensino médio no Brasil.

O Construtivismo, a Aprendizagem baseada em Problemas e a ado¢ao de metodo-
logias ativas transformaram tanto o conteido estudado quanto as abordagens de ensino.
Em vez de se basear apenas na memorizagao mecanica, o aprendizado passou a enfocar
relagoes entre elementos e a desenvolver habilidades matemaéticas praticas e aplicaveis no
contexto do mundo real. Estas abordagens pedagdgicas revolucionaram nao apenas o que
é ensinado, mas também como é ensinado, criando um ambiente de aprendizado dinamico

e participativo (aluno protagonista).

Apods as mudancas realizadas no ensino basico, alguns temas foram aperfeicoados
e outros foram desconsiderados, conforme a terceira e ultima versao da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), publicada em 2018.

Na Matematica, um dos assuntos excluidos no Ensino Fundamental Anos Finais
e no Ensino Médio foi a Teoria dos Conjuntos, que se trata de um dos meios para
compreensao de objetos abstratos que aparecem em matérias de cursos de graduacao,

incluindo Probabilidade e Estatistica, Calculo e Algebra Linear.

Assim, neste trabalho, evidenciamos que a Teoria dos Conjuntos desempenha um
papel importante na educagao basica, e consequentemente, na educacao superior. No ensino
médio, ela serve como um alicerce fundamental, introduzindo os estudantes ao raciocinio
légico e a linguagem matematica. Ao compreender os conceitos basicos dos conjuntos, eles
estardo mais preparados para a construcao de argumentos matematicos, prova de teoremas

e desafios académicos futuros.

Ademais, o desenvolvimento da Teoria Axiomatica dos Conjuntos deu mais formali-
dade e rigor ao estudo dos conjuntos. Essa abordagem axiomatica busca evitar contradigoes
e paradoxos e apresenta uma base para a construcdo da matematica. Nao foi o objetivo
deste estudo propor que esta abordagem seja incluida no curriculo da educagao basica, mas
mostrar que, ao introduzir os estudantes ao formalismo dos axiomas de Zermelo-Fraenkel,
é possivel oferecer uma oportunidade de explorar estruturas logicas da matematica desde
cedo, além de contribuir no desenvolvimento de habilidades de raciocinio abstrato e

resolucao de problemas.
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