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Resumo

Um dos maiores desafios do professor de matematica, é responder para seus alunos onde
esta a aplicabilidade do que lhes é ensinado. A falta de interesse nas aulas de matemaética
estd associada a ideia de que aquilo que se ensina nao ¢é 1til para a vida. O caminho mais
eficaz para superar esse obstaculo é a interdisciplinaridade. Ter a habilidade de enxergar
matematica em outras areas do conhecimento pode satisfazer o anseio do aprendiz no
processo de construgao de significado daquilo que ele aprende. Além disso, por meio de um
ensino interdisciplinar, conseguimos estimular sua curiosidade e espirito investigativo. Mas
o que poderia ajudar o professor de matematica nessa missao? As disciplinas Eletivas sao
uma ferramenta poderosa para se desenvolver interdisciplinaridade no ensino de matematica.
Com elas o professor de matematica pode transladar seus estudantes para outra area do
conhecimento e mostrar que a matematica esta em toda parte. E por que Matematica e
Astronomia? A observacao dos astros sempre fascinou a humanidade ao longo da histéria.
Este mesmo encantamento ¢é evidente quando a midia de modo geral, traz esse tema a
tona. Matematica e Astronomia possuem diversos elementos interdisciplinares, tais como
solsticios e equindcios, a lua e suas fases, a trajetéria dos planetas de suas oOrbitas, as
constelacoes e a dinamica dos corpos celestes, a exploragao espacial ao infinito e além.
Neste trabalho, o professor encontrara elementos que contribuirao para a construgao de
uma disciplina Eletiva interdisciplinar envolvendo Matematica e Astronomia, capaz de

tornar mais prazerosa a jornada para o conhecimento destas ciéncias.

Palavras-chave: astronomia, matematica, eletiva, interdisciplinaridade.



Abstract

One of the biggest challenges for mathematics teachers is to respond to their students
about the applicability of what they are taught. The lack of interest in mathematics
classes is associated with the idea that what is taught is not useful for life. The most
effective way to overcome this obstacle is interdisciplinarity. Having the ability to see
mathematics in other areas of knowledge can satisfy the learner’s desire in the process of
constructing meaning in what he learns. Furthermore, through interdisciplinary teaching,
we were able to stimulate their curiosity and investigative spirit. But what could help the
mathematics teacher in this mission? Elective subjects are a powerful tool for developing
interdisciplinarity in mathematics teaching. With them, mathematics teachers can transfer
their students to another area of knowledge and show that mathematics is everywhere. And
why Mathematics and Astronomy? Observing the stars has always fascinated humanity
throughout history. This same enchantment is evident when the media in general brings
this topic to light. Mathematics and Astronomy have several interdisciplinary elements,
such as solstices and equinoxes, the moon and its phases, the trajectory of the planets in
their orbits, the constellations and the dynamics of celestial bodies, space exploration to
infinity and beyond. In this work, the teacher will find elements that will contribute to the
construction of an interdisciplinary Elective course involving Mathematics and Astronomy;,

capable of making the journey towards knowledge of these sciences more enjoyable.

Keywords: astronomy, mathematics, elective, interdisciplinarity.
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Introducao

Disciplinas Eletivas na educagao bésica fazem parte do curriculo do Novo Ensino
Médio. Segundo a Lei n® 13.415/2017 que alterou a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao
Nacional (BRASIL, 2017), o curriculo do estudante contara com disciplinas obrigatoérias
tais como Portugués, Matematica, Inglés; e Itinerarios Formativos que apresentarao

Aprofundamento Curricular, Educagao Profissional e Tecnoldgica e disciplinas Eletivas.

Disciplinas eletivas nao sao exatamente metodologia de projetos, embora existam
muitas semelhancas. Na metodologia da projetos o objetivo é estabelecer um padrao a ser
seguido, para que se saiba como e quando as etapas devem ser cumpridas e o porqué de
cada uma ser realizada. Ao final chega-se ao produto final do projeto. O trabalho com a
Metodologia de Projetos é baseado na problematizagao (OLIVEIRA, 2006).

Em uma disciplina eletiva, porém, a atuacao do estudante nao precisa necessa-
riamente estar ligada a uma problematizacao, mas o aspecto da curiosidade pode ser
perseguido livremente pela tematica escolhida. O aluno deve ser envolvido em uma te-
matica mais abrangente, onde desenvolvera habilidades importantes, tornando-se sujeito
de seu proprio conhecimento. Assim, o professor deixa de ser o Uinico responsavel pela
aprendizagem do aluno e torna-se um pesquisador, o orientador do interesse de seus alunos.
Ele precisa construir uma proposta teméatica de carater interdisciplinar, geralmente em um
semestre ou um trimestre, que vise o fortalecimento da aprendizagem dos estudantes. Na
realidade, o professor de matematica tem uma problematizacdo a sua frente: identificar as
principais fragilidades dos estudantes na aprendizagem de sua disciplina e incentivar a

superacao delas.

As disciplinas Eletivas fortalecem a interdisciplinaridade no processo de ensino e
aprendizagem. Com isso, temos a criacao de sentido para os conteiidos matematicos e a
ampliagao do repertorio de conhecimentos do estudante. Ao planejar sua aula, o professor
¢é desafiado a buscar formas criativas e estimulantes para desenvolver novas estruturas
conceituais. A metodologia deve ter como foco gerar questionamentos, duvidas e certezas
temporarias, criar a necessidade nos estudantes pela busca de respostas, sendo ele o proprio
empreendedor dessa busca. (ICE, 2015).

A relagao da matematica com a astronomia é indissocidavel. Comecando pela
historia antiga, quando os egipcios buscavam nos céus as explicagoes de fendmenos celestes,
em meio a um pantedao de deuses e deusas. O fruto destas observacoes contribuiu com a
construcao de um calendario, muito 1util na agricultura. Tempos mais tarde, e com mais
sofisticagdo matematica, os babilonios mapearam os céus geometricamente, procurando

compreender os fendomenos astronomicos. Com a racionalidade grega foram extirpados da
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astronomia a explicacdo mitoldgica. A trajetoria e as érbitas planetarias foram encontradas
por meio de muita observacao e analise, sendo depois comprovadas matematicamente. Na
atualidade ainda vemos a matematica e a astronomia andando de maos dadas. Muito do
progresso cientifico que nos beneficia, como por exemplo, o Sistema de Posicionamento
Global - GPS, ¢ fruto da aplicagdo matemética no processo de triangulagdo e sincronismo
dos satélites. Sem isso, é impossivel determinar quando e onde vai parar um foguete que

tem o objetivo de chegar até outro planeta, ou mesmo se um satélite orbitara a Terra.

O objetivo principal deste trabalho, é proporcionar ao professor da educacao bésica,
suporte necessario para que ele se sinta seguro ao construir uma disciplina Eletiva, tendo
por tema Astronomia e Matematica. Foi feita uma releitura de outros trabalhos em
astronomia, junto com ampla consulta a muitas referéncias em dissertacoes publicadas no
acervo do Profmat (Programa de Mestrado Profissional em Matematica). Os conceitos em
Astronomia que sao apresentados, podem garantir ao professor conhecimento suficiente na

composi¢ao da eletiva. De uma maneira secundéria o professor conseguira:

o Conhecer os aspectos historicos e conceituais da Astronomia.
» Aprofundar seu conhecimento de tépicos matematicos relacionados com a Astronomia.

o Estruturar sua disciplina eletiva baseada na tematica Astronomia e Matematica.

Para cumprir esses objetivos, as quatro se¢oes que seguem abordarao os seguintes

assuntos:

Na primeira se¢ao sera exposto um breve relato histérico da Astronomia, mostrando
algumas das principais civiliza¢gdes que contribuiram para o avanco e desenvolvimento

desta ciéncia.

Na segunda, se farda uma abordagem de conceitos mateméaticos que nortearao o

desenvolvimento da eletiva em astronomia.

Na terceira se¢ao, mostraremos a Matematica na Astronomia. Neste momento
faremos um estudo do calendario e sua relagdo com a matematica dos restos (Congruéncia),
a construcao do relogio do sol e a trigonometria, da trajetoria do planeta Jupiter e a
Integracao Numérica, dos instrumentos 6pticos de observacao e a propriedade reflexiva
de parabolas e hipérboles. Neste interim, falaremos sobre o mapeamento do céu noturno
e sua relacdo com a geometria esférica. Faremos uma explanacgao sobre a utilizacao do

software Stellarium e o aplicativo Sky Map como ferramentas digitais de ensino.

Na quarta sec¢ao consideraremos uma proposta para a construcao de uma disciplina
Eletiva. Para nortear esta demanda, temos a ementa da Eletiva em Astronomia, um
cronograma de atividades, além de um breve relato de uma experiéncia aplicada na

Educagao Basica.
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Por fim, apresentamos as consideragoes finais sobre todo trabalho realizado, mos-
trando que uma disciplina eletiva entre astronomia e matematica é muito eficaz como

estratégia de ensino.
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1 Aspectos historicos da Astronomia

As civilizagOes antigas observavam os fendmenos celestes com objetivos bem praticos,
a saber, a construcao de um calendario, a previsao das estagoes para a agricultura, o
registro da passagem das horas e posteriormente para se orientar geograficamente (FILHO,
2014). Inicialmente, as explicagdes para os fendmenos celestes e astronémicos ficavam por
conta das divindades. Entretanto, em tempos posteriores, a matematica foi assumindo um
papel crucial no entendimento de tais fendmenos. Nesta secdo destacaremos algumas das
principais civilizagoes da antiguidade que contribuiram fortemente para o desenvolvimento
da astronomia. Abordaremos a civilizacao egipcia, hebraica, maia, babilonica, grega,

islamica e a Europa no periodo do renascimento.

1.1 Astronomia Egipcia - A Contagem do Tempo

As observagoes astronomicas proporcionaram para a civilizagao egipcia um referen-
cial temporal para marcar o inicio e o fim de cada ano. Existia uma associacao entre o
inicio do periodo de cheias do Rio Nilo e o surgimento da estrela Sirius na constelacao de
Céo Maior (veja a Figura 1). Este evento era muito importante para a agricultura egipcia
pois essa era sua principal atividade econémica. Um calendario muito peculiar construido
a partir destas observagoes foi o Calendario Estelar. Sobre a constelacao de Cao Maior

podemos afirmar que:

A constelacdo surgiu aproximadamente em 21 de junho e foi chamada de
“a ascensao da deusa Sothis”. A estrela era visivel pouco antes do nascer
do sol e ainda é uma das estrelas mais brilhantes do céu, localizada no
canto inferior esquerdo de Orion e assumindo a forma do nariz de um
cachorro na constelagido do Cao Maior.(KINGTUT, 2023)

Visto que o Egito se localiza no hemisfério norte, tinha-se a posicao ideal para
observar a estrela Polaris ou Estrela Polar. Diferente de outras estrelas que parecem
‘navegar’ pelo céu, Polaris se mantém quase que invariavelmente fixa. Sirius é uma dessas
estrelas circumpolares que se ‘punha’, ou seja, passava por um periodo de invisibilidade de
cerca de 70 dias.

A primeira vez que uma estrela reapareceu, apds seu periodo de invisibili-
dade, foi muito importante para os antigos egipcios e para todos os povos
antigos. Este primeiro nascer de uma estrela no céu do amanhecer no
leste, pouco antes do nascer do sol, é chamado de nascer heliaco. Para os
egipcios representava o fim do tempo que a estrela passou no submundo.
(KINGTUT, 2023)
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Figura 1 — Sirius em Cao Maior

Fonte: O Autor (2023)

Com base em suas observagoes astronomicas, perceberam que as cheias do rio Nilo
comecavam alguns dias ap6s o nascimento heliaco de Sirius. O tempo entre duas elevagoes
heliacas de Sirius, na latitude do Egito, é cerca de doze minutos a mais do que um ano
solar. O ano solar é o tempo que o Sol, leva para retornar a mesma posi¢ao em relagao
aos equinécios e solsticios (PUCRS, 2023). Este periodo leva 365 mais 1/4 de dia.

Na pratica, a classe governante egipcia precisava de um calendario simples, mas
eficiente, para governar a vida cotidiana. Precisavam estar certos quanto ao inicio do ano,
dos meses, e que cada ano tivesse o mesmo nimero de meses e o0 mesmo numero de dias.
Entao eles introduziram um calendario civil contendo 12 meses, cada um com 30 dias, e
cada més contendo 3 semanas de 10 dias, e depois 5 dias de feriados para trazer o ano
para 365 dias. Estes cinco dias de feriado marcavam o inicio do ano, era uma ocasiao de
grande banquete e celebragao para os egipcios, uma especie de feriadao nacional, muito
semelhante aos dias de celebracao do Carnaval na atualidade. Uma vez que estes festejos
tinham caréater religioso, nao era incomum que os egipcios realizassem rituais e outras
comemoracdes, pois esses cinco feriados celebravam os aniversarios de Osiris, Isis, Horus,

Néftis e Seth, as principais deidades egipcias.

O ano civil no antigo egito era dividido em trés estagdes de quatro meses: Arket,
época de inundacgao do rio Nilo; Peret, época de semeadura apés a inundagao; e Shemu
estacdo da colheitas do que foi semeado (veja Figura 2) (KINGTUT, 2023).

A contagem da semana inicialmente seguia padroes de 7 ou 8 dias conforme a
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AKHET (tempo de inundacao) 15 de junho a 15 de outubro

| R 5151 O 15 de junho a 15 de julho
Desevemans Paophiceemmss 15 de julho a 15 de agosto

. T Athyr.......cc.... 15 de agosto a 15 de setembro

T SRR Khoyak.............. 15 de setembro a 15 de outubro
PERET (época da semeadura) 15 de outubro a 15 de fevereiro
| smspmessien Tl e 15 de outubro a 15 de novembro

2. enmsensans Mekhir............... 15 de novembro a 15 de dezembro
, I— Ehamenati s 15 de dezembro a 15 de janeiro
oo Pharmullc e 15 de janeiro a 15 de fevereiro
SHEMU (a época da colheita) 15 de fevereiro a 15 de junho
| O, Pakhons:. s 15 de fevereiro a 15 de marco
s | 51y 1| P— 15 de marco a 15 de abril

. T Epiphi............... 15 de abril a 15 de maio

T SR Mesore............. 15 de maio a 15 de junho

Figura 2 — Calendario Egipcio comparado ao nosso calendario civil

Fonte: (KINGTUT, 2023)

observacao das fases da lua. Entretanto os antigos egipcios mudaram para uma forma
considerada mais estavel, tendo como referencial as estrelas decanais. De modo diferente
das estrelas circumpolares, que se mantinham visiveis na maior parte do ano, os astrénomos
egipcios perceberam que haviam estrelas que ‘nasciam’ e ‘morriam’ por um periodo de 10
dias. Isso ficou conhecido como decano e estabeleceu um novo padrao para a contagem
dos dias em uma semana. Haviam 36 decanos no calendario estelar egipcio o que levaria a
contagem de 360 dias (10 x 36) no ano (CANHAO, 2006).

Analisando a Figura 3, temos que a cada dez dias do movimento de translacao
da Terra aparece uma nova estrela. Tomemos por exemplo a estrela Sirius (Sopdet). O
sacerdote egipcio na posicao A, ndao conseguiria observa-la. Ele estaria dentro do periodo
de invisibilidade da estrela. Estando agora na posicao B2, o sacerdote nao a observaria
ainda (apesar de ser noite), ele precisaria esperar pouco antes do amanhecer, onde na
posicao B1 Sirius estaria visivel. Neste momento temos o nascimento heliaco de Sirius,

isto é, o erguer heliaco de Sirius. Em C, Sirius permanece visivel toda a noite.

No momento em que a diferenca entre o calendario solar e estelar era grande o
suficiente para fazer com que o dia que eles previram para o inicio da inundagao estivesse
errado em mais de alguns dias, os antigos egipcios perceberam que o inicio da inundacao
dependia de um ano solar e ndo do nascimento heliaco da estrela Sirius. Por mais que
fosse mais pratico a adogao do calendario solar, visto ser mais preciso na previsao da cheia
do Nilo, as fortes convicgoes religiosas nao lhes permitiram abandonar o calendério estelar.
Entretanto, este calendario civil tinha uma discrepancia com o movimento de translacao

da Terra.
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Figura 3 — As 36 estrelas decanais do ano

Fonte: (CANHAO, 2006)

Os egipcios sabiam que este ano civil era muito curto, que faltava um
quarto de dia para corresponder a uma revolugdo sideral completa. Tam-
bém em 4236 aC ..., eles inventaram um segundo calendario astronémico
fundado justamente nessa defasagem, esse atraso, de um quarto de dia
por ano, no ano civil de 365 dias em relacao ao sideral, ou astrondémico,...
O intervalo de tempo assim acumulado ao fim de quatro anos é igual a
um dia. Em vez de acrescentar um dia a cada 4 anos e assim instituir
um ano bissexto, os egipcios preferiram a solugdo magistral que consiste
em seguir esse intervalo de tempo por 1.460 anos.(KINGTUT, 2023)

Assim os antigos egipcios acrescentavam 1 ano ao seu calendério apds um periodo
de 1460 anos. O longo periodo de espera para ajustar este cerca de 1/4 de dia levou a
problemas com o sincronismo entre o calendario civil e as estagoes do ano. Isto significa
que em algum momento, os meses de verao cairam no periodo de inverno. Depois de 1460
anos solares, ou quatro periodos de 365 anos, 1461 anos egipcios tinham passado. Somente

uma vez a cada 1.460 anos o calendario civil coincidia com as estagoes.

Diferente da maioria dos povos antigos, os Egipcios iniciavam a contagem das
horas do dia ao nascer do sol. Tanto as estrelas quanto a ‘passagem’ do sol pelo céu eram
usados como marcadores para a contagem das horas. Para o dia, eles usavam um relogio
do sol (veja a Figura 4), mas durante a noite eram usadas algumas estrelas decanais.

Curiosamente foram descobertas estrelas pintadas no teto das pirdmides, supostamente
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para que os farads pudessem ver as horas.

Figura 4 — Relogio do sol Egipcio

Fonte: (ONLINE, 2013)

Mesmo ap6ds o por do sol, era possivel realizar a contagem das horas. Durante a
noite, instrumentos de observagao das estrelas associados ao registro das posicoes estelares
contribuiram para se conhecer e mensurar o tempo.

...escribas e sacerdotes egipcios usavam o Merkehet para medir o tempo
a noite, através da aparéncia das estrelas. Para as horas de sol usavam
uma régua, uma régua vertical e um fio de prumo. As marcas marcadas
na base tinham nomes, cada uma delas dedicada a um deus, e indicavam
as horas. (SOCIETY, 2020)

Figura 5 — Merkhet do sacerdote Bes, Observador das Horas no Templo de Horus em
Edfu, Alto Egito

Fonte: (SOCIETY, 2020)

Cabia agora aos sacerdotes egipcios, com habilidades em astronomia, o calculo destas
horas a partir das observacoes. O trabalho era revisado quinzenalmente, se quisessem ter o

registro das horas bem ajustado. Esta regularidade se devia a mudanca no posicionamento
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das estrelas, em virtude dos movimentos de rotagao e translacio da Terra. (CANHAO,
2006)

Mais tarde, eles usaram relégios de dgua (clepsidra) para cronometrar as coisas
com mais precisao do que com apenas um relégio de sol ou as estrelas. Consistia em um
recipiente de cerdmica com orificios por onde a vazao da agua servia de referencial para

medir a passagem das horas (veja Figura 6).

Eram recipientes de pedra, cobre ou cerdmica, de dimensoes consideraveis,
com uma escala horaria gravada no interior, o exterior decorado com
inscrigoes e representacoes de divindades horarias, e um orificio na base
para escoar a dgua. Por causa do movimento decanal, por razoes cultuais,
ou por ambas, os Egipcios dividiram as noites desiguais em doze partes
iguais. (CANHAO, 2006)

Figura 6 — Karnak Clepsidra, a mais antiga ja registrada

Fonte: (IKKARO, 2021)

Os egipcios cronometravam os movimentos aparentemente regulares das estrelas no
céu usando um crondémetro de intervalo igual, como um relégio de agua, e isso estabeleceu

a base para o sistema de cronometragem egipcio.

Outra civilizagdo que teve notavel influéncia no mundo ocidental, foram os Hebreus.
Os Hebreus tiveram contato com a cultura egipcia por cerca de 400 anos. Mas quando
sairam do Egito e entraram no territério dos antigos Cananeus, precisaram se adaptar ao
seu relevo montanhoso. O proximo tépico mostrard como era a contagem do tempo e de
que modo a estruturagao de um calendario agricola os ajudou com a agricultura nesta

nova realidade.
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1.2 Astronomia Hebraica - O Calendario Agricola

Um dos registros mais antigos para se compreender a cultura Hebraica, se encontra
nos primeiros cinco livros da Biblia, também conhecidos como Pentateuco, atribuido a
Moisés como seu escritor. Muito antes da criacdo do homem, Deus forneceu a base para se
medir o tempo. No livro biblico de Génesis, capitulo 1 e versiculos 14 e 15, encontramos
“luzeiros na expansao dos céus” que serviam “para épocas, e para dias, e para anos”
(SAGRADA, 2015b). Isto indica que o dia solar, o ano solar e o més lunar seriam divisoes
naturais do tempo, determinadas, respectivamente, pelos movimentos de translacao da
Terra em torno do sol, da rotagao entorno de seu eixo e pelas fases da lua. Um ano de
12 meses lunares resulta ter uns 11 dias a menos do que um ano solar de 365 1/4 dias.
Visto que o ano solar determina o retorno das estagoes, havia necessidade de se ajustar o
calendério a este ano solar. Isto era feito pela adi¢ao de varios dias por ano, ou de um
més adicional durante certos anos, para compensar o que faltava aos 12 meses lunares.
Este més era chamado de Veadar ou Segundo Adar (PERSPICAZ, 2020).

A respeito da contagem das horas, vemos evidéncias da utilizagdo de um relégio do
sol. Encontramos uma referéncia disso no livro de Isaias capitulo 38 versiculo 8, quando
se faz mencao de uma sombra, “que ja tinha descido na escadaria”, voltar dez degraus
(SAGRADA, 2015b). Provavelmente essa escadaria era usada para contar o tempo. O
sol projetava sombras numa série de degraus, e isso era um marcador para as horas do
dia. O historiador judeu, Flavio Josefo, em sua obra Antiguidades Judaicas, Livro X, fala
desses degraus como estando “na casa”, evidentemente indicando que faziam parte duma
escadaria. Talvez houvesse junto a escadaria uma coluna que recebia a luz do Sol e fazia a

sombra aos poucos descer os degraus e servir de medidor do tempo (DONADO, 1997).

A antiga sociedade Hebraica era constituida basicamente de agricultores e criadores
de rebanhos de ovelhas e gado. Logo era essencial manter um calendario alinhado com as
estacoes do ano. Diferentemente dos egipcios que esperavam as cheias do rio Nilo, o relevo
israelita ndo contava apenas com pastagens, mas em sua maioria era constituido por vales
e montanhas. Os antigos habitantes daquela regidao, os cananeus, consideravam as chuvas

como sagradas, e por isso as relacionavam com a adoracao de suas deidades.

A estagdo chuvosa comegava com as chuvas temporas por volta de meados
de outubro e continuava até o tempo das chuvas serédias, que terminavam
por volta de meados de abril. (De 11:14) Seguiam-se entao cinco meses
em geral sem chuvas, sendo o calor e a seca aliviados por abundante
orvalho que cafa & noite e que refrescava o solo e as plantas.(PERSPICAZ,
2020)

Vemos que a observagao e o registro deste calendario agricola era fundamental para
a sobrevivéncia da cultura hebraica. Suas festividades e rituais religiosos dependiam dos

produtos da terra e de sacrificios de animais (veja Figura 7).
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Entre os séculos IV e II a.C. o mundo sofreu forte influéncia da cultura grega,
devido a expansao do império pelos macedonios. Isso ficou conhecido como helenizagao do

mundo antigo. A cultura Hebraica nao ficou de fora. Sobre esta influéncia grega:
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S6 encontramos registros sobre uma forma definitivamente fixada ou
padronizada do calendario judaico no quarto século da nossa Era Comum
(c. 359 EC), quando Hilel IT especificou que os anos intercalares de 13
meses deviam ser o 3.2, 0 6.2, 0 8.2, 0 11.°, 0 14.2, 0 17.° e 0 19.° ano
Tal ciclo de 19 anos costuma ser chamado de ciclo
metdnico, segundo o matemético grego Méton (do quinto século AEC),

de cada 19 anos.
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Figura 7 — Calendario Hebraico com os meses e as estagoes

Fonte: (SAGRADA, 2015a)
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embora haja também evidéncia de que esse ciclo foi aperfeicoado antes
dele pelos babilonios. Este ciclo leva em conta que a cada 19 anos as
luas nova e cheia caem no mesmo dia do ano solar. (PERSPICAZ, 2020)

Assim, passaram a adotar em seu calendario o ciclo de Méton, que tinha um sistema
de anos lunares que se repetia a cada 19 anos. Mesmo com a substituicao do calendario
grego pelo calendario Juliano em 46 a.C., os judeus por razoes religiosas conservaram o
ciclo metonico em seu calendério até os dias de hoje (MOURAO, 1987). Com esse ajuste
entre o calendério lunar e o solar, foi possivel controlar as diferengas de cronometragem

que poderiam afetar a chegada exata das estagoes do ano.

Mas os Hebreus nao eram a tnica civilizagdo antiga a utilizar um calendario lunar
com esse auste a cada 19 anos. Apods os hebreus, os babilonicos se tornariam uma poténcia
mundial em seus dias. O préximo topico tratarda da astronomia da antiga Babilonia.
Veremos como eles combinavam a astronomia e a matematica tornando suas descobertas

fascinantes.

1.3 Astronomia Babilonica - A Trajetéria de Jupiter

Os babilonios acreditavam fortemente que cada evento particular de suas vidas era
influenciado pela astronomia.

Os astronomos babilénios, que também eram sacerdotes, acreditavam
que todos os acontecimentos terrestres - o clima, o preco dos graos, o
nivel dos rios - estavam ligados ao movimento dos planetas e estrelas.
E de todas as forgas que influenciam nosso mundo, nenhuma foi tao
importante como Marduk, o patrono de Babilonia - ele foi associado a
Jupiter. (GIZBRASIL, 2016)

As crengas, as divindades e os conhecimentos matematicos se misturavam para
os babilénios. Guiados por uma mistura de fé e ciéncia, conseguiram notéveis avangos
na agricultura, astronomia, arquitetura e na administracao do que se tornou um vasto
império no 6° século a.C. . Semelhante ao calendario Hebreu, eles dividiram o ano em doze
meses lunares, e com um més adicional incluido em alguns momentos, para sincronizar as

festas, associadas a datas no calendério, com as estagoes.

Os nomes dos meses babilonicos eram: Nisanu, Adaru, Simanu, Du’uzu,
Abu, Ululu, Tashritu, Arakhsamna, Kislimu, Tebetu, Shabatu, Adaru.
Um més Adaru adicional, o Adaru II, era intercalado seis vezes em cada

ciclo de 19 anos, menos no décimo sétimo. Neste ano, inseria-se o més
Ululu II. (CALENDARIOS.INFO, 2023)

Mais de mil anos antes dos primeiros telescopios, os astronomos babilonios acom-
panhavam o movimento dos planetas no céu noturno, usando aritmética simples. Mas

nao havia evidencia de que usassem geometria, graficos e Figuras na astronomia. As
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descobertas arqueolégicas indicavam a presenga de matematica em exercicios nas escolas

de escribas (DMUC, 2023)

E um fato bem conhecido que os babilonios eram astronomos matemadticos bastante
habeis, que preservavam seus conhecimentos em centenas de tabuletas de argila. Uma
autoridade em astroarqueologia, Mathieu Ossendrijver, da Universidade Humboldt de
Berlim, descobriu algo revelador ao traduzir 4 tabuinhas cuneiformes (Textos A, B, C, D
catalogados no museu Britanico desde 1881). Para acompanhar a trajetéria do planeta
Jupiter, eles usavam uma técnica de célculo que se baseava em uma Figura trapezoidal e
que se acreditava ser conhecida apenas séculos mais tarde na Europa.

O “texto A”, agora descodificado, descreve um procedimento para calcular
o deslocamento de Jupiter através do plano da ecliptica, o caminho que
0 Sol parece seguir através das estrelas ao longo de um ano. De acordo
com o texto, os babilénios faziam isso acompanhando a velocidade de
Jupiter como uma fun¢do do tempo e determinavam a area sob a curva
tempo-velocidade. (GIZBRASIL, 2016)

Os matematicos babilonicos usavam uma notagao para a velocidade, que relacionava
a posicao angular e o tempo. Estava muito claro para eles que o produto do tempo e da
velocidade resultava no deslocamento. E isto era numericamente igual a area do trapézio
cujas bases eram o registro da velocidade de Jupiter, e a altura era o tempo decorrido

entre as duas observagoes do planeta (veja Figura 8).
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Figura 8 — O deslocamento de Jupiter

Fonte: (GIZBRASIL, 2016)

Cerca de dois séculos mais tarde, outra civilizagao exerceria forte influéncia no
mundo antigo. Trata-se da civilizagao Grega. O periodo conhecido como Helenistico foi o
apogeu desta civilizagao. O proximo tépico falara sobre suas descobertas astronomicas

pautadas na légica e no pensamento racional.
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1.4 Astronomia Grega - Ciéncia e Racionalismo

Quando a civilizagdo grega atingiu seu apogeu, ela comandava um vasto império que
se estendeu para o oriente. Isso contribuiu para que pudessem assimilar os conhecimentos
produzidos pelas civilizagoes conquistadas. Este processo de assimilagao de outra cultura,
seja por causa de conquistas militares ou mesmo por causa do comércio, parecia ser muito
comum e muito vantajoso para o progresso, e certamente nao seria diferente no campo da
astronomia e da matematica.

As trocas comerciais e culturais ocorridas entre estes diferentes povos
fizeram com que os gregos conhecessem parte do que ja se conhecia
entre os povos do crescente fértil. Por isso, pode-se considerar que um
dos primeiros pensadores a desenvolver um pensamento astrondémico na
Grécia Antiga tenha sido Tales de Mileto, o mesmo que foi responsével
pelo desenvolvimento do pensamento matematico. Isso porque Tales de
Mileto era comerciante e viajante, e teve contato com as culturas egipcias
e mesopotamicas. (RODRIGUES, 2018)

Assim notamos que a astronomia para os gregos, a comecar por Tales de Mileto,
tinha um carater tipicamente matematico que envolvia observagoes e dedugoes. Apesar da
influéncia de suas deidades e seus mitos, a sociedade grega estava inclinada a entender os
fenomenos da natureza a luz da racionalidade e da logica. Podemos listar alguns avancos da
época, tais como, as teorias geocentrista (a Terra como centro do universo) e heliocentrista
(0 sol como centro do universo), o calculo de distdncias astronémicas, o cdlculo do volume
tanto da Lua, como da Terra e do Sol, e a nomeacao de muitas constelagoes do hemisfério

norte.

Aristarco de Samos foi o primeiro cientista a propor o heliocentrismo (a Terra orbita
em torno do Sol). Embora em sua obra nao explicite o termo, mas Aristarco acreditava
que um corpo tao grande como o Sol nao poderia orbitar um corpo tao pequeno como a

Terra. Isso antecipou as conclusoes de Nicoldu Copérnico em cerca de 2000 anos.
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Figura 9 — Tamanho do sol Terra e Lua segundo Aristarco.

Fonte: (RODRIGUES, 2018)
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Outro grande nome de destaque na astronomia grega foi Hiparco de Nicéia (c.190-
c.120 a.C.). Sobre as realizagoes de Hiparco, temos que:

...construiu um observatorio na ilha de Rodes, onde fez observagoes
durante o periodo de 147 a 127 a.C. Como resultado, ele compilou
um catdlogo com a posi¢cdo no céu e a magnitude de 850 estrelas. A
magnitude, que especificava o brilho da estrela, era dividida em seis
categorias, de 1 a 6, sendo 1 a mais brilhante, e 6 a mais fraca visivel a
olho nu. (KEPLER, 2018a)

Sem a utilizagdo de qualquer instrumento 6ptico tais como telescopios ou lunetas,
Hiparco fez importantes contribui¢oes para a astronomia em seu tempo, desde a deducao
da direcao dos polos celestes, até mesmo a precessao, que é a variacao da dire¢ao do eixo
de rotacao da Terra devido a influéncia gravitacional da Lua e do Sol, que leva cerca de 26
000 anos para completar um ciclo. Hiparco também deduziu o valor correto de 8/3 para a
razao entre o tamanho da sombra da Terra e o tamanho da Lua e também que a distancia
da Lua a Terra era 59 vezes o raio da Terra (o valor correto é 60). Ele determinou a

duragao do ano com uma margem de erro de 6 minutos (KEPLER, 2018a).

A civilizagdo romana foi fortemente influenciada pela cultura grega. No mundo
romano, um cientista que se destacou nos estudos de Astronomia foi Claudio Ptolomeu.
Nascido em Alexandria, Egito, por volta de 100 d.C. a 170 d.C., desenvolveu importantes
trabalhos em matemadtica, astronomia, geografia e cartografia. Apesar da forte influéncia
de mitos na astronomia, a principal obra de Ptolomeu foi o Almagesto (veja a Figura
10). A obra adota o modelo geocéntrico, contendo um extenso catalogo estelar. Foi
um dos textos cientificos mais influentes de todos os tempos, sendo a principal fonte
de informagao sobre a astronomia no império bizantino, no mundo arabe e na Europa
ocidental, ao longo da idade Média e Renascenca, até o século XVI. O tratado também
forneceu informagoes acerca da obra do matematico grego Hiparco, a qual teve seu original
perdido. Curiosamente, o titulo da obra em grego era “He Megale Syntaxis”, que significa
“A Grande Cole¢ao”. Os arabes traduziram o adjetivo “Grande” por “Megiste”; ou seja

“Méximo”. Com o tempo Al Magiste, gerou a palavra “Almagesto” (JR., 2006)

Agora olhando para o continente americano, por volta do século VI d.C., temos a
Civilizagao Maia. O proximo tépico, abordard descobertas arqueolégicas que mostram

como sua matematica era amplamente utilizada na compreensao da astronomia.

1.5 Astronomia Maia - A Piramide de Kukulcan

A civilizacdo Maia se dedicou muito a astronomia e a partir da observacao dos
corpos celestes construiram um calendério composto por meses de 29 dias, e um ano com

365 dias.
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Figura 10 — Imagem da tradugdo latina de George Trebizond (ca. 1451) de Almagest.

Fonte: (TREBIZOND’S, 1451)

A contagem do tempo entre os maias era realizada pelo uso de dois
calendarios. O primeiro, chamado Tzolkin, possuia 260 dias divididos em
20 periodos de 13 dias. Esse calendario era utilizado para a marcagao das
principais festividades religiosas dos maias. O segundo, conhecido como
Haab, era utilizado no controle dos fenémenos naturais e na contagem
de qualquer fendémeno desvinculado da esfera religiosa. (SOUSA, 2023)

No periodo em que a Europa estava na Idade Média, a civilizagao maia se tornou
muito avangada no campo da matematica e da astronomia.

Os maias calcularam, por exemplo, que Vénus passa pela Terra a
cada 583,935 dias, algo espantosamente préximo do ntmero correto,
que conhecemos hoje: entre 583,920 e 583,940. Também definiram que
o ciclo lunar dura 29,53086 dias (atualmente os astrénomos falam em
29,54059). Os maias registraram que o Sol completa seu ciclo em 365,2420
dias, enquanto que na atualidade esse niimero estd definido em 365,2422.
(CORDEIRO, 2018).

Um dos poucos registros astronomicos da cultura maia que sobreviveram a barbarie
espanhola no periodo de sua invasao, foi o Codice de Dresden (veja a Figura 11). Nele
encontramos rituais, anotacoes de eclipses e um calendario baseado nas observagoes
astronomicas do planeta Vénus. Segundo a cultura maia, Vénus exercia grande importancia
para se determinar quando ir a guerra, qual o periodo de semeadura e de colheitas.

O cbdice retrata hieréglifos, numerais e Figuras, e contém calendarios
de rituais e adivinhacgoes, calculos das fases de Vénus, eclipses do sol e
da lua, instrucoes relacionadas as ceriménias de ano novo e descri¢oes
das localizacoes do Deus da Chuva, que culminam em uma miniatura de
pégina inteira mostrando um grande dildvio. (LIBRARY, 1200)

O desenvolvimento na astronomia estava associado aos avancos mateméticos. O

sistema de numeracao dos maias era vigesimal, ou seja, eles contavam de vinte em vinte

unidades. Com simbolos tais como o olho, o ponto e o trago, eles construiram seu sistema
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Figura 11 — Pagina 24 do Cddice de Dresden (edi¢ao Forstermann de 1880)

Fonte: (LIBRARY, 1200)

de numeracgao de maneira sofisticada, a ponto de ter uma representacao para o numeral

Zero.

Os maias se ocuparam com a construcao de um importante monumento que

evidenciava a influéncia da astronomia em sua civilizagao.

A pirdmide de Kukulcéan, situada na cidade arqueolégica Chichen Itz4,
no Estado mexicano de Yucatan, é um calendario em pedra construida
pelos Maias, que também marca os solsticios e equindcios, datas muito
importantes para o ciclo agricola dos antigos povos que habitavam a
regido. “Kukul” significa sagrado ou divino e “can”, serpente. (SOUSA,
2023)

Sabemos que os equindcios de primavera e de outono marcam o dia em que as
horas de claridade e de escuridao sao iguais. Esse fendomeno acontece apenas em duas
ocasides no ano. O objetivo da piramide Kukulcan era relacionar a serpente sagrada com
os periodos de equindcio de primavera (20 ou 21 de margo) e de outono (21 ou 22 de
setembro), pois a sombra da escada desenhava uma serpente, conhecida como “A descida
de Kukulcan”. Este fendmeno s6 ocorre gracas ao perfeito alinhamento da construcao

destes degraus com a posigao do sol (veja Figura 12).

A seguir passaremos a uma consideracao sobre a civilizacao Islamica. A pesar da
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Figura 12 — Piramide de Kukulcan

Fonte: (PNGTREE, 2023)

caracteristica marcante da religiosidade, veremos que a astronomia e a matematica tém

seu lugar privilegiado nesta cultura.

1.6 Astronomia Islamica - A Casa da Sabedoria

Enquanto o periodo medieval marca uma era de declinio no desenvolvimento
cientifico para o Ocidente, e por consequéncia um declinio na astronomia, no Oriente o
mundo islamico vive um periodo de grande avango no conhecimento. Podemos destacar
pelo menos duas razoes principais que contribuiram para isso: o contato com as obras

classicas gregas e a tolerancia religiosa.

No século IX, a maioria dos textos cientificos gregos foram traduzidos
para o arabe, incluindo a “Sintaxe” de Ptolomeu, o dpice da astronomia
antiga. Foi por meio dessas tradugoes que as obras gregas mais tarde se
tornaram conhecidas na Europa... O segundo impeto veio das observan-
cias religiosas islamicas, que apresentavam uma série de problemas na
astronomia matematica, principalmente relacionados a cronometragem.
Ao resolver esses problemas, os estudiosos islamicos foram muito além
dos métodos matemadticos gregos. (GINGERICH, 1986)

Os primeiros duzentos anos do império mugulmano, apoés a unificacao das tribos
arabes sob o governo teocratico de Maomé, foram dedicados a uma expansao militar
e territorial. Somente apods isso a producao cientifica encontrou terreno fértil para se
desenvolver. Com a fundagao da capital do império em Bagda no ano de 762 d.C., as obras
dos sabios gregos foram sendo traduzidas. Dessa forma o conhecimento em astronomia foi
se mesclando aos saberes da época.

O patrono mais vigoroso desse esforco foi o califa al-Ma’mun, que ascendeu
ao poder em 813. Al-Ma’mun fundou uma academia chamada Casa da
Sabedoria e colocou Hunayn ibn Ishaqal-"Tbadi, um cristdo nestoriano
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com um excelente dominio do grego, no comando. Hunayn tornou-se
o mais célebre de todos os tradutores de textos gregos. Ele produziu
versoes arabes de Platdo, Aristételes e seus comentadores, e traduziu
as obras dos trés fundadores da medicina grega, Hipdcrates, Galeno e
Dioscérides. (GINGERICH, 1986)

As observancias religiosas dos mugulmanos passaram a exigir um conhecimento
bem apurado da astronomia da época. Isto porque assim como os hebreus, eles tinham um
calendario mensal lunar e seguiam o ciclo metonico de 19 anos. Como vimos anteriormente,
no ciclo metonico haviam sete anos com um més adicional distribuidos ao longo de 19 anos
para que as estacoes do ano se mantivessem regulares com o calendario civil. Também
havia a questao do més sagrado de Ramada. Ramada é o 9° més do calendario islamico.
A contagem do tempo nesse calendario é feita de acordo com os movimentos da Lua e, por
isso, o Ramada inicia em uma data diferente todos os anos, chegando a ocorrer em cada
uma das 4 estagoes no periodo de 30 anos. Trata-se de um tempo considerado sagrado para
os mugulmanos, pois se acredita que durante esse periodo o Arcanjo Gabriel entregou os
primeiros versos do Alcorao ao profeta Maomé. O Ramada dura entre 29 e 30 dias, sendo
iniciado ao surgimento da primeira lua nova apés Shaban, o oitavo més do calendario

islamico, e seu término ocorre quando a lua nova é vista novamente.

Término do
Calendario Calendario Inicio do
Ramada
Gregoriano islamico Ramada
(Inicio do Shawwal)
2022 1443 2 de abril 1 de maio
2023 1444 23 de mar¢o 20 de abril
2024 1445 11 de margo 10 de abril
2025 1446 1 de margo 30 de margo
2026 1447 18 de fevereiro 20 de margo
2027 1448 8 de fevereiro 9 de margo
2028 1449 28 de janeiro 26 de fevereiro
2029 1450 16 de janeiro 14 de fevereiro
2030 1451 5 de janeiro 4 de fevereiro
26 de 24 de janeiro de
2030 1452
dezembro 2031

Figura 13 — Datas do Ramada entre 2022 e 2030

Fonte: (ROGALSKI, 2022)

O principal tradutor de obras matematicas e astronémicas era um pagao chamado

Thabit ibn Qurra. Thabit era originalmente um cambista no mercado de Harran, uma
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cidade no norte da Mesopotamia, que era o centro de um culto astral. Seu profundo
conhecimento em linguas estrangeiras, como o grego, fez com que ele se ocupasse com a
traducao de obras classicas como os Elementos de Euclides, e de outros importantes textos
matematicos como os de Pitagoras, Arquimedes, Papus, Platao, Aristoteles, entre outros.
Com isso, atribui-se a ele a produgao de mais de 100 tratados cientificos, incluindo um

comentario sobre o Almagesto.

Outro astronomo matematico da Casa da Sabedoria foi Al-Khwarizmi, cuja obra
Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-l-mugabala (Livro da Restauragiao e do Balancea-
mento), dedicada a Al-Ma’mun, é considerado o precursor dos estudos de Algebra. Embora
nao tenha sido particularmente impressionante como uma conquista cientifica ajudou a
introduzir métodos hindus e gregos no mundo islamico. (GINGERICH, 1986)

No préoximo topico veremos que a Europa ndo permaneceu nas trevas do conhe-
cimento matematico e astronémico. Destacaremos os principais avangos no periodo que

ficou conhecido como Renascimento.

1.7 Astronomia na ldade Moderna - O Renascimento

Alguns séculos antes da exploragdo europeia se iniciar nas Américas, os saberes do
Oriente fluiram para o Ocidente com as campanhas militares conhecidas como Cruzadas.
Isso favoreceu o contato nao apenas com a sabedoria oriental, mas acima de tudo, o
acesso as obras gregas classicas da antiguidade, que foram traduzidas e preservadas
pelos muculmanos. Nicolau Copérnico foi um dos que se destacaram por suas hipéteses

astrondmicas.

Nicolau Copérnico representou o Renascimento na astronomia. Copérnico
(1473-1543) foi um astrénomo polonés com grande inclinacdo para a
matematica. Estudando na Itélia, ele leu sobre a hipétese Heliocéntrica
proposta (e nio aceita) por Aristarco de Samos (310-230 a.C.), e achou
que o Sol no centro do Universo era muito mais razoavel do que a Terra.
Copérnico registrou suas ideias num livro - De Revolutionibus - publicado
no ano de sua morte. (FILHO, 2014)

O dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601), de familia muito rica, construiu seu
préprio observatério numa ilha doada pelo rei Frederico II da Dinamarca. Com esse
observatorio, Brahe fez registros muito precisos das posi¢oes dos planetas durante anos
seguidos. Diferente de Copérnico, Brahe defendia o geocentrismo onde as érbitas dos
planetas eram circulares, o Sol orbitava em torno da Terra e os outros planetas em torno
do Sol. Foi mais tarde, com o alemao Johannes Kepler (1571-1630) que o heliocentrismo

se firmou completamente.

Kepler descobriu que o sistema de Copérnico funcionava perfeitamente,
desde que fossem usados elipses ao invés dos circulos da trajetéria dos
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planetas, com o Sol em um de seus dois focos. Com isso, Kepler chegou
a partir da primeira lei e novamente confrontando com os dados Ticho
Brahé, a segunda lei, e consequentemente na terceira lei. (PORTO, 2000)

Em resumo, as leis de Kepler sao descritas da seguinte maneira: todos os planetas
do sistema solar executam trajetorias elipiticas, tendo o sol como um dos focos; a linha
que liga o sol aos planetas varre areas iguais em tempos iguais; o quadrado dos periodos
das orbitas dos planetas é proporcional ao cubo de suas distancias médias ao sol.

Com Galileu Galilei (1564-1642) o método cientifico vai ganhando mais forca e
expressividade. Isso gragas as suas observagoes astrondmicas com uma luneta telesco-
pica. Apesar de nao ser sua a invenc¢ao deste instrumento, em 1609 ele construiu sua

propria luneta, aprimorando-a para observacao astronomica. Suas descobertas cimentaram
enfaticamente o modelo heliocéntrico de Copérnico para o sistema solar.

Os experimentos de Galileu foram bastante importantes para o desen-
volvimento da nossa atual mecanica. Uma série de observacoes feitas
por Galileu ao planeta Vénus, mostraram que o Sol, e ndo a Terra, era o
centro do Sistema Solar. Com relagao as observagoes feitas por Galileu,
podemos destacar descobrimentos das manchas solares, as montanhas da
Lua e as fases de Vénus."(PORTO, 2000)

Ainda faltaria um refinamento para a plena aceitacao do modelo heliocéntrico, uma
vez que existiam questionamentos bem relevantes, a saber, por que os corpos insistem em
cair para o centro da Terra e ndo para o Sol, ji que este é o centro do universo? Por que
nao somos atirados para fora da terra, como ocorre num carrossel em rotagao? Por que
uma pedra atirada para cima, volta para nossas maos? Por que as estrelas parecem nao se
mover? (PORTO, 2000) A peca que faltava foi entregue pelo Cavaleiro da Rainha Ana da
Inglaterra, Sir Isaac Newton (1643-1727). Newton pdde explicar o movimento dos planetas
em torno do Sol, assumindo a hipdtese de uma forga dirigida ao Sol, que produz uma
aceleracao que forca a velocidade do planeta a mudar de direcdo continuamente. Como foi
que Newton descobriu a Lei da Gravitacao Universal? Por analisar o movimento da Lua
em torno da Terra e as leis de Kepler (FILHO, 2014).

Pelo que foi considerado, podemos afirmar que apenas os aspectos historicos por si
ja poderiam constituir a ementa para uma Eletiva, onde trabalhariamos com Astronomia
e Histéria. Entretanto, o objetivo deste trabalho é destacar a associagao intrinseca da

matematica e a astronomia. A préxima secao tera por foco os aspectos matematicos.
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Astronomia e as Civilizag0es Antigas
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Figura 14 — Antigas Civilizagoes e suas descobertas astronomicas. A data se refere ao
apogeu de cada cultura referente as descobertas astronémicas

Fonte: O Autor
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2 Topicos de matematica

Neste Capitulo destacaremos os principais conceitos matematicos relacionados com
os tépicos abordados pela astronomia que fardo parte da ementa da Eletiva. Utilizaremos
como referéncias bibliograficas: Hefez (2016), Melo (2014), Wilhelm (2018), Mendes (2017),
Canalle (2010), Jesus (2018), Rocha (2013), Avila (2020), Barbosa (2018), Lima (2011),
Bezerra (2019), Neto (2013) e Leithold (1994). Apesar de nosso enfoque principal ser a
educacao basica e nao o ensino superior, alguns topicos trarao defini¢oes e demonstracoes
que serao imprescindiveis para dar lastro ao professor, sem contudo perder o aspecto
pragmatico e interdisciplinar tao caracteristicos da disciplina Eletiva, como veremos no

capitulo 4.

2.1 Divisibilidade

Nesta secao, definiremos a divisibilidade e suas principais propriedades, abordaremos
o algoritmo da divisdo de Euclides, falaremos da parte inteira da divisdo de um nimero

racional (MELO, 2014). Esses tépicos terdo sua aplicabilidade na se¢ao 3.1 do capitulo 4.

2.1.1 Divisibilidade

Definicao 2.1.1. Sejam a e b dois nimeros inteiros, com a # 0. Dizemos que a divide
b quando existe um inteiro q tal que b = aq. Se a divide b também dizemos que a € um
divisor de b, que b é um maltiplo de a ou que b é divisivel por a. Com a notag¢io alb

indica-se que a divide b. Também com a notag¢do atb indica-se que a ndo divide b.

Teorema 2.1.2. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Entao:

i. Se alb e blc entao alc;
it. Se alb e alc entdo al(b+ c) e al(b— c);
iii. Se a e b sdo positivos e alb entdo 0 < a < b;

iv. Se alb e bla entdo a =b ou a = —b.
Demonstragao:

i. Se alb e blc entao existem inteiros ky e ko tais que b = aky e ¢ = bky. Assim temos:

¢ = akikq, tomando k € Z, tal que k = kiky, temos ¢ = ak, e portanto alc.
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it. Sealb ealc entiob = aky e c = aky, para alguns ki e ko inteiros. Logo b+c = ak;+aks
= a(ky + ko). Portanto al(b+ ¢). Ademais, —c = a(—ks) temos b — c = a(ky — k).
Logo al(b — c).

iii. Se alb, sendo ambos positivos, entio b = ak (k € Z); Sendo k > 1, multiplicamos

ambos os membros por a, temos b = ak > a > 0.
iv. Se alb e bla entao:
b= ak; (7)
a = bky (47)
com ky, ky € Z. Substituindo b em (i) temos:
a = (aky)ksy

a=akiks = a=0oukiky=1

Se a =0, entdo b =0 de (i), logo a = b.
Se kiky = 1, sendo ki e ko inteiros, entdo k1 = ko =1 ou k1 = ky = —1.

Se k1 = ko, entdo a =0b. Se ki = ky = —1, entao a = —b

2.1.2 O Algoritmo da Divisao

Para o préximo teorema serd utilizado o Principio da Boa Ordenagao (PBO), que
afirma: “Todo conjunto ndo-vazio de inteiros limitado inferiormente, contém um menor
elemento” (HEFEZ, 2016).

Teorema 2.1.3. Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um unico par de inteiros q e r

tais que: a = bq+r, com 0 < r < |b|. Vale ainda que r =0 se, e so se, b|a.

Demonstracao: Se a < b, existem ¢ =0 e r =a. Para a =0, existemg=1er =0.
Vamos supor que a > b. Considere o conjunto S = {a—nb, tal quen € Z er = a—nb > 0}.
Em outra palavras, S é o conjunto de todos os niimeros inteiros nao negativos que podem
ser obtidos subtraindo de a um miiltiplo inteiro de b. Pela propriedade Arquimediana,
existe n € Z tal que n(—b) > —a, logo a — nb > 0, provando que S nao é vazio. Sendo S
um conjunto nao vazio de nimeros inteiros nao negativos, entao pelo principio da Boa
Ordenacao, existira um menor elemento r de S. Vamos provar que r satisfaz: 0 < r < b.
Se bla, entdo r = 0 e nada mais temos a provar. Se, por outro lado, b1 a, entdo r # b, e,
portanto, basta mostrar que nao pode ocorrer r > b. Suponha que r > b, logo r = c+ b,

para algum c inteiro, tal que ¢ > 0. Entao:

c=r—> (i)
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r=a—nb (ii)

Substituindo (ii) em (i):

c=a—nb—2>
c=a—(n+1)b

Dai teriamos ¢ € S, com 0 < ¢ < r. Absurdo, pois por hip6tese r é o menor elemento de

S. Portanto, temos que a = bg + r com 0 < r < b, 0 que prova a existéncia de q e 7.

Para garantirmos a unicidade, vamos supor que existam ¢; e ry tais que a = bg; + 1,

com 0 < r; < b. Nesse caso: a =bq+1r e a = bq, + ry, logo:
bg+r =0bq + 11
bg—bg =r1—r

b(Q—Ch):?“l—?“

Logo, b divide (r; —r). Como 0 < r; <be 0 <r < b temos que |r; —r| < b e como

b|(r1 — r) devemos ter r; — r = 0, portanto r; = r. Logo bg; = bq, entdao q¢ = ¢. n

O ntmero q é chamado quociente e o nimero r resto. Como o quociente e o resto
sao unicos, podemos definir duas importantes fungoes: a fungao quociente e a funcao
resto (HEFEZ, 2016).

Defini¢ao 2.1.4. Denotando qy(a) o quociente da divisio do nimero a por b, definimos a

funcao quociente por b como:
qp - 7 — 7
a — qla)

Definig¢ao 2.1.5. Denotando por ry(a) o resto da divisao de a por b, definimos a fungdio
resto por:
ry L — 7
a +— 1mp(a)

Exemplo 2.1.6. Dados os nimeros inteiros a = 17 e b = 3, temos que q3(17) =5 e
r3(17) = 2. E ainda, dados os nimeros inteiros a = —17 e b = 3, temos que q3(—17) = —6
ers(17) = 1.

Em sua obra Os Elementos, especificamente no Livro VII, Euclides afirmou: “Um
numero € uma parte de um nimero, o menor, do maior, quando meca exatamente o Maior.
E partes, quando nao meca exatamente. E o maior é um multiplo do menor, quando seja
medido exatamente pelo menor” (BICUDO, 2009). Em outras palavras, dados niimeros
inteiros a e b com a > b, ou a ¢ um multiplo de b ou esta entre dois de seus multiplos

consecutivos. E de fato, a partir da Definicao 2.1.5, temos o seguinte resultado:
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Corolario 2.1.7. Dados dois niimeros inteiros a e b, com b > 0, existe um unico niumero

inteiro m, tal que, nb < a < (n+ 1)b.

De fato, pela divisdo euclidiana temos que exitem ¢, r € Z com 0 < r < b, tais que
a=bqg+r.
0<r<bd

bg+0<bg+r <bg+b
bg <bg+r<bg+b
bg <bg+r<(qg+1)b
Tomando n = ¢, temos:

nb<a < (n+1)b.

O Corolario 2.1.7, nos leva a outra importante definicdo. Sendo r o resto da divisao
de a por b, entao:
0<r<hb,

somando os membros por g,(a)b, temos,
B(a)b+0 < ga)b+7r < ga)b+b
()b < qp(a)b+r < (qgp(a) + 1)b
@(a)b < a < (qp(a) + 1)b,

dividindo os membros por b, temos,

q(a)b

Definicao 2.1.8. O nidmero inteiro qy(a), serd o maior inteiro menor ou igual do que o
nimero racional .

a

7, denotaremos

Também chamada de parte inteira da divisdo do ntimero racional

com o simbolo [‘;] .

2

Exemplo 2.1.9. H =4, pois9=4-2+1
Esse resultado nos ajuda a encontrar o nimero de multiplos de b, dentro de um
intervalo delimitado por dois inteiros a e c.

Corolario 2.1.10. Dados os inteiros a, b e ¢, tais que 0 < b < a < ¢, entao o numero de

maultiplos de b entre a e ¢ é dado por
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i [Z] — [“;1], se incluirmos a na contagem.

1. [Z] — lg] , se nao incluirmos a na contagem.

Exemplo 2.1.11. Quantos mailtiplos de 7 existem de 22 a 567 Neste exemplo, a =22 e

estard incluido na contagem. [576] — [2271] =8-3=5

A proxima secao tratard de um conceito muito importante em aritmética, a

matematica dos restos ou Congruéncia. (HEFEZ, 2016)

2.2 Congruéncia

Definigao 2.2.1. Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro positivo, diremos
que a e b sao congruentes maodulo m, se os restos de sua divisao euclidiana por m sdo

iguais. Notagdo: a =b (mod m).
Quando a relacdo a = b (mod m) for falsa entdo diremos que a e b nao sao
congruentes, e usaremos a notagao a % b (mod m).

Exemplo 2.2.2. Observe os exemplos:

e 15=5 (mod 10), pois 15=10-14+5e5=10-0+ 5
e 50=1 (mod 7), pois 50 =T7-7T+1el=7-0+1
e —20=—11 (mod 3), pois —20=3-(=7)+1e—-11=3-(-4)+ 1
e 14#8 (mod 5), pois 14 =52+ 4 e8=51+ 3
Uma maneira mais direta para verificar se dois niimeros sao congruentes modulo
m, ¢ apresentada no teorema a seguir.
Teorema 2.2.3. Para a, b, m € Z com m > 1, temos que a = b (mod m) se, e somente

se, m|a — b.

Demonstracao: Para a e b inteiros, pelo teorema da divisao euclidiana existirao ¢,
g2, 71 € 1o inteiros tal que, a =mgqg; +ri com 0 <r; <meb=mqgy+1ry com 0 <ry <m.
Se a = b, a demonstragao ¢é trivial, logo considere a > b (a demonstracao para a < b é

andloga).

:>) Se a = b (mod m), entdao pela Definigdo 2.2.1, eles tém o mesmo valor para o

resto quando divididos por m. Assim r; = ry. Com isso:

a—b=mq +r; — (mg +rs)



Capitulo 2. Topicos de matemadtica 43

a—b=m(q —q) +1r1—172
a—b=m(q —q2)+0
Como ¢, e ¢o sao nimeros inteiros, m|a — b.

<:) Agora, tenha por hipdtese que m|a —b, temos que a —b = m(q; — q2) + (r1 —72).
Por hipétese, m divide o primeiro membro da equacao, logo dividira o segundo membro
também. Logo existe k inteiro tal que |1 — ro] = mk. Como 0 <7y <me 0 <71y < m,

entdo |r; — ro| < m. dai temos que:
—m<ry—ry<m

m.(—1) < mk <m.1

Pela lei do cancelamento para os ntimeros inteiros, temos que, —1 < k < 1, onde k = 0,
uma vez que este é o inico nimero inteiro entre -1 e 1 . Por 71 e 5 serem nimeros inteiros,

entdo |r; — re| = 0. Com isso 11 = rs. n

Outra analise que podemos fazer a partir da Definicao 2.1.5, dada a unicidade do
resto da divisao, ¢ definir r,,, uma funcao dos restos da divisao de um inteiro qualquer,
por m. Vemos que esta fungao nao é injetiva. Se r,, fosse injetiva, terlamos a # b —

rm(a) # rm(b). De fato, tome a < b, inteiros e ainda m < b:
a=mq +1r = a—mgq =T (i)
b=mqg+1ry = b—mqy =19 (ii)
Subtraindo (ii) de (i) temos:
a—b=m(q — qa) + (r1 —72)

Visto que a — b, ¢ — ¢2 € Z, quando m|(a — b), entdo r; = ry. Isso acontece no caso

particular onde a e b pertencem a uma sequéncia, onde m faz parte da lei de formacao.

Exemplo 2.2.4. Observe a sequéncia de numeros: 1, 4, 7, 10 e suas respectivas divisoes

por 3. Note que todos os restos sao iguais a 1.

1=30+1
4=31+1
7T=32+1
10=33+1
13=34+1

Concluimos também que r,, nao é sobrejetiva. Uma vez que 0 < r < m, os restos
da divisdo de um inteiro por m pertencerdo ao conjunto R = {0, 1,...,m — 1}, e R por sua

vez ¢ subconjunto de Z.
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2.2.1 Propriedades das Congruéncias

Teorema 2.2.5. Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0) e sejam a, b, ¢ e d inteiros

quaisquer. Verificam-se as sequintes propriedades:

.

7.

Vi.

ii.

iii.

iv.

a=a (mod m).
Se a =0 (mod m), entdio b =a (mod m).
Sea=0b (mod m) eb=c (mod m), entio a = c (mod m).

Se a =b (mod m) e c =d (modm), entéo a+ c = b+ d (mod m) e ac = bd
(mod m).

Sea=b (mod m), entdo a+c=b+c (mod m) e ac = bc (mod m).

Se a =0 (mod m), entdo a™ = b" (mod m), para todo inteiro positivo n.
Demonstracao:

Como m|0 entao m|(a — a), o que resulta pelo Teorema 2.2.3, a = a (mod m).

Se a = b (mod m) temos que m|a —b logo, a —b = mk; para algum k; inteiro. Nesse
caso, existe um k = —kq, tal que —(a — b) = mk, assim b — a = mk, logo m|b — a.

Portanto, b = a (mod m).

Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo existem inteiros ki e ko tais que:
a —b=mky e b—c=mky. Somando membro a membro as duas igualdades acima,
temos:

a—b+b—c=m(k + ko)

(a —c) =mk
onde ky + ko =k, k € Z. Logo temos que m|(a — ¢), ou seja, a = ¢ (mod m).

Se a =b (mod m) e se ¢ =d (mod m), pelo Teorema 2.2.3, temos que m|(a —b) e
m|(c—d), ou seja, a —b = mky e c —d = mky, para k; e ko inteiros. Agora somando

membro a membro das equagoes, temos:
a—b+c—d=m(k + k2)

(a+c)—(b+d) =mk

onde ki + ko = k, k € Z. Portanto podemos concluir que a +c¢ = b+d (mod m). No
caso do produto ac = bd (mod m), temos que: se a =b (mod m) e ¢ =d (mod m),
entao

a—b=mk;
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c—d = mksy.

Multiplicando ambos os membros de a — b = mk; por ¢ e de ¢ — d = mky por b,
temos:

ac — bec = mcky
be — bd = mbks.

Agora, somando as igualdades acima membro a membro, temos:
ac — be 4+ be — bd = mcky + mbko

ac — bd = m(cky + bks)
onde ky + ky = k, k € Z. Portanto m|ac — bd = ac = bd (mod m).
v. Se a = b (mod m), temos que a — b = mk. Somando e subtraindo ¢ no primeiro

membro, temos;

a—b+c—c=mk
(a+c)—(b+c) =mk
Assim, podemos concluir que a+c¢ = b+ ¢ (mod m). Sobre ac = bc (mod m), temos
que, a — b = mk. Multiplicando os dois membros da equagao por ¢, temos:

ac — be = mke.

Logo, pelo Teorema 2.2.3, m|(ac — bc) = ac = bc (mod m).

vi. Se a =b (mod m) entdo m|(a—b) e como sabemos: a™ —b" = (a —b).[a" ' +a" b+
a" 30?4+ a1 + ... + ab"? 4+ 6" 1. Como m|a — b entdao m|(a™ — b™). Finalmente

temos que a” = b" (mod m) para todo inteiro positivo n.

A préoxima secao abordara nogoes bésicas do céalculo diferencial e integral. Tratare-
mos de uma aplicagdo em calculo numérico ao falar da Regra dos Trapézios no capitulo
3.

2.3 Calculo Diferencial e Integral

Aprender Céalculo pode ser uma experiencia muito empolgante e estimulante, uma
vez que é a base para o desenvolvimento de toda Matematica e suas muitas realizagoes no
mundo moderno. Para o professor de matematica, rever os conceitos basicos de Limite,

Derivada e Integral, contribuird na compreensao de suas aplicagoes em astronomia.
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2.3.1 Limite

Para estabelecer a definicao de Limite, tomemos primeiramente a funcao f :
R—{2} — R, definida por f(z) = %2;#. Note que neste caso x € R—{2}. Analisaremos
os valores de f(x), quando x se aproxima de 2, por valores menores que 2, conforme a

Tabela 1. Por outro lado, observe o que acontece quando nos aproximamos de 2, por

Tabela 1 — Aproximagao de f(x) por valores menores que 2

v | fla) =20
1 4
1,25 45
1,50 Y
1,75 5,50
1,9 5.8
1,99 5,98
1,999 9,998

Fonte: O Autor (2023)

valores maiores que 2, conforme a Tabela 2.

Tabela 2 — Aproximagao de f(x) por valores maiores que 2

v | fla) =20
3 8

2,75 7,50

2,50 7.0

2.25 6,50

2.1 6,2

2,01 6,02
2,001 6,002

Fonte: O Autor (2023)

Note que nas duas tabelas, a medida que z se aproxima de 2, f(x) se aproximara
de 6. Perceba também, que quando o modulo da diferenca entre x e 2 ¢ 0,001, o médulo
da diferenga entre f(z) e 6 é 0,002. Com isso, podemos tornar os valores de f(z) tao
proximos de 6 como quisermos, basta tomar um valor para x bem préximo de 2. Entao
podemos ter | f(z) — 6| tao pequeno quanto desejarmos, tomando |x — 2| suficientemente
pequeno. Esta relacao é comumente simbolizada em matematica pelas letras gregas e

2— —_ / . . .
%, dado um ntmero € positivo qualquer, existe

e 0. Assim, considerando f(z) =
d > 0, tal que podemos tornar |f(x) — 6| < €, tomando |x — 2| < § (com |z — 2| # 0)
suficientemente pequeno, tal que se 0 < |z — 2| < § entdo |f(x) — 6] < e. De modo geral,

chegamos a seguinte definicao:
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Definicao 2.3.1. Seja f uma funcao definida para todo nimero em algum intervalo aberto
contendo a, exceto possivelmente no préoprio nimero a. O limite de f(z) quando x tende a

a serd L, escrito como

lim f(z) =L

Tr—a
se a sequinte afirmativa for verdadeira: Dado € > 0 qualquer, existe 6 > 0, tal que se

0<|z—al <0 entio |f(x)—L| <e.

Veja a Figura 15.

| y=f(x)

Figura 15 — Defini¢do de Limite

Fonte: (LEITHOLD, 1994)

Exemplo 2.3.2. Seja f: R — R uma fungdo definida por f(x) =2z — 5. Suponha que

lin%$ f(z) = 1. Vamos determinar 6 > 0 para € = 0,01.
z—

Se 0 < |z — 3| < § entdo |f(z) — 1| < e. Dado € = 0,01, temos:
|f(x) — 1] < 0,01
22 —5— 1| < 0,01
122 — 6| < 0,01

2(|z — 3|) < 0,01
2z —3|) 0,01
<
2 2
|z — 3| < 0,005

Com isso uma escolha adequada para ¢ é 0,005. Exemplificando este fato observe a

tabela 3:
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Tabela 3 — Escolha de 6 < 0,005

x |z — 3| f(x) [f(z) — 1
3,004 | 3,004 - 3] = 0,004 | 6,008 | [1,008 - 1] = 0,008
3,003 | 3,003 - 3] = 0,003 | 6,006 | |1,006 -1] = 0,006
3,002 | [3,002 - 3] = 0,002 | 6,004 | [1,004 - 1] = 0,004
3,001 | 3,001 - 3] = 0,001 | 6,002 | [1,002 - 1| = 0,002
2,999 | 2,999 - 3] = 0,001 | 5,998 | [0,998 -1] = 0,002
2,998 | 2,998 - 3] = 0,002 | 5,996 | [0,096 - 1| = 0,004
2,997 | 2,997 - 3] = 0,003 | 5,994 | [0.994 - 1| = 0,006
2,996 | 2,996 - 3] = 0,004 | 5,992 | [0,092 - 1| = 0,008

Fonte: O Autor (2023)

Nesse exemplo, qualquer nimero positivo menor do que 0,005 pode ser usado no
lugar de 0,005 como sendo o ¢ requerido (LEITHOLD, 1994).

2.3.2 Derivada

Existem diversas interpretagoes para o conceito matematico de Derivada. O mais
comum ¢ o geométrico, onde Derivada é a inclinacao da reta tangente a uma curva. E
também, de suma importancia e com inimeras aplicagoes, esta o algébrico, onde Derivada
¢é a taxa de variacao de uma funcdo dada. Mas é no conceito matematico de Limite, que

podemos estabelecer, de maneira sélida, uma definicdo para Derivada.

Definicao 2.3.3. Seja f uma funcao definida para algum intervalo aberto contendo a,

diremos que f € derivdvel em a se existir o limite

o F@) = fla)

T—a T —Q

Neste caso, tal limite serd denominado a derivada de f em a, sendo denotado por f'(a).

Retomando o Exemplo 2.3.2; onde f: R — R, definida por f(z) = 2z — 5, onde
0<l|r—3]<d—|f(z)—1| <e Dal

20 —5—1| <e
|22 — 6] < €
2.Jx — 3| <e

€
— 3 < =
o3l < &

Assim vemos que uma escolha adequada para ¢ 5. Isto indica que se tomarmos um ntimero

0 para estabelecer uma vizinhanca entre x e a, teremos o dobro deste nimero na vizinhanca

entre f(z) e f(a). Logo, deduzimos que a razio &= deve ser aproximadamente 2

r—a
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Tabela 4 — Relagao entre f(x) e f(a)

z | fl@) |z =3[ | |f(z) -1
0 5 3 6
0,25 | 45 | 2,75 5,50
0,50 | -4 2,50 5,0
0,75 | 35 | 2,25 4,50
09 | 32 | 21 4,2
0,99 | -3,02 | 2,01 4,02
0,999 | -3,002 | 2,001 | 4,002

Fonte: O Autor (2023)

(veja tabela 4), e de fato, operando algebricamente concluirmos que para x diferente de a,

essa razao ¢ exatamente igual a 2.

O simbolo f’ foi introduzido pelo matemético francés Joseph Luis Lagrande (1736-
1813). Isso indica que a fungdo f’ é a derivada da fungdo f e seu valor em x é f'(x). Se
para o grafico da fungdo f, tivermos o par ordenado (z,y), tal que y = f(x), entdo ¢/

também sera usado como notacao para a derivada de f. Assim podemos expressar:
Ay = f(z + Az) — f(z)

onde Ay é chamado incremento de y, denotando a variagdo no valor da fun¢do quando z
varia de Az. Anteriormente, o matematico alemao Gottifried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
usava o simbolo % como notagao para derivada. E provavel que Leibniz considerasse dy e
dx como pequenas variagoes de y e x e a derivada de y em relacao a x como a razao de dy
sobre dxr quando dy e dx se tornavam muito pequenos.

&y = lim Ay

dr  Az=0 Ax

Vale ressaltar que o conceito de Limite, como concebemos atualmente, nao era
conhecido por Leibniz (LEITHOLD, 1994).

2.3.3 Integral

Neste momento, dissertaremos sobre duas concepcoes acerca do conceito de Integral:
a Integral enquanto operagao de antidiferenciacao e a Integral como area de uma regiao

sob uma curva. A antidiferenciacao ou antiderivada, é a operacao inversa da derivada.

Definicao 2.3.4. Uma fungdo F serd chamada de antiderivada de uma funcao f num

intervalo I se F'(x) = f(x) para todo x em I.

Exemplo 2.3.5. Se F for definida por: F(z) = 323 + 22? + 1 entdo, F'(x) = 92° + 4x.

Assim, se f for a fungdo definida por f(x) = 922 +4x, logo afirmamos que f é a derivada de
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F e que F é uma antiderivada de f. Notamos que, toda fungdo com os valores funcionais

323 + 222 + C, onde C é uma constante qualquer, é uma antiderivada de f.

Assim, antidiferenciacdo é o processo para se encontrar o conjunto de todas as
antiderivadas de uma dada fun¢ao. O Simbolo [ denota a operagao de antidiferenciacao e

escrevemmos.

/f(:c)dx =F(z)+C.

Encontrar a area de um poligono, esta associada a ideia intuitiva de recortar este
poligono em triangulos e em seguida somar as areas desses triangulos. Mas quando nao se
tratar de um poligono e sim de uma regiao delimitada sob uma curva? Para esta situacao
ficard definida a area dessa regiao como uma integral definida. Vale aqui estabelecer
a diferenca entre a integral definida e a indefinida. A integral definida, como é assim
chamada, se refere a um nimero real, enquanto a integral indefinida é uma familia de

fungoes. Considere agora uma regiao A no plano, conforme a Figura 16. A regidao A é

y
A
O a b -

Figura 16 — area sob a curva

Fonte: (LEITHOLD, 1994)

delimitada pelo eixo x, pelas retas x = a e © = b, e pela curva tendo a equagao y = f(z),
onde f é uma funcdo continua no intervalo fechado [a,b] (para uma considera¢ao mais
detalhada sobre continuidade, veja Neto (2022), pdgina 83). Agora vamos definir uma

regiao poligonal retangular contida em A. Primeiramente, criamos uma particao P de

la, b], tal que

P={a=xy<z1 <3< ..<x, =0}
Dividimos o intervalo fechado [a,b] em n subintervalos, I} = [z, x1], Io = [x1,23],...
L= |xioy, ), oy Iy = [xh—1,2,). Seja [x;_1,2;] o i-ésimo subintervalo. Como f é

continua no intervalo fechado [a,b], ela é continua em cada um dos subintervalos. Em
cada subintervalo, escolha um nimero ¢; (i =0,1,2,...n — 1,n) de modo arbitrario. Logo

flei)(x;—xi-1) é a drea do retdngulo de lados (x; —x;—_1), f(c;), se o valor de f(¢;) é positivo.
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Como o tamanho do intervalo pode variar, chamaremos de norma da particdo o maior
desses intervalos e serd representada pelo simbolo ||P|| = max {|z; — x;_1|:1 <i < n}. A
soma de todos esses retangulos no intervalo [a, b] serd dada por: f(c1)(x1 —xo)+ f(co) (22 —
1)+ oo + fle) (@i — zim1) + ... + f(cn)(xy — xp—1), representado pelo simbolo matematico

para somatorios,
n

Zf(cz)(xz - 331‘71)-

i=1

Este somatério também é conhecido como Soma de Riemann (veja Figura 17). Observando

R .

N
7
>

l y = f(x)
|
|
|
|
i
i
|
I
e

‘I Xg Xg
a { ) \ [} 3-’3' Xy s . I : ) Cs Cof b
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Figura 17 — Soma de Riemann

Fonte: (LEITHOLD, 1994)

a funcgao f, conforme ilustrado na Figura 17, quando os valores de f(c¢;) forem negativos,
o valor f(¢;)(x; — x;_1) serd negativo, representando o valor negativo da érea do retangulo.
Neste caso, uma interpretagdo geométrica da Soma de Riemann é a soma das medidas das
areas que estao acima do eixo x com os negativos das medidas das area dos retangulos

que estao abaixo do eixo .

Agora, se passarmos a refinar o tamanho desses intervalos z; — x;_1, tdo pequenos
quanto quisermos, tal que a norma da particdo tenda a zero, a soma das areas dos
retangulos de Riemann tenderd a um limite, e este por sua vez, serd numericamente igual
a area sob a curva do grafico de f (veja Figura 18). Denotando x; — x;_1 = A;x, podemos

enunciar a seguinte definicao:

Definigao 2.3.6. Seja f uma fungdo definida no intervalo fechado [a,b]. Entao f serd
integravel em [a,b] se existir um nimero I satisfazendo a sequinte condi¢cao: para todo
e > 0, existe um § > 0 tal que toda particao P, tal que ||P|| < §, com ¢; no intervalo
fechado [x;_1,x;], i = 1,2,...,n, temos

n

> o fle)diw—1T

=1

<e,
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Figura 18 — Soma de Riemann

Fonte: (LEITHOLD, 1994)

que denotaremos por
n

lim 3 f(c;)(Asw) =1

1P]-50 5

Teorema 2.3.7. Toda fungao continua f:[a,b] — R € integravel.

Demonstragao: Dado € > 0, por f ser continua no intervalo fechado [a, b], existe
6 >0, tal que se z, y € [a,b], |[v —y| < ¢ entdo |f(z) — f(y)| < 7% Seja P uma particao
de [a,b] cujos intervalos tem todos comprimentos menores que §. Em todo intervalo
[cic1 — ¢;] de P, exitem x;, y;, tais que m; é o infimo de f(z;) no intervalo [¢;_; — ¢;]
e M; é o supremo de f(y;) no intervalo [c;_1 — ¢;], de onde M; —m; < 3. Portanto
S (M;—m;) - (¢; —ci—1) < €, e pela defini¢do 2.3.6 f ¢ integravel. Para mais detalhes sobre

esta demonstragao, veja Neto (2022), pagina 214.

2

Exemplo 2.3.8. Seja f uma fungao polinomial, definida por f(x) = x*, vamos utilizar

Soma de Riemann para estimar a drea sob o grifico, no intervalo [0,1].

No intervalo [0,1], seja P = {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1} uma partigdo equiespagada
com Az = 0,25, com os seguintes subintervalos: [0;0,25], [0, 25;0, 5], [0,5;0,75], [0, 75; 1].
Escolhendo ¢; como o menor valor em cada subintervalo, temos:

znj fe) Az = 0%.(0,25) + (0,25)2.(0,25) + (0,5)%.(0,25) + (0,75)2.(0, 25)

n

Zf(ci)Aia: =0,218

i=1
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Agora escolheremos ¢; como o maior dos valores em cada subintervalo.

Xn: fe) A = (0,25)2.(0,25) + (0,5)2.(0,25) + (0,75)%.(0,25) + (1)%.(0, 25)

=1

i=1
Logo a area da regiao sob a curva do grafico de f varia entre os valores 0,218 e 0,468.
Se aumentarmos o nimero de subintervalos, com se pode observar na tabela 5 abaixo,
observamos que os valores a esquerda e a direita se aproximam de 0,333 (observe também
as Figuras 18, 19, 20, 21, 22 e 23).

Subintervalos | Soma a esquerda | Soma a direita
10 0,2850000 0,3850000
20 0,3087500 0,3587500
30 0,3168519 0,3501852
50 0,3234000 0,3434000
100 0,3283500 0,3383500
1000 0,3328335 0,3338335

Tabela 5 — Aproximagao a esquerda e a direita

Figura 19 — Subintervalos = 10 Figura 20 — Subintervalos = 20

Fonte: O Autor (2023) Fonte: O Autor (2023)

O simbolo

letra S maitscula, o que é apropriado, pois a integral definida é o limite de uma soma.

¢ chamado sinal de integracao. O sinal de integragao se assemelha a

Tanto a integral definida quanto a indefinida possuem o mesmo simbolo. Portanto se f for

uma fungao definida no intervalo fechado [a, b], entao a integral definida de f de a até b,

b
representada por / f(z)dz, serd dada por:
a

/:f(x)dx = lim S fle) A

|Pll=0 =
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flz)=2" f(z) = z?
. ZZ . tz‘l
Figura 21 — Subintervalos = 30 Figura 22 — Subintervalos = 50
Fonte: O Autor (2023) Fonte: O Autor (2023)
‘ f@) =a* ”
Figura 23 — Subintervalos = 100 Figura 24 — Subintervalos = 1000
Fonte: O Autor (2023) Fonte: O Autor (2023)

Esta comparagao nos permite abstrair algumas coisas interessantes, a saber, f(z)
b

sendo considerado como a altura do retangulo, dr a base e / o limite das somas das
dreas dos retangulos (LEITHOLD, 1994). ‘

A proxima secao tratard das conicas. O estudo de suas defini¢bes e propriedades
(principalmente a reflexiva), terdo grande importancia na construgdao de instrumentos de

observacao astronémica, como se vera no capitulo 3.

2.4 Geometria Analitica - Conicas

Para os antigos gregos, as conicas eram curvas geradas ou encontradas, na intersec-

¢ao de um plano que atravessa um cone. Ampliando essa perspectiva, temos que cOnicas
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sao figuras geométricas obtidas a partir da seccdo de um plano com um cone duplo. Seja
C' o cone obtido na rotacio da reta r ao redor do ponto O. Dado um plano 7 C R3, temos
duas possibilidades, ou O € 7 ou O ¢ 7. Em ambos os casos, a interse¢do do cone C' com
o plano 7 determina uma conica. No caso em que O € 7, a cOnica é degenerada e pode
ser uma reta, um par de retas, ou um ponto (veja Figura 25). No caso em que O ¢ 7, a

cOnica é suave e pode ser uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole (veja Figura 26).

par de retas
Figura 25 — Conicas Degeneradas

Fonte: O Autor (2023)

U5

parébola elipse hipérbole
Figura 26 — Conicas Nao Degeneradas

Fonte: O Autor (2023)

A geometria grega, apesar do seu brilhantismo, ndo tinha operacionalidade. E isto
s6 vai acontecer com a Algebra7 como principio unificador. A sistematiza¢ao aconteceria
no século XVII, quando algebra e geometria se complementariam, criando a geometria
analitica. Na geometria analitica, as se¢des conicas sao definidas como lugares geométricos,
um conjunto de pontos que verificam uma certa propriedade. Com isso, elas ganharam
uma expressao algébrica, ampliando ainda mais sua importancia e aplicabilidade. Para
uma consideracao desse processo histérico, desde a percepc¢ao intuitiva das conicas pelos
gregos até a geometria analitica, veja Quintas (2018). Em nossas definigoes, propriedades

e aplicagoes passaremos a utilizar a geometria analitica.

2.4.1 Elipse

Uma elipse é o conjunto de pontos em um plano cuja soma das distancias a dois

pontos fixos I} e F, é uma constante. Esses dois pontos sao chamados focos. Para obter a
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equagao mais simples para uma elipse, colocamos os focos no eixo x de um plano cartesiano,

tal que F} = (—¢,0) e Fy = (¢,0) como na Figura 27. Seja 2a > 0, a soma das distancias

Figura 27 — Elipse e seus elementos

Fonte: O Autor (2023)

a partir de um ponto na elipse até os focos. Entao, se P(z,y) é um ponto na elipse temos
que d(P, Fy) + d(P, Fy) = 2a, isto é:

\/(:c+c)2+y2+\/(x—c)2+y2 = 2a
(x+e)2+y?2 = 2a—/(x—c)?+y?

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

2+ 2xc+ A4y = 4a® —4da/(v — )2 +y? + 2 — 2xc + A + P
dar/(x — )2 +y? = 4a® —dex

af(x—c)P4+y? = a®—cx

Elevamos ao quadrado novamente, obtemos:

a?(z? = 2zc+ A+ y?) = a'—2d’cx + *a?
a’.x? + a?(—2zc) + a*.c* + a*y* = a*+ a®.(—2cx) + Ax2?
a?.x® + a?.c* + a2.y2 = a* + 22?
a’x? — A2t +a’y? = at—a’.c?
(a* = A)r? + a*y* = a*(a® — A)

Aplicando a desigualdade triangular no tridngulo F} F5 P, vemos que 2¢ < 2a, assim ¢ < a

2

e, portanto, a®> — ¢ > 0. Por conveniéncia, seja b*> = a? — ¢?. Entdo a equacao da elipse

torna-se b?z? + a?y? = a?b?, ou se ambos os lados forem divididos por a?b?, temos:

@ ¥
a2 b2
Como b? = a®? — ® < a?, segue que b < a. Para y = 0 temos * = —a ou x = +a. Os

pontos correspondentes (a,0) e (—a,0) sdo chamados de vértices, e o segmento de reta
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-6

Figura 28 — Elipse com focos no eixo y

Fonte: O Autor (2023)

que une os vértices é dito eixo principal. Os outros dois vértices da elipse, (0,b) e (0, —b),

sao encontrados quando fazemos = = 0, dessa forma y = —b ou y = +b.

A equagao da Elipse nao muda se x for trocado por —x ou y for trocado por —y,
logo, a elipse é simétrica em relagao a ambos os eixos. Note que, se os focos coincidirem,
entdo ¢ =0, a = b e a elipse torna-se um circulo com raio r = a = b. Se os focos de uma
elipse estiverem localizadas no eixo y em {(0, ¢), (0, —c)}, entdo podemos encontrar sua

equagao trocando x e y conforme a Figura 28.

2.4.2 Parabola

Uma parabola é o conjunto de pontos em um plano cujas distdncias a um ponto fixo
F', denominada foco, e a uma reta fixa chamada diretriz, sdo iguais. A distancia do foco a
diretriz se chama parametro. O vértice da pardbola se encontra no ponto médio entre o
foco e a diretriz. Obteremos uma equacao particularmente simples para uma parabola, se
colocarmos o vértice na origem O e sua diretriz paralela ao eixo x, como na Figura 29.
Se o foco F' for o ponto (0, p), entdo a diretriz tem a equagao y = —p. Se P(x,y) for um

ponto qualquer na parabola, entdao a distancia de P até o foco é

d(P,F) =\/z2+ (y — p)>.
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Op)
(xy)

Figura 29 — Eixo em y

Fonte: O Autor (2023)

A distancia de P a diretriz pode ser calculada pela expressao

_awo + by + 0+ ¢

onde a, b e ¢ sdo os coeficientes da equagao da reta diretriz na forma geral, com x( e

d(P,r)

Yo, como as coordenadas do ponto P (para uma demonstracao desta férmula veja Silva
(2013b)). A equacao da reta diretriz na forma geral é y+p =0, onde,a =0,b=1e c = p.

Logo temos:

0.2 + 1.y + p
d(P,7) =
(Br) V0?2 +12
d(P,r) = |y +p

Fazendo d(P, F) = d(p, ), temos:

Va2 4+ (y —p)? = |y +pl

Obtemos uma equacao equivalente elevando ambos membros ao quadrado:
2+ (y—p)?=ly+p

2 +y’ = 2yp+p? = y* + 2yp + p?
x? = dyp
Se o foco da parabola for (p,0) e diretriz x = —p, onde p > 0, obteremos a equagao
y* = 4pz. Quando o vértice se encontra no ponto (h, k) e a diretriz é paralela ao eixo OX,

a equacdo da pardbola é (z — h)? = 4p(y — k). Caso a diretriz seja paralela ao eixo OY,
temos (y — h)? = 4p(x — k)? (veja Figura 30).

Uma importante propriedade da parabola pode ser provada matematicamente.

Trata-se da propriedade reflexiva da parabola. Quando um raio incide sobre uma superficie
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Figura 30 — Eixo em x

Fonte: O Autor (2023)

refletora plana, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo (NETTO, 2015). Neste
contexto, a superficie parabdlica pode ser substituida pela parabola que é a intersecao
dessa superficie com o plano que contém o raio incidente, o raio refletido e o eixo de
rotacao (igual ao eixo da pardbola). O dngulo refletido tem a mesma medida do dngulo
de incidéncia em relagdo a uma reta normal, perpendicular a reta tangente no ponto de
incidéncia. A tangente de uma parabola no ponto P, é a reta que tem em comum com a
parabola esse tinico ponto P e tal que todos os demais pontos da parabola estao do mesmo

lado dessa reta. Sobre isso temos o seguinte teorema:

Teorema 2.4.1. Se a pardbola é o grdfico da funcio f(r) = ax® + bx + ¢, sua tangente
no ponto P = (xg, o), onde yy = axg + bxg + ¢, € a reta que passa por esse ponto e tem

inclinacao 2axqg + b.

Geometricamente, supondo a > 0, vamos provar que para todo x # xy, entao
az? 4+ bxr + ¢ > axd + brg + ¢ + (2axg + b)(x — ), onde (2axg + b)(z — zo) = y1 (veja
Figura 31).

Demonstracao:
az® + bz + ¢ — [a(xo)® + by + ¢ + (2awo + b) (2 — x0)]
= ax® + bx + ¢ — [a(x)? + brg + ¢ + 2az0z + b — 2a(70)* — bag)
= az® — a(x)? — 2axox + 2a(wp)?
= az® — 2azoz + a(xg)?
= a(r —20)? >0
Note que o termo (x — z)? sempre serd positivo. Para que se tenha (x — z0)? = 0,

entao r = xp. Concluimos neste caso que o ponto (xg, ) é o Ginico comum entre a

parabola e a reta tangente e todos os outros pontos da parabola estarao apenas em um
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S . (@, ax” + bz +c)

oo e —— (@ Yo+ (2awo + b) (@ — 20))

1 (o, a.:l:(]2 + bxo+ ¢ )

Figura 31 — Tangente em (¢, yo)

Fonte: O Autor (2023)

semiplano delimitado pela reta tangente. Logo esta reta é tangente a pardbola neste ponto.
Mesmo na situacao em que a < 0 teriamos todos os pontos da parabola no semiplano
abaixo da reta tangente. Uma vez bem definida a tangente, vemos que apesar de todas
as retas paralelas ao eixo de simetria de uma parabola ter apenas um ponto em comum
com ela, elas nao sao tangentes, pois ha pontos da parabola em ambos semiplanos por ela
determinados (veja Figura 32).

Figura 32 — Retas paralelas ao eixo y

Fonte: O Autor (2023)

Considerando a pardbola sendo o grafico da fungao f(x) = ax?® + bz + ¢, tome
P(z,y) um ponto pertencente a pardbola. Vamos calcular a inclinagao da reta F'Q) que
une o foco F' ao ponto @), pé da perpendicular baixada de P sobre a diretriz d (veja Figura

33). Caso P seja vértice da pardbola, logo P = (—i, 0), dai a o coeficiente angular da
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Figura 33 — reflexdo da parabola

Fonte: O Autor (2023)

reta tangente no ponto P seria:

b
m=2axr+b = m:2a(—2—)+b = m=-b+b = m=0
a

Entao a reta F'Q) seria horizontal. Sendo as coordenadas do Foco F' = (m, k + ﬁ)
e Q= (z,k— i) onde m = —% e k é a ordenada do vértice da parabola, caso P nao seja
vértice da parabola, F'Q) terd a seguinte inclinagao:

1 1
k=i (ki)

tan(FQ) = ——
tan(FQ) = —%.x_(i%)
tan(FQ) = _4%‘@4:%)
n(FQ) = 3 cobe
ran(FQ) = 4 325)
tan(FQ) = 2aa1:+b

Com isso concluimos que F'QQ e PT' sao perpendiculares, pois a tangente de F'() é
o oposto do inverso da tangente de PT’. Sendo o AF PQ is6sceles, o AFPT" = AQPT’
pelo caso especial Cateto Hipotenusa. Entao F PT = QﬁT’ , e como APT é angulo
oposto pelo vértice com QPT’, o angulo FPT' = APT (veja Figura 33). Este argumento
matematico é bem mais forte, pois comprova que o dngulo de incidéncia em um ponto

tangente a uma parabola é igual ao dngulo de reflexdo (LIMA, 2011).
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2.4.3 Hipérbole

Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos em um plano cujo moédulo da
diferenga entre as distancias a dois pontos Fy e Fy (os focos), é uma constante 2a > 0. Se
P(z,y) é um ponto da hipérbole, devemos ter |d(P, F'1) — d(P, F'2)| = 2a. Essa definigao

¢ ilustrada na Figura 34:

P(x.y)

Fi(—c,0) 0

Figura 34 — Elementos da Hipérbole

Fonte: O Autor (2023)

A obtengao da equagao da hipérbole quando os focos estao sobre o eixo x é andloga
a obtencao dada anteriormente para uma elipse. Assim, se a hipérbole tem os focos
{(=¢,0),(0,+c)} e |[d(P, F1) — d(P, F2)| = 2a, considerando d(P, F'1) > d(P, F2), temos

que:

Va2 +y?— (@ —c2+y?=2a
(x+¢)?+y?=2a+/(z —c)? +y%

Elevando ambos os membros ao quadrado temos:

2+ 2xc+ A 4 y* = 4a® + day/(x — )2 +y2 + 2% — 2wc + P 49

dar/ (v — €)% + 92 = dex — 4a?

ar/(z — )2 +y? = cx — a’.

Elevamos ao quadrado novamente, obtemos:
a®(2? — 2zc+ A +y?) = a* — 2d%cx + Pa?
a’r? + a*(—2xc) + a’c + a*y? = a* + a*(—2cx) + Fa?
a*z? + a*c® + a®y® = a* + *a?
a’x? — Aa® + a2y2 =a* — a*c?

(a® — )a? + a’y* = a*(a® — ).
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Aplicando a desigualdade triangular no triangulo F; Fy P, vemos que 2¢ > 2a, assim

¢ > a e, portanto, ¢ — a® > 0. Por conveniéncia, seja b? = ¢* — a?, entdo —b*> = a?® — 2.

Dai segue que:
(=bH)2® + a’y* = a*(—b?)

Dividindo os membros da equaciao por —a?b?, temos

2 2

a’>  b?
Os pontos (a,0) e (—a,0) sdo os vértices da hipérbole. A partir da equagdo acima
vemos que a hipérbole é simétrica em relagao a ambos os eixos, pois se trocarmos x por

—x ou y por —y, a equacao nao se altera, e obtemos também:

x
—>1
a? —

Isso mostra que x> a2, assim |:17] = vx2 > a. Portanto temos z > a ou z < —a.
Isso significa que a hipérbole consiste em duas partes, chamadas ramos. Tais ramos se

aproximam das assintotas y = :I:ga:, isto ¢, eles chegam arbitrariamente préximos das

assintotas, conforme Figura 35.

Figura 35 — Assintotas com focos no eixo x

Fonte: O Autor (2023)

Se os focos da hipérbole estiverem sobre o eixo y obtemos a equacao:

2 2
v_r _q
a? b2
De onde temos y > a ou y < —a. Seus focos sao (0,¢) e (0,—c), onde ¢* = a® + b?, os

pontos (0,a) e (0, —a) seus vértices e y = £(%)x, suas assintotas, como ilustrado na Figura

b
36.
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(0.2)

Figura 36 — Assintotas com focos no eixo y

Fonte: O Autor (2023)

Assim como no caso da parabola, a hipérbole tem uma notavel propriedade reflexiva.
A partir de um ponto qualquer podemos tragar um segmento de reta dirigido a um dos
focos da hipérbole. Este segmento encontra o correspondente ramo da hipérbole num
ponto, e se a partir deste tracarmos outro segmento que faga com a curva um angulo igual
ao do primeiro segmento, o segundo segmento passa pelo outro foco (veja Figura 37). Para

a demonstragao desta propriedade veja Silva (2013a), pagina 49.

Figura 37 — Propriedade reflexiva da hipérbole

Fonte: O Autor (2023)

2.5 Geometria Plana - Trigonometria

Vamos definir as razoes trigonométricas do angulo agudo. Dado um angulo agudo
XOY = «, toma-se por construgao um ponto P qualquer do lado OY e traca-se a

perpendicular PA ao lado OX, obtendo o triangulo retangulo OAP, retangulo em A.

Definicao 2.5.1. As razoes trigonométricas associadas ao angulo o sao:
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Figura 38 — Trigonometria

Fonte: o Autor (2023)

: - : _ AP
i. Seno do dngulo XOY : sena = 55

1. Cosseno do angulo XOY : cosa = %

AP
OA

111. Tangente do angulo XOY : tana =
As razdes trigonométricas mais conhecidas e utilizadas sao as de angulos agudos

(A < 90°). Em algumas situagoes envolvendo célculos de distancias por meio da medida
de angulos, existe a necessidade de utilizarmos razoes de dngulos obtusos (90° < A <
180°). Para definir as razoes trigonométricas para dngulos obtusos, utilizaremos o ciclo

trigonométrico.

No plano cartesiano, o ciclo trigonométrico é o circulo YT, centrado na origem
0(0,0), com raio unitario de comprimento 2w (NETO, 2013). Inserindo o tridngulo OAP
da definicao 2.5.1 na circunferéncia Y, cada vértice estara associado a um par ordenado
(x,y). Assim O(0,0), A(z,0) e P(z,y). A partir do angulo suplementar de «, temos no
segundo quadrante o tridngulo OA’P’, reto em A’, e simétrico de OAP (veja a Figura 39).
Da mesma maneira, o tridngulo OA’ P’ tem cada vértice associado a um par ordenado, de
modo que, O(0,0), A'(—z,0) e P'(—z,y).

Em relagao as definigdes de Seno e Cosseno (2.5.1) e como o raio de T é unitério,

temos: AP
seno = OP — sena = AP

OA
cosq = op — sena = 0OA

Da mesma maneira, para 180° — «, temos:

! D/

OP’

sen(180° — a) = — sen(180° —a) = A'P'
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AV

A o A

Figura 39 — Ciclo Trigonométrico

Fonte: o Autor (2023)

cos(180° — a) = 8?/ — cos(180° — a) = OA’

Assim os valores de Seno e Cosseno serao numericamente iguais aos valores de projecoes

nos eixos cartesianos y e x respectivamente. Isso nos leva a seguinte definicao:

Definicao 2.5.2. O seno de um angulo obtuso é igual ao seno do suplemento desse angulo.

O cosseno de um angulo obtuso é o oposto do cosseno do suplemento desse angulo.
sena = sen(180° — «)

cosa = —cos(180° — «)

Podera encontrar mais detalhes referente a esta definicdo em Neto (2013).

2.5.1 Lei dos cossenos

A Lei dos Cossenos é uma relacao muito util que envolve os trés lados do triangulo
e o cosseno de um dos angulos. Podemos enuncia-la como: o quadrado de um dos lados do
triangulo é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto

desses dois lados pelo cosseno do angulo formado entre eles.

Para demonstra-la considere um tridngulo ABC, acutangulo, ou seja, com todos
os angulos internos menores que 90°. Seja A <90° 0 angulo escolhido, e D a projecao do
vértice B sobre a reta AC' (veja a Figura 40). Sejam AB = ¢, AC = b e BC = a. Como



Capitulo 2. Topicos de matemadtica 67

[
[
|
L

|

|
4 & B C
b

Figura 40 — Lei dos Cossenos - Triangulo Acutangulo

Fonte: o Autor (2023)

A < 90° entdo D esté na semirreta AC. Seja AD = x. Assim DC = |b— z|. No tridngulo

BDC' o teorema de Pitagoras fornece:

a®> = h*+[b—xf?
a? = h®+b%>+ 22— 2bz.

No tridngulo BDA temos, pelo mesmo teorema, h? = ¢ — x?. Substituindo ficamos com:

a? = -2+ 422 -2
a> = b2+ —2bx.

Entretanto, em qualquer uma das Figuras tem-se £ = cosA ou seja, ¥ = c - cosA.

Substituindo esse valor de x na tltima relacdo encontramos a? = b? + ¢? — 2bc - cosA

Agora considere o tridngulo ABC, obtusangulo, ou seja, contendo um angulo
interno maior que 90° e menor que 180°. Seja D a projecao do vértice B sobre a reta AC.

Neste caso, D estd na semirreta oposta a semirreta AC (veja a Figura 41). Como no caso

Figura 41 — Lei dos cossenos - Triangulo Obtusangulo

Fonte: o Autor (2023)

anterior, AD = x e 6 = 180° — fl, o angulo externo de ABC'. A aplicacao do teorema de

Pitagoras no triangulo BDC, temos:
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a® = h*+b* + 2% + 2bx (i)

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo BD A, temos:
c? = h?+ 22
Substituindo h? + z* em (i), temos:

a’> =b* + % + 2bx.

Porém, neste caso, cost) = % e, consequentemente, cosA = —%, ou seja, v = —c - cosA.

Substituindo na relacio anterior ficamos com a® = 0% + ¢ + 2b(—c - cosA), ou seja,
a?=b+ct— 2bc-cosfl, que coincide exatamente com a relagao para triangulos acutangulos
(ALMEIDA, 2023).

2.5.2 Lei dos Senos

Com a lei dos Senos, sera possivel determinar a medida de um lado desconhecido
de um triangulo qualquer, uma vez que saibamos o valor do angulo oposto a este lado, e
de outro angulo com seu respectivo lado oposto. Sera possivel também calcular a medida
de um angulo, se soubermos o valor de seu lado oposto, junto com a medida de outro

angulo e seu respectivo lado oposto.

Podemos enunciar melhor esta relacdo como: a razao entre um lado do triangulo e
o seno do dngulo oposto é igual ao didmetro da circunferéncia circunscrita (PRECIOSO,
2023). A Figura 42 mostra o tridngulo ABC, com lados a, b e ¢, inscrito em uma
circunferéncia de raio R. Tracamos o diametro BD. Assim, o angulo BCD é reto e os
angulos BAC e BDC possuem a mesma medida, pois subtendem o mesmo arco BC'.

O seno do angulo BDC é igual a g—c = %. Entao, senA = = 2R.

D 2R

a

3p» OU seja

_a
) senA

A

B a C

Figura 42 — Lei dos Senos

Fonte: o Autor (2023)
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Esta relagao mostra que a razao entre um lado do triangulo e o seno do angulo oposto
¢ igual ao didmetro da circunferéncia circunscrita e, naturalmente, essa relagao vale

qualquer que seja o lado escolhido. A Lei dos Senos no tridngulo ABC é escrita assim:

e — b — _<¢_ —9R onde R é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo
senA senB senC' ’
ABC.

2.6  Geometria Esférica

O Plano Celeste é considerado uma esfera de raio infinito, tendo o observador
na Terra em seu centro. Uma vez que o planeta Terra é um elipsoide quase esférico e
levemente achatado nos polos, entendemos que a geometria plana nao contém os elementos
necessarios que nos ajudem a compreender o plano celeste. Por isso precisamos de uma
geometria nao euclidiana, a geometria esférica (BEZERRA, 2019). Seguem suas principais

definigoes.

Figura 43 — Esfera

Fonte: (BEZERRA, 2019)

Definicao 2.6.1. Esfera de centro O de raio r > 0 € o conjunto dos pontos P do espaco,

tais que, a distincia entre O e P seja menor ou igual do que r, isto é, d(O, P) <.

Definicao 2.6.2. Superficie Esférica: Chama-se superficie esférica de centro O e raio r

ao conjunto dos pontos P do espago, tais que, a distancia entre O e P seja igual a r, isto

¢, d(0,P)=r.

Definicdo 2.6.3. Diametro da superficie esférica: E o segmento de reta que contém o

centro da esfera e cujos extremos pertencem a superficie esférica.

Definicao 2.6.4. Circulo mdzimo: A intersecio de uma superficie esférica com um plano
passando pelo seu centro é uma circunferéncia de mesmo centro e mesmo raio, que é o

raio da superficie esférica.
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Figura 44 — Superficie Esférica

Fonte: (BEZERRA, 2019)

paralelo

equador meridiano

polo

Figura 45 — Elementos da Esfera

Fonte: (BEZERRA, 2019)

Definicao 2.6.5. Elementos notdveis da superficie esférica:

e Fizo: é qualquer reta que contém o centro O.

e Polos: sao os pontos de intersecao do eixo com a superficie esférica.

e Paralelo: € a circunferéncia cujo plano é perpendicular ao eizo.

e Fquador: é a circunferéncia maxima cujo plano é perpendicular ao eizo.

o Meridiano: é uma semicircunferéncia maxima cujo plano contém o eizo e liga os

polos.
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Figura 46 — Angulo Esférico

Fonte: (BEZERRA, 2019)

Definicao 2.6.6. Angulo esférico: € o angulo formado por dois arcos de circunferéncias
maximas; quando dois arcos de circunferéncia mdxima se intersectam, o angulo o formado

por esses dois arcos é o angulo entre as semirretas tangentes a esses arcos.

Definicao 2.6.7. Geodésica: ¢ a curva, contida na superficie esférica, que minimiza
a distancia entre dois pontos distintos. Ou seja, é o comprimento do menor arco de

circunferéncia mdxima que passa por dois pontos.

Figura 47 — Geodésica

Fonte: (BEZERRA, 2019)

Definicao 2.6.8. Fuso Esférico: é a regiao da superficie esférica compreendida entre dois
meridianos. Esses meridianos possuem dois pontos em comum, diametralmente opostos,

que sao os vértices do fuso e os meridianos sao os lados do fuso.
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Figura 48 — Fuso Esférico

Fonte: (BEZERRA, 2019)

Definicao 2.6.9. Triangulo Esférico: é a superficie limitada por trés arcos de circun-
feréncias mdximas, contida em algum hemisfério, sendo estes arcos menores que uma

semicircunferéncia mdxima.

Figura 49 — Triangulo Esférico

Fonte: (BEZERRA, 2019)

Dois circulos maximos determinam dois fusos diametralmente opostos em uma
esfera. A geodésica é um conceito muito importante na geometria esférica. Se na geometria
euclidiana a menor distancia entre dois pontos no plano é uma segmento de reta, na

geometria esférica esse papel é da geodésica.
Sobre os tridngulos esféricos podemos relacionar as seguintes propriedades:
o A soma dos dngulos de um triangulo esférico é sempre maior que 180° e menor do

que 540° e nao é constante, dependendo do tridngulo. De fato, o excesso a 180° é

diretamente proporcional a area do triangulo.



Capitulo 2. Topicos de matemadtica 73

o A soma dos lados de um triangulos esférico é maior do que zero e menor do que 180°.
e Os lados maiores estao opostos aos angulos maiores no triangulo.

o A soma de dois lados do triangulo é sempre maior do que o terceiro lado, e a diferenca

é sempre menor.

o Cada um dos lados do tridngulo é menor do que 180° e isso se aplica também aos

angulos.

2.6.1 Trigonometria Esférica

Na geometria esférica ndao basta apenas conhecer dois angulos de um tridngulo
para se determinar o terceiro, como ocorre na geometria plana. Para isso se faz necessario
conhecer no minimo trés elementos: ou trés angulos, ou trés lados, ou dois lados e um
dngulo, ou um angulo e dois lados (KEPLER, 2018b).

/ = Hx‘\ #"\\
I,-If E \A’/, = N
{ A A
X
I'x\ /{- 3 E}"-. #// |
."‘-L_‘ 2 I by € __---'J"-J':.. :
X b f"/

Figura 50 — Triangulo Esférico

Fonte: (SARAIVA, 2012)

Na Figura 50 os lados do triangulo esférico ABC sao arcos de circulos méximos da
esfera. Utilizamos letras maitsculas (A, B e C) para os d&ngulos internos e letras mintisculas
(a, b e ¢) para os lados. Seja ABC' um tridngulo esférico como na Figura 51, chamando
os lados BC de a, CA de be AB de ¢. O lado a mede o angulo BOC' subentendido no
centro da esfera O pelo arco de grande circulo BC. Similarmente, b é medido pelo dngulo
AOC e ¢ pelo angulo AOB.

Seja AD a tangente em A do grande circulo AB e AE a tangente em A do grande
circulo AC'. Neste caso, a reta OA é perpendicular a AD e AE. Por construgao, AD
estd no plano do grande circulo AB. Portanto, estendendo a reta OB, ela interceptara

a tangente AD no ponto D. Observe ainda que OC' interceptara a tangente AE em F.
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Figura 51 — Triangulo Esférico

Fonte: (SARAIVA, 2012)

O angulo esférico BAC' é definido como o angulo entre as tangentes, em A, aos grandes
circulos AB e AC. Logo, BAC' = DAFE (dngulo plano), e chamamos de A.

No triangulo plano OAD, o angulo OAD 6 90° (o angulo reto estd no meio do
nome do tridngulo) e o dngulo plano AOD é ideéntico ao angulo AOB, que chamamos de

c. Lembrando que:
AD = OA - tan(c)

OD = OA - sec(c)

Do triangulo plano OAE podemos deduzir:
AE = OA - tan(b)

OF = OA - sec(b)

E do tridangulo plano DAFE temos:
DE® = AD? + AE* — 2AD - AE - cosA
DE? = OA*tan®(c) 4 tan®(b) — 2tan(b) - tan(c) - cosA]
Do triangulo plano DOE:
DE? = OD? + OE* — 20D - OE - cosO
Como DOFE = BOC' = a,
DE? = OA*[sec?(c) + sec?(b) — 2sec(b) - sec(c) - cos(a)]
das quais obtemos

sec?(c) + sec®(b) — 2sec(b) - sec(c) - cos(a) = tan®(c) + tan®(b) — 2tan(b) - tan(c) - cosA
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Como:
sec(c) = 1+ tan*(c)

sec®(b) = 1 + tan®(b)

Entao:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cosA
Assim obtemos uma férmula trigonométrica que relaciona o angulo esférico A com trés de

seus lados a, b e c. Esta férmula foi deduzida a partir da lei dos cossenos.

Podemos também deduzir com a lei dos senos. Considerando o triangulo esférico
ABC da Figura 52, dos triangulos retangulos planos APM e OM A, que compartilham o
lado AM, temos que:

AP
AM = OA . 8671(0) = m
Temos ainda que, os tridngulos planos ONA e APN, compartilham o lado AN. Dai:
AP
AN = OA. =
OA.sen(b) sen(C)
AP
— . B) = .
OA sen(c) - sen(B) = sen(b) - sen(C)

sen(b) _ sen(c)
sen(B)  sen(C)

A mesma igualdade vale para a razao j:g((j)) Esta entao é a lei dos senos no tridngulo
esférico:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Figura 52 — Triangulo Esférico

Fonte: (SANTTAGO, 2012)
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3 Matematica e Astronomia

Nesta secao, abordaremos temas especificos em astronomia com aplicagoes matema-
ticas. Ela tera um carater mais interdisciplinar onde apresentaremos sugestoes praticas a
serem aplicadas em sala de aula. Iniciaremos com uma explanacao sobre uma caracteristica
do calendario do mundo ocidental, a saber, o ano bissexto. Veremos como o Algoritmo
de Zeller nos ajuda a determinar o dia da semana de uma data especifica. A seguir, uma
importante aplicacao do Calculo Diferencial e Integral ao se determinar a trajetéria de um
planeta. Também abordaremos aplicacoes de geometria plana na construcao do Relégio do
Sol. Destacaremos como o estudo das conicas esta presente na construcao de instrumentos
de observagao astronomica. Por fim, vamos entender a aplicacao da geometria esférica no

processo de mapeamento do céu noturno.

3.1 Datas do Calendario e o Algoritmo de Zeller

O Algoritmo de Zeller, que foi descoberto pelo matematico alemao Julius Christian
Johannes Zeller (1822 - 1899), tem como objetivo principal descobrir qual é o dia da
semana correspondente a uma determinada data do passado ou do futuro. Uma data
(d,m, A) serd constituida por trés nimeros, onde d representa o dia, m representa o més e
A representa o ano. Para iniciarmos a construc¢ao do algoritmo, determinaremos algumas

adaptagoes:
« 0 algoritmo tera validade a partir do ano 1601;
o precisaremos determinar a quantidade de anos bissextos desde 1600;

e colocaremos os meses de janeiro e fevereiro no final do ano, portanto adotaremos
margo como o primeiro més. Por exemplo: 11 de setembro de 2001 sera representado por
(11,07,2001).

O ano bissexto possui 366 dias e foi instituido pelo Papa Gregério em 24 de fevereiro
de 1582, com o objetivo de corrigir 10 dias entre o calendario Juliano (criado por Julio
Cézar em 46 a.C.) e o calendério solar. No calendario Juliano o ano era estimado em
365,25 dias. Mas mesmo esta aproximacao nao € exata, e como consequéncia temos um
dia a menos a cada 128 anos. Em contra partida a cada 128 anos o calendario Gregoriano
se adianta em 1 dia. Para resolver este problema, e assim tentar uma aproximagao em
relacdo ao ano sideral, decidiu-se eliminar alguns anos bissextos. S6 seriam bissextos os

anos centendrios que fossem divididos por 400. (HEFEZ, 2016)

Proposicao 3.1.1. Considerando a validade do algoritmo de Zeller a partir de 1601, para
o intervalo [1600, A], tem-se que:
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7

i. 0 numero de anos maultiplos de j ¢

4

oRe

71. 0 numero de anos centendrios que nao sao bissextos é

o

11. 0 numero de anos bissextos €

B

Demonstracao:

-l

A
— | —] —12.
[4001
Al A
100 400

] — 388.

i. Pelo Corolario 2.1.10, podemos determinar o numero de multiplos de 4 para o

o122

A

intervalo ]1600,A], como segue:

4w

ii. O nuimero de anos centenarios desde o ano de 1601 até o ano A é dado por:

Lﬁ)] - [mo

1600

e o niamero de anos centenarios bissextos do ano 1601 ao ano A é dado por

L&] - Loo

1600

(b)

Subtraindo (a) de (b) temos o ntimero de anos centendrios que ndo sio bissextos:

EREREE

o]
i) -

)

A [1600]
400 |
_ [1600] , [1600]
100 | ' | 400 |
A
| —16+4
[400] 0+
A
— || -12
Loo]

)
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iii. Por fim para obtermos o nimero de anos bissextos B basta fazer 7 - ii:

o-[i]-en- (- [4]-

SOREE

Para os meses, temos um problema quanto a padronizacao, pois olhando um
calendério é facil perceber que os meses nao tem todos o mesmo niimero de dias. Os meses
de Janeiro, Marco, Maio, Julho, Agosto, Outubro e Dezembro tém 31 dias, enquanto que
os meses de Abril, Junho, Setembro e Novembro possuem 30 dias. O més de fevereiro
terda 28 dias, e em anos bissextos tera 29 dias. Esse motivo explica porque enumeramos os

meses comegando em Marco e terminando em Fevereiro. (veja tabela 6)

Tabela 6 — Enumeracao dos meses

meés numero
Marco 1
Abril 2
Maio 3
Junho 4
Julho 5
Agosto 6
Setembro 7
Outubro 8
Novembro 9
Dezembro 10
Janeiro 11
Fevereiro 12

Fonte: O Autor (2023)

Seja S o dia da semana em fungao da data (d,m, A), entdo S(d, m, A) relacionard
o dia da semana com uma posicdo numérica, conforme Tabela 7. Por isso é preciso
determinar uma férmula para achar o dia da semana do primeiro dia do més de marco, a
saber, (1,1,A). A partir dai, se consegue determinar o dia da semana em que cai o 1° dia
de cada més m do mesmo ano, isto é, (1, m, A). Para obter o 1° dia da semana de um més
m de um ano A, devemos somar o numero de dias desse més m ao seu 1° dia da semana.
Por exemplo, 5 de Marco de 2023, foi um domingo. Para determinar que dia da semana
sera o 5 de abril, devemos somar 31 dias ao dia 5, resultando em 36. Observe ainda que os
dias da semana estao enumerados de 1 a 7. E este ciclo se repete de sete em sete. Por isso

utilizamos a aritmética dos restos. Assim, dias 12, 19 e 26, também serao domingo. O dia
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Tabela 7 — Dia da semana e sua congruéncia modulo 7

Dia da semana | S(d,m,A) | (mod 7)
Domingo 1 1
Segunda 2 2

Terca 3 3
Quarta 4 4
Quinta 5 5
Sexta 6 6
Sabado 7 0

Fonte: O Autor (2023)

33 (se existisse) também seria domingo. Logo o dia 5 de abril, serd quarta-feira, trés dias

ap6s o domingo.

Uma vez que Marco ¢ o primeiro més da contagem, vamos determinar o dia da
semana de 1° de Marco de um ano A qualquer, com A>1600. Seja s o dia da semana
correspondente a 12 de margo de 1601. Como 1601 foi um ano nao bissexto, verificamos
que existem 365 dias entre o 12 de margo de 1601 e 1° de margo de 1602. Assim, como
365 =1 (mod 7), o dia 1° de margo de 1602 serd s + 1 (mod 7).

Para proximo ano, 1603, que também nao é bissexto, também existem 365 dias
entre o 12 de margo de 1602 e 1° de margo de 1603. Como 365 =1 (mod 7), o dia 1° de
marco de 1603 serd s + 1+ 1 (mod 7).

Agora, 1604 é um ano bissexto, logo existem 366 dias entre o 1° de margo de 1603 e
1° de margo de 1604. Como 366 = 2 (mod 7), o dia 1° de margo de 1604 serd s +1+1+2
(mod 7). Entéo, sempre que o ano nao é bissexto, acrescenta-se 1 dia ao 1° de margo do

ano subsequente, e caso o ano seja bissexto, acrescenta-se 2 dias.

Para exemplificar, suponha que 1° de Margo de 1601 fosse um domingo. Entao o 1°
de Marcgo de 1602 seria uma segunda-feira, e o 1°de Marco de 1603 seria uma terga-feira.
Mas o 1° de Marco de 1604 seria uma quinta-feira. Com esse entendimento, somaremos
a este dia da semana s, em uma congruéncia moédulo 7, a quantidade de anos entre o
ano A e 1600 (ou seja, A - 1600) juntamente com cada ano bissexto neste periodo, que

representaremos por B.

S(d,m,A)=s+A—1600+ B (mod 7)
A A A
A) = A-1 —| == — | - :
S(d,m,A) = s+ 6004—[4] [100] +[400] 388 (mod 7)
Como

—1600 — 388 = —1988 =0 (mod 7)

S(d,m,A)=s+ A+ [ﬂ - ngo] + L&} (mod 7).
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Agora, como o dia 1° de Margo de 2023 foi quarta, logo S(1,1,2023) = 4. Substi-

tuindo na equacao anterior, temos:

SWJMA):S+A+¢f]—l£%]+[£%] (mod 7)

20231 [20231 [2023

4=s5+2023+ | 2| - |22 4|22
52025+ [ 1 100 400

4=5+4+2023+4+505—-20+5 (mod 7)

1 (mod 7)

4=s5+2513 (mod 7)
4=s54+0 (mod?7)
4=s (mod7).
Precisamos observar como esse dia s se comporta com o passar dos meses. Sabemos

que 1° de Marco de 1601 foi uma quarta. Entao para o dia 1° de abril desse ano A,

devemos somar 31 dias ao 1° de margo. Como 31 = 3 (mod 7), temos entao:
S(1,2,A) =3+ 5(1,1,A) (mod 7)
S(1,2,A)=3+4 (mod7)
S(1,2,A)=7 (mod 7).
Logo o 1° dia do més de Abril do ano A sera Sabado.

Para o dia 1° de maio desse ano A, devemos somar 30 dias ao 1° de abril. Como
30 =2 (mod 7). Temos:

S(1,3,A) =2+ 5(1,2,A) (mod 7)
S(1,3,A) =2+7 (mod7)
S(1,3,A) =2 (mod 7).
Logo o dia 1°de maio do ano A sera Segunda-feira.

Para o dia 1° de junho desse ano A, devemos somar 31 dias ao 12 de maio. Ja

vimos anteriormente que 31 = 3 (mod 7). Terfamos entao:
S(1,4,A) =3+ 5(1,3,A) (mod 7)
S(1,4,A) =3+2 (mod7)
S(1,4,A) =5 (mod 7).
Logo o 1° dia do més de Junho do ano A sera quinta.

Como posto anteriormente, com excecao de Fevereiro, os meses sao de 30 dias ou
31 dias. Ora, 30 =2 (mod 7) e 31 = 3 (mod 7). Sendo s o 1° de margo, temos que o
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1 de abril serd s + 3 e 0 1° de maio serd s + 3 + 2 e assim sucessivamente, conforme se

observa na tabela 8.

Temos entdo, 11 incrementos, ou valores a serem somados com s (que neste caso é
4) num total de 29 dias. Com isso, os valores da coluna S(d,m, A) (mod 7), da tabela 8,

seriam constantes, que somadas a expressao A + [‘2] - [1‘30 + 4‘6‘0] (mod 7), indicariam

o dia da semana correspondente ao dia 1° de cada més subsequente.

E agora necessario encontrar uma funcao que dé para cada més o incremento que
lhe corresponde. Zeller encontrou a fungao que leva seu nome [2,6m — 0,2] — 2, por um
processo de tentativas e erros em que m representa o nimero do més. Trabalhando um

pouco com a funcao de Zeller, temos que:

[(2,6)m — 0,2] — 2

26 2
—m— —| —2
[10 10]

2
[10(1377@ — 1)] -2
[13m — 1] Ly
5
Tabela 8 — Incrementos dos meses e o dia da semana
Més Dias | Dias | Incrementos | S(d,m,A)| S(d,m,A) | Dia da semana
(mod 7) (mod 7)

Marco 31 3 0 4 4 quarta
Abril 30 2 3 7 0 sabado
Maio 31 3 ) 9 2 segunda
Junho 30 2 8 12 ) quinta
Julho 31 3 10 14 0 sabado
Agosto 31 3 13 17 3 terca
Setembro | 30 2 16 20 6 sexta
Outubro | 31 3 18 22 1 domingo
Novembro | 30 2 21 25 4 quarta
Dezembro | 31 3 23 27 6 sexta
Janeiro 31 3 26 30 2 segunda
Fevereiro | 28 0 29 33 5 quinta

Fonte: O Autor (2023)

Exemplificando como a funcao de Zeller nos ajuda a encontrar esses incrementos,

[13-1—1]_2
o

temos que para o 1° més (Margo):
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2—-2=0
Para o 2°més (abril) :
13-2-1
D
5—2=3

A funcao de Zeller contribui com o ajuste dos incrementos ou somas de dias na
passagem entre os meses. Assim ele cumpre um papel importante na sistematizacao de
um algoritmo que nos permite determinar o dia da semana de qualquer data a partir do

ano de referéncia escolhido, a saber 1600.

Logo, em um ano A, teremos entao para uma data (1,1, A), a implementagao de
“A—1600" dias (mod 7) somados aos dias da funcdo de Zeller. Entretanto, se esse ano A
for bissexto, temos que o més de fevereiro (iltimo més do ano conforme tabela 6) terd um

dia a mais.

Implementando a func¢ao de Zeller aos anos bissextos (B), e considerando que 1°
de Margo de 1600 foi quarta (s = 4) temos:

S(1,m,A) = <4+ ll?mg_ll -2+ A+ lﬂ — [1’810] + L’SOD (mod 7)

S(1,m,A) = <2+ [137”5_1] + A+ lﬂ - Lglol + LLOAOD (mod 7)

Note que para esta tultima expressao, vemos que o dia 1° do més passou a estar
relacionado com a constante 2. Com isso podemos estabelecer uma relagdo biunivoca
entre o dia d do més e o dia s da semana. Por exemplo, S(1,m,A) =2, S(2,m, A) = 3,

S(3,m,A) =4 e assim por diante. Assim s =d + 1. Com isso temos:

sttm = (1515 [221] a4 ATTATY (g

Exemplo 3.1.2. Que dia da semana caiv 21/07/1978?

Temos, d = 21, m =5 (veja Tabela 6) ¢ A = 1978

. 13-5—-1 1978 1978 1978
S(d, m, A) = <21 + 1+ [5‘| + 1978 + [4] — [100] + [400]) (mod 7)

S(d,m, A) =21 +1+12+1978 +494 — 19+ 4 (mod 7)
S(d,m,A) =2491 (mod 7)
S(d,m,A) =6 (mod 7)

Portanto 21/07/1978 caiu na Sexta-feira, conforme Tabela 7.



Capitulo 3. Matemdtica e Astronomia 83

Exemplo 3.1.3. Que dia da semana caiuv 27/03/20177
Temos, d =27, m =1 (veja Tabela 6) e A = 2017

13-1-1 2017 2017 2017
Ay =12 1 e 201 — | = | == —
S(d,m, A) <7+ —l—[ 5 ]—i— O7+l 1 ] [1001—#[400]) (mod 7)

S(d,m,A) =27+ 1+2+2017+504 —20+5 (mod 7)
S(d,m,A) =2536 (mod 7)
S(d,m,A) =2 (mod 7)
Portanto 27/03/2017 caiu na Sequnda-feira, conforme Tabela 7.

Uma metodologia que pode estimular os alunos em sala de aula, fazendo uso
do Algoritmo de Zeller, é o desenvolvimento de jogos no ambiente educacional. Esta
metodologia é chamada de gamificacio. Podemos desenvolver um aplicativo para telefone
utilizando softwares, ou mesmo uma planilha eletronica em um laboratério de informatica,
onde o algoritmo de Zeller seria usado de forma lidica. Pode-se encontrar uma sugestao de

atividade com uma planilha do editor de planilhas Microsoft Excel, em Fernandes (2020).

O professor precisara inicialmente apresentar o Microsoft Excel, e suas principais
formulas e fungdes. No menu principal temos a aba “Férmulas”, clicando neste temos
“Inserir Func¢ao” (veja Figura 54). Aqui encontramos as principais fungoes a serem utilizadas

nessa atividade, a saber:

e SOMA: soma todos os niimeros em um intervalo de dados;
o SE: retorna um valor se uma condicao for verdadeira e um outro valor se for falsa;

o MULT: multiplica todos os niimeros dados como argumentos e retorna o produto;

QUOCIENTE: retorna a parte inteira de uma divisao.

Para esta atividade, vale ressaltar que a escolha das células fica a critério do

professor. A funcao de Zeller escolhida tem o formato:

ey = (a0 [22 ] A TAT AT

Na célula A1, digitamos d (onde 1 < d < 31); na célula B1, digitamos m (onde 1 < m < 12);
e na célula C1 digitamos A (onde A > 1600). Uma vez que colocamos os meses de janeiro
e fevereiro no final do ano, e margo como o primeiro més, basta criar uma féormula de
condicao baseada nas células B2, C2. Quando for digitado 1 ou 2 na célula B2, a célula
K2 (escolhida pelo Autor) deverd retornar como valor corrigido conforme tabela 6, e nesse

caso o ano atual serd ajustado para o ano anterior. Usando a fungao “SE”, temos:
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Figura 53 — Inserir funcao

Fonte: O Autor (2023)

o K2: =SE(B2>=3;B2-2;B2+10)

o L2: =SE(B2<=2;C2-1;C2)
Em seguida, usamos as formulas relacionadas a data, més e ano:

o (data) F2: =A2+1
. (més) G2: =(MULT(13:K2)-1)

o (més) H2: =QUOCIENTE(G2;5)

Pasta’ - Microsoft Excq

e (ano) 12: =L24+QUOCIENTE(L2:4)+QUOCIENTE(L2;400)-QUOCIENTE(L2;100)

Depois a soma das células e o resto da divisdo por 7:

o F4: =F2+H2+12

e H4: =F4-(MULT(7;QUOCIENTE(F4;7)))
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Para finalizar a atividade, faremos uma tabela com duas células, sendo uma superior
intitulada “DIA DA SEMANA” e uma célula inferior onde usaremos a fun¢ao “SE” de
maneira composta. A funcdo “SE” pode ser aninhada !, onde vérias condicoes devem
ser indicadas para encontrar o resultado. Como a funcao “SE” é divida entre afirmativa
verdadeira ou falsa, basta preencher a alternativa falsa com uma nova condi¢ao “SE”,

como se pode pode observar a seguir:

o DIA DA SEMANA: =SE(H5=1;"Domingo";SE(H5=2;"Segunda-Feira";SE(H5=3;"Terca-
Feira";SE(H5=4;"Quarta-Feira";SE(H5=5;"Quinta-Feira";SE(H5=6;"Sexta-Feira";SE(H5
=0;"Sébado")))))))

A B C D E F G H I J

K
| Dia|Mas| Ano m| A | d+1 13m-1 [(13m -1)/5] A+A/4+A/400 - A/100
. 21| 7 | 1978 5 |1978] [22] 64 12 2457

;| DIADASEMANA | |S(d,m,A)=d+1+[(13m -1)/5] +A+ A/4 + A/400 - A/100 (mod 7)| Resto da divisdo por 7
6 Sexta-Feira 2491 6

Figura 54 — Algoritmo de Zeller

Fonte: O Autor (2023)

A funcao de Zeller é uma a demonstracao de como a aritmética envolvida com
divisibilidade de inteiros e a matematica dos restos, deram sua contribuicao notavel na
compreensao de nosso calendario. Mas os fendmenos astronémicos, na maioria das vezes,
sempre necessitaram de uma matematica mais avangada para serem estudados. A seguir,

trataremos das aplicagdes do Calculo no estudo de trajetérias planetarias.

3.2 A Trajetéria de Japiter e o Calculo Integral

A descoberta arqueldgica na antiga babilonia sobre o calculo da trajetoria de Jupiter,
vista no Capitulo 1, evidencia que a matematica e a astronomia sempre andaram de maos
dadas. Os astronomos babilonicos souberam determinar a velocidade de translagao do
planeta relacionando sua posi¢ao angular com o tempo deste percurso contado em dias.
Para encontrar o deslocamento bastava realizar o produto da velocidade pelo tempo. Mas
esta tarefa nao é facil quando a velocidade varia. Nestes casos, métodos mais eficientes

podem ser determinados recorrendo ao Calculo Diferencial e Integral.

O célculo diferencial e integral como conhecemos foi desenvolvido no século XVII e

tinha por objetivo resolver problemas matematicos daquela época, a saber, determinar a

L “Aninhar” se refere & pratica de unir varias funcdes em uma tnica férmula.
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reta tangente a uma curva, o comprimento de uma curva, da area de uma regiao sob a
curva e do volume de um sélido. Uma importante relacao a partir dai, foi perceber que a
taxa de variacdo de uma funcao, em determinado intervalo, é numericamente igual igual ao
coeficiente angular da reta tangente da curva relacionada ao grafico desta fun¢ao no mesmo
intervalo. Ao que parece, os astronomos babildénicos usavam uma técnica de integracao
numérica que mais tarde ficou conhecida como Regra dos Trapézios (WILHELM, 2018).
Passaremos agora a dissertar sobre essa técnica de integracao. Para isso, a proxima parte

retomara alguns conceitos elementares sobre Integral, apresentados da subsecao 2.3.3.

3.2.1 A Regra dos Trapézios

Pelo teorema 2.3.7, toda fungdo mondtona e continua em um dado intervalo [a,b],
onde a e b € R, ¢é integravel.

Conforme exemplificado em 2.3.8, seja P, uma particao equiespacada do intervalo
[a, b], tal que P, = {a = 2y < 1 < T9,...,xx = b }, onde A = I’_T“ Se aumentarmos
infinitamente o nimero k de partigoes neste intervalo [a, b], de modo que Az tenda a 0, a
soma das areas dos retangulos de Riemann tenderd a um limite, e este por sua vez, sera
numericamente igual a drea sob a curva do grafico de f (veja Figura 55). Dai temos a

seguinte igualdade:

k b
Jim 3 (e)ae = [ (e

0.5

i

Figura 55 — Soma de Riemann

Fonte: O autor (2023)

No contexto geométrico, essa operacao representa o calculo da area da regiao sob
a curva f(x), para z, a < x < b e acima do eixo das abcissas. Entretanto existem casos
onde a solucao analitica nao é possivel, ja que a funcao ¢é de elevada complexidade ou

mesmo desconhecida, e ai podemos recorrer aos métodos numéricos (PILLING, 2010). A
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regra dos trapézios, ou Trapézios Simples consiste em aproximar a area sob a curva da
funcao f(x), a partir da area de uma trapézio, dada pela equagao:

/abf@)dm W (b—a).

Observe que, analogamente ao calculo da area de um trapézio temos: base maior= f(b),
base menor= f(a), altura= b — a (veja a Figura 56). Temos em particular que para
f(x) =0,52%, a =2 e b= 3, a base maior sera: f(2) = 2; a base menor sera: f(1) =0,5;

e a altura: 2—1=1. Daf:

f(x)=0.5x*

Figura 56 — Regra dos Trapézios

Fonte: O Autor (2023)

2+0,5

2
/ (0, 5)2%dx ~ (2-1)~1,25
1

Temos um erro ao aproximar a drea sob a curva f(x) = (0,5)z?%

2052d 0.5 2_r 057 1,166
[ 05)tdr = (0,5)- (5 =5 ) =0.5- 5 = 1,166...

Vamos calcular o erro com 4 casas decimais:
1,2500 — 1, 1666 = 0, 0834

0,0834 = 1,1666 = 0,0714
0,0714.100 = 7, 14%

3.2.2 A Regra dos Trapézios Composta

Com o objetivo de minimizar o erro no uso da Regra dos trapézios simples, podemos
aumentar o numero de trapézios no dado intervalo. Ao decompor esse intervalo em sub-

intervalos cada vez mais pequenos aplicamos nesses sub-intervalos a regra dos trapézios
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simples. O intervalo [a, b] é particionado em n segmentos: a =g <z <2y < ... < a; <

... <z, =b. Se definirmos Azr = b_T“, e considerando que xg = a e x, = b, pode-se tomar

o limite quando n — oo para obter:

n—o0

/abf(x)dx = lim <b2—na> (f(xo)+2f(x1)+2f(x2)+...+f(mi)—|—...—|—2f(xn_1)+f(mn)>

Esta técnica se chama regra trapezoidal composta. Ela é dada pela equagao:

b Al’ n—1
/ f(z)dr = T(fo +23 fi+ fa)
a i=1
b Ax
[ r@)de =S5+ 261+ 4 2t + f)
Retomando o exemplo da Figura 56 vamos criar 5 particdes de modo que:

/
/

22 /

/
. /
18 /
1.6

08

02

Figura 57 — f(z) = (0,5)z* com 5 parti¢oes

Fonte: O Autor (2023

i=5
Ao 27D
5
Az =0,2
f(1)=0,5
£(1,2) = 0,72
F(1,4) = 0,98
f(1,6) =1,28
F((1,8) =1,62

f(2)=2
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0,2
2

2
/ 0,522dx ~ —=(0,5+2- (0,72 4+ 0,98 + 1,28 + 1,62) + 2)
1

2
/ 0,52%dx ~ 1,17
1

Agora calculando o erro temos:
1,1700 — 1, 1666 = 0,0034

0,0034/1, 1666 = 0, 0029
0,0029 - 100 = 0, 29%

Portanto, com uma margem de erro menor em comparacao a regra do Trapézio simples, a

Regra dos Trapézio Composta se mostra mais confidvel (WILHELM, 2018).

O curriculo da Educagao Basica nao contempla o estudo de Calculo Diferencial e
Integral conforme apresentado nesta se¢ao. Entretanto o professor pode desenvolver uma
atividade lidica mostrando a dindmica da trajetoria dos planetas em torno de uma estrela,
tal qual o nosso sistema solar. Uma atividade que pode ser desenvolvida encontra-se em
Pacheco (2017), pagina 46. A atividade tem como objetivo simular os movimentos dos
planetas de acordo com o modelo heliocéntrico por meio do uso do proprio corpo dos
estudantes. Um dos objetivos é que o estudante entenda que esse movimento é mais rapido

quando o planeta estd mais perto do Sol.

Para esta atividade iremos utilizar apenas os 5 planetas mais préximos do Sol:
Merctrio, Vénus, Terra, Marte e Jupiter. Os estudantes farao uma pesquisa sobre esses
planetas, levantando informacoes tais como, sua distancia em relagdo ao Sol, velocidade
de translacao, distdncia orbital (veja tabela 9). Esta atividade considera as 6rbitas dos

planetas como circulos. Caso fossem elipses, precisariamos das distancias de cada planeta

Tabela 9 — Distancia de 5 planetas ao Sol

Planeta | Distancia ao | Circunferéncia da | Velocidade de translacao
Sol Orbita

Merctrio | 58.000.000 km 365.000.000 km 132.000 km h

Vénus 108.000.000 km | 679.000.000 km 116.000 km h

Terra 150.000.000 km | 939.000.000 km 107.000 km h

Marte 228.000.000 km | 1.500.000.000 km 87.000 km h

Jupiter 778.340.000 km | 4.888.000.000 km 46.500 km h

Fonte: O Autor (2023)

no Periélio (momento em que o planeta estd mais préximo do Sol) e no Afélio (momento
em que o planeta estd mais distante do Sol). A média dessas distancias é o centro da
elipse. A partir dai, encontramos a posicao dos dois focos, ao se determinar a distancia
do Sol ao centro da elipse. Para finalizar, utilizando uma escala apropriada, pegamos

uma corda ou barbante com o comprimento igual a soma do Afélio com o Periélio. Dali,
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tragamos a trajetoria eliptica por fixar a corda ou barbante nos dois focos, esticando-a e

contornando o formado da elipse (veja Figura 58).

T — .« Afélio

Figura 58 — Trajetoria eliptica dos planetas

Fonte: O Autor (2023

A tabela 10 mostra as distancias aproximadas dos planetas ao Sol e as medidas
reduzidas na escala de 1:100.000.000.000 (um para cem bilhoes). Além de barbante, os

Tabela 10 — Distancia de 5 planetas ao Sol

Planeta | Distancia ao Sol em km | Redugao para cm
Mercirio 58.000.000 km 58 cm
Vénus 108.000.000 km 108 cm
Terra 150.000.000 km 150 cm
Marte 228.000.000 km 228 cm
Jupter 778.340.000 km 778,34 cm

Fonte: O Autor (2023)

estudantes poderao utilizar fita colorida para marcar a trajetéria dos planetas que irao
representar. A quantidade de marcagoes em cada érbita corresponde, aproximadamente,
ao periodo de cada planeta em sua érbita dividido pelo tempo de duas semanas (14 dias),
de maneira a garantir que, se todos os personagens (que aqui representam os planetas)
derem passos ao mesmo tempo, indo de uma marca até a seguinte, eles completarao suas

respectivas revolugoes na proporcao correta existente entre os periodos dos planetas.

A Figura 59 mostra como devera ficar a representacao dos estudantes nas suas
posicoes na orbita de cada planeta. Depois de todas as etapas finalizadas, os estudantes
comecgam a simulac¢do dos movimentos dos planetas alinhados, como se fossem iniciar uma

corrida.

Seja por meio de uma andlise matematica mais profunda ou simplesmente pela
ludicidade no ensino, encontramos maneiras de ajudar os estudantes a perceber como o

calculo numérico explica as trajetérias planetérias.
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Tabela 11 — Marcagoes dos planetas

Planeta | Periodo de Translacao | Marcagoes
Mercurio 88 dias 6
Vénus 224 dias 16
Terra 365 dias 26
Marte 686 dias 50
Jupiter 4.380 dias 286

Fonte: O Autor (2023)
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Figura 59 — Bagunca no espaco

Fonte: (PACHECO, 2017)

A préxima consideracao mostrard como utilizar conhecimentos matematicos de

maneira mais instrumental. Passaremos a dissertar sobre o relégio do sol.

3.3 O Relégio do Sol — Geometria Plana e Analitica

O relégio de Sol é uma das formas mais primitivas de orientacao temporal que se
tem conhecimento. Possui dois componentes basicos e fundamentais: o instrumento que
produz a sombra, o qual recebe o nome de gnémon e a superficie que a projeta definida
como quadrante no qual sao registrados as linhas horarias. Mas antes de falar de seu
funcionamento, precisamos considerar alguns conceitos geograficos e matematicos para a

atividade de construcao do relégio do sol.
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3.3.1 Definindo o Norte, Latitude e Longitude

Vamos definir neste momento o conceito de Norte. Existem pelo menos trés tipos
de Norte que devemos levar em consideragao para explorar a construcao de um relégio
do sol com uma turma de estudantes. Trata-se do Norte Geografico, o Norte Magnético
e o Norte Cartografico. O Norte Geografico ou Norte Verdadeiro é dado pelo eixo de
rotacao da terra. Ja o Norte Magnético é dado pela agulha de uma bussola que fica em
um dos polos do campo magnético terrestre. Estes dois nortes nao sao coincidentes, e a
depender da localizacdo no globo podem dar uma diferenca muito grande. Enquanto o
Norte Geografico ¢ fixo, o Norte Magnético esta se movimentando ao longo dos séculos
causando assim uma diferenga angular entre eles (TIMBO, 2001). Esse angulo formado
entre a direcdo geografica e a magnética é definido para cada lugar, para cada época.
Temos também o Norte Cartografico que é medido a partir da direcao das linhas verticais

em cartas topograficas.

Para o relégio do sol, precisamos determinar o norte geografico. Vamos abordar

duas estratégias e suas implicagdoes matematicas.

De acordo com Mendes (2017):

A sombra projetada de uma estaca fincada perpendicularmente ao solo -
entre o nascer do sol e o meio dia - ocorre o movimento de ascensao do sol.
Nascendo no horizonte, a sombra projetada pela estaca vai diminuindo e
na parte da tarde volta a aumentar, logo em algum momento as sombras
projetadas pela parte da manha e pela parte da tarde serdo iguais. A
marcacao desses dois momentos formard um dngulo que dividido ao meio
(bissetriz do angulo) teremos uma reta que é justamente a linha norte

sul.
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Figura 60 — Localizando o Norte

Fonte: (PAMPA, 2013)

Matematicamente falando, temos certeza deste fato pois, os pontos cardeais sdo
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perpendiculares, logo a sombra da manha e a sombra da tarde neste experimento, formam

um triangulo isésceles cuja base é paralela a linha leste e oeste.

Proposicao 3.3.1. Em um triangulo isosceles, a mediatriz relativa a base, a bissetriz

relativa ao angulo oposto ao da base, a mediana e a altura relativas a base, coincidem.

Demonstracao:

Seja o triangulo isosceles ABC, tal que os lados AB e AC possuem a mesma medida,
o angulo B possui mesma medida que o angulo CeMéo ponto médio do lado BC. Assim,
pela definicao de mediana temos que o segmento AM ¢é mediana relativa ao lado BC e ao
vértice A. Com isso o segmento AM divide o tridngulo ABC em dois tridngulos congruentes,
AMC e AMB pelo caso Lado Lado Lado (AAMC = AAMB, leia-se: tridngulo AMC

congruente ao triangulo AMB).

Dai temos que por BAM = MAC, entdo o segmento AM é bissetriz de BAC.
Também, como os triangulos AMC e AMB sao congruentes, temos que BMA = CMA.
Uma vez que os angulos sao suplementares entao os angulos BNMA e CMA sdo retos
(BMA + CMA = 180°— BMA = CMA = 90°). Dai, o segmento AM passa na mediatriz
relativa a base BC, onde M ¢é seu ponto médio. Logo o segmento AM ¢ a altura do triangulo

ABC. Assim, temos que AM ¢é bissetriz, mediana, e altura relativa a base. [

Com isso, a determinacao da direcdo Norte-Sul fica bem definida.
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Figura 61 — Triangulo Isoceles

Fonte: (THOME, 2022)

A Latitude é a coordenada geografica ou geodésica definida na esfera, no elipsoide
de referéncia ou na superficie terrestre, sendo que ela d4 o angulo entre o plano do equador
e a normal a superficie de referéncia. De modo semelhante, a Longitude é definida como a
distancia em graus de qualquer ponto da Terra em relagao ao meridiano de Greenwich.

O meridiano de Greenwich é o meridiano principal, sendo que esse é igual a 0° e seu
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antimeridiano igual a 180°, porém ambos dividem o globo terrestre em dois hemisférios:

Leste ou Oriental, e Oeste ou Ocidental (veja Figura 62).

Greenwich A

Figura 62 — Latitude e Longitude

Fonte: (THOME, 2022)

3.3.2 A matematica do GPS

Em relagao ao norte geografico, o método mais confiavel de identificacao é através do
Sistema de Posicionamento Global - GPS, que utiliza satélites para triangular a localizacao
de qualquer pessoa no planeta, além de mostrar as latitudes e longitudes da localizacao

atual.

Para entender melhor o funcionamento do GPS, temos 24 satélites que orbitam
em torno da Terra, e ha mais 8 deles orbitando a Terra, caso algum dos 24 principais
satélites falhe. Estao a 20.200 km da superficie da Terra, colocados em uma trajetoria que
permite calcular a posicdo de qualquer objeto com um receptor de GPS. Os satélites estao
organizados em 6 planos orbitais, onde cada plano possui 4 satélites equidistantes (veja
Figura 63).

No sistema de triangulagao do GPS, cada satélite é equipado com um relogio
atomico incrivelmente preciso, que determinara a posigao do receptor (pessoa ou objeto)
através do calculo do tempo entre o sinal emitido por um satélite em comparagao com
outros trés. Basicamente, o receptor recebe trés sinais com as posi¢oes conhecidas de trés

satélites e dai calcula sua posicao no globo terrestre.

Considere conhecidas as posi¢oes de 3 satélites como P, P, e P3. Como o sinal
emitido viaja a velocidade da luz ¢, o receptor determina sua distancia de cada satélite por
r = ct. No plano espacial, o satélite P, determina uma esfera Sy, de raio r; cujo centro é
P;. Recorrendo aos conceitos bésicos de Geometria Analitica para a esfera temos, (z,y, 2)

a posicao desconhecida do receptor e (aq, by, ¢;) a posicao conhecida do satélite P;. Dai a
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Figura 63 — Os 24 Satélites nos 6 planos orbitais

Fonte: (ROUSSEAU, 2021)

posicao do receptor deve ser tal que satisfaca a equacao:

(z—a)+(y—b) +(z—a) =ri ="t (1)

. | ndo 6 sufici i -

Mas apenas a equacao de S; nao é suficiente para se determinar a posi¢ao do
receptor, precisamos de outro satélite emitindo um sinal para o receptor. Tomando
uma segunda esfera S com centro em P, e raio 79, sendo a posigao do receptor (x,y, z)

desconhecida e a de Py (ag, by, ¢3) conhecida, temos:
(x—a2)? +(y—b)* +(z—c)? =72 =215 (ii)

Note que obtemos uma melhor localizagao, uma vez que pela interseccao das suas
esferas Sy e Sy temos uma circunferéncia C,,. Para o receptor determinar sua posicao
final, faz se necessario o sinal de mais um satélite P3, onde teremos a esfera S3 com centro
em Pj e raio r3. Como a posigao de P3 (as, b3, c3) é conhecida, a equagdo para a posigao

do receptor (x,y, z) neste caso, fica:

(x—a3)*+ (y —b3)* + (2 —c3)* = 7’% = c2.t§ (iii)

Com isso temos a interseccao de S3 com C(',5, sendo pelo menos dois pontos.
Convenientemente os satélites sdo posicionados de modo que uma das solugdes seja

absurda, restando apenas as imediacoes da superficie terrestre.

Nestas equagoes sao conhecidas as posigoes dos satélites (Py, P> e Ps), bem como o

tempo de cada sinal até o receptor ( t1,%s e t3). Embora se tratem de equagdes quadraticas,
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quando desenvolvemos os produtos notaveis e subtraimos (iii) de (i), obtemos:

2% — 2za; + a? + y? — 2yby + b3 + 2% — 2z¢y + 3
—(2? — 2zaz + ai + y* — 2ybs + b3 + 2% — 2z¢c3 + ¢3)
2(az —ay)x + 2(bs — b))y + 2(c3 — 1)z

Subtraindo a equagao (iii) da equagao (ii), obtemos:

12 — 2xas + a3 + y* — 2yby + b3 + 22 — 2z2¢9 + 3
— (2% — 2xaz + a3 + y* — 2ybs + b3 + 2% — 2zc3 + ¢3)
2(@3 — (lQ)fL’ + 2(b3 — bg)y + 2(03 - CQ)Z

242
cty

242

c*(tf — t3)

212
cty
_ 2t2

At -

(v)

3)

Simplificando ainda mais nossos calculos colocamos (iv) e (v) em fungao de z.

2(az —ay)x + 2(bs — b))y = 02(25% — t%) —

2(cz3 — 1)z

2(az — ag)x + 2(bg — by)y = 02(253 — t%) —2(c3 — c9)z

Aplicando a Regra de Cramer em (iv) e (v), temos:

2(@3 - al) 2(b3 - bl>
2(ag —az) 2(bs — bo)

D

‘ (vii)

D. — CQ(t% - t%) —2(c3 —c1)z 2(bg —by)
T AB 1)~ 2 — )z 2by — o)
b _ | 2las—a) (= 15) = 2(es — 1)z
T 2(as — az) (13— 13) — 2(cs — c2)2
_De
D
At —13) = 2(cs —c1)z 2(b3 — bn)
CZ(t% — t%) — 2(63 — CQ)Z 2(b3 — bg)
r =
2(as —a1) 2(bs —b1)
2(az —az) 2(bs — by)
_ Db,
=D
2(az —ay) A2 —12) — 2(cz — 1)z
2(az —ag) A(t3 —13) — 2(c3 — )2
y =
2((1,3 — al) 2(b3 — bl)
2(@3 — CLQ) 2(b3 — bg)
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A partir deste momento substituimos os valores de x e y na equacao (iii) e obteremos
uma equacao quadratica que nos dara duas solugoes z; e zo. A seguir, as substituicoes de

21 € 2z nas equagoes (vi) e (vii) nos dard os valores de xy, x5 e y; e y2 (ROUSSEAU, 2021).

O préximo passo € alimentar o sistema, que faz todos os céalculos do GPS para
que este nos dé o Norte Geografico e as coordenadas Latitude e Longitude. Para isso
faremos algumas importantes configuracdes. O Centro de nosso sistema de coordenadas
serd o centro da Terra. O eixo z passa pelos dois polos, orientado na dire¢do do polo
Norte. Os eixos x e y ficam ambos no plano equatorial. O eixo x positivo passa pelo ponto
de longitude 0°. O eixo y positivo passa pelo ponto de longitude 90°oeste. A Latitude,
portanto, ¢ um angulo « no plano yz tal que o € [—90°,90°]. A Longitude é um angulo
£ no plano zy tal que g € [0°,180°]. Como o raio da Terra é de aproximadamente 6.365
km, existe um teto no cdlculo da equacio x? + y* + 22 &~ (6.365 & 50)?. Estes 50 km
estabelecem uma zona de altitude segura para montanhas e avides. Considerando que um
receptor (objeto ou pessoa) esteja na altitude zero, onde R é o Raio da Terra, podemos

determinar as coordenadas de Latitude e Longitude resolvendo o seguinte sistema:
r = R-cos(B) - cos(a)
y=R-sen(B) - cos(a)
z=R-sen(«)

Como «a € [—90°,90°], temos que:

[
Z -

Figura 64 — Coordenadas Esféricas

Fonte: o Autor 2023

z
a = arcsen—
R
Com isso podemos facilmente calcular cos(a). No caso da Longitude temos o sistema:

{ cos(B) = ﬁs(a)

Sen(ﬂ) - R-cgs(a)
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A determinacao do Norte Geografico, junto com a Latitude da localidade, serao
muito importantes para a construcao do relégio do Sol, pois a inclinacao correta do relégio
do sol (ou do mostrador) deve ser a mesma da latitude local, uma vez que isso significa

que a haste ou gnomo no relogio, devera estar paralelo ao eixo de rotacao da terra.

3.3.3 Trigonometria no Relégio do Sol

Nas aulas de geometria o professor pode utilizar o relégio de sol para ensinar
medidas de angulos, Figuras geométricas planas e também unidades de medidas. Por
exemplo, o tragado do mostrador precisa ser uma semicircunferéncia de 180° com 12
divisdes de 15°, sendo que cada 15° corresponde a uma hora. Ainda com o mostrador
¢é possivel descrever os conceitos de angulos congruentes, adjacentes, complementares e
suplementares. Também é possivel classificar os dngulos descritos pelo mostrador com
a sombra do ponteiro ou gnomo quanto a sua medida, a saber, o angulo nulo, angulos
agudos, angulo reto, dngulos obtusos e o dngulo raso. Observando a Figura 65, temos que
w ¢é o angulo formado entre o raio de sol e a projecao vertical do gnomo. Entretanto a
sombra PR projetada do gnomo a cada angulo w corresponde um angulo 6. Assim, para
determinar 6 em funcao de w observa-se o tetraedro POQ R, que deve ser comparado as
relacoes trigonométricas de suas faces planificadas constituidas pelos tridngulos retangulos
POQ, RQO e PQR. No triangulo POQ), retangulo em O, verifica-se as seguintes relagdes:

Gnémon ,:
(
L
o~ S/
@]
Figura 65 — Reldgio do Sol
Fonte: (MENDES, 2017)
oQ
tan(\) = —=
an(\) OP
Observa-se que o tridngulo PQR nos da a tangente da abertura.
R
tan(0) = RQ

=50
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Do triangulo RQO, retangulo em Q, temos que:

_FQ
- 56

Ao multiplicar e dividir a tan(f) pelo tamanho do segmento OQ), escrevemos a tangente

tan(w)

do angulo 6 no plano horizontal com relacdo a sombra do meio dia, como:

RQ O
) = 55" o

RQ O
) = 55" 2

Utilizando a expressao para tan(w) e sen(y) na expressao anterior, temos:
tan(0) = tan(w) - sen(y)

0 = arctan(tan(w) - sen(y))

Isso nos ajuda a perceber as relacoes entre o curso da sombra do ponteiro ao longo das

horas e a trajetéria angular percorrido por este nos planos do relégio (MENDES, 2017).

O Sol nao era o tinico astro objeto de estudo das antigas civilizagoes, mesmo as
que viam nele sua necessidade de registrar as passagem das horas. Mas para auxiliar nos
estudos e observagoes de satélites como a Lua, estrelas, constelagoes e até mesmo galaxias
distantes, foi preciso desenvolver e aprimorar lunetas e telescépios. A proxima parte falard

sobre como o estudo das conicas contribuiu para tal evolu¢ao na astronomia.

3.4 As Cbnicas e os Instrumentos Opticos

Uma aplicagdo importante da elipse esta na 1* Lei de Kepler, também conhecida
como Lei das Orbitas, que é enunciada da seguinte forma: todos os planetas movem-se
ao redor do Sol em érbitas elipticas, estando o Sol em um dos focos. Kepler observou
que a trajetéria de Marte tinha um formato de oval em relacdo ao Sol, e entdo postulou a

hipétese de que a orbita dos planetas teriam forma de uma elipse, com o Sol posicionado

em um dos focos (ROCHA, 2013).

Os primeiros telescopios foram construidos com lentes e funcionavam com base na
refracdo da luz (luz sendo transmitida entre meios diferentes). Sao os chamados telescopios
refratores. Mas essas lentes tinham alguns problemas que afetavam a nitidez das imagens
observadas. Isto incluia distor¢ao e um borrao de cores chamado aberragao cromatica

(veja Figura 66) (HOSTI, 2021).

A compreensao da propriedade reflexiva da parabola levou matematicos a utilizar
esta forma na construcao de lunetas e telescopios. Esta propriedade diz que uma reta

que incide em uma parabola, com direcdo paralela ao eixo de simetria, é refletida e passa



Capitulo 3. Matemdtica e Astronomia 100

Figura 66 — Foto da lua com forte aberracao cromatica

Fonte: (HOSTI, 2021)

pelo foco. Esses pequenos problemas dos telescopios refratores nao existem nos telescopios
refletores, que consistem de um espelho parabdlico no fundo de um tubo. Desta maneira, os
raios provenientes de um corpo celeste distante (estrela, galdxia, planeta, etc.) formam um
feixe praticamente paralelo, que se refletem no espelho e formam a imagem do objeto no

foco. Mas perceba que mesmo nos telescopios refletores temos um pequeno impasse: para

Figura 67 — Telescopio refletor

Fonte: O Autor (2023)

ver essa imagem, o observador teria de estar com seu olho posicionado no foco da parabola,
mas isso é impossivel na pratica. Isaac Newton (1642-1727) resolveu esse problema em seu
telescopio refletor, colocando um espelho plano E entre o espelho parabdlico e o foco F e,

com isso, os raios que iriam formar a imagem em F sdo novamente refletidos e vao formar
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essa imagem num ponto F’ fora do tubo do telescépio, onde se posicionam os olhos do

observador (veja Figura 67).

Em 1672, o astronomo francés Laurent Giovani Cassegrain propos a utilizacao de
um espelho hiperbdlico F, ao invés do espelho plano de Newton (veja Figura 68). Neste
sistema, um dos focos da hipérbole coincide com o foco F da pardbola, e agora os raios que
iriam formar a imagem no foco F, sdo refletidos pelo espelho E e formarao essa imagem
no outro foco F’ da hipérbole (AVILA, 2020).

Figura 68 — Elementos da Hipérbole para Telescopio Cassegrain

Fonte: O Autor (2023)

Mas afinal, qual dos dois ultimos modelos é mais vantajoso? Podemos dizer que é o
espelho hiperbolico de Cassegrain por alguns motivos: No modelo de Newton, notamos que
o espelho plano nao pode ficar muito préximo do foco F, pois pode ocorrer do ponto F’ ficar
dentro do telescopio. Consequentemente, o espelho plano deve ser de tamanho razoavel
(para poder refletir os raios incidentes), o que pode resultar em um bloqueio significativo
da luz incidente no espelho parabdlico que forma a parte principal do telescépio. Ja o
espelho de Cassegrain, pode ser construido mais proximo ou mais afastado do foco F,
mantendo-se fixa a distancia FF’ entre os focos da hipérbole; em consequéncia, o tamanho
desse espelho pode ser maior ou menor. A distancia entre os focos F e F’ também pode

ser alterada para mais ou para menos, sem mudar a posicao do foco F.

Com todos esses fatos, temos uma maior flexibilidade na montagem do espelho
refletor hiperbédlico E, que pode ser feita de acordo com as exigéncias das observagoes (veja
a Figura 68). Mas como nem tudo sdo flores, infelizmente as montagens de Cassegrain so
comecgaram a ser utilizadas nos telescopios cerca de um século apos terem sido propostas.

Desde entao passaram a ser largamente usadas, e hoje em dia estao presentes nao apenas
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nos telescopios oticos, mas também nos radiotelescopios. O famoso telescopio 6tico do
observatorio de Monte Palomar, que fica a 80 km de San Diego, na Califérnia, utiliza

varias montagens do tipo de Cassegrain.

Figura 69 — Observatério Palomar

Fonte: (OBSERVATORIES, 2021)

3.5 Mapeando o Céu

Localizar e identificar objetos celestes era uma parte essencial dos antigos estudos
da Astronomia. Esses registros eram feitos em cartas celestes, sem o qual, ndao compreen-
deriamos os movimentos dos corpos celestes, a distingdo entre estrelas e planetas e até
mesmo a descoberta de galdxias. Nesta secao dissertaremos um pouco sobre a historia
dos mapas celestes. A seguir, precisaremos entender a esfera celeste e suas coordenadas
astronomicas. Por fim, concluiremos apresentando softwares a aplicativos, como excelentes

ferramentas de ensino que visem facilitar a compreensao deste tema.

3.5.1 Aspectos Histéricos

Para a maioria das antigas civilizagoes, a tomada de decisoes importantes, tais como
o plantio, a fertilidade feminina e até mesmo o ingresso em uma batalha, vinham sempre
precedidas da observacao dos astros. Por exemplo, na antiga babilonia, a astronomia e
a religido se fundiam como uma s6. Mesmo na atualidade acredita-se na influéncia da
posicao de corpos celestes. H4 quem faga a poda de suas plantas ou mesmo o corte de seu
cabelo conforme determinada fase da Lua.

Foi encontrado em 1979 em uma caverna no Vale Ach, na regido de
Alb-Dantbio, na Alemanha. A datac@o por carbono dos depoésitos de
cinzas Osseas encontrados ao lado da tabuinha sugere que ela tenha entre
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32.500 e 38.000 anos de idade, tornando-a uma das representagdes mais
antigas de um homem j4 encontrada. (WHITEHOUSE, 2003)

Figura 70 — Lasca de presa de mamute encontrada numa caverna do Vale do Ach, Dantbio,
Alemanha.

Fonte: (WHITEHOUSE, 2003)

Fortemente influenciado pela obra O Almagesto de Ptolomeu, o astrénomo persa
A’Abd al-Rahman ibn’ Umar al-Sufi, mais conhecido como Alzofi (Pérsia, 903-986) fez
ilustragoes de estrelas mais brilhantes e até mesmo acrescentou alteragoes, como por
exemplo, os nomes arabes para as estrelas e constelagoes. Publicou sua obra em 964, que
ficou conhecida como "Livro de Estrelas Fixas". O livro original ndo sobreviveu, mas uma
copia de 1009 esta preservada na Universidade de Oxford, Inglaterra (HUSSEIN, 2021).

No periodo das grandes navegagoes, para aventurar-se mar adentro, foram muito
uteis as cartas celestes, além de uma bussola, um sextante e um astrolabio. Estas foram
sendo atualizadas a cada expedicao em que se exploravam o oriente e o hemisfério sul.
Podemos citar os registros de dois marinheiros holandeses, Pieter Dirkszoon Keyser e
Frederick de Houtman, que em 1595 viajaram juntos para o que atualmente corresponde
a Indonésia. “Suas compilagoes resultaram no globo de Jodocus Hondius, de 1601, que
acrescentou 12 novas constelagdes do sul” (SWERDLOW, 1986).

A Uranometria de Johann Bayer, em 1603, foi a primeira carta celeste a mapear
tanto o hemisfério Sul quanto o Norte. Ele passou a identificar com letras do alfabeto
grego as estrelas mais brilhantes. O Uranometria continha 48 mapas das constelacoes de
Ptolomeu, uma placa das constelagoes do sul e duas placas mostrando todo os hemisférios
norte e sul em projecao estereografica polar. Vemos na Figura 71, a constelagdo do
Escorpiao retratando as estrelas mais brilhantes, com rotulos de letras gregas e latinas
visiveis.

O polonés Johannes Hevelius terminou sua carta celeste Firmamentum Sobiescia-

num em 1690. Tinha 56 mapas estelares, cada uma contida em duas paginas, e melhorou
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Figura 71 — Constelagdo do Escorpiao - Uranometria de Johann Bayer

Fonte: (BAYERT, 1603)

a precisao das posigoes das estrelas do sul. Hevelius foi um astronomo muito produtivo.
Entre suas descobertas podemos destacar: observagoes das manchas solares, mapeamento
da superficie lunar, a descoberta de 4 cometas bem como sua tese de que tais corpos
estao em uma trajetoria parabdlica ao redor do sol. Ele introduziu mais 11 constelacoes
(Scutum, Lacerta, Canes Venatici, entre outros) (CIENTIFICA, 2018).

Figura 72 — Hevelius - Firmamentum Sobiescianum sive Uranographia 1690

Fonte: (SWERDLOW, 1986)

Como eram produzidas as cartas celestes? Que conceitos mateméaticos precisaram
ser dominados para que se registrasse com precisao as posigao dos astros? A resposta estd
relacionada com o dominio de um dos mais antigos ramos da astronomia, a astrometria.
A Astrometria trata da medida da posi¢ao, dimensdes e movimentos dos corpos celestes,
dentro de certas referéncias que ela define (MOURAO, 1987). Com base na consideragao

sobre geometria esférica, feita na se¢do 2.6, passaremos a algumas aplicagoes em astrometria.
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3.5.2 A Esfera Celeste

Podemos definir a esfera celeste como uma esfera imaginaria, centrada na Terra,
girando em torno de um eixo que podemos considerar como o prolongamento do eixo de
rotacao da Terra. Para o observador aqui da Terra, tém-se a impressao de se estar no meio
de uma grande esfera incrustada de estrelas. Inicialmente, definiremos alguns elementos
da esfera celeste que compdem o sistema de coordenadas astrondmicas. Passaremos a uma
definicao de alguns planos e pontos na esfera celeste, uma vez que sao necessarios para a

determinagao da posi¢ao dos astros no céu (FILHO, 2014).

« Horizonte: é o plano tangente a Terra e perpendicular a vertical do lugar em que se
encontra o observador. A vertical do lugar é definida por um fio a prumo. Como o
raio da da Terra é pequeno frente ao raio da esfera celeste, considera-se que o plano
do horizonte intercepta a esfera celeste em um circulo maximo, ou seja, passa pelo

centro (veja Figura 73).

e Zénite: é o ponto no qual a vertical do lugar intercepta a esfera celeste, acima do

observador.

Equador

Figura 73 — Horizonte, Zénite e Equador celestes

Fonte: (FILHO, 2014)

o Nadir: é o ponto diametralmente oposto ao Zénite.

o Equador celeste: ¢ o circulo maximo em que o prolongamento do equador da Terra

intercepta a esfera celeste.

« Polo Celeste Norte: é o ponto em que o prolongamento do eixo de rotacao da Terra

intercepta a esfera celeste, no hemisfério norte.

o Pélo Celeste Sul: é o ponto em que o prolongamento do eixo de rotacdo da Terra

intercepta a esfera celeste, no hemisfério sul.
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Circulo vertical: é qualquer semicirculo maximo da esfera celeste que contém a

vertical do lugar. Os circulos verticais comegam no Zénite e terminam no Nadir.

Ponto Geogréfico Norte (ou Ponto Cardeal Norte): é o ponto da esfera celeste em

que o circulo vertical que passa pelo Polo Celeste Norte intercepta o horizonte.

Ponto Geografico Sul: é o ponto em que o circulo vertical que passa pelo Polo Celeste
Sul intercepta o horizonte. A linha sobre o horizonte que liga os pontos cardeais
Norte e Sul chama-se linha Norte-Sul, ou linha meridiana. A linha Leste-Oeste é

obtida tracando-se, sobre o horizonte, a perpendicular a linha Norte-Sul.

Circulos de altura: sdo circulos da esfera celeste paralelos ao horizonte. Sao também

chamados almucantaras, ou paralelos de altura.

Circulos horarios ou meridianos: sao semicirculos da esfera celeste que contém os
dois polos celestes. O meridiano que passa também pelo zénite se chama Meridiano

Local.

Paralelos: sao circulos da esfera celeste paralelos ao equador celeste. Sao também

chamados circulos diurnos.

Circulos
verticais
=

Circulos de

Meridiano D altura
Local K %
\ \(
\ \ \
A

o Meridianos
Paralelos S o

Figura 74 — Circulos fundamentais da esfera celeste.

Fonte: (FILHO, 2014)

Estando bem definidos os elementos da esfera celeste, passemos a uma consideragao

dos sistema de coordenadas utilizados.
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3.5.3 Sistema de Coordenadas Astronomicas

A mencao de sistema de coordenadas, geralmente nos remete as duas coordenadas

geograficas, usadas para medir posi¢oes sobre a superficie da Terra.

 Longitude geografica (\): é o arco do equador, com origem no meridiano de Greenwich
e extremidade no meridiano do lugar. Varia de 0° a 180° para leste ou oeste de
Greenwich. Usualmente, atribui-se o sinal positivo as longitudes a leste e o sinal
negativo as longitudes a oeste. Também costuma-se representar a longitude de um
lugar como a diferenga entre a hora do lugar e a hora de Greenwich e, nesse caso,
as longitudes a oeste de Greenwich variam de Oh a —12h e as longitudes a leste de
Greenwich variam de Oh a +12h.

 Latitude geografica (¢): é o arco do meridiano do lugar, com origem no equador e
extremidade no lugar. Varia entre —90° e +90°. O sinal negativo indica latitudes do

hemisfério Sul e o sinal positivo hemisfério Norte.

Mas considerando a esfera celeste, temos outros sistemas de coordenadas, a saber,

o Sistema Horizontal, o Sistema Equatorial Celeste e o Sistema Equatorial Local.

3.5.3.1 Sistema Horizontal

Esse sistema utiliza como plano fundamental o horizonte celeste. As coordenadas

horizontais sdo Altura e Azimute.

o Altura (h): é o arco medido sobre o circulo vertical do astro, com origem no horizonte
e fim no astro. A altura varia entre —90° e +90°. O complemento da altura se
chama distancia zenital (z). Assim, a distancia zenital é o arco medido sobre o
circulo vertical do astro, com origem no zénite e fim no astro. A distancia zenital
varia entre 0° e 180° (h + z = 90°). O sistema horizontal é um sistema local, no

sentido de que é fixo na Terra.

« Azimute (A) é o arco medido sobre o horizonte, no sentido horério (Norte, Leste,
Sul e Oeste), com origem no ponto cardeal Norte e fim no circulo vertical do astro.
O azimute varia entre 0° e 360°. Como o raio da Terra é pequeno frente ao raio da
esfera celeste, considera-se que o plano do horizonte intercepta a esfera celeste em

um circulo maximo, ou seja, passa pelo centro.

As coordenadas azimute e altura (ou azimute e distancia zenital) dependem do

lugar e do instante da observacao e nao sao caracteristicas do astro.
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=

Figura 75 — Altura e Azimute.

Fonte: (FILHO, 2014)

3.5.3.2 Sistema Equatorial Celeste

Esse sistema utiliza como plano fundamental o equador celeste. Suas coordenadas

sao a ascensao reta e a declinacao.

o Ascensao Reta («) ou (AR): arco medido sobre o equador, com origem no meridiano
que passa pelo ponto Aries e fim no meridiano do astro. A Ascensdo Reta varia entre
Oh e 24h (ou entre 0° e 360°), aumentando para o leste. O Ponto Aries, também
chamado ponto Gama (7), ou Ponto Vernal, é um ponto do equador, ocupado pelo
Sol quando passa do hemisfério sul celeste para o hemisfério norte celeste, definindo
o equinécio de primavera do hemisfério norte (mais ou menos em 20 de margo), isto
é, em uma das duas intersec¢oes do equador celeste com a ecliptica. A ecliptica é a
projecao sobre a esfera celeste da trajetoria aparente do Sol observada a partir da

Terra (veja a Figura 76).

e Declinacao ¢ o arco medido sobre o meridiano do astro, com origem no equador
e extremidade no astro. A declinagdo varia entre —90° e +90°. O Sol tém uma
trajetéria orbital na esfera celeste que possui declina¢cdo em relacao ao horizonte,
variando entre —23,5° (em 21 de dezembro aproximadamente) e +23,5° (em 21 de

junho aproximadamente).
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Figura 76 — Ascensao Reta e Declinacao.

Fonte: (FILHO, 2014)

3.5.3.3 Sistema Equatorial Local

Nesse sistema, o plano fundamental continua sendo o equador, mas a coordenada

medida ao longo do equador nao é mais a Ascensao Reta, mas sim uma coordenada nao

constante chamada Angulo Horario.

 Angulo horério (H) é o arco medido sobre o equador, com origem no meridiano local

e extremidade no meridiano do astro. Varia entre —12h e +12h. O sinal negativo

indica que o astro esta a leste do meridiano, e o sinal positivo indica que ele esta a

oeste do meridiano.

« Hora Sideral (HS) ¢é o dngulo horério do ponto Aries. Pode ser medida a partir de

qualquer estrela, pela relagao: HS = H + a (veja a Figura 77).

O sistema equatorial celeste e sistema equatorial local, juntos, definem o conceito

de tempo sideral. O tempo sideral, assim como o tempo solar, ¢ uma medida do tempo, e

aumenta ao longo do dia. O angulo horédrio (H) é o dngulo entre o meridiano local e o

meridiano do astro, contado no sentido do movimento diurno. O éngulo horario do astro

somado & sua ascensao reta («), define a Hora Sideral (HS).

Estando bem definidas as coordenadas astrondémicas, passaremos a considerar sua

aplicacao.
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Meridiano z
da estrela Meridiano Hx« Meridiano
f Local da estrela
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do ponto Aries

Perspectiva externa Perspectiva interna
perpendicular ao plano perpendicular ao plano
do Meridiano local do Equador Celeste

Figura 77 — Hora Sideral em duas perspectivas diferentes

Fonte: (FILHO, 2014)

3.5.4 Triangulo de Posicao

Podemos definir tridngulo de posicao, o tridngulo situado na esfera celeste que tem
por vértices: o astro, o polo elevado e o zénite (FILHO, 2014). O tridngulo de posigao é
usado para derivar as coordenadas do astro quando conhecida a posi¢ao geografica do lugar,
ou determinar as coordenadas geograficas do lugar quando conhecidas as coordenadas do

astro. Também permite fazer as transformacoes de um sistema de coordenadas para outro.
Sobre a Figura 78 temos:
 latitude local := ¢
e arco entre o zénite e o pdlo := 90° — |¢|
e arco entre o zénite e astro := z
« angulo entre o equador celeste e a estrela (declinagao) := ¢
e arco entre o pélo e o astro := 90° — |J]

« angulo com vértice no zénite := A (no Hemisfério Norte) ou A - 180° (no Hemisfério
Sul)

o angulo com vértice no pélo ou angulo horario := H

o angulo com vértice no astro := F
Aplicando a férmula da lei dos cossenos para o triangulo esférico temos:
cos(z) = cos(90° — |¢p|)cos(90° — |8]) + sen(90° — |¢p|)sen(90° — |0])cosH

cos(z) = sen(|¢p|)sen(|d]) + cos(|¢|)cos(|d])cosH
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Pdlo Sul Pélo Norte

Figura 78 — Triangulo de Posicao

Fonte: (FILHO, 2014)

Para isolar cosH dividimos a equagao por cos(|¢|).cos(|d]), com isso temos:
cosH = sec(|¢])sec(|0]) — tan(|¢|)tan(|d])
Outra relagdo que podemos deduzir é:
c0s(90° — [6]) = cos(90° — |¢|)cos(z) + sen(90° — |¢|)sen(z)cosA
sen(9) = sen(|p|)cos(z) + cos(|¢p|)sen(z))cosA
Para isolar cosA dividimos a equagao por cos(|¢|)sen(z), com isso temos:
cosA = sen(|0])sec(|p|)cossec(z) — cot(|p|)tan(z)

Podemos determinar o angulo hordrio no ocaso (z = 90°) para uma estrela de declinagao

0, em um local de latitude ¢.
c0s90° = sen(|¢p|)sen(]d]) + cos(|p|)cos(|0])cosH.

Logo:
cosH = —tan(|¢|)tan(|d])

Com essa formula podemos calcular, por exemplo, quanto tempo o Sol permanece
acima do horizonte em um certo local e em certa data do ano, pois, para qualquer astro, o
tempo de permanéncia acima do horizonte sera duas vezes o angulo horario desse astro no

momento do nascer ou ocaso.

Exemplo 3.5.1. Vamos determinar quanto tempo o Sol permanece acima do horizonte,
em Aracruz, ES (¢ = -19,81°), no dia do solsticio de verdo no HS (6 = -28,43°).

cosH = —tan(|¢|)tan(|d])
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cosH = —tan(] — 19, 81°|)tan(| — 23,43°|)
cosH = (—0,36)(0,43)
cosH = —0,156
H =98,97°

Um dia é definido como uma volta completa do Sol, isto é, o Sol percorre 360° em

24 horas, a velocidade aparente ¢ de:

360°
‘/aparente = W

15°
‘/aparente = T

Como tempo de permanéncia acima do horizonte sera duas vezes o angulo horario, temos:
98,97° -2 =197,94°.

Dividindo o dngulo Horario (H) pela velocidade aparente, temos:

197, 94°
h=————=13,19h
15° ’
Logo, o Sol permanece acima do horizonte no solsticio de verao em Aracruz, ES, por cerca

de 13 horas e 12 minutos.

Ao apresentar estes conceitos de mapeamento dos céus com os estudantes da
Educacao Basica, sera necessario uma abordagem mais simples sobre o tema, e que traga o
conhecimento substancialmente mais acessivel para eles. Com isso em mente concluiremos

esta secao apresentando ferramentas digitais de ensino, com softwares e aplicativos.

3.5.5 Aplicativos e Softwares que mapeiam o céu

Para a educacao basica, temos ferramentas poderosas de ensino para o mapeamento
dos céus. Existem softwares e aplicativos que simulam as posicoes celestes e contribuem

para um ensino significativo desta ciéncia.

O aplicativo Sky Map (sistema operacional Android) mostra um mapa do universo
na tela do celular . Com o download gratuito feito pela Google Play, o servico permite ver
estrelas, planetas, constelagoes e outros astros. A partir do giroscopio do smartphone, é
possivel navegar pelas galaxias e descobrir a dire¢ao exata de um objeto celeste para saber
onde ele esta localizado no espago. Além disso, a ferramenta disponibiliza uma galeria de

fotos capturadas pelo telescépio Hubble (veja a Figura 79).

O Stellarium é um dos softwares mais completos que existem para observacao de

corpos celestes, tendo um catalogo com mais de 850 milhoes de estrelas, com informacoes
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Unukalhai

Rasalﬁague

Figura 79 — Interface do Sky Map

Fonte: O Autor (2023)

sobre praticamente todas elas. Além disso, também é possivel observar planetas, nebulosas,
luas e constelagoes, todas em suas posigoes reais e com grande precisao. O Stellarium é
um dos tnicos softwares de seu tipo que possui as constelacoes em outras culturas, tais

como, Tupi-Guarani, Navajos, Maori, Maias, Zulu, s6 para se mencionarem algumas.

O software Stellarium também traz a opgao de tomar a latitude e longitude de
qualquer localizacao geogréfica, com a qual é possivel observar o céu em diferentes partes
do mundo. A visualizagao é realizada em tempo real, ou em velocidade ajustavel, para
frente e para tras no tempo, com o qual é possivel “observar” o céu a qualquer hora e

lugar na Terra.

Nas versoes mais recentes é possivel simular e explorar a superficie da Lua, Marte,
do oceano, ou até mesmo da Terra, sendo possivel remover a atmosfera ou mesmo a
superficie do planeta. E possivel também simular eclipses e outros eventos astrondmicos,
que podem ser observados de diferentes posi¢oes e horarios. Como ¢é possivel adiantar
ou voltar no tempo, o programa permite observar a configuragao do céu em qualquer
época. Em sala de aula, a mera exposicao do software Stellarium ja prende a atencao
dos estudantes. Ademais, eles podem visualizar outros fendmenos bem fascinantes, tais

como: o Sol da meia noite, na Noruega, os meses de claridade, bem como de escuriddao nas
regioes articas, entre outros (DOMINGOS; TEIXEIRA, 2021).
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Figura 80 — Interface do Stellarium

Fonte: O Autor (2023)
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4 Proposta de Disciplina Eletiva - Ao infinito

e Além!

Este foi o titulo de uma disciplina Eletiva, aplicada aos alunos de Escola de Ensino
Fundamental e Médio de Tempo Integral Henrique Coutinho, no ano de 2018, na cidade
de Itiina, ES. Esse titulo baseava-se no bordao do personagem Buzz Lightyaer, astronauta
que fazia parte do elenco da animagao Toy Story, criada pelos esttudios cinematograficos
da Disney e Pixar em 1995. Toy Story se tornou um dos marcos da cultura pop entre o
publico infanto-juvenil, sendo eleito, inclusive, a frase favorita do cinema para os britanicos,
de acordo com uma pesquisa realizada pela Radio Times em 2014. Com o processo de
implementacao do Novo Ensino Médio, Disciplinas Eletivas se enquadram na categoria de

itinerarios formativos. Mas o que sao Disciplinas Eletivas?

4.1 O que sao Disciplinas Eletivas

Para o Instituto de Corresponsabilidade pela Educagao (ICE):

Sao disciplinas temaéticas, oferecidas semestralmente, propostas pelos
professores e/ou pelos estudantes e objetivam diversificar, aprofundar
e/ou enriquecer os contetidos e temas trabalhados nas disciplinas da Base
Nacional Comum do curriculo.(ICE, 2015)

Elas tém carater interdisciplinar e o objetivo de fortalecer a aprendizagem ao
procurar a aplicabilidade dos contetidos no cotidiano dos estudantes. Entre os objetivos
especificos estdo: aprofundar, enriquecer e ampliar conceitos, procedimentos ou tematicas
relativos a uma disciplina ou area de conhecimento; oportunizar o desenvolvimento de
projetos relacionados aos interesses dos estudantes e da comunidade a que pertencem;
desenvolver a autonomia e a capacidade de tomada de decisoes balizadas e promover a

aquisicao de competéncias relevantes para a vida no século 21 .

Para o desenvolvimento semanal das atividades na Disciplina Eletiva, serao minis-
tradas 2 horas-aula de 50 minutos cada, que devem ser sequenciadas. A carga horaria
para o ano letivo sera de 80 horas-aula. Sao oferecidas a cada semestre a partir de um
“cardapio” de temas propostos pelos professores e ou por sugestoes dadas pelos estudantes.
Como em qualquer situacao didatica, ao se planejar uma Disciplina Eletiva, os professores
devem considerar a diversidade de estudantes que compoe a turma. Seus diferentes perfis
sao a maior riqueza que este encontro singular, mediado pelo professor, pode proporcionar.
Por isso a turma da Disciplina Eletiva deve ter uma miscelanea de estudantes, com idades

diferentes e série/ano diferentes. A principal afinidade serd o tema da Eletiva, que foi
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escolhido pelos préprios estudantes, em uma exposicao planejada pelos professores junto
a coordenacao pedagogica. Em relagao aos aspectos metodolégicos, a aula na Disciplina
Eletiva deve ter um carater mais pratico, aplicavel, sempre podendo contar com atividades
laborativas. Embora nao deva ser uma regra, a metodologia de projetos pode ser um

caminho.

Para a elaboracado da Eletiva

1. TITULO (Deve ser atraente e despertar
o interesse dos estudantes)

2. DISCIPLINAS (areas do conhecimento
envolvidas)

3.PROFESSORES

4, JUSTIFICATIVA

5.0BJETIVO

6. HABILIDADES E COMPETENCIAS A
SEREM DESENVOLVIDAS

7. CONTEUDO PROGRAMATICO

8. METODOLOGIA

9. RECURSOS DIDATICOS NECESSARIOS

10. PROPOSTA PARA A CULMINANCIA

11. AVALIACAO

12. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Figura 81 — Estrutura da Ementa de uma Eletiva

Fonte: (ICE, 2015)

Ao final do semestre temos a Culminancia das Disciplinas Eletivas. Trata-se de um
momento de exposi¢do de um produto, como resultado material que expresse a sintese da
Eletiva.

E um dia, no final do semestre, no qual a escola se prepara para expor
para toda a comunidade escolar o que foi produzido, em clima de com-
partilhamento de conhecimentos, de experiéncias, de aprendizados e de
proposigoes de desafios para avangar nos préximos periodos. (ICE, 2015)

A avaliacao da eletiva acontece de maneira diferente das disciplinas da base comum.
Nao se fazem provas, nem exercicios. Apenas os aspectos qualitativos sao observados. Cada
turma terd um espago para expor os conhecimentos adquiridos, a trajetoria percorrida e
os valores que consolidaram. Apenas para exemplificar, podem ser desenvolvidos diversos
produtos sob a forma de relatérios de projetos de pesquisa, jogos, robos, experiéncias
cientificas, jornais, dramatizagoes, musicas, reportagens, HQ, curta-metragens, maquetes,

ete.
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Em resumo Disciplinas Eletivas nao devem ser a continuidade dos trabalhos em sala
de aula, ou mesmo atividades de pequenos grupos isolados na turma, nem a abordagem de
temas desvinculados das disciplinas da Base Nacional Curricular Comum, ou totalmente
fora de seu contexto, e principalmente nao devem ser uma metodologia distante das

necessidades de aprendizagem dos estudantes (ICE, 2015).

4.2 Ementa da Eletiva Ao Infinito e Além

Abaixo destacamos os pontos principais da ementa da eletiva “Ao infinito e além”,
que poderao ser adaptados conforme a realidade dos estudantes em suas respectivas

unidades escolares.

e Titulo: Ao infinito e Além.

o Objetivo: Estudar Fendmenos Astronémicos de 2018; As representacoes do céu e do
universo em diferentes culturas; A Astronomia na musica, na literatura e no cinema;
Astronomia Espaco-tempo Orientagao geografica; A medida do tempo: Calendérios;

Movimentos da Terra; Fenomenos celestes.

 Justificativa: Partimos da necessidade de desenvolver métodos mais atraentes para
auxiliar os estudantes com dificuldade em matemaética, além de despertar todo o
potencial criativo e autodidata de nossos alunos ao contemplarem os corpos celestes.
Neste tltimo caso, os conhecimentos em astronomia bésica, criacdo dos primeiros
calendérios, movimentos dos corpos celestes, mapas astrondémicos, instrumentos de
observacao, presentes na disciplina de Geografia e Historia, junto com o estudo de
escalas, calculo de distancias astrondémicas e trigonometria, presentes na disciplina

de Matematica, contribuirao em muito para o aprendizado nesta eletiva.

e Objetivo: Conhecer a evolucao do conhecimento astronémico desde a antiguidade

até suas implicagoes atuais com a exploragao espacial.

o Principios do Modelo Pedagdgico: Levar o estudante a colocar-se como protagonista
na produgao cientifica e na percepcao de conceitos elementares de Geografia, Histéria e
Matematica Aplicada, e areas cientificas afins. Promover a educacao interdimensional,
tendo por foco a visitacdo de um observatério astronémico. Proporcionar momento
de visita a um ambiente para observacao do céu noturno. Estimular a aplicacao
dos 4 pilares da educacao (aprender a ser, a fazer, a aprender, a conviver) por meio
de desenvolvimento de projetos. Considerar as competéncias para o século 21, tao
evidentes na relagdo do homem com os processos cientificos referentes a exploragao
espacial e previsao de fendmenos celestes. Conhecer o que é Astronomia e suas

implicacoes para a sociedade atual;
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« Conteido Programatico de Matemética (BNCC): Grandezas e medidas, escalas,
notacao cientifica; Trigonometria no calculo de distancias inacessiveis; Resolver
problemas que envolvam trigonometria, lei dos senos;lei dos cossenos; Compreender
recorréncias no calendario; Saber identificar as principais conicas e suas propriedades;

Relacionar conhecimentos prévios de geometria plana com geometria esférica.

« Contetido Programatico de Geografia (BNCC): coordenadas astronomicas; a Terra,
o Sol e a Lua; estacoes do ano; O Relogio do Sol; descricao do sistema solar; corpos
menores do sistema solar; vida e a morte das estrelas; espectroscopia; exploracao do

espago, foguetes, satélites e onibus espaciais;

o Metodologia: atividades de sondagem, aula expositiva, pesquisa, utilizacao de

dindmicas, formulacao de hipdteses cientificas a partir observagao de regularidades.

» Recursos Didéticos necessérios: televisao e/ou projetor, notebook, telescépio, quadro,
utensilio de laboratério de ciéncias, utensilios do laboratorio de fisica, laboratério de

informatica.

o Proposta para Culminancia: Exposicao de pesquisas, experimentos, visita ao Pla-
netario de Vitéria, localizado na Universidade Federal do Espirito Santo - UFES,
Goiabeiras, Vitoria, ES;

o Avaliacao: frequéncia, capacidade de iniciativa e autodidatismo, concentracao e
foco nas explicagoes, curiosidade e participacao do estudante, espirito gregario nas

atividades em grupo.

4.3 Programacao da Eletiva Ao Infinito e Além

Para apresentar uma proposta de Programacao da Eletiva Ao Infinito e Além,
tomaremos por base o Cronograma de Atividades conforme Figura 82. Cada semana que
se seguira é composta de duas aulas. A seguir um descricao de como serao desenvolvidas

as aulas nas semanas subsequentes.
Primeira semana
Ocorre o Feirdo das Eletivas onde as turmas sao definidas.

Segunda semana

1. Tema: Poders ser exibido um filme (por exemplo Gravidade - CUARON (2013), ou
algum documentario atual sobre o espago sideral) e até mesmo uma apresentacao

em slides trazendo elementos de arqueoastronomia.

2. Objetivos: ambientar os estudantes no cenario em que a Eletiva pretende trabalhar,

a saber, o espaco sideral. Uma atividade alternativa seria fazer uma apresentacao
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histérica do desenvolvimento da astronomia nas primeiras civilizagoes. Para isso os

professores poderao abordar alguns tépicos do Capitulo 1 deste trabalho.
3. Metodologia: analise de filme, a apresentacao de um tema logicamente estruturado.
4. Recursos Didéticos: aparelho televisor e/ou projetor, computador e/ ou notebook.
5. Avaliagdo: participagao, concentracao e foco nas explicagoes.

6. Abrangéncia: 2 aulas.
Terceira e quarta semana

1. Tema: A contagem do tempo.

2. Objetivos: desenvolver compreensao entre a relacdo dos movimentos de translacao
e rotacao da terra e a construcao de calendéarios. Os estudantes observarao uma
apresentacao das estacoes do ano por meio de um software educativo. Ao relacionar
este tema com a confeccao do calendario, terao a oportunidade de confeccionar uma
planilha eletronica para explorar o Algoritmo de Zeller. Os professores poderao

utilizar as sugestoes da secao 3.1.
3. Metodologia: aula expositiva com utilizagao de softwares educativos.

4. Recursos Didaticos: aula expositiva com Stellarium, aula experimental em laboratorio

de informatica, com o software FExcel.
5. Avaliagao: participacao dos estudantes, confeccao de planilha eletronica.

6. Abrangéncia: 4 aulas.
Quinta semana:

1. Tema: O Reldgio do Sol.

2. Objetivos: Depois de abordados os principais aspectos de nossa estrela mais préxima,
os professores confeccionarao com os estudantes um relégio do sol. Poderao encontrar
mais orientacoes sobre a confecgdo do relégio do Sol em Mendes (2017). O estudante
precisara aprender nogoes basicas de geometria. Utilizando uma folha de papel e um
transferidor, serd tracado uma semicircunferéncia no centro. A seguir, os 180° serdao
divididos por 12, resultando em 15°. Cada grupo de 15° representara a passagem de
uma hora no relégio do sol. Para o posicionamento do gnomo, ou haste no relogio, o
estudante precisara saber a latitude local. A inclinacao do gnomo, em relagao ao
solo, sera o angulo complementar ao da latitude local. Tratando-se de turmas mais
avancadas, pode-se explorar outras relagoes trigonométricas, como as que foram

abordadas na subsec¢ao 3.3.3.
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3. Metodologia: conducao de experimentos e pratica de laboratorio.

4. Recursos Didaticos: papel, papelao, tesoura, transferidor, lapis, borracha, palito de

madeira (churrasco) e cola.
5. Avaliagao: participagao do estudante na confecgao do relégio do sol.

6. Abrangéncia: 2 aulas.
Sexta semana

1. Tema: Explorando o sistema solar.

2. Objetivos: simular os movimentos dos planetas de acordo com o modelo heliocéntrico
por meio do uso do préprio corpo dos estudantes, permitindo assim a observagao
e o tempo de translacdo que cada planeta realiza em torno do Sol, possibilitando
entender como esse movimento é mais rapido quando o planeta esta mais perto
do Sol. Compreender e utilizar escalas ao manipular distancias astronémicas. Os

professores terao mais orientagoes consultando a secao 3.2.2.
3. Metodologia: atividade ludica.

4. Recursos Didaticos: os materiais que os estudantes poderao utilizar sao barbante e

fita colorida para marcar a trajetoria dos planetas que irao representar.
5. Avaliacao: participacgao na atividade ludica.

6. Abrangéncia: 2 aulas.
Sétima e oitava semana

1. Tema: Observacoes Astronémicas

2. Objetivos: confeccionar instrumentos de observagao astrondémicas, tais como, bi-
noéculos e lunetas. Os professores poderao encontrar sugestoes sobre a relagao dos
instrumentos de observagao astrondémica e as conicas na secao 3.4. Nessa aula,
sendo possivel a observar o Sol, lunetas e binéculos deverao receber tratamento com
filmes radiograficos (peliculas de raios X) para sua seguranca. Poderd ser muito
util na atividade experimental de confeccao de lunetas e telescopios, as sugestoes
encontradas em CIENCIA (2009).

3. Metodologia: aula experimental.
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4. Recursos Didaticos: um CAP branco de esgoto de 50 milimetros, ou duas polegadas;
um disco de cartolina preta de cinco centimetros de diametro, com um furo interno
de dois centimetros de didmetro; trés fitas adesivas de feltro; um conta-gotas de 100
mililitros; uma luva simples de esgoto de 50 milimetros; uma lente de 6culos esférica
e incolor, de dois graus positivos; 40 centimetros de tubo branco de esgoto de 50
milimetros; 40 centimetros de tubo branco de esgoto de 40 milimetros; uma lente
de monoculo de fotografia. Para observagao do Sol serd necessario revestir a lente

objetiva com filmes radiografico.
5. Avaliagao: participagao do estudante nas oficinas.

6. Abrangéncia: 4 aulas.
Nona e décima semana

1. Tema: Estudo de estrelas e constelacoes.

2. Objetivos: conhecer a estrutura das estrelas, suas composicao e localiza¢do no
universo por meio das constelagoes. Estudar a natureza da luz, seu espectro e
unidades de medida. Este é o momento de mostrar a aplicabilidade da notacao
cientifica no registro de unidades muito pequenas. Confec¢ao de espectroscopio com

materiais reciclaveis.
3. Metodologia: aula expositiva e aula experimental.

4. Recursos Didéticos: CD ou DVD, caixa (de tubo de creme dental ou andloga),

tesoura, estilete, fita isolante, fita adesiva.

5. Avaliacao: participagao, concentracao e foco nas explicagoes, confecgao de experi-

mento.

6. Abrangéncia: 4 aulas.
Décima primeira semana

1. Tema: A Esfera Celeste.

2. Objetivos: identificar os elementos da esfera celeste e sua relagdo com a posicao
dos corpos celestes. Para estas aulas, os professores poderao utilizar o software

stellarium, juntamente com as defini¢oes da secao 3.5.2.
3. Metodologia: aula expositiva.

4. Recursos Didaticos: software educacional (Stellarium,).
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D.

6.

Avaliacao: participagao, concentracao e foco nas explicagoes.

Abrangéncia: 2 aulas.

Décima segunda a décima quarta semana

. Tema: A corrida espacial.

. Objetivos: estudar os aspectos historicos da corrida espacial, bem como os empenhos

atuais de governos e entidades rumo ao espaco sideral. Confeccionar foguetes como
atividade laborativa e lidica. Como aplicabilidade, esta atividade pode ajudar o
estudante a entender a relagao entre a trajetoria dos foguetes e o grafico da fungao

quadratica. Os professores encontrarao mais orientagoes na secao 2.4.2.

Metodologia: analise de filme ou documentario, aula expositiva, aula experimental,

aula ludica.

Recursos Didaticos: filme ou documentario sobre corrida espacial, aparelho televisor
ou projetor. Para confeccdo do foguete pode-se encontrar algumas sugestoes em
wikiHow (2012), bem como em Juncker (2023).

. Avaliacao: participagao, concentracao e foco nas explicacoes.

. Abrangéncia: 6 aulas.

Décima quinta semana

. Tema: observatérios astrondmicos.

. Objetivos: estudar observatérios astronomicos, radiotelescopios, telescopios espaciais.

Visitagao a um observatorio ou Planetario.
Metodologia: aula expositiva.

Recursos Didaticos: utilizagao de videos e slides.

. Avaliagao: participagao, concentracao e foco nas explicagoes.

. Abrangéncia: 2 aulas

As duas semanas restantes serao dedicadas a preparacao da Culminancia das

Eletivas. Os professores organizarao a turma em grupos, onde cada grupo apresentara

um tema distinto das aulas que se transcorreram ao longo do periodo. Na pratica, este

é o momento de reorganizar os experimentos produzidos, elaborar as explicagoes, pois a

Culminancia acontecera na forma de exposicao das atividades.
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GOVERNO DO ESTADO
DO ESPIRITO SANTO

Secretaria da Educagdo

CRONOGRAMA DE ATIVIDADAES DA ELETIVA "AO INFINITO E ALEM!"

OVERNO DO ESTADO DO ESPIRITO SANTO
SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCAGAO
COORDENAGAO DO PROGRAMA ESCOLA VIVA

Professor Julio M. Rodrigues, na Disciplina de Geografia/Histdria.
Professor Naftaly Cristal Félix, na disciplina de Matematica.

ESCOLA
VIVA

CONTEUDO PROGRAMATICO | DATAS
SEMANA ACOES/ATIVIDADES MARCO |ABRIL [MAIO [JUNHO |[JULHO

12 Feirdo de Eletivas. 02

Exibicdo do Filme "Gravidade". Consideragdo sobre as condi¢des 09
22 fisicas do espaco sideral.
32 Estudo sobre o Sol, Estagdes do ano e o Calenddrio. 16
42 Estudo sobre o Sol, Estagdes do ano e o Calendario. 23
52 Confecgdo do Reldgio do Sol 06
62 Explorando o Sistema Solar 13
72 Estudo e confecgdo de lunetas e telescopios. 20
82 Estudo e confecgdo de lunetas e telescopios. 27
92 Estudo das estrelas: classificagdo, composigado, brilho. 04
102 Estudo da Esfera Celeste. 18
112 Confecgdo de Espectroscopoio com materiais de baixo custo. 25
122 Exploragdo Espacial, confecgdo de foguetes. 08
132 Exploragao Espacial, confec¢ao de foguetes. 15
142 Exploragdo Espacial, confec¢do de foguetes. 22
152 Estudo sobre observatérios astronémicos, radio telescopios e o 27

- telescopio Hubble. Visitagdo a um observatdrio ou Planetario.

162 Preparagdo para a Culminancia da Eletiva. 06
172 Culminéncia da Eletiva. 13

Figura 82 — Cronograma da Eletiva Ao Infinito e Além

Fonte: O Autor (2023)
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4.4 Relatério das Atividades da Eletiva

Com base na ementa da Eletiva, conseguimos elaborar um cronograma de atividades
para as 40 aulas ao longo de 20 semanas. As 3 semanas iniciais, foram dedicadas ao
planejamento das eletivas, e as outras 17 foram aulas com os estudantes. Atualmente
escolas em tempo integral e parcial, também tém desenvolvido eletivas dentro de um
trimestre. Esse cronograma pode ser adaptado para esta situagao por reduzir a aplicacao

para 13 ou 14 semanas.

O relato a seguir, traz uma experiéncia com uma eletiva, aplicada em 2018. Na
época, procurei desenvolver as principais atividades ao longo das 17 semanas propostas na
ementa. (veja o Apéndice A a Figura 83). Esta experiéncia inicial, pode contribuir para

pratica de outros professores que desejam oferecer esta disciplina.

Na primeira semana foi realizado um feirdo de eletivas. Os professores proponentes
se caracterizaram como astronautas e foram de sala em sala apresentando a proposta da

eletiva.

Na segunda semana, foi exibido o filme Gravidade para ajudar a colocar o estudante
no ambiente da astronomia. Com o filme os estudantes conseguiram visualizar as condigoes
inospitas presentes no espaco sideral. Na abertura do filme, temos a seguinte informacao:
“A 600 km acima do planeta Terra, a temperatura oscila entre 126°c e -100°c. Nao ha nada

que propague ondas sonoras. Nao ha pressao atmosférica. Nao ha oxigénio. A vida no
espaco é impossivel”(CUARON, 2013).

Na terceira semana, falamos sobre o Sol, nossa estrela mais proxima. O professor
de geografia conduziu a aula com explicagoes sobre as coordenadas geograficas da Terra.
Abordamos na aula os movimentos de rotacao e translacao da Terra, as estagdes do ano e
sua relacao com o calendario civil. Iniciamos a confec¢ao de um relégio do Sol, que foi
testado na area externa da escola. Essa atividade se estendeu até a quarta semana. A

construgao do relégio de Sol foi baseada nas sugestoes de Mendes (2017).

O Sol ainda foi a tematica na quinta semana. Foi explicada a composicao desta
estrela e suas reagoes nucleares. Como atividade pratica, revestimos binéculos do Labora-
tério de Ciéncias, com material de chapa radiografica (Raio X). Assim foi possivel fazer
a observacao do Sol com seguranga. Para entender alguns fendmenos solares, na sexta
semana utilizamos o software Stellarium. Conseguimos explicar o fenémeno do “Sol da

meia noite” na Noruega, bem como reproduzir eclipses solares.

Na sétima semana, consideramos os instrumentos de observacao astrondmica.
Explicamos as diferencas entre os telescépios refratores e os refletores, bem como o modelo
Cassegrain. Iniciamos uma oficina para confeccao de lunetas simples, com lente objetiva
de 6culos (de 1 grau) e ocular de mondculo de fotografia. Os estudantes foram divididos

em grupos para facilitar a coleta e o custeio dos materiais. Adaptamos as sugestoes
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encontradas em CIENCIA (2009). Concluimos esta atividade na oitava semana.

Na nona semana, estudamos sobre as constelagoes, onde os estudantes passaram
a explorar o aplicativo Sky Map. Explicamos sobre espectroscopia e confeccionamos um
espectroscopio com materiais de baixo custo, adaptando as sugestoes encontradas em

UFPA (2016). Concluimos esta oficina na décima semana,

Para a décima primeira semana, consideramos a historia da exploracao espacial.
Iniciamos exibindo o filme “Céu de Outubro” (JOHNSTON, 1999). Essa atividade se
estendeu até a décima terceira semana quando iniciamos uma oficina de confec¢ao de
foguetes. Para garantir a seguranga dos estudantes, utilizamos material de baixo custo
(garrafa PET) e com propulsdo pneumadtica, com base nas orientagoes de wikiHow (2012).

Esta atividade pratica foi concluida na décima quarta semana.

Na décima quinta semana, estudamos sobre observatorios astronomicos, radio
telescopios e telescopios espaciais. A aula foi incrementada com imagens do telescépio
Hubble, e também foi utilizado o software Stellarium. Iniciamos o planejamento de uma

visita ao Planetario de Vitéria, localizado na Universidade Federal do Espirito Santo -

UFES, Vitoria, ES.

Na décima sexta semana iniciamos a preparacao para a Culminancia da Eletiva.
Os estudantes foram divididos em grupos, onde participariam de uma mostra com todos
os trabalhos e experimentos desenvolvidos. Finalmente, na décima sétima semana de aula,
todas as eletivas da escola estiveram reunidas em um momento de exposig¢oes de seus
trabalhos. Trata-se da Culminancia das Eletivas. A Eletiva de astronomia, Ao Infinito
e Além, expOs em um mesa todos os objetos manufaturados, a saber, o relégio do Sol, o
espectroscopio, as lunetas e o bindculo para observar o Sol. Uma sala de aula foi utilizada

para a exibi¢ao de alguns fendmenos astronéomicos por meio do software Stellarium.
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5 Consideracoes finais

Com as novas diretrizes propostas pela Lei no 13.415/2017, acreditamos que o pre-
sente trabalho devera enriquecer o planejamento das atividade do docente, oferecendo uma
sugestao para a construcao de disciplinas eletivas na area de matematica e suas tecnologias.
A relagao intrinseca entre a matematica e a astronomia favorecera o desenvolvimento de
atividades interdisciplinares com areas de conhecimento afins, a saber ciéncias humanas e

ciéncias da natureza.

No segundo capitulo apresentamos os aspectos histéricos da astronomia. Destaca-
mos seu desenvolvimento nas primeiras civilizagoes e em diversas culturas. Analisamos a
construcao do calendario lunissolar em algumas culturas antigas. Vimos como as discre-
pancias entre o periodo de translacao da Terra, com as estacoes do ano, e o calendario

civil, foram ajustadas com a inclusao do ano bissexto.

O terceiro capitulo deste trabalho foi 0 momento de estabelecer a base matematica

dos tépicos que seriam apresentados com a astronomia.

Vimos no quarto capitulo uma abordagem que podera contribuir com tépicos bem

especificos da astronomia. Destacamos os seguintes pontos principais:

o calendario Gregoriano ajustou 10 dias ao ano civil de 1582 estabelecendo um padrao
que ainda perdura no mundo ocidental. Com a aritmética dos restos aprendemos
como determinar o dia da semana em que determinada data ocorreu a partir de

1582;

» uma recente revisao de tabuas cuneiforme feita pelo astroarquedlogo Mathieu Ossen-
drijver, da Universidade Humboldt em Berlim, Alemanha, traduziu o texto ainda
nao elucidado de Jupiter, que traz fortes indicacoes que os babilonios determinavam
a trajetoria deste planeta utilizando uma técnica de integracao numérica: a Regra

dos Trapézios;

« a construcao do relégio do Sol, uma das formas milenares de se acompanhar o correr
das horas durante o dia, bem como sua utilizagao, cujo funcionamento pode ser
explicado com conhecimento elementar de geometria plana. Mesmo recorrendo a um
método mais sofisticado de localizacao, no caso o GPS, entendemos plenamente sua

dindmica por meio da geometria analitica;

« as aplicagoes da propriedade reflexiva de elipse, parabola e hipérbole, nao apenas nos
ajudam a entender o movimento orbital dos planetas, mas também a construcao de

importantes instrumentos de observacao astronomica, como lunetas e telescopios; e
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» a necessidade de se lancar mao de uma geometria nao euclidiana, a saber a geometria
esférica no desenvolvimento da astrometria. Este avango contribuiu com a construcao
de mapas celestes, conceitos essenciais na localizagao, identificacao e calculo mais

preciso acerca dos astros.

No quinto Capitulo falamos sobre a estrutura da Eletiva para a Educacao Basica.
Entendemos que seu carater interdisciplinar, muito contribuira para a aprendizagem dos

estudantes da Educagao Basica.

Diante de tudo que consideramos, o professor da Educagao Béasica podera encontrar
neste trabalho uma excelente oportunidade de desenvolver a curiosidade de seus estudantes
na relacao entre a Matematica e a Astronomia. Tem a possibilidade de aprofundar seus
conhecimentos por meio da revisdo que fizemos acerca da literatura dos principais topicos
matematicos aqui abordados. Tera que ser flexivel na tomada de algumas decisoes na
construcao de sua Disciplina Eletiva, considerando primordialmente as necessidades de
aprendizagem de seus alunos. Com isso, se apropriara cada vez mais da importancia de
seu papel no processo educacional, “como um arquiteto da aprendizagem, um lider, um
organizador e um coautor de acontecimentos, atuando junto aos jovens, oferecendo-lhes
espacos e condigoes para o desenvolvimento pleno de seu potencial nas dimensoes da

racionalidade, da afetividade, da corporeidade e da espiritualidade” (ICE, 2015).
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APENDICE A - Ementa da Eletiva

*g,
2 GOVERNO DO ESTADO DO ESPIRITO SANTO
, SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO E S C 0 L A
v COORDENAGAO DO PROGRAMA ESCOLA VIVA v l v A
GOVERNO DO ESTADO
DO ESPIRITO SANTO

Secretaria da Educagdo

DISCIPLINA ELETIVA - 2018

TITULO

Ao infinito e Além
DISCIPLINAS
Geografia/Histéria e Matematica
PROFESSORES

Professor Jalio M. Rodrigues, na Disciplina de Geografia/Historia.

Professor Naftaly Cristal Félix, na disciplina de Matematica.
JUSTIFICATIVA

Partimos da necessidade de desenvolver métodos mais atraentes para auxiliar os alunos com
dificuldade em matematica além de despertar todo potencial criativo e autodidata de nossos alunos ao
contemplarem os corpos celestes. Neste Ultimo caso os conhecimentos em astronomia bésica, criagdo
dos primeiros calendarios, movimentos dos corpos celestes, mapas astrondmicos, instrumentos de
observacéo, presentes na disciplina de Geografia e Histéria, junto com o estudo de escalas, célculo de
distancias astrondmicas, trigonometria, que contribuirdo em muito para o aprendizado nesta eletiva.

OBJETIVOS

Geral

Conhecer a evolucao do conhecimento astrondmico desde a antiguidade até suas implicagdes atuais
com a exploracéo espacial

Especifico

- Levar o estudante a colocar-se como protagonista na producéo cientifica e na percepcéo de conceitos

elementares da Geografia, Histéria e da Matematica aplicada e areas cientificas afins.

- Promover a educagéo interdimensional, tendo por foco a visitagdo de um observatério astrondmico.

- Proporcionar momento de visita a um ambiente de para observagao do céu noturno.

- Estimular a aplicacéo dos 4 pilares da educagao (aprender a ser, a fazer, a aprender, a conviver) por

meio de desenvolvimento de projetos.

- Considerar as competéncias para o século 21, tdo evidentes na relagdo do homem com os processo

cientificos referentes a exploragdo espacial e previsédo de fendmenos celestes.

- Conhecer o que é Astronomia e suas implicagfes para a sociedade atual.

- Reconhecer-se como um ser pequeno mas ao mesmo tempo Unico neste vasto Universo Espacial
HABILIDADES E COMPETENCIAS A SEREM DESENVOLVIDAS

Matemética

- Utilizar técnicas de Desenho Geométrico na elaboragédo de planisférios e instrumentos astronémicos;
- Resolver problemas que envolvam a lei dos senos e lei dos cossenos

- Resolver problemas que envolvam operacgdes elementares com notacao cientifica.

- Identificar grandezas direta e inversamente proporcionais e resolver problemas.

- Reconhecer ordens de grandeza de medidas astrondmicas.

Geografia/Histoéria

- Saber utilizar mapas e GPS

- Utilizar os conhecimentos basicos em coordenadas geograficas

Figura 83 — Ementa da Eletiva

Fonte: O Autor (2023)
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- Saber comparar as ideias do Universo geoestatico de Aristételes-Ptolomeu e heliostatico de Copérnico-
Galileu-Kepler.

- Conhecer as relagfes entre os movimentos da Terra, da Lua e do Sol para a descri¢do de fenébmenos
astrondmicos (duracéo do dia/noite, estagdes do ano, fases da lua, eclipses, marés etc.).

CONTEUDO PROGRAMATICO

Astronomia e Cultura
e RepresentagGes do Céu e do universo em Diferentes Culturas;

e A astronomia da musica, na literatura e no Cinema
Astronomia Espago e Tempo
e Orientagdo geogréfica
e A medida do tempo
e Calendarios
e Movimentos da Terra
e Fendmenos Celeste
Modelos Geocéntrico e heliocéntrico
e Como explicavam e previam fendmenos celestes
e O Novo sistema solar
Os Telescopios
e Estrutura e Construcdo
Os Corpos Celestes
e Composigdo quimica dos astros
e Classificagdo dos Planetas
e Classificagéo das estrelas
e Ciclo de vida das estrelas
O Tamanho do Universo
e Organizacéo do Universo Visivel
e Estrutura das Galaxias, Grupos, Aglomerados e Superaglomerados.
e Vida Extra Terrestre
e O homem no espaco

e Aidadohomem alLua

METODOLOGIA

e Aula Expositiva Dialogada

e Utilizagdo de softwares e aplicativos para estudo em astronomia

e Construcdes de maquetes, esquemas, instrumentos de observagao.
e Utilizacao de filmes

e Visitas extra classe para observagao astrondmica.

Figura 84 — Ementa da Eletiva

Fonte: O Autor (2023)
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Secretaria da Educagdo

RECURSOS DIDATICOS NECESSARIOS

Computadores com internet, editor de textos e de planilhas; Televiséo ou Datashow; Quadro branco e
pincel atdmico; Laboratério de Matemética e Fisica.

PROPOSTA PARA A CULMINANCIA

e Exposicéo de fotos , videos da visitagdo de espago extraescolar para observagao noturna e
Planetario de Vitéria-ES

e Exposicéo de instrumentos astrondmicos produzidos no decorrer da eletiva

AVALIACAO

e Frequéncia;

e Capacidade de Iniciativa e autodidatismo;
e Concentracéo e Foco nas explicagdes;

e Curiosidade e participagdo do estudante;

e Espirito Gregario nas atividades em grupo

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

«  http://www.on.br/certificados/ens_dist_2008/site/conteudo/modulol/4cosmologiaislamica/

e https://prezi.com/uta_e8zelbyq/disciplina-eletiva-de-astronomia/
islamico.html

e http://www.ccvalg.pt/astronomia/historia/idade_media.htm

« http://www.on.br/certificados/ens_dist_2008/site/conteudo/modulol/4cosmologiaislamica/
islamico.html

« http://www.on.br/certificados/ens_dist_2008/site/conteudo/modulol/1cosmologiaantiga/

4cosmologiaindia.html

Figura 85 — Ementa da Eletiva

Fonte: O Autor (2023)
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APENDICE B - Visita ao Planetario de
Vitoria

Visita ao Planetario de Vitéria como parte da Culminincia da Eletiva "Ao Infinito

e Além"

Figura 86 — Visita ao Planetario de Vitéria em 2018

Fonte: Registro de visita pedagdgica feita pelo préprio autor

Figura 87 — Visita ao Planetario de Vitéria em 2018

Fonte: Registro de visita pedagdgica feita pelo préprio autor
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Figura 88 — Visita ao Planetario de Vitéria em 2018

Fonte: Registro de visita pedagdgica feita pelo préprio autor

Figura 89 — Visita ao Planetario de Vitoria em 2018

Fonte: Registro de visita pedagdgica feita pelo préprio autor
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