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Resumo

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma: na primeira parte, apresentamos
um breve historico dos principais desenvolvedores do Calculo Diferencial e Integral ao
longo da historia; em seguida, é feita uma fundamentacao teodrica sobre alguns topicos do
calculo, por exemplo: teorema do Valor Médio, teste da primeira e da segunda derivada,
teorema Fundamental do Calculo; Finalmente, visando mostrar a importancia do estudo
do calculo no ensino médio, apresentamos exemplos simples e aplicagoes mais elaboradas
do Calculo Diferencial e Integral em outras Ciéncias.

Palavras chave: célculo, derivada, integral, Ciéncias.
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Abstract

This paper is organized as follows: the first part is a brief history of the main developers
of the Differential and Integral Calculus throughout history, then, there is a theoretical
calculation on some topics, for example: Value Theorem average test the first and second
derivative, Fundamental theorem of Calculus; Finally, in order to show the importance of
the study of calculus in high school, we present simple examples and applications more
elaborate Differential and Integral Calculus in other sciences.

KEYWORDS: calculus, derivative, integral, Sciences.
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Introducao

Segundo a proposta dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) [4], o curriculo do
Ensino Médio deve ser estruturado de modo a assegurar ao aluno a possibilidade de am-
pliar e aprofundar os conhecimentos mateméticos adquiridos no Ensino Fundamental de
forma integrada com outras areas do conhecimento e orientada pela perspectiva histérico-
cultural na qual estao ligados os temas em estudo. Isto é proposto visando a preparacao
do aluno para o trabalho e exercicio da cidadania e também a continuagao de seus estudos
em niveis superiores.

Infelizmente, resultados de avaliages institucionais como o SAEB (Sistema Nacional
de Avaliagao Escolar da Educacao Basica) e o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio),
promovidos pelo Governo Federal, revelam que muitos alunos terminam o Ensino Médio
com dificuldades em conceitos e procedimentos fundamentais da Matematica, tais como
operar com nimeros reais, interpretar gréaficos e tabelas, dentre outras coisas.

Apesar de alguns livros didaticos do Ensino Médio apresentarem topicos relativos ao
Calculo Diferencial e Integral, como limite, derivada e integral, esses temas, na maioria
das vezes, nao sao ensinados sob o pretexto de serem dificeis e improprios a esse segmento
da educacao e acabam ficando restritos ao ensino superior, o que leva o Calculo a fazer
parte do livro didatico, mas nao do curriculo do Ensino Médio.

Segundo Geraldo Avila, “o conceito de derivada pode ser ensinado, com grande vanta-
gem, logo na primeira série do sequndo grau, ao lado do ensino de fungoes” |2| e [3|. Para
ele o ensino do calculo é de grande importancia, pois além de ajudar no tratamento de
inimeras propriedades das fungoes e de ter aplicagoes interessantes em problemas de ma-
ximo e minimo, crescimento e decrescimento, dentre outros, integra-se harmoniosamente
com muitas das ciéncias conhecidas, pois o calculo pode tornar o estudo de alguns destes
topicos mais simples e compreensiveis para os alunos do Ensino Médio.

Em Fisica, o calculo é aplicado no estudo do movimento, pressao, densidade e outras
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aplicacoes. Pode ser usado, em calculo numérico, para encontrar a reta que melhor repre-
senta um conjunto de pontos em um dominio. Na esfera da medicina, o célculo pode ser
usado para encontrar o angulo 6timo na ramificagao dos vasos sanguineos para maximizar
a circulacao, e até mesmo determinar o tamanho maximo de moléculas que sao capazes
de atravessar a membrana plasmatica em uma determinada situacao, normal ou induzida,
em células. Na geometria analitica, no estudo dos graficos de funcgoes, o calculo é usado
para encontrar pontos maximos e minimos, a inclinacao, concavidade e pontos de inflexao.
Na economia o calculo permite a determinacao do lucro méaximo fornecendo uma férmula
para calcular facilmente tanto o custo marginal quanto a renda marginal. Ele também
ajuda a encontrar solugoes aproximadas de equagoes, utilizando métodos como o método
de Newton, iteracao de ponto fixo e aproximacao linear.

Nesse trabalho, mostraremos um pouco da historia do calculo, apresentando alguns dos
seus principais colaboradores, identificando-os desde a antiguidade, passando pela Idade
Média, até chegar na Idade Moderna, quando surgem Newton e Leibniz, os principais
colaboradores para a construcao do Calculo Diferencial e Integral. Falaremos um pouco
também do desenvolvimento do célculo na Idade Contemporanea.

Desta forma, o presente trabalho tem por objetivo apresentar o Calculo Diferencial

como ferramenta interdisciplinar no Ensino Médio.



Capitulo 1

Um pouco da Histéria do Calculo

A historia do calculo encaixa-se em varios periodos distintos, de forma notavel nas eras
antiga, medieval e moderna: [9],[10] e [11]. As figuras observadas neste capitulo foram

tiradas de [10].

1.1 Antiguidade

Figura 01: Arquimedes

De acordo com Gauss, Arquimedes (Figura 01), o maior matematico da antiguidade,
j& apresentava idéias relacionadas ao Calculo dois séculos antes de Cristo.

Na Antiguidade, foram introduzidas algumas idéias do célculo integral, embora nao
tenha havido um desenvolvimento dessas idéias de forma rigorosa e sisteméatica. A funcao
basica do calculo integral, calcular volumes e areas, pode ser remontada ao Papiro Egipcio

de Moscow (1800 a.C.), no qual um egipcio trabalhou o volume de um frustum piramidal.
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Eudoxus (408-355 a.C.) usou o método da exaustao para calcular areas e volumes. Arqui-
medes (287-212 a.C.) levou essa idéia além, inventando a heuristica, que se aproxima do
calculo integral. O método da exaustao foi redescoberto na China por Liu Hui no século
ITI, que o usou para encontrar a area do circulo. O método também foi usado por Zu

Chongzhi no século V, para achar o volume de uma esfera.

1.2 Idade Média

Na Idade Média, o matematico indiano Aryabhata usou a nocao infinitesimal em 499 d.C.
expressando-a em um problema de astronomia na forma de uma equacao diferencial bésica.
Essa equacao levou Bhaskara 1I, no século XII, a desenvolver uma derivada prematura
representando uma mudanca infinitesimal, e ele desenvolveu também o que seria uma
forma primitiva do “Teorema de Rolle".

No século XII, o matematico persa Sharaf al-Din al-Tusi descobriu a derivada de po-
linémios ciibicos, um resultado importante no calculo diferencial. No século XIV, Madhava
de Sangamagrama, juntamente com outros matematicos-astronomos da Escola Kerala de
Astronomia e Matematica, descreveu casos especiais da Série de Taylor, que no texto sao

tratadas como Yuktibhasa.
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1.3 Idade Moderna

Figura 02: Sir Isaac Newton
Figura 03: Gottfried Wilhelm

aplicou o calculo as suas leis do

Leibniz: o inventor do célculo, jun-
movimento e a outros conceitos

tamente com Newton.
matematicos-fisicos.

Na Idade Moderna, foram feitas descobertas independentes no calculo. No inicio
do século XVII no Japao, o matemético Seki Kowa expandiu o método de exaustao. Na
Europa, a segunda metade do século XVII foi um periodo de grandes inovagoes. O Célculo
abriu novas oportunidades na fisica-matematica de resolver problemas muito antigos que
até entao nao haviam sido solucionados. Outros matematicos contribuiram para essas
descobertas, de uma forma notavel, como John Wallis e Isaac Barrow. James Gregory
desenvolveu um caso especial do segundo teorema fundamental do cilculo em 1668.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (Figura 03) e Isaac Newton (Figura 02) recolheram
essas idéias e as juntaram em um corpo tedrico que viria a constituir o calculo. A ambos
é atribuida a simultanea e independente invencao do célculo. A principio, Leibniz foi acu-
sado de plagiar os trabalhos nao publicados de Isaac Newton; hoje, porém, é considerado
o inventor do calculo, juntamente com Newton. Historicamente Newton foi o primeiro a
aplicar o calculo a fisica ao passo que Leibniz desenvolveu a notagao utilizada até os dias
de hoje, a notacao de Leibniz. O argumento historico para conferir aos dois a invencao do
calculo é que ambos chegaram de maneiras distintas ao teorema fundamental do céalculo.

Quando Newton e Leibniz publicaram seus resultados, houve uma grande controvérsia
de qual matemético, e portanto, que pais (Inglaterra ou Alemanha) merecia o crédito.

Newton derivou seus resultados primeiro, mas Leibniz publicou primeiro. Newton acusou
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Leibniz de ter roubado as idéias de seus escritos nao publicados. Newton tinha um alibe,
pois & época compartilhara seus escritos com alguns poucos membros da Sociedade Real.
Esta controvérsia dividiu os matematicos ingleses dos matematicos alemaes por muitos
anos. Um estudo cuidadoso dos escritos de Leibniz e Newton mostrou que ambos chegaram
a seus resultados independentemente, Leibniz iniciando com integracao e Newton com
diferenciacao. Nos dias atuais admite-se que Newton e Leibniz descobriram o céalculo
independentemente. Leibniz, porém, foi quem deu o nome célculo & nova disciplina,
Newton a chamara de “A ciéncia dos fluxos".

A partir de Leibniz e Newton, muitos mateméaticos contribuiram para o continuo

desenvolvimento do célculo.

1.4 Idade Contemporanea

Figura 04: Maria Gaetana Agnesi

Na Idade Contemporanea, ja no século XIX, o célculo foi abordado de uma forma
muito mais elaborada. Foi também durante este periodo que idéias do calculo foram
generalizadas ao espaco euclidiano e ao plano complexo. Lebesgue mais tarde generalizou
a nocao de integral. Sobressaifram mateméticos como Cauchy, Riemann, Weierstrass e
Maria Gaetana Agnesi (Figura 04). Esta foi autora da primeira obra a unir as ideias de
Isaac Newton e Gottfried Leibniz; escreveu também um dos primeiros livros sobre calculo

diferencial e integral. E dela também a autoria da chamada “curva de Agnesi".
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Um pouco sobre o Calculo Diferencial

Considere uma curva C que possua uma equag¢ao na forma y = f(x). Queremos encontra
a reta tangente a C em um ponto P(a, f(a)). Para isso consideremos um ponto Q(x, f(x))
proximo de P, onde x # a e consideremos a inclinagao da reta secante PQ:

o © (x) —f(a)
PR™ " x—a
Entao facamos agora Q se aproximar de P ao longo da curva C, obrigando x tender a
a. Se mpq tender a um nimero m, entao definimos a tangente t como sendo a reta que

passa por P e tem inclinacdo m. (Veja a figura 05)

Q). 160)

lx)-f(a)

F(af(a))

Figura 05

Definigao 1. A reta tangente a uma curvay = f(x) em um ponto P(a,f(a)) € a reta que

passa por P que tem inclinacao

. f(x) —f(a)
m= lim ————,
x—a X —Qa

desde que ezista o limite. Vide [1].
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Considerando h o incremento de x com relagdo a a, ou seja, h = x — a, temos que
quando x tende a a, h tende a 0. Assim temos outra expressao para a inclinacao da reta

tangente
. fla+h)—"f(a)
m = lim .
h—0 h

Definicao 2. A derivada de uma funcao f em um ponto a, denotada por f'(a), €

f(a) = lim I =@
X—a X—a

Exemplo 1. Encontre a derivada da funcao f(x) = x% —8x+9 em um nimero a.

Solugao: Do limite apresentado acima temos

yoov .. fla+h)—fla) . [(a+h)*—8(a+h)+9]—[a®—8a+9]
f'(a) = lim = lim
h—0 h h—0 h
o a’+2ah+h?—8a—8h+9—a’>+8a—9
= o h
2ah + h? — 8h
— g 2 N e h—8=2a—8
h—0 h h—0

Exemplo 2. Encontre uma equacgdo da reta tangente a pardbola y = x* —8x+9 no ponto

(3,—6).

Solucao: Pelo Exemplo 1, sabemos que a derivada de f(x) = x> —8x+9 no ntimero a é
f’'(a) = 2a—8. Portanto a inclinagao da reta tangente em (3, —6) é f'(3) = 2(3)—8 = —2.

Assim, a equagao da reta tangente é y — (—6) = (—2) - (x — 3), ou seja, y = —2x.

2.1 Algumas derivadas basicas

Sejam f e g fungoes derivaveis em x e uma constante c. Valem as seguintes proposicoes:
5]
Proposicao 2.1.1. Sejam I C R um intervalo e f: 1 — R a func¢do constante f(x) = ¢

Vo € R, entao f é derivdvel e

Demonstracao.

e assim

f(x +h) —f(x) _0

f'(x) =limx — h
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Proposicao 2.1.2. Sejam I C R um intervalo e f,g: 1 — R funcoes derivdveis, entao a

funcao f 4 g € derivdvel e

(f(x) + g(x))" = f'(x) + ¢ (x).

Demonstracao. Aplicando a definicdo e rearranjando os termos,

(gt = fim (TOCERI bt ) = (M) +g(x))

h—0 h

. f(x+h)—~f(x) gx+h)—g(x)
- E%( h * h )
— lim f(x + h) — f(x)  lim g(x+h) —g(x)

h—0 h h—0
= f'(x) +9'(x),

]

Proposicao 2.1.3. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcao derivdvel, entao

a fungao c - f, onde ¢ € R, € derwdvel e
(cf(x))" = cf'(x).

Demonstracao. Aplicando a definicao de derivada e usando as propriedades de limite,
temos

(cf(x))/ — lim cf(x +h) —cf(x) e lim f(x+h})l—f(x) — e f(x).

h—0 h h—0

]

Proposicao 2.1.4. Sejam I C R um intervalo e f,g: 1 — R funcoes derivdveis, entao a

funcao f- g € derivdvel e

Demonstracao. Por definicao,

r . flx+h)g(x+h) —f(x)g(x)
(F)g(x)’ = lim A .

Para fazer surgir as derivadas respectivas de f e g, escrevamos o quociente como

f(x +h)g(x —l—hh) —f(x)g(x) _ f(x+h})t—f(x) gl )+ £(x)

f h)—f
Quando h — 0, temos que (et })1 () — f'(x) e

glx+h) —g(x)
h

g(x+h) —g(x)
h
se o resultado desejado. O

— g'(x), encontrando-
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Exemplo 3. Calculemos a derivada do produto das func¢oes
f(x) =x*+2x+1 e g(x) = 2x — 1.
Pela derivada do produto,
(f(x)g(x))/ =(x*+22x+1) - (2x—D+ X +2x+1) - (2x—1)’

=(2x+2)-2x—1D)+ (P +2x+1)-2

= 6x% + 6x.

Proposicao 2.1.5. Sejam [ C R um intervalo e f,g: I — R funcoes derivaveis sendo g

uma funcao ndao nula, entdo a func¢ao é € derivdvel e

(f) (x) = fx)glx) — f(;‘)gl(x)
J (9(x))

Demonstracao. Aplicando a Derivada do produto

(5) (x) = (f(x) . L) _ f/(X)-L—kf(x). <_g’(X)> _ f'(x)g(x) _f(QX)Q/(X) .

g(x) g(x) g(x)? (g(x))
Exemplo 4. Calculemos a derivada do quociente de 1(x) = /x por h(x) = —x + 3.
Solugao: L

( VX ) R x 3 —VRx 3y 2 xR Vet

—x+3) (—x+3)2 B (—x + 3)2 B

1 x 3 1 3 1

ERAL R A0 AR

B (—x + 3)2 (—x+3)2

Proposicao 2.1.6. Seja f: R — R dada como f(x) = x™, entao
f'lx) =n-x

Demonstracao. Usaremos o Principio da Inducao e a formula da derivada do produto de

duas fungoes, para obter o resultado desejado. Tomando f(x) = x e g(x) = 1, temos
(x-1)' =x"-1+x-0.

Mas
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de modo que a féormula é valida para n = 1. Agora tomando por hip6tese de inducao a

validade para n, isto é,

n+1

Vamos mostrar que vale para n + 1, isto é, se f(x) = x entao

f'(x) =(n+1) x™

n+1

Sabemos que x =x - x"™, usando entao a derivada do produto, temos
) )

") = (x-x") =x" - x"+x- (x™) =x"+x-nx" =
(X" =x"+n-x" = (n+1)x".
O
Proposicao 2.1.7. Derivada de uma fun¢ao composta (Regra da Cadeia). Sejam 1 C R

um intervalo e f, g : 1 — R fungoes derivdveis, entao a funcao composta f(g(x)) € derivdvel

e

Demonstracao. Fixemos um ponto x. Suporemos, para simplificar, que g(x+h)—g(x) # 0

para todo h suficientemente pequeno. Podemos escrever

p o Tlglx+h)) —flg(x)) . flglx+h))—Tflg(x)) glx+h)—g(x)
(flg(x)))" = lim h L STy pT o h

Sabemos que o segundo termo

g(x+h)—g(x)

= —g'(x)

quando h — 0. Para o primeiro termo chamemos a = g(x) e z = g(x + h). Quando

h — 0, z— a, logo
f(z) — f(a)

flg(x+h)) —flg(x)) _ .. ey g
hlil% gx+ h) —g(x) = Zlgl(ll? = f'(a) = f'(g(x)).

Para aplicar a Regra da Cadeia, é importante saber identificar quais sao as funcoes en-

volvidas, e em qual ordem elas sao aplicadas. O

Exemplo 5. Calculemos a derivada da func¢ao

1

=
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Observamos que

B (x' +x2)72
A /X4 + x2
Assim, temos uma situacao de funcao composta do tipo u*, com x = 5 eu=x+x2
Assim,
/ 1 4 24/ 4 2y—1-1
f'(x) = —5-(x +x7) (x4 x7) 2

1
= -5 (4% +2x) - (x* +x2)~

= (=2x3 —x) - (x* +x)~
—2x3 —x

(x* +x)3

2.2 O Teorema de Rolle

Definicao 3. Seja f:[a,b] - R ec € (a,b). O ponto c é dito critico para f se f'(c) = 0.

Proposigao 2.2.1 (Teorema de Fermat). Se a func¢ao f(x), derivdvel no intervalo (a,b),
tem um mdzrimo ou wm minimo no ponto X = Xy, entao a derivada de f(x) € nula em

X = X1, isto €, f'(x1) = 0.

Demonstracao. Seja x; um ponto de maximo local de f e h € R tal que x; + h € (a, b).

Dai teremos que f(x; + h) — f(x;) < 0 e portanto

f(x1 +h) —f(x1)
h

f(x; +h) —f(x1)
h

<0, se h>0 >0, se h<O.

Assim, teremos que

lim f(xy +h) —f(x4) <0 e lim f(x1 +h) — f(x1)

h—0+ h (h—0— h

20,

dai, como os limites laterais existem e coincidem, segue que f’(x;) = 0. No caso de x; ser

um ponto de minimo, a demonstracao ¢ aniloga. O

Note que a condicao é necessaria, mas nao suficiente. Porque pode haver um ponto no
intervalo, no qual a derivada é nula, mas o ponto nao é nem um maximo nem um minimo,
ou a func¢ao possui um ponto de maximo ou minimo no qual nao é derivavel. Isso pode
ser constatado para o caso de algumas funcoes, como mostrado na figura 06.

f(x) =x* f(x) = |x| f(x) = (1 —x3)3
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Figura 06

Proposicao 2.2.2 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R wma funcdo continua e

derivdvel em (a,b). Se f(a) = f(b) entao existe ¢ € (a,b) tal que

ou seja, existe um ponto critico em (a,b).

Demonstrac¢ao. Segue do Teorema de Weierstrass (vide [6] pagina 279) que f admite
maximo e minimo em [a, b]. Se ambos acontecem nos extremos, digamos, f(a) < f(x) e

f(x) < f(b) para todo x € [a, b], teriamos que
f(a) < f(x) < f(b) =f(a), Vx € [a, b],

dessa forma f seria constante igual a f(a) e dai qualquer ¢ € (a,b) satisfaz que f'(c) =
0. Caso contrario, ao menos um dos valores extremos acontece em (a,b) e devido a

Proposicao 2.2.1 tal ponto é critico. O

2.3 Teorema do Valor Médio

Figura 07
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Em matemética, o teorema do valor médio (figura 07) afirma que dada uma fungao
continua f definida num intervalo fechado [a, b] e derivavel em (a, b), existe algum ponto

c em (a,b) tal que: o) fla)
f(b) — f(a
f'(c) = 4 a4
Geometricamente, isto significa que a tangente ao grafico de f no ponto de abcissa ¢
é paralela & secante que passa pelos pontos de abcissas a e b.
O teorema do valor médio também tem uma interpretacao em termos fisicos: se um
objeto estd em movimento e se a sua velocidade média é v, entao, durante esse percurso

(intervalo [a, b]), ha um instante (ponto ¢) em que a velocidade instantanea também ¢ v.

Consideremos primeiramente, a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), isto

é:
y— f(a) :%-(x—a).
Essa reta é o grafico da funcao
T(x) = flb) ~ fla) (x —a) + f(a).
b—a

Seja g a fungao que é a diferenca entre f e T, isto é g(x) = f(x) — T(x). Assim,

f(b) —f(a)

gl = x) — |10 =

- (x —a) +f(a)] )

Quando x = a, temos:

e, quando x = b, temos:

f(b) — f(a)

afb) = o) — | 15 =

-(b—a)+ f(a)} =f(b) — [f(b) — f(a) + f(a)] = 0.

Além disso, como g é a diferenca entre duas fungoes continuas em [a,b] e derivaveis
em (a,b), ela propria é continua em [a, b] e derivavel em (a,b). Logo podemos usar o

Teorema de Rolle para g, concluindo que existe um ntimero ¢ no intervalo (a, b), tal que:

sendo
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temos
g'(c) =f'(c) — [f(b& — Z(a)}

e, portanto,

: f(b) —fla)| _

f(c)—{ — ] =0,

donde,

o) — {f(b) - f(a)}

b—a

2.4 Crescimento e decrescimento

Proposicao 2.4.1. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma fun¢ao derivdvel nesse

itervalo. Entao temos que:
i. Se f'(x) > 0 sobre 1, entao f € crescente nele.
ii. Se f'(x) <0 sobre 1, entao f € decrescente nele.

Demonstracao. Sejam x; e Xo dois nimeros quaisquer no intervalo em I com x; < xs.
De acordo com a definicao de funcao crescente, temos que mostrar que f(x;) < f(xs).
Sabemos que f é derivavel em (xq,X»). Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe um

nimero c entre x| e X, tal que
f(x2) — f(x1) = f'(c)(x2 — x1).

Agora f'(c) > 0 por hipotese e xo —x; > 0, pois x; < X3. Assim, f(xy) — f(x;) > 0 ou
f(x1) < f(x2), 0 que mostra que f é crescente.

A proposicao 2.4.2 é provada de forma analoga. O

2.5 Derivada de segunda ordem

A derivada de segunda ordem de uma funcao, ou segunda derivada, representa a derivada
da derivada desta funcdo. A notacao comumente utilizada para denotar a derivada de

segunda ordem ¢é

sendo y funcao de x.
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2.5.1 Uso da segunda derivada para maximos e minimos

Os lemas seguintes nos ajudaram a demonstrar o uso da segunda derivada para encontrar

maximos e minimos locais.

Lema 1. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcao continua. Se f(xq) > 0,

entdo existe & > 0 tal que se x € (xg — d,%g +0) , entao f(x) > 0.

f(xo)
2

Demonstracao. Tomando € = > () e usando o fato que f é uma funcao continua,

existe & > 0 tal que se |[x — xg| < 0, entao |f(x) — f(xq)| < €, ou seja,

f(xo) f(xo)

< f(x) —f(xg) < 5

Xg—0<Xx<Xg+ 0= —

de onde segue o resultado. O]
Lema 2. Se f € uma funcao derivdvel em (a,b), entdo f é continua neste intervalo.

Demonstracao. Mostraremos que f é continua no ponto xo € (a,b). Para isto, basta
provar que

lim f(x) = f(x)

X—X0

ou equivalentemente,

lim (f(x) — f(xq)) = 0.

X—X0
De fato,
f(x) —f f(x) —f
fim VT X0) oy o i T () = () -0 =0
X—X0 X — X X—X0 X —Xp X—X0

[]

Proposicao 2.5.1. Sejam f uma func¢ao derivdvel em um intervalo aberto (a,b) contendo

o ponto critico Xg tal que f'(xo) = 0. Se f admite derivada sequnda " em (a,b) e se
i. f"(x¢) <0, entdo x = x¢ € um ponto de mdximo local.
ii. f”’(xq) >0, entao x =xq¢ € um ponto de minimo local.

Demonstracao. Provaremos o item i, pois o outro caso é analogo. Como f admite derivada
de segunda ordem, entao pelo Lema 2, f’ é uma fun¢do continua. Por hipotese, ' (xq)

existe de modo que

’ Y /
0 < t(x) = lim T =F00) o, T
X—Xq X —Xp x—xg X — X
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Sendo f’(x) continua, pelo Lema 1, existe €; > 0 tal que se x € (xg — €1, Xg), entao

Sendo x —xy < 0, segue que f'(x) < 0 para todo x € (xg— €1, Xg). Usando o limite lateral
a direita, existe €5 > 0 tal que se x € (xg, Xy + €2), entao

f'(x)
X —Xp

> 0.

Sendo x — xg > 0, segue que f’'(x) > 0 para todo x € (xg,Xg + €2). Assim, temos um
intervalo aberto (€1, €2) contendo xq tal que f'(x) muda de sinal. Logo, pelo teste da

primeira derivada, segue que x = Xy ¢ um ponto de minimo local. O]

Exemplo 6. As fungioes f(x) =1 —x? e g(x) = x2, definidas sobre S = [—1,2] possuem
pontos criticos em x = 0. f7(0) = =2 < 0 e g”(0) = 2 > 0. Pelo critério da sequnda

derivada, x = 0 € ponto de mdzimo local para f e ponto de minimo local para g (figura

08).

:\:,“,

A
/

bt o s o o
:'“'

Figura 08
Definicao 4.

(i) O grdfico de uma fungao f tem concavidade voltada para cima no ponto (xo, (X)) se
existir f'(xq) e se existir um intervalo aberto 1 contendo xq, tal que para todos os
valores de x # xq em 1, o ponto (x,f(x)) do grdfico estd acima da reta tangente ao

grafico em (xg, f(xo)).

(ii) O grifico de uma fungao f tem concavidade voltada para baizo no ponto (xg,f(x))
se existir f'(xg) e se existir um intervalo aberto 1 contendo xq, tal que para todos 0s
valores de x # xg em 1, o ponto (x,f(x)) do grdfico estd abaizo da reta tangente ao

grafico em (xq, T(xq)).
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Proposicao 2.5.2. Se f é uma funcao que possui as duas primeiras derivadas continuas

sobre um conjunto S, teremos as situacoes abaixo:

i. Se f"(x) > 0 em algum ponto x de S, entao o grdfico de f tem a concavidade voltada

para cima nas vizinhancas de X.

ii. Se f”’(x) < 0 em algum ponto x de S, entdo o grdfico de f tem a concavidade voltada

para baixo nas vizinhancas de x.

A demonstracao dos itens acima foge do objetivo do presente trabalho.



Capitulo 3

Uma breve introducao ao Calculo

Integral

3.1 Integral definida

No Capitulo 2, estudamos a derivada e suas aplicagoes. Assim como a derivada, a integral
também é um dos conceitos mais importantes do calculo. J& vimos que o conceito de
derivada esta intimamente ligado ao problema de encontrar a inclinacao da reta tangente
a uma curva em um determinado ponto. Agora veremos que a integral esta ligada ao

problema de determinar a 4rea de uma figura plana qualquer.

3.1.1 O que é area

Consideremos o seguinte problema: encontrar a drea de uma regiao S que esta sob a curva
y = f(x) de a até b. Isso quer dizer que S (ver figura 09) estd limitada pelo grafico de

uma funcado continua f (onde f(x) > 0), as retas verticais x = a e x = b, € 0 eixo x.

AY

| —

T

Figura 09

19
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Um conceito primitivo de area é o da area do retangulo. Calcular a 4drea do retangulo é
relativamente facil, assim como a de outras figuras geométricas elementares como triangulo
e paralelogramo. Assim, a drea de uma regiao S qualquer pode ser calculada aproximando
a regiao através de poligonos, cujas areas podem ser calculadas pelos métodos da geometria
elementar.

Para isso, vamos fazer uma particao P do intervalo [a,b], isto &, vamos dividir o

intervalo [a, b] em n subintervalos (veja [8]), por meio dos pontos
X0, X1,X2, ..., Xi—1,Xiy .-+, X1,
escolhidos arbitrariamente, da seguinte maneira
A=%Xg <X <Xg<...<Xi_1 <X <...<Xp=Db.
Determinemos o comprimento do i-ésimo subintervalo, [x;_1, xi] como sendo
AXi = X{ — Xi{—1-

Vamos construir retangulos de base x;—x;_1 e altura f(c;) onde c; ¢ um ponto do intervalo

[xi_1,Xi]. Assim a soma das areas dos n retangulos, que denotaremos por S,,, sera:

Sn=f(c1) X Axq + f(ca) X Axy + ...+ f(cn) X Axn

n

= Z f(Ci) X AXi.

i=1

Essa soma é chamada de Soma de Riemann da funcao f relativa a particao P. Quando
P14 " 2 N . »
N cresce, é “natural"esperar que a soma das dreas dos retangulos aproxime da area S sob
a curva.

Chamamos norma da particao P o comprimento do seu subintervalo mais longo:
IIPl| = max{Ax;;1=1,2,3,...,n}

Definicao 5. A medida da drea A da regiago S que estd sob um grifico de uma funcgao

continua f €
n

A = lim f(Ci) X AX{_,

[IP|[—0 %
i=1

se esse limite existir.

J& podemos entao formular a definicao de integral definida:
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Definicao 6. Seja f(x) uma funcdo limitada definida no intervalo fechado [a,b] e seja
P uma particao qualquer de [a,b]. A integral de f(x) no intervalo [a,b], denotada por

b
J f(x) dx, € dada por

a

b
J f(x) dx = lim Zf ci) X Axy,

a [IP[|—0 %

desde que exista o limite. Assim, temos que
(i) J é o sinal de integracao;
(ii) f(x) € a funcao integrando;

(iii) d(x) € a diferencial que identifica a varidvel de integrag¢ao.

3.1.2 Propriedades da integral definida

As demonstragoes das propriedades da integral definida nao serdo demonstradas. Veja as

demonstracoes em [6] pagina 385.

Proposicao 3.1.1. Sejam f(x)e g(x) fungoes integrdveis no intervalo fechado [a, b] e seja

k uma constante real qualquer, temos as sequintes propriedades:

(1)
(ii)

(iii) Se a<c<b, entao

Jb f(x) dx = Jc f(x) dx + Jb f(x) dx.

a

(iv) Se f(x) = 0 para todo x € [a,b], entdo

(v) Se f(x) = g(x) para todo x € [a,b], entdo,
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(vi) i
< J 00 dx.

a

Jb f(x) dx

a

Consideracoes: Calcular uma integral através do limite das Somas de Riemann é
geralmente uma tarefa trabalhosa. Dessa forma estabeleceremos o chamado Teorema

Fundamental do Célculo que nos permitira calcular integrais de maneira muita mais facil.

3.2 O Teorema Fundamental do Calculo - TFC

Considerado um dos mais importantes teoremas do estudo do calculo, o Teorema Funda-
mental do Célculo nos permite calcular a integral de uma fungao utilizando uma primitiva
da mesma.

Usaremos o teorema a seguir na demonstracao do Teorema Fundamental do céalculo.

3.2.1 Teorema do valor médio para integrais

Se f & continua em [a, b], entdo existe xy € [a, b] tal que

b
f(xo) = 5 i aJ f(x) dx

Demonstracao. Como f é continua no intervalo fechado [a, b], entdao Ix; € [a, b] tal que
f(x1) & o valor minimo de f em [a,b] e Ix, € [a, b] tal que f(x2) é o valor méximo de f
em [a,b]. Portanto, temos f(x;) < f(t) < f(x2), Vt € [a,b]. Entao, pelas propriedades

de integrais definidas, temos

flx1)(b—a) < jb £(t) dt < f(x)(b — ).

a
Logo,

f(x1) < < f(xe).

Como f é continua no intervalo fechado de estremos x; e x5, pelo Teorema do Valor

Intermédiario, Ixy € [a, b] tal que

b
d
f(xo) < —jabf(_t)a t.
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3.2.2 Teorema Fundamental do Calculo (TFC) - Parte I

Seja a funcao f(x) continua. Se

entdao F/(x) = f(x) para todo x € [a, b].

Demonstracao. Considerando h > 0, temos, pela definicao de integral e pelas proprieda-

des da integral definida, que
Fix+h)—F(x) [ f4) dt— [Tf(t) dt  [Xf(t) dt+ [ST (1) dt— [ f(t) dt

_ a

h h h

[ f(t) at
h .
Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe t; no intervalo fechado de extremos

x e X + h, tal que
[ (1) at

Portanto,
Fx+h)—F(x) [STf(t) dt

n = h = f(tn).

Como }llin% f(tn) = f(x), j4 que tp pertence ao intervalo fechado de extremo x e x + h,
H

temos: h
F h)—F V(1) dt
fm FXHMW ZFO) At f(tn) = f(x).
h—0+ h h—0+ h h—0+

De modo analogo, mostra-se o mesmo resultado para h — 0~. Portanto, F'(x) = f(x). O

3.2.3 Teorema Fundamental do Calculo (TFC) - Parte II

Se G ¢ tal que G’'(x) = f(x) para x € [a, b], entdo,

Demonstracao. Pelo TFC - Parte I, F/(x) = f(x). Portanto, como G’(x) = f(x), por
hipotese, temos G'(x) = F/(x) = G(x) = F(x) + ¢. Logo,

G(x) =F(x)+c :J f(t) dt+c.

a
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Entao,

)

G(a)=F(a)+c = J f(t)dt+c=0+c= G(a)=c

f(t) d’an(::Jb f(t) dt+ G(a) =

a

o
oy
I
|
=
_|_
o
I
—
(ol =]

3.3 Integral indefinida

No capitulo 2, tinhamos uma funcao e a partir dela encontravamos uma outra na qual cha-
méavamos de derivada dessa funcao. Neste capitulo faremos o caminho contrério, ou seja,
dada a derivada, vamos determinar uma funcao original que chamaremos de primitiva.
Para isso, precisamos conhecer as regras de derivacao de vérias funcoes ja mencionadas

no capitulo 2 para determinar as primitivas.

Definicao 7. Uma funcao F(x) € chamada uma primitiva da fungao f(x) em um intervalo

I, se para todo x € 1, tem-se F/'(x) = f(x).

5
Exemplo 7. A funcao F(x) = % ¢ uma primitiva da funcdo f(x) = x*,pois

Flx)=—= x' =f(x), ¥x e R
5 5
Observe que as funcoes T(x) = 5 +9e H(x) = 5 2, também sao primitivas da

funcao f(x) = x*, T'(x) = H'(x) = f(x).

-

Definicao 8. Se a funcao F(x) € uma primitiva da funcao f(x), a expressao F(x) + C é

chamada integral indefinida da funcao f(x) e € denotada por
Jf(x) dx = F(x) + C.

Lé-se: Integral indefinida de f(x) ou simplesmente integral de f(x) em relagdo a x.
Chamamos de integracao o processo que permite encontrar a integral indefinida de
uma funcao.

Da defini¢ao de integral indefinida, temos as seguintes observagoes:
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(i) Jf(x) dx = F(x) + C & F'(x) = f(x).

(ii) Jf(x) dx representa uma familia de funcoes, isto é, a familia ou o conjunto de todas

as primitivas da fungao integrando.

(iii) di (J f(x) dx) = i(F(x) +C) = iF(x) =F'(x) = f(x).

X dx dx

A partir delas observamos que:

Jf(x) dx =F(x) + C = a4 (J f(x) dx) = f(x).
dx

Isto nos permite que obtenhamos formulas de integracdo diretamente das formulas de

derivagao.

3.3.1 Propriedades da integral indefinida

Sejam f(x) e g(x) fungbes reais definidas no mesmo dominio e k uma constante real.

Entao:

Proposicao 3.3.1.
ka(x) dx = ka(x) dx.

Proposicao 3.3.2.

J(f(x) +g(x)) dx = Jf(x) dx +Jg(x) dx.
A partir da pagina 385 de [6] é possivel verificar a validade dessas propriedades.
Exemplo 8. Vamos calcular J(?x4 +sec?(x)) dx.
Resolucao: Das propriedades de integral indefinida, temos

441
J(?x4 +sec?(x)) dx = 7Jx4 dx+JseC2(x) dx =7- I+ 1

+ Cy +tg(x) + Cy =
5

7-%+tg(x)+C1+C2,

Onde C; e Cy sao constantes arbitrarias. Assim,

5
J(7x4 +sec?(x)) dx =7 - % +tg(x) + C,

onde C = C; + C,.
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Problemas aplicados a outras ciéncias

A seguir apresentaremos 10 problemas de aplicacoes do calculo em outras ciéncias. Mos-
traremos a solucao de cada problema e para alguns deles faremos comentarios que abordam
de que maneira o calculo pode ser apresentado como ferramenta que facilite a apren-
dizagem da Matemética no Ensino Médio, mostrando que é possivel seu ensino nesta

modalidade.

Problema 1. [7](Aplica¢ées na Fisica). Mostre que a equacao de um corpo arremessado
para baizo com velocidade inicial vy de uma altura xq, desconsiderando a resisténcia do
ar, € dada por

L o
X(t) = —§gt + Vot + Xo.
Solucao: Da Fisica temos que a velocidade escalar média é dada por:
Vim=—, onde Ax=x—%3 e At=1t—1,. (4.1)

Para determinarmos a velocidade escalar instantanea na posicao cujo espaco é Xy, podemos
escolher x cada vez mais préoximo de xg e calcular os quocientes 2—: A medida que x fica
mais proximo de xg, diminui a variacao de espago As = x — Xg, assim como o intervalo
de tempo At = t —t;. Quando t tende a tgy, isto é, At tende a zero, a variacao de
] Ax .
espaco Ax = x — Xg também tende a zero. Porém o quociente At nao é necessariamente
pequeno, assumindo um determinado valor limite. Esse valor limite é a velocidade escalar
instantanea na posicao cujo espaco ¢ Xg, ou seja, ¢ a velocidade escalar no instante tg.
Assim, a velocidade escalar instantanea num instante t é dada por
V= Al*lcrgo At
26
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dx
Esse limite recebe o nome de derivada do espaco em relacao ao tempo e indica-se por a
Portanto,
vo & (4.2)
Cdt '
Da Fisica também sabemos que a aceleracao pode ser dada por
Av
a=—, 4.3
At (4.3)
onde

AV:V—V[) e At:t—to.

De forma analoga & mostrada anteriormente podemos concluir que a aceleracao escalar

instantanea num instante t é dada por

i Av
a= —_—
Air—{lo At

Esse limite recebe o nome de derivada da velocidade em relacao ao tempo e indica-se

0 dv Portanto

r —. rtanto,

PO 4t

_dv
Cdt’

Da equagdo (4.3) e por meio de breves modificagdes chegamos a equagao horaria da

a (4.4)

velocidade

v(t) =vp + at.

Em si tratando de queda livre, na Fisica sabemos que a equacao horéria da velocidade
é dada por
V(t) =Vo — gta (45)

em que g é a aceleracao da gravidade.

Pela Proposicao 2.1.6, em se tratando de funcao polinomial, sabemos que sempre
que derivamos uma func¢do polinomial de grau n (para n > 1), obtemos outra fungao
polinomial de grau n — 1. A equacao horaria da velocidade é a derivada da equacao
horaria do espaco. Ora, se a primeira é do 1° grau em t, esta outra serd do 2° grau em t.
Assim,

x(t)=A+B-t+C-t? (4.6)

onde A, B e C sao constantes e C # 0. Observe que se t = 0, temos v = v, para a
equagao (4.5) e x = A, ou seja, A = Xg, para a equagao (4.6). Derivando a equagio (4.6)
e observando (4.3) temos

v =B +2Ct, (4.7)
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comparando (4.5) e (4.7), temos que

Dessa forma, chegamos a equacao desejada
L
X(t) = —§gt + Vot + Xo.

Problema 2. [7] (Aplicag¢oes na Engenharia de Trafego Aéreo). O modelo de caminho

de pouso percorrido por um avido satisfaz as sequintes condicoes:

i. A altitude de cruzeiro é h quando a descida comega a uma distdncia horizontal 1 do

ponto de contato na origem (aeroporto);
ii. O piloto deve manter uma velocidade constante v em toda o descida;

iii. O walor absoluto da aceleragao vertical nao deve exceder uma constante k (que é muito

menor que a acelerac¢do da gravidade).

-
(x.yfx)) : J-—.!-

Figura 10

a) Encontre um polinomio ciibico P(x) = ax®+bx?+cx+d que satisfaca as condicoes (i)

impondo condigoes razodveis para P e P’ no inicio da descida e no ponto de contato.

b) Use as relagoes (i) e (ii) para mostrar que

6hv?
'[2

< k. (4.8)

¢) Suponha que a companhia aérea decida nao permitir que a acelerag¢ao vertical do avido
exceda 1.385 km/h?. Se a altitude de cruzeiro do avido for 11.000 m e a velocidade

for 480 km/h, a que distdncia do aeroporto o avigo deve comecar a descer?
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Resolugao: (a) Analisando a figura 09, as condigdes impostas sobre P e sua derivada

P’ devem ser:

P(0)=P'(0)=P'(1)=0 e P(l)=h. (4.9)

Com base nas condicoes (4.9), fazendo y(x) = P(x), sabendo que:
P(x) = ax® + bx? + cx + d, temos que P’/(x) = 3ax? + 2bx + ¢, e dai
de P(0) =0, segue que P(0) =a-0+b-04+c-0+d=0=d=0;
de P’(0) = 0 segue que P/(0) =3a-0+2b-0+4+c =0 = c =0; Assim,

—2b
de P/(1) = 0 segue que 3al®> +2bl=0= a = S
e de P(1) = h segue que a 13 + bl? = h, e substituindo a temos que
—2b —2b 3b b
— PP4+b-’=h=— - !’+—=.’=h=--I’!=h=
31 + 3 + 3 3
3h —2h
b= 1—2 e a= 1—3,
logo,
—2h 3h
y=P) = 2o B (1.10)

(b) Levando em consideragao que x = x(t) e y = y(t), a condicao (ii) implica que x’ =v

e [y”| = k. Dai, como y(t) =y(x(t)), temos

dy d?y
y/:—\)éy”:wv?. (4.11)

Derivando a expressao (4.10) duas vezes e utilizando a informacao (4.11), obtemos

v < k. (4.12)

12hx  6h
EECERIT)

A desigualdade acima deve ser satisfeita para todos os valores de x € [0, 1], assim sendo
como a expressao dentro do modulo é decrescente como funcao de x e portanto assume

seu valor maximo em x = 0, a desigualdade (4.12) implica em

6hv?
12

< k.
Usando o resultado acima e os dados numeéricos do item (c), temos que,

l}v-\/%:>12104,78km.

A analise da figura 09 facilita ao aluno compreender o problema, pois traz informagoes

importantes como a distancia horizontal (1) do avido ao aeroporto e sua altitude(h). Assim
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o aluno comega a construir pares ordenados ((0,0) e (1, h) com relagao a P; (0,0) e (1,0)
com relacdo a P’) que o ajudarao a modelar o polinomio. O aluno conhece a forma
completa de um polinomio do 3° grau e, aplicando sua derivada, facilmente encontra a
forma completa de um polinémio do 2° grau que satisfaz o problema. Aplicando algumas
técnicas de substituicao e igualdade de polindémios ele encontra o polinémio desejado no
item (a) e sua derivada.

O estudo das equagoes paramétricas no ensino médio permite ao aluno modelar a
funcao y = P(x) na forma x = x(t) e y = y(t), em que y observado separadamente
indica um movimento vertical em que o modulo de sua aceleracao nao pode ser superior
a k. Da fisica sabemos que a segunda derivada da funcao movimento representa uma
aceleragao. Sabendo disso, usando as condigoes (i) e (ii), aplicando técnicas de derivagao
e desigualdade o aluno chega ao resultado desejado no item (b).

Manipulando o resultado do item (b) e fazendo alguns célculos resolve-se o item (c).

Problema 3. (Aplica¢oes na Engenharia de Producao). Um recipiente cilindrico, aberto
em cima, deve ter capacidade de 375m cm3. O custo do material usado para a base do
recipiente é de 15 centavos o cm? e o custo do material usado para a parte curva é de 5
centavos por cm?. Se ndo hd perda de material, determine as dimensoes que minimizem

o custo do material.

Resolugao: Seja r o raio do cilindro e h sua altura. As equagoes que determinam a

area da base do cilindro e sua area lateral sao:
Ab=m? e Al=2mrh (4.13)
e o custo do material ¢ dado por C = 15nr? + 5 - 27trh, ou seja,
C = 15mr? + 107rh. (4.14)

Sabemos que o volume de um cilindro é dado por V = mtr?h, e como V = 375 cm?, temos:

375
mrth =375 = h = —.

Agora, substituimos h em (4.14)

37507

375
C = 157r? + 107r - = © C = 15mr? +
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Assim temos uma equacao para o custo em fun¢ao de r. Derivando teremos, C’ = 307tr —
37507

T

. Fazendo C’ = 0, temos:

3750 3750
_ T27T:0<:>30m": T27T<:>r3:125(:>r:5.

307tr

Encontremos agora a altura:

375 375

h < h =15.

Logo, o custo do material serdA minimo quando r =5 cm e h =15 cm.
75007t
53

Observamos que C”(5) = 307 + = 307 + 607t = 907, ou seja, é positiva. Isso
nos garante que a funcao tem um valor de minimo para r = 5.

Neste problema, para sua resolucao utilizamos assuntos como: area lateral, area total
e volume do cilindro, que sao sempre apresentados em qualquer plano de curso do ensino

médio. Verifica-se que a aplicacao da primeira derivada e do teste da segunda derivada

sao eficientes para determinacao do custo minimo de producao do cilindro.

Problema 4. (Aplica¢ées na Fisica). Uma bateria de voltagem fiza V e resisténcia in-
terna fiza v estd ligada a um circuito de resisténcia varidvel R. Pela Lei de Ohm, a
\Y
corrente I no circuito é I = R+ Se a forca resultante é dada por P = I? - R, mostre que
T

a forca mdrima ocorre quando R = 7.

Resolucgao: Substituindo I = em P =12 . R, teremos:

+ 71

VvV \? V2R
P: -R{:}P:—
(R+r> R2 + 2Rr + 12

e derivando em funcao de R temos:

V2(R% + 2Rr 4+ 12) — V2R(2R + 21)

/
b= (R+ 1)1
b V2(R? + 2Rr + 12) — V2(2R? + 2Rv)
(R+1)4
P/ — VQ(TQ_RQ)
(R+1)*

Fazendo P’ = 0, temos:

V2(2 — R?)

(R_|_T-)4 :0¢>V2(r2_R2):0<:>r2_R2:0¢>r2:R2<:>r:R7

visto que T # —R, por algumas das equagoes acima.



Capitulo 4. Problemas aplicados a outras ciéncias 32

O aluno pode achar esse problema dificil por trazer equagoes das quais ele nunca ouviu
falar. Ao ver a presenca da variavel I nas duas equacoes ele pode isold-la em uma equacao,
substitui-la na outra e encontrar uma equacao mais complexa ainda. Mas ao verificar a

oo &l " x :
presenca da palavra “méaxima", por se tratar de uma funcao, rapidamente ele observa que
se trata de um problema de méaximo ou de minimo, e que a derivada é uma excelente

ferramenta para resolver o problema, onde o aluno aplica a derivada e a iguala a zero.

Problema 5. (Aplicagoes na Quimica). Um tanque de 400 L enche-se com uma solu¢do
de 60 Kg de sal (NaCl) em dgua (HyO). Depois se faz entrar dgua nesse tanque d razdo
de 8 L/min e sai na mesma razao e a mistura é mantida homogénea por agitacdo. Qual

a quantidade de sal existente no tanque ao fim de 1 hora?

Resolucao: Considerando as seguintes varidveis ou constantes que nos auxiliardo na
solucao do problema:
Quantidade de sal = Q. Volume inicial = V,;, =400 L.
Taxa de variagdo do volume de entrada (Ae)=8 L/min.
Taxa de variagdo do volume da saida (As)=8 L/min.

Concentrac¢ao de sal na entrada (Ce)= 0.

Concentracao de sal na saida (Cs)= Q .
¢ (C8)= ¥ e —as)
. massa )
Sabemos que Concentracao = , OU seja,
volume

Massa = concentracao x volume.

Dai,
Ce x Ae = Taxa de variacao do sal que entra no tanque.
Cs x As = Taxa de variacao do sal que sai do tanque.

Assim, podemos modelar a seguinte expressao:

dQ

= (CeAe — CsAs
dt
dQ QAs
-~ = Ae —
at CeAe = ¥ iAe — As)
Q _ 0— Q-8
dat 400 4 t(8 — 8)
aQ _ Q
dt 50
Q _  d

Q 50



Capitulo 4. Problemas aplicados a outras ciéncias 33

—1
_ — — dt
Jqee = |5

InQ = —%—i—lnC

mhQ—-—InC = —%

Q t
(=) = ——
n(c 50

Q = C-e %

Sabendo que o valor inicial de sal é de 60 Kg, encontramos C = 60. Assim,

-t

Q=060-e 5.
Entao, depois de 1 hora, ou seja, 60 minutos, a quantidade de sal é igual a:
Q ~ 18.07 Kg.

Neste problema o aluno podera utilizar o conceito de integral indefinida como ferra-
menta para a resolucao do problema. A principio ele define algumas variaveis e constantes
que serao utilizadas na modelagem da funcao que representa a taxa de variacao do sal em
relacdo ao tempo. Aplicando algumas técnicas de integracao e propriedades de logarit-
mos, ele descreve a funcao Q, que representa a quantidade de sal na solugao em funcao
do tempo. Sabendo que Q(0) = 60, determinamos a constante C, assim basta determinar
Q(60) ~ 18.07 kg, que representa a quantidade de sal na solucao apés 1 hora ou 60

minutos.

Problema 6. [7] (Aplicacées nas Ciéncias Farmacoldgicas). A reagao do organismo
a administracao de um medicamento € frequentemente representada por uma funcdao da
forma R(D) = D? (g — %), onde D € a dose e C (uma constante) é a dose mdzima
que pode ser administrada. A taxa de variacao de R em relacio a D € chamada de

sensibilidade. Determine o valor de D para o qual a sensibilidade é mdxima.

Resolucao: Encontremos a taxa de variacao de R em relacao a D derivando a funcao

R'(D) = CD — D2
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Para encontrar essa taxa de variagdo (sensibilidade) maxima derivamos novamente R e
encontramos

R”(D) = C — 2D. (4.15)

Igualamos (4.15) a 0 para encontrar quando essa sensibilidade serd méaxima:

C—2D=O(:>2D=C(:>D=%.

Entao a sensibilidade serd maxima quando a dose for igual a metade da dose maxima que

pode ser administrada.

Problema 7. /7] (Aplicacoes na Medicina) O sistema vascular sanguineo consiste em va-
s0s sanguineos (artérias, arteriolas, capilares e veias) que transportam sangue do cora¢ao
para 0s 0rqaos e de volta para o coracao. FEsse sistema trabalha de forma a minimizar a
energia despendida pelo coracao no bombeamento do sangue. Em particular, essa ener-
gia € reduzida quando a resisténcia do sangue diminui. Uma das Leis de Poiseuille dd a
resisténcia do sangue como

R=—", (4.16)

onde L € o comprimento do vaso sanguineo; v, o raio; e C é uma constante positiva
determinada pela viscosidade do sangue. (Poiseuille estabeleceu experimentalmente essa
lei) A figura sequinte mostra o vaso sanguineo principal com raio vy ramificando a um

dangulo 07 em um vaso menor com raio Ts.

Figura 12

a) Use a Lei de Poiseuille para mostrar que a resisténcia total do sangue ao longo do

caminho ABC ¢é
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a—Db- cotg(O b - cosec(O
R:C< cotgl®) 4()>, (4.17)
T Ty
onde a e b sao as distdncias mostradas na figura.
b) Demonstre que a resisténcia € minimizada quando
!
cos(0) = 2. (4.18)
T
. . . . 4 . 2
c) FEncontre o dngulo dtimo de ramificagcdo quando o raio do vaso sanguineo menor é 3

do raio do vaso maior.

Resolucao: A resisténcia R no caminho ABC, sera dada por
Ras + Rgc, (4.19)

onde Rag e Rgc sao, respectivamente as resisténcias nos caminhos AB e BC. Note que
b = |BClsen(0), portanto |[BC| = b - cosec(0) e portanto, utilizado a equagao (4.16) temos

que
b - cosec(0)

(4.20)

Denotando por C’ a projecao ortogonal de C sobre o vaso de comprimento a, temos que
IBC’| = b-cotg(0) e ainda |AB| = a—|BC’|. Utilizando novamente a equacao de Poiseuille,

concluimos que
a—b - cotg(0)

Rag =C- 1 , (4.21)
T
e portanto o item (a) esta feito. Calculando a derivada de R obtemos
RI_C. <b : cosicz(e) b cosec(ez -cotg(@)) . (4.29)
T T2
Resolvendo a equacao com os pontos criticos concluimos que
rt cosec(0) 1
R=0& 1= = : 4.23
T3 cotg(B)  cos(0) (4.23)
Calculando a segunda derivada de R obtemos
R” tg(0 0 0 tg(0
— = cosec(0) - cotg(0) €0 g4( ) _ cosei( ) + cosec?(0) COSGZ( ) _co i( ) . (4.24)
bC TS5 1] 5 T3
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1

-

Multiplicando por 73 os dois lados da equacao, utilizando o fato de que cos(0) = —i e por
T

meio de alguns cancelamentos, temos que:

cosec(6
R = pcl®)
Ty
ja que b e C sao valores positivos. Isso implica que o ponto critico solugao da equacao

(4.23) ¢ de fato minimo. Dai o item (b) esta concluido. Para o item (c) obtemos que

Ty 2 16
—=-= 0) = —
LT3 ees®) =4

e portanto 0 ~ 1,3719 rad ou 0 =~ 78,60°.

Através da figura o aluno pode definir claramente, utilizando os conceitos de trigono-
metria, as medidas dos segmentos AB e BC. Nao h4 a necessidade do aluno do ensino
médio entender como Poiseuille descreveu a equagao da resisténcia do sangue (i). Ele
apenas a utilizard em conjunto com a equacao da soma dos segmentos para descrever a
equacao da resisténcia r no caminho ABC e resolver o item (a).

Para demonstrar a resisténcia minima o aluno aplica a derivada de r. Observe que 1 é
formada por uma soma de funcoes trigonométricas relativamente simples de encontrar a
derivada. Logo apos, utilizando os conceitos de maximo e minimo, simplesmente ele pode
igualar " a 0 e resolver a equacao em funcao de 0 para ai encontrar um ponto critico. Por
fim ele faz o teste da segunda derivada para mostrar que esse ponto critico ¢ de minimo

resolvendo o item (b). O item (c) é feito com poucos calculos utilizando (iii).

Problema 8. (Aplicagées na Fisica). Da Fisica sabemos que a potencia € dada pela

sequinte equacao
aw
P=—-
dt
%% - ) :
onde ar representa a variacao do trabalho W no decorrer do tempo t. O grifico seguinte
apresenta a variacao da potencia do motor de um aulomdvel durante testes para medir

sua eficiéncia no decorrer do tempo.



Capitulo 4. Problemas aplicados a outras ciéncias 37

F 3

£

= W

/ - ™ T am

Figura 13

Um sofisticado software € capaz de descrever a equagao, em fungao do tempo(em se-

gundos) que representa essa variagdo como sendo
Tt
P(t) = sen(t) + ez — 1,

a partir do momento que o motor € acionado. Com base nessas informacoes, determine o
trabalho realizado pelo motor desde quando ele € acionado, no decorrer dos primeiros 37

sequndos.

Solugao: Sabemos que a taxa de variacao de trabalho com relacao ao tempo representa
a poténcia do motor. Dessa forma, a fungao que representa o trabalho é uma primitiva da
funcao que representa a poténcia. Dessa forma encontramos a equagao T que representa

o trabalho, tal que T' = P. Assim
T= JP(t) dt = J(sen(t) + e —1) dt = 22 — cos(t) —x + C,

onde C é uma constante. Utilizando os conceitos de integral definida e por meios de

alguns cdlculos, temos
T = (2me?* — cos(3m) — 3m) — (27e?x — cos(0) — 0) = (2me? + 1 — 3m) — (2w — 1)
T =m(2e? —5) +2.

Problema 9. (Aplicagées na Biologia). Em uma colmeia, cada célula é um prisma heza-
gonal reqular, aberto no extremo com uma dngulo triédrico no outro extremo. Acredita-se

que as abelhas fazem essas células de forma a minimizar a drea superficial para um dado
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volume, usando assim uma quantidade minima de cera. O exame dessas células mos-

trou que a medida do dngulo do dpice © € surpreendentemente consistente.

geometria da célula, pode ser mostrado que a drea superficial S € dada por
3 3
S =6sh— 3 s% - cotg(0) + 3s? - \/7_ - cosec(0)

onde s, € o comprimento dos lados do hexdgono e h a altura.

dsS
Calcule —.
a) acuede

b) Que dngulo deveriam preferir as abelhas.

¢) Determine a drea superficial minima da célula (em termos de s e h).

o mmemrereeme (52

Figura 13: Alvéolo

Baseado na

(4.25)

Resolucao: Para encontrar o resultado do item (a) basta derivarmos S em (4.25), assim

dsS

3 3
o= 532008602(6) —3s%. TCosec(e) -cotg(0). (4.26)
Para solucionar (b), igualamos o resultado obtido a zero
3 3 1 3
552cose(;2(9) —3s?. \/7— - cosec(0) - cotg(0) = 3s? - cosec(0) 5~ \/7— -cotg(0)| =0,

donde temos

isto é,

ou seja, as abelhas preferem o angulo

8y = arc tg(V/3).
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Assim, 8 = 60°.
Da trigonometria nés sabemos que
1+ tg*(0
cosec(0) = V1+tg'(0)
tg(0)

e portanto

3 1 V3
= h—S62. 2, vV-
S 6s 25 \/§+3$ 5

1
S = 6sh+ 3s? (1——),
2v/3

2
V3

encontrando a solugao de (c).

O professor pode dispor deste problema para abordar temas como geometria plana e
espacial, mostrando para o aluno como essas geometrias aparecem na natureza, e como
o calculo pode ser eficaz na procura de uma determinada solucao-problema. O problema
também traz temas como trigonometria e funcoes inversas, que podem ser amplamente
aprofundados no decorrer da apresentacao.

Para resolvermos o item (a) basta derivarmos a fun¢do S. O angulo de preferéncia das
abelhas deve ser aquele que minimiza a area superficial das células produzidas. Aplicando
os conceitos de ponto critico, o aluno pode encontrar a derivada de S, iguala-la a zero
e por meio de alguns calculos, encontrar o resultado desejado em (b). Observa-se que
em nenhum o momento o aluno necessitou conhecer os assuntos de nivel superior para

resolver o problema.

Problema 10. (Aplica¢oes na Biologia) Contracdo da traqueia ao tossir. Quando tossi-
mos, a traqueia se contrai e aumenta a velocidade do ar que passa. Isso levanta questoes
sobre o quanto deveria se contrair para mazximizar a velocidade e se ela realmente se
contrai tanto assim quando tossimos. Considerando algumas hipdteses razodveis sobre a
elasticidade da parede da traqueia e de como a velocidade do ar prorimo as paredes e

reduzidas pelo atrito, a velocidade média v do fluzo de ar pode ser modelada pela equacao
V =c(rg —1)r* cm/s,

Onde vy € o raio, em centimetros da traqueia em repouso e ¢ € uma constante positiva

cujo valor depende, em parte, do comprimento da traquéia. Demonstre que v € maior
219 . . . .

quando T = 3 ou seja, quando a traquéia estd cerca de 33% contraida. O impressionante

¢ que imagens obtidas com raio X confirmam que a traquéia estd assim durante a tosse.
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Resolucao: No intuito de encontrar a velocidade méxima derivamos a funcao e igua-

lamos a 0. Assim:

V' =2cror — 3cr? = 0 < 3cr? = 2crr & ou

mas T = 0. Logo

21’0
rT=—.

Que é quando a velocidade é maior, ou seja, quando ela estiver cerca de 33% contraida.



Capitulo 5

Consideracoes finais

Observa-se que nos tltimos anos o Brasil tem sofrido com a caréncia de profissionais nas
areas de Engenharia e de Computagao. Ha também uma grande necessidade de bacharéis
e licenciados, principalmente nas areas de exatas como Matematica, Quimica e Fisica.
Isso se deve ao profundo desinteresse dos alunos do ensino médio por essas areas, mais
precisamente por esses cursos trazerem em seu curriculo uma boa gama dos conceitos de
matematica, principalmente os conceitos de Calculo Diferencial e Integral.

A inclusao de conceitos basicos do Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio,
poderia proporcionar aos alunos uma melhor preparacao e motivacao para o ingresso no
ensino superior, uma vez que ilustraria a interdisciplinaridade entre as disciplina do Ensino
Médio, o que é amplamente cobrado nos planos pedagogicos dos PCNs.

Além disso, poderia tornar mais ampla e natural a aprendizagem de contetudos do
proprio Ensino Médio, visto que alguns conceitos poderiam ser apresentados de forma
mais generalizada e contextualizada.

Nesse trabalho falamos de um pouco da historia do calculo e abordamos alguns concei-
tos de Célculo Diferencial e Integral. Também tentamos mostrar, através da resolugao de
diversos problemas e exercicios, que ¢ possivel incluir no curriculo do Ensino Médio tais
conceitos, através de um plano de ensino consistente, que aborde a interdisciplinaridade
entre as disciplinas correlatas e que mostre a infinidade de aplicacoes dos conceitos de

derivada e de integral em boa parte das Ciéncias.

41
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