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Resumo

No presente trabalho serd apresentada uma proposta metodolégica que fomente a curio-
sidade e o espirito investigativo dos alunos do ensino médio, ao tempo que promove uma
maior motivagao dos mesmos nas aulas de matematica através da resolucao sistémica de
problemas praticos utilizando métodos de otimizacao que se relacionam com os mais di-
versos conteidos do curriculo do ensino médio. Para tanto,sera dado um embasamento
pedagdgico, demonstrando alguns resultados e fazendo aplicagoes envolvendo métodos de

otimizagao.

Palavras-chave: resolucao de problemas, otimizacao, ensino médio, matematica.
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Abstract

In this paper try to present a methodology that fosters curiosity and investigative
spirit of high school students, time to promote greater same motivation for teaching
mathematics through systemic resolution of practical problems, with emphasis on the
optimization problems that relate to the most diverse content of high school curriculum.

For this we will make a justification of the work of pedagogical point of view, con-
ceituaremos optimization, we present a method for resolution of systemic problems and
eventually solve some practical problems related to school following the optimization

method presented.

Keywords: troubleshooting, optimization, high school mathematics.
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Introducao

Tendo sua primeira turma iniciada no ano de 2011, o PROFMAT, Mestrado Profis-
sional em Matematica em Rede Nacional, foi implementado visando atender professores
de matemadtica em exercicio no ensino basico, especialmente em escolas publicas, com
o objetivo de promover o aprimoramento profissional de tais professores, enfatizando o
dominio aprofundado de conteidos matematicos relevantes para a atuacao do docente.

O PROFMAT, apresenta-se como um diferencical para a educagao brasileira no que
tange a matematica, uma vez que as experiéncias, conhecimentos e metodologias incor-
porados pelos professores/mestrandos durante o curso tendem a dinamizar o exercicio da
matematica nas salas de aula do ensino bésico.

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma proposta metodolégica que fomente a
curiosidade e espirito investigativo do aluno, bem como proporcionar maior dinamismo
nas aulas de matematica, através da resolucao sistémica de problemas praticos, utili-
zando métodos de otimizacao relacionados aos conteidos do curriculo do ensino baésico,
promovendo uma mudanca significativa no modelo de abordagem da matemaética e desen-
volvimento do processo de ensino aprendizagem da mesma.

Os aspectos pedagogicos e metodoldgico acerca da resolugao de problemas sao aborda-
dos no capitulo 1, onde explicitamos a importancia da utilizacao sistémica de problemas
praticos como instrumento facilitador no processo de ensino aprendizagem e dinamiza-
dor das aulas de matematica, embasado na nossa prépria pratica docente, em estudos de
alguns autores e nos PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio), res-
saltando a valorizacao do senso critico e investigativo dos alunos, rompendo com a atual
forma de tratamento da matematica nas salas de aula do ensino médio baseada na trinca:
definicao, exemplo e exercicio de fixacao. Destacamos o aluno como parte importante do
processo de ensino aprendizagem e enfatizamos o papel do professor neste processo como

um guia capaz de direcionar o aluno para que o mesmo possa desenvolver habilidades que



Sumario 2

o permita construir seus conhecimentos com autonomia e nao apenas absorver o que lhe
é apresentado.

Ao longo do capitulo 2 intitulado nogoes preliminares, apresentaremos e demonstra-
remos alguns resultados da matematica do ensino médio, relacionados a métodos de oti-
mizacao, tais como a férmula canonica do trinomio, pontos e valores de maximo e minimo
de fungoes quadraticas, a desigualdade entre as média aritmética e geometria e alguns con-
ceitos e resultados relacionados a derivadas, que sao necessarios para o pleno entendimento
e resolucao dos problemas propostos neste trabalho, utilizando linguagem e propriedades
de facil compreensao e entendimento.

No capitulo 3 um breve histérico sobre otimizagao, area da matematica que trata
basicamente da maximizacao ou minimizacao de funcoes, destacando sua relacao com a
pesquisa operacional e ressaltando aspectos importantes acerca do tema, uma vez que
neste trabalho nos ocupamos de resolver problemas praticos, de forma sistémica, utili-
zando métodos de otimizacgao relacionados ao curriculo do ensino médio.

Ainda no capitulo 3 apresentamos a metodologia de resolucao de problemas adotada
neste trabalho baseada na obra “A Arte de Resolver Problemas”de George Polya [1],
destacando uma sequéncia de etapas a serem seguidas de modo a se resolver um problema
de forma sistémica composta por compreensao do problema, elaboracao de um plano,
execucao do plano e retrospecto. Enunciamos cada uma destas etapas e destacamos os
pontos mais relevantes de cada uma delas.

No capitulo 4 enunciamos e resolvemos 5 problemas praticos do ensino médio utili-
zando métodos de otimizagao segundo as etapas de resolucao de problemas apresentadas
no capitulo 3. O problema 1 é resolvido utilizando o conceito de ponto de maximo e
minimo de fungoes quadraticas, uma segunda solucao é apresentada utilizando derivada.
O problema 2 resolvemos utilizando derivadas e fungoes quadraticas. No problema 3 e
4 utilizamos a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. No problema 5
utilizamos um método geométrico de analise grafica para resolver o referido problema.

Por fim, apresentaremos as conclusoes deste trabalho, procurando sempre verificar

algumas reflexdes sobre o processo de ensino aprendizagem em matematica.



Capitulo 1

Abordagem

E interessante iniciarmos atentando para os diversos indicadores de desempenho edu-
cacional que a nossa propria pratica docente em matematica nos revela. Evidenciamos
que as dificuldades no processo de ensino aprendizagem sao inumeras e algumas dessas
dificuldades estao intimamente relacionadas com a forma habitual de se tratar a ma-
tematica, basicamente sobre a seguinte plataforma: definicao, exemplos e exercicio de
fixagao. Tal modelo, apesar de em alguns casos se mostrar eficaz, limita bastante o de-
senvolvimento do educando, dando-lhe pouca ou nenhuma oportunidade para raciocinar
e por em pratica seu espirito critico e investigativo. O mesmo deixa de ser agente no
processo de ensino aprendizagem para se tornar um memorizador de regras, algoritmos
e formulas pré estabelecidas. O aluno assume o papel de mero espectador das aulas,
uma vez que ele é bombardeado por conceitos, formulas e definicoes e apenas observa
a resolucao de exemplos e reproduz fielmente as técnicas utilizadas pelo professor para
resolver algum problema de aplicacao direta dos contetidos estudados proposto ao final do
contetudo, chegando, na maioria das vezes, a resultados que sequer sabe o que representam
na pratica. O professor, por sua vez, faz-se apenas um transmissor de contetidos, enges-
sando o processo de ensino aprendizagem e tirando do aluno a oportunidade de pensar
matematicamente para dar significado aos contetudos estudados e assim construir o co-
nhecimento, ao contrario do que sugere os PCNEM quando diz: “A postura do professor
de problematizar e permitir que os alunos pensem por si mesmos, errando e persistindo, é
determinante para o desenvolvimento das competéncias juntamente com a aprendizagem
dos conteidos especificos”.

Polya destaca em sua obra A Arte de Resolver Problemas:



Capitulo 1. Abordagem 4

Um professor de Matemdtica tem, assim uma grande opor-
tunidade. Se ele preenche o tempo que lhe é concedido a
exercitar seus alunos em operagoes rotineiras, aniquila o in-
teresse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estudantes,
desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele
desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas
compativeis com os conhecimentos destes e auxiliando-os por
meio de indagagoes estimulantes, poderd incutir-lhes o gosto
pelo raciocinio independente e proporcionar-lhes certos meios

para alcancar este objetivo. [1]

Assim, vemos que é preciso buscar formas de inserir o aluno no contexto da construgao
do conhecimento, estabelecer meios para explorar sua criatividade procurando incutir-
lhe o aprego pela matematica e conseguindo dessa forma que ele passe a desenvolver
habilidades que lhes possibilitem a apreensao de conhecimentos novos por si mesmos e
nao somente a partir do repasse de contetdo feito pelo professor. Romper com o molde
habitual de ensino da matematica também exige uma mudanca de postura por parte do
professor frente a sua sala. Ele deve mediar o didlogo em aula e guiar os alunos as respostas
e conclusoes que lhe darao suporte para compreender os diversos conteiidos matematicos,
construindo significado para o que foi estudado.

Uma proposta metodoldgica para promover uma mudanca efetiva no processo de ensino
aprendizagem da matematica é a abordagem e tratamento dos conteidos matematicos
a partir da resolugao sistémica de problemas praticos e contextualizados, realizada em
parceria entre professor e aluno. O primeiro proporé problemas praticos relacionados com
a vivéncia dos alunos e mediara o processo de resolucao fazendo-lhes questionamentos que
os guie a solucao do problema e compreensao do conteido matematico envolvido, que nao
devera ser indicado antes da apresentacao e debate do problema; o segundo colocara em
pratica todos os fundamentos matematicos adquiridos ao longo da sua vida, nao estando
de antemao condicionado por nenhuma férmula ou algoritmo pré-estabelecido, ele tera
independéncia para tratar o problema, devera raciocinar e usar sua criatividade para
perceber que férmula, propriedade ou conceito matematico utilizar, ou ainda criar seus

proprios métodos e fundamentacoes para chegar a compreensao e solugao do problema.
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A matematica através da resolucao de problemas
estimula nos alunos a discussao argumentativa, a
cooperacao, a organizacao e a interacao, que sao
praticas necessarias em qualquer contexto que
envolva relagoes interpessoais. E o exercicio da
atividade e vivéncia em grupo, com questiona-
mentos, divergéncias, tentar compreender a visao
do outro, retirando ensinamentos e conclusoes

para outras situagoes futuras.|2]

Nos moldes habituais, os problemas praticos, quando utilizados, sao apresentados de
maneira bem timida na forma de exercicio de fixacao ao final do contetido estudado, per-
dendo, de maneira consideravel, seu potencial de instigagao as novas descobertas indutoras

a resolucao de grandes problemas.

Uma grande descoberta resolve um grande pro-
blema, mas hé sempre uma pitada de descoberta

na resolucao de qualquer problema.[1]

Abordar um conteido matemdtico a partir de problemas praticos quebra a rigidez
da trinca definicao, exemplo, exercicio possibilitando ao educando a aplicagao e aper-
feicoamento do seu senso investigativo e critico, dando-lhe também subsidios para tratar
nao somente problemas de sala de aula, mas também as mais variadas situagoes cotidia-
nas, contribuindo diretamente na formacao do educando para a vida além da preparagao
académica. Ao mesmo tempo combate outro grande fator de dificuldade do processo de
ensino aprendizagem da matemadtica, que é a monotonia, a falta de atratividade ou de
fatores motivadores durante as aulas.

Desenvolver a matematica através da resolucao de problemas é, do ponto de vista
pratico, uma forma de inquietar o aluno, de tira-lo da sua zona de conforto e sutilmente
exigir que ele abandone a postura passiva de receptor de informacoes e adote uma postura
ativa de desbravador do conhecimento. Essa postura tende a modificar o ambiente de sala
de aula no sentido de que o professor deixa de ser o centro das atengoes e os conhecimentos
e experiéncias dos alunos passam a ser valorizados e substancialmente aproveitados no
processo de ensino aprendizagem. Tal valorizagao reflete em motivacao, ampliando nos
alunos o desejo de novas conquistas, possibilitando cada vez mais evoluirem enquanto

estudantes. Assim, a abordagem dos conteiidos por meio da indagagao e resolucao de



Capitulo 1. Abordagem 6

problemas praticos, por si s6, é um fator dinamizador do processo de ensino aprendizagem,
pois a matematica esta além de rigidas defini¢oes ou do armazenamento incontestavel
de férmulas e conceitos, estd sim intimamente relacionada a capacidade de raciocinio,
de interpretacao e, sobretudo de criacao de instrumentos proprios que possibilitem ao
educando identificar, compreender e resolver problemas, dando significado aos contetidos

estudados.

O problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade
e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver por
seus proprios meios, experimentara a tensao e gozara o triunfo
da descoberta. Experiéncias tais, numa idade suscetivel, po-
derao gerar o gosto pelo trabalho mental e deixar, por toda

vida, a sua marca na mente e no carater.[1]

Os PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio), entre outras
coisas, tratam da necessidade de reformulacao do modelo de ensino atual vigente nas
salas de aula e explicitam trés conjuntos de competéncias que sao: comunicar e represen-
tar, investigar e compreender e contextualizar social ou historicamente os conhecimentos.
De forma semelhante o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) aponta cinco com-
peténcias gerais, das quais uma ¢ “diagnosticar e enfrentar problemas reais”. Portanto,
tanto os PCNEM, quando falam em investigar e compreender, quanto o ENEM, como é
percebido na competéncia citada, estao alinhados a proposta de construir significado para
os conteudos matematicos a partir da abordagem de problemas praticos, reais. Sobre as
estratégias para acao e a perspectiva metodoldgica para se tratar a matematica sob um

novo modelo os PCNEM trazem em seu texto:

Para alcancar os objetivos estabelecidos de promover as com-
peténcias gerais e o conhecimento de matematica, a proposta
dos PCNEM privilegia o tratamento de situagoes-problema,
preferencialmente tomadas em contexto real. A resolucao de
problemas é a perspectiva metodoldgica escolhida nesta pro-
posta e deve ser entendida como a postura de investigacao

frente a qualquer situagao ou fato que possa ser questionado.

A partir de todas essas justificativas o presente trabalho defende a metodologia da re-

solugao de problemas praticos como fator motivador e fomentador para o desenvolvimento
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do senso critico, investigativo e criativo do educando, bem como apresenta tal metodo-
logia como uma importante ferramenta para se abordar e desenvolver os contetidos de
matematica do ensino médio. Obviamente o rol de possibilidades em matematica as quais
podemos aplicar a metodologia de resolucao de problemas préticos é amplo, desta forma
daremos énfase aos problemas que envolvam os conteudos relacionados a métodos de oti-
mizacao, area da matematica, que inclusive tem origem na necessidade de se sanar um
problema, como veremos no breve histérico encontrado no capitulo 3, e pouco encontra-
mos nos textos de matematica do ensino médio, embora tenha estreita relagao com alguns

conteudos do mesmo.



Capitulo 2

Nocoes preliminares

Para o pleno entendimento dos problemas que serao propostos neste trabalho enunci-
aremos e provaremos alguns resultados da matemaética relativos a métodos de otimizacao,
sobretudo utilizando linguagem e argumentos matematicos condizentes com o nivel dos

alunos do ensino médio.

2.1 Funcao Quadratica

As defini¢oes e demonstracoes a cerca de fungoes quadraticas a seguir e algum apro-

fundamento podem ser encontradas em [3].

Definicao 1. Um funcdo f: R — R, denomina-se quadrdtica, quando existem miumeros

reais a,bec, com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R.
Exemplo 1. f(x) = —x%?+4x —3

L,
Exemplo 2. g(x) = _ZX —4x+6

Exemplo 3. h(x) =x>—5x+6

2.1.1 Forma canonica do trinomio

Quando escrevemos o trindmio do segundo grau ax? 4+ bx + ¢ em sua forma canonica,
podemos estabelecer uma férmula que fornece as raizes da equacao ax®+bx+c = 0, caso
existam em R, conhecida como férmula de BASKARA. E ainda podemos estabelecer em

que ponto a funcao atingird seu valor maximo ou minimo, e qual o valor de maximo ou
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de minimo da funcao f(x) = ax? + bx + c¢. Desta forma, vamos escrever o trindomio do
segundo grau na forma canonica.
. o b c
Considere o trinomio ax®> +bx+c¢c =a [xz + —x + — |, completando seus quadrados,
a a

temos:

, b ¢ , b b\’ ¢ b\’
ax’+—x+— = a[xX+2—x+|(—) +—— | +—
a a 2a 2a a 2a

el i)

( b>2 4ac — b?
= a|(x+5-) +—0—

o (2.1)

g e . Dai

para encontrar as raizes da funcao f(x) = ax? + bx + ¢, fazemos f(x) = 0. Porém:

b\° 4ac—b2
Assim, da igualdade (2.1), temos que ax*+bx+c = a [(x + —) +—

fx)=0 & ax*+bx+c=0

< a

2a

b\?> 4dac—b2

<x+—) +GZT =0, como a # 0,
b\> 4ac—b?

& x+—a +——-=0

4a?
b\> b2—4ac
) 4a?
b2 —4ac
2a 4a?
b b2 —4ac

& x=——=+
x 2a 4a?

= Vb2 —4ac

& X
2a

(2.2)
Observagao 1. Para x ser real, devemos ter em (2.2), b?> —4ac > 0.

Observacao 2. b2 —4ac é denominado discriminante, e simbolicamente o representare-

mos por A.

Definigao 2. Define-se forma candnica da funcgdo quadrdtica f(x) = ax? + bx + ¢,com

a # 0, a sequinte forma de representd-la:

b\? 4ac—b?
— . 2.
<x+ 2a) + Pe ] (2.3)
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, b 4dac—b* _ ,
Analisando (2.3) percebemos que G o. €5 580 constantes e apenas x ¢ uma
a a
variavel, desta forma se a > 0 (respectivamente a < 0) o valor minimo (respectivamente

b
méximo) de f(x), ocorre quando x + — = 0, o que implica em x = ~%a Assim

b b , . . (.
fl—=—) = ——, logo x = —— é o ponto de minimo (respectivamente de maximo) e
2a 4a 2a

Y= é o valor minimo (respectivamente o maximo).

a
b A
Graficamente, x = ~oa ey = ~Ia sao as coordenadas dos vértices da parabola que

representa a funcio f(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0), observe a figura abaixo.

™ ™1 a=0

.
|

Figura 2.1: Vértices da funcao quadratica

Exemplo 4. Observe o grifico de f(x) na figura abaizo e note que as coordenadas do

_y . b A _
vértice A, condizem com as coordenadas 59’ 1a expostas acima.
a a

-1 0 1 2 g3 4 5
A[2.5,-0,25)

Figura 2.2: Gréafico de f(x) = x> —5x + 6
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2.2 Desigualdade das médias aritmética e geométrica

Seja
_X1+X2—|—"'+Xn
N n

A

G= X1 X2 Xq

as médias aritmética e geométrica, respectivamente, de n termos. Mostraremos que
A > G, sendo A = G somente quando os xi, i = 1,2,3,...,n forem todos iguais en-
tre si. A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica é um dos resultados mais
demonstrados da matematica. Ha& demonstracoes de varios tipos, de diversos graus de
sofisticagao e baseados em diferentes teorias.[4]

As provas que serao apresentadas a seguir sao das mais elementares dentre varias,
porém feitas utilizando somente argumentos a nivel de ensino médio, sendo perfeitamente
possivel e aconselhavel que tal demonstracao seja apresentada ao aluno do ensino médio.
Faremos a prova mais simples, com dois nimeros. Uma prova genérica da desigualdade

entre as médias aritmética e geométrica pode ser encontrada em [5].

2.2.1 Prova geométrica

Temos da geometria plana que “se um triangulo inscrito em uma semicircunferéncia
tem um dos lados igual ao diametro, entao ele é um triangulo retangulo”[6], assim, dados
X1 € X > 0, construimos um circulo cujo diametro é x; + X, onde P é um ponto da

circunferéncia que é vértice do angulo reto do triangulo inscrito PQN que tem a hipotenusa

X1 + X2
2

e g é a altura baixada de P sobre a hipotenusa, ver figura (2.3). Desta forma temos que

como diametro, a = como mediana relativa a hipotenusa e como raio do circulo
a > g com a = g quando a altura coincide com a mediana.
Vamos determinar g. Pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo retangulo PHO,

temos:
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Figura 2.3: Triangulo PQN inscrito na circunferéncia

ad=(a—x)’+g> = g°=a’—a’+2ax; —x}
X1+ X
= 92:2(—12 2)x1—x%
= 92 = X1X2
= g =4/X1Xg
. X1+ X X1+ X .
Assim temos, a = % eg=+X1Xy,de a > g= % > /x1%3. Obviamente

a =g < x; = Xg. Concluimos assim que a média aritmética é maior ou igual a geométrica.

2.2.2 Prova algébrica

A demonstracao apresentada nesta secao e de outras provas da desigualdade entre
médias aritméticas e geométrica podem ser encontrada em [3].

Para esta demonstragao utilizamos o fato de que se x; e X, sao as raizes reais da
equacao x? — sx + p =0 entdao s = x; +x2 € p = X1X9. Geometricamente, chegamos ao
resultado ao determinar os lados de um retangulo conhecendo o semiperimetro s e a area
p-3]

Se x; + xo = 2k, entao x; e X sao raizes de uma equagao do segundo grau da forma
A2 — (x1 +x2)A + (x1%2) = 0. Sendo assim A% — 2kA + (x1x3) = 0 e por sua vez, como tais
raizes desta ultima equacao sao reais, logo seu discriminante é maior ou igual a zero, ou
seja, 4k? — (x1x2) = 0, que implica em % > /x1x2. Isto é, A > G.

A desigualdade A > G é equivalente a afirmacao seguinte: “Entre todos os niimeros

positivos X,y que tem soma constante (x +y = 2c¢), o produto xy é méaximo quando

x =y =c."[4]
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Desta forma, apesar de pouco utilizada ao menos a nivel de ensino médio, a desi-
gualdade entre as médias aritmética e geométrica representa um importante método de

otimizagao.

2.3 Derivadas

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e proposicoes do Célculo Diferencial,

encontrados em [11].

2.3.1 Teoria e Conceitos Elementares

Definigao 3 (Quociente de Newton). Seja f : [a,b] — R uma fungao real, p € (a,b) e
h € R tal que p+h € [a,b]. O quociente de Newton de f em p, relativo a h € definido

por
f(p +h) —f(p)
- . (2.4)
Alguns autores apresentam o quociente de Newton acima na forma
Af
= 2.5
Ax (2.5)

O quociente acima, mede uma taxa de variagdo (média) relativa da quantidade y =
f(x) em relacao a quantidade x. Em outras palavras, tal quociente mede a taxa média

com que Yy varia quando x variar uma quantidade h.

Exemplo 5. Um exzemplo bem simples é considerar s = s(t) uma fungao deslocamento
em funcao do tempo t. No instante ty estamos na posicio s(tg) = so e depois de h
sequndos estamos na posicao s(ty + h). Ao calcularmos o quociente de Newton destes

valores, teremos:

s(to+h) —sog  Deslocamento durante o tempo h sequndos (2.6)
h N h sequndos '

que € a taxa conhecida por todos nos, chamada velocidade média.

Uma taxa malis atraente e util seria calcular a velocidade instantanea de um deter-
minado objeto, ja que nos deparamos com este caso quando estamos dirigindo e nos

aproximamos de um sensor de velocidade. Pois nessa situacao queremos saber qual a
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nossa velocidade naquele momento e nao uma média depois de um determinado tempo
decorrido.

Para isso aplicamos o conceito intuitivo de limite. Imagine que aferissemos dados
relativos ao quociente (2.6) para uma quantidade grande de nimeros h cada vez menores.
Por exemplo:

1 1

1s, —s, —s, ...
71077100
e notasse que a sequéncia de numeros gerada “tem uma tendéncia a ir” para um determi-

nado nimero L. Baseado na motivacao acima, segue a definicao abaixo.

Observagao 3. Durante toda esta secdo, salvo mengao contrdria, ao nos referirmos a

uma funcgao f sem demais detalhes estaremos nos referindo a f da definigcao 3.

Definicao 4. Nas hipdteses da definicao 3, a derivada de f no ponto € definida como

sendo

h—0

quando tal limite existe.

Em outras palavras, a derivada de f no ponto p é o limite do quociente de Newton
quando a variacao h da variavel x no dominio tende a zero.
Quando f’(p) existe dizemos que f é derivavel em p. Quando é derivavel em todos os

pontos do seu dominio, dizemos apenas que f é derivavel.

Observagao 4. Note que (2.6) € equivalente ao sequinte limite:

i 100 —f(p)
X—Pp X—p

Observagao 5. As sequintes notagoes para derivadas, também sdo amplamente utilizadas

na literatura:

df(p)
dx

f'(x), , Df(p).

n

Proposicao 1. Seja n um nimero natural e considere a funcao f(x) = x™. Entdo vale

que f'(x) =nx™ L

Demonstragao. Utilizando a expressao do Binomio de Newton, temos que:

(x+h)" = i (?) x™thi

i=0
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e portanto

(x +h)™ —x" = /n n—ipi—
i—1

dal calculando o limite quando h tende a zero pelo lado direito da igualdade (2.7), vai

restar apenas o termo independente de h, ou seja,

n _ _
Xn 1 — Tan 1
1 )

assim sendo, vale que

(x™) =nx"1L.
[
Observagao 6. O resultado acima é vdlido de forma mais geral.
(x%) = oax*10# xR (2.8)
Proposicao 2. Para todo x € R wvale que
sen’(x) = cos(x). (2.9)

Demonstracao. Utilizando as formulas trigonométricas para transformagoes de soma em

produto, temos que:

sen(x +h) —sen(x)  2sen (%) cos (B5™)
h N h
_ sen (%) cos (—2";h)
= i

2

Dai tomando o limite quando h — 0, temos:

lim sen(x + h) —sen(x) _ i O () C:S (24
h—0 h h—0 £)
h
5 2x+h
= lim senh(2) - lim cos <i> (2.10)
h—0 h—0 2
= cos(x).

Note que na igualdade (2.10), utilizamos que a fungao cos(x) é continua e ainda que

. sen(h)
lim
h—0 h

=1
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Observagao 7. O processo de deriwagao pode ser aplicado mais de uma vez para uma
mesma fungao, ou seja, podemos calcular a “derivada da derivada”, entendendo que " =
(), isto ¢, / /

f,,:}lli%f (1o+h})1 Fp).

caso o limite exista; f"(p) € denominada de derivada sequnda de f em p.

Dentro do contexto de outras ciéncias a derivada assume um nome especifico de acordo

com o ente que esteja sendo estudado.

Exemplo 6. Se f for o volume variando em func¢ao do tempo t, entao f'(t) é chamada

de vazao;

Exemplo 7. Se f for um custo variando em relagio a uma quantidade x de material,

entao f'(x) € chamada de custo marginal;

Exemplo 8. Se f for uma quantidade de carga variando em relagao ao tempo t, entao

f'(t) € chamada corrente elétrica;

Existem diversas interpretacoes da derivada. Mas vejamos uma muito importante: A
derivada f’(p) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao y = f(x) no
ponto (p,f(p)). Veja a figura (2.4) abaixo.

Note na figura abaixo que a quantidade

f(p+h) —f(p)
h Y

tg o =

é a inclinagao da reta secante ao gréfico de f nos pontos (p,f(p)) e (p + h,f(p + h)).
Observe que ao fazermos h — 0, a reta secante tende a se tornar tangente pois (p +

h, f(p + h)) — (p, f(p)) e portanto

flp +h) — f(p)

=1
tg 0 Lim

(2.11)

Vejamos algumas propriedades operatérias de derivadas.

Proposicao 3. Sejam f e g funcoes derivaveis em p e A € R. Entao vale:

1. (f£g)'(p)=f'(p) £9'(p);
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f(p+h)

Figura 2.4: Interpretacao geométrica da derivada

2. (M)'(p) = Af'(p);

5 = B , desde que g(p) # 0.

A demonstracao do teorema a seguir pode ser encontarda em [11].

. (f)'(p) f'(p)g(p) — f(p)g’(p)

Teorema 1 (Aproximagao Linear). A func¢do f € derivdvel em p se, e somente se, existem
L € R e uma funcao r(h) talque

f(p+h)=f(p) +L-h+r(h), onde lim @ =0. (2.12)
h—0 h

Teorema 2 (Regra da Cadeia). Sejam f:[a,b] = R eg:[c,d] — [a,b]. Seg € derivdvel

emp ef é derivdavel em g(p) entdo fo g € derivdvel e vale que

(fog)(p)=1"(g(p)) - g'(p). (2.13)

Demonstracao. Como g é derivavel em p, para h suficientemente pequeno, temos

glp+h)=g(p)+g'(p)h+r(h), onde lim % =0.

h—0

De forma analoga, devido existir f’'(g(p)) temos que

flglp+h)) = flglp))+g'(ph+r(h)
k(h)
= f(g(p)) +f'(g(p)) - k(h) +p(k(h))

onde p(k(h)) satisfaz que
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Note, entretanto, que k(h) — 0 quando h — 0. Dai temos que

flglp+h)) = flglp))+f(glp))-g'(p)h+f'(glp))r(h) +p(k(h))
= f(g(p)) +f'(g(p)) - g'(p)h +R(h),

onde R(h) = f'(g(p))r(h) + p(k(h)). Se formos capazes de mostrar que

entao, utilizando o Teorema(1), provaremos que a fungdo composta f o g é derivavel em

p e ainda que vale a igualdade (2.13). Assim sendo, temos:

LR g(pr(h) + p(k(h)
h—0 h h—0 h
g T(h) . plk(h))
= f (Q(P)) }111—>0 h + P1L1—>0 h
_ g (h) p(k(h)) k(h)
= Plolp)) lim ==+ i ==
—— r(h) . plk(h)) . k(h)
=1 (g(p))]'ltlg%)T—i_k(l]’lLr)gO k(h) 'rlllian
= f'(g(p))-0+0-g'(p)
=0
Assim fica provado o Teorema. |

2.3.2 Pontos Criticos e Valores Extremos

Faremos aqui uma aplica¢ao da derivada na busca de encontrar pontos de méximo(minimo)

de funcoes suaves através do conceito de ponto critico.

Definigao 5. Seja f: [a,b] = R ep € (a,b). O ponto p é dito ponto critico para f se

f'(p) =0 ou f'(x) ndo existir.

Definigao 6. Uma fungio f: X C R — R possui um mdzimo (respectivamente minimo)

no ponto p € X se f(p) = f(x), Vx € X (respectivamente f(p) < f(x), Vx € X).
Vejamos agora um resultado muito importante.

Proposicao 4. Considere a funcao f : [a,b] — R continua em [a,b] e derivdvel em

(a,b). Sep € (a,b) € um ponto de mdarimo (minimo) para f entdo p € ponto critico.
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Demonstra¢ao. Seja p um ponto de maximo para f com h € R tal que p+h € (a,b).

Dai teremos que f(p +h) — f(p) < 0 e portanto

f(p+h)—flp)

T <0,seh >0
e
f h
%>Oseh<0.

Dali teremos, para os limites laterais do quociente de Newton, que

f(p +h) —f(p) f(p +h) —f(p)

lim <0e lim > 0,
h—0+ h = h—0- h -
dai como os limites laterais existem e coincidem, segue que f'(p) = 0. [ |

Observacao 8. Nem todo ponto critico é um ponto de mdximo (minimo). E nem todo

ponto de mdzimo (minimo) € critico. Para mais detalhes, veja os exmplos abaizo.

Exemplo 9. A funcio f(x) =x3, x € R possui x = 0 como ponto critico e 0 mesmo ndo
¢ de maximo nem de minimo. Tal ponto, € tal que a concavidade do grdfico muda e o

mesmo € chamado de ponto de inflexdo.

Exemplo 10. A funcao f : [0,1] — R, f(x) = sen(x) tem mdzximoem x = 1 no entanto
tal ponto nao € critico. Isso acontece devido o ponto de mdzimo ser uma extremidade do

intervalo. O mesmo ocorre com o minimo em x = 0.

Exemplo 11. A funcdo f(x) = |x|,x € R possui minimo em x = 0, e ainda assim tal

ponto ndo € critico, pois nao existe f'(0).

Definigao 7. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Um ponto p € de mdzximo local
para f se para alguma vizinhang¢a' V,, C [a,b] vale que f(p) > f(x),Vx € V,,. A defini¢ao

de minimo local é andloga. Veja figura 2.5.

Proposicao 5. Considere a funcao f : [a,b] — R continua em [a,b] e derivdvel em

(a,b). Sep € (a,b) é um ponto de mdzximo (minimo) local para f, entdo p € critico.

A demonstragao do Teorema a seguir, pode ser encontrada em [11].

1 As vizinhacas V,, podem ser, por exemplo, da forma (p — o,p + 0), ou seja, o conjunto dos niimeros

da forma p + h, onde |h| < 0.
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A\

Figura 2.5: Pontos de maximos e minimos locais

Teorema 3 (Aproximacao Quadratica). A fungdo é duas vezes derivdvel em p se, e

somente se, existem Li,Ly € R e uma funcdo p(h) tal que

f(p+h)=f(p)+L;-h+L,-h*+p(h) onde lim p(h)

lim == = 0. (2.14)

Teorema 4 (Méximo Local). Se p € critico para f e f”(p) < 0 entao p € um ponto de

mdzimo local para f.

Demonstracao. Como f é duas vezes derivavel e p é critico, para f vale o Teorema 3 que

f"(p) p(h)

— . 2 1 —
flp+h) ="~f(p)+ 5 h® 4+ p(h) onde }1113% s 0. (2.15)
Assim sendo, dado ¢ > 0 existe & > 0 talque,
h
'p( ) < ¢,Vhtal que|h| < 0.
h2
Assim sendo, tomando € = —f"(p)/4 > 0, temos que, para |[h| < &
p(h) _ |p(h) f(p) f"(p), o
< | == —_ h ———h~*. 2.16

Dai utilizando as expressoes (2.15) e (2.16), temos que

f//(_p) . h2 B f//(.p) .

2 1 ~h? < f(p), V[h| < &. (2.17)

flp+h) <f(p)+

Provando assim que p ¢ um maximo local.

Teorema 5 (Minimo Local). Se p € critico para f e f”(p) > 0 entdo p € um ponto de

minimo local para f.

Exemplo 12. Um triangulo isosceles de base « estd inscrito numa circunferéncia de raio

R. Cualcule & de modo que seja maxima a drea do triangulo.
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N

D

Figura 2.6: Triangulo isésceles inscrito

Solucao 1. Seja ABC o triangulo isosceles de base x = BC e altura h = AE. Sua drea

¢ dada pela formula

1
S = —oah.
5%

No triangulo retangulo BCD (pois estd inscrito em uma semicircunferéncia), a altura CE

¢ a média geométrica entre os segmentos que determina a hipotenusa AD. Entao:

(CE)? = (ED)(AE) = %:h (2R —h)
= x=2V2Rh—T12

Temos entao

S = V2Rh3 — ht,

Procuremos o valor de S para 0 < h < 2R:
g/ 3Rh? — 2h?
~ V2RR3 —ht’
Logo
/ 2 3 3R
S"=0<« 3Rh" —2h :0<:)h:7.

ComoS=0parah=0o0ouh=2R e

3 4 2
:§:>S:\/2R27R  8IR :3\/§R‘
2 8 16 4

h

3R
Entdio h = > € o ponto de maximo para S e, neste caso,

oc:R\/§.



Capitulo 3

Técnicas para Resolucao de

Problemas

A metodologia de resolucao de problemas como instrumento facilitador e dinamizador
do processo de ensino aprendizagem da matematica e meio para a abordagem e desen-
volvimento de contelddos matematicos deve se dar de forma estratégica e organizada,
existem algumas vertentes e entendimentos acerca da tematica assim neste trabalho to-
mamos como base um dos mais significativos trabalhos a cerca do tema, a obra A arte de
Resolver Problemas de George Polya.

Polya destaca um esquema de como se resolver um problema segmentado nas seguintes
etapas: Compreensao do Problema, Estabelecimento de um Plano, Execugao do Plano e
Retrospecto.[1]

Vamos destacar sucintamemte os pontos mais relevantes de cada uma dessas etapas:

3.1 Compreensao do problema

Nesta etapa é importante que o professor interaja com os alunos fazendo questiona-
mentos que os leve a refletir sobre o problema apds uma leitura atenciosa do enunciado
do mesmo. Questionamentos como qual é a incognita? Quais sao os dados? Qual é a
condicionante? Se a contento sao respondidos pelos alunos, cumprem a primeira etapa de

compreensao do problema.

22
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3.2 Estabelecimento de um plano

Se o problema foi devidamente compreendido, ou seja, se temos consciéncia do que
estamos procurando, baseado nas informacoes ja processadas, partimos para a elaboragao
de um plano de ataque ao problema. Talvez seja essa a etapa mais dificil e a perfeita
execucao da mesma passa por termos conhecimentos prévios sobre o tema central do
problema, que pode se dar através de um problema correlato de resolucao conhecida
e por lancar mao dos conhecimentos adquiridos ao longo da vida, tais como teoremas,

propriedades, defini¢oes, formulas, entre outros.

3.3 Execucao do plano

Uma vez compreendido o problema e elaborado um plano para a resolucao, a execugao
do plano é a etapa mais facil, exigindo para o seu pleno desenvolvimento paciéncia e

disciplina. Dai é por em pratica o plano e escrever a resolucao do problema.

3.4 Retrospecto

Por fim depois de resolvido o problema é de suma importancia rever o que foi feito,
certificando-se de que as etapas foram cumpridas na integra, e de que o resultado correto
foi obtido. A etapa do retrospecto permite que o aluno consolide os conhecimentos apli-
cados e aprimore a sua capacidade de resolver problemas e ainda possibilita, em muitos
casos, perceber outros caminhos ou formas de resolver o mesmo problema.

Cada uma destas etapas palta-se em questionamentos a serem feitos acerca do pro-

blema como podemos acompanhar na lista abaixo.

1. COMPREENSAO DO PROBLEMA': Qual é a incégnita? Quais sao os dados?
Qual é a condicionante? E possivel satisfazer a condicionante? A condicionante é
suficiente para determinar a incégnita? Ou é insuficiente? Ou redundante? Ou
contraditoria? Trace uma figura. Adote uma notagao adequada. Separe as diversas

partes da condicionante. E possivel anota-las?

2. ESTABELECIMENTO DE UM PLANO: J4 o viu antes? Ou ja viu o mesmo

problema apresentado sob uma forma ligeiramente diferente? Conhece um problema
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correlato? Conhece um problema que lhe poderia ser util? Considere a incognital
E procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incégnita ou seme-
lhante. Eis um problema correlato e ja antes resolvido. E possivel utiliza-lo? E
possivel utilizar o seu resultado? E possivel utilizar o seu método? Deve-se in-
troduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua utilizacao? E possivel
reformular o problema? ¢ possivel reformular ainda de outra maneira? Volte as
defini¢oes. Se nao puder resolver o problema proposto, procure resolver algum pro-
blema correlato. B possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um
problema mais especifico? Um problema mais genérico? Um problema anélogo? E
possivel resolver uma parte do problema? Mantenha apenas uma aparte da condi-
cionante, deixe a outra de lado; até que ponto fica assim determinada a incognita?
Como pode ela variar? E possivel obter dos dados alguma coisa de 1til? E possivel
pensar em outros dados apropriados para determinar a incégnita? E possivel variar
a incognita, ou os dados, ou todos eles, se necessario, de tal maneira que fiquem mais
proximos entre si? Utilizou todos os dados? Utilizou toda condicionante? Levou

em conta todas as nogoes essenciais implicitas no problema?

3. EXECUCAO DO PLANO Ao executar o seu plano de resolucao, verifique cada
passo. E possivel verificar claramente que o passo esta correto? E possivel demons-

trar se ele estd correto?

4. RETROSPECTO E possivel verificar o resultado? E possivel verificar o argu-
mento? E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel
perceber isto num relance? E possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum

outro problema.

Certamente alguns alunos, em alguns problemas, poderao chegar a solugao dos mesmos
sem necessariamente seguir tais etapas, porém a utilizacao fiel do esquema proposto por
Polya evitaria, em muitos casos, a frustracao de se efetuar calculos sem ter compreendido
de fato o problema, por exemplo, e obviamente desperdicar tempo. Alguns cuidados
devem ser observados para se trabalhar com esta metodologia, por exemplo, escolher
bons problemas é de fundamental importancia. O problema deve atender os seguintes

requisitos:

e o ter enunciado acessivel e de facil compreensao,
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e 0 exercitar o pensar matematicamente do aluno,
e 0 exigir criatividade na resolucao,

e 0 deve ser tutil para a introducdo ou consolidacao de ideias e/ou conceitos ma-

tematicos

e 0 nao deve ser muito facil ou muito dificil e sim natural e interessante.

A postura do professor é outro fator determinante para o sucesso da metodologia. O
professor deverda manter uma postura interativa em sala, estimular os alunos através de
questionamentos que os auxilie a construir a solugao do problema e nao fornecer a resposta

de imediato.

O professor deve auxiliar, nem demais, nem de
menos, mas de tal modo que ao estudante caiba

uma parcela razodvel do trabalho.[1]

Desta forma, nos préximos capitulos nos ocuparemos de abordar alguns contetidos
que se relacionam com otimizagao em nivel de Ensino Médio, utilizando a metodologia
de resolucao de problemas segundo Polya, uma vez que entendemos que a resolucao de
problemas usando métodos de otimizagao no ensino médio, além de estimular o estudo
e aprofundamento dos conhecimentos de matematica, pode contribuir significativamente

para a formagao e desenvolvimento do educando.



Capitulo 4

Resolucao sistémica de problemas do
Ensino Médio utilizando métodos de

otimizacao

A Otimizagao é uma area da Matematica que apesar de ter um histoérico relativamente
recente vem tendo um significativo crescimento no que se refere a sua exploragao.

Basicamente, a Otimizacao trata da caracterizacao e procura de minimizantes ou ma-
ximizantes de uma certa funcao, num certo conjunto, geralmente definidos por equacoes
e inequacoes algébricas. [11]

As aplicagoes da Otimizacao sao comuns em varios setores, tais como: industria,
economia, saude, etc. Segundo Perin, “pesquisa operacional é um conjunto de técnicas
matemadticas utilizadas para resolver problemas”[9] e a Otimiza¢ao ou Programagao Li-
near ¢ elemento importantissimo da pesquisa operacional, de forma que historicamente
os estudos relativos a otimizacao confunde-se com a consolidagao da pesquisa operacio-
nal durante a segunda guerra mundial, quando grupos de assessores das forcas militares
foram formados para resolver problemas estratégicos e taticos que nao eram, até entao,
estudados pelos militares.

Mesmo com o fim da guerra os estudos prosseguiram, expandindo-se a aplicagoes
nao militares e foi implementado pelo Método Simplex[10] para resolver problemas de
Otimizacao foi desenvolvido por George Dantzig em 1947, na época Consultor em Ma-
tematica na Forca Aérea Americana, porém a explanacao deste método de resolucao de

problemas ultrapassa a abrangéncia deste trabalho, que trata de Otimizagao relacionada

26
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aos conteidos do Ensino Médio. Uma leitura mais aprofundada pode ser obtida [7], [9] e
[10].

Assim visto, os estudos em Otimizacao surgem a partir da necessidade de se sanar um
problema da época e trata, basicamente da minimizacao ou maximizacao de fungoes, o
que no contexto do Ensino Médio é muito comum de ser abordado, sobretudo em estudos
a cerca de fungoes quadratica, nao se limitando a relacao da Otimizacao com o Ensino
Médio apenas a esse conteiido como veremos.

Por outro lado, pouco vemos, ou na realidade nao vemos em textos do Ensino Médio o
tema Otimizacao ser citado ou abordado, e este é um dos pontos que o presente trabalho
se propoe a fazer. Abordar no Ensino Médio o tema Otimizacao, através da metodologia
da resolucao estratégica ou sistémica de problemas, como fator motivador para os alunos
e um excelente instrumento para dinamizar as aulas, abordar conteiidos matematicos e
facilitar o processo de ensino aprendizagem.

Nas paginas seguintes enunciaremos a resolveremos alguns problemas praticos do con-
texto do Ensino Médio utilizando métodos de Otimizagao, destacando os contetidos ma-
tematicos utilizados na resolucao de tais problemas, segundo as etapas de resolucao de

problemas proposta por Polya.

4.1 Problema 1

Considere o problema extraido de [3].

Um aviao de 100 lugares foi fretado para uma excursao. A companhia exigiu de cada
passageiro R$800, 00maisR$10, 00 por cada lugar vago. Para que nimero de passageiros a
rentabilidade da empresa serd maxima?

A principio, sem uma investigacao mais detalhada do problema, poderiamos ter a falsa
impressao de que a rentabilidade da empresa seria maxima quando o aviao estivesse com
todos os seus lugares ocupados. A resolucao do problema baseada em uma estratégia
pré-definida e bem executada extingue, ou pelo menos minimiza, a possibilidade de erros
derivados de precipitagoes ou do mau uso das propriedades matemaéticas.

Vejamos a resolucao do problema proposto segundo as etapas de resolucao de proble-
mas adotadas nesse trabalho utilizando um método de otimizacao.

Compreensao do problema:
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Incognita: quantidade de lugares vagos.

Dados:

e quantidade de lugares no aviao: 100 lugares.

e valor da passagem: R$800, 00, mais R$10, 00 por cada lugar vago.
e notacao: x representara a incognita.

Condicionante: (100 — x) é a quantidade de lugares ocupados, 800 + 10x é o valor
pago, por cada passageiro presente.

Estabelecimento de um plano: Temos a quantidade de lugares ocupados (100 —x) e o
valor a ser pago por cada um desses lugares (800 + 10x). Para determinar o valor a ser

pago por todos os lugares ocupados basta efetuar (100 — x) - (800 + 10x), assim:
(100 — x) - (800 4 10x) = —10x? 4+ 200x + 80000 (4.1)

A expressdo (4.1) representa o valor a ser pago pela excursao quando houverem x
lugares vagos. Nossos conhecimentos em matematica adquiridos, mais precisamente no 1°
ano do ensino médio, nos permite concluir que (4.1) representa uma funcao quadréatica.

Logo temos:

f(x) = —10x* + 200x + 80000 (4.2)

onde f(x) é o valor a ser pago pela excursao em funcao da quantidade x de lugares
vagos. Portanto nosso plano é encontrar o ponto de maximo dessa funcao, o que podemos
fazer utilizando as propriedades das fungoes quadraticas assim como visto no Capitulo 2.

FEzxecugao do plano

Temos a funcao f(x) = —10x2 + 200x + 80000 , como a < 0, o ponto de méximo dessa

- b . 200
funcao ocorre quando x = ——, o que implica que x = —— = = 10.

2a 2-(—10)

Assim a rentabilidade da empresa serd maxima quando houverem 10 lugares vagos no
aviao, portanto 90 lugares ocupados, e nao quando a lotacao do aviao for maxima.

Retrospecto

Analisando a resolucao do problema percebemos inicialmente que se trata de um pro-
blema de maximizac¢ao de uma fungao, logo um problema de otimizagao (como visto no

Capitulo 2) no contexto do ensino médio, verificamos ainda que a suspeita inicial de que

a receita da empresa seria maxima quando o aviao estivesse totalmente ocupado era falsa.
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Lancando mao de conhecimentos matematicos um pouco mais aprofundados, porém
também pertencentes ao curriculo do ensino médio, podemos resolver o problema utili-
zando derivada, mais precisamente calculando os pontos criticos da fungao.[11]

Facamos a resolucao do Problema 1 por esta outra abordagem.

Utilizando as etapas da resolucao anterior temos a nossa fungao definida por:
f(x) = —10x% + 200x + 80000,

continua e derivavel num intervalo fechado. Assim f'(x) = 0 = x é ponto de méximo,

pois a < 0, logo de

f'(x) =0 = —20x+ 200 = 0, assim

= x =10.

Sendo x=10 a quantidade de lugares vagos para que a receita da empresa seja maxima,

logo temos 90 lugares ocupados.

4.2 Problema 2

Considere o problema a seguir extraido de [12].

Um fabricante de caixas de papelao pretende fazer caixas abertas a partir de folhas de
cartao quadrado de 576m?, cortando quadrados iguais nas quatro pontas e dobrando os
lados. Calcule a medida do lado do quadrado que deve ser cortado para obter uma caixa
cujo volume seja o maior possivel.

Compreensao do problema

Incognita: lado do quadrado recortado Dados:

area da folha quadrada a ser recortada 576m?

lado da folha de cartao quadrada igual v/576 = 24m

dimensoes da caixa 24 — 2x,24 — 2xex

notagao: x é a incégnita

Condicionante: O volume V da caixa é maximo, onde V em funcao do lado x do

quadrado cortado é dado pela funcao V(x) = (24 — 2x)(24 — 2x)x
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Figura 4.1: Folha de cartao

Elaboracao de um plano

Inicialmente tracemos uma figura para auxiliar na resolu¢ao do problema.

Como temos uma funcao que exprime o volume da caixa, e essa funcao é continua
e derivavel num intervalo fechado, podemos utilizar a definicao de ponto critico para
encontrar o ponto de maximo da funcao V(x) = (24 —2x)(24 — 2x)x, esse é 0 nosso plano.
Ezecucao do plano

Maximizar V(x) = (24 — 2x)(24 — 2x)x, temos

V(ix) = (24—2x)(24 —2x)x (4.3)
= (576 — 96x + 4x*)x (4.4)
= 4x3 —96x* 4 576x (4.5)

Calculando V'(x), temos que V'(x) = 12x2 — 192x + 576. Ao mesmo tempo V'(x) =
0 x=12oux =4

Para x = 12 teriamos duas das dimensoes da caixa iguais a zero, logo desconsideramos
esse valor. Assim o valor de x para o qual o volume da caixa serd maximo é x = 4m.

Retrospecto

Percebemos que para a solucao deste problema foram combinados os métodos de oti-
mizacao por derivada e o calculo das raizes da funcao quadratica, devido a funcao a ser
maximizada ser uma funcao polinomial do 3° grau. Conseguimos assim determinar para
que valor de x o volume da caixa serd maximo e assim concluir que o volume maximo

sera:
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V(4) = 4(4)% — 96(4)* + 576(4) = 256 — 1536 + 2304 = 1024m?>.

4.3 Problema 3

Considere o problema extraido e reformulado de [3].

Com 80 metros de cerca um criador deseja construir um galinheiro retangular para
confinar suas galinhas.Qual a drea méxima desse galinheiro? E quais as medidas dos lados
para que sua area seja maxima?

Percebemos que, respeitando a restricao de que o perimetro deve ser de 80m, temos
varias possibilidades de construgao deste galinheiro, por exemplo com as dimensoes 10m
x 30m, bm x 3bm, entre outras possibilidades,, porém queremos encontrar as dimensoes
que tornem a area do galinheiro maxima. Desta forma vamos resolver o problema segundo
as etapas de resolugao de problemas proposta por Polya.

Compreensao do problema:

Incdgnita: medidas dos lados do galinheiro (consider x o comprimento e y a largura).

Dados: perimetro do galinheiro igual a 80 metros.

Condicionante: 2x + 2y =80 = x +y = 40.

Estabelecimento de um plano: Queremos maximiza a fun¢ao A(x,y) = x.y e temos a
condicionante x +y = 40. Atentando para o fato de que a soma x +y ¢ fixa e queremos
maximizar o produto xy , como visto no Capitulo 3 (Nogoes preliminares) podemos fazer
uso das propriedades da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, portanto
é esse 0 nosso plano para problema.

Ezecucao do plano:

Minimizar A(x,y) = xy, sujeito a x +y = 40. Pela desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica temos:

X+y
2

> /Xy = x4y = 2A(x,y) = 40 > /2A(x,y) = 400 > A(x,y)
Desta forma a drea serd maxima para A(x,y) = 400m?. Assim:
x+y=40=y =40—x. (4.6)

Também temos:
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Alx,y) = xy. (4.7)

Ao substituirmos (4.6) em (4.7), resulta em uma nova func¢ao que a denominaremos de
B(x), onde B(x) = —x?+40x. Portanto maximizar A(x,y) é equivalente a maximizar B(x).
Dos conhecimetos ja adquiridos (propriedades de fun¢ao quadrética), B(x) é maxima para
X = __—420, o que nos da x = 20. Consequentemente, por (4.6), y = 20.

Retrospectiva

A resolugao do problema nos permite confirmar o que nos diz a desigualdade entres
as médias aritmética e geométrica: “entre todos os numeros positivos x, y com soma
constante x +y = 2c o produto xy é maximo quando x =y = c¢”, desta forma, com
o pleno dominio da teoria sobre tal desigualdade nao seria necessario efetuar os calculos
para se chegar ao resultado neste problema, bastava perceber que a drea maxima (produto
m&ximo) ocorreria para x =y, portanto para x = y = 20. Podemos a partir dai concluir

ainda o seguinte, que entre todos os retangulos com mesmo perimetro, o de maior area ¢é

o quadrado.

4.4 Problema 4

Problema extraido de http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2010/06/minimos-locais-
atraves-da-desigualdade. html

Determine o paralelepipedo retangulo de volume constante, cuja drea superficial seja
a menor possivel.

Compreensao do problema

Incognita: dimensoes do paralelepipedo retangulo;

Notacao:

e X,y e z sao as dimensoes do paralelepipedo retangulo;

e V =xyz é o volume;

o A(X,y,z) = 2xy + 2xz + 2yz é a area total do paralelepipedo retangulo;

Condicionante: o volume V é constante.

Elaboragao de um plano
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Trata-se de um problema de geometria espacial onde queremos minimizar A(x,y,z) =
2xy + 2xz 4+ 2yz dado que V = xyz é constante. Devemos procurar uma relacao que
envolva A(x,y,z) e V. Percebemos que estamos diante de um problema correlato ao
problema 2, de forma que podemos tentar utilizar o mesmo método de resolucao anteri-
ormente aplicado. Assim nosso plano é utilizar a desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica, desta vez para uma soma com trés parcelas.

Ezxecugao do plano

Tracemos uma figura para auxiliar na resolucao do problema

Figura 4.2: Paralelepipedo

Considere o paralelepipedo retangulo de dimensoes x,y e z como sugere a figura 3.
Temos que:
A=2xy+2xz+2yzeV =xyz

Assim, pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica:

2xy + 2xz + 2yz
3
2xy +2xz+2yz = 3-29xyz-xyz =

> {/2xy - 2xz - 2yz =

A > 6VV2

Como V é constante, a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica nos diz
que o menor valor que A pode assumir é A = 6v/V2, assim:

A = 2(xy +xz+yz) = 6v/V2logoxy = xz = yz = x = y = z, assim fazendoz =
xey = X, temos x = V.
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Assim temos que o paralelepipedo retangulo procurado é um cubo de aresta sqrt[3]V.

Retrospecto

Percebemos a partir da resolucao do problema que de todos os paralelepipedos retangulos
com volume constante, o de maior area é o cubo, e ainda que a aresta desse cubo vale 7V.
Assim o resultado se faz um importante instrumento para resolver problemas desta na-
tureza como por exemplo: “Dado um paralelepipedo de area méaxima e volume constante

igual a V. determine as medidas dos lados desse paralelepipedo”.

4.5 Problema 5

Um fabricante de ragao animal dispoe de 60 sacos de milho e 32 sacos de trigo para
produzir dois tipos de racoes A e B. A racao A é composta de 3 sacos de milho, 4 sacos
de trigo e gera um lucro de R$20,00. A racao B é composta de 6 sacos de milho, 2 sacos
de trigo e gera um lucro de R$24 reais. Quanto de cada racao deve ser produzido para
que o lucro do fabricante seja o maior possivel?

Compreensao do problema

Incognita: quantidade de cada ragao a ser produzida.

Dados: Vamos representar os dados do problema dispostos em uma tabela para faci-

litar a compreensao do mesmo.

Lucro (em R$) | Milho (em sacos) | Trigo (em sacos)
Ragao (A) 20 3 4
Ragao (B) 24 6 2
Disponivel 60 32

Notagao: x quantidade de ragao A produzida e y quantidade de ragdo B produzida.

Obtemos o lucro através da funcao L(x,y) = 20x + 24y.

Condicionante: 3x + 6y < 60 e 4x 4+ 2y < 32 temos ainda que alguma quantidade de
racao sera produzida, logo x,y = 0.

Estabelecimento de um plano: Primeiramente observamos que se trata de um problema
que envolve duas variaveis, de forma que os métodos de otimizacao utilizados nos proble-
mas anteriores nao se apresentam como bons instrumentos para atacarmos este problema.

O nosso objetivo é estabelecer para que valores de x e y a fungao L(x,y) = 20x + 24y al-
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cangara seu valor maximo, obviamente respeitadas as restrigoes 3x+6y < 60, 4x+2y < 32
ex,y=0.

E sempre aconselhavel tragar figuras, tabelas ou graficos que possam de alguma forma
ajudar na compreensao e resolucao de um problema, desta forma, percebendo que todas
as expressoes relacionadas ao problema sao lineares e que dependem de duas variaveis, x
e Y, podemos representar cada uma dessas expressoes no plano cartesiano e observar seu
comportamento. Esse sera inicialmente nosso plano.

Ezecusao do plano

Maximizar L(x,y) = 20x + 24y sujeito a 3x + 6y < 60,4x + 2y < 32 e x,y = 0.

Representando graficamente a restricao (1): 3x + 6y < 60, comx,y > 0 e restrigao

(2): 4x 4+ 2y < 32, comx,y > 0. Temos:

(a) Restrigdo 1 (b) Restrigao 2
A regiao hachurada representa os pontos que satisfazem cada uma das restrigoes, logo

para que todas as restrigoes sejam satisfeitas simultaneamente fazemos a intersessao como

representado na figura a seguir:

30

Figura 4.3: Intersecgao entre (a) e (b)
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A regiao hachurada mais escura do plano cartesiano da figura acima, chamaremos de
regiao factivel, e a mesma representa os pontos (x,y) que satisfazem as condigbes do
problema.

Para que o valor de L(x,y) seja maximo devemos ter os maiores valores possiveis para
x e Y que satisfaga as restricoes. Tracando retas paralelas aos eixos x e Yy percebemos
que tal ponto ocorre no vértice da regiao factivel, como podemos acompanhar no grafico

representado na figura (4.4).

i S

Figura 4.4: Regiao Factivel

Portanto para encontrar tal ponto devemos resolver o seguinte sistema:

3x + 6y = 60
dx + 2y = 32

Cuja solugao é o par ordenado (4,8).

Assim, temos que o vértice do poligono é o ponto (4,8), logo x =4 e y = 8 sao os
valores que maximizam a fungao L(x,y) = 20x 4 24y, portanto as quantidades das ragoes
A e B sao respectivamente 4 e 8, e o lucro maximo sera 20.4 + 24.8 = 272 reais.

Retrospecto

Mais uma vez seria plausivel pensar inicialmente que o fabricante alcancaria o maior

lucro produzindo a maior quantidade possivel da ragao que tem uma maior margem de
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lucro, no caso a racao B de forma que se assim procedesse poderia produzir 10 racoes do
tipo B com sobra de 6 sacos de trigo, alcancando um lucro de R$ 240. Por tentativa e
erro podemos perceber que se diminuissemos uma racao B, produzindo 9 em vez de 10,
poderiamos produzir 2 ragoes A e assim o lucro passaria a ser de R$ 256. Desta forma a
perfeita organizacao da resolugao do problema e a utilizagao de um método de otimizagao

nos permitiu encontrar o valor 6timo de cada ragao para maximizar o lucro do fabricante.



Conclusao

Sugerimos em nosso trabalho que a metodologia de abordagem para resolucao de
problemas defendida por George Polya é consistente e passivel de aplicacao como instru-
mento dinamizador e facilitador para abordagem de contetidos de Matematica na educagao
bésica. Sendo assim faz-se necessario uma capacitacao com professores de Matematica
que atuam na educacao bésica, para que os mesmos tenham contato direto com este
“método” que consideramos ideal.

Muitas vezes os estudantes sao levados a acreditar em resultados “secos”, propostos
por seus professores, favorecendo assim a imagem de “bicho papao”para a Matematica.
Nosso trabalho mostra aos colegas de profissao que € possivel sim, seguir as recomendagoes

dos PCNs através do “método de Polya”.
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