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RESUMO

A presente dissertacdo propde uma sequéncia didatica cuja meta € ofertar um curso
que parte das nocgdes iniciais sobre produtos notaveis até limites aplicados a
problemas de otimizacdo. Tal sequéncia pode, com o0s devidos ajustes, i) ser
aplicada na introducdo de produtos notaveis e estudo de equacdes de segundo grau
para o nono ano do ensino fundamental; ii) ser um curso sobre fun¢gdes quadréaticas
para o primeiro ano do ensino médio; ou ainda, iii) abrir espaco para aplicacdo do
conceito (de forma breve) de limite para funcBes polinomiais em cursos de pré-
Célculo.

Palavras-chave: Produtos notaveis, fungcbes quadraticas, limites, funcdes
polinomiais, sequéncia didatica.



ABSTRACT

The present thesis delves into a didactic sequence designed with the goal of offering
a course that guides students towards mathematical concepts departing from notable
products to the application of limits in optimization problems. Through suitable
modifications, this sequence has the potential to i) introduce notable products and
explore second-degree equations for ninth-grade students; ii) serve as a
comprehensive course on quadratic functions for first-year high school students; iii)
or facilitate a concise introduction to the concept of limits for polynomial functions in
pre-Calculus courses.

Keywords: Notable products, quadratic functions, limits, polynomial functions,
didactic sequence.
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INTRODUCAO

Em mais de uma década, atuando como professor de ensino médio e de
graduacédo, no Ifes Campus de Alegre, percebi algumas lacunas na formacdo de
meus alunos. Nos alunos de ensino médio observei o pouco ou henhum contato com
a ideia de produto notavel e em consequéncia disso, uma grande dificuldade na
compreensao da estrutura algébrica da funcédo quadratica e suas implicacdes. Nos
alunos de graduacdao, a dificuldade se apresenta na pouca habilidade de representar
um polindbmio como produto de fatores binomiais de 1° grau, ou seja, o processo de

fatoracdo de um polinémio, uma habilidade basica no estudo de limites.

Tal percepcdo sobre o tema encontra consonancia nas publicacbes e nos
trabalhos de vérios colegas deste programa dentre os quais cito aqui Keila Cristina
Borgato, Tamiri Pinto Soares com suas dissertacdes sobre Produtos Notaveis e
Lucylla Medeiros da Silva com sua dissertacdo sobre polinbmios que apresentaram
em certa medida, interesses questionamentos similares aos meus sobre 0s temas
desse trabalho. Suas estratégias e preocupacdes serviram de estimulo na
elaboracao e planejamento deste trabalho.

Em virtude dos programas e cronogramas estabelecidos para cada nivel de
ensino, em especifico para os niveis do publico alvo desta proposta, € preciso suprir
as lacunas na formacao de tais alunos sem perder de vista as urgéncias dos prazos
e do elenco de conteudos programaticos. Por isso, apresentamos aqui uma
sequéncia didatica descrita em quatro capitulos que correspondem a 24 aulas de 50
minutos e mais um conjunto de atividades. Tal sequéncia pode ser desenvolvida em

4 semanas, apods aplicacdo de uma avaliagdo diagnostica (APENDICE A).

Os objetivos desta sequéncia sdo: Estudar produtos notaveis e sua aplicagdo
na determinagcdo das raizes de uma equacdo de 2° grau, utilizando o método de
completar quadrado. Com o completo desenvolvimento dessas habilidades, abordar
funcdes quadraticas, usando os conhecimentos sobre produtos notaveis para
determinar a forma candnica e a forma fatorada da funcdo quadratica e seus
elementos, resolver problemas de otimizagdo. A partir da observacdo da forma

fatorada da funcdo quadratica, estudar técnicas de fatoracdo de outras funcdes
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polinomiais e finalmente, com a reunido das habilidades desenvolvidas ao longo do
curso, calcular o limite da taxa de variacdo de func¢des polinomiais na resolucéo de

problemas de otimizacao.

O aluno ao final da sequéncia dever4d ser capaz de efetuar os
desenvolvimentos dos produtos notaveis, relacionar um trinémio de 2° grau com o
desenvolvimento de um produto notavel, determinar as raizes de uma equacao de 2°
grau. Determinar a regra de associacdo de uma funcédo quadratica a partir do seu
grafico, fazer um esboc¢o do gréfico da funcdo quadratica a partir de sua regra de
associacdo, resolver problemas de otimizacdo. Aplicar métodos de pesquisa de
raizes e Algoritmo de Briot-Ruffini para fatorar um polinémio. Determinar valores

maximos e minimos de funcdes polinomiais.

O estudo de produtos notaveis e funcdes quadréaticas podem ser trabalhados
de forma indistinta entre os alunos do Ensino médio e os alunos da graduacéo, ja
polindbmios e limites da taxa de variacdo de fungbes polinomiais se destinam ao
curso de graduacao, esses 4 conteudos compdem parte do programa da disciplina
Fundamentos da Matematica, basicamente um curso de Pré-Célculo. E possivel
trabalhar estes dois Ultimos conteddos com o ensino médio, mas é preciso escolher
cuidadosamente, as atividades e problemas para acomodar o nivel de complexidade

das questdes ao nivel destes alunos.

A abordagem geométrica com a manipulacdo de material concreto para
estudarmos produtos notaveis € a mola propulsora de todo este trabalho. Seu
carater ludico implicito na construcdo e apropriacdo de conceitos por meio de
experimentacdes representa a possibilidade de ressignificagdo de conceitos
algébricos, vistos ou ndo no ensino fundamental, usando para isso uma constru¢ao
de quadrados pela adicdo ou subtracdo de areas de retangulos. A grande vantagem
desse processo € o protagonismo dado aluno pelo incentivo & formulagdo de
hipoteses, experimentando e comparando solugbes pelo intermédio do material

concreto. (APENDICES B, Ce D).
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No capitulo um (Produtos Notaveis e a Equacdo de Segundo Grau)
apresentamos 0s produtos notaveis por meio de uma representacdo geométrica de
soma ou subtracdo de areas. A partir dessa construcdo, tentamos estabelecer uma
relacdo entre produtos notaveis e equacdes de segundo grau. Usaremos a ideia de
‘completar quadrado” na obtengdo das raizes de tais equagdes. Encerramos o

capitulo com um conjunto de exercicios de fixacao.

No capitulo dois (Funcbes Quadraticas) abordamos tais funcdes por suas
propriedades gréaficas partindo da definicdo “E a funcdo cuja regra de associagdo
entre dominio e contradominio € f(x) = ax® + bx + ¢ com a # 0”. Com auxilio do
programa de geometria dindmica GeoGebra, apresentamos as principais
propriedades graficas da funcdo quadratica como as intersecfes com eixos
coordenados, quando ocorrem e quando nao; veértice e suas coordenadas; a relacédo
entre o coeficiente lider a e a concavidade do grafico da funcdo. Na segunda parte,
discutimos problemas que envolvam méximo e minimo de fungdes quadraticas.

Encerramos o capitulo com um conjunto de exercicios de fixacao.

No capitulo trés (Polinbmios e Fatoracdo) conceituamos polinbmio com
coeficientes reais, apresentamos suas principais caracteristicas, o valor numérico e
raiz de um polinbmio, as operacdes basicas, enfatizando a divisdo, que é ponto de
partida para o processo de fatoracdo. Abordamos ainda, O Teorema do Resto,
Teorema de D’Alambert e o Dispositivo de Briot-Ruffini. Aplicamos técnicas de
pesquisa de raizes de equacbes polinomiais para determinar os fatores de um

polinémio p(x). Encerramos o capitulo com um conjunto de exercicios de fixacéo.

No capitulo quatro (Limites de Funcfes Polinomiais) conceituamos de forma
intuitiva e de maneira formal o limite de funcbes e limites laterais de funcdes,
apresentamos alguns limites essenciais, conceituamos fungdes continuas e taxa de
variacao de fungbes polinomiais, retas tangentes e extremos locais. Encerramos o

capitulo com um conjunto de exercicios de fixacéo.
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CAPITULO 1
PRODUTOS NOTAVEIS E A EQUACAO DE 2° GRAU.

1.1 Somando (ou subtraindo) areas para obter um quadrado. [Aula 1]

Nesta secéo, apresentamos uma aula que utiliza a manipulagcdo de material
concreto na construcdo de quadrados de lado x + a; quadrados de lado x- a e
retdngulos de lados x + a e x - a, sendo x um namero real e a um numero natural

tal que x é igual ou maior do que a.

Usaremos nessa aula Material Concreto (APENDICES B, C e D):
Um quadrado de lado x cuja area € igual a x?.
10 retangulos de lados 1 e x cuja area é igual a x .

25 quadrados de lado 1 cuja area € igual 1.

Comecgamos nossa aula com a seguinte pergunta: Usando o material concreto

é possivel, a partir de um quadrado de lado x, construir um quadrado de lado x + 1?

Apbs, breve discusséo, apresentamos a solucao na sequéncia de figuras:

Figura 1 — Apresentando o material concreto com retangulos laranjas e

guadrados verdes (areas adicionadas)

Matemdtica I SOMA DE AREAS

Atividade 1 Construa o quadrado de lado x + 1. HE E NN
& HE .

Fonte: O autor (2024).



Figura 2 — Aumentando a largura do quadrado para x + 1.

Matemdtica I SOMA DE AREAS
Atividade 1 Construa o quadrado de lado x + 1. i} ....-..

Fonte: O autor (2024).

Figura 3 — Aumentado a altura do quadrado para x + 1.

Matemdtica I SOMA DE AREAS
Atividade 1 Construa o quadrado de lado x + 1. | I.I. -

Fonte: O autor (2024).

17
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Figura 4 — Completando o quadrado usando um quadrado de lado 1.

Matemdtica I SOMA DE AREAS
Atividade 1 Construa o quadrado de lado x + 1.

Fonte: O autor (2024).

Apbs a apresentacdo da solugdo. Seguem as perguntas:

a) Como se expressa a area do quadrado obtido?

b) Que pecas voceé utilizou na construcao deste quadrado?

C) Agrupando por tipo de peca, como se expressa a soma das areas
destas pecas?

d) Podemos igualar as expressodes do item a e do item c?

e) Em caso afirmativo, realize essa igualdade.

Apos essa etapa, pedimos a construcdo do quadrado de lado x + 3, efetuando

a equivaléncia das expressodes obtidas ao final do processo.

A solucéo dessa construcdo, com a respectiva equivaléncia, esta na figura 5.
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Figura 5 — Construcéo do quadrado de lado x + 3.

-

Fonte: O autor (2024).

Vencida essa etapa, fazemos uma segunda pergunta: usando o material
concreto, € possivel a partir de um quadrado de lado x, construir um quadrado de
lado x-2?

Utilizaremos em nossa argumentacao a ideia de area a ser subtraida, nesse

caso, o valor da area do retangulo de lados 1 e x ser4 —x.

Apresentamos nossa solucdo na sequéncia de figuras a seguir:

Figura 6 — Material concreto com retangulos vermelhos (areas subtraidas).

Matemdtica I SUBTRACAO DE AREAS

Atividade 3 Construa o quadrado de lado x — 2.

Fonte: O autor (2024).
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Figura 7 — Reduzindo a largura do quadrado para x — 2.

Matemdtica I SUBTRACAO DE AREAS
Atividade 3 Construa o quadrado de lado x — 2.

Fonte: O autor (2024).

Figura 8 — Reduzindo a altura do quadrado para x — 2.

Matemdtica I SUBTRACAO DE AREAS

Atividade 3 Construa o quadrado de lado x — 2. HE N NN
o EEEE.

7 HEEEN

HEEEN

EEEEN

=0

Fonte: O autor (2024).
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Figura 9 — Evidenciando a dupla eliminacdo de 4 quadrados de lado 1.

Matemdtica I SUBTRACAO DE AREAS
Atividade 3 Construa o quadrado de lado x — 2.

Fonte: O autor (2024).

Figura 10 — Compensacao da dupla eliminacdo de 4 quadrados de lado 1.

Matemdtica I SUBTRACAO DE AREAS
Atividade 3 Corls{@a o quadrado de lado x — 2 EEEEE

Fonte: O autor (2024).

Mais uma vez, Seguem as perguntas:

a) Como se expressa a area do quadrado obtido?

b) Que pecgas vocé utilizou na construcao deste quadrado?

C) Agrupando por tipo de peca, como se expressa a soma das areas
destas pecas?

d) Podemos igualar as expressodes do item a e do item c?

e) Em caso afirmativo, realize essa igualdade.
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ApoOs essa etapa, pedimos a construgcdo do quadrado de lado x — 4,

efetuando a equivaléncia das expressdes obtidas ao final do processo.

A solucédo dessa construcdo, com a respectiva equivaléncia, esta na figura 11.

Figura 11 — Construcéo do quadrado de lado x — 4.

Matemdtica I SUBTRACAO DE AREAS
Atividade 4 Construa o quadrado de lado x — 4.

(x—4P = x>-8x+16

Fonte: O autor (2024).

Seguindo para a ultima etapa da aula: Construa com uso do material concreto

um retangulo de lados x — 2 e x + 2.

Para que ndo haja confuséo, ao associarmos - 1 e - x as areas do quadrado
de lado 1 e o retangulo de lados x e 1, respectivamente, ndo estamos estabelecendo
a ideia de areas negativas, usamos o sinal (=) apenas para indicar area a ser

subtraida.
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Apresentamos a solugéo na sequéncia de figuras:
Figura 12 — Material concreto com retangulos laranjas (areas adicionadas),

retangulos e quadrados vermelhos (areas subtraidas).

Matemdtica 1 SOMA E SUBTRACAO DE AREAS
Atividade 5 Construa o retangulo de lados x + 2 e x— 2.

Figura 13 — Aumentando a largura do quadrado para x + 2.

Fonte: O autor (2024).

Matemdtica 1 SOMA E SUBTRACAO DE AREAS

Atividade 5 Construa o retangulo de lados x + 2 e x — 2.

Fonte: O autor (2024).
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Figura 14 — Reduzindo a altura do quadrado para x — 2.

Matemdtica I SOMA E SUBTRACAO DE AREAS

Atividade 5 Construa o retangulo de lados x + 2 e x— 2.

“x 2
Y J
XD

Fonte: O autor (2024).

Figura 15 — O reténgulo desejado e a “sobra” de 4 quadrados de lado 1.

Matemdtica I SOMA E SUBTRACAO DE AREAS

Atividade 5 Construa o retangulo de lados x + 2 e x — 2.

Fonte: O autor (2024).
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Figura 16 — Eliminando os 4 quadrados de lado 1.

Matemdtica I SOMA E SUBTRACAO DE AREAS

Atividade 5 Construa o retangulo de lados x + 2 e x— 2.

||x2

Fonte: O autor (2024).

Mais uma vez, Seguem as perguntas:

a) Como se expressa a area do retangulo obtido?

b) Que pecas voceé utilizou na construcao deste retangulo?

C) Agrupando por tipo de peca, como se expressa a soma das areas
destas pecas?

d) Podemos igualar as expressodes do item a e do item c?

e) Em caso afirmativo, realize essa igualdade.

Apbs essa etapa, pedimos a construcao do retangulo de lados x — 3 e x + 3,

efetuando a equivaléncia das expressdes obtidas ao final do processo.

A solucdo dessa construcdo, com a respectiva equivaléncia, esta na figura 17.
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Figura 17 — Construcao do retangulo de lado x — 3 e x + 3.

Matemdtica I SOMA E SUBTRACAO DE AREAS
Atividade 6 Construa o retangulo de lados x + 3 e x— 3.

|
l
rx-3
|
|

(x-3)x+3)= x>-9

Fonte: O autor (2024).

1.2 O nome de cadaigualdade obtida e suas caracteristicas. [Aula 2]
Apresentamos aqui, uma aula de retomada dos exemplos da aula anterior

para destacar as principais caracteristicas das igualdades obtidas, fazendo uma

generalizacdo do valor do numero natural a para um valor real positivo,

considerando que x + a e x — a representam de um retangulo.

Quadrado da soma de dois numeros.

Retomando a atividade 2 (Figura 5), em nossa abordagem geomeétrica,
(x + 3)? indica que cada dimens&o do quadrado original de lado x foi aumentada em
3 unidades. Acrescentar 3 unidades ao comprimento significa, acrescentar ao
quadrado de lado x trés retangulos de area x cujos lados sdo 1 e x; e acrescentar 3
unidades a largura, significa acrescentar mais trés retangulos de area x com lados 1
e x; 0 posicionamento destes seis retangulos produz um espaco quadrado faltante
para completar o quadrado de lado x + 3. Esse quadrado faltante tem area igual a 9,

gue resulta em somar 9 quadrados de area 1.

Reorganizando cada conjunto de trés retangulos de lados x e 1 como um
anico retangulo com lados x e 3, obtemos dois retangulos com éarea igual a 3x. Para
completar o quadrado de lado x + 3, devemos acrescentar um quadrado de lado 3

cuja area € 9. (Figura 18).
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Figura 18 — Nova interpretacéo do quadrado de lado x + 3.

Matemdtica I SOMA DE AREAS

Atividade 2 Construa o quadrado de lado x + 3.
X

7 EEEEN
Ix

\

\

\

1

3
J

Fonte: O autor (2024).

Esta nova interpretacdo nos permite acrescentar um valor k real positivo ao
lado x do quadrado original. Assim, a representacdo da area de um quadrado de
lado x + k, por uma soma de areas é a soma da area de um quadrado de lado x
com a &rea de dois retangulos de lados k e x e finalmente com a area de um
quadrado de lado k.

Em termos algébricos,
Produto Notavel (1.1) (x +k)? = x? + 2kx + k?
Chamamos (x + k)? de quadrado da soma de dois nimeros.

EXEMPLO 1

2
O desenvolvimento do quadrado (x + é) =x%+ gx +%

Note que a largura dos retangulos é exatamente o valor do acréscimo dado
ao lado do quadrado original, esse fato se manifesta no desenvolvimento obtido,

fazendo do coeficiente de x o dobro do acréscimo. Em nosso exemplo, o coeficiente

, 4 2
dex é 3 exatamente o dobro de 3
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Quadrado da diferenca de dois nameros.

Retomando a atividade 4 (Figura 11), em nossa abordagem geomeétrica,
(x — 4)? indica que cada dimens&o do quadrado original de lado x foi reduzida em 4
unidades. Reduzir 4 unidades do comprimento significa, subtrair do quadrado de
lado x quatro retangulos de area x cujos lados séo 1 e x; e reduzir 4 unidades da
largura, significa subtrair mais quatro retangulos de area x com lados 1 e x; o
posicionamento destes oito retangulos produz um espac¢o quadrado faltante para
completar o quadrado de lado x — 4. Esse quadrado faltante, eliminado duplamente,
tem area igual a 16, para compensar essa dupla eliminacdo devemos somar 16

quadrados de area 1.

Reorganizando cada conjunto de quatros retangulos de lados x e 1 como um
anico retangulo com lados x e 4, obtemos dois retangulos com &rea igual a 4x. Para
completar o quadrado de lado x — 4, devemos compensar a dupla eliminacdo do

quadrado de lado 4 cuja area é 16, acrescentando um quadrado lado 4. (Figura 19).

Figura 19 — Nova interpretacdo do quadrado de lado x — 4.

Matemdtica I SUBTRACAO DE AREAS
Atividade 4 Construa o quadrado de lado x — 4.

(x—4P = X2 - 2(4x) + 16

(x—4P = x>-8x+ 16

Fonte: O autor (2024).

Como no quadrado da soma podemos retirar um valor k real positivo, menor
do que x, do lado x do quadrado original. Assim, a representacdo da area de um

quadrado de lado x —k, por uma subtracdo de areas € a soma da area de um
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guadrado de lado x com a area de um quadrado de lado k menos a soma das areas

de dois retangulos de lados k e x.

Em termos algébricos,
(x —k)? = x* + k? — 2kx

Reorganizando para manter um formato analogo ao quadrado da soma:
Produto Notavel (1.2) (x — k)% = x? — 2kx + k?
Chamamos (x — k)? de quadrado da diferenga de dois nimeros.

EXEMPLO 2

9

2
. e om . 3 3
O desenvolvimento do binbmio (x - Z) =x? — 7X + "

Note que a largura dos retangulos € exatamente o valor da reducéo do lado
do quadrado original, esse fato se manifesta no desenvolvimento obtido, fazendo do

coeficiente de x o dobro do valor da reducdo. Em nosso exemplo, o coeficiente de x

é

N w

3
, exatamente o dobro de "

Produto da soma pela diferenca dos mesmos dois niameros.

Ao considerarmos a atividade 6 (Figura 17), temos nesse caso, que a
abordagem geométrica nos impde o calculo da area de um retangulo de lados x + 3
e x — 3, indicando que foram acrescentadas 3 unidades ao comprimento do
guadrado original de lado x e que foram retiradas 3 unidades da largura do mesmo
guadrado de lado x. Acrescentar 3 unidades ao comprimento significa, acrescentar
ao gquadrado de lado x trés retangulos de area x cujos lados sdo 1 e x; e reduzir 3
unidades da largura, significa subtrair trés retangulos de area x com lados 1 e x; 0
posicionamento destes seis retdngulos produz um “sobra”, um quadrado de area
igual a 4 externo ao retangulo de lados x +3 e x — 3, para retirar essa sobra

devemos subtrair 4 quadrados de area 1.
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Reorganizando cada conjunto de trés retangulos de lados x e 1 como um
anico retangulo com lados x e 3, obtemos dois retangulos com area igual a 3x, um
retdngulo a ser acrescentado e um retangulo a ser subtraido. Para completar o
retdngulo de lados x+3 e x—3, devemos eliminar o quadrado excedente

subtraindo um quadrado de area 9. (Figura 20).

Figura 20 — Nova interpretacao do retangulo de lados x + 3 e x — 3.

Matemdtica I SOMA E SUBTRACAO DE AREAS

Atividade 6 Construa o retangulo de lados x + 3 e x — 3.

(x-3)x+3)= X2 +3x—-3x-9

(x—-3)x+3)= x2-9

Fonte: O autor (2024).

Esta nova interpretacdo nos permite acrescentar um valor k real positivo ao
comprimento x do quadrado original e retirar um valor k real positivo, menor do que
x, da largura x do quadrado original. Assim, a representacdo da area do retangulo
de lados x + k e x — k por uma subtragdo de areas é a diferenca entre a area de um
quadrado de lado x e a area de um quadrado de lado k, pois as areas de dois

retangulos de lados k e x, se anulam.

Em termos algébricos,
(x+k) - (x—k)=x%—kx+kx +k?

Eliminando a éarea do retangulo acrescentado com a area do retangulo

subtraido obtemos
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Produto Notavel (1.3) (x+k) - (x — k) = x> — k?

Chamamos (x+k)-(x—k) de produto da soma pela diferenca dos

mesmos dois niumeros.

EXEMPLO 3

O desenvolvimento do produto (x +5) - (x — 5) = x* — 25

1.3 Completando Quadrados e Resolvendo Equacgdes. [Aula 3]

Nesta secdo, temos uma aula que busca estabelecer uma relagdo entre
equacles de 2° grau e produtos notaveis. Esta relacdo serd a base da estratégia
para obtencdo das raizes de tais equacfes ou da justificativa para ndo obtencéo das

mesmas.

Definicao (1.4)
Seja a um nuamero real. O valor absoluto de a, representado por |al, é definido

como

Ial_{a,seaZO
—a,sea <0

EXEMPLO 1

18] =8

|-17| = —(—17) = 17

Podemos entender o valor absoluto como a quantidade ou a medida indicada
pelo nimero sem considerar o sinal deste nimero ou a distancia que ha entre zero e

0 numero indicado.

Equacgbes de 2° grau
Considere a igualdade x?> — 64 = 0

Essa igualdade possui duas raizes, basta que x? = 64.

Agui cabe uma observacdo Vx? # x, para x valores reais negativos, pois
x? > 0 para todo x real entdo, a excecdo do 0, existem sempre dois nimeros reais
guando elevados a expoente par resultam em um mesmo valor, estes nUmeros tem

0 mesmo valor absoluto e sdo simétricos.



32

Do exposto, temos

Jx? = |x|

Voltando a nossa igualdade, se x? = 64 © |x| = 8

o“x=—-8oux=28

Por outro lado, a igualdade x? + 36 = 0 ndo tem soluc&o, pois sendo x? > 0,
entdo, o menor valor para x% + 36 € 36.

Para que uma igualdade do tipo x? + k = 0 tenha soluc&o real, k € negativo
ou zero.

EXEMPLO 2

Considere agora a equacio x> — 20x + 64 = 0

SOLUCAO

Vamos associar a equacao acima ao quadrado da diferenca correspondente.
x2—20x+64=0

O quadrado da diferenca associado ao trecho x? —20x é (x — 10)? (pois o
coeficiente de x € sempre o dobro do decréscimo). Se o quadrado estivesse
completo a ultima parcela do desenvolvimento seria 100, assim faltam 36 unidades

para o quadrado ficar completo.

Podemos abordar a igualdade de duas formas:

12 forma: completando o quadrado da diferenca adicionando 36 unidades aos
dois membros da igualdade.

x?2—20x+64+36=0+36

x? —20x + 100 = 36

(x—10)*=36=>|x—10| =6

x—10=—-6=>x; =4

x—10=6>x, =16

As solugdes sao 4 e 16.
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22 forma: Indicando a falta ou excesso em relacdo ao quadrado da diferenca
x?—20x+64 =0 (x—10)2—36 =0,

|x —10| =6

x—10=—-6=>x, =4

x—10=6=x, = 16

EXEMPLO 3

Considere agora a equagdo —2x? —12x — 16 = 0

SOLUCAO
Colocando em evidencia o fator comum -2
—2(x*+6x+8)=0=x>+6x+8=0

O quadrado da soma associado ao trecho x? + 6x € (x + 3)?, se o quadrado
estivesse completo a ultima parcela do desenvolvimento seria 9, assim falta 1
unidade para o quadrado ficar completo.

Logo,

x’4+6x+8=0=(x+3)?%*-1=0

(x+3)2=1=2|x+3|=1

x+3=—-1=>x=—4

Forma Fatorada da equacéo de 2° grau.
Nos exemplos acima, como as equacdes possuem solugcdo € possivel

reescrevé-las em funcdo de suas solugoes.

No exemplo 2
Considere este ponto da solugdo: (x —10)?> — 36 = 0, temos em m&aos uma
diferenca de quadrados de dois niumeros e podemos usar o produto da soma pela
diferenca desses numeros para obter a forma fatorada da equacao original.
(x—10)2-36=0=(x—10)2-6%2=0
(x—10+6)(x—10-6)=0=>(x—4)(x—16) =0
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A equacao foi reescrita como produto de dois fatores e esse produto resulta
em zero, se pelo menos um destes dois fatores resultar em zero, 0 que ocorre se

x=40ux =16

Uma das consequéncias do método de completar quadrados € a obtencéao da
férmula para resolucédo de equacgfes de 2° grau (no Brasil chamada de férmula de
Bhaskara).

Para a forma ax? + bx + ¢ = 0, com a # 0. Temos:

_—b*VA
 2a

X e A=b%—4ac

Na expressao A € chamado discriminante.
A demonstracdo da férmula para resolucdo de equacbes de 2° grau se
encontra no ANEXO A.

1.4 Exercicios sobre equacdes de 2° grau.[ Aula 4]
Nesta secédo, apresentamos uma aula de retomada de conceitos e técnicas na
aplicacdo do método de completar quadrado na resolucdo de equacgdes de 2°

grau. O objetivo é resolver as questdes em sala com os alunos

Exercicio 1

Complete os espacos em branco

a) x2— 481=( )*>x?2-18x+81=(x—9)?
b) x2+6x+ =( )>=>x?>-18x+81=(x—9)>

Exercicio 2

Usando o método de completar quadrado, resolva as equacdes de 2° grau
a) x2+3x—-10=0

b) x?—6x+10=0

c) 6x2—5x+1=0

d) x2—6x+5=0



Solugdes

Exercicio 1

Complete os espacos em branco
a) x> —18x +81 = (x —9)?

b) x%+6x+9 = (x+ 3)?

Exercicio 2

Usando o método de completar quadrado, resolva as equacdes de 2° grau
2
a) K> +3xr—-10=0= (x+3) -2-2=0

2 2
3 49 3 49 3| _ 7
(x+—) —7—0:>(x+5) ——:>|x+5—5

x+z=z:x=§—§:’x1—z=2

3 7 7 3 10
x+§=—§:>x=—5—§:>x2——7——5
S ={-52}

b) x2—6x+10=0=>(x—3)2+1=0=>5S=0

52 1 5\ 2 1 5 1
(-8 -ria=o= (o) s -
5 1 1 5 4 1
VR VARV L]

5 1 1 5 6 1 11
R

d) x>?—6x+5=0 =2(x—3)>—-4=0
>x—-3-2)(x—3+2)=0
=>x-5kx-1)=0
= S ={1,5}

35
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Exercicios Propostos

Exercicio 1.1

Complete as igualdades preenchendo as lacunas.
a) x*—__+16=( )?

b) x?+12x+ =( )?

c) x*+___ +49=( )?

d x2-10x+ =( )?

Exercicio 1.2

Reescreva as equacodes de 2° grau em fungéo de um quadrado:
a) x2-8x+20=0

b) x*-5x+29=0

C) 2x2—3x—2=0

d) 3x2—-11x—4=0

Exercicio 1.3

Reescreva as equacdes de 2° grau na forma fatorada.
a) x2—-10x+21=0

b) x*+4x+3=0

C) x2—6x+5=0

d) 2x2 —14x +20 =0

Exercicio 1.4

Resolva as equac0des de 2° grau completando quadrados:
a) x2-8x+12=0

b) x*+6x+8=0

C) x2—5x+6=0

d x>-10x+16=0
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1.6 A Férmula Quadréatica ao longo da Historia

O primeiro registro de resolucdo de equacdes de 2° grau data de
aproximadamente, 1700 a.C., na Mesopotamia. Os problemas eram apresentados
na forma de “receitas”. Na Grécia, entre 500 a 200 a.C., desenvolveu-se um método
geomeétrico para muitos problemas matematicos, incluindo as equacdes de segundo
grau. Na india, no século Xll, Bhaskara apresentou a solucdo de equacgbes de 2°
grau ao resolver problemas de ordem comercial/financeira, sua solugédo € a que mais
se assemelha a forma utlizada atualmente. Sridhara, também no século XiIl,
desenvolveu a regra que originou a férmula atual, conhecida no Brasil como férmula
de Bhéaskara. (FRAGOSO, 2000)

No século 1X, Mohamed ibn-Musa al-Khowarizmi, apresenta, de forma
retérica, a equacédo polinomial de 2° grau com sua resolucédo e da uma comprovacao
geométrica denominada método de completar quadrados. No século X1V, na China,
Chu Shih-chieh, apresenta, também de forma retdrica, uma técnica baseada em
aproximacdes sucessivas, de grande precisdo, denominado método fan-fan. Do
século XV ao XVII, na Europa, muitos matematicos desenvolveram formas distintas
de representar e resolver equacdes polinomais de 2° grau, dentre 0s quais citamos
Francois Viete, René Decartes. (FRAGOSO, 2000)



38

CAPITULO 2
FUNCOES QUADRATICAS.
Definicao
Uma fungdo consiste de dois conjuntos néo vazios A e B e de uma regra f
que associa a cada elemento x € A um Unico elemento f(x) € B.
Uma funcéo sera simbolizada por

f:A—B
x — f(x)

2.1 Elementos Gréficos da Funcdo Quadrética. [ Aula 5]

Nesta aula, apdés definir a funcdo quadratica como a funcdo com regra de
associacdo entre dominio e contradominio no formato f(x) = ax? + bx + ¢ com a, b
e ¢ constantes reais e a # 0, usaremos o programa de geometria dindmica

(GeoGebra) para discutir os seus principais elementos graficos.

Figura 21 — Elementos da funcdo quadratica f(x) = x> — 6x + 8

DB ROl-)PANNTIE QE

\ |
@ f(x)=x>-6x+8 Y s | x=3 -

]
x; = Intersecdo(f, EixoX, 1) 9 i
@ c !
=(2,0) 8 |
. |
e | 2= Intersecdo(f, EixoX, 2) 7 !
- (4,0) : 5
]
® C = Intersegdo(f, EixoY, 1) ° 5 |
]
= (0, 8) 4 |
]
V = Ponto(f) : 3 |
I
=(3.-1) ® 2 |
o reta=1 : 1 :
5 5 !

N & X1 X &

@ eql:1x=3 Pl A 3 o 1 }\i/t 5 teH s oo e
|

® x=3 ; 7 T v Q

‘ -2 : 2t
+: | E ) ¥ !

Fonte: O autor (2024).
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Na figura 21, podemos observar duas regides:

Regiédo 1

A representacdo do plano cartesiano, onde temos o grafico da funcao
f(x) =x?—6x+ 8, a linha na cor verde simbolizando geometricamente a relacio
entre o dominio (valores de x) e a imagem (valores de y) da funcdo. Essa linha é
chamada de curva da funcdo quadratica e seu formato € uma parabola. Temos
ainda, a reta vertical x = 3, que para a funcao f(x) vem a ser o eixo de simetria do

gréfico, pois divide 0 mesmo em duas figuras espelhadas (simétricas).

Regiéo 2

Um quadro a esquerda que na sequéncia apresenta:

Regra de associagdo f(x) = x> —6x + 8

As coordenadas de alguns pontos de destaque.

Os pontos x; e x5, pontos de intersecdo da curva com o0 eixo X, sdo
chamados zeros da funcao, pois sado os valores de x para os quais a funcao
assume o valor zero. O ponto C, que € a interse¢do da curva com eixo Y, é o valor
assumido pela funcéo para x = 0. E o ponto V, € o vértice da parabola, que é o
grafico da funcéo. Este ponto que esta associado ao valor minimo dessa funcéo e

cuja imagem é o intervalo [—1,0) determinado pela coordenada y de V, como

mostrado na figura.

Sobre Parédbolas e Concavidade

Antes de seguirmos discutindo os elementos do grafico da funcdo quadratica,
vale a pena falarmos sobre o elemento parabola.

Do ponto de vista geométrico, uma parabola € um lugar geométrico (um
conjunto de pontos que ocupam o plano segundo uma caracteristica especifica).

Dado um ponto F, chamado foco e uma reta r chamada diretriz, a parabola é

conjunto de pontos que estao equidistantes do foco F e da reta r. (figura 22)



40

Figura 22 — Parabola e seus elementos

Y 4
7 Eixo de simetria

4 Parabola

diretriz - d /

Fonte: O autor (2024).

Na figura 22, temos que os segmentos PF e PK tém o mesmo tamanho, ou
seja, P é equidistante de F (foco) e da diretriz, uma vez que PK é perpendicular a
diretriz. A caracteristica de P ser equidistante de F e da diretriz confere a parabola
um aspecto simétrico em torno da reta perpendicular a diretriz e que passa por F.

Tal reta é chamada de eixo de simetria da parédbola.

O aspecto curvo da parabola divide o plano em duas regides uma regiao
externa a curvatura e uma regido interna a curvatura, uma regido cbncava, assim,
quando nos referirmos a concavidade da pardbola estamos observacao a direcéo

tomada por essa curvatura interna.

Discutiremos a seguir como calcular cada um dos elementos do gréfico:

Seja uma funcado quadratica na forma
f(x) =ax?*+bx+ccoma,b,ceRea=0
Zeros da Funcao
Por definigdo s&o os valores de x tais que ax? + bx + ¢ = 0, ou seja, devemos
resolver a equacgdo de 2° grau de acordo com capitulo 1. Os casos em que tal

equacao nao possui solucao indicam que o grafico ndo intersecta o eixo X.
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Interse¢céo com o eixo Y
Para obter o valor da intersecdo basta considerar x = 0 e obter o valor

f(0) = c, para determinar as coordenadas do ponto (0, c).

Coordenadas do Vértice V = (xy, yy)

Figura 23 — Simetria e as coordenadas do vértice.

YA=YBY

5
f SRR
|

f—r O == - =

Fonte: O autor (2024).

BN

Observa figura 23, devido a simetria da parabola, pontos com mesma
ordenada y sao equidistantes do eixo de simetria (x = xy) , ou seja,
Ya=Yp = Xy —X4 =Xp — Xy

= 2xy = x4 + Xp (Res.1)

Considerando y = f(x) = ax? + bx + c com a,b,c e R e a # 0, ent&o
ya = f(xy) = ax; +bx, +ceyg = f(xg) =axi + bxz +c
Y4 =Yy = ax: +bx, +c=axs+bxg+c

= ax3 + bx, = ax’ + bxg

= ax? —axi = —bx, + bxp
= a(xf — x§) = —b(xy — x5)
= a(xy + xg)(x4 —xp) = —b(x4 — x5) € COMO x4 # x5, temos

= x4 +xp = —S (Res.2)
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Coordenadas do
Vértice (2.1)

Aplicando (Res.1) e (Res.2) obtemos

= 2xy =

b

Xy =

b

2a

elyy = f(xy)

O coeficiente a e a concavidade do grafico.

Figura 24 — Gréfico da fungéo quadréatica f(x) = —x? + 4x — 3

O

@

@

@ ® O

3

Hetitatit it tog g 1
-1
-2

AL D OO L] N aee] @
g(x) = —x*+4x—3 N
x; = Intersecdo(g, EixoX, 1) }

= (1,0)

x; = Intersecdo(g, EixoX,2) }
=(3.0)

C = Intersecdo(g, EixoY, 1)
=(0.-3)

V = Ponto(g)

=(21) ®
reta=1 i

5 ° 5 ®
=12 i
eql: 1x =2

Fonte: O autor (2024).

Observando os graficos de f(x) =x*—-6x+8 e g(x) = —x?+4x — 3, nas

figuras 21 e 24, respectivamente, vemos que os graficos apresentam concavidades

diferentes.

Reescrevendo f(x) = x? — 6x + 8 em func¢&o do quadrado da diferenca:

fx)=x>—6x+8=(x—-3)*-1

Como (x — 3)? > 0,Vx € R temos que f(x) possui um valor minimo igual a -1,

estabelecendo o vértice como o ponto de menor ordenada de f(x), assim o grafico

tem concavidade para cima.

Reescrevendo g(x) = —x? + 4x — 3 em fungédo do quadrado da diferenca:

gx)=—x*+4x—-3=—-(x—2)*+1
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Sendo —(x — 2)? < 0,Vx € R temos que g(x) possui um valor maximo igual a
1, estabelecendo o vértice como o ponto de maior ordenada de g(x), assim o gréafico

tem concavidade para baixo.

Agora generalizando os exemplos anteriores, considere

y=f(x) =ax?+bx +ccoma,b,ce Rea =0, entdo

f(x) =ax?+bx+c =>f(x)—a(x2+ x+c>

S Flx) = +b L b2+c

flx alx’ ax a2 " 4a2 aq

= f(x) = 242 + + b2+c
flx) =alx? ax a 1zt 3
S Flx) = (+b)2 —b? + 4ac
flx)=alx 2a 4a

2
Sendo (x + 2%) > 0,V x € R temos a seguinte classificagéo:

~ —b . .. . .
Se a > 0 entédo © & valor minimo de f(x) e seu gréafico tem concavidade

para cima.

—b%+4ac .
%6 valor maximo de f(x) e seu grafico tem concavidade

Se a < 0 entao

para baixo.

2.2 Formatos para a lei de associacao da funcdo quadratica. [Aula 6]
Nesta aula, utilizando os resultados da aula anterior e a relagdo da forma
geral da lei formacdo da funcédo quadratica com produtos notaveis, construiremos a

forma fatorada e forma candnica da lei de formacéo da funcédo quadratica.

Temos 3 formas béasicas de escrever a lei de associacdo (formacéo) da

funcdo quadratica:
Formageral: f(x) = ax> + bx + ccoma,b,ce Re a # 0,
Forma fatorada: esta forma so é possivel se a fungdo possui zeros.

Considere f(x) =ax?+bx+c com a,b,ceR e a+#0, e que x; # x, S40
zeros de f(x) ,ouseja, f(x1) =f(x) =0
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Utilizando os resultados na obtencdo das coordenadas do vértice, em

particular (Res.2), temos:

b [b
X1+ X =—== Z:_(xl + x3) (Res.3)
5 , b c
Sendo f(x) = ax* + bx + ¢ =>f(x)=a(x +Ex+a>
Usando Res.3 e o fato de f(x;) =0
c
flx1)=0 =>a[x12—(x1 +x2)x1+a]=0
c
2 22 . e
:>a[x1 X7 — X1 x2+a]—0
c
= szl-xz (Res.4)

Usando (Res.3) e (Res. 4)

f(x)=a[x2+§x+2] = f(x) = a[x® — (x; + x)x + x1 - x,]
Sfx)=alx?—x-x—x %, +x; " %x3)
= f) =alx-(x —x1) —xz - (x — x1)]

Portanto,

Forma Fatorada (2.3) [f(0) = alx—x) - (x —x;)]

No processo dessa demonstracao obtivemos um resultado interessante.

Ao escrevermos
2 2 b ¢
fx)=ax*+bx+c=>f(x)=alx +Ex+a
Ak L,y b . , .
temos um polindémio quadratico p(x) = x? +-x +§ cujas raizes x; e x, satisfazem
as condic¢des simultaneas

c
x1+x2=—a e xl'x2=a

A verificacdo dessas condigbes simultaneas também é uma forma de se

determinar as raizes de um polindmio de grau 2.
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Forma candnica: esta forma é estabelecida em funcéo das coordenadas do

vértice.

Para generalizacdo do estudo da concavidade obtivemos de forma parcial a
forma candnica.

() = (+b)2+—b2+4ac
fx) =alx 2a 4a

Usando a expresséao (2.1) para as coordenadas temos que

b b
= — = —
v 2a 2a Xy
Assim,
—b? + 4ac
_ )2y T
@) = alx = 1)? +——
E como y, = f(xy) temos
—b% + 4ac —b? + 4ac
_ _ _ e -
w = flxy) = alxy —xp)* + 4a =Yy 4a
Portanto,
Forma Candnica (2.4) f(x) =alx—x,)%>+yy
Resumindo

Forma Geral: f(x) = ax? + bx + ccoma,b,ce Re a # 0,

Forma Fatorada: f(x) = a(x —x1) " (x —x3), com x; e x, sendo zeros da
funcéo f(x).

Forma Candnica: f(x) = a(x — xy)? + yy, com V = (xy, y,) sendo vértice da

parabola que é gréafico da fungéo f(x).

Exercicios de fixacao

Questao 1

Determine os zeros da funcéo, a intersecdo com o eixo Y, as coordenadas do
vértice e a concavidade da curva, para construir um esboc¢o do grafico da funcéo

indicada pela lei de associagao em cada item abaixo:

a) fx)=x2—6x+5 b) f(x) =—x?2+8x—-12 ¢) f(x)=2x*-8x+10
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2.3 Exercicios de fixacdo [Aula 7]
Aula para retomada de conceitos e pratica de estratégias para resolugédo de

atividades envolvendo propriedades graficas da funcdo quadratica.

Comecaremos a aula discutindo as solug¢des da questao 1, enunciada na aula

anterior

Questdo 1 — a)
Completando o quadrado e obtendo a forma Candnica da funcéo
fx)=x*—6x+5
x2—6x+5=0 = (x —3)?2 —4 =0 (forma canénica) > V = (3,—4)
=>((x—-3)=4
= [x—3|=2

x=1oux=5

Fazendo x = 0 obtemos a interse¢cdo com eixo Y, no caso o ponto € = (0,5) e
como o coeficiente lider a € positivo (a = 1) a concavidade do gréafico é para cima.

Apresentamos com base nestes resultados a solugéo grafica na figura a seguir.

Figura 25 — Solucgéo grafica questédo 1 - a.

NEE D EERNER < Q

@ f(x) =x>*—6x+5 i f .

x1 = Intersecdo(f, EixoX,1) *
= (1' 0) 4

@

xo = Intersecdo(f, EixoX,2) * 3
= (5,0)
C = Intersecio(f, EixoY,1) *
= (0, 5)

V = Ponto(f) J A R A
=(3.-4) ®

reta =1 H
-5 ® 5 ®

K=

O eql:1x=3

T T . |

ol A= Ponto(EixoX)

Fonte: O autor (2024) .
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Questdo 1 — b)

Completando o quadrado e obtendo a forma candnica da funcao

f(x) = —x%+8x—12

—x?+8x—12=0=>—-(x2—8x+12) =0
= —(x — 4)? + 4 = 0(forma canodnica) = V = (4,4)
> (x—4)2=4
=>|lx—4|=2

X=20Ux=6

Fazendo x =0 obtemos a intersecdo com eixo Y, no caso 0O ponto
C = (0,—12) e como o coeficiente lider a é negativo (a = —1) a concavidade do
grafico é para baixo. Apresentamos com base nestes resultados a solugéo grafica na

figura a sequir.

Figura 26 — Solucao grafica questdo 1 - b.

DREDEEPRNEE Q =
= (4, 4) N ¢
o reta=1 DS I
5 o 5 ®
® x=2 i 2

O el:1x=3

]
®
|
[
I
ES
I
[N}
o
7 O O I
®
-
o
-
[¥)
Y
S

A = Ponto(EixoX)

- (4.0) ® A
B = Ponto(EixoY) ‘ -4
=(0.4) ® 3
el &= Segmento(A, V)
-4 -8
. @
® h = Segmento(B,V) ~10 a

-4

+

Fonte: O autor (2024).
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Questdo 1 - ¢)

Completando quadrado e obtendo a forma candnica da funcéo

f(x) =2x* —8x + 10

2x2—8x+10=0 = 2(x>—4x+5) =0
= 2[(x—2)*+1]=0
= 2(x — 2)? + 2 = 0 (forma candnica) = V = (2,2)
Como2(x—2)>+2>2,temosS =0

Fazendo x = 0 obtemos a intersecao com eixo Y, no caso o ponto C = (0,10)

e como o coeficiente lider é positivo (a = 2) a concavidade do grafico é para cima.

Apresentamos com base nestes resultados a solucdo grafica na figura a seguir.

Figura 27 — Solucao grafica questdo 1 - c.

R N ElE PANEE o Q=
=(2.2) (= TN
0] _rseta =il . . @
® x=2 :
O eql:1x=3
A = Ponto(EixoX)
= (2.0 ®
B = Ponto(EixoY)
= (0, 2) ®
® g = Segmento(A, V)
=2
® h = Segmento(B,V) ° 1 i .
-2 A
C7iHg e s o S g AR s e 7R HgH G
+ E ; —1

Fonte: O autor (2024).
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Questao 2
Obtenha a lei de associacdo na forma geral f(x) = ax? + bx + ¢ da funcéo

a) | , b) 1
\ \Y / ‘L y
6

\
\ /
f

S /

quadratica que originou cada gréafico abaixo.

;\ /5 :
\_/ ]

SOLUCAO
a) De Acordo com o grafico x; = 1 e x, = 5 (zeros) e ainda um ponto C = (0,5)

Aplicando a forma fatorada (2.3) da lei de formacédo f(x) = a(x — 1)(x — 5).
Para determinar o valor de a usaremos as coordenadas de C.

f(0)=5=5=a(0—-1)(0—-5)=>a=1. Assim,
f(x)=x*>—6x+5

fx)=1-(x—1)(x—-5) =

b) Temos as coordenadas do vértice V = (2,2) e o ponto C = (0,6).
Aplicando a forma candnica (2.4) de lei de formagdo f(x) = a(x — 2)? + 2

Para determinar o valor de a usaremos as coordenadas de C.
f(0)=6=>6=a(0—2)2+2=a=1.Assim,
fx)=x*>—4x+6

fxX)=1-(x—2)?%+2>

Questao 3

ENEM 2021 - Adaptada

Em um ano, uma prefeitura apresentou o relatério de gastos publicos
realizados pelo municipio. O documento mostra que foram gastos 72 mil reais no
més de janeiro (més 1), que o maior gasto mensal ocorreu no més de agosto (més
8) e que a prefeitura gastou 105 mil reais no més de dezembro (més 12). A curva

gque modela esses gastos é a parabola y = T(x), com x sendo o0 numero

correspondente ao més e T'(x), em milhar de real.

Qual a expresséo da funcéo cujo grafico é o da parabola descrita?
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SOLUCAO

“A curva que modela estes gastos € a parabola”, isto €, a fungcédo gastos é
uma fungdo quadratica. Temos os pontos A = (1,72); B = (12,105) eV = (8,yy).
Aplicando a forma canénica (2.4) de lei de formacgdo f(x) =a(x—8)%>+y,. E
substituindo os valores das coordenadas dos pontos A e B na forma candnica,
Teremos:

{105 =a(12-8)* +yy {105 =16a + yy

72=a(1—-8)2+y, 172=49a+y, = ¢ "ley =1z

Finalmente, f(x) = —(x — 8)? + 121 = |f(x) = —x? + 16x + 57

Questéao 4

Com base na regra de associacdo de cada item, determine os pontos de
intersecdo com 0s eixos, as coordenadas do vértice e o conjunto imagem da funcéo
fx)=—x?>+8x—7.

SOLUCAO
Completando quadrado e obtendo a forma canbnica da funcao
fx)=—x?>+8x—-7
—x2+8x-7=0=>—-(x*-8x+7)=0
> —[(x—4)?%*-9]=0
= —(x — 4)? + 9 = 0 (forma candnica) = V = (4,9)
= (x—-4)>=9
= |x—4| =3

x =1oux =7 (zeros da funcao f(x))

Fazendo x = 0 obtemos a interse¢éo com eixo Y, no caso o ponto C = (0,—7)
e como o coeficiente lider € negativo (a = —1) a concavidade do grafico é para
baixo. Deste modo, o vértice é ponto mais alto do gréafico de f(x) e, portanto 9 é o

valor maximo de f(x). Temos que o conjunto imagem de f(x) é (—o0o,9].
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2.4 O Vértice e os Problemas de Otimizacao. [Aula 8]

Nesta aula apontaremos métodos para resolucao de problemas que envolvam
valores maximos ou minimos de fungbes quadraticas, iremos abordar dois tipos de
Problemas: Problemas de aplicacdo direta e problemas de construcdo da funcéo.
Lembramos que valor maximo ou minimo da funcdo esta diretamente ligado as

coordenadas do vértice.

Usaremos questdes vestibulares e de concursos

PROBLEMA 1

Profmat (ENA 2012)

Um fazendeiro deseja delimitar uma area retangular utilizando 40m de cerca e
aproveitando um muro (de mais de 40m) que ja estd construido. Determine as

dimensdes do retangulo de maior area que o fazendeiro consegue delimitar

SOLUCAO
Esse problema é um problema de construcdo da funcédo quadratica.
De acordo com os dados podemos refazer a figura nomeando por x a largura

do retangulo.

Fov (TSRS S (T e (S e (S (V) () (R (S Y [ Y () e () e (S () (S [ () S [
I A DR T D G G S GRS N [T NN RS SN SRS S ST AN G [N GEDD M S D G G

X X

40 - 2x
Como a area de retangulo € o produto das dimensdes do mesmo, temos:
A=x-(40 —2x) = A(x) = —2x% + 40x
A area retangular é uma funcao quadratica de x com concavidade para baixo,
logo é uma funcdo que possui valor maximo. Nosso objetivo é determinar o valor de

x para se obter a area maxima, ou seja, xy.

b 40
=TT T 2=

Portanto, o retangulo mede 20 m x 10 m.

10
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PROBLEMA 2

(CFO PMES 2013 — Exatus) - Adaptada

Uma agéncia de viagens vende pacotes turisticos coletivos com destino a
Fortaleza. Um pacote para 40 clientes custa R$ 2000,00 por pessoa e, em caso de
desisténcia, cada pessoa que permanecer no grupo deve pagar mais R$ 100,00 por
cada desistente do pacote de viagem. Dessa forma, para que essa agéncia obtenha
lucro maximo na venda desse pacote de viagens, qual o nimero de pessoas que

devem realizar a viagem?

SOLUCAO

Outro problema de construcdo da funcao quadratica.

Temos as grandezas: Desistentes, Preco, Passagens Vendidas e
Arrecadacdo. De acordo com o problema a arrecadacdo depende do numero de

desistentes, usaremos uma tabela para mostrar a relacéo entre estas 4 grandezas:

_ Passagens .
Desistentes _ Preco Arrecadacédo
Vendidas

0 40 2000 40-2000
1 40-1 2000 + 100 (40 —-1)-(2000 + 100)
2 40— 2 2000 + 1002 (40 —-2)-(2000 + 100-2)
3 40— 3 2000 + 100-3 (40 —3) - (2000 + 100-3)
X 40 — x 2000 + 100 - x (40 — x) - (2000 + 100 - x)

Objetivo aqui ndo é determinar neste momento o valor da arrecadacdo mas
evidenciar a relacdo entre o niumero de desistentes x e a arrecadacao A(x).
Veja,
A(x) = (40 —x) - (2000 + 100-x) é uma funcdo quadratica que na forma
fatorada:
A(x) = 100040 — x) - (20 + x)
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Mostra-se como uma fungéo de valor méaximo uma vez que, por multiplicagéo
distributiva, o coeficiente de x? é —1.

A forma fatorada A(x) = 100(40 — x) - (20 + x) evidencia que seus zeros sao
40 e —20.

Nosso objetivo & determinar o valor de 40 —x para que se obtenha a

arrecadacdo maxima, ou seja, devemos obter o valor de x;,.

Aproveitando a simetria dos zeros (x;,x,) da funcdo em relagdo ao xy
podemos fazer uso do resultado (Res.1) na demonstracdo das coordenadas do

vértice, para estabelecer uma relacéo entre eles.

Coordenada x _x1+x
do Vértice (2.5) 2

Usando a relacao (2.5) temos

40 — 20

10 passageiros devem desistir, portanto 30 pessoas devem realizar a viagem.

PROBLEMA 3

ENEM 2022

Em jogos de voleibol, um saque ¢é invalidado se a bola atingir o teto do ginasio
onde ocorre o jogo. Um jogador de uma equipe tem um saque que atinge uma

grande altura. Seu recorde foi quando a batida do saque se iniciou a uma altura de

2
1,5 m do piso da quadra, e a trajetoria da bola foi descrita pela pardbola y = —% -

7 ~ . .
?x + 12 em que y representa a altura da bola em relacédo ao eixo x (das abscissas)

que esta localizado a 1,5 m do piso da quadra, como representado na figura.
Suponha que em todas as partidas algum saque desse jogador atinja a mesma

altura do seu recorde.
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‘ff 15m 15mAsmL, X

A equipe desse jogador participou de um torneio de voleibol no qual jogou

cinco partidas, cada uma delas em um ginasio diferente. As alturas dos tetos desses

ginasios, em relacdo aos pisos das quadras, sao:

Ginasio I 1 1l v V
Altura 17m 18m 19m 21m 40m

O sague desse atleta foi invalidado

a) S6 no ginasio |

b) Sé nos ginasios | e i

c) SO6 nos ginasios I, 11 e lll

d) S6 nos ginasios |, II, lll e IV

e) Em todos os ginasios

SOLUCAO

Temos um problema de aplicacdo direta, para responder a questdo devemos

determinar a altura maxima (yy) que o saque atinge de acordo a funcéo da trajetoria,

s

e somar 1,5 que é altura de onde parte o saque, feito isso confrontaremos o

resultado com a altura dos ginasios.

__x_7x __b__ 3 __
Sey= : 3+12:xv— = 2(_1)— 7
Logo,

(=7)? 7(=7) 49
Yv = — 6 3 +12=>yV=?+12520,16

Altura maxima atingida pelo saque = 20,16 + 1,5 = 21,66 m

Portanto, o saque sera invalidado nos quatro primeiros ginasios. Logo, a

resposta é letra d.



55

2.5 Exercicios Propostos

Exercicio 2.1

Com base na regra de associacao de cada item, determine os pontos de
intersecdo com 0s eixos, as coordenadas do vértice e o conjunto imagem das
funcdes abaixo:

a) f(x)=x?>—4x+3

b) f(x) =x?—8x+12

c) f(x)=—-x*+6x—8

d) f(x) =—x%+10x—16

Exercicio 2.2
Determine a lei de associacdo da funcdo quadratica correspondente ao
gréfico abaixo:

a) y b) y

/ N\

24

d)

10
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Exercicio 2.3 - ENEM 2022
Ao analisar os dados de uma epidemia em uma cidade, peritos obtiveram um

modelo que avalia a quantidade de pessoas infectadas a cada més, ao longo de um
ano. O modelo é dado porp(t) = —t? + 10t + 24, sendotum nlmero natural,
variando de 1 a 12, que representa os meses do ano, e p(t) a quantidade de
pessoas infectadas no més t do ano. Para tentar diminuir o nimero de infectados no
proximo ano, a Secretaria Municipal de Saude decidiu intensificar a propaganda
oficial sobre os cuidados com a epidemia. Foram apresentadas cinco propostas (I, 11,

lll, IV e V), com diferentes periodos de intensificacdo das propagandas:

Propostal: 1 <t< 2 Proposta IV: 7 <t <9
Proposta ll: 3 <t<4 Proposta |: 10 <t < 12

Proposta lll: 5<t<6

A sugestdo dos peritos é que seja escolhida a proposta cujo periodo de
intensificacdo da propaganda englobe o més em que, segundo o modelo, ha a

maior quantidade de infectados. A proposta que deve ser escolhida é

a)l c) eV
b) Il d) Iv

Exercicio 2.4 - ENEM 2022

Considere que o modelo matemético utilizado no estudo da velocidade V, de
uma particula de um fluido escoando em um tubo, seja diretamente proporcional a
diferenca dos quadrados do raio R da secc¢ao transversal do tubo e da distéancia x da
particula ao centro da secg¢éo que a contém. Isto €, V(x) = K?(R? — x?), em que K é

uma constante positiva.

O valor de x, em funcdo de R, para que a velocidade de escoamento de uma

particula seja maxima é de

a) 0 c) 2R e) K°R?
b) R d) KR
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Exercicio 2.5 - ENEM 2021
Uma empresa de chocolates consultou o gerente de producao e verificou que

existem cinco tipos diferentes de barras de chocolate que podem ser produzidas,

com os seguintes precos no mercado:

Barra | 1 I AV V
Preco R$2,00 R$3,50 R%$4,00 R$7,00 R$8,00

Analisando as tendéncias do mercado, que incluem a quantidade vendida e a
procura pelos consumidores, o gerente de vendas da empresa verificou que o lucro
L com a venda de barras de chocolate é expresso pela fungdo L(x) = —x? + 14x —

45, em que x representa o preco da barra de chocolate.

A empresa decide investir na fabricacdo da barra de chocolate cujo preco

praticado no mercado rendera o maior lucro.

Nessas condicdes, a empresa deverd investir na produgéo da barra

a) | c) 1Nl e) V
b) Il d) Iv

Exercicio 2.6
Apolbnio hoje vende diariamente cerca de 210 marmitex ao preco de R$15,00 cada.

Ele percebeu que para cada real de desconto ele vende 30 marmitex a mais. Qual a
arrecadacdo maxima que Apolbénio pode obter? E isso ocorre quando ele pratica que

valor de desconto?
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CAPITULO 3
POLINOMIOS E FATORACAO.

3.1 Polindmios: Definicdo e Operacdes basicas. [Aula 9]

Nesta aula, estabelecemos conceitos basicos de polindmios e discutimos as
operacdes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo de polinbmios indicando o possivel
grau do polinébmio resultante destas operacoes

Definindo Polinémio (3.1)

A igualdade (x + 3)? = x? + 6x + 9, na atividade 2 (figura 5) do capitulo 1 nos
fornece alguns elementos que precisam de definicdo. As expressbes x+3 e
x%2 + 6x +9 fazem parte de uma categoria de elementos matematicos, chamada
Polindbmio. Para entendermos melhor o que € um polinbmio vamos falar da unidade

polinomial: 0 mondmio.

Um mondmio € um produto de numero e letras. Tais letras representam uma

variavel e sdo utilizados nimeros naturais como expoentes das variaveis.
1. - A . 2 _ o o o
2p%q3, —5m3 e 518k5 sdo monoémios. E 72—8 e 3x~ 1% n&o sdo monomios.
Um polinbmio é uma soma algébrica de mondémios. Em nosso estudo,

utilizaremos polinbmios com uma Unica letra, ou seja, tais polinbmios serdo a soma

algébrica de monémios com a mesma letra com diferentes expoentes.

Genericamente, p(x) = a,x™ + a,_1x" ' + a,_x" 2 + - + a,x% + a1x + a,
a,, ,_1, 0,2, ..., Ay, Ay, A, SA0 NUMeros constantes chamados coeficientes do

polindbmio.

Polindmio nulo

E o polindmio no qual todos os coeficientes sdo nulos.
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Grau de um Polinémio (3.2)
Dado um polindmio p(x) = a,x™ + a,_1x" 1 + - + a,x? + a;x + ay, 0 grau de
p(x) denotado por gr(p) € o maior expoente, considerando todos os mondémios de

p(x) com coeficiente ndo nulo.

Por se tratar de uma soma de dois mon6émios q(x) = x +3 é chamado

binémio e gr(q) = 1, enquanto n(x) = x? + 6x + 9 é um trinémio e gr(n) = 2.

Valor Numérico de um Polinédmio (3.3)
Veja se p(x) = 2x° — 4x* + x3 — 3x? + 5x + 6 e considerarmos x = 3 temos:
p(3)=2-3>-4-3*+33-3-32+5-3+6
=2-243-4-81+27—-3-9++5-34+6=183
Raiz de um Polinémio (3.4)
Dado um polinémio p(x), dizemos que o valor a é raiz p(x) se p(a) = 0.

Operacdes com Polinédmios
Considere os polinbmios
p(x) =2x*—3x3+5x2+x—-3ejl(x) =x*+3x>-2x+6

Adicao e subtracédo (reducao a termos semelhantes)
A adicdo de p(x) + j(x) resulta no polinémio s(x)
s() =R+ Dx* -3+ (G+3)x*+(1-2)x—-3+6
s(x) =3x*—3x3+8x2—x+3

A subtracéo p(x) — j(x) resulta no polindémio d(x)
dxX)=Q-Dx*-3x3+5-3)x*+(1+2)x-3-6
d(x) =x*—3x3+2x>+3x -9

Grau da Soma ou da Subtracgao (3.5)
No processo de reducédo a termos semelhantes pode ocorrer anulacdo do

coeficiente do mon6émio de maior grau, assim, gr(p + j) < max{gr(p), gr(j)}
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Multiplicagao
Considere a multiplicacdo entre os monémios 3x3 e 5x*, na variavel x.

3x3 - 5x* = 3-5x3%* = 15x7

Considere agora a multiplicacdo entre o mondmio 3x3 e o bindémio 5x* — 2x,
na variavel x. Pela distributividade da multiplicacdo em relacdo a diferenca e a
multiplicacdo de mondémios, temos

3x3 - (5x* — 2x) = 3x3 - 5x* — 3x3 - 2x

= 15x7 — 6x*

Considere agora a multiplicagdo entre os binémios 3x3 — 2x? e 5x* — 2x, na
variavel x. Pela distributividade da multiplicacdo em relagcédo a diferenca aplicada 2
vezes e a multiplicacdo de monémios, temos

(3x3 — 2x?) - (5x* — 2x) = 3x3 - (5x* — 2x) — 2x? - (5x* — 2x)

= 15x7 — 6x* — 10x° + 4x3
= 15x7 — 10x° — 6x* + 4x3

A multiplicagdo de p(x)-j(x) resulta no polindbmio m(x) obtido pela
multiplicacdo distributiva de p(x) por j(x) seguida pela reducdo a termos
semelhantes.

m(x) = (2x* = 3x3 +5x%2 + x — 3)(x* + 3x? — 2x + 6)

m(x) = 2x8 + 6x° — 4x° + 12x* — 3x7 — 9x° + 6x* — 18x3 + 5x° + 15x*

—10x3 +30x% + x° + 3x3 — 2x% + 6x — 3x* — 9x? + 6x — 18

m(x) = 2x8 — 3x7 4+ 11x°% — 12x> + 30x* — 25x3 + 19x2? + 12x — 18

Uma alternativa a esse processo € o uso do algoritmo abaixo.

) p(x) 2x4 —3x3 5x2 X -3
j(x)
x4 2x8 —3x7 5x° x° —3x*
0x3 0x’ 0x° 0x° 0x* 0x3
3x2 6x° —9x° 15x* 3x3 —9x2
—2x —4x° 6x* —10x3 —2x? 6x
6 12x* —18x3 30x? 6x —18
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Distribuem-se 0os mondmios que compbe p(x) na linha superior, cada
mondmio em uma coluna. Distribuem-se os mondmios que compde j(x) na 12
coluna, cada mondémio em uma linha, inclusive aquele de coeficiente 0, pois 0s
polindbmios devem estar completos. Efetuam-se as multiplicacbes de mondémio de

p(x) por monémio de j(x) até que os ultimos monémios se multipliquem.

Para se obter o polinbmio m(x) basta somar os monémios que estdo numa
mesma diagonal que desce para a esquerda. Os polindbmios p(x) e j(x) podem ser
representados de forma incompleta (sem os mondmios de coeficiente nulo), mas
dessa forma se perderia a principal vantagem desse processo que € o alinhamento
de termos semelhantes em uma diagonal facilitando a obtencdo dos coeficientes de

m(x).

m(x) = 2x8 — 3x7 + 11x°% — 12x° 4+ 30x* — 25x3 + 19x% + 12x — 18

Grau da multiplicacéo (3.6)
No processo o produto do mondmio de maior grau de p(x) = 2x* pelo

mondmio de maior grau de j(x) = x* resulta em um mondmio 2x® cujo grau é 8, ou

seja, gr(p-j) = gr(p) + gr(j).

Se p e j séo dois polindmios ndo nulos, entdo grau de p - j é igual & soma dos
grausdepej.

gr(p-j) = gr(p) + gr())

DEMONSTRACAO
m n

Sejam p(x) = Z axt e j(x) = Z b.x* com gr(p) =me gr(j) =n.
i=0 k=0

Sejac, = aygb, + a;b,_1 + -+ a,_1b; + a,by um coeficiente qualquer de p - j.
Temos:

Cman =Qm by, #0

¢, =0,Vr >m+neentao

grp-j)=m+n=gr(p)+grQ)
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3.2 A Divisdo de um polinbmio por um binédmio (x — a). [Aula 10]
Nesta aula, estudaremos o algoritmo de Euclides para divisdo, em patrticular,

com divisor x — a. Abordaremos o Teorema do Resto e o Teorema de D’Alambert.

A divisdo de polinédmios — Teorema (3.7)
Dados um polinémio p (dividendo) e um polinémio d néo nulo (divisor), dividir
p por d € determinar dois polinbmios g (quociente) e r (resto) de modo que se
verifiquem as duas condicfes seguintes:
l. p=d-q+r
I. gr(r) < gr(d) (our é nulo, caso em que a divisdo € chamada exata)

Existem um Unico polinémio g e um Unico polindbmio r que satisfacam as duas

condicoes.

DEMONSTRAGCAO
Considere os polinbmios
p(x) = a,x™ + a,_x" 1+ -+ ax? + ayx + ag

d(x) = by x™ + bp_1x™ 1 + -+ byx? + byx + by

Existéncia
Ao dividir p por d teremos
1) Se n<m entdo ndo temos nada a provar pois podemos considerar

automaticamente g = 0 er = p.

2) Sen=menté0q=Z—”er=p—Z—”d

m

an

3) Sen>mentdo q; = Xt ern =p —Z—”x”‘md comgr(rn) =a<n

Ao efetuarmos a diviséo de 7;(x) = c,x% + ¢4 x* L+ o+ cx? + ¢ix + ¢

Cq

Por d obteremos q, =;~x“ ™ er, =1 — bc—“x“_md comgr(n)=F<a
m m

Esse processo produz a cada passo um resto de grau pelo menos uma
unidade menor do que o grau do resto anterior. Logo, podemos repeti-lo até que se
obtenha r, de modo que gr(r,) < m = gr(d), neste ponto também obtivemos um

quociente g, talquep =d-q+r,comqg=q; +q, + -+ q, er =r.
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Unicidade

Admita que existam dois quocientes q;, g, € dois restos ry, 1, na divisdo de p
por d, ou seja,

p=dq+n=dg+n

Devemos mostrarque g1 =g, € 1, =1,

Temos que

dgr+n=dgp+n=>dl@—q)=r—-n

Se q, # q;, ou r; # r,, provemos que a igualdade d(q; — q;) = r, — 11 ndo se
verifica:

grld(qs — q2)]1 = gr(r; — 1)

Mas gr[d(q: — q2)] = gr(d) + gr(q: — q2) = gr(d)

E gr(r, — ) < maxifgr(r),gr(n)} < gr(d).

Logo, gr[d(q; —qz)] # gr(r; — 1) o que implicad(q; — qz) #1, — 1y

Entdo, para evitar a contradicdo, devemosterq; =q, € r = r,.

q € r sdo unicos.

Para nossos objetivos estudaremos inicialmente os casos em que o divisor €
da forma (x — a).
Considere os polinémios p(x) = x3 + 2x> —5x — 2 e d(x) = x — 2, a diviséo

de p(x) pord(x) é

x3 + 2x2 — 5x — 2| x — 2
— x% 3 2x2 x2 +4x +3
0 + 4x? — b5x
= Ax% < Bx
0 + 3x — 2
— 3x 6
0 4

De acordo com o Teorema (3.7)
p(x) =(x3+2x?> —5x—2)= (x> +4x+3)(x —2) + 4

Observando a expressdo podemos apresentar o chamado Teorema do
Resto.
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Na expressdo p(x) = (x? + 4x + 3)(x — 2) + 4, note que se tomarmos x = 2,
que € raiz do divisor, temos p(2)=(2%2+4-2+3)(2—-2)+4=15-0+4=4
(resto). Isso é possivel porque o divisor (x —2) € de grau 1, condicdo necessaria

para a aplicacdo do Teorema.

Teorema do Resto (3.8)

Na divisdo de um polinémio p(x) por um bindmio da forma x — a, o resto seré
um numero igual a p(a).

DEMONSTRACAO

De acordo com o teorema (3.7) ao dividirmos p(x) por x — a temos

p(x) = q(x)(x —a) +7r(x)

em que q(x) e r(x) sado, respectivamente, o quociente e o resto da divisdo de
p(x) por x —a. Como x —a tem grau 1, o resto r(x) é nulo ou tem grau zero;
portanto r(x) € um polindmio constante.
Calculemos os valores dos polinémios da igualdade acima em a:
r(a) = q(a)(a—a) +r(a)
Assim, r = p(a)

|
Como consequéncia do Teorema do Resto temos o Teorema de D’Alambert.

Teorema de D’Alambert (3.9)
Um polindmio p(x) é divisivel por x — a se, somente se, p(a) = 0, ou seja, a €

raiz de p(x).

DEMONSTRACAO
De acordo com o teorema Resto, temos r = p(a). Entao

r=0spla)=0
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EXEMPLO 1
Efetuando a divisdo p(x) = x3 —7x + 6 por x — 1

X - 7x + 6 | x - 1
- x3 4+ x? x> + x - 6
x®> - 7x
- x2 4+ x
- 6x + 6
6x — 6
0

Segue que p(x) =x3—7x+6 = (x — 1)(x®> + x — 6) + 0, 0 resto 0 define que
(x — 1) é fator de p(x). Logo,x =1=>p(1) =1 -1(1%*+1-6) =0.
Assim, (x — 1) divide p(x) se, e somente se, p(1) =0
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3.3 Algoritmo de Briot-Ruffini. [Aula 11]

Nesta aula, mostramos as etapas do método de Briot-Ruffini e apresentamos
sua sistematizagao.

Considere a divisdo de p(x) = x3 + 2x? — 5x — 2 e d(x) = x — 2 novamente e
seja q(x) o quociente da mesma, vamos analisar cada etapa da divisdo.

Etapa 1
x> + 2x* — 5x 2 | x 2
- x3 4+ 2x? x?
4x2 — 5x
S6 os coeficientes
1 + 2 - 5 2 |1 2
- 1 + 2 1
4 - 5
Etapa 2
x3 + 2x%? — b5x 2 X 2
- x3 4+ 2x? x? 4x
4x2 — 5x
— 4x* + 8x
3x
S6 os coeficientes
1 + 2 — 5 2 1 2
- 1 + 2 1 4
4 - 5
- 4 + 8
3
Etapa 3
x3 + 2x%¢ — b5x 2 X 2
— x3 4+ 2x? x? 4x
4x2 — 5x
— 4x* + 8x
3x 2
- 3x 6
4
S6 os coeficientes
1 + 2 - 5 2 |1 2
- 1 + 2 1 4
4 — 5§
- 4 + 8
3 2
— 3 6
4

O 1° coeficiente de g é o
coeficiente lider de p.

O 2° coeficiente do g resulta
da soma:
(Raiz de d)(1° coefic. de q)
+

2° coeficiente de p

O 3° coeficiente do g resulta
da soma:
(Raiz de d)(2° coefic. de q)
+
3° coeficiente de p

O resto resulta da soma:
(Raiz de d)(ultim coefic. de q)
+

Ultimo coeficiente de p

Note que como gr(d) =1e gr(p) =3 entdo gr(q) =2e gr(r) =0
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Sistematizando o Método

Faca uma cruz
Posicione os coeficientes de p(x) sobre a linha horizontal apés o 1° trago

vertical, antes do ultimo coeficiente de p(x) faga outro trago vertical.
Posicione a raiz de d(x) abaixo da linha horizontal antes do 1° trago vertical.

Repita o 1° coeficiente de p(x) abaixo da linha horizontal logo a frente da raiz

de d(x).

Figura 28 — Esquema das operacdes no algoritmo de Briot-Ruffini.

+2 \+8 |\
} oo
2 -5 |-2
4 3 |4
X X/
Fonte: O autor (2024)
+ 1-2 4-2 3:-2
|1 2 -5 | =2 Coeficientes de p
Raiz de d 2 | 1 4 3 | 4 Resto
X 241:2) (-5+4-2) (-2+3-2)

Coeficientes de p

Nos termos do dispositivo temos q(x) = x> +4x +3er =4

Um exemplo mais genérico
Considere a divisdo de p(x) = bx® + cx> —dx—eed(x) =x—a

+ a-b a(c+a-b) a(d+a(c+a-b))

| b c d | e Coeficientes de p
Raiz a ‘ b c+a-b d+ a(c+a-b) ‘ e+a(d+alc+a-b)) Resto
de d x



68

3.4 Fatoragdo de Polindmios [Aula 12]
Nesta aula, fazemos uso do Teorema de D’Alambert, do dispositivo pratico de

Briot-Ruffini e 0 método de completar quadrados para fatorar polinémios.

Polindmio Fatoravel
Um polinbmio fatoravel é aquele que pode ser expresso como produto de
fatores binomiais de 1° grau, tais fatores sdo divisores exatos de p(x).

Teorema (3.10)
Se um polindmio p(x) € divisivel separadamente por (x —a) e (x —b) com

a # b, entdo p(x) é divisivel por (x —a)(x — b)

PROVA
Sejam g 0 quociente e r=cx+d 0 resto da divisdo de p(x) por
(x —a)(x — b); entdo:
p(x) = q(x)(x —a)(x —b) + (cx + d)

Como (x — a) e (x — b) dividem separadamente p(x), segue que
p@) =qla—a)(la—b)+(ca+d)=0=>ca+d=0()e
p(b) =q(b—a)(b—b)+(chb+d)=0=cb+d =0 (ll), dai

Igualando | e Il temos ¢ = d = 0, portantor = 0

Uma consequéncia do Teorema (3.10)
Suponha a,b,c,d € Ztaisque p(x) = (x—a)(x —b)(x —c)(x — d)
Desenvolvendo
p(x)=x*—(a+b+c+d)x3+ (cd + ac+ ad + bc + bd + ab)x? —

(acd + bcd + abc + abd)x + abcd

Se um numero inteiro é raiz de p(x) entao este niumero é fator do coeficiente

correspondente a x° (o termo independente).
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Vamos mostrar como esse fato aliado ao Teorema de D’Alambert e o

dispositivo pratico de Briot-Ruffini € extremamente Util na fatoragdo de um polinémio.

EXEMPLO 1

Fatore o polinémio p(x) = 2x* —3x3 —19x% — 6x + 8

SOLUCAO

Pelo exposto temos que se uma raiz de p € um numero inteiro entdo deve ser
divisor de 8, ou seja, a € Z e p(a) = 0entdo a € {1, +2, +4, +8}.

Note que p(—1) = 2(-1)* —3(-=1)® = 19(-1)?> — 6(—1) + 8 = 0 pelo Teorema
de D’Alambert (x + 1) divide p(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para

obter um polindbmio de grau 3.

| 2 —3 —-19 -6 | 8 (x +1)
-1 ] 2 -5 —14 8 | 0 E fator de p

Temos um novo polinémio q,(x) = 2x3 — 5x? — 14x + 8, ap0ds verificar que
q1(—1) =15, q;(2) = —24 temos que gq;(—2) = —16 — 20 + 28 + 8 = 0 pelo Teorema
de D’Alambert (x + 2) divide g4(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para

obter um polindbmio de grau 2.

| 2 -5 ~14 | 8 (x +2)
-2 | 2 -9 4 | 0 E fator de g,

Temos um novo polindmio g, (x) = 2x? — 9x + 4, apds verificar que q,(—2) =
30 e g,(—4) = 48 temos que q,(4) =32 —36+4 =0 pelo Teorema de D’Alambert
(x —4) divide q,(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para obter um

polindmio de grau 1.

| 2 -9 | 4 (x—4)e@x—1)
) -1 | 0 S3o fatores de g,
Temos que

p(x) =(x+1)-q(x) =(x+1)(x+2) q2(x)
Segue a fatoracao de p(x)
p()=Cx+1)-x+2)-(x—4)-2x—1)
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Teorema das Raizes Racionais — Adaptado (3.11)
Se um polindmio S(x) = a,x™ + a,_1x* 1 + -+ a,x? + a;x + ay (a, # 0), de

coeficientes inteiros, possui uma raiz racional s comp,q€Zeq+0emdec(pq) =1

entdo p é divisor de q e g € divisor de a,,

PROVA

Temos que

p p\" p\"~! P\? 1%
5(_)=0 >a (—) +a_<—) +:+a (—) +a (—>+a =0
q n q n—1 q 2 q 1 q 0

p\" p\" ! 2% %
>a (—) +a,_ (—) +ta (—) +a (—>=—a
n q n—1 q 2 q 1 q 0

= aup" + @ p" T+ + ap?q" T+ apg" T = —ag.q"
=P (@np" "+ @ p" P+ apg" T+ aq" ) = —ag.q"

Note que (a,p" !+ a,_;p" 2q+ -+ a,pq" > +a,q" ') €Z e uma vez que
mdc(p,q) = 1 entdo p é divisor de a,.

Por outro lado, g divide g™, e como mdc(p,q) =1, temos que q divide
(a,p" '+ a,_1p" 2q + -+ ay;pq** + a;q™ 1) e isso ocorre se, e somente se, q

divide a,p™~!. Finalmente, usando o fato de que mdc(p,q) = 1 entdo q divide a,,.

Divisdo de um polindmio p(x) por um binémio de forma (bx — a)

Sejam g o quociente e r o resto da divisdo de um polindémio p, com gr(p) > 1,
por d(x) = bx — a, temos que p(x) = (bx —a)q(x) +r(x) = p(x) = (x — %) (bq) +r.

Assim podemos reescrever p(x) como p(x) = (x - %) qg+req= %

EXEMPLO 2
Divida p(x) = 3x% + 10x — 2 por (3x — 2)

SOLUCAO

Reescrevendo o bindbmio e aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini.

(3x_2):3(x_z> Temos,q=%’=3x;12=x+4er=6

Sp(x)=Bx—=2)(x+4)+6

| 3 10 | -2
‘3 12‘6
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EXEMPLO 3
Divida p(x) = 6x% + x — 12 por (2x + 3)

SOLUCAO
Reescrevendo o bindmio e aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini.

q' 6x—8

3 _1 _ _ _
(2x+3)=2(x+§) Temos, g =,="——=3x—4er=0
~p(x)=2x+3)(3x—4)

6
’6 —8‘0

EXEMPLO 4

Divida p(x) = 10x% + x — 2 por (x + %)

SOLUCAO
Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini.

|10 1 | =2 Temos,gq=10x—4er=0

10 —4 0 1 1
p(x)=<x+§>(10x—4)=2-<x+§)(5x—2)
~plx)=Rx+1)(5x—-2)

|
N =

Exercicios Resolvidos
Fatore os polindbmios abaixo:
a)  p(x) =3x*—16x3 + 19x? + 14x — 24

Solucéao

Se uma raiz de p € um numero inteiro entdo deve ser divisor de 24, ou seja,
a€ Z ep(a) =0entdoa € {+1,+2,+3,+4,+6,+8,+12, +24}.

Note que p(—1)=3(-1)*—-16(-1)3 —19(-1)? +14(-1)—-24 =0, pelo
Teorema de D’Alambert (x + 1) divide p(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-

Ruffini para obter um polinémio de grau 3.
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| 3 —16 19 14 | -24 (x+1)
-1 ] 3 ~19 38 -24 [ o0 E fator de p

Temos um novo polinémio q;(x) = 3x3 — 19x2 + 38x — 24, ap0s verificar que
q:(—1) = -84, ¢;(1) = -2, q,(—2) = —200 temos que g;(2) =0, pelo Teorema de
D’Alambert (x — 2) divide g;(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para obter

um polinébmio de grau 2.

| 3 —19 38 | -—24 (x-2)
2 | 3 ~13 12 | o0 E fator de q

Temos um novo polindmio q,(x) = 3x? — 13x? + 12, apo6s verificar que
q,(2) = -2 e g,(—3) = 68 temos que e ¢,(3) =0, pelo Teorema de D’Alambert
(x —3) divide g,(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para obter um

polindmio de grau 1.

| 3 -13 | 12 (x—3)e (3x—4)
3 ‘ 3 —4 ‘ 0 S&o fatores de g,
Temos que

p(x)=(x+1)-q(x)=x+1)(x—-2) q(x)
Segue a fatoracao de p(x)
p(x)=(x+1)-(x+2)-(x—3)-Bx—4)

b) p(x)=6x3—-5x?>—-2x+1

Solucgéao

Se uma raiz de p € um numero inteiro entdo deve ser divisor de 1, ou seja,
a€ Z ep(a) =0entdo a € {+1}.
Note que p(1) = 6(1)3 —5(1)> —2(1) + 1 = 0, pelo Teorema de D’Alambert (x — 1)
divide p(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para obter um polinbmio de

grau 2

| 6 -5 —2 | 1 (x —1)
1 ‘ 6 1 -1 ‘ 0 E fator de p
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Temos um novo polindmio ¢, (x) = 6x? + x — 1, apds verificar que q;(—1) = 4
e q1(1) = 6 temos que g, Ndo possui raizes inteiras, se suas raizes séo racionais da

forma s comp€eZep€eZ, emdc(p,q) =1.temos que p € {1} e q € {1,2,3,6}. As

Com q; (—%) =6 (—%)2 + (—%) —1 =0 segue (x + %) é fator de q4

‘ 6 1 ‘ -1 (x+%)e(6x—2)=2(3x—1)
‘ 6 —2 ‘ 0 Sao fatores de ¢q;

Segue a fatoracao de p(x)
p(x)=(x—-1)-q1(x) = (x+1)-(x+%)-2-(3x—1)
px)=x-1D-q(x)=x+1)-C2x+1)-Bx—-1)

Uma alternativa a esta segunda etapa seria resolver a equacéo

6x*+x—1=0 =>6-(x2+f—1)=

6 6
[ 1\ 1 1
2’6'_(“5) ‘M‘El=0
1\2 1 24
=>6-_(x+§> —m—ml=0
[ 1\% 25
:6'_("+§> TT144|
- 1 5 1 5
=6-|(x+ 3+ p3) (1 13)| =0
- 6 4
=6+ |(x+33) (x - 13)| =0

e a0

> 2x+1)Bx—-1)=0

Temos (2x + 1) e (3x — 1) sao fatores de g; (x), portanto
px)=(x—-1)-q1(x) =(x+1)-Cx+1)-2x—-1)
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c) p(x) = 24x3 + 10x% — 7x — 2

Solucéao

Se uma raiz de p é um numero inteiro entdo deve ser divisor de 2, ou seja,
a € Z ep(a) =0entdo a € {1, £2}. Note que p(1) = 25, p(—1) = -9, p(2) =174 e

p(—2) = —98 portanto p ndo possui raizes inteiras.

Se suas raizes sao racionais da forma s comp€eZep€eZ, emdc(p,q) =1

temos quep € {+1,+2} e q € {1,2,3,4,6,8,12,24}.

s - ~ 1 1 2 1 1 1 1 1
As possiveis raizes sao {i—,i—,i—, i—,i—,i—,i—,i——}
2 3 3 4 6 8 12 24

Note que p G) = 24 G)g + 10 (%)2 -7 G) —2=0, pelo Teorema de

D’Alambert (x - %) divide p(x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para obter

um polinémio de grau 2.

‘24 10 -7 ‘ -2 ( 1)
XT3

‘ 24 22 4 0 E fator de p

Temos q,(x) = 24x? + 22x + 4, De acordo com Teorema das raizes racionais

L. . ~ 1 1 2 1 1 1 1
as possiveis raizes de q;(x) séo {igiigfigfiz'ig'igfiﬁ}’ como todos os
coeficientes de g;(x) sdo positivos verificaremos apenas raizes negativas. Apés

verificar g, (—§)=—1, o) (—§)=—§ temos ¢ (—§)=0. Pelo Teorema de

D’Alambert (x + %) divide g, (x). Vamos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini para obter

um polinémio de grau 1.

‘ 24 22 ] 4 (x+3) e (24x+6) =6-(4x+1)
2 ‘ 24 6 ‘ 0 S&o fatores de ¢,
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Segue a fatoracao de p(x)

p(x)=(x—%)-q1(x)=(x—%)-(x+§)-6-(4x+1)

p(x)=2-<x—%>-3-<x+§)-(4x+1)

p(x) =2x—-1)Bx+2)(4x+ 1)

Exercicios Propostos

Exercicio 3.1

Efetue a divisdo de p(x) por d(x) indicando o quociente e resto.
a) p(x) =x>—6x+15ed(x) =x—3

b) p(x)=x3—-5x2+6x+2ed(x)=x—2

c) p(x) =x3—4x+10ed(x) =x—2

d) p(x) =x>—-8x+13ed(x)=x—4

Exercicio 3.2

Aplique o algoritmo de Briot-Ruffini para obter um polinbmio de grau menor.

a) p(x) =4x*—-13x+3ed(x)=x—-3
b) p(x) =2x® —5x* +6x—8ed(x) =x—2
c) p(x) =5x>—7x—26ed(x) =x—2
d p(x) =3x?—4x—-32ed(x) =x—4

Exercicio 3.3

Fatore os polindbmios abaixo:
a) p(x) = 6x3+ 13x% + 9x + 2
b) p(x) = 2x3 +5x% —4x —3
c) p(x) =4x3+5x%2—7x—2
d) p(x) =x3+x%2—-5x—6

Exercicio 3.4
Simplifigue as fungbes quociente indicando a condigdo para que
simplificagcéo seja possivel
x34+6x2+11x+6
a —————
x+1
b) x343x2-2x—6
x+3
2x3-5x2+3x+2
x—1
x3-3x2-10x+24
x—2

c)
d)

75
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CAPITULO 4
LIMITES DE FUNCOES POLINOMIAIS.

4.1  Nocao Intuitiva de Limite [Aula 13]
Nesta aula apresentamos uma abordagem intuitiva de limite de uma funcéo e

de limites laterais para introducéo do conceito de limite de funcdes.

x3—3x2
2x—6

Considere a funcao f(x) = , definida para todo numero real x # 3, pois

~ s . 0 .
para x = 3 obtemos a expressao indeterminada o Na tabela abaixo apresentamos

alguns valores x proximo de 3.

Observe as tabelas

x = 3" f&) x - 3" f&)
2,9 4,205 3,1 4,805
2,99 4,47005 3,01 4,53005
2,999 4,4970005 3,001 4,5030005
2,9999 4,4997000005 3,0001 4,500300005
2,99999 4,49997 3,00001 4,50003
2,999999 4,499997 3,000001 4,50003001
2,9999999 4,499999705 3,0000001 4,50000291

Nas tabelas x — 3~ significa que x se aproxima de 3 assumindo valores
menores do que 3 e x — 3% significa que x se aproxima de 3 assumindo valores

maiores do que 3.

De acordo com a tabela a medida que x se aproxima de 3, f(x) se aproxima
de g porém a quantidade de valores de x utilizados para o calculo de f(x) é muito

pequena para termos certeza disso.

Analisemos f(x).

_x*=3x* x*(x-3)
[ = =6 =2 =3

2
Se x # 3 podemos cancelar o fator x —3 e a funcdo é dada por f(x) = x?

desse modo, o gréafico de f(x) é uma pardbola com o ponto (3%) omitido.
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—3x

2
Figura 29 — Funcéo f(x) = com indeterminacdo em x = 3.

x3
2x—6

W= = - - ———

8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2

Fonte: O autor (2024)

Limite de uma funcao — Nocéao intuitiva (4.1)
Se uma funcéo é definida em todo intervalo aberto contendo um numero real

a, exceto possivelmente no proprio a, podemos perguntar:

1. A medida que x se aproxima de a (mas x # a) o valor de f(x) tende para

um valor L?

2. Podemos tornar o valor de f(x) tdo proximo de L, escolhendo um valor de

x suficientemente proximo de a (mas x # a)?

Se a resposta a estas perguntas é sim, escrevemos
limf(x) =1L
x—a

e dizemos que o limite de f(x), quando x tende para a é L, ou que f(x) se
aproxima de L quando x se aproxima de a.

f(x) » Lquando x - a
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Daqui por diante usaremos a notacédo lim f(x) =L para expressar a situacéo
xX—a

indicada no nosso exemplo.

x3—3x2 x*(x-3) __ x* 9

chl—rg 2x — 6 _x1£r512(x—3):>x—>32 2

Note que x se aproxima de 3 mas ndo é igual a 3, assim podemos efetuar o
9
cancelamento do fator comum x — 3. Deste modo, se x — 3 temos que f(x) = 7

Em nosso curso usaremos a ideia de limite para estudar algumas
caracteristicas importantes de fungfes polinomiais, como taxa de variacdo e valores

maximos e minimos de tais fungdes.

Limites Laterais — Noc¢é&o Intuitiva (4.2)
Em nosso exemplo, a maneira como aproximamos x de 3, por valores
maiores que 3, denotado na tabela por x - 3" e por valores menores que 3,

denotado na tabela por x = 37, estabelece o que chamamos de limites laterais.
lim f(x) =1L
xX—a

Podemos tornar f(x) tdo proximo de L quanto quisermos, desde que se
escolha x suficientemente proximo de a e x < a (limite a esquerda). Para esse
limite, f deve ser definida (a0 menos) no intervalo aberto (c,a) para algum nimero

real c. A notacdo x — a~ significa x tende para a pela esquerda.
lim f(x)=1L
x—-at

Podemos tornar f(x) tdo proximo de L quanto quisermos, desde que se
escolha x suficientemente proximo de a e x > a (limite a direita). Para esse limite,
f deve ser definida (a0 menos) no intervalo aberto (a,c) para algum numero real c.

A notacdo x — a* significa x tende para a pela direita.

Teorema (4.3)
limf(x) =L lim f(x) =L = lim f(x)

O limf(x) =L existe se, e somente se, os limites laterais a direita e a
xXx—a

esquerda existem e sdo iguais a L.
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EXEMPLO 1
Se f(x) = X2 determine li
eflx)= 77— determine lim, g f(x).

SOLUCAO
ox=9  [(Vx=3)Vx+3)] _ _
}Cl_rgm—}cl_rg 3 —}Cl_rg(\/}+3)—\/§+3—3

4.2 Defini¢éo de Limite de uma Funcgéo [Aula 14]

Definicao (4.4)
Seja uma funcdo f definida em um intervalo aberto contendo um ponto a,

exceto possivelmente no proprio a e seja um namero real L. A afirmacao
limf(x) =1L
x—a
Significa que, para todo ¢ > 0 existe um § > 0 tal que
Se0<|x—al<dentdo |f(x)—L|<e

Uma Definicdo Equivalente (4.5)
limf(x) =1L
x—a

Significa que, para todo ¢ > 0 existe um § > 0 tal que se x esta no intervalo

aberto (a — §,a+ &) e x # a entdo f(x) estad no intervalo (L —¢,L + €).

Podemos usar as definicdes acima para mostrar que lim f(x) = L, para
xX—a

isso devemos ter em mente a ordem em que usamos 0S nameros ¢ e §.

Passo 1 Considere ¢ > 0 arbitrario
Passo 2 Mostrar que existe um & > 0 tal que se x € (a — §,a + 6) entdo

f(x)e (L —¢L+e¢)
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EXEMPLO 1
Use a definicdo para mostrar que lim,_4(3x —5) = 7.
SOLUCAO
De acordo com os dadostemos a =4, f(x) =3x—-5elL =7
If(x)—Ll<e =|Bx—-5-7<e¢

= |3x—12| < ¢

=>3lx—4|<¢

=[x —4] < % podemos escolher § = %

Assim,

&

Sex—4|<$é = tomando & = ;

lx — 4] < =
ﬁ p— —
x 3

= [3x —12| < ¢
=>|Bx—=5)-7l<e=>|f(x)-7|<e.

Técnicas para determinacéo de limites

Usar as definicbes anteriores para verificar cada limite seria extremamente

trabalhoso, vamos apresentar alguns teoremas que permitam simplificar problemas

gue envolvam limites.

Teorema (4.6)

Considere as seguintes fungdes
I) Funcéo constante: f(x) = ¢

II) Funcdo linear: g(x) = x

No caso |, |f(x) —c| = |c — c| = 0 para todo x e como 0 € menor que qualquer
€ > 0 decorre da definicdao que f(x) tem limite ¢ quando x tende para a.
Assim,

lim f(x) = limc =c¢
x—a xXx—a

O limite de uma funcg&o constante é a propria constante.



81

No caso I, quando x tende para a, g(x) tende para a.

lim g(x) = limx = a
x—a xXx—a

Teorema (4.7)

No que segue, suponha que os limites lim f(x) e lim g(x) Existem, entéo
xX—a xX—a

) limye o [f () + g(0)] = limyq f(x) + lim,,, g(x)

1) lim,_, [f(X) ' g(X)] = lim,_, f(x) - lim,_4 g(x)

. f(x) _ lim x—a f(x)
III) llmx—>a [g(x) - lim x4 g(x)

desde que lim,_,, g(x) # 0

V) lim, 4 [c - g(x)] = ¢ lim,, g(x)
V) limx—)a [f(X) - g(X)] = lirnx—)a f(x) - lirnx—)a g(x)

) O limite da soma é a soma dos limites.

II) O limite do produto é o produto dos limites.

llI) O limite do quociente € o quociente dos limites, desde que o limite do
denominador seja diferente de zero.

IV) O limite de uma constante vezes uma funcao é a constante vezes o limite
da funcéo.

V) O limite da diferenca € a diferencga dos limites.

As provas dos itens do Teorema se encontram no ANEXO A.

Teorema (4.8)
Se m, b e a sdo nuUmeros reais, entao
lim(mx +b) =ma+b

x—a

PROVA
Pelo Teorema 4.6 temos

limx =a e limb=5»
x—a xX—a
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Em vista dos itens | e IV do Teorema 4.7

lim(mx + b) = lim(mx) + lim b

xX—a x—a x—a
=m (chl_r)r; x) +b
=ma-+b

EXEMPLO 2
) 4
Detemine lim x+13
x-5 7x + 4

SOLUCAO
Pelo Teorema 4.7 sabemos que os limites do numerador e denominador

existem. E ainda, o limite do denominador é diferente de zero. Logo, pelos Teoremas
4.7 e 4.8.

Lo Ax+13 At 45 +13 33 11
£$7x+4"n%7x+4"76y+4_39_13
X

EXEMPLO 3

L5 _ 5
Prove que limx” =a
x—a

SOLUCAO
Como lim,_,, x =a

limx® =lim(x-x-x x-x)
xX—a x—a

= (timx) - (1im x) - (im x) - (1im x) - (1im )

=a-a-a-a-a=a’
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Teorema (4.9)
Se n é um inteiro positivo, entdo
) lim,,, x" =a®

”) lim, [f(x)]n = [limx—>a f(x)]n

Para o item | basta escrever x™ como produto de n fatores iguais a x e tomar
o limite de cada fator. O item Il pode ser provado de maneira anéloga apelando para
o Teorema 4.7 (Il).

EXEMPLO 4
Determine li£r21(2x +3)*

SOLUCAO

Aplicando os Teoremas 4.9 (ll) e 4.8, temos
: 4 4
chllrzl(Zx +3)* _ [}312(29‘ n 3)]

= [2(2) +3]*

= 7% = 2401

Teorema (4.10)

Se f € uma funcéo polinomial e a € nimero real, entdo

lim £(x) = f(@)

PROVA

Como f é uma funcgéo polinomial
f(x) = byx™ + by_1x" 1+ -+ byx + by
Aplicando os Teoremas 4.6(1), 4.7 ()(1V) e 4.9(1)

lim f(x) = lim(b,x™) + lim(b,_;x" 1) + - + lim (b, x) + lim(by)
x—a x—a x—a x—a xX—a
= b, lim(x™) + b,_{lim(x™™') + --- + by lim (x) + b,
X—a xX—a x—a

=b,a" +b,_1a" 4+ -+ bja+ by = f(a)
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Existem ainda outras situacdes e outros limites a serem determinados que
estédo fora do escopo de nosso estudo e que nao serdo abordados aqui. Para o que

segue temos o necessario para avancar em nossos estudos.

4.3 Funcg@es Continuas [Aula 15]

No dia a dia entendemos algumas grandezas como continuas, como a
variacdo do volume de agua em um tanque, variacdo de temperatura em um
ambiente. O deslocamento de uma bola ao ser chutada em tiro de meta, a bola
percorre cada ponto de sua trajetoria, tal trajetéria pode ser descrita como uma linha

ininterrupta.

Usaremos a expressdo funcdo continua em um sentido semelhante.
Intuitivamente, consideraremos continua uma funcdo cujo grafico ndo tem

interrupcoes.

Definicao (4.11)
Uma funcdo f é continua em um numero ¢, se satisfaz as seguintes

condicoes:

1) f(c) é definida

I1) lim f(x) existe

I lim f(x) = f(c)

Ao utilizar essa definicdo para mostrar se f é continua em c, basta verificar a

terceira condicao, pois se lim f(x) = f(c) entdo, f(c) deve ser definidae lim f(x)
X—C X—C

existe.

Basta que uma das trés condi¢des da definicdo (4.11) n&o seja satisfeita para

dizermos que f é descontinua em c, ou que f tem uma descontinuidade em c.

Certos tipos de descontinuidades tém nomes especiais.



Figura 30 — Descontinuidade removivel.

W - mmmm—— -

Fonte: O autor (2024).

Figura 31 — Descontinuidade do Tipo Salto.

o0 =1

x—4,x=2
. 1 -

N #-—=—===
&

Fonte: O autor (2024)

Figura 32 — Descontinuidade Infinita

Assintotay = 1

Assiintota x = 1

Fonte: O autor (2024)
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A descontinuidade removivel € chamada assim pois pode-se remové-la
definindo convenientemente o valor de f(c). A descontinuidade do tipo salto recebe
esse nome devido a aparéncia do grafico. Se f(x) tende para c ou —oo quando

x tende para c dizemos que f tem descontinuidade infinita em c.

Teorema (4.12)

I) Uma funcgéo polinomial f € continua para todo namero real c.

) Uma funcdo racional g =§ € continua em todo numero exceto nos

nameros c, tais que g(c) = 0.

Demonstracao
) Se f & uma fungéo polinomial e ¢ € numero real, pelo Teorema (4.10)

lim,_. f(x) = f(c), Logo f é continua em todo c real.

1)) Se g(c) # 0 entdo c estda no dominio de q. Os teoremas (4.7)(lll) e (4.8)

nos dao

feo ImfG) £y

X—C

limq(x) = lim q(c)
X—C

oeg(x)  limg(x)  g(e)
Logo, g € continua em todo seu dominio.

EXEMPLO 1

Se f(x) = |x| mostre que f é continua em todo numero real c.

SOLUCAO

Note que f(x) =x,sex >0e f(x) = —x se x < 0 em ambos 0s casos temos

polinbmios e pelo teorema (4.12)(I) f € continua para x # 0. Devemos avaliar a

continuidade de f em zero.

lim, o+ |x| = lim, o+ x = 0 e lim,_o-|x| = lim,_o-(—x) = 0
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Como os limites laterais existem e sdo iguais temos do Teorema (4.3)
lim|x| = 0 = |0] = £(0)
x—0

f é continua em 0, logo f é continua em todo c real.

EXEMPLO 2

Explique por que f ndo é continua em a.

= = —2
f& x+2 ¢
SOLUCAO
Como f(-2) = %ﬂ = % , logo f ndo esta definida para x = — 2, entdo f nao é

continua em a.

EXEMPLO 3

Classifique as descontinuidades de f como removiveis, tipo salto, ou infinitas.

_(x® , sex<1
a) f() = 3—x,sex>1

|x + 3|, sex = -2

b) f(x) = 2 sex =—2
-1, 1
) f(x)=|1x |z§§=1

d f(x) =%,sex * 1.

SOLUCAO
a) Como lir?_f(x) =1+2= lir111+f(x) f(x) é descontinuaem x = 1.
x— X—
Analisando a regra de associacdo de f(x) temos que se x € (—oo, 1] entdo
f(x) € (—oo,1] e se x € (1, ) temos f(x) € (—x, 2).
Desta forma o conjunto imagem de f(x) € R — (1,2], esta lacuna na imagem

de f(x) caracteriza uma descontinuidade do tipo salto.

b) A descontinuidade de f(x) € removivel, pois retirando a condicéo
f(—2) = 2, teremos uma funcédo g(x) = |x + 3| tal que
ling(x) =|-2+3|=1=g(-2),
xX——

estabelecendo g(x) como fungéo continua.
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c) A descontinuidade de f(x) é removivel, pois retirando a condi¢ao
f(1) =1, teremos uma funcdo g(x) = |x — 1| tal que
lim g(x) = [1—-1] = 0= g(1),
xX—

estabelecendo g(x) como fungéo continua.

1241 2 . . . x24+1 . ~ .
d) Como f(1) = T =, héo existe e lquf(x) = também nado existe a
_ ot _

descontinuidade de f(x) é infinita.

EXEMPLO 4
x%—9

. determine as descontinuidades de f.
x3 +3x%2 — 10x

Se f(x)=

SOLUCAO
Como f é uma funcdo racional, segue do Teorema (4.12) que suas Unicas

descontinuidades ocorrem com os zeros do denominador x3 + 3x2 — 10x.
Da fatoracdo do mesmo obtemos,

x3 +3x%2 —10x = x(x? + 3x — 10)
=x(x+5)(x—2)

Igualando a zero cada fator, obtemos que as descontinuidades séo 0, -5 e 2.

4.4 Retas Tangentes e Taxas de Variacao [Aula 16]

Definigdo (4.14)
Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto contendo a.

[) A taxa média de variagdo de y = f(x) em relacdo a x no intervalo [a,a + h] €

_fla+h)-f(a)
me h
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II) A taxa instantédnea de variagdo de y = f(x) emrelacdoax ema é

fla+h) —f(a)
h

T, = lim
h—-0

Desde que o limite exista.

A interpretacdo geométrica da taxa meédia de variac@o é o coeficiente angular

da reta r secante ao grafico de f nos pontos P = (a,f(a)) e Q = (a + h, f(a + h)).

Figura 33 — Reta r secante a f

i

S S T
+ o —————

i

Fonte: O autor (2024)

|

Podemos tomar pontos Q do grafico de f, cada vez mais proximos de P, de tal
forma que a reta r, secante a f nos pontos P e Q, figue cada vez mais proxima da

reta t tangente a f e que contém o Ponto P.
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Figura 34 — Aproximacéo da reta t tangente a f por uma reta r secante a f.

]

I

]

1

|

1

o

a + h T
| h |

Fonte: O autor (2024).

Quando h - 0 temos que f(a+ h) - f(a) assim o ponto Q = (a,f(a + h))
fica cada vez mais proximo de P = (a,f(a)) e a reta secante r = reta(PQ) fica cada

vez mais proxima da tangente. Assim o limite

" i @D~/ (@
h—-0 h

E o coeficiente angular de t, a reta tangente a f que contém o ponto P.

Este limite € a base de um dos conceitos fundamentais do célculo, a
derivada. Por ora, devido ao carater introdutério desse texto, continuaremos a usar

o termo “taxa instantanea de variacdo de f(x)“ para indicar tal limite.
Usando a relacao ponto-coeficiente angular podemos obter a equacéo de t.
Para um ponto P = (x,,y,), temos que a equacgdo da reta tangente a f que

passa pelo o ponto P € dada por y —y, = m(x —xy). Usaremos em nosso estudo

m=T,
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EXEMPLO 1
Seja f(x) = x* e seja a um nimero real arbitrario
a) Determine o coeficiente angular da tangente grafico de f em P = (a, a?).

b) Determine a equacédo da tangente em R = (—2,4).

SOLUCAO
a) Aplicando a Definicédo (4.14) temos que

. fla+h)—f(a)
To = }im h

(a + h)? —a?
h=0 h
a® + 2ah + h? — a?

= }ll_r)r(l)(Za + h) = 2a

b) Coeficiente angular da tangente no ponto R = (—2,4) € um caso particular

emquea=-—2,istoém=y_, =2(-2) = —4.

y-t=—t G+ == A4

Corolario (4.15)
A taxa de variacdo de uma funcao constante é zero.

Se f(x) =c, para todo x no dominio respectivo, ou seja, f € uma funcéo

constante, entdo pela definicdo (4.14)

A taxa média de variacdo de y = f(x) em relacdo a x no intervalo [a,a + h] €

:f(a+h)—f(a):c—c

m h P



92

A taxa instantédnea de variagdo de y = f(x) emrelacdoax ema é

fla+h)—f(@ = c—c
T, = lim = lim =
h-0 h h-0 h

Teorema (4.16) Taxa de Variagdo instantanea e a continuidade
Seja f uma fungéo definida em um intervalo aberto (a, b). Se para c € (a,b)

y fle+h)—f()
1m

existe, entdo f é continua em c.
h—-0 h

DEMONSTRACAO

Temos que para h diferente de zero

fetm-f©

fle+h) - f(e) = ——

Aplicando limite quando h = 0

. : _ o fle+h)=fl)
A A S
Como }limf(c+h})l—f(c) existe e imh =0 temos
-0
. o fleth=fl -
}ll_r)r(l)f(c+h)—f(c)—}ll_r)% A 0=0

Assim, }llig(l)f(c + h) = f(c)

Portanto, f € continua em c.
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Taxas de Variacéo e Valores maximos e minimos de func¢des polinomiais.
Observe o gréafico da funcdo f(x) = x3 — 3x2 + 2

Figura 35 — Retas tangentes ao gréafico de f(x) = x3 — 3x% + 2

tp

o ¢

Fonte: O autor (2024)

Na figura 35 destacamos 3 pontos de interesse com as respectivas tangentes
ao grafico de f. No intervalo [a.b] 0s ponto A e B sdo valores maximo e minimo
locais de f, pois ha valores maiores que y, e menores que yz no dominio de f fora
do intervalo [a.b]. Nestes dois pontos a tangente fica horizontal, consequentemente
os coeficientes angulares de t, e tz séo iguais a zero. Ja a tangente t. possui

inclinacéo diferente de zero e ndo é um méximo ou minimo local.

Definicao (4.17)
Seja ¢ um numero real no dominio de uma fungéo f.
1) f(c) € maximo local de f, se existe um intervalo aberto (a, b) contendo c,

tal que f(x) < f(c) paratodo x € (a,b), com x # c.

I) f(c) € minimo local de f, se existe um intervalo aberto (a, b) contendo c,

tal que f(x) > f(c) paratodo x € (a,b), com x # c.

Os valores de maximo e minimo locais de f podem ser chamados de

extremos locais de f.
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Um teorema importante por nos fornecer as condi¢gdes nas quais uma certa
funcdo assume seus valores extremos é o Teorema de Weierstrass cuja
demonstracdo vai além do escopo desse trabalho mas pode ser encontrada em
(GUIDORIOZZI, 2013, pag 513).

Teorema de Weierstrass (4.18)

Seja f:[a, b] = R uma funcdo continua definida no intervalo [a, b], fechado e
limitado da reta. Entdo, existem nameros c e d, contidos em [a, b], tais que, para todo
x € [a, b],

f(©) <flx) <f(d)

Ou seja, a funcdo assume valores extremos.

Teorema (4.19)
Se uma fungdo f tem um extremo local em um ndmero ¢ em um intervalo
aberto entdo, o coeficiente angular da reta tangente a f em c € zero ou tal

coeficiente ndo existe.

T, = lim fleth) = /() =0 ou T,=lim fleth) =0 néo existe
h—0 h h—0 h
Corolério (4.20)
: . fle+h)—f(o) « X
SeT, existee T, = }ll_r)% o # 0 entdo f(c) ndo é extremo local de f.

Teorema (4.21)
Se uma funcdo f é continua em um intervalo fechado [a,b] e assumi seu

mMAaximo ou seu minimo em um ponto ¢ do intervalo (a, b), entdo

P i E TS ©
h—0 h

nao existe

fle+h) =f(©)
h

=0 ou T, =lim
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Definicédo (4.22)
Um numero ¢ no dominio de uma fung¢édo f € um namero critico de f, se

fle+h) —f()
h

nao existe

fle+h) —f()
h

Tcz}lirr(l) =0 ou Tcz}lim

-0

Diretrizes para determinar os extremos de uma funcédo continua f em [a,b]

(4.23)

) Determinar todos os numeros criticos de f em (a, b).

)  Calcular T, = lim,,_, w para cada numero critico ¢ obtido em |I.

[lI)  Calcular os valores extremos f(a) e f(b).

IV)  Os valores maximo e minimo de f em [a, b] sdo 0 maior e menor valores da

fungéo calculados segundo Il e 11l

Teorema (4.24)

gla+h)—g(a)
h

fla+h)=f(a) _

— =

f(a+h)—f(a)]

=C" [limh_,o 3

) Seg(x)=c-f(x)entdo lim,_,

I) Se f(x) =x" en € N entdo lim,,_, na™1.

1) Se k(x) = f(x) + g(x), entdo

5 k(a+h)—k(a) . fla+h)—f(a) . gla+h)—q(a)
m = lim A +

lim
h—-0 h h—-0 h—-0 h

IV)  Se f(x) = b,x™ + b,_1x"" ! + -+ byx? + byx + by comn € N, entdo
. fla+h)—f(a)
lim =

h—-0 h

nb,a® '+ (n—1)b,_1a" % + -+ 2bya + b,

O item IV indica que podemos aplicar o Item Il a cada um dos termos de uma

funcéo polinomial tratando a mesma como uma soma de poténcias de x.

As demonstrac¢des dos itens do Teorema acima se encontram no ANEXO A.
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EXEMPLO 2

A figura abaixo apresenta uma folha de papeldo com 40 cm x 50 cm, nesta
folha faremos, em cada canto, um recorte quadrado de lado x, de modo a construir
um sélido retangular de altura x. Determine o valor de x para que o volume desse

sélido seja maximo.

T T
i I !

I 1
e s o i g
I I
I I
1 1
I I
1 1
I I

; : 40cm
1 1

I I

1 1

I I

| 1

I I

e o o e o e

I I

I !

50cm
SOLUCAO

O volume do soélido pode ser calculado da seguinte forma

V(x) =x- (50 —2x) - (40 — 2x) = V(x) = 4- (x> — 45x% + 500x)

Como V é funcéo polinomial e como tal é definida em todo ponto ¢ do seu
dominio, pelo teorema 4.16 temos que V é funcdo continua. De acordo com as
limitacdes do problema temos que os valores possiveis para x variam entre 0 e 20,

ou seja, o dominio de V é o intervalo [0,20].

Pelo Teorema de Weierstrass, como V é uma funcdo continua, definida no
intervalo fechado e limitado [0,20], existem numeros ¢ e d contidos em [0,20] tais
que para todo x € [0,20]

V(ic) <V(x) <V(d)

Ou seja, V(x) assume valores extremos

Vamos determinar os valores extemos de V(x) aplicando as diretrizes (4.23),

com isso obteremos candidatos a valores de maximo e de minimo de V (x).
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Pontos Criticos de V

Aplicando

V(x+h) —V(x)
sy h

4[(x + h)3 — 45(x + h)? + 500(x + h)] — 4(x3 — 45x2 + 500x)
m
h-0 h

= 4(3x% — 90x + 500) (o limite existe para todo c € [0,20])

Fazendo 3x% — 90x + 500 = 0
Tal equacao tem raizes {7,36; 22,64}

Como x € [0,20] = x = 7,36 pode gerar volume maximo.

Devemos ainda calcular V(0) e VV(20)

V(20) = 4- (203 — 45202+ 500-20) = 0
V(0)=4-(03—45-02+500-0)=0

V(7,36) = 4- (7,363 — 45 7,36% + 500 - 7,36) = 6,564,23 cm?

Resposta: x deve ser igual a 7,36 cm para que o volume seja maximo.

EXEMPLO 3
Se f(x) =x3—12x, determine os valores maximos e minimos de f no

intervalo fechado [—3,5].

SOLUCAO
Usaremos as diretrizes (4.22) e o Teorema (4.23)(1V)

lim f(c+h)—f(c) =3c?— 12 (o limite existe para todo ¢ € (—3,5)
h—0 h

I1) Vamos determinar os valores c tais que 3c> — 12 =0 = c € {—2,2}
) £(=3) = (=3)% - 12(=3) = 9, f(5) = (5)* — 12(5) = 65,
f(=2) = (=2)* —12(-2) = 16, f(2) = (2)* - 12(2) = 16
IV) O valor méximo de f € f(2) = —16 e o valor minimo de f é f(5) = 65.
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4.5

Exercicios Propostos
Exercicio 4.1

a) Se f(x) =3x — 1 determine lim f(x)

b) Se f(x) = (x? + 2) determine lim f(x)

c) Sef(x)= ’;2%24 determine 1im f(x)

d) Sef(x)= 26248 Jetermine lim f(x)

x—2

Exercicio 4.2

a) Use a Definicdo 4.4 e mostre que
b) Use a Definicdo 4.4 e mostre que

c) Use a Definicdo 4.4 e mostre que

d) Use a Definicdo 4.4 e mostre que

Exercicio 4.3

lim(2x — 6) = 2
x—4

lim 5x = 15

x—3

lim (10 — 9x) = 64
x——6

_ 1
lim(3 —5x) =0

Usando o teorema (4.7) determine o limite, quando existe.

d) x—->—3 1 1

Exercicio 4.4

Classifique as descontinuidades de f como removiveis, tipo salto, ou infinitas.

_(x?—4, sex<?2

3) f(x)_{4—x,sex22
_(x ,sex <1

b) f(x)_{Z—x,sex>1
x+ 5|, sex -2

¢) f(x)={|2 | sex =2
x—4| sex +4

d) f(x)={éll Isex=4
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Exercicio 4.5

Explique por que f ndo é continua em a.

a) f(x)=— a=—4

b) f(x)=— a=1

C) f(x)={ic—3’sex¢3 a=3
4 ,sex =

Q) fo={y XT3 a=3

Exercicio 4.6

Mostre que se a posi¢cdo de uma particula no plano € dada por

2

at
S(t) =T+vot+50

Entdo a chamada velocidade instantanea dessa particula é dada por

V=V0+at

Exercicio 4.7
O lucro de uma empresa € dado pela expresséo
L(x) = —100x2 + 3000x + 4000

Determine a taxa da variacéo do lucro quando x = 10 e o valor de x para que

o lucro seja maximo.

Exercicio 4.8
Com base questéo 1 resolva o seguinte problema

A trajet6ria de um corpo é representada pela funcéo
2

AG) = e +
= Tosr T3

Onde A é altura em metros e x o deslocamento horizontal.

Determine a altura maxima e o valor da velocidade para x = 50.
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CAPITULO 5
CONSIDERAGCOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

A motivacado dessa proposta nasce da observacao das muitas dificuldades de
meus alunos devido as lacunas em sua formacdo. O pouco dominio das
propriedades algébricas dos polinbmios, em particular, trinbmios de 2° grau
associados a produtos notaveis, representam um sério obstaculo ao
desenvolvimento de um aprendizado significativo e bem estruturado de funcoes,

suas caracteristicas e propriedades.

Numa perspectiva mais ampla, tais dificuldades geram inseguranca, a medida
gque vao se somando e produzindo mais entraves ao processo de estudo,
entendimento, aplicacdo e analise de resultados na resolucdo de problemas
matematicos. O desafio de todo professor € pensar, em estratégias que vao além da
argumentacdo, que sejam mais do que apenas entrega de conteudo. Penso no
trabalho de professor como quem conta uma histéria ou escreve um livro e nas

palavras de Freire (1981, p.8):

Toda bibliografia deve refletir uma intencao fundamental de quem a elabora:
a de atender ou a de despertar 0 desejo de aprofundar conhecimentos
naqueles ou naquelas a quem € proposta. Se falta, nos que a recebem, o
animo de usa-la, ou se a bibliografia, em si mesma, ndo é capaz de desafia-
los, se frustra, entdo, a intencdo fundamental referida.

A bibliografia se torna um papel indtil, [...]

Dessa forma, buscar préaticas alternativas que estimulem e despertem o
desejo pelo aprofundamento de conhecimentos nos estudantes é o grande desafio
de nossa atividade. Nesse trabalho apresento o uso de material concreto como
ferramenta ladica para o resgate e aprofundamento de conceitos matematicos, e

ainda, um resgate da autoestima, da confianca e do desejo por conhecimento.

Para os alunos de Ensino médio, a sequéncia possibilita uma maneira simples
baseada no entendimento de propriedades do binbmio e ndo, no uso de férmulas
para apresentar o desenvolvimento de produtos notaveis e posteriormente no estudo

de fungbes quadraticas. Para os alunos de graduagdo além das possibilidades
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apresentadas para alunos do ensino médio, fornece ferramentas esséncias para o

estudo de Calculo.

Nos 4 capitulos anteriores apresentamos a organizacdo de minhas praticas
ao longo dos ultimos anos atuando como professor na rede federal, neste periodo
trabalhei os capitulos 1 e 2 de forma experimental e pontual em turmas da 12 série
do ensino médio, em turmas de graduacédo apliquei esta sequéncia o ano passado.
Em ambos os casos os resultados foram satisfatorios, mas sem um registro

sistematico dos resultados.

Para o ano de 2024 pretendo aplicar esta sequéncia fazendo uso do material
concreto (APENDICES C e D) desenvolvido em parceria com o grupo LABMAKER
do Ifes campus de Alegre. A partir deste ano, a coleta de dados e organizagédo dos
resultados fardo parte de um projeto de ensino sobre a eficicia da aplicacao dessa
sequéncia nas séries iniciais do Ensino Médio e em Fundamentos da Matematica do
Curso de Agronomia do Ifes campus de Alegre. Os aspectos a serem considerados
na pesquisa serao o aprendizado dos temas elencados no tempo proposto por esse
texto.

A busca por técnicas e métodos que melhorem a qualidade de nossa aula
deve ser uma meta constante em nossa atividade, apesar de acreditar na eficacia do
processo aqui proposto, estamos abertos a toda critica que possa contribuir para o
aperfeicoamento deste texto. Espero de alguma forma, ter contribuido, por meio das
ideias aqui postas, para uma pratica mais atrativa e interessante de se estudar

funcoes.
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

CAPITULO 1

Exercicio 1.1

a) x2—8x+16 = (x — 4)?
b) x%+12x + 36 = (x + 6)?
C) x®+14x +49 = (x + 7)*
d) x? —10x + 25 = (x — 5)?

Exercicio 1.2
a) x2=8x+20=0 =>(x—-4)?2+4=0
5\ 91
x2—5x+29=0 =>( __) 220
b) X > +4

3 32 9 16
) 2x*-3x-2=0 :>2(x2—§x—1>:0:>zl<x——) ————]=0

4 16 16
) ( 3)2 25 0
—1 —_— —_ | =
*73) " 16

d) 3x2—11x—4=0 =>3( 11)2 1691 _ ¢
x XTE= X% 36 |~

Exercicio 1.3
a) x*2—-10x+21=0=>x—-7N)(x—-3)=0

b) x> +4x+3=0=>(x+Dx+3)=0
c) x2—6x+5=0=2(x-5x-1)=0

2 2
d) x2—7x+10=0 =>2(x—z> _9+ﬂ=0:2<x_2) _2=0
2 4 4 2 4

- Fee-3-3)-o

:>2<x—%)<x—12—0>=2(x—2)(x—5)

Exercicio 1.4
a) x2—8x+12=0 = S = {2,6}

b) x2+6x+8=0=>8={-2-4}
c) x2=5x+6=0=>S=1{23}
d x*-10x+16=0 =5 =1{2,8}
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CAPITULO 2
Exercicio 2.1
a) f(x) =x?>—4x+3

SOLUCAO

Obtemos o0s zeros resolvendo a equagdo x? —4x + 3 =0. Completando
quadrado obtemos a forma canénica da fungdo (x —2)? — 1 = 0. Por comparacéo,
esta forma nos da as coordenadas do vertice V = (2,—1). Podemos interpretar a
igualdade (x — 2)? — 1 = 0 como diferenca de dois quadrados,

Assim
x=-24+Dx-2-1D)=0=>(x-1Dxx-3)=0

Segue dessa Ultima igualdade que x = 1 ou x = 3 para zerar o produto.
Portanto,
S =1{13}

Para terminar, lembre-se que f(x) tem concavidade para cima (a = 1 > 0),
portanto o veértice é o ponto mais baixo do seu gréfico logo o y, é o menor valor da
imagem.

Im(f) ={y eRly = -1}

Zeros Coordenadas do Vértice Conjunto Imagem
s={13} V=(2-1 Im(f) ={y eR|ly = -1}

b) f(x) =x?—8x+12
Zeros Coordenadas do Vértice Conjunto Imagem
S={26} V=04-4 Im(f) ={y e Rly = —4}

c) f(x)=—-x*+6x—8
Zeros Coordenadas do Vértice Conjunto Imagem
s={24 V=31 Im(f) ={y eRly <1}

d) f(x)=-x%+10x—16
Zeros Coordenadas do Vértice Conjunto Imagem
s={28} V=(59) Im(f) ={y eRly <9}
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Exercicio 2.2

a) De acordo com gréfico, temos x; =2 e x, = 6 e ainda o ponto C = (0,24).
Aplicando a forma fatorada (2.3) temos y = a(x — 2)(x — 6). Para determinar
a vamos aplicar as coordenadas de C na funcéo: 24 =a(0—2)(0—6) = a =
2. Agora, podemos escrever f(x) na forma geral.

f(x)=2(x—-2)(x—6) = f(x) =2(x*> —8x + 12)
o f(x) = 2x% — 16x + 24

b) f(x)=—x?>+6x—8

c) De acordo com grafico, temos V = (3,1) e ainda o ponto C = (0,10). Aplicando
a forma canodnica (2.4) temos y = a(x — 3)? + 1. Para determinar a vamos
aplicar as coordenadas de C na fungdo: 10 = a(0 —3)> + 1= a = 1. Agora,
podemos escrever f(x) na forma geral.

f)=1(x-32+1=>f(x)=(@x*—6x+9)+1
S f(x)=x*—6x+10

d) f(x)=—-x%+4x-3

Exercicio 2.3
Queremos determinar t de modo que p(t) seja maximo queremos determinar
o t do vértice. Usando a expressdo das Coordenadas do Vértice (2.1) para

p(t) = —t? + 10t + 24 temos t, = —— = 5, ou seja, 0 Mé&s com o maior nimero de

2.(-1)
infectados é 0 5° més. A sugestao aceita € a proposta lll.

Exercicio 2.4
Temos que V(x) = K2(R? — x?) = —K?x? + K?R? é uma func&o quadréatica de valor

maximo, o que o problema pede é o valor de x para V(x) maximo. Usando a expressao

0

das Coordenadas do Vértice (2.1) para V(x) = —K?x? + K?R? temos x, = Yok 0.A

velocidade é maxima quando x = 0. (Solucéo Alternativa: Basta notar que x? € um
valor a ser subtraido de R%, como x? > 0, temos que V é maximo quando x = 0).

Exercicio 2.5
Queremos determinar o preco x que produz o maior lucro, queremos 0 xy.
Usando a expressdo das Coordenadas do Vértice (2.1) para L(x) = —x? + 14x — 45

%= 7, OuU seja, o preco que produz o maior lucro € R$ 7,00. A

empresa deve investir na producao da barra IV.

temos xy =
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Exercicio 2.6

Temos a associacao de 4 grandezas: Numero de marmitex vendidos, Preco
unitario, Desconto e Arrecadacdo. Usaremos uma tabela para avaliar como estas
grandezas se relacionam.

Desconto Preco unitario Marmitex vendidos Arrecadacéo.
0 15 210 15-210
1 15-1 2104+30-1 (15-1)(210+30-1)
2 15-2 210+ 30-2 (15 -2)(210+30-2)
3 15-3 210+30-3 (15-3)(210+30-3)
X 15 — x 210+ 30-x (15 —x)(210 + 30 - x)

Temos que a arrecadacdo € uma funcdo quadratica de valor maximo (—30) é
o coeficiente de x? na forma geral da funcdo A(x) = (15 — x)(210 + 30 - x). Para fins
de célculo vamos usar a forma fatorada (2.3) da funcéo A(x).

A(x) =30-(15 - x)(7 + x)

Note que os zeros da funcéo sdo x; = 15 e x, = —7. Usando a relacéo (2.5)
para o x, temos

X1+ Xy 15-7
Xy = > = > =

O valor do desconto deve ser de R$4,00. E a arrecadacdo maxima ocorre
quando x = 4, assim,

A(4) =30-(15—4)(7+4) =30-11-11 = 3630

A arrecadacdo maxima é de R$ 3630,00.
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CAPITULO 3
Exercicio 3.1
Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini em todos os itens.
a) p(x) =x>—6x+15ed(x) =x—3
\ 1 -6 \ 15 Temos q(x) =x—3er==6
3 | 1 -3 | 6

b) p(x)=x3—-5x>+6x+2ed(x)=x—2
1 -5 6 2 Temos q(x) = x> —3xer =2
2 1 -3 0 2

c) p(x) =x3—4x+10ed(x) =x—2
1 0 —4 10 Temosq(x) =x*+2xer =10
2 1 2 0 10

d) p(x) =x>—-8x+13ed(x)=x—4
| 1 -8 | 13 Temosq(x) =x—4er=-3
4 | 1 -4 | -3

Exercicio 3.2
Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini em os todos os itens.
a) p(x) =4x?—-13x+3ed(x)=x-3
| 4 -13 | 3 Temos q(x) = 4x — 1
3 | 4 -1 | 0

b) p(x) =2x3 —5x*+6x—8ed(x) =x—2
2 -5 6 -8 Temosq(x) =2x*>—x+4
2 2 -1 4 0

c) p(x) =5x3—-7x—-26ed(x) =x—2
5 0 —7 | —26 Temos q(x) = 5x% + 10x + 26
2 5 10 13 0

d) p(x) =3x?—-4x—32ed(x) =x—4
| 3 —4 | -32 Temos q(x) = 3x + 8
4 | 3 8 | 0
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Exercicio 3.3

a) p(x) = 6x3+ 13x% +9x + 2

Como todos os coeficientes de p(x) s&o positivos sua raiz deve ser negativa.
Veja que p(—1) = 6(—1)3 + 13(=1)2+9(—1) + 2 = 0 = (x + 1) divide p(x).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini.
e 13 9 | 2  Temosq(x) =6x%+ 7x 42
-1| 6 7 2 | 0

Como q(—1) =1 e q(—2) = 12, g ndo possui raizes inteiras. Se g possui uma
raiz racional da forma %com mdc(a,b) =1 entdoa € {+1,+2} e b € {2,3,6}.
. 1 1\2 1 N .
Veja que g (—5) = 6(—5) + 7(—5) +2=0> (x +E) divide q(x).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini novamente.

| 6 7 | 2 Temos q,(x) = 6x + 4 = 2(3x + 2)
1

__‘ 6 4 ‘ 0

2

Assim,

p() = G+ D) (x+ %) 2(3x +2) = [pG0) = (x + D2x + DB + 2)]

b) p(x) = 2x3 +5x% —4x —3
Veja que p(1) = 2(1)3 +5(1)2 —4(1) —3 =0 = (x — 1) divide p(x).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini.
| 2 5 —4 | -3  Temos q(x) = 2x% + 7x + 3
1| 2 7 3 | o0

Como q(1) =12,q(—1) = -2,q(—3) = 0 = (x + 3) divide g(x).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini novamente.
| 2 7 | 3 Temos q,(x) = 2x + 1
-3 2 1 | o

p(x) = (x — Dgx) = [p(r) = (x — D(x +3)(2x + 1))
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c) p(x) =4x3 +5x% —7x -2
Vejaque p(1) = 4(1)3+5(1)2 —7(1) — 2 = 0 = (x — 1) divide p(x).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini.
| 4 5 -7 | -2 Temosq(x) = 4x* + 9x + 2
1| 4 9 2 | 0

Como q(1) =15, q(—1) = -3, q(—2) = 0 = (x + 2) divide g(x).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini novamente.
| 4 9 | 2 Temos q,(x) = 4x + 1
2] 4 1 | o

p(x) = (x — 1)q(x) = [p(x) = (x — D(x + 2)(4x + 1)

d) p(x) =x3+x%2—-5x—6
Se p(x) possui uma raiz inteira a entdo a € {+1,+2,43,+6}. Veja que
p(—=1) =-1,p() = -9, p(—2) = 0 = (x + 2) divide p(x).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini
| 1 1 —5 | -6 Temosq(x) = x?—x—3
2| 1 —1 -3 | o

Como q(—3) =9, q(3) = 3, g(x) ndo possui raizes inteiras. Se g possui uma
raiz racional da forma % com mdc(a,b) =1entdoa € {+1,+3} e b =1. Sendo b =1,
a

q(x) ndo possui raizes racionais, pois teriamos %— T € Z.

Vamos resolver a equacgéo quadratica x? —x —3 =0

, 1\° 1 1\* 13
x“—x—3=0 :><x——) ———3=O:>(x——> -——=0

2 4 2 4

1 V13 1 V13
:><x_E_T><x_E+T>:0

1++/13 1-+/13
:(x— > )(x— > >=0

_ 1+\/ﬁ) (x _ 1—x/ﬁ)

Temos q(x) = (x > >

Portanto,

1+x/1_3><x_1—\/1_3>

p(x)=<x+z><x— - -
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Exercicio 3.4
x3+6x%+11x+6
x+1
Comecemos observando que para o “denominador” ser valido x # —1. Note
que (-1)*+6-(-1)%?+11:-(-1)+6=0, assim, temos que (x+1) divide o
“‘numerador” dessa fungao quociente. Vamos usar o algoritmo de Briot-Ruffini.

| 1 6 1 | 6 Temos q(x) = x> —5x + 6
-1 1 5 6 | 0

x*+6x*+11x+6 (x+1)(x*—5x+6)
= =x“—5x+6
x+1 (x+1)

A simplificacdo so € possivel se x # —1

b) x3+3x2-2x—6
x+3
Comecemos observando que para o “denominador” ser valido x # —3. Note

que (=3)*+3:(-3)2-2-(-3)—-6=0, assim, temos que (x+3) divide o
“‘numerador” dessa fungao quociente. Vamos usar o algoritmo de Briot-Ruffini.

| 1 3 -2 | =6 Temosq(x) = x? -2

X +3x2-2x—-6 (x+3)(x*-2)

2
-2
x+3 (x+3) X

A simplificacdo so € possivel se x # —3.

C) 2x3—5x243x+2
x—1
Comecemos observando que para o “denominador” ser valido x # 1. Note que
2-(1)3-5-(1)>?+3-(1)+2=2, assim, temos que (x—1) ndo divide o
“‘numerador” dessa fungao quociente. Logo, ndo é possivel simplificar esta fungao
guociente.
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x3-3x2-10x+24

d)
x—=2
Comecemos observando que para o “denominador” ser valido x # 2. Note que
(22 -3-(2)2-10-(2) + 24 =0, assim, temos que (x —2) divide o “numerador”
dessa funcéo quociente. Vamos usar o algoritmo de Briot-Ruffini.

! -3  —10 | 24 Temosq(x) = x> —x—12
2 | 1 -1 12| 0

Assim,

x*—3x> —10x +24  (x—2)(x* —x—12)

= =x2—x—12
X—2 (x—2) o

A simplificacdo so é possivel se x # 2.

CAPITULO 4
Exercicio 4.1

a) Se f(x) = 3x — 1 determine lim f(x)
lim (3x— 1) =3(-2)~1=~7
x——

b) Se f(x) = (x* + 2) determine lim f(x)
lirr31(x2 +2)=32+2=11

c) Sef(x)= "2—_4 determine lim f(x)
I 4] I(x — 2)(x +2)

lim
x—2

=lim(x+2)=2+2=4
x—2 x—2

d) Se f(x) = == getermine lim £ (x)
—6x +8 -2 —4
lim [_] — lim [<x « >] ~ lim(c—4) =2 — 4= -2
x—2 x—2 x-2 X —



111

Exercicio 4.2
a) Use a Definigdo 4.4 e mostre que lirri(Zx —-6)=2
X—

a=4,L=2ef(x)=2x—6,

Escolhendo §

If(x)—Ll<e =|2x—-6)—2|<¢
= |2x —8| <¢
=>2x—4|<¢

&

= |x—4| < % podemos escolher & = -

Pela definigéo (4.4) dado ¢ > 0 existe § =~ > 0 tal que
&

2

> 2x—4|<c¢

lx —4] < § = x—4] <

=>2x—-8| <e¢
=>|2x—6)—2|<¢
=>f(x)—2|<e

Logo, se |x —4| < § entdo |f(x) — 2| < e.

b) Use a Definicdo 4.4 e mostre que lin; 5x =15
X—

a=3,L=15e f(x) = 5x,

Escolhendo §

If(x) =Ll <e =I[5x—15|<e¢
= 5|x-3|<e¢

&

= |x—3| < % podemos escolher & = =

Pela definicdo (4.4) dado € > 0 existe § = % > 0 tal que
€

5

=>5|x—3|<¢

lx—=3]<8§ =Ix-3|<

= |5x — 15| < ¢
= |f(x)—15| < ¢
Logo, se |x — 3| < é entdo |f(x) — 15| < e.
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c) Use a Definigdo 4.4 e mostre que lim6(10 —9x) = 64
xX——

a=-6L=64¢e f(x)=10—9x,

Escolhendo §

If(x) =Ll <e =110-9x—64|<e¢
= |-9x —54| <¢
=2>9|-x—-6|<¢

&

= |—x —6] < % podemos escolher &§ = -

Pela definicdo (4.4) dado € > 0 existe § = g > 0 tal que
&
lx = (=6)| <& =>Ix—(—6)l<§
=9|(-6) —x| <¢
= |-54—-9x| < ¢
= |-644+10—-9x| <¢
= [(10—9x) — 64| < ¢
= |f(x)—64| <e
Logo, se |x — (—6)| < 6 entdo |f(x) — 64| < e.

. 1
d) Use a Definicdo 4.4 e mostre que lir%(3 — Ex) =0
xX—

a=6L=0ef(x)=3-1x,
Escolhendo §
f) —Ll<e :>|3—1x—0|<e
2
=6 —x| <2¢
= |x — 6] < 2e podemos escolher § = 2¢

Pela definicdo (4.4) dado ¢ > 0 existe § = 2¢ > 0 tal que
x—6| <6 = |x— 6] < 2¢

1
:>E|6—x|<e
1
:>|3—Ex| <e¢
1
:>|3—Ex—0|<e
=>|f(x)—0|<¢
Logo, se |x — 6| < 6 entdo |f(x) — 0| < e.
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Exercicio 4.3

a) i x—5
xLIPZ 4x + 3
Como hm 4x + 3 = 4(—2) + 3 = -5 temos que
x—>—2
x—S_XILmzx_5 —-2-5 7

I .
o 4x +3 lim4x+3 4(-2)+3 5

x—>—2

b) lim (Bx3 —-2x+7)

llm (3x3=2x+7) = lim3x3 — lim2x + lim 7

x—>—2 x——2 x——2 x—>—2
=3 limx3 —2limx+7
x—>—2 xX—>—2

=3-(=2)3-2-(-2)+7
=3-(-8)+4+7=-13

) xlilf/lf(xz +3)(x —4)

li 2+3 —4=1 +3)- 1i —4
xgpﬁ(x ) (x—4) = lim (x )k lr%(x )

=[11m x% + lim 3] [limx— lim 4

x—V2 x-V2 x—V2 x—V2
=[(V2)" +3|(VZ-4) = 5(vZ - 4)
= 5v2 — 20
I x+3
d) BT 1
x 3
5 x+3 y x+3 y (x+3)3x lim 3 3(—3
im - AT _ _
x—>—3l+l xim3x+3 xLIPS (X+3) LIP x = ( )
x 3 3x

Exercicio 4.5

__3 - _
a) f(x)—4+x a=-4
f(x) nédo é definida em f(—4).

b) f(x)=— a=1
f(x) nédo é definida em f(—1).
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2

9 + 3
C) f(x)={x—3’sex a=3
4 ,sex =23
Veja que
. _x*=9 . (x=3)(x+3)
;lcligf(x):;l}i%x—g = lim 3 =3161£r§(x+3)=6¢4=f(3)
_ (1, sex#3 —
d) f(x)_{O, sex =3 a=3
Veja que

limf(x) =1+0=f(3)

Exercicio 4.6
2
Seja S(t) = % + vyt + Sy a equacado da posi¢cao de uma particula no plano no

decorrer do tempo.

A Velocidade média é a taxa média de variacdo da posicdo que é dada, com
as devidas adaptacdes do Teorema (4.22) (l), por

_S(t+h)—S()
m = h

A Velocidade instantanea é a taxa instantanea de variacdo da posicdo que €
dada, com as devidas adaptacdes do Teorema (4.22)(ll), por

S(t+h)—S(t 2at
Tt=}li_r)r(1) ( })l © == +vy+0=vy+at

Exercicio 4.7
Seja
L(x) = —100x? 4+ 3000x + 4000

Aplicando o Teorema (4.22)(Il)

Lx+h)—L(x) _
T = Jim B P L = —200x + 3000
h—0 h
Assim,

Tio = —200-10 + 3000 = 1000

Lucro maximo ocorrese T, = 0
—200x+3000=0=>x=1,5
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Exercicio 4.8
Seja
2

Alx) = 1 2 4
=75 T3

Devemos entdo determinar a expressao da taxa de variacao instantanea da
altura em funcao de x e determinar o que se pede.

Aplicando o Teorema (4.22)(ll)

_ A(x+h) —A(x) 2 2
sz}]ll_[;% N =—EX+§

Para determinar a altura maxima vamos usar o fato de que o valor maximo
ocorre em ponto extremo, assim

225 . -
= x=—0= 75 (valor associado a altura maxima)

Altura maxima é

1 _ ., 2

A(75) = =25+ 50 = 25 m (Altura maxima)

Velocidade para x = 50
Aplicando a expressao da taxa instantédnea de variacdo da posicdo( que é a

velocidade instantanea), temos

2 2 4 2 2
V——E50+§——5+§—6m/s
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APENDICE A — AVALIACAO DIAGNOSTICA INICIAL

|\ NOME DA INSTITUICAO ANO

— S— ——
NOME SERIE / TURMA AVALIACAO / TRIMESTRE
I Diagnética |
— — LN —
PROFESSOR DISCIPLINA VALOR
Matematica | XXXXXXXXXXX

RESPOSTAS NAO JUSTIFICADAS POR MEIO DE CALCULOS NAO SERAO ACEITAS.
A PROVA DEVE SER RESPONDIDA A CANETA PARA POSSIVEL REVISAO DE NOTA.

ENUNCIADOS

Questao 1 [EFO8MA19]

Tenho um terreno quadrangular de lado 40 m. Quero uma calcada de 2m de largura de modo que essa
calcada cerque apenas dois lados adjacentes desse terreno. Qual a medida da drea dessa calgada?

Questao 2 [EFOS8MAOQ9]
Determine as raizes de x> —14x +9 =0

Questao 3 [EFO9MAO09]|
Efetue o desenvolvimento do binémio (x + 3)2.

Questio 4 [EFO9MA09]
Qual o valor da diferenca 48% — 47%?

Questao 5 [EFO6MAO3]
Em um salao serao colocadas 25 mesas de modo que em cada mesa devemos ter 8 convidados, mesmo
assim restardo 7 convidados a serem acomodados. Qual o nimero de convidados para essa festa?

Questao 6 [EFO6MAO5]e [EFO6MAO3]
Qual a maior poténcia de 3 que divide 203767 E qual o valor do quociente dessa divisGo?

Questao 7 [EFO6MAOQ7]
o 5 - 203 2
Organize as seguintes fracées em ordem crescente S ©

Questao 8 [EFO6MA10]
Roberto adora pizza e como estava com muita fome, foi até uma pizzaria e decidiu que comeria um rodizio.
Conforme o garcom passava, ele foi pedindo as fatias e por fim, havia comido:

% de pizza de queijo e presunto, % de pizza de margerita, g de pizza de frango e catupiry. Ao total, qual a
fracdo que representa a quantidade de pizzas que Roberto comeu?

Questao 9 [EFO6MA11]
1 2

Resolva a expresséGo: (2)3 + (5)4 + (5)4 =

Questao 10 [EFO7MAO1]
Qual é o menor multiplo de 15 que é maior que 2000?

Questao 11 [EFO8MA19]
A drea de um quadrado é da por Ay =x?—8x +4 . Se a drea do quadrado mede 68, qual o valo de x?




APENDICE B — AVALIACAO DIAGNOSTICA FINAL

|\ NOME DA INSTITUIGAQ ANO

— p— —
NOME SERIE/ TURMA AVALIAGAO / TRIMESTRE
Diagnética Il
— S— lagnotica |
PROFESSOR DISCIPLINA VALOR
Matematica |

RESPOSTAS NAO JUSTIFICADAS POR MEIO DE CALCULOS NAO SER/}O ACEITAS.
A PROVA DEVE SER RESPONDIDA A CANETA PARA POSSIVEL REVISAO DE NOTA.

ENUNCIADOS
Questdao 1 [EFOOMAOQ9]
Efetue o desenvolvimento de (x — 8)?

Questao 2 [EFO9MAO9]
Determine as raizes da equacao x*> —6x +5 =0

Questao 3 [EFO8MA19]
Qual o lado do quadrado que ao subtrairmos do valor de sua drea, o dobro da medida do seu lado, obtemos
63?

Questio 4 [EFO9MA09)
Qual o valor da diferenca 65% — 552 ?

Questdo 5 [EFO6MA09]
A turma de Carlos possui 28 alunos, dos quais % sdo meninas. Sabendo disso, qual o numero de meninos?

Questao 6 [EM13MATS03]

Um fabricante vende mensalmente x unidades de um determinado artigo por V(x) = %2 — x, sendo o custo
da producgao dado por C(x) = 2x% - 7Tx + 8. Quantas unidades devem ser vendidas mensalmente, de modo
que se obtenha o lucro maximo? (Lucro = Venda — custo.)

Questido 7 [EFOOMAO9]
Determine as raizes da equagao x*> —5x +6 =0

Questiao 8 [EM13MATS502]
Determine o valor de y na figura

Ay

,‘v

Questao 9 [EM13MAT302]
Uma agéncia de viagens vende pacotes turisticos coletivos com destino a Fortaleza. Um pacote para 40

clientes custa R$ 2000,00 por pessoa e, em caso de desisténcia, cada pessoa que permanecer no grupo
deve pagar mais R$ 100,00 por cada desistente do pacote de viagem. Dessa forma, para que essa agéncia
obtenha lucro mdximo na venda desse pacote de viagens, o numero de pessoas que devem realizar a
viagem é igual a:

Questdo 10 [EM13MATS03] (CFO PMES 2013 - Exatus)

A Apolénio foods apresenta sua arrecadac¢do na forma de fungdo quadrdtica. Sua arrecadag¢do se
estabelece em funcgdo do desconto dado. Sabe-se que a arrecadacdo didria maxima de 36.300 reais é
atingida quando a mesma dd um desconto de 4 reais no preco de seu lanche, e quando ndo hd desconto ela
arrecada 31.500 reais. Que arrecadagdo se obtém com um desconto de 6 reais?

119
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APENDICE C — QUESTIONARIO

|\ NOME DA INSTITUIGAQ

ANO

NOME SERIE/ TURMA

PO G0 0000000000000000000000000000000000000000000000000004 I

PROFESSOR DISCIPLINA

X I Matematica | XXXXXXXXXXX

——
AVALIAGAO / TRIMESTRE

Qualitativa

VALOR

Responda as questdes sobre o método aplicado os resultados obtidos.
Questao 1

Vocé ja havia estudado ou visto produtos notdaveis com essa abordagem geométrica?
() SIM ( ) NAO

Comentario:

Questao 2

O método aplicado aqui te pareceu complicado?
() SIM () NAO
Comentario:

Questao 3

Vocé ja havia estudado produtos notaveis?

() SIM ( ) NAO
Comentario:

Questao 4

O uso de material concreto facilitou o seu aprendizado?
() SIM () NAO
Comentario:

Questao 5

As tarefas iniciais propostas estavam claras?
() SIM ( ) NAO
Comentario:

Questao 6

Esse método deixou a aula mais interessante?
() SIM () NAO
Comentario:

Questao 7

Voce conseguiu relacionar o produto notavel com a equacao de 2° grau correspondente?
() SIM () NAO

Comentario:
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Questao 8
Comparando as notas das avaliagées diagnésticas Inicial e Final, sua nota melhorou?
() SIM () NAO

Comentario:

Questao 9
Vocé ja usou a Féormula de Bhaskara para determinar as raizes de uma equacao de 2° grau?
() SIM () NAO

Comentario:

Questao 10

Na sua opinido, a férmula de Bhaskara é mais fdacil do que completar quadrados para determinar as
raizes de uma equacado de 2° grau?

() SIM () NAO

Comentario:

Questao 11
Vocé conseguiria associar os elementos do grdfico da funcdo quadrdtica com o produto notdvel
correspondente?

() SIM () NAO

Comentario:

Questao 12
Vocé conseguiria escrever a funcao quadrdtica como produto de fatores binomiais?
() SIM () NAO

Comentario:

Questao 13
Faca qualquer observacao, que nao tenha sido abordada, sobre o método, suas dificuldades e sugestées.
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A

APENDICE D - MOLDE PARA A PRODUCAO DO MATERIAL CONCRETO
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APENDICE E — FOTO DO KIT COM MATERIAL CONCRETO

APENDICE F — FOTO DO KIT COM MATERIAL CONCRETO (SOLUCAO)
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ANEXO A - DEMONSTRACOES DAS FORMULAS E TEOREMAS

Férmula Quadratica

Considere uma equacao de 2° grau de forma ax? + bx + ¢ = 0, com a # 0.
Aplicando o método de completar quadrados, temos.

2 2 b ¢
ax“+bx+c=0 =2x*+—-x+—-=0
a a

2a 4a? 4q?
N +b2_b2—4ac
x 2a) 4a?
b Vb2 — 4ac
:,~|x+— =
a 2a
b Vb?%—4ac b Vb%—4ac
Sxt—=———— D = ————
2a 2a 2a 2a
+b b? — 4ac b b? — 4ac
= —_— = —_——
x 2a 2a 2 2a 2a

Tomando b? — 4ac = A (discriminante) temos como solucdes

_(-b—+A —b++A
S_{ 2a ' 2a }

A igualdade A= b? — 4ac define se a equacio possui solugdes em R.
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Teorema 4.7

No que segue, suponha que os limites lim f(x) e lim g(x) existem, logo
xX—a xX—a

existem L e M, nimeros reais tais que:
limf(x)=L e limgkx)=M
x—a x—a

De acordo com a definicdo (4.4) Dados ¢;,&, € R existem &, §, € R tais que
Se0<|x—al|l < entdo |f(x) —L| <é&.
Se0< |x—al|l <, entdo |f(x)—L| < &,.

) limlfCo) + g0l = lim £(x) + lim g(x)

DEMONSTRACAO

Note que

If(x) + g()] =L +M)| =Ifx)—L]+ (gx) —M)|
<If) =L+ gl —M| (1)

Podemos escolher x suficientemente proximo de a com 0 < § < min{d;, 6,} tal
que & =§e e & =§e. Segue do resultado (1) (onde aplicamos a desigualdade

triangular) que se 0 < |x — a| < 6 temos

IfF() + 9] = L +Mm)| =If(x)—LI+]g(x) - Ml
1 1

<zetze=c¢
2 2

Assim,
Se 0<|x—al<dentdo |[f(x)+gx)]—-L+M)|<e
= Jlci_r)rgl[f(x) +g)]=L+M

Portanto,
lim|f(x) + g(x)| = lim f(x) + lim g(x)
x—a x—a x—a
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) lim[fCx) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

DEMONSTRACAO

Devemos mostrar inicialmente que se k € uma funcéo positiva e )1(1_1;13 k(x)=0
entao )lcl_r)r(ll f)k(x)=0

Da definicdo (4.4) com lim,_,, f(x) = L tomando & = 1 existira §;tal que
Se0<|x—al <d;entdo |f(x) —L| < 1. E ainda,
lfE=1fG)—L+LI<|fC)— LI+ L] <1+]|L]

Sel0<|x—al| <é entédo |[k(x)f(x)| <@+ |LDk(x) (2)

Como lim,_,, k(x) = 0 para todo ¢ > 0, existe §; > 0 tal que

Se 0 <|x—al <& entdo |k(x) — 0] < 75 (3)

Tomando 6, = min{6;, 63} entdo sempre que 0 < |x — a| < §, temos que as

desigualdades (2) e (3) sao verdadeiras. Assim,

kGO < 1+ ILD - G = &

Portanto,
Se0<|x—a|l<dsentdo |k(x)f(x) —0| <e

O que prova que se limk(x) =0 entdo limk(x)f(x)=0 (4)
x—a x—a

Agora, Note que
f)gx)—LM = f(x)gx) —Mf(x) + Mf(x) — LM
= flg(x) — M] + M[f(x) — L]

Como ;13221 [g(x) —M] =0 e lim,_,[f(x)—L] =0, pelo resultado (4) entdo
lim[f(x)g(x) — LM] = limf (x)[g(x) — M] + imM[f (x) — L] = 0 + 0
im[f(x)g(x) — LM] = 0 & limf(x)g(x) = LM

= limf(x)g(x) = limf (x) - lim g (x)
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"l li
) lim lf(x)l _ /) desde que lim g(x) # 0

9] lim g(x)

DEMONSTRACAO
Veja que
1

| 1 1

o Wl = g 90 M

Pelo resultado (4) do item Il lim,_,,|g(x) — M| = 0, temos entédo

1 1 1
) pres) | = lim Mg 9%~ M
Assim,
1 1 1 1

0 M=l

Pelo item Il temos que

lim[@=lim f(x)- ! = lim f(x) - lim ! ]=Ll=£
x—a g(x) x—-a g(x) x—a x—-a g(x) .M M
Cf() lim f(x)
~ lim =224

e lg()] lim g(x)
IV) lim[c-g(x)] = c-limg(x)
x—a x—a
DEMONSTRAGCAO
Do item Il temos

lim[c - g(x)] = lim ¢ - lim g(x)
x—a x—a x—a

Pelo item | do teorema (4.6)

lim[c-g(x)] = ¢ lim g(x)
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V) lim[f(x) - g()] = lim £(x) - lim g (x)

DEMONSTRACAO

lim[f(x) —g()] =lm[f(x) + (=Dg(x)]
Pelo item | temos

lim[f(x) —g()] = lim f(x) + lim(=1)g(x)
Pelo item IV

Iim[f(x) —g()] = lim f(x) + (1) lim g (x)

= lim f(x) — lim g(x)
x—a xXx—a

Teorema (4.24)

glath—g@ _ [ flat+h-f@]

c|li

) Seg(x) =c-f(x)entdo }li_r)%

h h-0 h

DEMONSTRACAO
y glath)—g@ = c-fla+th)—c-f(a)
im = lim
h—0 h h=0 h

i f@t )~ f@

= limc-

h-0 h
_ fa+h) - f(a)
=Cc-|iim
h-0 h

II) Sef(x)=x"eneNentdo lim
h—0

fla+h)-fl@
- =na

DEMONSTRAGCAO

Aplicando a definigéo (4.14)(I1)

flath) —f@ _ (a+h)" — ()"
h

}llir(l) h—0 h
Tt (Dha™ ™t 4+ (" )" Ta + A" = (a)"
h—0 h
o D (R e
h—0 h

= }llirrcl)(na"_1 + -+ nh"2ql + h*72) = na™!
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) Se k(x) = f(x) + g(x), entdo
k(a+h) —k(a) _ i fla+h)—f(a) . gla+h)—q(a)
= lim + lim

}llil’(l) h h1—>0 h h—-0 h
DEMONSTRACAO

Aplicando a definicao (4.14)(ll)

k(a+h) —k(@) _ . [f(a+h)+gla+h)]-I[f(a) +g(a)

= =In ;
_ip L@t - f@l+lglath) —gla]
h—-0 h
_1i [fla+h)—f(@)] . [gla+h)—g(a)]
= lim + lim
h-0 h h—-0 h

IV)  Se f(x) = byx™ + b,_1x" ! + -+ byx? + byx + by com n € N, ent&o

a+h)—f(a
}lir%f( })l @ _ nb,a” '+ (n—1)b,_;a** + -+ 2b,a + by

DEMONSTRACAO
Pelo Teorema (4.24)(lll) e o corolario (4.15)
mf(a +h)—f(a) _ i b,(a + h)* — b,a"™ i b,_1(a+h)"1—b,_;a*!

}li—>0 h h-0 h h—-0 h
bi(a+h)—»b by —b
+ ...+ lim 1@ ) 1a+lim 0 0
h—-0 h h—-0 h

Pelo Teorema (4.24)(1)

— + h)"* — g +h n-1_ ,n—1
i e = F@ [lim ul +b, Ilim (@t )™ —a l
h—0 h—0 h h—0 h

~(a+h)—a
+ -+ by }lllr%T +0

Pelo Teorema (4.24)(I)
fla+ h})l —f@ _ b,(na™ 1) + b,_;[(n —1)a® 2]+ -+ by [1] + 0

=nb,a" 1+ (n— Db, 1a" 2+ -+ b

lim
h—-0
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