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RESUMO

SANTOS, Marcos André dos. DOS NUMEROS COMPLEXOS AOS QUATERNIONS: DE-
SENVOLVIMENTO ALGEBRICO, INTERPRETACAO GEOMETRICA E APLICACOES.
101 f. Dissertacdo — Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2013.

Este trabalho foi desenvolvido a partir da constatagdo das dificuldades e falta de motivacao dos
alunos do ensino médio no aprendizado de nimeros complexos. O desenvolvimento consistiu
em realizar uma linha do tempo no estudo dos nimeros complexos desde Cardano até Sir Hamil-
ton, buscando contribuir para sua melhor compreensao, associando as propriedades algébricas
com a interpretacdo geométrica visando melhorar o entendimento do uso dos nimeros com-
plexos na resolu¢c@o de problemas. Ainda, a histéria da introducdo da unidade imagindria i
e a representacdo algébrica em duas dimensdes (2D) a + bi, estendendo esta representacdo
aos quatérnios (4D) a+ bi+ cj+ dk e suas outras formas menos usuais, como a forma matri-
cial, com vetores, incluindo o procedimento utilizado na rotacdo, apresentando sua importancia
como motivacao no ensino de geometria, na fisica e na computagao gréfica.

Palavras-chave: nimeros complexos, quatérnions, unidade imagindria, rota¢do, ensino médio.



ABSTRACT

SANTOS, Marcos André dos. FROM THE COMPLEX NUMBERS UNTIL THE QUATER-
NIONS: ALGEBRAIC DEVELOPING, GEOMETRIC INTERPRETATION AND APPLICA-
TIONS. 101 f. Dissertagdo — Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2013.

This work was developed after observing the difficulties and unmotivated of the high school
students to learning complex numbers. The development consisted in create a timeline in the
study of complex numbers since Cardano at Sir Hamilton, expecting to contribute to unders-
tanding of this subject, associating algebraic properties and geometric interpretation, seeing to
improve the understanding of the use of complex numbers to solve problems. Also, the history
of imaginary unit 1 introduction and representation two-dimensional (2D) complex numbers
a + bi, extending this for four-dimensions (4D) quaternions numbers a + bi + ¢j + dk, and its
less usual forms like matrix form, vector form, including the procedure used in the rotation,
showing your importance as motivation in the teaching of geometry, in physics and graphic
computation.

Keywords: complex numbers, quaternions, imaginary unit, rotation, high school.
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1 INTRODUCAO

Segundo as normas de funcionamento do Profmat: “O Trabalho de Conclusdo de
Curso deve versar sobre temas especificos pertinentes ao curriculo de Matemadtica do Ensino

Bdsico e que tenham impacto na prdtica diddtica em sala de aula.”

Seguindo essa linha optou-se neste trabalho em fazer uma apresentacao histérica dos
nimeros complexos, visto que o tratamento dado a esse contetido, no Ensino Médio, na maioria
das vezes, restringe-se a cdlculos que ndo tém sentido algum para os alunos, sem significados
praticos e sem qualquer vinculo com a realidade. Além disso, por si s6, 0 nome complexo,
causa temor ao estudante, pois essa expressao estd intimamente ligada a idéia de algo de dificil

compreensao. Segundo o diciondrio (GRAUS, 2013), complexo significa:

* que abarca e compreende varios elementos e/ou aspectos distintos cujas multiplas formas

possuem relagcdes de interdependéncia; muitas vezes de dificil compreensao;
* caracteristica do que € complicado ou dificil;

* que nao ha percepg¢do, entendimento, clareza, confuso.

Segundo (CALDEIRA, 2012), “uma visdo historica facilita o entendimento dos con-
ceitos a serem desenvolvidos e possibilita que se estabelecam as relacoes entre a drea do
dominio especifico, no caso os Niimeros Complexos, e suas relagoes transversais com os demais

conteddos a ele associados.”

Desta forma, se a introdugdo ao estudo dos nimeros complexos for feita pelo seu de-
senvolvimento histdrico, possibilitard ao educando um entendimento mais motivante. Além do
que, essa abordagem oferece uma oportunidade de mostrar como se deu o desenvolvimento
desse ente matemdtico: desde os problemas iniciais que levaram a sua criacdo, passando pela
sua aceitacdo, sua interpretacdo concreta e, finalmente, sua formalizacdo, pois explicita as
razOes que motivaram os matemdticos a desenvolver essa teoria. Tudo isso oferece ao estu-
dante uma maneira mais simples de identificar sua utilidade e mostrar que “de complexo” esses

numeros s6 possuem o0 nome.
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No prefacio de seu livro Conceitos Fundamentais da Matematica, (CARACA, 1951)
diz “A Ciéncia pode ser encarada sob dois aspectos diferentes. Ou se olha para ela tal como
vem exposta nos livros de ensino, como coisa criada, e o aspecto é o de um todo harmonioso,
onde os capitulos se encadeiam em ordem, sem contradicdes. Ou se procura acompanhd-la no
seu desenvolvimento progressivo, assistir a maneira como foi sendo elaborada, e o aspecto é
totalmente diferente - descobrem-se hesitacoes, diividas, contradigcoes, que sé um longo traba-
lho de reflexdo e apuramento consegue eliminar, para que logo surjam outras hesitacoes, outras

duvidas, outras contradigcoes.”

Assim, o leitor encontrard, no Capitulo 2, a histéria dos nimeros complexos, as ten-
tativas para resolver as equacOes de terceiro grau, as necessidades de legitimar os resultados
encontrados e o desconforto, desconfianca e resisténcia que surgiram na busca de um signi-
ficado geométrico para os resultados encontrados. Curiosidade foi a tonica deste periodo, a
medida que se trabalhava com o novo nimero, a raiz quadrada de um nimero negativo, € nao

se encontravam contradigoes.

Ao longo do tempo, foi-se descobrindo novas formas de apresentacao deste elemento
(como a forma trigonométrica) e finalmente, com a contribuicio de Wallis, obteve-se uma
interpretacdo geométrica para estes valores. E, eis que surgem os niimeros complexos, uteis
para resolver problemas nas mais diversas dreas. Apos sua formaliza¢do por Hamilton, emerge
uma questao: como opera-los no espaco? A resposta estd na ampliagao deste conjunto com uma
algebra para os tripletos e, apds muitos insucessos, Hamilton consegue o sucesso de opera-los

sem a comutatividade na multiplicacdo destes entes, surgindo os quatérnions.

O Capitulo 3 traz a Teoria dos Numeros Complexos, com as propriedades envol-
vidas a partir de uma apresentacdo da necessidade de ampliacdo do conjunto dos ndmeros
reais, as limitacdes de suas propriedades, definindo-se, entdo, os nimeros complexos com
suas propriedades, caracteristicas, particularidades, simplificacdes, formas de representacado e
associacdo entre estas formas de representacdo. Seguindo nesta linha, € apresentado o con-
junto dos quatérnions, a representacao da idéia de rotagdo utilizada para explicar o principio da

nao-comutatividade aplicada por Hamilton.

Ap6s os estudos dos nimeros complexos e dos quatérnions, o Capitulo 4 fornece
algumas aplicagcdes em dreas diferentes da matemadtica - geometria analitica e dlgebra, mos-
trando com um exemplo, as simplificacdes que podem ser realizadas ao visualizar uma forma
de solu¢do utilizando nimeros complexos, desde a geracdo de fractais em computacio grafica,
andlise de circuitos elétricos pela drea de engenharia e fisica, chegando a sua utiliza¢do no es-

tudo da aerodinamica. Em simulacdes de bracos mecanicos, com o uso dos quatérnions, ha
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uma simplificacao do uso de varidveis e, em jogos digitais, como Tomb Raider, primeiro jogo a
utilizar em sua programacao este conhecimento. Hé ainda vérias aplicacdes para os quatérnions

e complexos como nos estudos de escoamento de fluidos incompressiveis.

Nos anexos, constam a apresentacao em detalhes do uso de integrais para a obtengao
da Férmula de Euler (Anexo A), os procedimentos utilizados por Roger Cotes para chegar em
In(cosO +isen®) = i6 (Anexo B), um quadro representando a linha do tempo com as principais
personalidades que se envolveram na formaliza¢do da teoria dos numeros complexos e dos
quatérnions (Anexo C) e, finalmente, uma proposta para justificar ao aluno do ensino médio a
validade da expansao por série de Taylor das fun¢des exponencial, seno e cosseno em torno da

origem (Anexo D), o que facilita o entendimento do porque da Férmula de Euler.
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2 A HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Na escola bésica, geralmente o estudo dos nimeros complexos € introduzido sob o
argumento de permitir resolver qualquer equacio quadratica. Porém o seu surgimento, se deve
aos matematicos do século XVI, que tentavam encontrar um método para resolver equagdes do

terceiro grau.

2.1 ANTES DO COMPLEXOS

Durante muito tempo uma equacdo era vista como a modelagem matematica de um
problema real (ROSA, 1998). Assim, se no decorrer da resoluciao dessa equacdo era obtida a

raiz quadrada de um nimero negativo, acreditava-se que o problema original ndo tinha solugdo.

Segundo (MILIES, 1993), a primeira apari¢do registrada da raiz quadrada de um nime-
ro negativo € encontrado no livro Estereometria do matematico grego Heron, publicado em
aproximadamente 75 D.C., em uma andlise matemédtica de um problema fisico. Nele, Heron
tenta resolver uma equacgdo quadratica para determinar altura do tronco de uma piramide e
encontra \/m Naturalmente, a resposta correta é \/—_63 , mas, por alguma razao Heron
inverte os nimeros e escreve /144 — 81 , resultando em V63.

Ainda em (MILIES, 1993), outro registro sobre raiz quadrada de um numero negativo
se deve a Diofanto de Alexandria, em aproximadamente 250 D.C., em cujo livro VI, é apresen-
tado o problema “Dado um tridngulo retdngulo de drea 7 e perimetro 12, encontre seus lados”

que o leva a uma equacao quadratica cuja solu¢do € um nimero complexo.

Fazendo a e b como os catetos desse tridngulo tem-se:

ab_,

2
a+b+va2+b2=12

43 ++/—167
12 '

= 24a*> —172a+ 336 = 0,

cujas raizes sdo: a =



16

No entanto, ele parou sem resolver a equagdo e concluiu que o problema era im-

172\2
possivel, pois s6 poderia haver solucao se (T) > 24 -336.

2.2 SURGEM OS NUMEROS COMPLEXOS

O primeiro a operar com raiz quadrada de ndmeros negativos foi o matematico, fisico
e médico italiano Gerdnimo Cardano (1501-1576). Ele, em meados do século XVI, publica
a obra Ars Magna, onde resolve o seguinte problema: “dividir o niimero 10 em duas partes
cujo produto é 40”. Isso o conduziu 2 equagdo x(10 —x) = —x* + 10x = 40. Ao resolvé-la,
obtém 5++1/—15 e 5 —v/—15 como solucdes. Em vez de simplesmente rejeitar essas solugdes,

como era feito até entdo, porque as mesmas continham radicais de nimeros negativos, Cardano
resolve multiplicé-las e obtém (5 ++/—15)(5 — v—15) = (5)% — (v/—15)? = 25 — (—15) = 40.

Contudo, para legitimar geometricamente essas operacoes, era for¢cado a usar essas
raizes de nimeros negativos, as quais ele chamava de “sofistas”, pois possibilitavam extrair um
segmento de um quadrado (ROQUE, 2012). Isso € o indicativo de que Cardano teve duvidas
entre admitir as operacdes algébricas por si mesmas ou tentar dar uma justificativa geométrica

para elas.

Nessa mesma obra, Ars Magna, Cardano mostra pela primeira vez uma férmula para
a resolugdo de equacdes do terceiro grau da forma x> 4 px+q = 0, conhecida até hoje como
Férmula de Cardano, por ter sido ele quem a divulgou, porém, ndo se deve a ele sua descoberta.
Ele proprio admitiu, em seu livro, que a sugestido para resolu¢dao da equacdo cubica lhe tinha

sido dada por Niccolo Tartaglia (cerca de 1500-1557).

2.2.1 DEDUCAO DA FORMULA DE CARDANO

Pode-se representar a equacao geral do terceiro grau na forma VY 4+ay? +by+c=0. A

e a o i ~ -
substituicdo y = x — 3 transforma essa equagdo cubica completa em uma equacao cubica sem o
termo de segundo grau: X +Px+Q=0. Agora considerando que a raiz dessa equagdo seja a

soma de duas parcelas x = u + v, tem-se
(utv)* +plutv)+g=0

w32y +3u? £ + p(u+v)+¢=0
v 3uv(u+v) + plu+v)+4=0

w? 4+ + Buv+ p)(u+v) +¢ = 0. (1)
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Fazendo 3uv + p =0, a equagdo (1) sera satisfeita se wd+v =—¢, ou seja
3 3 3 3 _
w+v =—gq uw+v’=—q (soma)
— = _ 53
uy = Tp = % (produto).

3
Assim, u® e v’ sdo as solucdes da equacao do segundo grau y +qy+ % =0, que ao

resolver, obtém-se:

43
b= ANCTS —a e P
! 2 2 4 2
4
Vz*z”v ¢ r
2 4 27
Logo,
2 3
_ 34 a P _J_4_ /9
=\ttt o \/ 4

e, como x = u + v implica que

2 3 2 3
4 Je 34 9 P ()
* \/2+\/4+27+\/2 Vg 27

A equacio (2) ficou conhecida como Formula de Cardano.

Cardano, ao aplicar (2) a equacao x> —15x—4 =0, obteve :

oo [Car _cep o o [car oy
x_\/_2+\/4 Ty +\/_2_\/4 Ty

x—\/2—|—\/—12 +\/2 V—121.

Mesmo sabendo que 4 era raiz dessa equacgdo pois 43 —15-4—4 =0, ndo soube como

transformar a expressao \/ 24+v—121+ \/ 2 — /=121 no nimero 4.

Em 1572, o algebrista italiano Rafael Bombelli (1526-1572) publicou a obra L’ Alge-

2

bra, na qual resolveu esse problema considerando (v/—1)“ = —1 e utilizando as regras elemen-

tares da aritmética, mostrou que:

Q2+vV-1P=22+3.22. /1432 (V=12 + (V=1 =24+11V/-1=2+V-121
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2—vV—-1)pP=2243.22.(—V/=-1)+3-2- (—V/=-1)?*+(—V-1)?=2—-11V-1=2—V—121.

Assim,

x= {2421+ 2— V=12l = {f 2+ VoIP 42— VI =24 VT 42— VT =

4, ou seja mostrou que a solucao da equagao X —15x—4=0éx=4.

Embora considerando impossivel a existéncia de v/ —121, Bombelli admitiu sua utili-
dade como ferramenta de calculo e desenvolveu regras operatorias com essas raizes quadradas

de nimeros negativos.

A partir de seu trabalho, a maneira de manipular os ndmeros da forma a + bv/—1
comega a ser utilizada em virtude de sua utilidade na resolucdo de equacdes do terceiro grau.
Mas os mateméticos do século XVI eram muito ligados a tradicdo grega da geometria, e eles
se sentiam desconfortaveis com conceitos que ndao conseguiam dar um significado geométrico.
Assim as raizes quadradas dos nimeros negativos eram vistas com muita desconfianga, gerando
resisténcias em reconhecer a existéncia desses novos entes algébricos. Apesar disso, aos poucos
a seguranca em trabalhar com esses novos nimeros cresce a medida que sua manipulagdo nao

conduz a contradigdes.

Em 1629, Albert Girard (1595-1632) foi o primeiro a utilizar o simbolo V-1, quando
determinou a correspondéncia entre raizes e coeficientes de uma equacdo. Segundo (BAUN-
GART, 1994) “Foi Albert Girard (1629) quem enfocou niimeros negativos e niimeros ima-
gindrios com grande ousadia. Ele usava niimeros negativos para resolver problemas geométricos
e sugeriu que, aceitando também niimeros imagindrios como raizes, seria possivel afirmar que
uma equagdo admite tantas raizes quanto é seu grau. Enunciou também as relacoes entre coe-
ficientes e raizes de uma equagdo polinomial e sugeriu que as raizes imagindrias sdo titeis por

tornar essas relacdes gerais. Por exemplo, para a equagdo x* —4x+3 = 0 ele deu as raizes 1,

—le—-1£v-2"

Mas a divida quanto a existéncia desse tipo de ndmero continuava e fez com que, se-
gundo (GARBI, 2010) uma frase descuidada de René Descartes (1596-1650), em 1637, batiza-
se as raizes quadradas de valores negativos, como niimeros imagindrios: “nem sempre as raizes
verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equacdo sdo reais. As vezes elas sdo ima-
gindrias”.

Durante algum tempo, a dlgebra dos nimeros complexos pouco avangou até que, no
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inicio do século XVIII, o matematico francés Abraham De Moivre (1667-1754) relacionou

funcdes trigonométricas com nimeros complexos.

Conforme (MILIES, 1993), em 1748 Euler “redescobriu o resultado de Cotes, de-
monstrou a formula de De Moivre e estendeu sua validade para todo expoente n real. Com

isso, a existéncia de raizes no campo complexo ficou definitivamente estabelecida.”
2.3 O DESENVOLVIMENTO TRIGONOMETRICO

Segundo (ROQUE, 2012), “De Moivre foi um dos primeiros a observar que estes
niimeros podem ser titeis para problemas de divisdo de arcos de circulos, mostrando que um

niimero imagindrio unitdrio pode ser representado por cos(0) ++/—1sen(0).”

A representacdo cos(0) £ v/ —1sen(0) pode ser desenvolvida a partir de z =a++v/—1b.

Assim,
/72 b2
7 = L(aiw/—lb)
Va*+b?
a b
7 = VAP ———=tV1—|.
(,/a2+b2 ,/a2+b2
a b o
Como saonumerosentre —lele

a 2 b 2
e Ve ms)
\/a2+b2 \/a2+b2 a2+ b2 az+b?
= 1, podem ser considerados o cosseno € o seno de um arco, logo a++/—1b =/ a? + b*(cos0 +

V —1senB). E se Va%+b? = 1, tem-se que a =/ —1b = cosO 4+ +/—1senb.

Em 1707 De Moivre publica a solucdo de equacdes de grau impar por um procedimento
semelhante ao método de Cardano. Ele mostra, como um primeiro exemplo, que a solucdo da
equagao S5y + 20y3 + 16y5 = 4 ¢ aproximadamente y = 0,4313. Para isso utiliza uma tabela
de logaritmos na realizacdo dos cdlculos. Em seguida determina a solucdo da equagao Sy —
20y° +16y° = —, porém comenta que os calculos sdo dificeis, mesmo utilizando uma tabela

64
de logaritmos, mas pode-se utilizar uma tabela trigonométrica do seguinte modo:

61
. i 0,953125 = sen 72°23/;
* a quinta parte de 72°23' é 14°28’;

1
o sen 14°28' = 0,24982 que é aproximadamente T a solucdo exata da equagao.

O que De Moivre nao faz € justificar o porqué da troca da tabela de logaritmos pela

tabela trigonométrica, e nem o motivo pelo qual utilizou a quinta parte da medida do angulo.
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Segundo (ROSA, 1998), “Em 1722 De Moivre revela o artificio usado para descobrir
a solugdo dessas equacoes de grau impar”. Baseado ainda em (ROSA, 1998), o procedimento

utilizado por De Moivre foi o seguinte:

Fazendo a = cos0 e b = cos(n0) entdo existe x que verifica simultaneamente as equagdes:

¥ —2ax+1=0
(X")?—2bx"+1=0

Assim, resolvendo x? —2ax+1 =0 obtém-se x = a + \/az——l =a++v—1- \/1——612
e, como a = cos0 segue que m = senB. Logo x = cos@ ++/—1-sen. Agora, resolvendo
(¥")2 —2bx" +1 =0 obtém-se X' = b+ /b2 — 1 =b++/—1-\/1—b2 e como b = cos(nd),
logo \/1 — b% = sen(n@), assim x"" = cos(n6) ++/—1-sen(nB). Isto mostra que

(cosO ++/—1-senB)" = cos(n@)++/—1-sen(nb),

expressao esta que passou a ser conhecida como férmula De Moivre.

Segundo (BOYER, 1981), Roger Cotes (1682-1716) apresentou num artigo em Philo-
sophical Transactions de 1714, que foi reimpresso em Harmonia mensurarum publicado apOs
sua morte em 1722, a férmula In(cosd + isen) = i¢p. O Anexo B apresenta uma forma de

reconstituir o que Cotes fez para chegar a esse resultado.

Em uma carta, datada de 10 de dezembro de 1728, Euler escreveu a John Bernoulli,
citando um resultado devido a Bernoulli. O calculo de v/ —1m.

V=1 . . . . s
Para calcular v —1 o que Bernoulli considerou o circulo de raio unitdrio centrado
na origem, cuja equagao é x>+ y2 = 1. Sabendo que a drea do primeiro quadrante do circulo é

T . . .
1 ele usa a integral para calculé-la, ou seja:

1
%:/ V1 — 2dx.
0

Ele usa uma idéia engenhosa, fazer a mudanca de varidvel u = v —1x. Logo x =

—v —1lu,dx = —+/—1du,quandox - 0=u —+0equandox - 1=u —+v—1,0queolevaa

%:/Oﬁ<\/l—(—\/—_1-u)2>(—\/—_l)du:—\/—_l/oﬁ\/mmt

entao,
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u\/1+u2+ln(u+\/1—l—u2) V-1

2

G-

Assim, —g = ln(\/—l)ﬁ e, por fim, \/—1\ﬁ —

Em outra carta de Euler a John Bernoulli datada de 18 de outubro de 1740, Euler

afirmou que a solugdo para a equagao diferencial
d2
T ty=0.3(0)=2ey(0)=0 3)
xv/—1 _

pode ser escrita de duas maneiras, isto é, y(x) = 2cos(x) e y(x) = Wl oo

A veracidade dessa afirmacdo € evidente pela substituicdo direta na equacgao diferen-

d d?
cial, assim se y(x) = 2cos(x) entdo, d—y = —2sen(x) e d—); = —2cos(x) que, ao substituir na
X X
equacao (3) tem-se,
PV v = —2cos(x) +2c05(x) = 0
—5 +y = —2cos(x) + 2cos(x) =
a2

y(0)=2-1=2
Y(0)=-2-0=0

d
Esey(x): X\/jl-l_e_x\/jlentao,%:\/—l.ex\/j_\/__l.e—xm e

d? = 1 i,
GV eVl -1 que ao substituir na equagdo (3) resulta em:

dx?
y0) =+l =14+1=2

Y(0) = VT~ V=T = V=T /=T =0.

2
dy_|_y:(_ex\/jl_efx\/jl)_i_(ex\/jl_kefx\/jl)zo

Mas existe um teorema que garante que sao Unicas as solucdes desse tipo de equagao
diferencial. Com isto Euler concluiu que essas duas expressoes, cada uma aparentemente tao

diferente da outra, sdo de fato iguais. Isto €, 2cos(x) = eVl eVl

Fica evidente, na mesma carta, que Euler também sabia que 2v/—lsen(x) = ¢*V -1
exv—l —xv/—1 ex\/—l _ ,—xv—1
eV~ Tanto que em 1743, publicou cos(x) = e e sen(x) = ¢
2 2v/—1

e, conseqiientemente, e ¥V 1 = cos(x) — v/ —Isen(x) e VIl = cos(x) ++v/ —1sen(x), que hoje

¢é conhecida como Formula de Euler.
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2.4 O DESENVOLVIMENTO GEOMETRICO

John Wallis (1616-1703) em 1685 foi o primeiro matematico a buscar uma inter-

pretagdo geométrica para a raiz quadrada de nimeros negativos.

Ele pondera que os nlimeros negativos, sempre vistos com desconfianca, porém tole-
rados pelos matematicos, devido a sua utilidade pratica na realiza¢ao de célculos, tinham uma
perfeita e clara interpretacdo fisica. Nas proprias palavras de Wallis: “no entanto, sobre a
notagdo algébrica pura, ele (o niimero negativo) implica uma quantidade menor do que nada;
no entanto, quando se trata de uma aplicagdo fisica, ele denota uma quantidade real, como se

o sinal fosse +, porém interpretada para o sentido contrdrio.”

Wallis entdo constréi uma reta, marca sobre ela um ponto que referéncia como ponto
zero ou origem, e considera que um nimero positivo indica as distancias medidas do ponto zero
para a direita, e que um nimero negativo indica as distancias medidas do ponto zero para a
esquerda, ou seja, geometricamente os nimeros negativos significam a medida de distancia em

sentido oposto ao positivo.

Para fazer uma interpretagdo geométrica da raiz quadrada de um ndmero negativo, sua
idéia consistiu em construir uma circunferéncia de didmetro AC e sobre a reta que passa por AC
marcar um ponto B a direita de A. Em B traca uma perpendicular a AC e na intersec¢ao dessa a
circunferéncia, obtém P, entdo considera a distancia AB = +b e a distancia BC = +c, Figural.

Porém, da geometria plana, tem-se que PB- = AB - BC , logo PB = \/(+b) - (+¢).

Figura 1: Proposta para a interpretacio geométrica da raiz quadrada de um nimero negativo.

Ponto B marcado a direita de A e distancias AB e BC positivas.
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Wallis entdo marca B a esquerda de A e considera BA como tendo a mesma distancia
de AB da situagdo anterior, s6 que com valor negativo, ou seja, BA = —b. Desse modo BC tera
um valor positivo (BC = +c ) se |AC| > |BA|, pois BC = BA+ AC, Figura 2. Como da geometria
plana PB> = AB-BC, logo PB = \/(—b) - (+c¢), e assim PB seria a representaciio geométrica da

raiz de um nimero negativo.

Figura 2: Proposta para a interpretacio geométrica da raiz quadrada de um nimero negativo.

Ponto B marcado a esquerda de A.

Outra proposta de Wallis, que o levou a interpretar geometricamente a raiz quadrado
de numeros negativos, foi o seguinte problema: determinar um tridngulo dados dois lados CA e

CB e um angulo & ndao compreendido por esses lados.

 primeiro Wallis desenhou um segmento CA e por A tragou uma reta que forma um angulo

o em relacdo a CA;

* em seguida, com centro em C, tracou uma circunferéncia cuja medida do raio é igual ao

comprimento do lado CB.

Assim, se a distincia do ponto C a essa reta, que passa por A e que forma um angulo o
em relacdo a CA (o segmento CH), for menor que o raio da circunferéncia, entao o problema tem
duas solugdes. Ou seja, ficam determinados dois triangulos, ACB| e ACB;, conforme mostra a

Figura 3.
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Figura 3: Outra proposta de Wallis para mostrar a interpretacao geométrica da raiz quadrada de

um nimero negativo: caso ¢ < b, problema com raizes reais.

Essa construcdo nos leva a uma equacdo do segundo grau, cujas raizes u (segmento

ABj1) e u+2v (segmento AB>) sdo as solugdes do problema.

Mas ACB| +ACB; = u+u+2v =2(u+v) e (ACB;)(ACB,) = u(u+2v) = u® + 2uv,

entdo a base AB dos triAngulos sdo as raizes da equagdo x> — 2(u + v)x + (u* + 2uv) = 0.

Dos triangulos retangulos formados tem-se que:

22 2
a- =c"+(u+v
{ ( ) Sutv=vVa2—c2 e u*+2uv=a*—"b>

b =c* 12

Logo, AB serd a solucdo da equacao X—=2-vVat—c?-x+a*—bh*=0.

Assim,AB=vVa2—c2+ Vb2 —c2 ou AB=+a®—c2—\/b2—c2

No entanto, se ¢ > b a equag@o ndo tem raizes reais e os pontos By e B, associados a

essas raizes nao poderdo pertencer a reta AH, entdo o problema original nao terd solucao real.

Wallis entdo especula que estejam no plano e, habilmente, determina uma maneira de

interpretar esse problema, Figura 4:

* ele constréi um segmento CA e por A traca uma reta que forma um angulo o em relagdo a
CA, marcando sobre ela um ponto H, de maneira que o segmento CH seja perpendicular

a essareta;
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* traca entdo uma circunferéncia de diametro CH;

* e com centro em C, constréi uma circunferéncia, cuja medida do raio € igual ao compri-

mento do lado CB, obtendo os pontos B e B>, na intersec¢do entre essas circunferéncias.

Assim, ficam determinados pelos lados CA, CB e pelo angulo o ndo compreendido
entre eles, os tridngulos ACB; e ACB; como proposto inicialmente. Pode-se observar que o

problema ndo impde que o angulo o deva ser interno ao triangulo.

Figura 4: Outra proposta de Wallis para a interpretacio geométrica da raiz quadrada de um

nimero negativo: caso ¢ > b, o problema nao possui raizes reais.

Wallis, apesar de estar proximo de resolver o problema da representacdo geométrica
dos numeros complexos, ndo obteve sucesso. Isso s6 ocorreria um século mais tarde, quando

esses nimeros imagindrios ganham um significado, além da simples finalidade operatdrias.

Os primeiros a notarem a relacdo entre 0os nimeros complexos e os pontos reais do
plano ap6s Wallis foram Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert Argand (1768-1822) e Johann
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), de forma independente um do outro.

Em 1797, um agrimensor noruegués, chamado Caspar Wessel (1745-1818), encaminha
a Academia Real Dinamarquesa de Ciéncias, que o publica em 1799, um artigo intitulado Om
Directionens Analytiske Betregning (sobre a representacao analitica de dire¢c@o), onde apresen-
tava um método que propde uma representacdo analitica para segmentos de retas no plano e

para representar os nimeros complexos como pontos do plano.
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Wessel referencia um segmento de reta unitario por +1 e estabelece que sua inclinagao
€ 0°, e define uma multiplicacdo geométrica de segmentos da seguinte forma: dados dois seg-
mentos, o produto deles é um terceiro segmento que pertence ao mesmo plano desses segmentos
e do segmento +1, com comprimento igual ao produto do comprimento desses segmentos € com

inclinagdo igual a soma das inclina¢Oes desses segmentos, Figura 5.

Entdo define outros trés segmentos unitarios pertencente ao mesmo plano de +1 e

tendo como referéncia sua inclinagdo, ou seja 0°, que sdo:

* +& com mesma origem que +1, porém perpendicular ao primeiro, ou seja, 90°;
e —1 com mesma origem que +1, porém com dire¢do igual a 180°;

e —g& com mesma origem que +1, porém com dire¢do igual a de 270°.

+E

-E

Figura 5: Representacao analitica de direcao, segundo Wessel.

Utilizando a defini¢c@o estabelecida para multiplicacdo de segmentos obtém-se:

(+1)-(+1) = (+1) (+1)-(+€) = (+¢)
(+1)-(=1)=(-1) (+1)-(—¢) =(—¢)
(=1)-(=1)=(+1) (1) (+€) = (—¢)
(=1)-(—¢) = (+¢) (+&)- (+&) = (-1)
(+&)- (=€) = (+1) (=€) (—&)=(-1)
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Assim, pela igualdade (+¢€) - (+€) = (—1), Wessel conclui que +& é a representacéo
geométrica v/—1, pois pela multiplicacio geométrica de segmentos +€2 = (+¢€)-(+€) que é
igual ao produto de seus comprimentos, ou seja 1-1 =1 e sua direcdo serd igual a soma das
suas dire¢Ges, ou seja, 90° + 90° = 180°, o segmento unitdrio na direcdo 180° ( segmento de 0

a—1).

Segundo (MILIES, 1993) “O simbolo i foi usado pela primeira vez para representar
V' —1 por Leonhard Euler, em 1777. Apareceu impresso pela primeira vez em 1794 e se tornou

amplamente aceito apos seu uso por Gauss, em 1801.”

Em 1806, Jean Robert Argand (1768-1822) um bibliotecario suico, publicou o li-
vro Ensaio sobre a Maneira de Representar as Quantidades Imagindrias. Ele pondera que a
multiplica¢do por — 1 representa uma reflexdo em relagéo a origem, porisso (+1)-(—1) = (—1)
e (—1)-(—1)=(+1), ou seja, ao se multiplicar por (—1) tem-se uma rotagio de 180°no sentido

anti-horario, Figura 6.

A Iy
L/

Figura 6: Representacio da multiplicacao por —1 segundo Argand.

Argand considera de modo semelhante a multiplicagdo por i. Ele analisa que ao se
multiplicar 41 por i obtém-se i e, em seguida novamente multiplicar esse resultado por i obtém-
se —1, ou seja, ao multiplicar +1 duas vezes seguidas por i, obtém-se novamente uma rotacao
de 180°. Assim, ele considera a multiplicacdo de i como uma rota¢do de 90° no sentido anti-

horério, Figura 7.
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& +

?

Figura 7: Formas de representar quantidades imaginarias através da multiplicacio por i.

Em 1831, Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematico, astronomo e fisico alemao,
escreveu um artigo no qual associava cada nimero complexo a um dnico ponto do plano carte-
siano, ou seja, representava a + bi como o par ordenado (a,b). A interpretacdo geométrica dos

nimeros complexos, a partir dali, se tornou totalmente aceita.

Em 1833, William Rowan Hamilton (1805-1865), num artigo apresentado a Academia
Irlandesa, quase trés séculos depois do surgimento da férmula de Cardano, formalizou a dlgebra
dos nimeros complexos. Ele considerou os nimeros complexos a + bi como pares ordenados

de nimeros reais (a, b), e definiu as operacdes de soma e multiplicacdo da seguinte maneira:
(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)e(a,b)-(c,d) = (ac —bd,ad + bc).

Assim, o par ordenado (a,0) representa o nimero real a, o par (0,1) o nimero i e

(0,1)(0,1) = (—1,0) , ou seja, i> = —1, 0 que deu uma explicacio coerente para v/—1.

Segundo Stewart (STEWART, 2012) “Do ponto de vista algébrico, disse Hamilton,
um ponto no plano pode ser identificado por dois niimeros reais, suas coordenadas (x,y). Se
vocé observar o diagrama de Wallis (ou o de Wessel, ou o de Argand, ou o de Gauss), vai ver
que x é a parte real do niimero, e que y é sua parte imagindria. Um niimero complexo x + iy é
realmente apenas um par de nimeros reais, (x,y). Podemos até estabelecer regras para somar

e multiplicar esses pares; o principal passo é observar que, como i corresponde ao par (0,1),
entdo (0,1)-(0,1) deve ser igual a (—1,0).”
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2.5 ALEM DOS COMPLEXOS - A HITORIA DOS QUATERNIONS

Ap6s a formalizagdo da dlgebra dos nimeros complexos por Hamilton, os matematicos
constatam que a teoria sobre esses nimeros era consistente, as desconfiancas sobre a sua existéncia
deixaram de existir e ficou evidente sua importancia. Foi o inicio da Algebra Moderna, com a

idéia de construir novos sistemas numéricos a partir dos antigos.

Os niimeros complexos passaram, a constituir um poderoso método para resolver pro-
blemas em diversas dreas. Porém havia um limitador, eles resolviam esses problemas apenas
no plano, e ndo no espaco. Surgiu entdo a questdo: € possivel ampliar a teoria dos nimeros

complexos para opera-la no espaco?

A maneira como Hamilton abordou os niimeros complexos como pares de nimeros re-
ais, remetia a uma forma de tentar conceber um sistema numérico baseado em tripletos (x,y,z).

Porém ninguém tinha criado uma 4lgebra para tripletos e Hamilton aceitou o desafio.

Hamilton buscou definir a soma e o produto desses nimeros triplos obedecendo as
mesmas regras da soma e da multiplicacdo dos pares numéricos e esperava que isso levasse
a translagdes e a rotagdes no espaco, da mesma forma que acontecia com os pares numéricos
no plano. Ele observou que i = v/—1 é um segmento perpendicular a 1, entdo é normal que
haja outra unidade imaginaria perpendicular as duas anteriores, e definiu j assumindo que esta
também fosse v/—1, pois isso levaria, quando do produto de 1 por 7%, auma rotagdo de 180°
obtendo —1, porém essa rotagdo aconteceria no plano XZ, enquanto que o produto de 1 por i?

numa rotacdo de 180° no plano XY e desse modo o tripleto tomou a forma x + yi + z.

Estabelecida a forma algébrica do tripleto, Hamilton tenta definir suas operacdes de
forma a manter as mesmas propriedades das operagdes com pares numéricos e suas interpretacoes
geométricas. No caso da adicao de tripletos bastou definir de modo andlogo a adi¢ao de com-
plexos, ndo apresentando problemas, ou seja (x; +y1i+2z1j) + (x2 +y2i+207) = (x1 +x2) +
1 +y2)i+ (21 +22)).

Porém, a multiplicagdo desses nimeros nao resultava, a principio, num tripleto, pois

aparecia um fator ij, ou seja:

(x1+y1itz1)) - (o +wmit2j) =
(x1x2 —y1y2 — 21 - 22) + (x1y2 +x2y1)i + (X122 +X221) j + (V122 + y221)i.

Para tentar resolver esse problema, Hamilton tenta definir o produto ij de varias formas

diferentes:



30

e ij==+l1
Visto que i = j = v/ —1, Hamilton supde que o quadrado de ij deve ser igual a 1, pois se
i?=—1e j>=—1tem-se que (ij)> =i*- j> = (—1)(—1) = 1 e concluiu que se (ij)*> =1
entdo ij = £1.

Para testar essa hipétese, Hamilton faz o produto de um tripleto por ele mesmo e obtém:
(a1 +y1i421)) (1 +yii+21)) = (6 =37 =21 + (2y121)) + 2200018 + 23121

No entanto esse resultado lhe mostra que escolhendo ij = 4-1 o produto dos tripletos ndao
obedece a lei dos médulos, ou seja, que o mddulo do produto de dois fatores deve ser

igual ao produto dos mddulos desses fatores. Usando essa lei tem-se:

1+ y1i+21j] = /33 + 33+ 2} entdo, | (xq +yii+21j) (v +yii+ai) =24 +y] +2f
e |(xf —yf —z1 £ (2n1z1)) + vy + 2xiz1j] = (F —y7 — 21 = (2n121))* + o) +
(2x121)*, ou seja, | (x1 +y1i+z17)(x1 +y1i+z1j)| # |(F —yT =21 £ (2y1.21)) +2x1. 310+
2x1.z1j|- E essa primeira tentativa esta descartada.

«ij=0
Ao considerar ij = 0, o produto (x; +y1i+2z1j)(x2 +y2i +2z2J), que € igual a
(X132 — y1y2 — 2122) + (X1y2 +x231)i + (X122 +%221) j + (V122 +y221) i)
se torna (x1x2 —y1y2 — 2122) + (x1y2 +x2y1)i + (X122 +x221) J.

24 (x1y2)? + (x2y1)* +

(x122)%+ (x221)? +2y1y22122. Porém |(x1 +y1i+217)|[x2 +y2i +22)| = (x1x02)* 4+ (y132)* +
(z122) + (x172)* + (x2y1)? + (x122)* + (x221)* + (V122)* + (3221) %

E 0 médulo da expressdo é dado por (x1x2)? + (y1y2)? + (z122)

Assim, também nao se obedece a lei dos modulos para esse caso.

E Hamilton continuou por varios anos, sem sucesso, sua pesquisa para resolver o pro-

blema do produto ij.

Segundo Stewart (STEWART, 2012) “Somar niimeros triplos era fdcil: era possivel
pegar uma dica a partir de niimeros complexos e simplesmente somar as coordenadas cor-
respondentes. Esse tipo de aritmética, hoje conhecida como adi¢cdo de vetores, obedece a
certas regras interessantes, e SO existe uma maneira razodvel de fazer isso. O problema era
a multiplicagcdo. Mesmo para os niimeros complexos, a multiplicacdo ndo funciona como a
adicdo. Vocé ndo multiplica dois pares de niimeros reais multiplicando o primeiro e o segundo
componentes separadamente. Se fizer isso, acontece um monte de coisas agraddveis, - porém
acontecem também duas coisas fatais e desagraddveis. A primeira é que ndo existe mais uma

raiz quadrada de —1. A segunda é que vocé pode multiplicar dois niimeros diferentes de 0 e
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obter 0. Esses divisores de O infernizam todos os métodos algébricos usuais, como as formas de
resolver equacoes. Com os niimeros complexos, podemos superar esse obstdculo escolhendo
uma regra menos obvia para a multiplica¢do - e foi o que Hamilton fez. Mas ao tentar tru-
que semelhante em triplas de niimeros teve um choque terrivel. Por mais que tentasse, ele ndo
conseguia evitar um furo letal. Hamilton conseguiu extrair a raiz quadrada de —1, mas so
introduzindo divisores de 0. Parecia completamente impossivel se livrar dos divisores de 0, por

mais que ele se empenhasse.”

Procurando resolver esse problema, Hamilton considera um caso particular, aquele em
que as coordenadas y; e z; s@o proporcionais a y, € z2, de maneira que os tripletos que serdao
multiplicados, estejam num mesmo plano que contenha o eixo x, o que significa uma tentativa
de reduzi-los ao caso do plano complexo, permitindo compara-los a resultados ja conhecidos

da multiplica¢do no plano.

Ele entdo conclui que o termo (y; - 22 +y2 - 21 )ij, nessa situacao, parece ser dispensavel.
O que o faz conjecturar que o produto ij fosse igual zero. Porém percebe que ha outra possibi-

lidade, y; - 20 +y2 - 71 = 0 e isso implica ij = — ji.

Continuando com sua busca, passa a avaliar o caso mais geral do produto. S6 que
para esse caso, ndo hd maneira em que yj -z2 +y2 -z se anule. Assim, faz uso da nao-
comutatividade (ij = — ji) e atribui um nome ao produto ij, chegando a expressdo: (xj-xp —
yi-ya—z1-22)+ (x1-y2+x2-v1)i+ (x1-z22+x2-21)j+ (y1 - 22 — y2 - 21)k. Surge esse quarto
termo, que contraria a propriedade comutativa. Seria ele fundamental para a solu¢cdo do pro-
blema? Empregando a lei dos médulos, Hamilton averigua e comprova que de fato é necessaria
a existéncia do quarto termo na expressao (xj-xy —yj-y2 —21-22) + (x1-y2 +x2 - y1)i+ (x1 -
22+x2-21)j+ (y1-22 —y2-z1)k. E qual seria entdo a caracteristica deste novo coeficiente k?
Isso o levou a admitir os tripletos como formas incompletas de x + yi + zj + wk ou (x,y,z,w)
que ele chamou de quatérnios e o simbolo &, definindo da mesma maneira como definiu j, um

novo tipo de v/ —1, que deveria ser perpendicular simultaneamente ai e j.

Assim, a invencdo dos quatérnios propicia uma ruptura entre a algebra e a aritmética,
e estabelece que € possivel a concep¢do de uma teoria algébrica que ndo leve em conta as pro-
priedades aritméticas, neste caso, a propriedade comutativa da multiplicacao. Além disso, para
operar no espaco de dimensao trés foi preciso empregar uma estrutura do espaco de dimensao

quatro. E o surgimento da Algebra Moderna.

Segundo (EVES, 2011), a grande idéia de Hamilton para a criagdo dos quatérnios se
deu em 16 de outubro de 1843 ao longo do Canal Royal perto de Dublin. Ele proprio, com

um canivete, grava numa das pedras da ponte Brougham, a chave para solucionar o problema:
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==k =ijk=—1. Hoje no local hd uma placa com os dizeres “Aqui, em 16 de outubro
de 1843, enquanto caminhava Sir William Rowan Hamilton teve uma repentina idéia de génio e
descobriu a formula fundamental para a multiplicagdo de quatérnions i’ = j*> = k> = i jk = —1

e escreveu-a em uma pedra dessa ponte.”, Figura 8.

Figura 8: Placa em homenagem a Hamilton na ponte Broughm e vista atual da ponte sobre o Canal
Royal. Fonte:(JP, 2007), (MAPAS, 2013), (MONO42, 2012)
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3 TEORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

3.1 A INSUFICIENCIA DOS REAIS

O conjunto dos nimeros complexos se caracteriza como uma ampliacdo do conjunto
dos nimeros reais, surge entdo a seguinte questao: O que € desejavel para ampliar um conjunto

numérico?

A resposta a essa pergunta se da em trés itens:

1. manter todas as propriedades do conjunto que foi ampliado;

2. conter todos os numeros do antigo conjunto, de forma que, as operacdes definidas nesse
novo conjunto, quando feitas sobre os nimeros antigos preserve os resultados das opera-

¢Oes antigas;

3. conter 0s novos ndmeros.

Na ampliag@o do conjunto dos niimeros reais, faz-se necessario uma revisao das propri-
edades fundamentais que as operacdes de soma e produto possuem nos reais. Estas propriedades

sdo as seguintes:
* propriedade comutativa da adicao e da multiplicagdo, isto €, seja u,v € R, entdo
ut+v=v4+u e u-v=v-u “4)
 propriedade associativa, isto €, seja u,v e w € R, entdo
(u+v)+w=u+w+w) e (u-v)-w=u-(v-w); 3)

* propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adicao, isto €, seja u,v e w € R,
entao

u-(v+w)=u-v+u-w; (6)
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* existéncia de O e 1, elementos neutros, em relagdo a adi¢do e a multiplicagdo, respectiva-

mente, isto é, seja u € R, entdo

u+0=u e u-1=u; (7

* existéncia do elemento oposto na adi¢do e o inverso na multiplicagdo, isto é, Vu € R

corresponde um tnico nimero real (—u), e se u # 0 um tnico real — tais que
u

u+(—u)=0 e u-<l>:1. ®)

u

Essas propriedades sdo fundamentais pois a partir delas pode-se deduzir todas as outras

regras de operacoes aritméticas sobre os nimeros reais.

Por exemplo, de (7) decorre que (—1)-1 = —1 e de (6) e (7) decorre que a -0 = 0, pois

—
=)}
=

a+a-0 = a-(140)

a+a-0 @ a-1

a+a-0 @ a

a+a-0 @ a+0
a0 = 0

Com essas propriedades também € possivel mostrar o porque de
(-1)-(-1)=1 ©)

Veja primeiro que (—1)-a = —a.

De fato (—1)-a+a L [(=1)+1]-a 2L 0.a=0.

Isso prova que (—1)-a é oposto de a. Mas o oposto de a é —a e o oposto é tnico.
Logo (—1)-a = —a, usando isso temos que (—1)-(—1) = —(—1). Esse é o oposto de —1 que
sabemos que € 1,logo (—1)-(—1) =1

Entdo, seu € Re u >0, tem-se (—u) < 0. Logo, pelas propriedades (4),(9) e (7)

tem-se que
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(—u)*> = (—u) - (—u) > 0, pois

(0 = () (-w)
(= (D (1)
(a2 (=D (1) ue
(—u)? © 1-u?
(~u? 22

e como u? > 0= (—u)*> >0

Disso decorre que o quadrado de um ntimero real # nunca € negativo, ou seja nao é

possivel extrair raiz quadrada de nimero negativo no conjunto dos nimeros reais.

Desta impossibilidade, faz surgir a necessidade de ampliar o conjunto dos nimeros
reais. Define-se entdo um novo conjunto, cujos elementos, os quais serdo chamados de nimeros
complexos, possam ser somados e multiplicados e nos quais seja possivel extrair a raiz quadrada
de um ndmero negativo. Além disso, as operacdes de adicdo e multiplicacdo, quando feitas
sobre os reais, que também devem ser elementos desse conjunto, devem ter o mesmo resultado

que as operagdes ja conhecidas.

3.2 0 CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Definicao 3.1. O conjunto dos niimeros complexos é o conjunto
C={a+bi: a, b €R eisatisfaz i* = —1}

onde a é chamado de parte real, b parte imagindria e i unidade imagindria do complexo a+ bi,

munido das seguintes operacoes:

e soma: Sejaz=a+biew = c+di € C, define-se sua soma por
z+w = (a+bi)+ (c+di)
z+w=(a+c)+(b+d)i (10)
* produto: Seja 7 =a+bi e w = c+di € C, define-se seu produto por
z-w=(a+bi)- (c+di)

z-w = (ac —bd) + (bc+ad)i. (11)
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Isto é:

* a soma de dois ndmeros complexos é um complexo cuja parte real € a soma das partes

reais das parcelas e cuja parte imagindria € a soma das partes imagindrias das parcelas;

* o produto de dois nimeros complexos é o resultado do desenvolvimento de (a + bi)(c +

di), aplicando a propriedade distributiva e levando em conta que iZ=—1:

(a+bi)(c+di) = a(c+di)+Dbi(c+di)
= ac+adi+ bci + bdi®
= (ac—bd)+ (ad + bc)i.

Além disso, dois nimeros complexos z; = a+ bi e 2o = c+di, sdo iguais se, e somente
se, a = c e b =d, ou seja todo niimero complexo pode ser escrito de maneira inica. Assim, as

operagdes definidas em (10) e (11) possuem das seguintes propriedades:

P.1 Propriedade comutativa em relacdo a adigao:

SeziepeCentioz1 +n=20+271

Demonstragdo:

Sejazi =a-+biez=c+di, coma, b, c, d € R entdo
21+ 22 = (a+bi) + (c + di)
21+22=(a+c)+(b+d)i

z21+2=(c+a)+ (d+Db)i

21 +z2 = (c+di)+ (a+ bi)

21+ =22+2.

P.2 Propriedade comutativa em relacdo a multiplicagao:

Sez1 ez € Centido 2120 = 2274

Demonstracdo:

Sejaz1 =a-+biez =c+di, coma, b, ¢, d € R entdo
7122 = (a+ bi)(c + di)

7122 = (ac — bd) + (bc +ad)i

2122 = (ca—db) + (cb+da)i

2122 = (c+di)(a+ bi)

2132 = 2217.



P.3 Propriedade associativa em relagdo a adicao:

Sezi,zpezz €Centlo (z1+22)+3 =2+ (22+23) e (z122)23 = 21 (2223)

Demonstracdo:

Sejazi =a—+bi,zp=c+diezz=e+ fi,coma, b, c, d, e, f € R entdo

z1+22) + 23 = (a+bi) + [(c+di) + (e + fi)]
z1+22)+z3 =2+ (22+23)

(z1+22) +23 = [(a+Dbi) + (c+di)] + (e + fi)
(z14+22)+z3=[(a+c)+ (b+d)i]|+ (e+ fi)
(Z1+zz)+Z3 ((a+c)+e)+((b+d)+[)i
(z1+22)+z3=(a+(cte))+(b+(d+f))i
(21 +22)+23=(a+bi)+[(c+e)+(d+ [)i]
( )

( )

P.4 Propriedade associativa em relagdo a multiplicagao:

Se 71, 22 € z3 € Centdo (z122)z3 = z1(2223)

Demonstragdo:

Sejazi =a-+bi,zp=c+diezz=e+ fi,coma, b, c, d, e, f<€R entdo

(z122)z3 = [(a+ bi)(c +di)] (e + fi)

(2122)23 = [(ac — bd) + (bc +ad)i)(e + fi)

(z122)z3 = [(ac — bd)e — (bc +ad) f] + [(bc + ad)e + (ac — bd) fli
(z122)z3 = [(ace — bde) — (bcf +adf)] +

+ [(bce+ade) + (acf — bdf)]i
(z122)z3 = (ace —bde — bef — adf) + (bce + ade + acf — bd f)i
(z122)z3 = (ace —ad f) — (bde +bcf) + (bce — bd f)i+
+(ade+acf)i
(z1z2)z3 =a(ce—df) —b(de+cf)+ [b(ce —df) +a(de+cf)]i
(z122)23 = (a +bi)[(ce —df) + (de+cf)]
(c122)23 = (a+bi)[(c+ di)(e + i)
(z122)

2122)23 = 21(2223).

2132)33 =

P.5 Propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao

‘ SeZla €273 E(CentﬁOZ](Zz—i—Z3) :Z1Z2+Z1Z3

Demonstracdo:

Sejazi =a-+bi,zp=c+diezz=e+ fi,coma, b, c, d, e, f <R entdo



21(z2 +23) = (a+bi)[(c +di) + (e + fi)]

z1(za+z3) = (a+bi)[(c+e)+ (d+ f)i)]

21z +z3) =lalc+e) —b(d+ f)]+[ald+ f)+b(c+e)li
21(z2+23) = [ac+ae—bd — bf)| + [ad + af + bc + be))i
z21(z2+z3) = (ac —bd) + (ae — bf) + (ad + be)i+ (af + be)i
z1(z2 +z3) = [(ac — bd) + (ad + bc)i] + [(ae — bf) + (af + be)i]
z21(z2+z3) = [(a+bi)(c+di)] + [(a+ bi) (e + fi)]
z1(z2+23) = 21220 + 2123

P.6 Existéncia de 0, elemento neutro para a adicao

Existe ny, n, € C, talque z+n, =z, Vz € C

Demonstragdo:

Seja z=a+bi, e n, =x+yi comaeb € R entdo se z+n, = z tem-se

(a+bi)+ (x+yi) =a+bi
atx=a x=0

(a+x)+(b+y)i=a+bi & & .
b+y=>b y=20

Portanto existe n, = 0+ 0i = 0, chamado elemento neutro para a adigdo.

P.7 Existéncia do elemento oposto aditivo

Para qualquer z € C existe (—z) € C tal que z+ (—z) = ng4

Demonstracdo:
Sejaz=a+bie(—z) =x+yicomcoma,b, x,y €R, entdo z+ (—z) = nq
(a+Dbi)+ (x+yi) =0+0i

+ :O = —
(@tx)+(b+y)i=040icd T ST
b+y=0 y=—b

Portanto se z = a+ bi existe (—z) = —a — bi, chamado oposto aditivo.

P.8 Existéncia de 1, elemento neutro para a multiplicacdo

Existe n,,, n,, € C, tal que zn,, =z, Vz € C

Demonstragdo:
Sejaz=a+bi, e ny, =x+yicomaeb R entdo se z.n,, = 7 tem-se
(a+bi)(x+yi) =a+bi

ax—by=a x=1
(ax—by)+(bx+ay)i:a+bi<:>{ Y <:>{ :

bx+ay=»>b y=0
Portanto existe n,, = 14 0i = 1, chamado elemento neutro para a multiplicagdo.
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P.9 Existéncia do inverso multiplicativo

1

Para qualquerz € Cez#Oexistez ' € Cez ' #£0+0italquez-z ' =n,=1|.

Demonstracdo:
Seja z =a+ bi ez ! =x+yicomcoma, b, x, y € R, entdo z = 7.
(a+bi)+ (x+yi) = 1+0i
a
X="572
) ) ax—by=1 a’+b
(ax —by) + (bx+ay)i=14+0i & =3
bx+ay=0 b
YT 252

Isso implica que a> +b> # 0, logo a#0 ou b+#0, e assim se z=a+bi existe 7' # 0+ 0i,

chamado inverso multiplicativo, tal que

-1 a 4 —b .
= L.
a2 _|_b2 a2 +b2

(13)

Definicao 3.2. Sendo z1 =a+bie 20 =c+di, coma, b, c e d € R, defini-se a subtracdo de
dois niimeros complexos como 71 — 70 = z1 + (—22), ou seja, z1 — 720 = (a+bi) + (—c —di) =
(a—c)+ (b—4d)i.

Observacoes:

* Aexpressioz=a+b-i, {a,b} € R é denominada forma algébrica do nimero complexo,
além disso a é chamada de parte real e b parte imagindria do nimero complexo, sendo

que sdo representadas por a = Re{z} e b = Im{z}.
* Ondmeroz=a+b-i, {a,b} € R, é real se, e somente se, b = 0.

* Ondmeroz=a+b-i, {a,b} € R, é imaginario puro se, e somente se, a = 0.

3.2.1 POTENCIAS DE I COM EXPOENTES INTEIROS

Teorema 3.3. Existem quatro e somente quatro valores de poténcias de i com expoentes inteiros.
Sdo eles 1, i,—1,—i.
Demonstragdo:

De um modo geral, para n € 7 tem-se que n =2q+r, com q € N e r € {0,1}. Agora pela

definicdo de niimero complexo, i satisfaz i = —1, assim:
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e quando r =0, " = ?1 = (*)? = (—1)4.

(a) seqépari*=1;

(b) se q é impar, i" = —1;
e quandor=1,i" =i = (#)9.i' = (=1)4.i.

(a) seqépari*=1-i=1i;

(b) se qéimpar, i" =—1-i=—i.

Exemplo 3.4. : Calculando valores de i"* tem-se:

=1,

Porém qualquer n € Z pode ser escrito comon=4-g+r,comq € Zer € {0,1,2,3},

logo " = {4 = 0. = (1)1.i" = 190" = 1.

Como conseqiiéncia, para calcular as poténcias i com n € Z, divide-se n por 4, e obter

como resto um nimero r € {0,1,2,3}. Tem-se entdo i" =i"

Exemplo 3.5. :

a) n positivo:

como 38 =4-9+2 entdo 8= = —1;

b) n negativo:
como —45 =4-(—12)+ 3, entdo i =3 = —i. Esse cdlculo pode ser feito seguinte forma.
1 I 1 1 i

45 _ -

Comod45=4-11+1entdoi " =——=—-=-=

- - - - =—= =1
s gl i i1 -1

Agora, qualquer nimero inteiro, também pode ser escrito como 100k 4 s, com 0 <

|s| <99 es, k € Z, sendo assim " = {10k — 425k s — (4)25k s — 25Kk s — ks — s

Como conseqiiéncia, para calcular as poténcias i" com n € Z, onde |n| > 100 basta
dividir o nimero formado pelos dois ultimos algarismos, € de mesmo sinal que n, por 4, e obter

como resto um nimero r € {0,1,2,3}. Tem-se entdo i" =i =1i".

Exemplo 3.6. :
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a) Paran >0, n =46798.
Como 46798 = 100 - 467 + 98, entdo i*7°® = i*8, mas 98 =424 +2 logo i’ = i* = —1.

b) Paran <0, n = —2345.
Como —2345 = —23-100 + (—45), entdo i 3% =i, mas —45 = 4-(—12) 43, logo

453

—i. Esse cdlculo pode ser feito seguinte forma: como 45 =411+ 1 entdo
45 L1
il

1_1i_ I

ioii -1

I === —I.
45

3.3 REPRESENTACAO GEOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Freqilientemente € apropriado representar geometricamente o nimero complexo
z = a+ bi como sendo ponto de um plano cujas coordenadas sdo a e b, ou seja (a,b), pois cada
ndmero complexo corresponde a um tnico ponto, e reciprocamente, cada ponto corresponde a

um Unico nimero complexo.

Demonstragdo:

Seja f : C — R?, definida por f (x4 yi) = (x,y). Entdo tem-se que:
D se xi+yiiFEx2+yi = X1 F#X2 0U Yy F#y
se x1+yiiF#Exp+yi = (x1,y1) # (x2,y2) e f é injetora;
(I) para todo (x,y) € R? existe o nimero complexo x + yi tal que f(x+ yi) = (x,y) logo f é

sobrejetora

Entao de (I) e (II) f € bijetora, isto é, cada nimero complexo estd associado a um tinico
ponto do plano R? e cada ponto do plano R? estd associado a um tnico nimero complexo,

Figura 9.

b@-----eeeo

W]

Figura 9: Representacao de um nimero complexo como par ordenado.
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Sendo assim, o conjunto dos nimeros complexos € representado geometricamente no
plano R? e cada ponto desse plano esta associado a um Unico ndmero complexo, entdo neste
contexto chama-se o plano cartesiano de plano complexo ou plano de Argand-Gauss, o eixo x

de eixo real e o eixo y de eixo imagindrio.

Por outro lado, z = a + bi pode ser representado como um vetor de origem O do siste-

mas de coordenadas e extremidade em (a,b), Figura 10.

AIm

S S
|
P |
|

0 -

O a Re

Figura 10: Representacio de um niimero complexo z = a + bi através do vetor OP.

Entdo, conforme (10), a soma de dois nimeros complexos z; = (a1, b1) e 22 = (a2,b?)
é dada por (a; + az,b; + by), e isso por sua vez corresponde a um vetor cujas componentes é

igual a soma das componentes dos vetores dados, Figura 11.

Figura 11: Representacao grafica da soma de dois niimeros complexos.
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3.3.1 MODULO E CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO
Definicao 3.7. O modulo de um niimero complexo z = a+ bi é definido como
p=ld=va 12

Geometricamente, o nimero real p nos da o comprimento do vetor definido por z no

plano complexo, ou seja a distancia da origem desse plano ao ponto (a,b), Figura 12.

Figura 12: Moédulo de um nimero complexo (p).
Definicao 3.8. O conjugado de um niimero complexo z = a+ bi é definido como
Z=a—bi.

Geometricamente, o conjugado de um numero complexo € representado através da

reflexdo desse nimero em relacdo ao eixo real do plano complexo, Figura 13.

o
I
I
I
I
1
1
I
I
I
I
I
NI

Figura 13: Representacio do conjugado de um niimero complexo.



44

Definicao 3.9. O quociente de um niimero complexo z1 por um niimero complexo ndo nulo 7, é

. . 21
o niimero complexo 73 se e somente se, 7p73 = 7| assim, tem-se que 73 = — < 7373 = 7|.
22

Como da propriedade P.9 tem-se que para todo z € C, =1, logo uma conseqiiéncia

da definicdo (3.9) € que
1
==, (14)
Z

3.3.1.1 PROPRIEDADE DO QUOCIENTE DE UM NUMERO COMPLEXO

4| <123

Seja z1, z2 e 23 € C, tais que zo # 0 e z3 # 0, tem-se que — =
2 2273

Demonstragdo:

Seja k o quociente de 7\ por 2o, entdo:

21 2123
—=kegn=knenan=kn ns =k
<2 7273
Assim
<1 2113
— = . (15)
22 2223

Como conseqii€ncia dessa propriedade, a divisdo de um complexo z; por outro com-

plexo 7o # 0 pode ser realizada por:

22

2 2222

3.3.1.2 RELACAO ENTRE O MODULO E O CONJUGADO DE UM NUMERO COM-
PLEXO

Sejaz=a+bi,coma, b € R, entdo pela definicao (3.8) tem-se 7 = a — bi, assim:

z = (a+bi)(a—bi)
Z = a*—(bi)?

Z = a+b

Z= |z|2. (16)



Agora de (14) tem-se que

1
! = =, por(15)segue que
b4
1 1-z
Z = —, epor(16)segue que
Z
1 Z
Z = —5
22
-1 a—bi
SR S
a b
7=

analogo ao mostrado em (13).

3.3.1.3 PROPRIEDADES DO CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

P.Conj-1 z=12.
Demonstracdo:
z=(a+bi)
Z=a—bi
Z=a+bi
=1z

P.Conj-2 7, + 20 =71 2.
Demonstracdo:

Seja 71 = a+bi e 7p = c+di, entdo

z1 £20 = (a+bi) £ (c+di)

21tz =(atc)+ (b+d)i
21tz =(atc)—(b£d)i
21 20 = (a—bi) £ (c—di)
ntn=n+n

P.Conj-3 712 =7123.

45



Demonstragdo:

Seja 71 = a+bi e 7p = ¢+ di, entdo

7122 = (a+ bi)(c +di)

7122 = (ac — bd) + (ad + bc)i
7122 = (ac — bd) — (ad + bc)i
7122 = (ac — bd) + (—ad — bc)i
7122 = (a—bi)(c — di)

2122 = (a+bi)(c +di)

{1322 = 2112

P.Conj-4 (Z—1> = Z:I
&) 22

Demonstracdo:

Seja 71 = a+bi e 7p = c+di, entdo

a-+ bi
c+di

<1
<2

o

(a—+bi)(c—di)
(c+di)(c—di)

o

c2+d?

N
)

(ac+bd) + (bc—ad)i)

(ac+bd) N (bc —ad)i
¢ +d? ¢ +d?

o

N
)

N
)

(ac+bd)  (bc—ad)i
¢ +d? ¢ +d?

N|N

N =

v
I

2] (ac+bd) — (bc —ad)i
2+ d?

2 (ac+bd)+ (—bc+ad)i
(c+di)(c—di)

46



47

21\ _ (a=Dbi)(c+di)
] (c—di)(c+di)

P.Conj-5 z+7 =2Re{z}.
Demonstracdo:
z+2=(a+bi)+ (a—bi)
z2+z2="2a
7+7 =2Re{z}

P.Conj-6 z—7=2Im{z}.
Demonstracdo:

z—7 = (a+bi)— (a— bi)

P.Conj-7 Um ndmero complexo z € real se e somente se 7 =z

Demonstragdo:

(a) Seja z um niimero complexo real, logo z = a+ 0i = a, assim o complexo conjugado

dezé 7=a—0i=aousejasezé real, entdo?7 = z.

(b) Por outro lado se 7 um niimero complexo real, logo 7 = a+ 0i = a, agora por

(P.Conj-1) z =7 = a—0i = a ou seja se 7 é real, entdo 7 = 7.
De (a) e (b) conclui-se que z € R <7 = z.
P.Conj-8 z é um nimero imagindrio puro se e somente se 7 = —z.
Demonstracdo:

(a) Seja z um niimero imagindrio puro, logo z = 0+ bi = bi, assim o complexo conju-

gado de 7 é 7=0—bi = —bi ou seja se 7 é imagindrio puro, entdo 7 = —z.
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(b) por outro lado se 7 um niimero imagindrio puro, logo 7 = 0+ bi = bi, agora por
(PConj-1) z=7=0—bi = —bi = —Z 0 que implica em —z =7 ou seja se 7 é

imagindrio puro, entdo —z = Z.

De (a) e (b) conclui-se que 7 é um niimero imagindrio puro se e somente se 7 = —Z.

3.3.1.4 PROPRIEDADES DO MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO

PMod-1 [z| = [z].
Demonstragdo:

Seja z = a+ bi, entdo

z| = |(a+bi)

2l = la—bi
A= y/a+(-b)?
ol = Va2 +p?
Z| = |a+ bi]
2] = Iz
P.Mod-2 |z122] = |z1]]z2]-
Demonstracdo:
Seja z1 = a—+bi e 7o = c+di, entdo
|z122] = [(a+ bi)(c+di)]

|z122] = |(ac — bd) + (bc + ad)i

2122] = 1/ (ac — bd)? + (be +ad)?

2122| = V a2c2 — 2achd + b2d? + b2c2 + 2abed + atd>

12122| = V@22 + a2d? + b2d? + b2

2122] = 1 /a2(2 + d2) + 022 + @?)

122l = 1/ (@ +62)(2 + d?)

122l = /(@ + 02/ (2 + d?)

|z122] = |z1]|22]-




P.Mod-3 ‘Z—l _ e, 20,
2l |z
Demonstracdo:

Sejazy =a+biezy=c+di,comc#0oud#0, entdo zo # 0 e |22| # 0 segue que:

21
<2
2
2

<1

22

<1

22

<1

22

<1

22

<1

22

<1

22

<1

22

<1

22

<1

22

|

22

_|a+bi
N c+di’
_|atbic—di
Cle+dic—di

(ac+bd) + (bc —ad)i
c2+d?

(ac+bd) N (bc—ad) .
= l
A+d*>  Atd

((ac+bd)>2 ((bcad)>2
aroall Bl i

a*c? + 2abcd + b*d* + b*c? — 2abed + a*d?

(2 +d2)?

B \/61262 +a?d? + b*d? + b*c?

(2 +d2)?

a2(c2+d2)+b2(c2+d2)
(02 +d2)2

PMod-4 ||z1] — |22|| < |z1 + 22| < |z21] + |zal-

Demonstragdo:
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Como a soma e a diferenga de dois complexos podem ser obtidos somando ou subtraindo



P.Mod-5

P.Mod-6
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os vetores que os representam, Figura 11, entdo se os vetores que correspondem a 7| e

’

Zp ndo tem a mesma direcdo, logo sua soma forma um tridngulo com lados |z1], |z2| e

|z1 + 22|- Mas em um tridngulo cada lado é menor que a soma dos outros dois e maior

que a diferenga dos outros dois. Assim tem-se: ||z1| — |z2|| < |z1 + 22| < |z1] +|z2]-
Re{z} < [Re{z}| < 2.

Demonstracdo:

Seja z = a+Dbi, com a, b € R, entdo Re{z} = a. Segue que:

=a <lal.

' a>0=a=|d|
(i)
a<0=a<lal

(i) @ <d®+b* = Va2 <@+ = |a| < 2].
De (i) e (ii) vem que Re{z} < |Re{z}| <|z|.
Im{z} < |Im{z}| < 2.
Demonstragdo:

Seja z = a+ bi, com a,b € R, entdo Im{z} = b. Segue que:

=b < |b|.
b<0=b<|b|

(ii) B> <d®+b* = Vb2 < \Va+ b= |b| < |z].

[ b>0=b=p|
(i)

De (i) e (ii) vem que Im{z} < |Im{z}| < |z|.

3.3.2 RAIZ QUADRADA DE UM NUMERO COMPLEXO

Antes de propriamente mostrar como extrair a raiz quadrada de um nimero complexo,

serd mostrado como transformar um nimero escrito na forma \/ A+ \/E, que é chamado de
radical duplo, na soma (ou diferenca) de dois radicais simples, \/a % Vb.

\VA£VB = a+b;
A+VB = (\atVb)%;

A=a+b a+b=A

A+VB=a+2\/avb+b= = B
{ VB =2Vab ab="
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. ~ ~ B ~
Assim os valores de a e b sdo as raizes da equacao X2 —Ax+ 1= 0 que sao

A++VAZ-B

x=——, entdo:

2
\/Ai\/E:\/A—+";2_Bi\/A—_”;2_B : (17

Agora extrair a raiz quadrada de um nimero complexo implica em ter um ndmero

w € C tal que wr=z=a+ bi, com a,b € R. Conseqiientemente w = 4+/z, ou seja, havera duas

raizes quadradas de um nimero complexo, entio \/z = va + bi = \/ atbVv—-1= \/ at/—b%.

Assim utilizando (17) tem-se que

iz atby T = m:\/HWi\/%W
Vi=\atb/—1 = \/a+\/azmi\/a_\/;m
Vi=\Jatby/1 = \/“J;Mi\/a—!d
Vz=1\atbv/—1 = |Z|;F“ \/ (IZI—a)
V= atbvy=1 = \/VZV;L‘Z \ZI—a‘
Por fim,

B lz| +a \/Iz!—a.
w—i<\/ 5 + 5 z). (18)

13+5 [13-5
Exemplo 3.10. \/5+12i::|:<\/ 2+ +\/ 5 i):i(ﬁ+\/ii>=i(3+2i).

Exemplo 3.11. \/3—41':1(\/5;3 —\/5;31') :ﬂ:(\/Z—\fli) =+(2-i).

Exemplo 3.12. Resolver a equacdo x* — (4 — 2i)x+ (11 — 10i) = 0.

Cdlculo do discriminante A

VA = i<\/—32+24i>
p— —_— —_— / 2— . . pE— ’ —_—
A = [—(4=2)]>—4-1-(11-10i) VA - 4 \/40 32+\/40+32i
A = 12—16i—44+40i = 2 2
A = —32424i VA = + \/Z+x/%i)
VA = + 2+6i>
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6-+4i .
x| = =342
4 —2i+ (2+6i) 2
X = =
2 B 2—81‘_1 4
X2 = 3 = 1

3.4 FORMA POLAR OU FORMA TRIGONOMETRICA

Definicao 3.13. Seja z = a+ bi, com a e b € R um niimero complexo ndo nulo. Como z pode
ser representado como um vetor de origem O do plano complexo e extremidade em P(a,b),
defini-se o argumento de um niimero complexo, Figura 14, como qualquer dngulo 6 que o vetor

OZ forma com o semi-eixo positivo do eixo real.

bl‘i ___ P@b)

|
|
|
|
0 g

Figura 14: Representacao grafica do argumento de um niimero complexo (6).

Se a medida em radianos do angulo 0 estiver no intervalo de [0,27), entdo 6 é chamado
de argumento principal e é denotado por arg(z). Todo nimero complexo tem um infinidade de

argumentos, Figura 15, que diferem-se entre si por um multiplo de 27.

ANIm
P(a,b)
be — — — —
I
P I
I
0+2kn |
O g Ri

Figura 15: Arg(z) = (6), argumento de z = a + bi e representacio dos multiplos 6.
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Sendo 6 um argumento de z = a + bi tem-se o tridngulo retingulo de vértices (0,0),
(0,a) e (a,b) entdo a = pcosO e b = psenB, Figura 16, e z passa a ser escrito na sua forma
polar ou trigonométrica: z = pcos6 + ipsend = p(cosO + isen®). Porém, qualquer arg(z) =
0 + 2km, com k € 7Z também satisfaz essa expressdo, logo um nimero complexo tem infinitas

representacdes na forma polar dadas por:

z=plcos(0 +2km) +isen(0 + 2krw)|,com k € Z (19)
™ P(a,b)
b — — — — ’
‘é’ |
& A
= |
|
0 .
o) g Re
p-COS 0

Figura 16: Grafico representativo da forma trigonométrica de z = a + bi.
3.4.1 OPERAC@ES COM NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA TRIGONOMETRICA
3.4.1.1 MULTIPLICACAO

Teorema 3.14. Se z; = pi(cosO) +isenb)) e zo = pa(cos0; + isen6,) dois niimeros complexos

representados na sua forma trigonométrica, entdo: 71z, = p1p2[cos(0; + 6,) + isen(6; + 6,)).

Demonstracdo:

Seja z1 e zp € C, com 71 = p1(cosO) +isenBy) e zo = par(cos6, + isenB,), entdo:

2122 = [p1(cosB) + isenBy)|[p2(cos0; + isen6,)]
2122 = P1P2[(cosO; +isenb))|[(cos0, + isen6,)]

2z2=pip2([(cosBicos6r) — (senBsen6s)] + [(senbcos6:) + (senbrcosb; )]i).

Usando as identidades trigonométricas

cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) (20)
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sen(a+b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a) (21)

obtém-se
2122 = P1P2[cos(0) + 6,) + isen(6; + 6,)].

3.4.1.2 DIVISAO

Teorema 3.15. Se z; = pi(cosO) +isenb)) e zo = pa(cos0; + isen6,) dois niimeros complexos
21 P1

representados na sua forma trigonométrica, entdo: — = S [cos(0] — 0) +isen(0; — 6>)].
<2 2

Demonstracdo:

Seja z1 e zp € C, com 71 = p1(cosO) +isenBy) e zo = pa(cos6, + isenB,), entdo:

0 _ um_az

22 2% |l

21 [pi(cosB +isen6y)][pa(cos6, —isen6;)]

2 (p2)?

21 P1p2 . .

a4 _ 01 + isend 6, — isent

> (pz)z[(cos | +isen0))][(cosOr — isend,)]

T P .
. ([(cos@l cos0,) + (sen6sen6)| + [(senBcos6,) — (sen92c0s91)]z> :
2 2

Usando as identidades trigonométricas

cos(a—Db) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)

sen(a—b) = sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a)

tem-se

a_ &[cos(el — 6,) +isen(6; — 6,)].

2 P2
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3.4.1.3 POTENCIACAO

Teorema 3.16 (Primeira férmula de De Moivre). Se z = p(cos6 + isenB) um niimero complexo

representado na sua forma trigonométrica e n é um inteiro, entdo:

7" = p"[cos(n@) + isen(n6)] (22)

Demonstragdo:
Primeira parte (Demonstragdo por indugdo):

Para n > 1 tem-se que:

* para n =1, a igualdade se verifica, pois

7' =z2=p(cosO +isen®) = p'[cos(1-0) +isen(1-0)];

* supondo que é vdlida para n, 7" = p" - [cos(nB) + isen(n0)).

+1

Sabe-se que 7' = 7'z e usando a hipdtese de indugdo tem-se:

2 = (p"[cos(nB) + isen(nB)])(plcos + isenb))
M = p'"plcos(n®) +isen(n0)][(cosO + isend)]
27 = p"cos(nB)cos(0) — sen(nd)sen(0)]+
+i[cos(nB)sen(0) + sen(nB)cos(0)).
Usando (20) e (21) tem-se
" = p"cos[(n+1)8] + isen[(n+1)6]].
Concluindo a demonstra¢do

Segunda parte:

Para n < 0 tem-se que:

I
| | —
S
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Como —n > 0, e pelo que foi provado na primeira parte, segue que:

0 1
© = p"[cos(—n0) +isen(—n0)]
s 1[cos(0) + isen(0)]

p"[cos(—n0) +isen(—n0)]

o= pl_ [COS(()_(_nQ))+isen(0—(—ne))]

n

7' = p"[cos(nB) +isen(nB)].
Concluindo a demonstragdo.
Terceira parte: Para n =0 a férmula é vdlida, pois: 2° = 1 = p°[cos(0) + isen(0)].

Assim, conclui-se a demonstragdo.

3.4.1.4 RADICIACAO

Definicao 3.17. Seja z um niimero complexo, chama-se raiz enésima de z, e denota-se \/z, a um

niimero complexo w, tal que w" = z, ou seja

Vi=wew'=z

Teorema 3.18 (Segunda férmula de De Moivre). Se z = p(cos0 + isen®) um niimero complexo
representado na sua forma trigonométrica e n é um inteiro tal que n > 2, entdo existem n raizes

enésimas de z dadas por:

0+ 2k 0+ 2k
wk+1:\"/§[c0s< + ﬂ>+isen< + ﬂ)],comkEZeO§k<n. . (23)
n

n

Demonstracdo:

Seja 7 = p(cosO + isenB) e wi 1 = rlcos(@) + isen()| dois niimeros complexos na

forma trigonométrica, tal que wy | = \/z, assim pela defini¢édo 3.17 tem-se que:

(rlcos(@) +isen(9)])" = p(cosO+isend)
r'[cos(ng) +isen(ng)] = p(cos(0+2km)+isen(0 +2kx)), com k € Z.
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Portanto,
m=p r=y/p
=
0+ 2k
ng = 0 +2kxw, comk e 7 o= + n,comkEZ.
n
Logo,

0+2k 0+2k
Wk+1:\"/5[COS< +n n>+isen< +n n)],comkeZ.

Atribuindo valores a k, obtém-se:

* para k =0: wy = {/pcos(0) +isen(0)]

0+2 0+2
* parak=1: wy = /p cos( +on -l—isen( eT
n n
(644 6+4r) |
* parak=2: w3 =/p c0s< R —l—isen( ran
n n
[ (6+6 6+67 )]
* parak =3: ws = J/p cos( o7 +isen< o7
n n

. pamk:n—lwn:{/ﬁ[cm‘(w> +isen<w>].

n n

Tem-se que wy # wa # w3 # ... % wy, ou seja n valores diferentes para a \/z. Agora a partir

de k = n conclui-se que:

0+2kn  0+2k+n)w

n n

logow,+1=w1, wy+2=wo, wy,+3 =w3,... ou seja wy| assume n, e somente n valores

diferentes entre si, os quais sdo obtidos fazendo k variar de 0 a n — 1. Entdo

0+ 2k 0+ 2k
wk+1:\”/ﬁ[c0s< +n ﬂ)—l—isen( + ﬂ)],comkéZeO§k<n.

n

Pode ser observado que todas as raizes estdo localizadas sobre uma circunferéncia (e a
dividem em n partes iguais) de centro na origem e raio /p, Figura 17, ou seja todas as raizes

tem mesmo moddulo, s6 variando os argumentos, que formam uma progressao aritmética, cujo

. 21
pI'lI’l’lCII'O termo € — e arazao —.
n n
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y
w.
3 Wo
%
Wy 1
211/n
‘ ‘ 8/n
" L *C Y
/T ' x’
217/n
A “n
®
o. .'
@
w;\ wy

Figura 17: Representacao grafica da raiz enésima de um niimero complexo

3.5 FORMA EXPONENCIAL DE UM NUMERO COMPLEXO

O produto de dois nimeros complexos de médulo unitério [cos(0 ) +isen(6)][cos(60:)+
isen(6,)] = [cos(6) + 0) + isen(6) + 0,)] passa a idéia de haver um vinculo entre os nimeros
complexos e as exponenciais, pois o produto de duas poténcia de mesma base estd vinculada a
soma de seus expoentes bem como produto de dois nimeros complexo vinculados a soma de

seus argumentos.

Considerando, entio A = {z € C/|z| = 1} e f: R — A, sendo f(x) = cos(x) + isen(x),
fx+y) =cos(x+y)+isen(x+y)
F(x+y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y) + isen(x)cos(y) + isen(y)cos(x)
fx4y) = cos(x)cos(y) + i*sen(x)sen(y) + isen(x)cos(y) + isen(y)cos(x)

f(x+y) = cos(x)cos(y) + isen(x)isen(y) + isen(x)cos(y) + isen(y)cos(x)
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Fx-+) = cos()lcos(s) +isen(s)] + isen(x) cos(y) + isen(y)]
f(x+y) = [cos(x) + isen(x)][cos(y) + isen(y)]

fx+y) = f)f),

que € justamente como se caracteriza uma funcao exponencial.

Esse vinculo entre exponencial e nimeros complexos levou Euler, baseado na ex-
pansdo em série de Taylor, em torno da origem, das fungdes e*, sen(x) e cos(x) (MAOR, 2012),

a propor que
™ = cos(x) +isen(x).

Observa-se que as expansdo em série de Taylor, em torno da origem dessas funcoes

sdo: s 3
yoy oy
y AR A
e—l—l—y+2!+3!+4!—l— (24)
305 9
Yy
sen) =y =35 -7ty (23)
2 A4 6 (8
R AT AT AN
cos(y) =1 o + 16l + T (26)
Substituindo y por xi na expansio de ¢’ tem-se
xi _ ) N €D A €)M €.) BN €)M € KO €)M €2))
T TR T T T TR TH TR
i 4 oo i S X 8 K
e’ = +x1—2—!—§+4—!+§—a—w+§+a+"'
si_ [ ¥ xr ab A8 , © o X X
A R o TR Tt A TR R T TRttt
expancao de 'l:arylor de cos(x)  expangdo de fgylor de sen(x)
Assim,
" = cos(x) + isen(x) (27

chamada de Formula de Euler

Agora, considerando o complexo z = a + bi escrito na forma polar z = |z|[cos(0) +
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isen(0)], tem-se de (27) que

7= |z]e® (28)

a qual é chamada de forma exponencial de um nimero complexo. Como na forma polar um

nimero complexo tem infinitas representacdes dadas por (19), na forma exponencial essa ca-

racteristica se mantém

7= |z]el TP com k € Z (29)

Observacoes:

3.5.1

Assim, escrevendo z em sua forma exponencial tem-se que z = |z|e? = |z|e(

Nem sempre a demonstragdo de uma férmula matemdtica € adequada ao nivel etario
ou a falta de pré requisitos de um aluno. Esse é o caso da série de Taylor para alunos
do ensino médio. Assim € interessante que uma abordagem menos formal possa, nesse
contexto, servir de subsidio para o desenvolvimento da teoria. Sendo assim no ANEXO
D, é proposto uma forma de justificar ao aluno, que se encontra nesse nivel de ensino, a
validade da expansao por série de Taylor das fungdes exponencial, seno e cosseno, através
de algum software que gere graficos de fungdes.

No ANEXO A tem-se uma forma alternativa de demonstrar a féormula de Euler fazendo a
1

xX24+1

integragdo da fungdo f(x) =

LOGARITMO

Um ndmero complexo w é um logaritmo de um nimero complexo z ndo nulo, se " =z.
0-+2km)i

e segue que
w=1In(z) = In[|z]e®*™ comk e Z
w=1In(z) = Inlz|+In[e®t?*] comkeZ

In(z) = In|z| + (0 4 2km)i, com k € Z (30)

Assim, conclui-se que o logaritmo w de um nimero complexo z é nimero complexo

com Re{w} = In|z| e Im{w} = (0 +2kx), com k € Z. Sendo assim, um dado nimero complexo

z tem um ndmero infinito de logaritmos, diferindo entre si por multiplos de 27i.

Ao considerar em (30) k = 0 obtém-se o logaritmo principal de z, que é denotado por

Log(z), assim Log(z) = In|z| + iArg(z).
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Exemplo 3.19. :

Y/ T
L ) — 1 — — —7
(a) Log(i) ln|l|+l2 5

(b) Log(—1)=In|—1|+inx=mi

(¢) Log(14V/3i) = In(4) + gi

3.5.2 POTENCIAS COMPLEXAS

Sejaze w € C e w # 0, define-se poténcia como 7 = /") = "2} Mas de (30)

segue que

ZW — ew[lnlz\+(9+2k7t)i}’ comkeZ (31)

Como o logaritmo de um complexo tem infinitos valores diferindo entre si por multiplos

w-ln(z)

de 2mi. Logo a poténcia ¥ = e tem infinitos valores.

Exemplo 3.20. Calculo de i’

[Inli| + (9+2k7r) i

i
I = e

| [0+ (g + 2k7c> i}

01 2
- e<§—|—2k7l'>l

U
, ——+2km
i = e 2 , comk € 7.

3.6 FORMA MATRICIAL DE UM NUMERO COMPLEXO

Sejam dois nimeros complexos de mesmo mddulo e diferentes argumentos z = x+ yi =

p(cosa +isena) z1 = x1 +y1i = plcos(a + 0) +isen(o + 0)], Figura 18.
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w

Figura 18: Representacao grafica de 7 e z;, nimeros complexos de mesmo médulo p e argumento

o e o0+ O respectivamente.

Tem-se que:

Y

{ x1 = pcos(o+0) = pcos(a)cos(0) — psen(o)sen(O)
y1 = psen(a+ 0) = psen(at)cos(0) + pcos(o)sen(0)

mas pcos(a) = x e psen(a) =y entdo:

{ x1 = xcos(0) — ysen(0) .
y1 = xsen(0) + ycos(0)

Escrevendo esse sistema na forma matricial:
cos(0) —sen(0 X X
) —sen(®) | [+]_[=] )
sen(0)  cos(0) y yi
T
Particularmente quando um complexo faz uma rotagdo 0 = 5 no sentido anti-horério,

[ cos(0) —sen(0) ] _ [O -1 ] (33)
I 0

obtém-se:

sen(0)  cos(0)
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e quando um complexo faz uma rotagdo 6 = 0, obtém-se:

[cos(@) —sen(0) ] _ [ 1 0 ] 1 (34)
sen(0)  cos(0) 01

Surge agora a questdo: Como representar niimeros complexos através de matrizes, que
quando operados através da dlgebra matricial, mantenha as propriedades inerentes dos ndmeros

complexos?

Conjecturando que o nimero 1 dos complexos esta associado a matriz I, visto que

ambos sdo elementos neutros relativo a multiplicacdo dentro de suas algebras, tem-se que o

) ) 1 0 a 0
namero real a esta associado a matriz al = a = .
01 0 a

a 0 b 0
Pode-se observar que a soma a+b = b+-a fica associada a matriz [ 0 ] + [ 0 b ]
a

a+b 0 b+a 0 . la O b 0
= e o produto ab = ba associado a matriz
0 a+b 0 b+a 0 a 0 b
ab 0 ba 0 ) ) a 0
= ou seja, as matrizes da forma se comportam da mesma
0 ab 0 ba 0 a

forma que os reais em relagdo a soma e ao produto.

Agora, partindo da idéia mais elementar sobre nimeros complexos, a solu¢ao da equagao

x*> = —1, que em R ndo tem solucdo, considerando o nimero i que satisfaz i = — 1. Entdo pode-

2

se olhar para a equagdo x“ = —1 e associa-la a equacao matricial

X2=XX=-1 (35)

e, assim busca-se definir uma matriz X associada ao complexo i.

Observa-se que geometricamente, ao multiplicar um complexos por i significa rota-

. T . . ‘- p _—
ciona-lo (Erad> no sentido anti-horario que como apresentado em (32) € multiplicar pela
0 -1

matriz
1 0

] , assim associa-se o complexo i a essa matriz, foi associado 1 a matriz /.

Nota-se que ao substituir [ ] em (35), essa equagdo se torna verdadeira, ou

fo —1][o0 -1 -1 0 L
seja = = —I. Tem-se entdo, que um nimero imagindrio
1 0 1 0 0 -1
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) . i 0 —1 0 —-b
bi, pode ser associado a matriz b - = .
1 0 b 0

Por fim defini-se a forma matricial de um nimero complexo a + bi como:

10 0 —1
at+bi=a +b
0 1 —1 0

] — (3 )
b

Uma observagao importante é que as propriedades dos niimeros complexos sao manti-

das quando escrito na forma de matriz e operados através da dlgebra matricial:
1. Adicao:

(a+bi)+(c+di)=| _b]+

| b a
_ o Jate —b+a)
(a+Dbi)+ (c+di) =
| b+d a-+c

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

2. Produto:

(a+bi)(c+di) = Z _Z”; _i]: 2 _i”Z _Z]

[ ac—bd —(ad + bc) ]

(a+bi)e+di)= | (ad +bc) ac—bd |

(a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

3. Conjugado:

A matriz do conjugado do nimero complexo z € a transposta da respectiva matriz repre-



3.7

65
sentativa de z. [a _b] = (a+bi) = (a—bi) = [a b ] = [a _b]

Moédulo:

O médulo do niimero complexo z € a raiz quadrada do determinante da respectiva matriz

a

a —b
representativa de z. z = a+bi = [ ) ],det(z) = a*+b*. Logo |z| = Va? + b2.

. O niimero complexo z = 0 é representado pela matriz nula.

[22)

. O ndmero complexo 1 = 1+ 0i é representado pela matriz identidade.

10
140i = .
0 1

. O inverso de um nimero complexo z # 0, € a inversa da respectiva matriz.

€ inversivel, o que ocorre se, € somente

Da élgebra matricial tem-se que se A = [

c
. ~ 1 1 d —b 1 d —b
se, o0 seu determinante nao é nulo,e A~ = ——— = .
det(A) | —¢ 4 ad—bc | —_¢ 4
. a —b
Entdo o inverso de um complexo z = a+ bi = [ ) ] é:
a
-1 a b
a —b 1 a b @2+b2 2+ p2 a n -b .
= — = 1= .
b a a?+b2 | _p 4 —b a 22 2 T

a+b> a®+b?

QUATERNIOS

Os Quatérnios foram introduzidos por William Rowan Hamilton em 1843, depois de

anos de fracassos em tentativas de obter uma generalizacdo, para o espago tridimensional, de
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uma multiplicacdo que desempenhasse o que a multiplicacdo dos nimeros complexos desem-

penham no plano.

Quando multiplica-se dois niimeros complexos, obtém-se um terceiro complexo cujo
modulo € o produto dos mddulos dos complexos que estao sendo multiplicados e o argumento €
a soma dos argumentos de cada um desses complexo. Essa propriedade de soma dos argumentos
significa que pode-se pensar na multiplicagdo entre dois complexos como uma operagao de
rotagdo. Com esta solucdo para o problema de rotagdo no plano, parece inerente construir um

sistema semelhante para as rotacdes no espaco.

Hamilton tentou considerar o espago, como uma ampliacdo do plano definido pelos
numeros complexos, e durante anos busca o que seria a versao tridimensional desses nimeros.
Com esse objetivo, parece natural, a passagem da algebra com duplas para uma algebra com
tripletos e conceber que deva existir um outro tipo de raiz de —1, perpendicular ao plano. Foram
muitas as tentativas de generalizar esse comportamento dos complexos para trés dimensoes,
porém isso ndo foi possivel, pois a maioria das propriedades relevantes dos complexos nao sao
mantidas. Ele entdo percebe que teria que abandonar a lei comutativa para a multiplicacdo
e admitir, que os objetos cuja algebra descrevem o espaco devem ser quadruplas em vez de
tripletos (Secdo 2.5). Isso se justifica pois, no plano existe apenas um grau de liberdade de
rotagdo (rotacdo no plano XY ) que é associada a uma unidade imaginaria e quando aumenta-se
uma dimensao, aumenta-se dois graus de liberdade de rotagao (rotacdo no plano XZ e no plano
YZ ), que precisam ser associadas de forma semelhante a dos complexos, por uma unidade
imagindria cada uma. Além disso a rotacao no espaco ndo é comutativa, como mostra (VAZ,
2000) na Figura 19.



As rotacdes ilustram bem o que significa "nado-comutatividade". Primeiro, vamos
considerar as rotacoes em um plano. Tome um objeto, por exemplo uma caneta.
Faca primeiro uma rotacédo desse objeto por um angulo de 90° e depois outra por
um angulo de 180°, como ilustra a figura abaixo.

A

el

18iF

w7 ]

Agora trogue a ordem das operac6es, ou seja, faca primeiro uma rotagdo por um
angulo de 180° e depois outra por um angulo de 90°.

180

Como podemos ver pelas figuras acima, o resultado final € o mesmo. Dizemos
nesse caso que as operacdes acima descritas comutam.

Ja com as rotacdes espaciais as coisas sdo bem diferentes! Peque aquela mesma
caneta, escolha uma direcdo espacial e faca uma rotacdo de 90° no plano
ortogonal a essa direcdo escolhida. Depois escolha uma direcdo espacial
ortogonal aquela escolhida anteriormente e faca uma rotacdo de 180° no plano
ortogonal a ela. Essas operac¢des estdo ilustradas abaixo.

Vejal! O resultado final agora é diferente! Dizemos nesse caso que essas
operacdes ndo-comutam.

Figura 19: Nao comutatividade geométrica. Fonte: (VAZ, 2000)

67
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Sendo assim, essa generaliza¢do dos complexos para o espaco ndo pode usar trés para-
metros, mas sim quatro e a opera¢do de multiplicacdo ndo é comutativa. Foi a esse tipo de

nimero que Hamilton denominou Quatérnios.

Definicao 3.21. O conjunto dos Quatérnios, que é denotado por H, é formado por todos os
niimeros da forma q = a+ bi + cj + dk ou equivalentemente q = (a,b,c,d), em que a, b, c,

d € Rei, j, k satisfazem a relagoes i? = j2 =k =-1, ij=ke ji=—k.

Da definicao acima implica que:

. (1,0,0,0) = 1;
. (0,1,0,0) = i;
* (0,0,1,0) = j;
« (0,0,0,1) = k;

e ijk=—1,poisseij=k=ijk=(ij)k=kk=k =—1I;

* jk =1, pois
{ iijk = (ii) jk = —1jk = — jk

= jk=1;
iijk=i(ijk)=1i(—1)=—i

« ki = j, pois como jk = i entdo jki = (jk)i=ii=i’=—1
{ jiki= j(jki) = j(=1) = —j

=ki=j.
jjki= (jj)ki= —1ki= —ki

O diagrama, Figura 20 representa os resultados apresentados

[
i)
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~
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I
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Figura 20: Diagrama das multiplicacoes das unidades 1, i, j e k.
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Além disso, qualquer g € H pode ser escrito como:

q = a-+bi+cj+dk
q a+ (b,c,d)

q = at+V

g = (a,7).

3.7.1 OPERACOES COM QUATERNIOS

3.7.1.1 ADICAO

Sejam g1,q2 € H, onde g1 = ay +byi+c1j+dik = (a1,b1,c1,d1) = (a1,7]) e
g2 = ay +bai+coj+ dok = (a2, b2,¢2,d2) = (a2, Vv3) entio:

g1+q = (a1+bii+cij+dik)+ (ar+bri+crj+drk)

Q1+q2 = (a1+a)+ (b1+ba)i+ (c1+c2)j+ (di +dr)k) (37)
q1+q = (a1+ax,bi+by,c1+cr,di+dr) (38)
at+a = (ar+a,vi+v3), (39)

ou seja, a soma de dois quatérnios se dd somando usualmente cada componente do primeiro

quatérnio com sua correspondente no segundo.

3.7.1.2 PRODUTO

Sejam g1, g2 € H, onde g1 = ay +byi+c1j+dik = (a1,b1,c1,d1) = (a1,77) e
g2 = ar +bai+c2j+ dok = (a2, b2, ¢2,d>) = (a2, v$) entdo:

q192 = (a1 +bii+c1j+dik)(az+bri+carj+dak)
9192 = ai(ax+bri+crj+dok)

+ bri(ay +bri+crj+ dok)

+  c1j(az+bari+crj+ drk)

+ dik(ay+bri+cpj+ drk)
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q192 = aiay+aibi+ajcyj+ajdrk
+  briay+ byibyi+ byicyj+ bridak
+ crjax+cy1jbri+cyjerj+cyjdak

+ dikay +dikbyi+dikcy j+ dikdyk

Q12 = aiar+bibyi* +cicoj +didy
+ aibhi+ajcyj+aidrk
+ biagi+bicrij+ bidyik
+ craxj+cibyji+cidyjk

+ diaxk+dibrki+dicrkj

q192 = aiax—biby—cicr—didy
+ aibyi+aicyj+adrk
+ biaxi+bicok—b1daj
+ crapj—cibyk+c1doi

+ diaxk+dbyj—dicri

q192 = a1az — (biby +c1c2 +d1dy)
+ (a1by +braz +c1dy — dicpi
41
+ (ajca+crax+diby—bida) j
+ (a1dy +diazy +bicy — c1br)k
Expressando os resultados de (41) em termos de produtos escalares e vetoriais, pode-se escrever

que:

ajay — (biby +ciea+didy) = ajar — vi o v3

ay(bai+caj+dok)+ax(bii+cyj+dik) :alv_2> +a2v_1> ) 42)

(c1da —dic2)i+ (diby — bida) j+ (bicy —c1by)k = Vi X V3

onde, v_f ° v_2> € o produto escalar entre vi e v, € v_f X v_2> o produto vetorial entre v| e v;.
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Entao de(41) e (42) tem-se:
q1q2 = (a1,v1)(a2,v3) = (a1ay — v{ @ V3,a1v3 +axvi +vi x v3). (43)
3.7.1.3 MODULO

O médulo de um quatérnio ¢ = a+ bi+c¢j+dk = (a, V') é dado por
g = Va2 + b2+ 2 +d? = Ja® + |V 2.

3.7.1.4 CONJUGADO

O conjugado de um quatérnio g = a+ bi+cj+dk = (a, V) é definido como g =
a—bi—cj—dk=(a,—7V).

Assim a relacd@o entre o conjugado e o médulo de um quatérnio é dada por |q]2 =qq,
pois se g € H tal que ¢ = a+ bi+ cj+dk, entdo qg = (a+bi+cj+dk)(a— bi —cj—dk), mas
de (41), segue que:

qq = aa— (b(=b) +c(—c)+d(—d))
+(a(—=b)+ba+c(—d)—d(—c))i
+(a(—c)+ca+d(—b)—b(—d))j

+(a(—d)+da+b(—c)—c(—b))k;

qG=a*+b*+c* +d*

93 =|q|*.
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4 APLICACOES

Além de seu emprego na propria matematica simplificando a resolucdo de exercicios da
geometria analitica e da dlgebra por exemplo, os niimeros complexos e os quatérnions podem
ser empregados na geracao de fractais, na andlise de circuitos elétricos, na aerodindmica, na
biomecanica, na computagdo grafica, nos jogos digitais e nas mais diversas dreas cientificas e

tecnoldgicas.

4.1 APLICACOES NA MATEMATICA

4.1.1 FERRAMENTA DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS NOS DIVERSOS RAMOS DA
MATEMATICA

Problema 1. ABCD é um quadrado. Se A(5,2) e B(9,5) determine as coordenadas

dos outros dois vértices desse quadrado

H4 duas solugdes para a constru¢ao do quadrado conforme mostra a Figura 21.

Figura 21: Possibilidades para a construcao de um quadrado sendo conhecidos dois vértices con-

secutivos, A e B.



73

Para obter o ponto D, considera-se o vetor ﬁ como sendo uma rotagdo de +90° do

vetor zﬁ Portanto E =1 zﬁ

=(0,1)-(B—A)D—(5,2)=(0,1)(9-5,5-2)
DZ(%y):( 2)+(0,1)(4,3)
D= (x,y)=(5,2)+(0-4—1-3,1-4+0-3)
D=(x,y)=(52)+(-3.,4)
D =(2,6)

Para obter o ponto C, considera-se o vetor IQ como sendo uma rota¢do de —90° do
— —
vetor BA. Portanto BC = (—i)-BA.

=(0,-1)-(A=B)C—(9,5) = (0,-1)(5-9,2-5)
Cz(,y) (9,5) +(0,=1)(=4,-3)
C=(xy)=(9,5)+(0-(=4) = (=1)-(=3),(=1)- (=4) +0-(=3))
C=xy)=(95+(-34)
C=(6,9)
Agora para obter os pontos E e F , basta considerar que A € o ponto médio de DE ¢ B
opontomédiodeCF,logoA:D;EeB:HTF,assim:
E=2A-D F=2B-C
E=2(5,2)—(2,6) | F=2(9,5)—(6,9)
E=(8,-2) | F=(12,1) |.

Problema 2 Calcular as somas 1 +Ci +CS+C2+.- e C +C+C) +---.

Do desenvolvimento do bindmio de Newton temos:

(14+x)"=14+Cl x+C2- 2> +C P+ 4O X" (44)

Fazendo x = 1 em (44), tem-se que:

(I+1)"'=1+C +C2+Co+---+Cr=2" (45)
Fazendo x = —1 em (44), tem-se que:
1-1)"=1-C+C2-C - 4 (-1)"-C"=0. (46)

Somando (45) e (46) tem-se que 2(1+C2+C +C0+.-.) =2", logo 1 +C2 +C +
CS8+...=2""1 Subtraindo (46) de (45) tem-se que 2(C} +C> +C> +---) = 2", logo C! +C> +
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C5+"':2n_1.

Assim segue que:
1+ Cr4+Ci+Co4 - =14+Cy+Co+Cy - =2""1 (47)
Agora fazendo x =i em (44) tem-se que:
(1+i)"=1+Ci+C*-P?+C - P+ 1"
(14+i)'=(1-Co+Ch—Co 4~ ) +i(Ch—Ch+Cy —Cl +— ).

Mas, por (22) (1+4i)" = [\/E(cos(g) + isen(g)]" = 2%(c0s(¥) + isen(%). Assim,

n T n T
(1-C+C -+ 4+ - )+icl -+ -C+---) :27cos(%)+i-27sen(%).

Entao:

(1—c,3+c;‘—c,?+c,§+—---)zz%cos(%) 48)
€
n T
C -+ +—-) :~2§sen(%). (49)

Somando (47) com (48) e (47) com (49) tem-se que:

n T n T
201+CH+C84Cl2 .. )=2! +27cos(%) e 2(Cl+C3+C0 4.y =21 +27sen(n7),

assim:

1+C 1342y = 2"*2+2%cos(%)

n— T
S+ 4. = 2”_2+272sen(%)

4.1.2 GERACAO DE FRACTAIS

A Geometria Fractal é o ramo da matematica que estuda o comportamento dos fractais.
Ela pode ser usada para representar fendmenos naturais, onde nao se pode utilizar a geometria

classica.
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Os fractais sao figuras gerada a partir de formulas matematicas que retratam a geome-
tria da natureza, quando um objeto € dividido, em um processo recursivo indefinido, em partes

semelhantes ao préprio objeto, Figura 22.

e

Figura 22: Exemplo de um fractal: Curva de Koch. Fonte: (WIKIPEDIA, 2013c)

Os fractais podem apresentar infinitas formas diferentes, nao existindo uma aparéncia

padrdo. Entretanto, dois aspectos sdo comuns nesta geometria:

* nunca se pode retratd-los totalmente, pois existem infinitos detalhes, cada vez menores,

gerados pelas infinitas iteracdes do seu processo de construcao;

* um fractal apresenta reproducdo aproximadas de si mesmo, quando observado em dife-
rentes escalas de tamanho em seu interior. Cada parte do fractal poder ser vista como uma

copia do todo.

A Geometria Fractal, pode ser utilizada para descrever diversos fendmenos da na-
tureza, onde ndo se pode utilizar outras geometrias, como na teoria do caos, considerada a
esséncia de tudo que molda o universo (NICOLAU, 2006). Essa relacdo com a natureza € ci-
tada por Benoit Mandelbrot, matematico franc€s nascido na Polonia e criador do termo fractal,
em seu livro The Fractal Geometry of Nature, - 1983: “Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo
sdo cones, continentes nao sdo circulos, um latido ndo € continuo e nem o raio viaja em linha

reta”.
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Um dos mais conhecidos fractais € o chamado Conjunto de Mandelbrot, Figura 23.
Essa figura é formada a partir de uma férmula de recorréncia utilizando nimeros complexos,
escritos na forma x +y-i onde as coordenadas x e y representam pontos na tela do computador

e i a unidade imaginaria. A interagao € feita com a férmula:

Zn+1:(Zn)2+C,Comz,cE<Cen€N. (50)

O processo se da por recorréncia, escolhendo um valor fixo para ¢, por exemplo ¢ =
1 +2i e um valor inicial para z chamado de z;, por exemplo z; =0 (x =0 e y = 0) e calculando

o valor seguinte de z representado por 7,41 utilizando a férmula (50).

Figura 23: Conjunto de Mandelbrot: um dos mais conhecidos fractais. Fonte: (WIKIPEDIA,
2013b)

Outro fractal gerado a partir de um nimero complexo é conhecido por Conjunto de
Julia, criado para determinar o que acontece com um numero complexo z quando a este for

aplicado interativamente em uma fun¢do complexa, Figura 24.

Figura 24: Exemplos de Conjuntos de Julia. Fonte: (WIKIPEDIA, 2013a)
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O Conjunto de Julia também pode ser gerado por uma fun¢do dos quatérnios como

mostra a Figura 25.

Figura 25: Exemplo do Conjunto de Julia gerado por uma funcao dos quatérnios. Fonte: (WIKI-
PEDIA, 2013a)

4.2 ANALISE DE CIRCUITOS ELETRICOS

A corrente elétrica consiste no movimento ordenado de elétrons que se da quando ha
uma diferenca de potencial (ddp) em um fio condutor. E esse movimento no fio condutor fica
sujeito a uma oposicao que € conhecida como impedancia elétrica. Quando essa impedancia é
feita por um resistor, ela € chamada de resisténcia elétrica. J4 quando a oposicao a passagem de

corrente € devida a um indutor ou um capacitor ela € denominada reatancia elétrica.

As correntes elétricas, tensdes e reatancias podem entdo ser representadas vetorial-
mente, sendo que no circuito indutivo o vetor tensdo estd defasado do vetor corrente, e no cir-
cuito capacitivo o vetor corrente estd adiantado, em relacdo ao vetor tensao. Assim por serem

grandezas vetoriais do plano, podem ser representadas por nimeros complexos.

A relacdo entre impedancia, resisténcia e reatancia € dada por Z = R+ j - X, sendo que

Z € a impedancia em ohms; R € a resisténcia em ohms; X € a reatancia em ohms.

Vale ressaltar que em andlise de circuitos a unidade imagindria € representada por j

pois i € utilizado para representar a corrente elétrica.
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4.3 AERODINAMICA

Em 1906, Nikolai Yegorovitch Jukovsky, cientista russo considerado fundador da ae-
rodindmica e hidrodindmicas modernas, foi o primeiro a explicar matematicamente a origem da
forca de sustentacdo aerodinamica. Ele usou um caso particular de transformacao conforme, a
Transformagdo de Joukowski, um método que emprega varidveis complexas para transformar
figuras geométricas de um plano complexo em figuras totalmente diferente em outro plano. No
caso do aerofélio de Joukowski transforma um circulo em um aerofélio, Figura 26. Esta técnica
ainda € valida em areas avancadas de pesquisa, como a solu¢do de problemas de otimizacao de

formas aerodinamicas

Figura 26: Fluxo em torno do aerofélio de Joukowsky. Fonte: (EF128, 2011)

4.4 BIOMECANICA

Uma aplicag¢do dos quatérnios em Biomecénica é mostrada por (SANTIAGO, 2009).
Em sua tese de doutorado “Algumas abordagens matematicas sdo utilizadas para descrever o
componente rotacional das articulagdes durante o0 movimento humano, como por exemplo, as
matrizes de rotacdo do tipo 3x3, angulos de Euler e Cardan, os eixos helicais e os quatérnions,
sendo este dltimo o menos difundido na biomecanica, sendo usada como ferramenta a analise

de rotacdo em movimentos esportivos’.

4.5 COMPUTACAO GRAFICA E JOGOS DIGITAIS

Recentemente, os programadores de jogos de computador t€ém usado quatérnios em
animacdes para girar objetos. Tomb Raider foi o primeiro desses jogos que utilizam esta tecno-
logia. Os quaternions t€m varias vantagens sobre os outros métodos utilizados, uma vez que um
quaternion € especificado por 4 numeros reais enquanto que uma matriz de 3 x 3 requer nove

nimeros. O método de matriz é mais caro computacionalmente além da dificuldade de calcular
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a posi¢ao dos angulos envolvidos na rotacdo enquanto que com quatérnios, basta usar as regras

da aritmética para se multiplicar.

4.6 OUTRAS APLICACOES

* Naresenha do livro Buracos Negros, Universos-Bebés e outros ensaios, de Stephen Haw-
king publicado no jornal Zero Hora, Caderno Cultura, 29/07/95 (SANTOS, 1995) escreve
“O ensaio seguinte, a origem do universo, € soberbo, uma obra-prima de sintese e clareza
para quem tem um minimo de conhecimento de fisica, ou uma boa formagdao em outras
dreas do conhecimento. E verdade que Hawking ndo é capaz de tudo tornar inteligivel
para o leigo, menos pela sua capacidade intelectual do que pela caracteristica do tema
que aborda. Por exemplo, inevitavelmente ele introduz o conceito de tempo imaginério,
algo incompreensivel para quem nunca estudou nimeros complexos. A propdsito, no
ensaio Meu ponto de vista, Hawking menciona um ataque que sofreu de um filésofo
da ciéncia por falar em tempo imagindrio, mas ele acha que ‘ esse filosofo estava con-
fundindo niimeros reais e imagindrios, que sdo termos técnicos da matemdtica, com o0s

termos real e imagindrio tal como usados na linguagem comum’.”

* O estudo do cdlculo diferencial com nimeros complexos se tornou muito util para de-
senvolver a teoria sobre o escoamento de fluidos incompressive (fluido cuja densidade
sempre permanece constante com o tempo, e tem a capacidade de opor-se a compressao

do mesmo sob qualquer condi¢do).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta principal desse trabalho foi promover um resgate historico dos niimeros
complexos, descrever suas diversas formas de representacio bem como mostrar sua operacio-
nalizacdo dentro dessas diversas formas e estabelecer conexdes com outros conteidos da ma-
tematica e de outros ramos das ciéncias, além de, mostrar que existe uma amplia¢do natural

desse ente matematico, chamados quatérnions.

Dentre os mais diversos conteudos de matemadtica, os nimeros complexos apresen-
tam, nos livros didaticos, uma abordagem tradicional que enfatiza uma exposi¢do do conteudo,
seguida de exercicios que, muitas das vezes, tem por objetivo apenas “treinar’ o que foi apren-
dido: aspecto esse que se apresenta como um fator desestimulante a maioria dos alunos, pois

nao vem associado a uma contextualiza¢@o ou aplicacdo prética que o torne mais atrativo.

A partir das pesquisas realizadas, essa dissertacao pautou-se na preocupacao em equi-
librar o formalismo matemético com uma diddtica mais atraente que promova o aprendizado
deste conteddo. Assim, foi realizado um trabalho que envolvesse a histéria dos nimeros com-
plexos, visando subsidiar professores e estudantes a fim de minimizar as dificuldades préprias
da assimilagdo deste topico, além de sugerir uma nova perspectiva ao estudo desse contetdo

por meio do desenvolvimento da capacidade de pensar matematicamente.

Empregou-se a histéria da matematica com o intuito de desmistificar a idéia que os
alunos tem do desenvolvimento de um conceito matemético como algo mégico e romper com
o mito de que tais conceitos surgem do nada sem um longo processo de elaboracdo e que ndo
houve dificuldades durante esse caminho até sua formalizagdo. Outro ponto € levar o leitor a
perceber que as operacdes com nimeros complexos constituem uma alternativa, muitas vezes

mais conveniente, de chegar a solucdes de diversos outros problemas.

Inserir o contetido de Historia da Matemaética no dia-a-dia do aluno minimiza a tendéncia
de “algoritmizar” tudo no ensino da matemadtica, pois resgata o ambiente sociohistérico das
descobertas nos varios ramos desta ciéncia. Aplicado ao tema desta dissertacao, tal abordagem

valoriza a aquisi¢ao e compreensao do conceito de nimeros em geral - mais especificamente
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dos Numeros Complexos - além de estabelecer uma conexao entre as componentes algébricas e
geométricas, contribuindo assim para a mudanga de paradigma dos alunos, qual seja, o estudo
“mecanizado” de um conteudo, e criando condi¢des para que eles respondam por seus préprios

meios a muitas das questdes que lhe forem apresentadas ao longo do processo de aprendizagem.
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ANEXO A - OBTENCAO DA FORMULA DE EULER ATRAVES DO USO DE
INTEGRAIS

Neste anexo € apresentado o uso de integrais na obtencdo da conhecida Férmula de
Euler: ¢ = cos(y) +isen(y). O que seré feito para a obtencdo desse resultado, é calcular

d
/ al de duas formas diferentes:
x2+1

(a) fazendo x = rg(u) tem-se dx = sec” (u)du e u = arctg(x) tem-se
/ dx / sec*(u)du
2+1 ) tg?(u)+1
/ dx /secz(u)du
x2+1 ) sec?(u)
dx
/x2+1 :/du:u+c1

/ dx o)+
=arctg(x)+cy;
x2+1 8 1

(b) fazendo

_1[1 1
241 2

/ dx 1/[ 1 1 }d
== — — ——|dx
x2+1 2i XxX—1 x+i
dx 1 1 1
= — —dx— | —d
/;%+1 2i /x—ix /x+ix

dx 17 . .
/x2—|—1 =5 _ln(x—z)—ln(x%—z)] +c

/ dx 1 ] (x—i)
= — |Inl —
X241 2 X+i

1 x—1
Assi b) tem-se arct =5 |m(3)
ssim por (a) e (b) tem-se arctg(x) + ¢ Zi[n T

xX—Ii x+i

+ 3.
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Fazendo a substituigdo arctg(x) = % tem-se que x = tg(z) logo

122(0) —
s 183 2i18(3) 47
tg*(3) — i
sen’(%) sen(3)
ic, — cos?(%) cos(%)
tg*(3) +1

senz(%) —2i-sen(3)cos(3) — cosz(%)
cos*(%)
secz(%)

[\STRC]

)

[—cos (%) + sen?( )} 2i-sen(5)cos(
(

2X
cos 5

C4€yl =

cosz(%)

Cie’' = —cos (2%) — isen (2%)

Cse”' = —[cos(y) +isen(y)] x(—1)
Ce’ = cos(y) +isen(y).

Fazendo y = 0 = Ce” = cos(0) + isen(0) = C = 1. Assim,

e’ = cos(y) +isen(y)
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ANEXO B - COTES E A FORMULA DE EULER

O jovem professor Roger Cotes, em 1714, obteve um importante resultado, In(cos¢ +

isen) = i, que é equivalente a férmula de Euler. Para isto Cotes considerou uma elipse defi-
2
y
bz
apenas a parte da elipse no primeiro quadrante e rotacionando-a em torno do eixo y, gera uma

nida por = 1, Figura 27, em que a e b s@o os comprimentos dos semi-eixos. Tomando

superficie que é a metade superior de um elipséide. Assim, ele obteve a férmula para a area

dessa superficie de revolug¢ao de duas maneiras diferentes, levando a um resultado impensado.

N

y
b

<

Figura 27: Elipse considerada por cotes, em que a e b sao os comprimentos dos semi-eixos.

Para o cdlculo da drea da superficie gerada por uma curva girando a redor do eixo y se

utiliza:
A=2-m: / - d% (5D
2 2
como 5+ i 1 implica que x = {/a? — b2 1— ﬁ
Fazendo y=b-u temse x=ay/1—u | dx __—ay __—aw dy =

b-du.
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Substituindo em (51) tem-se:

1
A:27t/ av1—u?, |1+
0

1 2,2
A:27r/ av/1— w202+ gy
0

1 —u?

1
A= 27ra/ \/b2 —b2u?2 +a’u?du
0

I
A =27ra/ \/b2+(az—b2)u2-du
0
ou

1
A:27ra/ \/bz—(bz—az)uz-du
0

( 1 b2
A =2ra 5 a? —b? ( 2_b2)+u2 du
ou
A =2ma 1 b? —a? b? —u?-du
\ 0 (b* —a?)

(
1 b2
A:27ta\/a2—b2/0 m—Fl/ﬂ’du
ou .
1 bz
A:27Ca\/b2—a2/ ——— —u?-du
\ o\ (b*—a?)

Das tabelas de integrais verifica-se que:

(52)
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Vi2+k2 Kk
/\/ u? +k2du = % + 5ln(u+ u? +k?) (53)
uvk 2 _ 42 2
/ VK2 —uldu = TM + %arcsen%. 54)

Assim, usando (53) e (54) para resolver (52) tem-se

u2+ b2 b2 1
A=2ma\/ a? — bzl 2 lnu—ﬂ/ b2 ”

ou
L b?
! (b* —a?) ! (b —a?) wrr—a]|
A =2ma\/ b —d? [ 5 + > arcsen b ]
\ 0
( A =ma _a+ b ln(a+ az_bz)— b ln( b )
Ve Ve VR
ou
i b2 B2 —a?
A=m —_— _—
\ ala—+ s arcsen b
( [ b? a a?—b?
A= S mn— |
Tal|la—+ T n(b A )
ou . (55)
A i L B2 —a?
= Ta|a+ ————arcsen
b2 — a2 b
\ L
Vb? —a? Vb2 —a?  iva?— a
Fazendo arcsen—, —— = ¢ implica sen¢ = b = b e cosp = b
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Substituindo em (55), obtém-se

, _
b? 2 p? b?
A=Tal|a+ ﬂl"(% + aT)] =Tal|la+ mln(cosqb + isenqb)]
ou
I b2 2 _ 2 b2
A=rma|a+ S aresen— =rmala+ marcsen(sen@
\ L
4 r b2
A=rmala+ ﬂln(ws(p + tsen¢)
ou
- 2
A=rmal|la+ az—b2l¢]
b? b*
Logo, ma|a+ ﬂln (cosq) + zsen(p) = Ta|a+ mz(p e, conseqiiente-
mente:

In(cosg +isend) = i¢.
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ANEXO C - LINHA DO TEMPO

O quadro deste anexo apresenta a linha do tempo com as principais personalidades

que contribuiram no desenvolvimento e na constru¢do da teoria dos Numeros Complexos e dos

Quatérnions, destacando as suas contribuigdes.

LINHA DO TEMPO

NOME PERSONAGEM ANO E CONTRIBUICAO

1539: Tartaglia mostra a Cardano a
técnica de resolucao de equagdes do
tipox’ +ax=b, com a e b positivos

Nicolo Fontana - Tartaglia
(1499-1557)

1545: Cardano publica Ars Magna, a
primeira obra a conter métodos de
resolugdo de equagdes de terceiro e
quarto grau e onde aparece pela primeira
vez manipula¢des com raizes quadradas
de niimeros negativos

Geronimo Cardano
(1501-1576)




Rafael Bombelli
(1526-1572)

Albert Girard.
(1595-1632)

1572: publica o livro intitulado L'Algebra
na qual forneceu a correta solugdo das
equagdes cubicas empregando a formula
de Cardano que envolviam raizes
quadradas de numeros negativos além de
descrever a maneira de manipular esse
tipo de nlimeros

1629: Foi o primeiro a utilizar o simbolo

N

René Descartes
(1596-1650)

1637: Designa as raizes quadrada de
valores negativos, como niimeros
imaginarios

John Wallis
(1616-1703)

1685: O primeiro matematico a procurar
uma interpretagdo geométrica a raiz de
nimeros negativos.

89



Roger Cotes
(1682-1716)

Abraham de Moivre
(1667-1754)

Leonhard Euler
(1707-1783)

Caspar Wessel
(1745-1818)

Directionens analytijfe Betegning,

et Forfog

amvende fosncemmelig

plane og fpbariffe Polpgoners Oplosning.

f
Cafpar Meffet,

1714: Apresenta formula
In(cos(¢) +isen(¢) ) =i¢

1722: Revela o artificio usado para obter
o resultado que implicou na férmula que
leva seu nome,

1748: Apresenta a identidade
™ =cos(x)+isen(x)

1797: Apresenta um método onde propde
uma representacdo analitica para
segmentos de retas no plano e no espago e
na qual aparece pela primeira vez a
representacdo geométrica dos nimeros
complexos

90
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1806: Deu uma representagdo geométrica
semelhante a que foi dada por Wessel,
porém totalmente independente desse.
Argand observa que pode-se representar

a multiplicacdo i por uma rotagdo de

90° .

Jean Robert Argand
(1768 - 1822)

1831: Escreveu um artigo no qual
associava cada numero complexo a um
unico ponto do plano cartesiano. A partir
dali a interpretagdo geométrica, se tornou
totalmente aceita.

Johann Carl Friedrich
Gauss
(1777-1855)

1833: Apresenta quase tres séculos depois
do surgimento da formula de Cardano,
um artigo no qual formaliza a algebra dos
numeros complexos.

William Rowan Hamilton
(1805 — 1865)

1. Imagem de Nicolo Fontana - Tartaglia. http://en.wikipedia.org/wiki/File:
Niccol_Tartaglia. jpg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.

2. Imagem de Gerdnimo Cardano. http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/

seminario/euler/images/Cardano. jpg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.

3. Imagem de Rafael Bombelli. http://www.apprendre-math.info/history/
photos/Bombelli. jpeqg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.
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. Imagem de Albert Girard. http://www—history.mcs.st-and.ac.uk/BigPictures/

Girard_Albert. jpeg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.

. Imagem de René Descartes. http://www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/

Fabio-Ardito/imagens/descartesl. jpg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.

Imagem de John Wallis. http://www.nndb.com/people/599/000087338/
john-wallis-4-sized. jpg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.

. Imagem de Roger Cotes. http://www.ecured.cu/images/a/af/Cotes. jpegq.

Acesso em 26 de Outubro de 2013.

. Imagem de Abraham de Moivre. http://www.brasilescola.com/imagens/

biografia/AbraMoiv7. jpg. Acesso em 26 de Outubro de 2013.

. Imagem de Leonhard Euler. http://www.usna.edu/Users/math/meh/euler.

gif. Acessoem 17 de Agosto de 2013.
Imagem da pagina de rosto do artigo de Caspar Wessel. (EVES, 2011)

Imagem de Jean Robert Argand. http://www.s9.com/images/portraits/
1156_Argand-Jean—-Robert. jpg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.

Imagem de Johann Carl Friedrich Gauss. http://www.rare-earth-magnets.

com/images2/johann_carl_friedrich_gauss. jpg. Acessoem 17 de Agosto
de 2013.

Imagem de William Rowan Hamilton. http://www.profcardy.com/matematicos/

bHamilton. jpg. Acesso em 17 de Agosto de 2013.
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ANEXO D - EXPANSAO EM SERIE DE TAYLOR EM TORNO DA ORIGEM, DAS
FUNCOES EXPONENCIAL, SENO E COSSENO

Os graficos deste anexo sao uma sugestao de abordagem para a expansao em série de
Taylor de funcdes em torno da origem, que pode ser realizada através de algum software que
gere graficos de funcdes. O objetivo € a partir do gréfico da funcdo f(x) que se deseja fazer a
expansdo em série de Taylor, variar o nimero de termos da série com o intuito de mostrar que o

grafico dessa, g(x), vai se moldando ao grafico da funcao.

Expansao da funcio f(x) = e* por série de Taylor

0 .n
Figura 28: Comparacio entre as funcgdes g(x) = Z % ef(x)=¢"
— -
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Expansao da func¢ao f(x)=sen(x) por série de Taylor

0 2n+1
Figura 35: Comparacio entre as funcdes g(x) = Z (=1)"- h e f(x) = sen(x)
n=0 n :

1 2n+1
Figura 36: Comparacio entre as fungoes gx) = Z (=1)"- h e f(x) = sen(x)
n=0 n :

f
i
: 164
H
i
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Figura 37: Comparacao entre as funcdes g(x) = Z (—=1)"- m e f(x) = sen(x)
n=0 :
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3 2n+1
Figura 38: Comparacio entre as funcdes g(x) = Z (=" ﬁ e f(x) = sen(x)
n=0 n :

4 2n+1
Figura 39: Comparacio entre as fungdes g(x) = Z (=1)"- h e f(x) = sen(x)
= n !

| p—
1

e
|

5 2n+1
Figura 40: Comparacao entre as funcdes g(x) = Z (—=1)"- h e f(x) = sen(x)
=0 n .
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Expansao da funcao f(x)=cos(x) por série de Taylor

0 2n
Figura 41: Comparacio entre as funcées g(x) = Z (=1)"- al
= 2n)!
x2n

n .
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