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Resumo

RESENDE, Sara Belmonte, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, abril de 2024.
Um estudo sobre a paridade de niimeros inteiros. Orientadora: Danielle Franco
Nicolau.

Este trabalho serd um estudo sobre os ntumeros inteiros desde a sua construgao.
Trabalharemos com temas de aritmética, em especial paridade de ntimeros inteiros.
Dizemos que um nimero par tem paridade par e que um nimero impar tem paridade
impar. Este conceito, apesar de sua simplicidade, aparece na resolucao de uma
variedade de questoes, além de ser 1til na solucao de muitos problemas matematicos
e do cotidiano. O interessante sobre a simplicidade do tema é que é possivel
trabalharmos até mesmo com estudantes nos anos iniciais de ensino, com pouco
conhecimento matematico, apresentando uma aritmética fascinante. Iniciaremos
com o estudo histérico do surgimento dos Numeros, nos baseando em Livros de
Historia da Matematica. Apresentaremos varios problemas que podem ser resolvidos
com paridade, a fim de mostrar um certo padrao nas solugoes e tornar possivel a
aplicacao em problemas semelhantes. O trabalho ainda apresentara um produto
técnico da dissertcao voltado para o Ensino Basico, aplicando a paridade na resolucao

de problemas e jogos.

Palavras-chave: Paridade. Numeros Inteiros. Resolugao de Problemas. Problemas

com Paridade.



Abstract

RESENDE, Sara Belmonte, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, April, 2024. A
study on the parity of integers. Adviser: Danielle Franco Nicolau.

This work will be a study of integers since their construction. We will work with
arithmetic topics, especially parity of integers. We say that an even number has
even parity and an odd number has odd parity. This concept, despite its simplicity,
appears in solving a variety of questions, in addition to being useful in solving many
mathematical and everyday problems. The interesting thing about the simplicity
of the topic is that it is possible to work even with students in the initial years of
education, with little mathematical knowledge, presenting fascinating arithmetic.
We will start with the historical study of the emergence of Numbers, based on Books
on the History of Mathematics. We will present several problems that can be solved
with parity, in order to show a certain pattern in the solutions and make application
to similar problems possible. The work will also present a technical product of the

dissertation aimed at Basic Education, applying parity in problem solving and games.

Keywords: Parity. Integers Numbers. Problem solving. Problems with Parity.
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Introducao

O presente trabalho destina-se ao estudo de ntimeros inteiros, com foco no tema
paridade. Para tal, apresentaremos um breve relato sobre a origem dos nimeros
inteiros, a evolucao dos simbolos e, em seguida, trataremos sobre a construcao
axiomatica dos Numeros Naturais e Numeros Inteiros. Neste contexto, estudaremos
algumas propriedades dos nimeros inteiros, como a divisibilidade, tema importante
para a compreensao do conceito de paridade. Feito isso, sugeriremos a abordagem
da resolucao de problemas, como metodologia de ensino, para o processo de ensino-
aprendizagem de ntmeros inteiros. O intuito é a aquisi¢ao da flexibilidade numérica
pelos alunos, habilidade importante e necessaria que, de acordo com a BNCC, deve
ser desenvolvida na educacao bésica.

A unidade temética Numeros tem como finalidade desenvolver o pen-
samento numeérico, que implica o conhecimento de maneiras de quantificar
atributos de objetos e de julgar e interpretar argumentos baseados em
quantidades. No processo da construcao da nogao de niimero, os alunos
precisam desenvolver, entre outras, as ideias de aproximagao, proporciona-
lidade, equivaléncia e ordem, nogoes fundamentais da Matematica. Para
essa construcao, é importante propor, por meio de situagoes significativas,
sucessivas ampliagoes dos campos numéricos. No estudo desses campos

numéricos, devem ser enfatizados registros, usos, significados e operacoes.

(BRASIL, 2018, [2], p. 268.)

A Paridade de Numeros Inteiros é um conceito amplamente utilizado em nossas
vidas. Desde a nossa infancia ja temos contato com este tema, em jogos tradicionais,
como o “Par ou impar”, por exemplo. Ja no Ensino Fundamental aprendemos que
os numeros pares sao terminados em 0,2,4,6 ou 8, enquanto os niimeros impares
tém terminacao 1,3,5 ou 7, ou melhor ainda, os nimeros pares sao aqueles que
deixam resto 0 na divisao por 2 e os nimeros impares deixam resto 1 nesta divisao.
O que as vezes nao é muito destacado no ensino basico é o fato de que a paridade
também pode ser utilizada para solucionar diversos problemas matematicos. Neste
trabalho, veremos que a simplicidade desse tema torna possivel a colocacao de
problemas interessantes até mesmo para estudantes que detém pouco conhecimento
em Matematica. E, a partir desse tema, acreditamos que o aluno conseguird um

10



1. Introducao 11

aprendizado satisfatério dos ntimeros, além de construirem um sentimento positivo
com relagao a Matematica.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos. O primeiro é a introducao. O segundo
capitulo traz os elementos tedricos necessarios para a compreensao do tema. Nele
serao apresentados alguns conceitos aritméticos, como a construcao dos nimeros
naturais e dos nimeros inteiros, abordando as operagoes numeéricas de cada conjunto,
relacdo de ordem, tricotomia e divisibilidade. A principal bibliografia deste capitulo
¢ o livro Fundamentos de Aritmética, de Hygino Domingues [5], que assume que o
numero 0 pertence ao conjunto dos Numeros Naturais, e assim sera feito também no
nosso trabalho. Mas vale ressaltar que diversos autores nao consideram o 0 como
nimero natural, como é o caso do Abramo Hefez em seu livro Artmética [3], por
exemplo. O terceiro capitulo traz o tema principal do nosso trabalho: a paridade
de ntmeros inteiros. Neste capitulo estao as propriedades da paridade da soma e
do produto, além de alguns problemas interessantes envolvendo paridade. O quarto
capitulo apresenta consideragoes pedagdgicas, embasadas na BNCC [2] e em alguns
artigos, sobre a importancia da resolugao de problemas como metodologia de ensino e
no desenvolvimento da flexibilidade numérica. Além disso, também contém problemas
envolvendo paridade e propostas pedagégicas visando a aplicacao da paridade na
sala de aula. Por fim, no quinto e ultimo capitulo, sdo apresentadas as consideracoes
finais sobre o trabalho.

1.1 Justificativa

Os ntumeros inteiros estao presentes no dia a dia de todos. Ao fazer compras,
escolher roupas para usar, verificar a idade de alguém, olhar a bateria do celular,
verificar quantidade de alunos em sala, entre outros exemplos, estamos lidando com
esses numeros. Assim, sua compreensao € muito importante. Visando este estudo,
escolhemos o topico paridade de ntimeros inteiros para nosso trabalho. Essa escolha
se da por sua grande utilidade na solugao de diversos tipos de questoes matematicas.
A paridade, associada com um pouco de imaginacao, é uma poderosa ferramenta
que possibilita a resolucao de problemas envolvendo ntimeros inteiros. A invariancia
da paridade é utilizada principalmente para mostrar que é impossivel encontrar um
certo valor como resultado de algum tipo de contagem.

Além disso, com base em uma pesquisa realizada no site do PROFMAT [10], em
fevereiro de 2024, foi possivel perceber que havia 38 dissertacoes envolvendo niimeros
inteiros, das quais, 15 apresentam a histéria e/ou a constru¢ao dos nimeros inteiros
e 8 falam da divisibilidade desses nimeros, conforme a Tabela (1.1). E, apesar
de algumas dessas dissertacoes apresentarem o conceito de par ou impar dentro do
conteudo de divisibilidade, nenhuma aborda a paridade como sera feito neste trabalho:
com o estudo de suas propriedades e de sua aplicacao na resolucao de problemas e
na sala de aula. Voltando as dissertagoes disponiveis no site do PROFMAT, apenas
uma apresenta a palavra Paridade ja no titulo, porém tal dissertacao tem foco em
jogos matematicos. Percebe-se entao, que o presente trabalho traz um diferencial e
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contribuird para o planejamento de atividades do professor leitor.

1.2 Objetivos

Nosso trabalho tem por objetivo oportunizar ao aluno o encontro com defini¢oes
e questoes importantes sobre a Paridade de Niimeros Inteiros. Visando aprimorar
no aluno o prazer pela descoberta, pela colocacao de questoes nao elementares e
pela busca de suas solugoes, além de proporcionar uma visao da Matematica como
uma disciplina tnica, utilizando ferramentas de diversas areas para a solucao de
problemas.

1.3 Metodologia

Para realizarmos esse trabalho, nos pautamos em uma pesquisa bibliogréfica,
realizando uma revisao da literatura, buscando apontamentos, informagoes, estudos
e uma descri¢ao tedrica sobre o assunto a ser estudado. Esse trabalho foi crucial
para termos uma base tedrica sélida. A pesquisa bibliogréifica estd inserida nas
pesquisas académicas e é muito importante. Ao usarmos uma definicdo é necessario
que ela esteja bem fundamentada, bem descrita e correta. Para tanto, a escolha
do material de referéncia é um passo crucial para o desenvolvimento da dissertacao.
Desta maneira, escolnemos como base do nosso trabalho os livros: Fundamentos de
Aritmética - Hygino [5], Aritmética - Abramo [7] e Circulos Matemadticos - Fomim
[6], textos ja consagrados na Matematica e que muito contribuiram na realizac¢do
deste trabalho.
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Tabela 1.1:

Dissertagoes do PROFMAT envolvendo Ntimeros Inteiros

Paridade, Congruéncia Modular, Fragoes e PG

Contetdo envol- | Titulo da Dissertacao Ano de Pu-
vido blicagao
Uma Proposta de jogo para o ensino de Congruéncias de | 2021
Numeros Inteiros
Um breve comentario sobre ntimeros inteiros - Equacoes | 2021
Diofantinas e Aplicacoes
Subsuncores para Resolugao de Problemas de Divisao de | 2021
Nuimeros Inteiros: o Caso do Teorema Chinés do Resto
Divisibilidade Divisibilidade e Congruéncia de Ntumeros Inteiros no | 2020
Ensino Basico
Resolucao de algumas equagoes em ntimeros inteiros 2013
Numeros Inteiros, Congruéncias e Somas de quadrados | 2013
Numeros Inteiros que podem ser escritos como soma de | 2015
dois quadrados
Numeros Inteiros de Eisesntein 2017
Assimilando as quatro operagoes com os numeros inteiros | 2021
através de jogos em Rotagao por Estagoes
Plataforma Wordwall: Uma Proposta de Ferramenta | 2022
Pedagogica na Aprendizagem de Numeros Inteiros
Ensino de operagoes com niumeros inteiros por meio de | 2021
um objeto digital de aprendizagem
Motivando a Aprendizagem de Numeros Inteiros por | 2020
Meio de Materiais Manipuldveis: uma Experiéncia no
Sétimo ano do Ensino Fundamental
Uma trajetéria de ensino e aprendizagem para o estudo | 2019
Historia dos de m’lmeiros' nteiros . —
Nmeros A Sequéncia Fedathi como proposta de mediacdo do | 2018
professor no ensino dos niimeros inteiros
Numeros inteiros no Ensino Fundamental: Uma aborda- | 2018
gem pedagogica pratica conciliando o passado e o futuro
Sugestoes de materiais didaticos manipulaveis a fim de | 2018
diminuir os obstaculos na aprendizagem dos numeros
inteiros
Ntmeros inteiros: uma proposta de tratamento para o | 2016
ensino fundamental a partir das ideias de Descartes e
Hilbert
Uma intervengao no ensino de operagoes com nimeros | 2017
inteiros
Os ntmeros inteiros: construcao histérica e as dificulda- | 2017
des atuais em sala de aula
Construcao de conjuntos numéricos: dos Numeros Intei- | 2016
Construgao 1O 408 HipNerreais -
, Diversificacao de tarefas como proposta metodolégica no | 2016
dos Numeros . , o
Inteiros ensino dos nimeros inteiros
A construcao dos Numeros Inteiros e Racionais pelo | 2016
Método da Simetrizacao e AplicagGes
Operacoes com Numeros Inteiros e Racionais de forma | 2016
ludica
Paridade Versoes digitais para jogos matematicos: Invariantes em | 2020




Elementos tedricos

O presente trabalho tem como foco principal discorrer sobre a paridade dos
Numeros Inteiros.

Sabemos que paridade é algo bem simples e até mesmo intuitivo, mas é crucial
que se entenda sobre os Numeros Inteiros, que por sua vez, dependem dos Niumeros
Naturais. Por esse motivo, na secao a seguir, discorreremos sobre os nimeros, desde
sua ideia inicial, até sua abstracao.

2.1 O que é Numero?

Pelo ponto de vista histérico, quando pensamos na origem dos Nimeros Naturais,
logo vem a mente a ideia de que eles surgiram naturalmente, pela necessidade de
contar. Podemos até ilustrar essa situacao com o exemplo do pastor de ovelhas que
associava cada pedra a um animal, a fim de ter o controle do rebanho ao final do dia.
Mas, de acordo com Roque, em [15], essa narrativa nao é muito segura.

Na verdade, os primeiros registros numéricos datam em meados do quarto milénio
antes da era comum, mesma época do surgimento da escrita. Tais registros se
fizeram necessarios para se ter o controle de quantidades de insumos relacionados a
sobrevivéncia e a organizacao da sociedade. Isso aconteceu na Baixa Mesopotamia,
onde hoje esta o Iraque.

De acordo com as descobertas, no quarto milénio nao se utilizavam simbolos
como 1,2,..., mas usavam-se instrumentos particulares para cada tipo de insumo.
Por exemplo, pequenas quantidades de graos eram contadas com esferas, enquanto
ovoides eram utilizados para contar jarras de 6leos.

A evolugao dos niimeros esta intimamente relacionada com a evolugao da escrita,
pois os primeiros registros de escrita referem-se a toquens marcados na argila para
se ter o controle dos bens e dos insumos de tal sociedade, dita escrita cuneiforme.

Com a complexificacao da sociedade, fez-se necessario a abstracao dos nimeros,
pois utilizar instrumentos distintos para objetos diferentes, tornou-se cada vez mais
inviavel, visto que, o nimero de objetos distintos aumentou progressivamente. Foi
entao que deu-se inicio o uso de simbolos iguais, para representar a mesma quantidade
de objetos distintos. Por exemplo, dois homens e dois jarros de éleos, poderiam ser
representados por dois tracos verticais.

14



2. Elementos tedricos 15

Apés vérias evolugoes desses registros, por volta de 2000 a.C, é que foram criados
alguns simbolos que representavam certas quantidades. Era o sistema sexagesimal
posicional da antiga babilonia.

Mas é necessario formalizar tudo isso e chegarmos ao sistema de numeracao
que conhecemos hoje. De acordo com Mol (2013), a defini¢ao rigorosa de nimero
demorou muito a existir. “O tema, que ganhara a ultima contribuicao efetiva no
Livro V dos Elementos de Euclides, permaneceu negligenciado por séculos” (Mol,
2013, [11] , p. 131). Este capitulo traz conceitos formais dos Nimeros Naturais e
dos Numeros Inteiros. iniciaremos pelos Axiomas de Peano, com a construcao dos
Numeros Naturais e, em seguida, falaremos das operagoes e divisibilidade.

Utilizaremos os seguintes livros como referéncia: Fundamentos de Aritmética
do autor Hygino H. Domingues [5], Introducao & Histéria da Matematica, do autor
Rogério S. Mol [11], Fundamentos de Algebra I, de Ana Cristina Vieira [17], Tépicos
de Histéria da Matemaética, dos autores Tatiana Roque e Joao Bosco Pitombeira[!5]
e Aritmética de Abramo Hefez [7], sendo os dois tltimos da Cole¢ao Profmat.

2.2 Construcao dos Numeros Naturais

O primeiro contato que os estudantes tém com numeros é pelo conjunto dos
Ntumeros Naturais. Tais nimeros surgiram naturalmente com a necessidade do
homem de contar. Seu entendimento é simples, a crianca, na educacao infantil, ja
aprende as operacoes e propriedades desse conjunto. Na Matematica é necessario
formalizar os conceitos trabalhados, e é com este objetivo que este capitulo foi escrito.

A construcao dos Numeros Naturais, ou seja, a formulacao desse conceito, aqui
descrita, foi desenvolvida pelo italiano Giuseppe Peano (1858 - 1932) em 1889, no
livro “Arithmetices Principia: Nova Methodo Exposita”’, muitos anos depois do
conhecimento acerca desse conjunto. Para tal, Peano lancou mao de conceitos
primitivos, que sao elementos da teoria que nao necessitam de uma explicacao
formal sobre seu significado, e de alguns axiomas, afirmacoes que sao tomadas como
verdadeiras, sem a necessidade de demonstra-las.

Os conceitos primitivos sao:

1. Namero Natural,
2. zero e,
3. a relagao de “ser sucessor de”.

Apesar de ser um conceito primitivo, podemos entender a relagao “sucessor de”
como algo que vem logo depois.
Peano formulou 5 axiomas que podem ser enunciados como:

Axioma 2.1: Zero é um numero natural.

Axioma 2.2: Todo niimero natural tem um tinico sucessor, que também é um nimero
natural.
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Axioma 2.3: Zero nao é sucessor de nenhum nidmero natural.
Axioma 2.4: Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

Axioma 2.5: Se uma colecao S de niimeros naturais contém o zero e o sucessor de
todos elementos de S, entao S é o préprio conjunto dos nimeros naturais.

A teoria de Peano foi muito importante para a consolidacao da Teoria dos
Ntmeros.

Estes axiomas, expostos aqui em forma literal, foram apresentados por
Peano com uma formulagao simbdlica. A construgao rigorosa de Peano
estruturou as muitas construcoes em &dlgebra e em analise assentadas
sobre a aritmética. (Mol, 2013 [11], p. 133)

O conjunto dos nuimeros naturais é indicado por N.

Para facilitar a escrita, denotaremos o sucessor de a € N por a™, mesma notacao
utilizada por Domingues em [5].

Tais axiomas sao de extrema importancia, pois toda a teoria dos Nuimeros Naturais
é obtida a partir deles. Como exemplo, vejamos algumas propriedades.

A proposigao abaixo apresenta uma propriedade interessante. Note que o Axioma
(2.1) nos garante que o conjunto dos nimeros naturais nao é vazio, ja que zero esta
neste conjunto. Mas poderia ser unitario. Veremos que nao. O ntimero natural zero
tem um sucessor (Axioma (2.2)), que serd diferente do préprio zero. Assim, hd, pelo
menos, dois niimeros naturais.

Proposigao 2.6: Seja a € N. Entao a™ # a.
Demonstracao. Para provar essa proposicao, consideraremos o seguinte conjunto,
S={aeN]|a" #a}.

Pelo Axioma (2.3) temos que 0 # a™t, logo 0 € S. Além disso, se a € S entao
at # a.

Por outro lado, o Axioma (2.4) nos garante que se a™ # a entao (a*)* # a™,
isto é, a™ € S, sempre que a € S.

Assim, pelo Axioma (2.5), concluimos que S = N, ou seja, para todo a €
N, a® # a. O

O Axioma (2.3) nos diz que 0 nao é sucessor de nenhum nimero natural. Agora,
temos também que nenhum numero é igual ao seu sucessor. Assim, temos:

0 é natural
0" é natural

(07)* é natural

e 07 #£ (0%)". J4 temos, entao, trés naturais distintos.
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Dentre os axiomas listados no inicio deste capitulo, destaco aqui o Axioma (2.5),
dito Axioma da Indugao, a partir do qual surge uma método muito importante de
demonstracao referente aos nimeros naturais: a Inducao Matematica, enunciada e
demonstrada a seguir:

Principio da Indugao Matemadtica: Seja P(n) uma propriedade relativa ao niimero
natural n. Suponhamos que:

i) P(0) é valida;

ii) Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n"), onde n™ é o
sucessor de n. Entao P(n) é vélida para qualquer que seja o niimero natural n.

Demonstracao. Faremos esta demonstracao utilizando o axioma da inducao. Para
isso, considere o conjunto

S ={n e N| P(n) é verdadeira}.

Pelo primeiro item da hipétese, 0 € S. Considere r € S, logo P(r) é vélida. Mas,
pelo segundo item da hipétese, a validez de P(r) implica a validez de P(r™),
entdo r* € S. Assim, pelo Axioma (2.5), S = N. Logo, P(n) é vélida para todo
nimero natural n. O]

Com a Inducao Matematica, provamos diversos problemas e propriedades fas-
cinantes. Apresento aqui, um exemplo para ilustrar sua utilizagao. O leitor mais
curioso pode verificar outros exemplos em Vieira [17].

Exemplo 2.2.1: Teria outro natural que também nao representa o sucessor de algum
nimero natural? Veremos, provando a afirmacao abaixo.

Seja b € N, com b # 0. Entao existe a € N, tal que b =a™.

Demonstracdo. A prova dessa afirmacao sera feita utilizando o Principio da
Inducao Matematica. Para isso, consideremos a propriedade

P(n) : Se n é um ntimero natural, entdao n = 0 ou n = z* para algum = € N.

i) Claramente P(0) é verdadeira.

ii) Suponha que P(n) seja vélida para algum n natural e verifiquemos a veraci-

dade de P(n™).

Sen=0,n" =0" e 0" é sucessor de 0, entao P(0") é vélida. Sen € N e
n # 0 tal que P(n) é valida, temos que existe = € N tal que n = z™.

Dai, nt = (™), o que significa que n™ é o sucessor de ™. Logo P(n") é
valida.

Portanto, pelo Principio da Indugdo Matemética, P(n) é vélida para todo n
natural.

]
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2.2.1 Adicao em N

A adicao é a primeira operagdo dos numeros naturais aprendida no Ensino
Fundamental, logo é o primeiro contato que os alunos tém com a Aritmética. Apesar
de ser uma operacao familiar e bem intuitiva é necessario defini-la apropriadamente,
COMO Veremos a seguir.

A adicao é representada pelo simbolo (+), sendo

+ : N x N — N definida por:
e a+0=a
e a+bt=(a+b)t
para todos a e b naturais.
Para facilitar a escrita, adotaremos aqui a notacao indo-ardbica, para os sucessores:
e Sucessor de 0: 0 = 1.
e Sucessor de 1: 17 = 2.

e Sucessor de 2: 2T = 3.

E assim por diante.
Desta forma, de acordo com a definicao de adicao, segue que:

l41=1+40"=(1+0)F"=1"=2

2+1=2+0"=(2+0)"=2"=3;

3+1=340"=B+0"=3"=4

e, consequentemente, por um argumento indutivo, temos:
r+1=r+0"=@Fr+0"=r" VreN (2.1)
Assim, para encontrar o sucessor de um nuimero natural, basta soméa-lo com 1.

Falaremos agora das propriedades da adigao, que sao muito importantes, pois
podem contribuir de maneira significativa para o cdlculo mental e agilizar as resolucoes
de diversos exercicios.

Antes de iniciarmos, vale destacar que as propriedades da adicao listadas a seguir
sao validas para quaisquer nuimeros naturais a, b e c.

a1 - Associativa: a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢
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Demonstracao. Provaremos por inducao sobre ¢, aqui a e b sao fixados:

i) A propriedade vale para ¢ =0, poisa+ (b+0)=a+b=(a+0b)+0

i1) Suponha que seja véalido para ¢ = r, para algum r € N e vamos mostrar que
também é valido para rt.

Por hipdtese, temos que a+ (b+1) = (a+0b) +7 e, usando a defini¢ao de adicao,
(a+b)+rt=[la+b)+r|t=la+b+r)T=a+b+r)t=a+ (b+r").
Logo, a propriedade é vélida para todo a,b,c € N. O

ay - Comutativa: a +b=5b+a

Demonstracao. Antes de provarmos a propriedade comutativa, precisaremos
de duas afirmacoes:
Afirmacao 1: Para todo a € N tem-se que a +0 =0+ a.

Prova (afirmacao 1): Indugao sobre a:

i) Vale para a =0, pois 0+ 0 =0+ 0= 0.

i1) Suponha valido para a = r, para algum r € N e vamos mostrar que também
é véalido para r™.

Por hipétese, r +0 = 0 + r e ja sabemos que ™ + 0 = r*, por definicao. Dai,

O+rt=0+7r)"=r"=rt+0.

Logo,a+0=0+a, VaeN.

Afirmacgao 2: Para todo a € N tem-se que a +1 =1+ a.

Prova (afirmagao 2): Indugao sobre a:

i) Vale para a = 0 pois, pela Afirmacao 1, 04+ 1=1+0.

i1) Suponha valido para a = r, para algum r € N e vamos mostrar que também
é valido para ™.

De fato,

L+rt=(1+n"t,
= (r+1)" (por hipdtese),
=r+17,
=7+ (1+1) (equagao (2.1)),
= (r+ 1)+ 1 (pela associatividade),
=7rT 4+ 1.

Logo,a+1=14a, VaéeN.

Com essas afirmacoes, podemos provar a propriedade comutativa: a+b=b+a
para todo a,b € N.

Provaremos por indugao sobre b :

i) A propriedade é valida para b = 0. De fato, pela Afirmagao 1, a+0 =0+ a.
ii) Suponha vélido para b = r, ou seja, a + r = r + a e verifiquemos para r+.



2. Elementos tedricos 20

Temos que,

a+rt=(a+r)t,
= (r +a)* (por hipétese),
=r+at,
—rt(at1),
=7+ (1+a) (pela afirmagao 2),
= (r+ 1) + a (pela associatividade),

=rt +a.
Logo, a propriedade é véalida para todo a,b € N. O

az - Elemento neutro: Existe e € N tal que a + e =e + a = a para todo a € N.
E f4cil ver que o zero satisfaz a propriedade az: a+0 =04 a = a.

A propriedade acima garante a existéncia do elemento neutro da adi¢ao: o
numero 0. Mas, teria outro elemento neutro além do zero? Vamos mostrar que
nao, isto é:

O zero € o Unico elemento neutro da adigao.

Demonstra¢ao. Para provarmos a unicidade do elemento neutro, vamos supor
que exista algum k € N, diferente de zero que também é elemento neutro da
adicao. Desta forma, pela propriedade as temos

a+k=k+a=a,

para qualquer a natural. Podemos entao considerar um caso particular em que
a = 0, assim,
O0+k=k+0=0

Mas, pela propriedade comutativa, 0 + k = k + 0 e, pela defini¢ao de adigao,
0+ k = k. Assim, segue que k = 0. Isto é, zero é o unico elemento neutro da
adicao. O

a4 - Lei do cancelamento: a+b=a+c=b=c

Demonstracao. Provaremos por inducao sobre a:

i) Vale para a = 0, pois se a + b = a + ¢ tendo a = 0, segue que 0+ b = 0 + ¢,
0 que, por ag, implica que b = c.

i1) Suponha valido para a = r, para algum r € N e vamos mostrar que também
é valido para r*. Assim, nossa hipétese de inducao é:

r+b=r+c=b=c

E queremos mostrar que:

rY+b=rt+c=b=c

De fato, se vt +b = r* + ¢, entao temos: b+ r* = ¢+ r* implica que
(b+7)" =(c+r)". O Axioma (2.4) nos garante que (b+r) = (c+7r) e, por ay
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e pela hipdtese de inducao, segue que b = ¢. Logo, a lei do cancelamento vale
para quaisquer a, b e ¢ naturais. O

Uma importante observacao para compreendermos algumas propriedades dos
nimeros naturais, é que

a+b=0=a=0=0 (2.2)

Fato que pode ser demonstrado supondo b # 0. Entao b = u™ para algum u € N.
Dai, 0 =a+b=a+u" =a+u" = (a+ u)t. Absurdo, pelo Axioma (2.3). Logo
b =0, o que implica que a = 0.

2.2.2 Multiplicacao em N

A multiplicacao é uma dentre as quatro operacoes basicas da Matematica. Para
fazer a representacao da multiplicacdo, utilizamos o simbolo (-). Assim, temos:

- N x N — N definida por:
o q-0=0,
ea-b"=a-b+a,

para todos a e b naturais.

Apesar de ser uma operacao bem conhecida, vale lembrar que o resultado da
multiplicagao é chamado de produto, e os nimeros que serao multiplicados sao
chamados de fatores. Assim, na igualdade a-b = ¢, a e b sao os fatores, enquanto c é
o produto.

Para melhor compreensao, vamos exemplificar algumas multiplicacoes:

1-1=1-0"=1-0+1=0+1=1,

1-2=1-1"=1-14+1=1+1=2.

Vimos que, por definicao, a -0 = 0. Mas é possivel mostrar por indugao que
0-a =0 para todo a € N.

De fato, tomando a = 0, o resultado segue direto da definicao. Vamos supor que
0-r =0 para algum r € N e verifiquemos a igualdade para r*. Bom, por hipdtese,
0-r =0, entao por definicao, 0-r* =0-r+0 =0+ 0 = 0. Logo, mostramos por
inducao que igualdade

0O-a=0VaecN. (2.3)

Assim como a adicao, a multiplicacao tem importantes propriedades, que serao
enunciadas e demonstradas a seguir. Todas elas sao validas para quaisquer nimeros
naturais a, b e c.
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m; - Elemento Neutro: Existe e € N tal que e-a =a-e = a para todo a € N.

Note que o nimero natural 1 pode ser o elemento neutro da multiplicagao, ja
que,
a-l=a-0"=a-0+a=0+a=a.

Mas, para ser, de fato, o elemento neutro, é necessario verificar a multiplicagao
pela esquerda. Portanto, provaremos que 1 -a = a, para todo a € N. Tal
igualdade, também sera demonstrada por inducao sobre a.

A igualdade é valida para a = 0, pois, por definicao, 1-0 = 0. Supondo 1-r =1
para algum r € N, temos que

1-rt =1-r+1 (por definicio de multiplicacao),
=r+ 1, (Hipétese de inducao),
=" (pela Equagao 2.1).

E assim concluimos que,

a-l=1-a=aVaeN. (2.4)

O elemento neutro da multiplicagao é tinico. De fato, se k € N é elemento
neutro da multiplicacao, entao

k-1=1-k=1, (2.5)
por outro lado, como 1 é o elemento da multiplicacao,

k-l=1k=k. (2.6)

Das igualdades (2.5) e (2.6) temos que k =1 e 1 é o unico elemento neutro da
multiplicacgao.

ms - Distributividade da multiplicagao em relagao a adi¢ao: a-(b+c¢) =a-b+a-c

Demonstracao. Fixando a e b, faremos a prova por inducao sobre ¢: A proprie-
dade é valida para ¢ = 0, pois

a-(b+0)=a-b=a-b+0 (pela definicio de adigao);

=a-b+a-0 (pela definicao de multiplicagao).

Supondo vélido para ¢ =7, isto é, a- (b+r) =a-b+ a-r, para algum r € N,
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segue que

a-(b+r")=a-[b+ (r+1)] (Equagio (2.1));

a-[(b+r)+ 1] (pela associatividade da adi¢ao);
=a-(b+7r)t (Equacao (2.1));

a-(b+r)+ a (definigao de multiplicagao);
=(a-b+a-r)+a (hipétese de indugao);
=a-b+ (a-r+a) (associativa da adigao);

=a-b+a-r" (definicio de multiplicagao).
[

Note que também temos a lei da distributividade pela esquerda, ou seja,
(a+b)-c=a-c+b-c. A demonstracao é feita de modo andlogo, e deixaremos
a cargo do leitor.

ms - Comutativa: a-b="50-a

Demonstracao. Faremos por indugao sobre b.

Se b =0 temos a -0 = 0-a =0 por defini¢ao e pela Equagao (2.3).

Supondo vélido para b = r, para algum r € N, temos a - r = r - a. Por outro
lado,

a-r" =a-r+a (por definicao de multiplicagio);

=r-a+ a (por hipétese de indugao);
=r-a+1-a (pela Equacao (2.4));
= (r +1) - a (pela propriedade my);

=rT.q.

my - Associativa: a-(b-c) = (a-b)-c

Demonstracao. A demonstracao sera feita usando inducao sobre c¢. A proprie-
dade ¢é valida para ¢ = 0, pois a- (b-0) = a-0=0 = (a-b)-0. Vamos supor que
a-(b-r)=(a-b)-r. Agora, verifiquemos a igualdade para ¢ = r*. Provaremos
que rt - (b-c)=(rt-b)-c

Note que

a-(b-rt)y=a-(b-r+0b) (pela definicio de multiplicagao);
=a-(b-r)+a-b (distributiva);
=(a-b)-r+ (a-b) (pela hipétese de indugao);
= (a-b) - r" (definicio de multiplicagao).
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ms - Lei do anulamento do produto: a - b = 0 implica que a =0 ou b =0

Demonstracao. Se b =0, temos o que queriamos. Assim, podemos supor, sem
perda de generalidade, que b # 0. Dessa forma b é sucessor de algum nimero
natural, isto é, b = r* para algum r € N. Dai, 0 =a-b=a-r" =a-r+a=0.
Pela adicao sabemos que se z + y = 0, entao z = y = 0. Logo

ar+a=0=ar=0 e a=0.

2.2.3 Relacao de Ordem em N

A relacao de ordem é algo bem intuitivo e estd presente no nosso dia a dia.
Podemos, por exemplo, ordenar as nossas tarefas diarias, colocar em ordem um
grupo de pessoas de acordo com suas idades, tamanhos, dentre outros. No entanto, é
importante definirmos formalmente esta relacao, para compreendermos o sentido de
maior, menor, anterior e posterior.

Definigao 2.7: Dizemos que a < b (lé-se: a menor do que ou igual a b), para a e b
naturais, quando existe um nimero natural r tal que b = a + r. No caso em que
r # 0, temos a < b (a menor que b).

A partir da definicao acima, podemos dizer que o nimero r é chamado de diferenca
entre os nimeros naturais b e a, e é indicado por: r = b — a. E assim, temos mais
uma relacao no conjunto N: a subtracgao, que nao é uma operacao em N, pois nao é
fechada, uma vez que nem sempre o seu resultado serd um nimero natural. Nessas
condigoes, o nimero b é chamado minuendo e o a é o subtraendo. Podemos listar
alguns exemplos:

e 5 =15—10, pois 15 = 10 + 5;
e 12 =30 — 18, pois 30 = 18 4+ 12.

E fAcil perceber, que a subtracao (b — a) s6 é bem definida em N, quando a < b.

A relagao “<”, somente por nos auxiliar na definicao da subtracao ja é muito 1util.
Porém, esta relagao tem uma importancia maior. Ela é uma relagao de ordem.

Uma relagdo em um conjunto nao vazio ¢ dita relagao de ordem se ela for reflexiva,
antissimétrica e transitiva. Nosso intuito, agora, ¢ mostrar que a relacao “<” é uma
relacao de ordem. Para isso mostraremos que tal relagao satisfaz as trés propriedades
acima relatadas.

O, - “ <” é uma Relacao Reflexiva: Isto é, a <aVaeN.

Demonstracao. De fato, tal propriedade segue da definicao da relacao “ <”
uma vez que a = a + 0. ]

Oy - “ <” é uma Relagao Antissimétrica: Isto é, a < b e b < a implica que a = b.
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Demonstracao. Pela definicao da relacao “ <", se a < be b < a existem u e v
€ N, tais que,

=a+71r e

a=>b+ u.

Substituindo a Equagao (2.7) em (2.8), temos: a = a + (r + u) e, pela lei do
anulamento da adicao, r +u =0, logo r =u = 0. E assim, a = b

O
O3 - “<” é uma Relagao Transitiva: Isto é, se a < b e b < ¢ implica que a < c.
Demonstragao. Por definicao temos:
a<b= dreNtalquea+r=n>, (2.9)
b<c= JveNtalqueb+v=c (2.10)
Somando as Equagoes (2.10) e (2.9) teremos
a+r+b+v=>b+ec
Pela lei do cancelamento da adicao, temos que
a+ (r+v)=c
Assim, como u + v € N, concluimos que a < c. O

Acabamos de mostrar que a relagao “<” em N é uma relacao de ordem. Assim
temos, por exemplo, 5 < 17, ja que 17 = 5 + 12. Mas sera que podemos sempre
comparar dois nimeros naturais quaisquer? Dados a,b € N, é verdade que a < b ou
b < a? Caso essa afirmacao seja verdadeira, diremos que a relacao “<” em N é uma
relacao de ordem total, ou seja, dados a, b € N, teremos sempre a < bou b < a. Essa
propriedade é muito util em conjuntos numéricos e, sua verificacao, serd provada na
proposicao abaixo.

Proposigao 2.8: A relagao “<” em N é uma relagao de ordem total.
Demonstracdao. Seja b € N e considere o subconjunto de N,
Sp={neN|n<boub<n}.

Ou seja, Sy é o conjunto dos elementos n € N tais que:
i) existe u € N tal que b = n + u, ou

i) existe v € Ntal que n =b+v
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Note que 0 € S, pois, se n = 0 entdao b = u, o que satisfaz o item (i). Além disso,
b também pertence a Sy, pois b = b+ 0, ou seja, b < b, satisfazendo a condigao
(ii).

Agora, tomando r # b e supondo que r € Sy, teremos que r satisfaz a condigao
(i) ou (ii).

Se r satisfaz a condigao (i), entao existe u € N, tal que b = r + u com u # 0.
Temos, pelo Exemplo (2.2.1), que u = v* para algum v € N, isto é, u =v + 1 e
assim, b=r+ (v+1)=r+(1+4+v)=(r+1)+v=r"+wv. Entao, por (i), r*
pertence a Sj.

Por fim, considerando que r satisfaz a condigao (ii), existe v € N tal que
r=>b+v,comwv #0. Assim r* = (b+v)" = b+ v, satisfazendo o item (ii) e,
portanto r™ € Sy.

Desta forma, para qualquer um dos casos acima, se r € S, entao r* € 5.
Logo, pelo Axioma (2.5), S, = N. Portanto, a relacao “<” em N é uma relagao
de ordem total. O]

Na Subsegao (2.2.1) vimos que o sucessor de um nimero n é n+ 1. Pela definicao,
n < n+ 1. Mas sera que existe nimero natural m, entre n e n + 17 Isto é, existe
m € N tal que n < m < n+ 17 A resposta é nao, e a verificaremos no exemplo
abaixo.

Exemplo 2.2.2: Nao existe niimero natural m tal que n < m < n + 1, para todo
n € N.

De fato, suponha que exista. Entao:

n < m implica que n + u = m para algum u € N, u # 0.

m < n+ 1 implica que m + v =n + 1 para algum v € N, u # 0.
Assim,
(n+u)+v=n+1 =>n+u+v)=n+1 =ut+v=1

O que nos dé que u = 0 ou v = 0, em ambos os casos temos um absurdo.

Esse exemplo nos afirma a sensacao que ja tinhamos, ser “sucessor de” é, de fato,
uma relagao que apresenta o proximo numero natural na sequéncia da ordenacao
(feita usualmente do menor para o maior). Assim, agora podemos escrever 0s nimeros
naturais em sua ordenagao:

N=1{0,1,2,3,4,5,...}.

Um subconjunto interessante é o N*, conjunto dos Nimeros Naturais nao nulos,
ou seja:
N*={1,2,3,4,5,6,...}.
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Proposigao 2.9 (Principio do menor natural): Se L é um subconjunto nao vazio de
N, entao L possui um elemento m tal que m < z para todo x € L. E este elemento
m é chamado minimo de L e serd indicado por m = min L.

Demonstragao. Considere o conjunto S ={n € N |n <z, Vx € L}. Claramente
0 €S, pois Va € L, temos a = 0 + a, isto é, 0 < a. Sabendo que L é nao vazio,
fixemos um elemento b € L. Pela igualdade (2.1) temos que b+ 1 = b™, ou seja,
b+ 1 vem depois de b. Desta forma b < b+ 1 e, consequentemente, b+ 1 & S, logo
S # N. Assim, existe um elemento ¢ € N tal que ¢ € Sec+1 ¢ S, caso contrério,
pelo Axioma (2.5), terfamos S = N. Vamos mostrar entao que ¢ = min L. De
fato,

e Comoce Sentaoc <z, Vx € L;

e Supondo que ¢ ¢ L, teremos ¢ < x para todo z € L o que implica em
c+1<xVrelL Assim c+1¢€S. Absurdo! Logo, ¢ € L e ¢ é menor
elemento de L.

O

O Principio do menor natural é também conhecido como Principio da Boa
Ordenacao em N, e pode ser utilizado para demonstrar numerosas propriedades dos
numeros naturais.

2.2.4 Lei da Tricotomia em N

Na secao anterior, vimos que sempre é possivel comparar dois niimeros naturais
quaisquer, pela relacao “ <”. Serd que podemos melhorar essa “comparacao”?’
Veremos a seguir uma propriedade da relacao de ordem, que garante que dados dois
nimeros naturais, ha trés possibilidades entre eles, dais quais, apenas uma deve ser
satisfeita.

Essa propriedade é conhecida como Lei da Tricotomia, e podemos enuncia-la da
seguinte forma:

Teorema 2.10: Para quaisquer a e b naturais vale uma, e somente uma, das relagoes:

ii) a < b;
iii) b<a
Demonstracao. Faremos a prova dessa Lei em duas partes:

Parte 1: Duas dessas relagoes nao podem ocorrer simultaneamente.

De fato, se (i) e (ii) ocorressem ao mesmo tempo, isto é, se a = b e a < b,
existiria p € N, diferente de zero, tal que b = a + p. Mas a = b, entao podemos
reescrever a igualdade anterior como

b=b+p=b+0=b+p=0=np.
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Mas isso é absurdo, pois definimos b diferente de zero. Portanto as relagoes (i) e
(ii) ndo podem acontecer simultaneamente.

De forma andloga, podemos mostrar que as relagoes (i) e (iii) também nao
ocorrem ao mesmo tempo.

E por fim, vamos mostrar que as relagoes (ii) e (iii) ndo podem ocorrer
simultaneamente. De fato, supondo a < b e b < a, entao existem m e n naturais
nao nulos e distintos entre si, tais que

b=a+mea=b+n
Assim, pelas equacoes acima temos

b=a+m=
b=(b+n)+m=
b=b+(n+m)=
b+0=b+(n+m)=
0=(n+m)=

n=0=m.
Absurdo, pois n e m sao nao nulos.

Parte 2: Dados dois niimeros naturais, uma das relagcoes deve ocorrer.

Como “<” é uma relacao de ordem total em N, dados a,b € N, temos a < b
ou b < a. Assim, se a # b, teremos a < b ou b < a.
O

A Lei da Tricotomia em N é muito importante. Varias propriedades podem ser
demonstradas a partir dela. Para exemplificar, veremos as trés propriedades abaixo.

Exemplo 2.2.3 (Lei do cancelamento da multiplicagao:): Sejam a,b,c € N tais que
c#0. Sea-c=b-centao a =0b.

Demonstra¢ao. Vamos supor que a # 0. Entao, assumindo a < b, existe u # 0,
tal que b=a+u. Assim,a-c=b-c=(a+u)-c=a-c+u-c, oqueimplica
que u - ¢ =0, isto é, u = 0 ou ¢ = 0. Absurdo! De modo analogo, mostramos que
nao pode ocorrer b < a. Logo, pela Lei da Tricotomia, a = b. [

Exemplo 2.2.4: Sejam a,b nimeros naturais tais que 1 = a + b. Entao a = 1 ou
b=1.
Suponha a #1. Seb>1,b=s+1, com s € N*. Dai,
l=a+b =>1=a+(s+1) = 1=(a+s)+1 = 0=a+s.

Logo, pela Observacao (2.2), a = s = 0, absurdo pois s € N*.
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Se b <1, teremos 1 =b+t, com ¢t € N* assim b = 1 — ¢ (aqui a subtracao faz
sentido). Logo

l=a+b=a+(1-t) = 1l=(a—t)+1 = 0=a—t

e teremos a =t = 0. Absurdo, pois t € N*.
Pela tricotomia, b = 1.

Observe que, no exemplo acima, poderiamos alterar o enunciado para 1 = a + b,
entao a = 0 ou b = 0. As duas afirmacoes sao equivalentes.

Exemplo 2.2.5: Sejam a,b € N. Sea-b=1entaoa=1eb=1.

Demonstracao. Suponha que a # 1. Entao, pela Lei da Tricotomia, a < 1 ou
1 <a.

Se a < 1, temos que a = 0 (pois a € N) e assim, a-b=0-b = 0, absurdo.

Se 1 < a, temos a = 1 + u, para algum natural u # 0. Desta forma, a -b =1
implica em (1 +u)-b=b+u-b=1. Portanto, b=0eu-b=1oub=1¢
u-b = 0. No primeiro caso, se b =0, a-b = 0, absurdo. E no segundo caso, u = 0,
também ¢é absurdo.

Portanto a = 1. Analogamente, b = 1.

2.3 Numeros Inteiros

Como vimos na Secao (2.1), a maneira de grafar os niimeros passou por varias
evolucoes ao longo do tempo e o que se tem hoje, mal se assemelha a forma original.
Mas o que importa para nés, aqui, ¢ a origem dos Numeros Inteiros. De acordo com
Hygino [5], foram os hindus quem introduziram os niimeros negativos na matematica.
Tais niimeros, tinham o objetivo de apenas indicar débitos, assim, os hindus nao se
preocupavam com a ordem tedrica ou com a formalidade.

Contudo os numeros negativos tiveram uma resisténcia para serem aceitos ou
entendidos e, por isso, receberam alguns rétulos como: “ntimeros absurdos” (Stifel,
matematico do século XV), “nimeros ficticios” (Cardano, matematico do século XVI)
e “falsas raizes negativas de uma equagao” (Descartes, matematico do século XVII).

Na Subsecao (2.2.3), vimos que a diferenga entre dois niimeros naturais b e a, esté
bem definida em N somente se a < b. Seria interessante ampliarmos essa defini¢ao
para todo o conjunto dos niimeros naturais.

Para melhor compreensao, o professor do Ensino Bésico apresenta a diferenca
entre dois naturais m,n, com m < n, como um débito, mas que nao pertence a esse
conjunto. Por exemplo, se uma pessoa compra um objeto de 12 reais, mas s6 possui
10 reais, ela ficard devendo 2 reais. Logo 10 — 12 seria esse débito de 2. Mas, como
definir essa diferenca? Podemos chamar o resultado de nimero? A que conjunto
pertence? Sabemos que estas perguntas tém uma resposta simples, encontrada no
conjunto dos Numeros Inteiros. Dessa maneira, a presente se¢cao tem por objetivo
apresentar a formalizacao do conceito de nimero inteiro.
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2.3.1 Construcao dos Nimeros Inteiros

A diferenca entre dois Naturais nem sempre pertencera a N. Por exemplo, se
fizermos 9 — 11, o resultado nao faz sentido em N. Para comecarmos a elucidar
a introducao dos numeros inteiros, vejamos que a diferenca 6 — 8 tem o mesmo
resultado que a anterior. Assim, sabemos que 9 — 11 é o mesmo que 6 — 8 em 7Z, aqui
consideraremos que o leitor esteja com a nocao intuitiva do conjunto dos niimeros
inteiros. Note que 9 — 11 = 6 — 8 ¢é equivalente a 9 + 8 = 11 + 6 e, esta tultima
igualdade, faz sentido em N. Partiremos, entao, dessa ideia.

Vamos considerar pares de nimeros naturais, como fizemos com 9 e 11 acima.
Agora, em forma de par ordenado (9,11). Segue, portanto, a construgao formal do
conjunto dos nimeros inteiros.

Considere em N x N a relagao ~ definida abaixo:

Para quaisquer pares ordenados (a,b) e (¢,d) em N x N, dizemos que
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=0b+c.
Seguem alguns exemplos para melhor compreensao:
Exemplo 2.3.1: (2,3) ~ (7,8), pois 2+ 8 =3+7.
Exemplo 2.3.2: (4,9) ~ (10,15), pois 4 + 15 = 9 + 10.
Exemplo 2.3.3: (7,12) = (1,4), pois 7T+ 4 # 12+ 1.

Uma relacao bindria é dita relacao de equivaléncia quando é reflexiva, simétrica
e transitiva. Sera que a relagdo ~, acima, é uma relagao de equivaléncia? Vamos
verificar!

~ é uma Relacao Reflexiva: Isto é, para todo (a,b) ~ (a,b) V (a,b) € N x N.

Demonstracao. A verificacao ¢é trivial e segue da definicao da relagao ~ e da
comutatividade da adigao em N, pois, para todo (a,b) € NxN,a+b = b+a. O

~ é uma Relagao Simétrica: Isto é, para quaisquer (a,b) e (¢,d) em N x N, se
(a,b) ~ (¢,d), entao (c,d) ~ (a,b).

Demonstra¢ao. Como (a,b) ~ (¢, d), por definigao, a +d = b+ ¢. Mas essa
igualdade é equivalente a

d+a=c+b = c+b=d+a.
Logo (¢, d) ~ (a,b). O

~ é uma Relagao Transitiva: Isto é, dados (a,b), (¢,d) e (e, f) € Nx N. Se (a,b) ~
(c.d) e (c,d) ~ (e, f), entao (a,5) ~ (c, f).
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Demonstragao. De fato, como (a,b) ~ (c,d) e (c,d) ~ (e, f), temos a+d = b+c
ec+f =d+e. Dal, a+d+ f = b+c+ f = b+d+e o que implica em a+ f = b+e,
isto é, (a,b) ~ (e, f). (Nés omitimos os parénteses na demonstracao pois a
adigdo em N ¢ associativa). O

Portanto, verificamos que ~ é uma relagao de equivaléncia em N x N.
Uma relagao de equivaléncia em um conjunto determina, neste conjunto, uma

particao em classes de equivaléncia. Indicaremos por (a, b), cada classe de equivaléncia
determinada por (a,b) € N x N. Desta forma:

(a,0) = {(z,y) e NN | (z,y) ~ (a,0)}.
(a,b) ={(z,y) e NxN|xz+b=y+a}

Se tomarmos o conjunto de todas as classes (a,b), para qualquer (a,b) € N x N|
teremos o conjunto Z.

Observagao: Esse conjunto é também chamado de conjunto quociente de N x N
por ~ indicado por N x N/ ~.

Entao temos:

Z=NxN/~={ab) ]| (ab) € NxN}.

Podemos ver abaixo algumas classes de equivaléncia em Z:

Exemplo 2.3.4:

Observagao 2.11: Observe que se (a,b) € Z, entao

(a,b) = (c,0) ou (a,b) = (0, c) para algum ¢ € N.

Isso ocorre pois,

(a,b) = (¢,d) <= (a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

Assim, existe ¢ € N tal que, a+0=0b+coua+c=>b+0. Basta tomar ¢ =a — b, se
b<aouc=b—a,sea<b Além disso, essa representacao é tinica, pois se houver

d € N tal que (0,¢) = (0,d), entdo 0 +d = ¢+ 0. Logo d = c.

Caso o leitor queira se aprofundar no estudo de relacao de equivaléncia, sugerimos
o livro Algebra Moderna, de Gelson Iezzi e Hygino Domingues, [9].

2.3.2 Adicao em Z

Sejam m = (a,b) e n = (¢, d) elementos de Z. Indicaremos por m + n a soma de
m com n, definida por:

m+n=(a+cb+d).
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Uma operagao estd bem definida em um conjunto quando o seu resultado inde-
pende da forma particular dos operandos. Assim, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.12: A adigao estd bem definida em Z, isto é, se (a,b) = (a1,b1) e
(Cv d) = (Cla dl)a entao (U,, b) + (07 d) = (a’h bl) + (Cl7 dl)

Demonstragao. De fato, se (a,b) = (a1, b1) entdo (a,b) ~ (ay,by), ou seja,

a+b =b+a. (2.11)

Assim também, se (¢,d) = (¢1,d;) entdo (¢, d) ~ (¢1,dy), que implica que

C+d1:d+01. (212)

Além disso, (a,b)+(c,d) = (a+c¢,b+d) e (a1, b1)+(c1,dy) = (a1 + ¢1,by + dy).

Assim, queremos mostrar que (¢ + ¢,b+ d) = (a1 + ¢1, b1 + dy).
Somando membro a membro as Igualdades (2.11) e (2.12), temos:

(a+bl)+(c+d1):(b+a1)+(d+cl)(——1>

—

(a+c)+ (b +dy)=(b+d)+ (a1 +c1) 2

(G+C,b+d):(a1+017b1+d1).

=

Sendo (1) pela associatividade da adi¢do em N e (2) pela defini¢ao da adigao
em Z.
O

A seguir veremos as propriedades que sao vélidas para a adigao em Z:

a; - Associativa: m+ (n+7r) = (m+n)+r,VY m,n,r € Z

Demonstragao. Sejam m = (a,b), n = (¢,d) e r = (e, f) elementos quaisquer
de Z, temos que:
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as - Comutativa: m+n=m-+m,Vm,n € Z

Demonstragao. Consideremos em Z os elementos m = (a,b) e n = (¢, d). Note
que:

m+n=(a+cb+d)
= (c+ a,d +b) (pela comutatividade em N)
=n+m. (2.13)

az - Elemento neutro: Existe e € Z tal quea+e=e+a=a,VacZ

Demonstragao. A classe (0,0) é o elemento neutro da adigao em Z. De fato,

para qualquer (a,b) € Z tem-se:

(a,b) 4+ (0,0) = (a+ 0,0+ 0) = (a,b).

Analogamente é facil mostrar que (0,0) + (a,b) = (a, b).

Para simplificar a escrita, usaremos a notagao 0 = (0, 0)
~Y

Note que a classe (0,0) = (a,a) ¥V a € N, ja que (0,0) ~ (a, a), pois 0+a = a+0.
[

a4 - Simétrico aditivo: Para todo m € Z existe m’ € Z de modo que m +m' = 0.
Notagao: m' = —m. O simétrico aditivo é também chamado de oposto.

Demonstracao. A prova desta propriedade segue da definicao de adi¢ao em 7Z,
pois, como

(a,b) + (b,a) = (a+b,b+a) = (0,0) =0,

segue que, se m = (a,b) entdo —m = (b, a).

Note que o simétrico aditivo de m é tnico. De fato, suponha que exista

k = (a1,by) € Z, com (ay,by) # (b,a), que seja um simétrico aditivo de m.

Desta forma,

m+k=0=
(a,b)+(a1,b1) =0=
(a+a1,b—|—b1):O.

Assim, a + a; = b+ by, o que significa que:

ea=bea =b em=Fk=(00), ou

e a =0 eb=ay, logo k= (ay,by) = (b,a) = —m.

Portanto, —m € o tinico simétrico aditivo de m. O
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as - Lei do cancelamento: Dados m,n,r € Z, tem-se m + r = n + r implica que

m=n
Demonstracao. De fato,

m=m-++10

=m+[r+(—r)]
= (m+r)+(-r)
=(n+r)+(-r)
=n+[r+(—r)]
=n+0

2.3.3 Subtracao em Z

Dados dois niimeros inteiros m e n, chama-se diferenca entre m e n o elemento
r € Z tal que, r = m + (—n), em que —n é o simétrico aditivo de n. Essa diferenca é
chamada de subtragao em Z e indicada por m — n. Desta forma temos,

m—n=m+ (—n).

Diferentemente da adigao, a subtracao nao é comutativa, nem associativa e nao
admite elemento neutro. Podemos verificar tais informagoes apresentando alguns

contraexemplos:

A subtragao nao é comutativa: Contraexemplo: 3 —5=—-2e5—3=2.

A subtragao nao é associativa: Contraexemplo: (5—-2)—1=3—-1=2¢

5—(2-1)=5-1=4.

A subtragao nao admite elemento neutro: Contraexemplo: 10 — 0 =10 e

0—10 = —10.

2.3.4 Multiplicacao em 7Z

Para compreendermos a definicao da multiplicacao em 7Z, apresentaremos um
exemplo de uma forma pratica de se multiplicar dois niimeros naturais.

Note que podemos escrever 7 = 9 — 2 e 2 = 6 — 4, por exemplo. Entao,
7-2=(9-2)-(6—-4)=(9-64+2-4)—(9-442-6) =62—48 = 14.

Definiremos a multiplicacao em Z a partir desse exemplo acima.

Sejam m = (a,b) e n = (c,d) elementos quaisquer de Z, a multiplicacdo (ou
produto) de m por n é o nimero inteiro, indicado por m - n e definido por:

m-n=(a-c+b-da-d+b-c).
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Para simplificar a escrita, usaremos a notacao mn para representar o produto
m - n, sendo m e n, elementos genéricos de Z. Esta operagao esta bem definida, o
leitor mais curioso pode verificar essa informagdo em Domingues[5].

Para todos m = (a,b),n = (¢,d) e r = (e, f), nimeros inteiros, temos que sao
validas as seguintes propriedades da multiplicagao:

my - Associativa: m(nr) = (mn)r
Demonstracao. Observe que

m(nr) =

(a,b) - (ce +df,cf + de)

= (a(ce +df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df))

= (a(ce) + a(df) + b(cf) + b(de), a(cf) + a(de) + b(ce) + b(df))

= ((ac)e+ (ad) f + (be) f + (bd)e, (ac) f + (ad)e + (bc)e + (bd) f)
( pela associatividade da multiplicagdo em N.)

= (ac+ bd,ad + bc) - (e, f)
= (

mn)r.

mo - Comutativa: mn = nm

Demonstracao. Pela definicao de multiplicacao e pela comutatividade da mul-
tiplicacao em N, segue que

mn = (a,b)-(c,d) = (ac + bd,ad + bc) = (ca + db,da + cb) = (¢,d)-(a,b) = nm.
O

ms - Elemento neutro: Existe um elemento e € Z, tal que, me = em = m, para
qualquer m € Z.

Demonstragao. Note que a classe (1,0) é o elemento neutro da multiplicagao
em 7, pois:

(a,b)-(1,0)=(a-14+0-0,a-04+b-1) =(a+0,0+0b) = (a,b).

Analogamente,

(1,0) - (a,0) =(1-b64+0-a,1-b+0-a)=(a+0,b0+0) = (a,b).
0

Note que o elemento neutro é tinico, pois caso exista outro x € Z tal que para
todo y € Z, xy = yx = y, poderfamos, em particular, tomar y = (1,0). Assim,
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por um lado = = (1,0) -z, j& que (1,0) é elemento neutro. Mas (1,0)-z = (1,0)
ja que x é elemento neutro.

Logo, = = (1,0).
my - Lei do anulamento do produto: Se mn = 0, entao m = 0 ou n = 0.

Demonstra¢ao. Como vimos na Observagao (2.11), qualquer elemento de Z
pode ser representado sob as formas (x,0) ou (0, x), para algum = € N. Consi-

derando, por exemplo, m = (z,0) e n = (0,y) (os outros casos sd@o analogos),
com z,y naturais, teremos que, como mn = 0

(a,0)-(0,b) = (0,0) o que implica que (0,ab) = (0,0).
Desta forma, 0 4+ 0 = ab + 0, ou seja, em N, ab = 0 o que implica que a = 0 ou
b =0 (pela lei do anulamento em N).
Portanto, m = 0 oun = 0. O

ms - Distributividade em relagao a adigao: Para quaisquer m,n € Z, tem-se

r(m+mn) =rm+ rn.

Demonstra¢ao. Sejam m = (a,b), n = (¢,d) e r = (e, f) s@o elementos quais-
quer de Z, assim:

rtm+mn)= (e, f) - (a+c,b+d)

=(e(a+c)+ f(b+d),e(b+d)+ f(a+c))
=(ea+ec+ fo+ fd,eb+ed+ fa+ fc)

(pela distributividade em N)
= ((ea + fb) + (ec + fd), (eb+ fa) + (ed + fc))

(pela comutatividade em N)
= (ea+ fb,eb+ fa)+ (ec+ fd,ed + fc)

(pela defini¢ao de adigdo em Z)

= (67f) ’ (aab) + <€,f) ’ (C7d)
(pela defini¢cao de multiplicagao em Z)

=rm-+rn.

]

Note também que temos a lei da distributividade pela esquerda, ou seja,
(m+n)-r=m-r+n-r. A demonstracao é feita de modo analogo, e deixaremos
a cargo do leitor. Além disso, a multiplicacdo em Z também é distributiva em
relagao a subtracao, isto é,

r(m —n)=rm—rne (m—n)r=mr—nr. (2.14)
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Tal propriedade pode ser demonstrada de modo analogo ao que foi feito para a
adicao.

mg - Produtando por zero: A multiplicagao de qualquer ntimero inteiro por zero
resulta em zero. Por esse motivo, o zero é dito elemento absorvente da multi-
plicagao. Assim,
a-0=0-a=0, a€Z.

Demonstracao. Note que, dado a € Z,

a-0=a-(0-0)=a-0—a-0=0.
Analogamente, 0 - a = 0. O]

2.3.5 Relagao de Ordem em 7Z

Como visto em Observagao (2.11), se m é um elemento de Z, entdo podemos

escrever m = (a,0) ou m = (0,a), para algum a € N.
Desta maneira, vamos adotar as seguintes notacoes:

0,0)= 0

(1,0) = +1 (0,1)=-1
(2,0) = +2 (0,2) = -2
(3,0)=+3 0,3)=-3
(¢,0) = +c (0,¢) = —c¢

O numero inteiro 0 é dito nulo. Para ¢ € N, ¢ > 0, o inteiro +c é dito inteiro
positivo, enquanto o inteiro —c¢ é dito negativo.

Agora que notacionamos os niimeros inteiros como ntmeros positivos, negativos
e nulo, uma pergunta nos vem a mente. No Ensino Bésico, os professores ensinam
que multiplicar “menos com menos da mais”, “menos com mais resulta em menos”.
Como podemos verificar essa informacgao? O mais importante, o que significa o, por
exemplo, “menos vezes menos”? Por exemplo, a expressao —(—4) tem como resultado
+4, pois —(—4) significa o simétrico do inteiro —4.

Proposicao 2.13: (Regra dos Sinais): Sejam «a, b nimeros inteiros quaisquer. Entao
vale:

iii) (—a)(—b) = ab.

Demonstracao. Considerando a,b ntimeros inteiros, temos:
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i) De acordo com a propriedade ay da Subsecao (2.3.2), m + (—m) = 0, donde
—m é o oposto de m, Vm € Z. Sendo assim, a + (—a) = 0, que pela
comutatividade da adicao, pode ser escrito como (—a) + a = 0. Portanto, a
é o oposto de —a, logo a = —(—a).

if) De fato, a(—b) = a0+ (=b)] =a(0 —b) = a -0 — (ab) =0 — (ab) = —(ab).
(Note que, acima, utilizamos a distributividade da multiplicagdo em relagao
a subtragao). Além disso, (—a)b = (0—a)b=0-b— (ab) = 0— (ab) = —(ab).

iii) Pelo item anterior, temos (—a)(—b) = —[a(—b)] e ainda que a(—b) = —(ab).
Assim, (—a)(—b) = —[a(—b)] = —[—(ab)] = ab.

[

A proprosigao acima é amplamente utilizada na Educacao Basica, desde o Ensino
Fundamental IT e também se faz necessaria na demonstragao de algumas propriedades
no presente trabalho.

Registrar um nimero inteiro por m ou —m, param € N é bastante 1itil e simplifica
a escrita. Perceba, o leitor, que a definicao abaixo, de ordem em 7Z, redigida com a
notagao sugerida, facilita seu entendimento.

Definigao 2.14: Dados dois nimeros m,n € Z, dizemos que m < n (lé-se: m é menor
que ou igual a n), quando existe um nimero inteiro r positivo ou nulo, tal que

n=m-+r
Caso r seja diferente de zero, temos m < n (lé-se: m é menor que n).

Além disso, sendo m < n é equivalente dizer que n > m (lé-se: n é maior que
ou igual a m). Consequentemente, se m < n, entao m > n (m é maior que n). Essa
forma de relacionar dois niimeros inteiros sera muito utilizada no decorrer do nosso
trabalho.

Exemplo 2.3.5: Na secao anterior, vimos que nao existe m € N tal que 0 < m < 1.
Mostraremos que essa caracteristica é, também valida, para Z.
O conjunto {z € Z; 0 < x < 1} é vazio. Ou seja, nao existe nimero inteiro entre
os numeros 0 e 1. De fato, se tal inteiro existisse, digamos m, terfamos 0 < m < 1.

e 0 < m implica que existe s € N* tal que m =0 + s.
e m < 1 implica que existe u € N* tal que 1 = m + u.

Mas, se 1 = m + u, teremos m = 0 ou u = 0 (ver Exemplo (2.2.4)), como u # 0,
teremos m = 0, absurdo.
Desta forma, se ¢ € Z é tal que ¢ > 0, entao, obrigatoriamente, ¢ > 1.

O exemplo acima poderia ser generalizado para: nao existe m € Z tal que
n <m<n+ 1, para todo n € Z.
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A relagao “<” é muito importante neste conjunto, pois veremos a seguir, que,
como em N, ela descreve uma relacao de ordem total em Z. Dessa maneira, dados
dois inteiros quaisquer a e b, sempre podemos comparé-los, isto é, dizer que a < b ou

) ) )
b<a.

Proposigao 2.15: A relagao “<” definida acima, é uma relagao de ordem total em 7Z .

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que < é uma relacao de ordem.

O, - ¢ <” é uma Relagao Reflexiva: Istoé, m <mVmeZ.
De fato, tal propriedade segue da definicao da relacao “ <” uma vez que
m =m + 0.

Oy - “ <” é uma Relacao Antissimétrica: Istoé, m < n e n < m implica que m =
n.

Pela definicao da relacao “ <", se m < nen < m existem u, v € Z, positivos

ou nulos, tais que, n = m+u e m = n+v. Considere entdao u = (a,0), para

algum a € N e v = (b,0), para b € N.

Assim,

m=n-+v
=(m-+u)+v
=m+ (u+v)
:m—i-m.

que pela lei do cancelamento da adicdo, visto na Subsecao (2.3.2), implica
que

(a+0,0) = (0,0).

Desta forma, (a +b) +0=0+0=a+b=0=a="> (em N). Com isso,
U=v=>m=n
Os - “<” é uma Relagao Transitiva: Isto é, se m <nen < gentao m < q.
Sejam m,n e ¢, elementos quaisquer de Z.
Por hipotese, existem rq, ro inteiros positivos, tais que n = m+ry e ¢ = n+rs.
Somando as duas igualdades, temos:
_ )
n+qg=m-+nr +n+ry=

B @)
gq=m-+ry+1r =

3
q:m+(7“1+7"2)(:>

g

m < gq.

Sendo (1) pela lei do cancelamento da adicao, (2) pela associatividade da
adicdo e (3) pela definicao da relagao “ <”.
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Agora, para mostrar que é uma relacao de ordem total em Z, tome m,n € 7Z,
mostraremos que m < n oun < m.
Como constatado em Observagao (2.11), temos trés casos, para a,b € N:

e m = (a,0) en=(b0) ou,

e m=(0,a) en=(0,b) ou,

e m=(0,a) e n=(b,0).

Como a relagao < é total em N, Proposigao (2.8), temos que a < b ou b < a.
Dessa maneira, em todos os casos, teremos m < n ou n < m.

]

Os numeros inteiros possuem, entao, uma relacao de ordem total! Posto isso,
podemos ordenar todos os seus elementos, do menor para o maior. Ordenando os
elementos de Z, lembrando do Exemplo (2.3.5), temos a seguinte escrita dos elementos
de Z em forma crescente.

Z=A...,-3,-2,—1,0,+1,42,+3,...}

Note que a escolha da representacao de um nimero inteiro da forma (0, a) por
—a nao foi aleatéria. Na se¢ao anterior vimos que dado um inteiro x seu simétrico é

notacionado por —x. Assim, como (0, a) é o simétrico de (a,0) = +a, faz sentido a
representacao feita.

Subconjuntos importantes de 7Z

Tomando elementos de Z que possuem caracteristicas comuns, formamos subcon-
juntos que sao amplamente utilizados na educagao basica e que sao necessarios para
o conceito de Relacao de Ordem. Destacaremos aqui, alguns deles:

e Numeros inteiros nao negativos Z, :
Zy ={0,+1,+42,+3,+4,...}
e Numeros inteiros nao positivos Z _:
Z_=A{...,—4,-3 -2 —-1,0}
e Nimeros inteiros estritamente positivos 77 :
7, ={+1,42,+3,+4,...}

e Numeros inteiros estritamente negativos 7Z* :

7r ={...,—4,-3,-2 -1}
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Observe que, se m € Z,, entao, —m € Z_.

De fato, seja m € Z,, entdo m = (a,0). E —m = (0,a), que estd em Z_.
E fécil perceber que:

e ) <rparatodore Z,

e s < 0 para qualquer s € Z_
A relacao de ordem “<”, vista acima, é compativel com a soma e a multiplicacao,
como evidencia as duas proximas propriedades.

O, - Compatibilidade com a adigao: Se m < n entao m + p < n + p, para todo
p € Z.

Demonstracao. Se m < n, entdao n = m + s, para algum s € N. Adicionando o
nimero inteiro p nos dois lados da expressao, teremos

n+p=(m+s)+p=(m+p)+s.

Logo
mz+p<n+p,

como queriamos demonstrar. n
Os - Compatibilidade com a multiplicacao: Se m < n e p € N entao mp < np.
Demonstragao. Seja m < n, entao n —m € N. Desta forma, para p € N, temos
np —mp = (n—m)p €N,

logo mp < np.
O

H&a também a propriedade que nos ensina como é trabalhar com simétricos.

Og - Desigualdade envolvendo simétricos: Sejam a,b € Z. Se —a < —b entao b < a.

Demonstragao. De fato, somando (a + b) a ambos os lados da desigualdade,
temos:

—a+(a+b)<—-b+(a+b)=(—a+a)+b<(-b+b)+a=b<a.
0

Diversas propriedades sobre essa relacao podem ser mostradas. Aqui destacamos
as mais importantes e que precisaremos mais para frente, na sequéncia deste trabalho.
Uma propriedade interessante e muito importante de Z é o famoso Principio da
Boa Ordenacao, equivalente ao Principio da Inducao Matematica. Mas, antes de
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enuncia-lo, precisamos entender o que ¢ o menor elemento de um subconjunto de
ndimeros inteiros. Para isso, considere o subconjunto de Z, B = {—3,—2,4,5,19,45}.
Note que —3 € B é menor, ou igual, a qualquer elemento de B. Dessa forma,
dizemos que —3 é o menor elemento de B. Nem todo subconjunto de Z, possui
menor elemento, por exemplo, Z_. Veremos que, para isso ocorrer, € necessario que
o subconjunto seja limitado inferiormente.

Defini¢ao 2.16: Um subconjunto A de Z é dito limitado inferiormente, se existir
c € Z tal que
c<uz, VreA

Dizemos que a € A é um menor elemento de A se a < x, para todo x € A.
Estamos, agora, em condi¢oes de enunciar o Principio da Boa Ordenagao (PBO).

Teorema 2.17 (Principio da Boa Ordenagao): Todo subconjunto nao vazio de Z,
limitado inferiormente, possui um menor elemento.

Demonstracao. Seja B um subconjunto nao vazio de Z e limitado inferiormente
por a € Z, logo a < x para todo x € B. Por definicao de limitagao inferior,
Defini¢ao (2.16), se a € B, teremos que a é o menor elemento do subconjunto B.
Suponha, entao, que a ¢ B, e considere o conjunto

S ={x—a; v € B}.

Observe que a < z, Vo € B, assim x —a > 0, desta forma, S C Z,, logo podemos
dizer que S C N. Aqui o leitor pode ficar um pouco confuso, N C Z? Ainda
nao falamos sobre isso. Pedimos desculpas por antecipar algo que explicaremos
somente na proxima secao. Mas acredite, essa afirmacao é verdadeira.

Assim, pela Proposigao (2.9), podemos afirmar que S possui um menor
elemento. Seja m’ o menor elemento de S, tal que m’ = m — a, para algum
m € B. Note que, se z € B entdo x — a € S, assim, como m’ é o menor elemento
de S, m' < x —a, ouseja, m —a < xr — a. Desta forma, pela propriedade Oy,
vista acima, temos m < x, Vo € B. E assim, pela defini¢ao (2.16), concluimos
que m é o menor elemento de B. [

O Principio da Boa Ordenagao ¢é utilizado para provar diversas propriedades em
7., como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.6: Vamos mostrar que, para todo n € Z7 temos

n(n+1)

14+24+3+...+n= 5

Para demonstrar essa afirmagao, vamos utilizar o PBO e garantir que é vazio o
conjunto dos inteiros estritamente positivos para os quais essa igualdade nao é valida.
Faremos isto por absurdo.
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Considere o conjunto

1
B:{neZi|1+2+3+...+n#@}.

Vamos supor, por absurdo que, B # (). Assim, pelo PBO, B possui um menor
elemento, ou seja, existe b € B, tal que b < x para todo x € B.

1(1+1)

Podemos observar que 1 ¢ B, pois 1 = 5

Portanto, b > 2 e dai, b—1 > 1 e como b é o menor elemento de B, temos
b—1¢ B. E vale a igualdade:

b—1)(b—1+1)
2 .

1+243+...+(b—1)=

Fazendo alguns ajustes e somando b em ambos os membros dessa igualdade temos:

b(b—1
1+2434+...+(b—-1)+b= (2 )+b
VP —Db+2b
2
_b+b
_b(b+1)
2
Absurdo! Pois, como b € B, temos
b(b+1
142134+...4b+# (; ),

Portanto, concluimos que B = ) o que garante que

1
1+2+3+...+n:@, Vn e Z.

No inicio deste capitulo, vimos o Principio da Indu¢ao Matematica (PIM) em
N. O interessante é que o PBO é equivalente ao PIM, o leitor pode verificar esse
fato em Vieira (2011),[17]. Além disso, o PIM apresenta uma variante muito util
em demonstragoes. E o chamado Principio da Inducao Completa, ou Principio da
Inducao - 22 forma, que serd enunciado abaixo e demonstrado pelo Principio da Boa

Ordenacao.

Teorema 2.18 (PIM-22 forma): Seja a um ntmero inteiro. Suponha que, para cada
inteiro n > a, se tenha uma afirmativa P(n) que satisfaga as seguintes propriedades:

i) P(a) é verdadeira;
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ii) Para todo k > a, se P(m) for verdadeira para todo m com a < m < k entao
P(k + 1) é verdadeira.

Entao P(n) é verdadeira para todo n > a.

Demonstracao. Considere o conjunto H = {r € Z | r > a e P(r) é falsa}. Vamos
mostrar que H é vazio.

Suponha, por absurdo, que H # (). Entao, pelo Principio da Boa Ordenacao,
H possui um menor elemento b, ou seja, b é o menor dos r > a para os quais
P(r) é falsa .

Por (i), a ¢ H, logo b > a. Assim, paratodom € Z, a <m <b—1, P(m) é
verdadeira. Mas note que b = (b — 1) + 1 entao, pela hipétese (ii), P(b) também
¢é verdadeira. Absurdo, pois b € H.

Assim, concluimos que H é vazio e P(n) é verdadeira para todon > a. [

A Segunda forma do Principio da Indugao Matematica é um importante instru-
mento de demonstracao. Para exemplificar sua utilidade, apresentaremos o exemplo
abaixo, uma releitura o Exemplo 1.2.6 de Hefez, 2009, [%], pagina 21.

Exemplo 2.3.7: Observe a afirmacao abaixo:
A equagao 3z + by = n tem solucao em (Z, x Z. ), para todo n > 8.

Dizer que a equacao acima tem solugao em Z, x Z, é o mesmo que dizer que
para todo inteiro n > 8 existem x, y inteiros positivos tais que 3z + by = n.

Vamos provar que essa afirmacao é verdadeira. Para isso, usaremos o PIM-22
forma, dessa maneira, temos trés passos para seguir:

e Passo 1: A afirmagao ¢é verdadeira para n = 8, note que (1,1) é solugao de
3x + 5y = 8.

e Passo 2: Hipdtese de inducao: Suponhamos que a equagao 3z + 5y = n tenha
solugdo (a, b) para algum n > 8. Ou seja, 3a + 5b = n.
e Vamos mostrar que 3z + 5y = n + 1 tem solu¢ao em Z, X Z.

Para qualquer solugéo (a,b), é necessario que a > 1 ou b > 1, pois se ambos
forem negativos, n serd necessariamente negativo.

No caso de b > 1, teremos, se b =1, 3-2 —5-1 = 1. Dessa maneira,
3a+2)+5b—-1)=3a+5b+3-2—-5-1=3a+5b+1=n+1,
0 que nos mostra que a equagao 3z + Hy = n + 1 tem solugao.

2.3.6 Imersao de N em 7

No Ensino Bésico, durante as aulas de Conjuntos Numéricos, é comum dizermos
que N C Z. Mas sera isso verdade? Nas secoes anteriores, vimos que o conjunto dos
inteiros é formado por classes de equivaléncia, enquanto N sao ntimeros construidos
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por axiomas. E f4cil perceber que se tratam de elementos distintos. Entao é falso
dizer que N é subconjunto de Z? Na verdade, o que fazemos é um abuso de notacao.
Mostraremos, formalmente, como podemos considerar o conjunto N como parte do
conjunto Z. Fazemos isso, utilizando uma funcao injetiva, que permita a relacao que
queremos.

O leitor conseguiria pensar em uma fungao definida de N para Z7 Observe que

pela definigdo de Z, um nimero inteiro é uma classe (a, b) tal que a,b € N. Assim é
natural a funcao f definida como se segue:

fN—=>Z

a— (a,0)

para todo a € N.

Desta forma, f(a) = (a,0), ou seja

£(0)=1(0,0)=0

f(1) =(1,0) = +1
f(2) =(2,0) = +2
f3)=(3,0)=+3

Note que o conjunto imagem desta fungao é o conjunto do Numeros Inteiros nao
Negativos, isto é,

Im(f) ={f(a) | a € N} ={0,+1,+2,43,...} = Z,.
Essa fungao possui propriedades importantes que veremos a seguir:
e A funcao f é injetiva

Demonstracao. Sejam m,n nimeros naturais, temos,

f(m) = f(n) < (m,0) = (n,0) < (m,0) ~ (n,0) &m+0=n+0<& m=n.
]
e A fungdo f preserva a adicdo, isto é, f(a +b) = f(a) + f(b),V a,b € N,

Demonstracdo. Sejam a e b naturais quaisquer, entao

fla+b)=(a+b,0)=(a,0)+ (b,0) = f(a) + f(b).
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e A fungado f preserva o produto, isto ¢é, f(ab) = f(a)- f(b),V a,b € N.

Demonstracao. Dados a,b € N, segue que

f(ab) = (ab,0) = (a,0) - (b,0) = f(a) - f(b).

e Dados a,b € N, se a < b, entao f(a) < f(b).

Demonstracao. De fato, se a e b sao numeros naturais tais que a < b, entao
b = a + ¢, para algum c natural. Desta forma, temos

f(b>:(b70) = (a—l—c,O):(a,O)—l—(C,O) :f<a>+(c70)7

sendo (c,0) € Z,. Logo, f(a) < f(b). O
As propriedades vistas acima nos esclarecem que N possui as mesmas propriedades
aritméticas do conjunto imagem de f. E, por f ser injetiva, podemos dizer que I'm(f)
é uma “cépia” de N em Z. Assim, podemos considerar o conjunto N como uma cépia
de Z, e como este ultimo ja é um subconjunto de Z, abusamos da notagao e dizemos
que N C Z. Por esse motivo, a funcao f é chamada de imersao de N em Z.

Note que, se um numero inteiro é da forma m com a,b € N, entao podemos
escrever

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + [—(b,0)].

Ou seja, com a imersao de N em 7Z, concluimos que um nimero inteiro sempre serd
a diferencga entre dois ntimeros naturais. Isto é, se x € Z entao x = a — b, sendo
a,beN.

Por outro lado, tomando a diferenca entre dois niimeros naturais quaisquer a e b,
ainda considerando a imersao que acabamos de mostrar, temos

a—0b=(a,0)—(b,0) = (a,0)+(0,b) = (a,b) € Z.

E assim vemos que a subtragao de dois niimeros naturais ¢ sempre possivel em Z. E
foi este fato que motivou a construcao dos Numeros Inteiros, como vimos no inicio
da Subsegao (2.3.1).

2.4 Mobdulo de um numero inteiro

Continuando nossos estudos sobre o conjunto dos nimeros inteiros, veremos uma
relacao que, aqui, possui grande importancia.

No Capitulo 2, vimos que os nimeros naturais nao possuem simétrico aditivo.
Diferente do que acontece em Z. Além disso, lembrando da relacao “<”, podemos
representar Z em uma reta numeérica, ordenando os nimeros, do menor para o maior,
como mostra a figura a seguir:

-3 -2 -1 0 1 2 3
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Em diversas situacoes, ¢ interessante pensarmos na distancia do nimero inteiro x,
a origem, 0, na reta acima. Essa distancia é dita o valor absoluto do niimero inteiro,
ou o seu maédulo.

Definicao 2.19: Seja a € Z, o mdédulo ou valor absoluto de a é o ntimero inteiro |al,
definido por:

a, sea>0
laf =
—a, sea<0.
Exemplo 2.4.1: Vejamos alguns exemplos de moédulo de um niimero inteiro:

e |1| =1, pois 1 > 0;
o | —3|=—(—3)=3, pois —3<0;
e |0| =0, pois 0 =0;
o | -7 =—(=7)=7, pois 7 < 0.

Note que o médulo de um ntmero é sempre um nimero nao negativo.

A seguir, veremos algumas propriedades basicas de médulo, que serao de grande
importancia no estudo dos nossos préoximos conteudos. A demonstracao se encontra
em Hygino [5], 1991, pdgina 97, Proposi¢ao 3 e Exemplo 2.

Proposicao 2.20: Para quaisquer a,b € Z, temos:

i) Ja| = | —af

ii) —fa| <a<lal;

iii) [ab] = [al[b];

iv) [la| = [bl] < la £ b] < la| + |0 ou [a +b] < a| + [b]

A desigualdade da direita do item (iv) acima, |a + b| < |a| + |b|, é dita Desigualdade
Triangular.

A desigualdade triangular tem varias aplicabilidades na Mateméatica. Uma delas,
muito conhecida é na geometria. Essa caracteristica da Matematica, dreas distintas
com aplicacoes umas nas outras torna o estudo de nimeros inteiros ainda mais
fascinante. Neste trabalho, a importancia de se estudar médulos estd, particularmente,
em sua utilizagao na demonstragao de uma propriedade que veremos logo a seguir, a
dita, Propriedade Arquimediana.

Propriedade Arquimediana de Z: Dados a,b € Z, com b # 0, entao existe n € 7Z
tal que nb > a.
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Demonstragao. De fato, vemos que b # 0 implica que |b| > 0 logo, pelo Exemplo
(2.3.5), |b| > 1, assim

(la| + 1)]b| > |a] + 1 > |a] > a.

Desta forma, basta tomarmos n = |a| + 1, se b > 0. E, caso b < 0, tomamos
n = —(|a| + 1), donde segue o resultado. O

2.5 Divisao Euclidiana

Muitos dos problemas envolvendo ntimeros inteiros falam sobre a questao de
divisibilidade. Mas o que é uma divisao? Até aqui, observe o leitor, nao fizemos
mencao alguma sobre a operacao divisao. Embora seja uma operacao inexistente em
Z (para todos os inteiros), podemos extrair informagoes importantes observando-a
de perto.

A divisao, como intuitivamente conhecemos, é a operacao inversa da multiplicacao.
Assim, ao efetuarmos a dividido por b, em Z, nem sempre seu resultado é possivel
em Z. Note que, por exemplo, nao existe nimero inteiro que multiplicado por 2 dé 5.
Nesse sentido, nao é possivel dividir 5 por 2.

Nesta secao, vamos definir formalmente a divisao entre os ntimeros inteiros.

Definicao 2.21: Dados dois ntimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, se existe
c € Z tal que b = ca. Nesse caso, também dizemos que a é um divisor de b ou que b
é um multiplo de a, ou ainda que b é divisivel por a.

Usaremos a notagao a | b, para indicar que a divide b. E caso contréario, usaremos
a t b, para indicar que a nao divide b, isto é, ndo existe nenhum nimero inteiro ¢ tal
que b = ca.

A partir dessa definicao é facil ver, por exemplo, que:

e 3|15, pois 15 =5 3;
e —420, pois 20 = =5 - (—4);
e 217, pois nao existe ¢ € Z, tal que 7= c- 2;

Chamamos de quociente de b por a, o nimero ¢ € Z tal que b = ac. Tal quociente

é indicado por ¢ = —. Vale lembrar que — s6 esta definido quando a # 0 e a | b.
a a

Assim, podemos tomar alguns exemplos de quocientes em Z:
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A relagao de divisibilidade em Z apresenta importantes propriedades, que serao
de grande utilidade. Vejamos:

d; - Reflexiva: Se a € Z, entao a | a.

Demonstracao. A demonstracao é trivial, uma vez que a = 1 - a. Portanto
a | a. O

dy - Transitiva: Dados a,b,c € Z,se a|beb|c, entdao a | c.

Demonstracao. De fato, se a | b, entao existe um elemento k € Z tal que
b= ka. Eseb|c, entdo existe ¢ € Z tal que ¢ = gb.

Substituindo b na segunda igualdade, chegamos em ¢ = gka, que pela definicao
de divisibilidade, indica que a | c. O

ds; - Dados a,b € Z,sea|beb]|aentdoa=>boua=—b.

Demonstragao. Por hipdtese a | b e b | a, logo existem ki, ky € Z tais que
b = ak; e a = bky. Substituindo b na segunda igualdade, obtemos a = a(k;k»).
Assim, obviamente se a = 0 entdo b = 0. Considerando entao a # 0, para que
a igualdade a = a(k1ks) seja verdadeira, é necessério ter-se k; = ks = 1 ou
ki = ko = —1. E portanto, a = b ou a = —b. O

ds - Dados a,b,c € Z,se a |bea|centao al (bx+cy), Va,ye€Z.
Demonstragao. Se a | b e a | ¢ entdo, b = ak; e ¢ = aky, sendo ky, ko € Z. Dali,
br + cy = (aki)x + (akq)y = a(kix) + a(ksy) = a(k1x + kay),
0 que prova o resultado. O
ds - Sejam a,b € Z, a divide b se, e somente se, |a| divide |b].

Demonstragao. (=) Por hipétese, b = ac, ¢ € Z. Dal |b| = |ac| = |a - ||, o que
implica que |a| divide |b].
(<) Agora, por hipétese, |a| divide |b| e isso garante que |b| = |a|c,c € Z.
Como |b| > 0 e |a|] > 0, concluimos que ¢ > 0 e, portanto, ¢ = |c¢|. Assim,
|b| = |a|c = |al|c| = |ac|, ou seja, |b] = |ac]|.
Temos entao 4 casos:

e a>0eb>0;

e a>0eb<0;

e a<0eb>0;

e a<0eb<0.
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Para a < 0e b > 0, temos |a| = a e |b] = —b. Assim |b| = |ac| implica que
b= (—a)c, ou seja, b = a(—c). Logo, a divide b.
Os demais casos, podem ser verificados de forma analoga e deixaremos a cargo

do leitor.
O]

dg - Sejam a,b,c € Z,sea=b+ced|c, entdod|a < d|b.

Demonstracao. (=) Por hipétese, d | ¢, entao ¢ = dl, para algum [ € Z. Temos
também que d | a, logo a = dk para algum k € Z.
Como a = b+ ¢, entao

dk = b+ dl.

Portanto
b=dk—dl=d(k—1), onde k—1€Z.

Assim, d | b.
Observe o leitor que o outro lado ¢ analogo.
O

Observe que a relagao de divisibilidade nao é uma relacao de ordem em Z, pois,
apesar de ser reflexiva e transitiva, ela nao é antissimétrica. Por exemplo, 5 | —5 e
—5 |5, mas 5 # —5.

Dados dois inteiros a e b, mesmo nao sendo possivel determinar o quociente de a
por b, hd uma relagao de divisibilidade entre os dois niimeros. Por exemplo, 5t 13,
mas podemos escrever 13 = 5 -2 4+ 3. Nesse sentido, 5 nao ¢é divisor de 13, mas
dizemos que 13 ao ser dividido por 5 deixa resto 3. Seria, esse fato, algo geral em Z?
Seria sempre possivel efetuar uma “divisao”, que dizemos poder nao ser exata, desde
que “sobrem” algumas unidades? Pensemos na seguinte situagao para nos ajudar na
compreensao deste fato.

“Em uma gincana da escola, um grupo de 30 pessoas seria igualmente dividido
em equipes de exatamente 4 pessoas.”

E facil perceber que, com as condicoes dadas, seria possivel formar 7 equipes,
porém 2 pessoas nao participariam da gincana, ou seja, restaria 2 pessoas. Explicando
matematicamente essa situacao, vemos que

30=4-7T+2.

?

A resposta para a indagacao acima é sim, sempre é possivel efetuar uma “divisao’
em Z, nem sempre exata (no sentido de a | b). Esse fato é confirmado pelo Lema
da Divisao Euclidiana, ou Algoritmo da Divisao de Euclides, definido no teorema a
seguir.

Teorema 2.22 (Lema da Divisao Euclidiana): Sejam a e b dois nimeros inteiros
com b # 0. Entao, existem dois, inicos, niimeros inteiros ¢ e r tais que

a=b-q+r, com0<r<|bl.
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Demonstracao. Precisamos mostrar a existéncia e a unicidade dos inteiros ¢ e r.

Existéncia: Dados a, b inteiros, queremos mostrar a existéncia de, também inteiros,
q e r, tais que a = b - g + r. Note que, se tais nimeros existirem, teremos
r = a — bq. Comecaremos, entao, a demonstracao considerando o conjunto

S={a—-by;y€Zea—by >0}

Note que o conjunto S é nao vazio, pois, pela Propriedade Arquimediana,
existe n € Z tal que n(—b) > —a.

Assim, somando a nos dois membros da desigualdade temos,
a+n(—b)>a+(—a)=a—nb>0.

Logo a —nb € S.

Além disso, pela definicao do conjunto, S é limitado inferiormente por 0.
Portanto, pelo Principio da Boa Ordenagao (2.17), S possui um menor
elemento 7r.

Como r € S, r = a — bg para algum ¢ € Z. Para r ser o numero que
queremos, precisamos ter 0 < r < |b|. Pela construgao de r, temos r > 0.
Vamos mostrar que r < |b|. Para isso, suporemos por absurdo que r > |b].
Entao existe s € Z, tal que r = |b| + s. Assim

r=a—bg=|bl+s=s=a—bg— bl

Temos duas possibilidades:
Seb<0,|b]=—b Dal,s=a—bg+b=s=a—0b(qg—1).
Seb>0,|b=bes=a—-bg—b=>s=a—0b(g+1).

Em ambos os casos s € S e s < r. Absurdo, pois r é o menor elemento de
S, portanto, r < |b].

Unicidade: Suponha que possamos escrever o nimero inteiro a de duas formas:
a=bg+rea=bg +1r' sendo q, ¢ ,r,r' € Z,0<r <|bel <1 <]|b.
Como r < |b], pela Propriedade Og, vista na Subsegao (2.3.5), teremos:

—|b] < —r.

Subtraindo r na primeira parte da desigualdade 0 < r’ < |b|, temos
—r <7’ —r.

Além disso, como r > 0, r’ —r < r’. Assim,

—b] < —r <71 —r <t <|b].
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Logo,
|r" —r| < |b].

Por outro lado,
bg+1r=0bq +1,

assim, bg — bq = 1" —r = b(q¢ — ¢') = ' — r. Aplicando o médulo nessa
igualdade, obtemos:
bllg — ¢'| = |r" —r| < [b],

o que s6 é possivel se ¢ = ¢’ e, consequentemente, r = 7',

Portanto, existem tnicos inteiros ¢ e 7 tais que a = b-q+r, com 0 < r < |b].
m

Dado o Lema da Divisao de Euclides, podemos dizer que existe uma divisao em
Z, dita, divisao Euclidiana.

No teorema acima, a é o dividendo, b é o divisor, ¢ o quociente e r o resto da
divisao.

Quando r = 0, dizemos que a divisao é exata e b | a, isto é, a é divisivel por b.
Por exemplo, 50 = 2 - 25 + 0, pois 2|50, logo, 50 é divisivel por 2.

Além de ser um valioso instrumento na obra de Euclides, o teorema da Divisao
Euclidiana, nos traz grandes resultados, dos quais podemos destacar os exemplos a
seguir:

Exemplo 2.5.1: Dado um numero inteiro n € Z, qualquer, temos duas, e somente
duas, possibilidades:

i) o resto da divisao euclidiana de n por 2 ¢ 0, isto é, existe ¢ € Z tal que n = 2¢; ou
ii) o resto da divisao euclidiana de n por 2 é 1, ou seja, existe ¢ € Z tal que n = 2¢+1.

Exemplo 2.5.2: Dado um ntumero inteiro n € Z, tem-se que, o resto da divisao
euclidiana por 3 pode ser 0, 1 ou 2. Isto ¢, todo ntimero inteiro n pode ser escrito
em uma, e somente uma, das seguintes formas: 3¢,3q + 1 ou 3¢ + 2, sendo ¢ € Z.

Exemplo 2.5.3: Dado um numero inteiro n € Z, tem-se que, o resto da divisao
euclidiana por 4 pode ser 0, 1, 2 ou 3. Isto é, todo niimero inteiro n pode ser escrito
em uma, e somente uma, das seguintes formas: 4q,4q + 1,4q + 2 ou 4q + 3, para
q € Z.

Exemplo 2.5.4: Generalizando os exemplos anteriores, vemos que, dado um ntmero
inteiro n € Z qualquer e fixando um nimero natural m > 2, o resto r da divisao
euclidiana de n por m, pertence ao conjunto {0,1,2,...,(m — 1)}. Desta forma,
qualquer nimero inteiro n pode ser escrito de modo tnico, sob a forma n = mq + r,
paraq,r € Ze (O <r <m.

Os Exemplos acima s@o decorrentes do Teorema (2.22). Em especial, no Exemplo
(2.5.1) o resto r da divis@o por 2 estd compreendido no intervalo 0 < r < 2, portanto,
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our =0, our =1. Com esse exemplo, podemos ver que os nimeros inteiros se
dividem em duas classes — niimeros pares ou numeros impares — que detalharemos
no proximo capitulo.



Paridade de um numero inteiro

Enfim, chegamos ao tema principal do nosso trabalho: a paridade. Esse tema
estda presente no nosso dia a dia e sua definicao é bem intuitiva, mesmo assim,
vamos deixar claro que a paridade é a qualidade do ntimero inteiro ser par ou ser
impar. Desde a nossa infancia, lidamos com o conceito de paridade em jogos e
brincadeiras tradicionais. Frequentemente, o par ou impar é usado para definir a
ordem dos jogadores em uma partida, por exemplo. Aqui estudaremos sua definicao,
propriedades e aplicacoes. Entao veremos que, embora pareca bem simples, a paridade
¢ uma grande aliada para resolver problemas matematicos e situagoes-problemas que
enfrentamos no nosso cotidiano.

Definicao 3.1: Dizemos que um inteiro n é par se ele puder ser expresso na forma
2q, sendo ¢ um numero inteiro. Por outro lado, dizemos que um inteiro n é impar, se
for expresso na forma 2¢ + 1, para algum inteiro q.

Existem numeros inteiros que nao sao pares, nem impares? A resposta a essa
perguta é simples, nao.

Teorema 3.2: Seja a € Z. Entao a é par ou a é impar, nao podendo ser os dois ao
mesmo tempo. Consequentemente, o conjunto dos nimeros inteiros fica particionado
em dois subconjuntos: o dos nimeros pares e o dos niimeros impares.

Esse Teorema ja foi discutido no Exemplo (2.5.1), no final do capitulo anterior.

Definigao 3.3: Dizemos que dois inteiros possuem a mesma paridade quando ambos
forem pares ou ambos forem fmpares.

Exemplo 3.0.1: Os nimeros 12 =2-6 e 4 = 2 -2 sao pares, enquanto 15 =2-7+1
e 23 =2-11+ 1 sao impares.

E facil ver, entao, que um inteiro é par se, e somente se, é divisivel por 2, e é
impar caso contrario.

54
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Dado um nimero inteiro n escrito em sua base decimal como
N = apag_10k_2 - . . G100
em que os a,s € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, podemos escrevé-lo como
n=ay- 10"+ ap_ 110571 + .. 4+ ay- 10> + ap - 10 + ay. (3.1)

Por exemplo, 637 = 6 - 102 4+ 3 - 10! + 7.

Note que 10 = 2 - 5, portanto é divisivel por 2. Além disso, todas as poténcias de
10 sao divisiveis por 2. Temos entao, na Equacao (3.1), que a; - 10° é divisivel por 2
para todo i € {0,...,k}. Assim

ap - 105 4 a1 - 101+ 4+ ay- 102 +a;, - 10
¢ divisivel por 2. Logo, o ntimero inteiro n = aiax_1ax_o . ..ayag € divisivel por 2

se, e somente se, ag for divisivel por 2. Como ag € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, teremos o
seguinte resultado.

Um nimero inteiro é par se, e somente se, o algarismo das unidades for 0,2,4,6 ou 8.

As préoximas secoes trarao algumas importantes propriedades que nos ajudarao
na resolucao de diversos problemas matematicos.

3.1 Paridade da soma de inteiros

Estudaremos sobre a paridade da soma de nimeros inteiros. Observe, o leitor,
que toda subtragao pode ser vista como uma soma. Por exemplo, 14 —9 = 14 4+ (—9).

i) A soma de dois niimeros inteiros pares é par.

De fato, sejam a,b € Z pares. Assim
a=2m e b=2n,
com m,n € Z. Efetuando a soma de a e b, temos
a+b=2m+2n=2(m+n),

com m +n € Z, logo é par.

ii) A soma de um nimero par com um ndmero impar é fmpar.

Sem perda de generalidade, seja a um inteiro par e b um inteiro impar. Assim
a=2m e b=2n+1,

com m,n € Z. Temos
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a+b=2m+(2n+1)=02m+2n)+1=2(m+n)+ 1.

Como m + n é um numero inteiro, concluimos que a + b ¢ um nimero impar.

iii) A soma de dois niimeros inteiros impares é par.

De fato, tomando a e b inteiros impares. Teremos
a=2m+1 e b=2n+1,
sendo m,n € Z. Temos

a+b=02m+1)+2n+1)=2m+2n+2=2(m+n+1),

com m+n+ 1 € Z. Portanto a + b ¢ um nimero par.

iv) A soma de qualquer quantidade de inteiros pares é um inteiro par.

Sejam nq,ns, ..., n, numeros inteiros pares. Entao,
ny = 2qla
Ng = 2q27
ng = qua

com ¢; € Z para todo 7. Desta forma, temos a soma

ny+ne+...+ng=2q +2q+ ...+ 2q
=21+ g+ ...+ q),

sendo q; + ...+ qx € Z. Logo a soma de qualquer quantidade de inteiros pares
é par.

v) A soma de uma quantidade par de inteiros todos impares é um inteiro par.

Sejam {ay,as, .. .,az,}, com ¢ € Z uma cole¢ao de 2¢ nimeros impares. Como
a quantidade de elementos dessa colecao é um nimero par, podemos agrupa-los
de dois em dois, da seguinte forma:

{a17a2}7 {a37a4}7 cee {af2q—17a2q}-

Observe que, cada subcolegao, contém dois inteiros impares. Assim, generali-
zando cada subcolecao, teremos a ij-ésima descrita da seguinte forma

Sij = {ai,aj}.

Observe que a; +a; é par. Logo, cada subcolecao tera a soma de seus elementos
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resultando em um nuimero par.

[N

a;+a=m; — par

az + a4 =my — € par

(2g—1 + G2 = Mg — €& par

Somando cada resultados de todas as subcolecoes, teremos uma soma de
nimeros pares, que € par.

mi +mg + ...+ m, € um ndimero par.

Portanto, a soma dos elementos da colecao {n,ng, ... ,ng,} é par, com base no
item (iv).
vi) A soma de uma quantidade fmpar de inteiros todos impares é um inteiro fmpar.

Sejam S = {ay,az, .. .,a24,024+1}, com ¢ € Z uma colegao de 2¢ + 1 nimeros
impares.

Note que, se tirarmos um elemento da colegao S, digamos agq+1, teremos uma
colegao S’ de 2¢ elementos (quantidade par) de nimeros impares.

S, = {al,ag, . ,agq}.

Pelo item anterior, a soma dos elementos da colecao S’ é par. Chamemos o
valor dessa soma de m.

Somando m a ag,+1 (o elemento retirado de S), teremos uma soma de um
nimero par com um numero impar que é impar.

vii) A soma de uma mistura de inteiros pares e impares é um inteiro que tem a
mesma paridade que a quantidade de elementos impares que foram somadas.

Pelo item (iv), a soma das parcelas pares resultard em um nimero par, logo o
que determinard a paridade do resultado é de fato a quantidade de parcelas
impares.

Se tivermos uma quantidade par de inteiros impares, pelo item (v), o resultado
sera par. Entao, basta somar esse ntimero par com o resultado das parcelas
pares, que também é par, e obteremos uma soma par.

Se tivermos uma quantidade fmpar de inteiros impares, pelo item (vi), o
resultado sera impar que, ao ser somado com o resultado das parcelas pares,
resultard em um nimero impar.

Exemplo 3.1.1: Podemos exemplificar as propriedades acima, de forma simples:

i) A soma 2+ 184+ 6 = 26, é par ou 24 + 38 + 4 + 16 = 82, é par.



3. Paridade de um nimero inteiro 58

ii) A soma 3+ 17+ 5429 + 11 4+ 31 = 96, é par.
iii) A soma 254 13 + 7+ 39 + 43 = 127, é {mpar.

iv) A soma 22 + 18 + 15 + 26 4 53 = 134, possui 2 parcelas impares e o resultado é
par. Ja a soma 18 + 17 + 27 4+ 36 + 35 + 4 = 137, possui 3 parcelas impares e o
resultado é impar.

3.2 Paridade do produto de niimeros inteiros

Qual sera a paridade do produto de nimeros inteiros? Vamos analisar caso a
caso.

i) O produto de dois nimeros inteiros pares é par

Sejam a, b € Z, nimeros pares. Assim
a=2m e b=2n,
com m,n € Z. Dali,
a-b=(2m) - (2n) = 4mn = 2(2mn),
com 2mn € Z. Logo a - b é par.

ii) O produto de um nimero inteiro par por um nimero inteiro impar é par.

Sejam a e b inteiros, tais que, um é par e o outro é impar. Sem perda de
generalidade, vamos assumir

a=2m e b=2n+1,

com m,n € 7.

Multiplicando a por b, teremos
a-b=(2m)-(2n+1) =4mn + 2m = 2(2mn + m),
com 2mn + m € Z. Logo a - b é par.

iii) O produto de dois niimeros inteiros impares é impar.

Sejam a e b nimeros inteiros impares, tais que
a=2m+1 e b=2n+1,

com m,n € Z. Temos,

a-b=02m+1)-2n+1)=4mn+2m+2n+1=22mn+m+n) + 1,



3. Paridade de um nimero inteiro 59

com 2mn +m +n € Z.
Portanto, a - b é impar.

iv) O produto de uma quantidade qualquer de nimeros inteiros é par, se e somente
se, pelo menos um deles é par.

Sejam ay,as, . .. ,a; nimeros inteiros. Suponha que pelo menos um deles seja
par, digamos a;. Assim a; = 2¢ para algum ¢ € Z.

Dessa forma, se m é o valor do produto desses niimeros, teremos
m=ay- Gy ... ap=2q-as-...-ar =2(q-as-...-ag)

em que q-as - ...-a; € Z. Portanto m é par.

Reciprocamente, sejam aq,as, . . . ,a; inteiros tais que o produto ¢ um nimero
par.
m=ay-as-...-a € par.

Suponha que todos os nimeros a; com i € {1,...,k} sejam impares.

Multiplicando dois desses nimeros, teremos, por (iii), como resultado um
nimero impar. Assim, pela associatividade do produto, concluimos que o
produto de qualquer quantidade de inteiros impares é impar. Absurdo, ja que
m é um numero par.

Portanto, nao podemos ter todos os niimeros impares e, pelo menos um deles,

deve ser par.

Para representar a multiplicacao de um ntimero por ele mesmo, usamos a notagao
de poténcia, o que facilita a escrita.

Definicao 3.4: Seja a € Z e n € N, a n-ésima poténcia de a é o nimero inteiro
definido e denotado por:

a-a-...-a sen >0
—_——
n vezes
a" =
1 sen =0.

Sabemos que a poténcia é um produto de fatores iguais. Dessa forma, se esse
nimero for impar, teremos um produto de fatores impares que, como visto anterior-
mente, tem por resultado um nimero impar. Caso este nimero seja par, teremos um
produto de fatores pares, que resultard em um nimero par.

3.3 Alguns Exemplos Interessantes

No inicio deste capitulo, afirmamos que nao ha outra possibilidade para um
numero inteiro: ele tem que ser par ou ser impar. Mas, como esses nimeros se
distribuem ao longo do conjunto dos niimeros inteiros? Sera que ordenadamente
encontramos dois nimeros pares juntos?
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Ao analisarmos o subconjunto, ordenado de Z,
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

percebemos que nao ha inteiros de mesma paridade ao lado um do outro. Esse fato
serd verdadeiro em geral? O exemplo abaixo nos responde.

Exemplo 3.3.1: Numeros inteiros consecutivos tém paridade oposta.

De fato, seja a um nimero inteiro, entao a + 1 é o seu sucessor. Temos duas
possibilidades:

Se a é par, a = 2k para algum k € Z. Assim,

a+1=2k+1

¢, portanto, impar.
Se a é impar, entao a = 2s + 1, para algum s € Z e

a+1=2s+1)+1=2s+2=2(s+1)
é, portanto par.

Até este momento, nao discutimos sobre a paridade do niimero zero. Podemos
adiantar que 0 é um ntmero par. Mas isso pode ser um pouco confuso, principalmente
para os estudantes, no primeiro contato com este conceito. Entao, o exemplo abaixo
esclarece melhor esse fato.

Exemplo 3.3.2: O zero é um nimero par.
Essa afirmagao é verdadeira e é feita devido as seguintes razoes:

e O zero é um multiplo de 2, isto é, zero é da forma 2n. Mais especificamente,
0=2-0;

e O zero é cercado por numeros impares. De fato, vimos na Subsegao (2.3.5) a
forma ordenada do conjunto Z e constatamos que os nimeros —1,0 e 1 sao
consecutivos. Por definicao, os niimeros —1 e 1 sao impares e pelo exemplo
anterior, 0 deve ser par.

e Asregras aritméticas de paridade se encaixam para que 0 seja par. Por exemplo,
0+ 3=3¢éimpar e 0+ 8 =8 é par. Pela paridadde da soma é facil perceber
que 0 é par.

Assim temos varias evidéncias de que zero é realmente um niimero par.

Explorando ainda mais o conceito de paridade, destacamos aqui alguns exemplos
que sao de grande valia na compreensao de numerosos problemas envolvendo paridade.
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Exemplo 3.3.3: Todo nuimero inteiro e seu quadrado tém a mesma paridade.

Seja b um numero inteiro.

Se b é par, entao existe n € Z tal que b = 2n. Assim, b? = (2n)? = 4n? = 2(2n?),
com 2n? € Z. Logo b? é par.

Se b é {fmpar, entao existe m € Z tal que b = 2m + 1 e b> = (2m + 1)? =
4m? +4m + 1 = 2(2m? + 2m) + 1, com 2m? + 2m € Z. Portanto b* é impar.

Exemplo 3.3.4: Todo nuimero inteiro e seu cubo tém a mesma paridade.

Tal exemplo pode ser verificado de forma semelhante ao exemplo anterior. Mas
também é decorréncia direta da paridade da poténcia de um numero inteiro, vista
na Subsegao (3.2). De fato, esta propriedade nos diz que a poténcia de um niimero
inteiro é par se, e somente se, esse nimero é par, assim dado a € Z, a® serd par se, e
somente se, a for par. Consequentemente, se a é impar, entdo a®> também é fmpar.

Exemplo 3.3.5: Todo inteiro impar é da forma 4k + 1 ou 4k + 3, para algum k € Z.
Pelo Exemplo (2.5.3), todo niimero inteiro pode ser escrito de uma, e apenas uma,
das seguintes formas: 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3, para algum k € Z. Note que,

o 4k = 2(2k) é par;

o 4k +1=2(2k) + 1 ¢é impar;

o 4k +2=2(2k + 1) é par;

o dk+3=4k+2+1=2(2k+ 1)+ 1 é impar;
Donde segue o resultado.

Exemplo 3.3.6: O quadrado de qualquer inteiro impar é da forma 8s+ 1, com s € Z.
Pelo exemplo anterior, se um numero inteiro é impar, entao ele é da forma 4k + 1
ou 4k + 3. Assim,

(4k +1)> =16k* + 8k +1=8(2k* + k) + 1 =8s+1, com s=2k*+k, e
(4k +3)* = 16k* + 24k +9=8(2k* +3k +1) +1=8s+1, com s =2k*+3k+ 1.

Exemplo 3.3.7: Prove que, para quaisquer ntmeros inteiros a e b, se a for impar
entao b e a - b tétm a mesma paridade.

De fato, sejam a,b € Z, com a impar. Pelas propriedades de paridade do produto
vemos que:

Se b é impar, entao a - b é um produto de dois inteiros impares, logo é impar.

Se b é par, entao a - b é um produto de um inteiro impar por um inteiro par, logo
é par.

Na Matematica, encontramos diversos problemas envolvendo a paridade de niime-
ros inteiros. Eles nos ajudam a entender melhor sobre a divisibilidade em Z e auxiliam
na aquisi¢ao da habilidade de flexibilidade numérica. Apresentamos abaixo, outros
exemplos, um pouco mais contextualizados do que os anteriores, que o professor de
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Educacao Basica pode usar para fixar os conceitos trabalhados. No préximo capitulo,
trabalharemos com outros exemplos, mais avancgados.

Exemplo 3.3.8: E possivel trocar uma nota de 50 reais em 9 notas de 1 ou 5 reais?
Note que, ao somarmos 9 notas de 1 ou 5 reais, obteremos um nimero impar, ja
que estamos somando uma quantidade impar de niimeros impares.
Como 50 é um niumero par, nao é possivel realizar essa troca.

Exemplo 3.3.9: Se o produto de 2022 ntimeros inteiros ¢é 1, entao sua soma nao pode
ser 0.

Como os fatores sao todos inteiros, cada um deles deve ser 1 ou —1, pois o produto
é igual a 1. Agora, a quantidade de fatores iguais a —1 nao pode ser impar, senao
o produto seria igual a —1, e nao 1. Desse modo, as quantidades de fatores —1 e 1
sao ambas pares, pois a soma dessas quantidades é 2022 e a quantidade de fatores
—1, como vimos, é par. Por outro lado, se a soma de todos esses fatores fosse 0, as
quantidades de fatores —1 e 1 deveriam ser iguais. Mas isso nao pode acontecer, pois
2022 : 2 = 1011, que é impar.

Os préximos exemplos foram retirados do site da Obmep, [13].

Exemplo 3.3.10: Em um quartel, existem 100 soldados e, todas as noites, trés deles
sao escolhidos para trabalhar de sentinela. E possivel que apds certo tempo um dos
soldados tenha trabalhado com cada um dos outros exatamente uma vez?

A resposta é nao. Escolha um soldado, o chamaremos de z. Em cada noite em
que trabalha, ele estda em companhia de dois outros. De 100 soldados, restarao 99
para trabalhar com .

99 =248 + 1, é um numero fmpar.

Note que, por ser impar, o soldado x trabalhard 48 vezes com pares distintos de
soldados. Mas sobrard um, digamos y. Assim, quando x for trabalhar com ¥, deverd
trabalhar com alguém que ja trabalhara antes.

Exemplo 3.3.11: Escrevemos abaixo os nimeros naturais de 1 a 10.
12 3 45 6 78 9 10

E possivel colocar os sinais de “+” ou “—” de modo que o valor da expressao resultante
seja zero?

A propriedade do simétrico aditivo nos garante que m + (—m) =0,V m € Z. Se
fosse possivel obter a soma igual zero, deveriamos separar os numeros dados em dois
grupos com a mesma soma. Entao colocariamos sinais negativos nos nimeros de um
dos grupos e sinais positivos nos niimeros do outro. Porém, 14+2+3+4+5+6+7+
84+ 9+ 10 = 55. Como este ntiimero é impar, nao é possivel separar os nimeros dados
em dois grupos que tenham a mesma soma. Desta forma, o problema é impossivel.
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3. Paridade de um nimero inteiro

Observe que, alterando o intervalo numérico, o problema pode se tornar possivel.
Por exemplo, tomando os niimeros naturais de 1 a 8, temos 14+2+3+4+5+6+74+8 =
36. Sendo assim, é possivel separa-los em dois grupos de soma igual a 18, como segue:

1+42-3-4-5-6+7+8=0.



4

Estudando a Paridade de Numeros In-
teiros na Educacao Basica

Neste capitulo, abordaremos sobre o uso do tema Paridade de Niimeros Inteiros na
Educacao Basica. Traremos alguns problemas envolvendo a temética. Sao problemas,
diferentes dos exemplos apresentados no capitulo anterior, que auxiliam os professores
de educagao basica, no processo de ensino-aprendizagem. Como lembrado por Muller
[12], “fazer matemadtica é resolver problemas”. Utilizando a metodologia Resolugao
de Problemas, o professor tem a oportunidade de ofertar um ensino diferenciado,
ajudando o aluno a desenvolver a flexibilidade numérica.

Esta dividido em trés secoes, sendo a primeira destinada a importancia da
Resolucao de Problemas como metodologia de ensino, com base na BNCC, a segunda
secao traz diversos problemas que abrangem a paridade de nimeros inteiros e a
terceira, apresenta uma proposta pedagogica que podera contribuir para a elaboracao
de uma aula diferenciada e atrativa na educacao bésica.

4.1 Consideragoes Pedagogicas

De acordo com a BNCC, Base Nacional Comum Curricular, [2], diversas habili-
dades formuladas comegam por: “resolver e elaborar problemas envolvendo...”, como
podemos observar na habilidade (EFO7TMAO04) “Resolver e elaborar problemas que
envolvam operacoes com numeros inteiros”, o que nos leva a entender que o processo
de aprendizagem vai muito além do que simplesmente resolver meros exercicios,
geralmente aplicados ao final de cada aula para “avaliar” se os estudantes aprenderam,
ou nao, o que lhes foi ensinado. Desta forma, o professor deve abordar nao apenas a
resolucao do problema, mas também, estimular os alunos a refletirem e questionarem
o que ocorreria se algum dado do problema fosse alterado ou se alguma condicao
fosse acrescida ou retirada.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN, [3], nos dizem que a resolugao de
problemas deve ser uma orientagao para a aprendizagem, pois proporciona o contexto
em que se pode aprender conceitos, procedimentos e atitudes matematicas. Assim,
os problemas podem ser um ponto de partida, em que o aluno procura resolve-los
utilizando estratégias ja conhecidas ou desenvolvendo outras, construindo assim, uma

64
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ligagao entre um conhecimento adquirido e o novo que lhe é apresentado.
Mas, o que é um problema? Maior, [10], nos diz que problema é toda atividade
que envolve investigacao.

Considera-se como um problema toda situagao que pode ser pro-
blematizada, tais como: jogos, em que se busca uma estratégia para
vencer, qualquer tipo de atividade planejada, levantamento e selecao de
informagoes, qualquer atividade que requeira uma atitude investigativa.

(Maior [10], 2009, pagina 10)

A resolucao de problemas é uma valiosa tendéncia de ensino de Matematica pois,
permite que o aluno desenvolva seu raciocinio para encontrar a solucao, elaborando
estratégias a partir de seus conhecimentos prévios e ainda o leva a questionar se
suas estratégias sao validas. Além disso, promove a interacao entre aluno-professor e
aluno-aluno.

Uma outra vantagem da resolugao de problemas é a aquisi¢ao da flexibilidade
numérica. De acordo com Boaler, no artigo Fluéncia sem Medo, [1], uma pessoa
com senso numérico consegue utilizar os nimeros com flexibilidade pois, em vez de
apenas utilizar técnicas de memorizacao, ela explora uma profunda compreensao
dos numeros e das maneiras como eles se relacionam entre si. O senso numérico,
segundo Corso e Dornelas, [1], caracteriza uma forma de interagir com os nimeros,
explorando seus mais diversos usos, a fim de possibilitar que o enfrente as situagoes
diarias que, desenvolvendo estratégias eficientes para lidar com problemas numeéricos.

Pensando nisso, apresentaremos aqui uma série de problemas visando o desenvol-
vimento critico e uma maior maturidade nos alunos para a utilizacao da paridade
como resolugao de problemas.

4.2 Problemas

Os problemas abaixo foram retirados dos livros Circulos Matemadtico, [0], Arit-
mética, [7], do artigo Paridade, [18] e do site Clubes de Matematica da OBMEP
[13]. Estes problemas, com algumas adaptagoes, podem ser usados para resolvermos
outros problemas envolvendo paridade. E, entao, importante que guardemos tanto a
esséncia de seus enunciados como os raciocinios envolvidos.

Problema 4.2.1: Katia e seus amigos estao em um circulo. Os dois vizinhos de cada
uma das criancas sao do mesmo sexo. Se o circulo contém cinco meninos, quantas
meninas estao nesse circulo?

Solugao: Vamos fixar o vizinho a direita de Katia. Se este fosse uma menina,
obrigatoriamente, todas as criangas do circulo seriam meninas, contrariando o pro-
blema.

Logo o vizinho da direita de Katia é um menino e, para obedecer a regra de que
os dois vizinhos de cada uma das criancas sao do mesmo sexo, a proxima crianca é
uma menina. Portanto, saimos de um menino (o vizinho a direita de Kétia) e vamos
alternando de sexo, até chegarmos ao tltimo menino (vizinho a esquerda de Kétia).
Consequentemente, o nimero de meninas € igual ao nimero de meninos, isto é, ha
cinco meninas no circulo.
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Problema 4.2.2: Onze engrenagens estao colocadas em um plano, arrumadas em
uma cadeia como ilustrado na figura abaixo. Todas as engrenagens podem rodar
simultaneamente?

Figura 4.1: Engrenagens

Fonte: Circulos Matematicos, pag 5. [0]

Solugao: Suponha que a primeira engrenagem gira em sentido horario. Entao
a segunda tem que girar no sentido contrario (anti-horario), a terceira no sentido
horario novamente, a quarta no sentido anti-horario, e assim por diante. Percebe-
se que as engrenagens “‘impares” tém que girar no sentido horario, enquanto as
engrenagens “pares” tém que girar em sentido anti-horario. Mas entao, a primeira e
a décima primeira engrenagens tém que girar no mesmo sentido. Absurdo, pois duas
engrenagens consecutivas giram em sentidos opostos. Portanto, nao ¢ possivel que
todas girem simultaneamente.

Problema 4.2.3: E possivel um cavalo comecar na posicao Al de um tabuleiro de
xadrez e terminar em HS8 visitando cada um dos quadrados restantes exatamente
uma vez ao longo do caminho?

Antes de resolvermos esse problema, é importante lembrar que, no jogo de xadrez,
o cavalo se movimenta em “L”, como mostra a Figura (4.2):

Figura 4.2: Possiveis movimentos do cavalo

- N WH U O N0 )

Fonte: Clubes de Matemética da OBMEP, [14]
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Solugao: A cada movimento o cavalo vai para uma casa de cor oposta a que
ele estava. Assim, partindo de A1 (casa escura) temos o seguinte esquema (Figura

(4.3)):
Figura 4.3: Esquema dos movimentos do cavalo

1° movimento: B
2° movimento: []— IR
3° movimento: B
4° movimento: []— B

2n movimentos: |:| — .
2n + 1 movimentos: . _ |:|
comnezZ

Fonte: autoria prépria

Para que o cavalo visite todas as 63 casas restantes, ele deverd fazer 63 movimentos
assim, o ultimo movimento (impar) tem que leva-lo a uma casa de cor clara (oposta
a cor de onde ele comegou). Porém, as casas Al e H8 possuem a mesma cor (escura),
portanto é impossivel sair de Al e terminar em H8 passando por todas as outras
casas uma unica vez.

Problema 4.2.4: Um jogo consiste de 9 botoes luminosos (de cor verde ou vermelha)
dispostos da seguinte forma, Figura(4.4):

Figura 4.4: Jogo dos botoes luminosos
10 2/ 30
40 50 6O

70 80O 90
Fonte: Revista Eureka! Edigao Especial, pdg 16, [15]

Apertando um botao do bordo do retangulo, trocam de cor ele e seus vizinhos
(do lado ou em diagonal). Apertando o botao do centro, trocam de cor todos os seus
8 vizinhos, porém ele nao.

Exemplos:

Apertando 1, trocam de cor 1, 2, 4 e 5.
Apertando 2, trocam de cor 1, 2, 3,4, 5 e 6.
Apertando 5, trocam de cor 1, 2, 3, 4,6, 7, 8 e 9.
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Inicialmente todos os botoes estao verdes. E possivel, apertando sucessivamente
alguns botoes, tornéd-los todos vermelhos?

Solugao: Observe que apertando um botao do vértice do retangulo, trocam de
cor 4 botoes. Apertando um botao do meio de um lado, trocam de cor 6 botoes
e apertando um botao do centro trocam de cor 8 botoes. Assim, cada vez que
apertamos um botao trocam de cor um numero par de botoes. Como existem 9
botoes, o problema nao é possivel.

Problema 4.2.5: Existem ntmeros inteiros a e b que satisfazem a igualdade
a-b-(a—>b)=_85077

Solugao: Para resolver esse problema, vamos analisar as quatro possibilidades de
paridade para a e b.
i) Se a e b sdo pares:

a-bépar, a—b é par e, portanto, a - b- (a — b) também ¢é par.

ii) Se a é par e b é impar:

a-bépar,a—>béimparea-b-(a—0>b)épar.
iii) Se a é impar e b é par:

a-bépar,a—>béimparea-b-(a—0b)épar.
iv) Se a e b sdo impares:

a-béimpar,a—béparea-b-(a—0b)épar.

Logo, nas quatro possibilidades, o resultado de a - b - (a — b) é um ntimero par,

portanto nao pode ser igual a 8507, que ¢ um nimero impar.

E assim constatamos que, no geral o problema néo tem solugao para a-b-(a—0b) =
2k + 1, com k € Z.

Problema 4.2.6: Pedro comprou um caderno com 96 folhas, com péginas numeradas
de 1 a 192, em ordem crescente. Vitor arrancou aleatoriamente 25 folhas do caderno
e somou todos os 50 niimeros escritos nestas folhas. E possivel que essa soma seja
19907

Solugao: A resposta é nao. De fato, as paginas foram numeradas em ordem
crescente, ou seja, com nimeros naturais consecutivos. Mas,

e o Exemplo (3.3.1), garante que ntimeros naturais consecutivos tém paridade
oposta;

e pela paridade da soma, observamos que a soma de dois niimeros de paridade
oposta é impar;

e a soma de uma quantidade impar de niimeros impares é um nimero impar.
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Assim, a soma dos dois nimeros de cada pagina é impar e a soma dos 25 niimeros
impares também vai ser impar. Portanto, nao pode ser 1990, que é par.

Problema 4.2.7: Um poligono convexo com 13 lados pode ser dividido em paralelo-
gramos?

Solugao: Um poligono convexo é aquele em que, marcando dois pontos no
seu interior, a ligacao entre esses dois pontos sempre serd totalmente interior ao
poligono, independentemente do local escolhido para os dois pontos, enquanto um
paralelogramo ¢ um quadrilatero cujos lados opostos sao paralelos. Supondo que
essa divisao seja possivel, vamos escolher um dos 13 lados do poligono e considerar
o paralelogramo que o contém. Sendo assim, o lado do paralelogramo, oposto ao
lado inicialmente escolhido, ¢ também lado de um segundo paralelogramo. Este
ultimo também possui um outro lado paralelo ao primeiro e assim continuando essa
cadeia de paralelogramos sucessivamente, chegariamos a outro lado do poligono,
que seria paralelo ao primeiro lado, de onde partimos. Sabe-se que um poligono
convexo nao pode conter trés lados simultaneamente paralelos, portanto, este ultimo
lado alcangado nao é paralelo a nenhum outro lado do poligono convexo (além do
primeiro). Logo, para que a divisao seja possivel, o poligono convexo de 13 lados deve
conter pares de lados paralelos, mas como 13 é impar, essa divisao nao é possivel.

Problema 4.2.8: A soma dos quadrados de dois inteiros impares nunca pode ser um
quadrado.

Solugao: O quadrado de um ntmero inteiro a é par se, e somente se, a é par.
Assim, observe que, esse quadrado sera divisivel por 4. De fato, seja p = 2k, um
nimero inteiro par, temos

p® = (2k)* = 4k%,
que é divisivel por 4.

Considere agora a, b inteiros impares, tais que a =2m +1e b = 2n + 1, com
m,n € Z. Dai, cada poténcia a? e b é impar, portanto, a®+ b? é par. Pela observacao
acima, se a + b? é par e a® + b?> = 2, entdo teremos ¢ par e ¢ um multiplo de 4.
Mais ainda,

>+ b =02m+ 1)+ (2n+1)?
= (4m? +4m +1) + (4n* +4n +1)
= (4m?® +4m +4n® +4n) +1+1
=4(m* +m+n*+m) + 2,

nao ¢é divisivel por 4, logo nao ¢ um quadrado.

Problema 4.2.9: Se trés inteiros verificam a? = b% 4 ¢, entao b ou ¢ é par e o outro
¢ fmpar, e pelo menos um dentre a,b e ¢ ¢ um multiplo de 5.

Solucao: Pelo exemplo anterior, b? e ¢? nao podem ser ambos fmpares. Logo o
numero b ou ¢ tem que ser par. Agora precisamos verificar que todo quadrado é da
forma 5k ou 5k £ 1. De fato, o Exemplo (2.5.4) nos diz que qualquer nimero inteiro
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n pode ser escrito de modo tinico, sob uma das seguintes formas: 5, 5[ + 1, 5] + 2,
50 + 3 ou 5l + 4. Dai, analisando cada caso:

n = 51 = n? = 251? = 5(51?) = 5k para k = 5[%;
n=>50+1=n%=25>+ 10l + 1 = 5(5* + 21) + 1 = 5k + 1, para k = 5l + 2l;
n=>504+2=n*=2512+20l+4=5(5>+4l+1)—1=5k—1, para k = 51>+ 4]+ 1;
n=5l+3=n%=2512+300+9 = 5(52+6l+2) — 1 = 5k — 1, para k = 51>+ 6] +2;
n=>5l+4=n?=25>4+401+16 = 5(5[*+8/+3)+1 = 5k+1, para k = 51*+2[+3.

Com isso, se b e ¢ nao sao multiplos de 5, entao b*> = 5k + 1 e ¢ = 5k £+ 1, para
algum k € Z. Dai, a? = b* + ¢ é da forma 5m ou 5m =% 2, mas este 1ltimo nao pode
acontecer. Logo a? ¢ da forma 5m e, portanto, a é um multiplo de 5.

O préximo problema é consequéncia de um resultado que traremos como um lema
e descreveremos abaixo.

Lema 4.1: Se a # b entao, para todon € N,n > 2,

a” — b

a—2b

=a" ' +a" %+ a0

Demonstracao. Mostraremos por indugao sobre n.

2 _ 12 _
i) A igualdade vale para n = 2. Pois, ¢ Z = (a b)(cz—i— ) =a* ' + a® 2.
a— a—

ii) Suponha vélido para algum natural n e verifiquemos para n + 1.

anJrl . anrl

- =a"4+a" b+ .. 4+ abm !+ b
a—b

Queremos mostrar que

Note que

a™t ="t ga™ — bt
a—>b a—>b
aa” — ba™ + ba"™ — bb"
a—b
a"(a—>b) bla"—0b")
a—2>b + a—b
=a"+b(a" ' +a" P+ ...+ ab" T+
=a"+a" b+ a"i 4 ab" Tt b

Logo, vale para todo n > 2.
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Problema 4.2.10: Dados a,n € N, com a > 2 e impar, vamos determinar a paridade
"—1
de ¢ :
2

Solugao: Como a é impar, seu antecessor a™ — 1 é par, logo é divisivel por 2. Ou
a"” —1

seja, ¢ um numero natural e assim, podemos determinar sua paridade.

Pelo Lema (4.1), temos que,

a*—1 (a—1)(a""+a"?+.. . +a+1)
2 2

Como a é fmpar, a® '+ a" 24 ... +a+ 1 e n tém a mesma paridade. De fato,

pelas propriedades da paridade de poténcia soma de inteiros, vemos que a" ! +a" 2 +
...+ a+1 possui n parcelas de nimeros impares, portanto, o resultado sera par se n
for par e serd impar se n for impar.

Vamos entao, analisar a paridade de
4k + 1 ou 4k + 3, para algum k € Z.

-1 4k+1-—-1 4k
Sea:4/€—|—1,entéoa2 = +2 :7:2k,épar.

. Pelo Exemplo (3.3.5), a ¢ da forma

a—1 4k+3-1 4k+2
a 2 )

a” —1

Se a = 4k + 3, entao =2k + 1, é impar.

E assim concluimos que,
4k + 1.

é par se, e somente se, n é par ou se a é da forma

Podemos observar que a paridade é bastante utilizada para mostrar que um
problema é impossivel, ou que nao existem ntmeros que satisfacam tal sentenca
matematica. A ideia é despertar no aluno esse instinto para que, ao se deparar com
este tipo de problema, possa recorrer ao uso da paridade para resolvée-lo. Percebe-
se que a paridade leva direto ao ponto e mostra que nao adianta fazer infinitas
tentativas, pois o resultado de fato é impossivel. Com isso, é bom destacar que, ao
utilizar a paridade na resolucao de problemas, o aluno estarda economizando tempo e
apresentando uma resolucao simples e eficaz. Mais problemas como esses podem ser
encontrados nas referéncias bibliograficas: Fomim (2012) [6], Wagner (2007) [18] e
OBMEP [13]. A seguir, ofereceremos algumas sugestoes para o uso desses problemas
na sala de aula, trabalhando com alunos da educacao bésica.

4.3 Propostas Pedagodgicas: Aplicacao na sala de aula

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas sugestoes sobre a aplicabilidade da paridade
na sala de aula. Na educacao bésica, os niimeros inteiros sao introduzidos no 7° ano
do Ensino Fundamental, por isso, as atividades estao, a principio, destinadas a esse
ano escolar. No entanto, devido a sua simplicidade, podera ser aplicada também nas
outras turmas do Ensino Fundamental e até mesmo no Ensino Médio.
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10.

. Etapa de ensino/ano escolar

Ensino Fundamental / 79 ano.

. Area

Matemética.

. Unidade Tematica (BNCC)

Numeros.

Habilidades (BNCC)

(EFO7TMAO1) Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo
as ideias de multiplos, divisores e divisibilidade.

(EFOTMAO4) Resolver e elaborar problemas que envolvam operagoes com

numeros inteiros.

Objetivos/Expectativas de Aprendizagem

o Compreender a diferenca entre niimeros pares e impares.
o Realizar operagoes simples envolvendo niimeros pares e impares.

o Aplicar o conceito e propriedades de niimeros pares e impares na resolugao
de problemas.

o Aplicar o conceito de niimeros pares e impares em situacoes do cotidiano.

. Duracgao das Atividades

4 aulas de 50 min cada.

Recursos didaticos

Quadro branco, pincéis, jogos.

. Estratégias de ensino

A resolucao de problemas serd utilizada como metodologia de ensino. Além das
definicoes e propriedades, serao apresentados diversos problemas envolvendo
paridade, concluindo com a aplicacao de jogos para fixar os conhecimentos.
Aulas expositivas dialogadas e a mediacao da professora servirao de estratégias
para explicar os contetdos.

. Avaliacao

Avaliacao continua, durante a aplicacao e resolucao dos problemas e na dinamica
do jogo, visando identificar, ao longo do processo de ensino, se as estratégias e
os recursos usados para ensinar alcancaram resultados satisfatérios.

Desenvolvimento e descrigao das atividades

Aqui daremos uma sugestao de como dividir o tema nas quatro aulas propostas.
O professor leitor podera fazer as adaptacoes que julgar necessario.
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AULA 1:

A primeira aula deve ser destinada a definicao do conceito de Paridade, suas
propriedades de soma, produto e poténcia, como foi apresentado no Capitulo (3).

E interessante falar sobre a paridade do numero 0, pois tal fato gera muitas
davidas aos alunos, mas sua explicagao é bem simples (Exemplo 3.3.2).

O professor ainda podera discutir algumas curiosidades da paridade. Tais curiosi-
dades poderao ser apresentadas com os exemplos expostos no Capitulo (3). Sendo
que,

e Se a turma detém de pouco conhecimento matemdtico, como o 6% ano por
exemplo, poderdo ser discutidos os exemplos: (3.3.1), (3.3.5) e (3.3.7).

e Nas turmas de 7° ano, poderao ser apresentados os exemplos: (3.3.1), (3.3.3),
(3.3.4), (3.3.5) e (3.3.7).

e Nas turmas mais maduras, como 8° e 9° ano, além dos exemplos ja4 mencionados
acima, o exemplo (3.3.6) também poderd ser discutido.

E importante deixar o estudante formular sua prépria resposta antes de apresentar
a resolugao a ele. O objetivo é o desenvolvimento do pensamento critico, preparando-o
para os problemas que serao apresentados na préxima aula.

AULAS 2 e 3:

Na segunda e terceira aulas, serao apresentados os problemas que envolvem
paridade, desde os mais simples até os mais elaborados, dependendo da realidade da
turma.

e Nas turmas de 6° e 79 ano, sugerimos os problemas: (4.2.1), (4.2.4) e (4.2.2).

e Nas turmas de 82 e 92 ano, os problemas (4.2.3), (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7) e (4.2.8)
se apresentarao de forma interessante.

e J4 os problemas(4.2.9) e (4.2.10) sdo um pouco mais complexos e poderao ser
trabalhados no Ensino Médio.

A exemplo das curiosidades vistas na Aula 1, esses problemas também deverao
instigar o aluno a pensar, desenvolver o raciocinio légico e verificar um certo padrao
nas resolucoes para aplicar em outros problemas semelhantes. Assim, é interessante
deixar que o aluno tente resolver por si so, ou até mesmo em grupos, mas sem a
intervencao do professor.

AULA 4:

Na quarta e tltima aula, sera feito o encerramento do tema com a aplicagao de
jogos cujas estratégias podem ser elaboradas através da paridade.

Deixamos abaixo 3 opgoes de jogos, para que o professor escolha qual o mais
indicado para sua turma.
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JOGO 1: Jogo das Faces

Este jogo é composto de 5 cartas de duas faces de cores distintas, como mostra
a Figura (4.5). Tais cartas podem ser confeccionadas pelo professor, utilizando
cartolina ou papel cartao.

Figura 4.5: Cartas do jogo

Frente: face azul

Verso: face vermelha

Fonte: autoria prépria

Regras do jogo:
e Distribua 5 cartas para cada aluno;

e Os alunos deverao colocar as 5 cartas sobre a mesa de modo que duas com
a face azul para cima e trés fiquem com a face vermelha para cima. (Figura

(4.6)).

Figura 4.6: Configuragao inicial do jogo

Fonte: autoria propria
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O professor vira de costas e pede para os alunos virarem uma carta qualquer.

Ainda de costas para a turma, o professor continua pedindo que os alunos
virem uma carta, uma por vez, até que completem 8 viradas.

Apds a 82 virada, o aluno esconderd uma carta, observando qual face da carta
escolhida estava voltada para cima.

Entao, olhando as cartas restantes, o professor “adivinha” qual a face superior
da carta escondida, de cada aluno.

JUSTIFICATIVA: No inicio do jogo hé 2 faces azuis e 3 faces vermelhas, ou seja,
uma quantidade par de faces azuis e impar de faces vermelhas. Ao fazer a primeira
virada, pode-se obter 3 azuis e 2 vermelhas ou 1 azul e 4 vermelhas. Em ambos os
casos, haverda uma quantidade par de cartas vermelhas e impar de azuis. Na segunda
virada, para o 1° caso, podemos obter 2 azuis e 3 vermelhas ou 4 azuis e 1 vermelha,
enquanto para o 2° caso pode-se obter, 2 azuis e 3 vermelhas ou 0 azuis e 5 vermelhas.
Logo, teremos uma quantia par de faces azuis e impar de faces vermelhas. E possivel
observar que a paridade do nimero de cada face se inverteu em relagao a jogada
anterior. Prosseguindo com esse raciocinio, temos o seguinte esquema (Tabela (4.1)):

Tabela 4.1: Paridade do ntimero de cada face ao final de cada jogada

Paridade das faces
Jogada :
Azuis Vermelhas

Inicio par impar
1? virada fmpar par
22 virada par impar
32 virada impar par
42 virada par impar
52 virada fmpar par
62 virada par fmpar
72 virada impar par
82 virada par impar

Note que, em qualquer entrada par, voltamos a configuracao inicial do jogo, com
uma quantidade par de faces azuis e impar de faces vermelhas. Assim, apds a 8°
virada, basta que o professor observe a paridade das faces expostas. A cor cuja
paridade esté diferente da situagao inicial, é a cor escondida. Veja:

e se houver uma quantidade impar de faces azuis, significa que o aluno escondeu
uma carta azul;

e se houver uma quantidade par de faces vermelhas é porque o aluno escondeu
uma carta vermelha.

Observe que esta estratégia de jogo pode ser generalizada para uma quantidade
qualquer de cartas, para qualquer configuragao inicial da partida e para uma quan-
tidade qualquer de jogadas. Para entender a adivinhacao é suficiente perceber que
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a cada virada de uma carta, ha uma inversao na paridade das quantidade de faces
azuis e de faces vermelhas. Além disso, ap6s um numero par de viradas, estamos na
mesma paridade do inicio do jogo. E apds um numero impar de viradas a paridade é
invertida em relagao aquela do inicio do jogo.

JOGO 2: Jogo das Torres

O jogo ¢ realizado em duplas, mas pode ser também dividido em equipes. Este
jogo é também conhecido como Jogo do NIM, e consiste em certo nimero de pecas
iguais, distribuidas em torres. Aqui utilizaremos 15 pecas em 5 torres. As pecas
podem ser: palitos, moedas, graos, botoes, dentre outros.

Regras do Jogo

e Divida a turma em duplas;

e Distribua 15 pecas para cada dupla, solicitando-os que as distribuam em 5
grupos (torres) contendo 1,2,3,4 e 5 pecas, respectivamente. (Figura (4.7))

Figura 4.7: Jogo das Torres: distribuicao inicial das pegas

Fonte: autoria prépria

e Cada jogador deve retirar uma quantidade de pegas por vez, sendo que: tem
que retirar no minimo 1 peca e no maximo o grupo todo, nao podendo retirar
pecas de duas torres diferentes na mesma jogada;

e O jogo acaba quando nao houver mais pecgas disponiveis;
e O jogador que faz a ultima jogada (retira a ultima pega) ganha.

ESTRATEGIA: O jogador vencedor deve sempre deixar uma quantidade par de
pecas ao final de sua jogada, visando deixar também uma quantidade par de torres
para seu oponente. Fazendo isso, em algum momento o seu oponente vai mudar a
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paridade da quantidade de pegas, restando 1 peca ou 1 torre (quantidade impar) para
o jogador vencedor, que a retira e ganha o jogo. Além disso, ao final da partida, seu
oponente vai “receber” 0 pecas (quantidade par). As Figuras (4.8) e (4.9) ilustram
duas partidas, em que o vencedor utiliza a paridade como estratégia.

Figura 4.8: O primeiro jogador vence
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J1= Jogador 1;  J2= jogador 2.
Fonte: autoria prépria

Figura 4.9: O segundo jogador vence
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J1= Jogador 1; J2= jogador 2.
Fonte: autoria prépria
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JOGO 3: Par ou impar?

Este jogo é bem elementar, destinado a trabalhar o conceito de ser par e ser impar.
Portanto, pode ser aplicado no 6° ano do Ensino Fundamental, ou em turmas cujos
alunos apresentem alguma defasagem. E ideal também para alunos com necessidades
educativas especiais.

E um jogo bem simples que pode ser realizado com diversos materiais presentes
no nosso cotidiano, como: tampinhas de garrafa, graos de feijao, palitos, dentre
outros.

O jogo pode ser individual ou em grupos. A quantidade de objetos também pode
variar, de acordo com a preferéncia do professor. Aqui utilizaremos 13 tampinhas de
garrafa PET, para cada grupo.

Figura 4.10: Tampinhas de garrafa PET - pecas do jogo “Par ou fmpar?”

Fonte: autoria propria

Regras do jogo:
e Divida a turma em duplas;
e Distribua 13 tampinhas para cada dupla;

e O professor pede que separem uma quantidade x dessas tampinhas, e tentem
dividi-las em grupos de 2 tampinhas cada.

Exemplo: Pegue 6 tampinhas. Agora divida essas 6 tampas em grupos de 2. A
divisao foi possivel? Sobrou alguma tampa? Tome agora 9 tampinhas e tente
dividi-las em grupos de 2. O que vocé observou?

e Repita esse processo, solicitando em cada vez, um nimero diferente de tampi-
nhas. Até que seja realizado com todas as quantidades de 1 a 13.

O aluno deve anotar o que foi observado para cada ntmero.
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Figura 4.11: Dividindo 6 tampinhas

Fonte: autoria propria

Figura 4.12: Dividindo 9 tampinhas

Fonte: autoria propria

e Peca que os alunos dividam as quantidades observadas em dois grupos: um
grupo dos nimeros em que a divisao foi possivel e nao sobrou nenhuma tampinha
e o outro grupo contendo os niimeros em que a divisao nao foi possivel, pois
sobrou 1 tampinha.

Espera-se que os grupos formados sejam, respectivamente: {2,4,6,8,10,12} e
{1,3,5,7,9,11,13}

Nesta etapa o professor explica que os nimeros do primeiro grupo sao pares e
os numeros do segundo grupo sao impares.

e O professor também podera explorar a paridade do nimero 0, perguntando: E
o numero zero? Ele entra em qual grupo? Por que?

Ser “par” ou “flmpar” é um conceito de divisibilidade: divisibilidade por 2. O
professor, estendendo este conceito, pode aproveitar o jogo acima para trabalhar a
divisibilidade dos nimeros inteiros, inclusive o conceito de niimeros primos. Para
isso, o jogo apresentara uma pequena mudanga: em vez de solicitar que os alunos
dividam as tampinhas selecionadas em grupos de 2, pega que tente dividir em todas
as quantidades de 1 até o total de tampinhas selecionadas.
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Exemplo: Selecione 8 tampinhas. E possivel dividi-las em grupos de 1 unidade?
E de 27 E de 37 E de 47 E de 57 E de 67 E de 77 E de 87

Repita o processo para todas as quantidades de tampinhas disponiveis. A ideia é
trabalhar o conceito de divisibilidade e o professor poderd aproveitar para introduzir a
defini¢ao de nimeros primos, destacando os numeros em que nao foi possivel “formar
grupinhos”, como o 5,7 e 13, por exemplo.

Esperamos que as propostas pedagégicas aqui apresentadas contribuam e auxiliem
o professor de educacao basica no planejamento diario, promovendo aulas mais
dinamicas, que despertem no estudante um contentamento nas aulas de Matmatica,
desmitificando a histéria de que esta é uma discilplina chata e dificil.



Consideracoes finais

Este trabalho muito contribuiu para ampliar o meu conhecimento quanto aos
numeros inteiros. Pude explorar o universo desses importantes niimeros, desde a sua
construcao, revelando suas propriedades fundamentais e sua importancia em uma
variedade de contextos matematicos e do nosso cotidiano.

A partir do conceito de divisibilidade, compreendemos a caracterizacao funda-
mental de paridade, que divide os ntimeros inteiros em duas categorias distintas:
pares e impares. Esta distingao, embora simples, revela-se de extrema importancia
em uma variedade de aplicagoes praticas e tedricas. A paridade desempenha um
papel crucial em operacoes basicas como a adigao e a multiplicacao. Por exemplo, a
soma de dois niimeros pares ou dois niimeros impares resulta em um numero par,
enquanto a soma de um numero par e um nimero impar resulta em um nimero
impar. Essas e outras propriedades sao fundamentais para a compreensao e solugao
de uma ampla gama de problemas matematicos.

Apresentamos diversos problemas envolvendo paridade e sua aplicagao em sala de
aula, visando incentivar o uso de paridade na resolucao de problemas, por professores
da educacgao basica. Mostramos como a utilizacao de jogos pode enriquecer o estudo
e despertar o gosto pela matemaética.

Além de expandir os meus conhecimentos numéricos, o presente trabalho também
aprimorou a minha capacidade de raciocinio matematico e resolucao de problemas.

Um proximo passo para esse trabalho seria procurar aplicacoes, como por exemplo,
o sistema binario na parte computacional, que devido ao tempo nao foi possivel
realizar nessa dissertacao. Em sistemas de armazenamento de dados, os bits de
paridade sao comumente utilizados para verificar a integridade dos dados armazenados
em memoéria ou transmitidos através de redes, garantindo a deteccao precoce de
erros e a preservacao da confiabilidade dos sistemas computacionais. Além disso, os
algoritmos de criptografia modernos frequentemente dependem de operacoes que se
baseiam na manipulacao da paridade de nimeros inteiros para garantir a seguranca
das comunicagoes. Assim, pretendo seguir minha pesquisa no sentido das aplicagoes
da paridade de nimeros inteiros nas mais variadas areas.

Espera-se que o leitor também sinta-se motivado a mergulhar ainda mais nesse
incrivel mundo da paridade.
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