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Resumo
Este trabalho, o qual é baseado integralmente em [15], consiste em abordar di-
versas desigualdades matematicas cléssicas. Isso sera feito através de duas maneiras,
sendo a primeira via o estudo do desenvolvimento histérico dessas desigualdades, e a
segunda pelo estudo de demonstragoes nao convencionais e aplica¢oes nas olimpiadas
de Matemaética ao redor do mundo. O piblico alvo consiste nos leitores que buscam
um material de apoio para competicoes matematica e os que possuem altas habilidades

com interesse pela tematica do trabalho.

Palavras-chave: Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky; Desigualdade das
médias; Desigualdade de Nesbitt, Desigualdade de Schur.



Abstract
The goal of this work, which is based on [15], is to address various classical mathe-
matical inequalities. This is achieved through two approaches: firstly, by studying the
historical development of these inequalities, exploring unconventional proofs, and exa-
mining their applications in mathematics Olympiads worldwide. The work is focused
on readers seeking support material for preparation for mathematical competitions, as

well as those with advanced skills and interest in the theme of the work.

Keywords: Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky Inequality; AM-GM Inequality; Nesbitt’s

Inequality; Schur’s Inequality; Jensen’s Inequality.
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1 INTRODUCAO

1 INTRODUCAO

A historia da matemética é um relato da evolu¢ao humana no que diz respeito ao
dominio dos nimeros, formas e relacoes abstratas. Ao longo do tempo, tem-se estudado
uma vasta quantidade de desafios, desde os mais basicos até os mais complexos. Entre
esses desafios, destacam-se as desigualdades matematicas, que desafiaram a habilidade,
perspicacia e criatividade dos mesmos.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar desigualdades mateméticas classicas
que surgiram ao longo de séculos, assim como os aspectos historicos referentes a elas.
Objetivamos nao somente compreender o contexto em que essas desigualdades surgi-
ram, mas também reconhecer seus impactos e sua relevancia continua na ciéncia. E,
em um contexto tecnologico tem-se mais do que nunca, resgatar as memorias diver-
sas vezes esquecidas dos que alicercaram a matematica que conhecemos hoje. Mais
especificamente, para esse fim, consideraremos a historia dos primeiros simbolos utili-
zados para desigualdades e apds adentrarmos mais especificamente nas desigualdades
as desigualdades de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky, das Médias, de Nesbitt, Schur e
Jensen.

Este trabalho possui como foco o leitor com interesse em se preparar para com-
peticoes olimpicas de matemaética, assim como os estudantes de altas habilidades com
interesse nos topicos descritos anteriormente. Sendo assim, um dos objetivos deste
trabalho é buscar a aplicacao das desigualdades abordadas em problemas de mate-
mética de nivel olimpico. As Olimpiadas de Matematica representam um evento no
qual as habilidades mateméticas dos competidores sao postas & prova, desafiando-os a
resolver problemas complexos e a pensar de forma criativa. Nesse sentido, o estudo e
compreensao do contetido deste trabalho nao s6 enriquecem o repertério do estudante
em preparacao para olimpiadas, como também os capacitam a aplicarem as técnicas
aqui estudadas no cenario olimpico. Mais ainda, o estudo do toépico aqui considerado é
imprescindivel para qualquer estudante em preparacao para olimpiadas internacionais
de matemética, devido a alta recorréncia de questoes envolvendo desigualdades em tais
competicoes.

Por fim, destacamos que o presente trabalho aspira portanto servir como um recurso
educacional para aqueles que buscam explorar as desigualdades matemaéticas, tanto na
parte historica quanto na técnica. Esta tltima para os alunos com objetivo em compe-
tir em olimpiadas de matematica e os que possuem altas habilidades com interesse nos

topicos abordados. Assim sendo ao fornecer uma visao historica e técnica dessas desi-
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1 INTRODUCAO

gualdades, esperamos que os leitores nao s6 aprimorem suas habilidades matematicas,

mas também cultivem uma apreciacao pelo poder e beleza dessa ciéncia.
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2 ORIGENS DA SIMBOLOGIA PARA DESIGUALDADES
2 ORIGENS DA SIMBOLOGIA PARA DESIGUAL-
DADES

De acordo com Cajori [3], surpreendentemente, as expressoes relacionadas a desi-
gualdades matematicas eram expressas verbalmente devido a falta de uma simbologia
definida para tais propositos. Apenas posteriormente é que os simbolos que conhecemos
hoje para demonstrar as desigualdades foram introduzidos.

Sem a intengao de apresentar o desenvolvimento histérico completo das notagoes
para desigualdades, destacaremos os primeiros simbolos a serem utilizados na literatura
matemaética para tal tarefa. Por exemplo, os simbolos < e >, os quais sao lidos respec-
tivamente como “menor que” e “maior que”, surgiram pela primeira vez na literatura
no livro [10] intitulado “Artis Analyticae Praxis ad Aequationes Algebraicas Resolven-

79

das”, cuja traducao livre é “Aplicacoes das Artes Analiticas na resolucao de equacgoes
algébricas”. Este livro foi publicado postumamente no ano de 1631 pelo astrénomo e
matematico Thomas Harriot (1560-1621), nascido em Oxford, Inglaterra, e falecido em

Londres, também na Inglaterra.

Os simbolos criados por Harriot consistiam primordialmente na utilizacao de trian-
gulos. Entretanto, o editor de seu livro modificou os mesmos, transformando-os nos
simbolos mencionados inicialmente. Harriot descreve em seu livro: “O simbolo de mai-
oria (signum majoritatis), denotado por a > b, significa que a é maior que b, e o simbolo
de minoria (signum minoritatis), a < b, significa que a é menor que b.”

Os simbolos < e =, que sao lidos como “ menor ou igual que” e “maior ou igual que”,
respectivamente, foram introduzidos em 1734 pelo matematico, geofisico e astrénomo
francés Pierre Bouguer (1698-1758), o qual nasceu em Le Croisic, Franga, e faleceu em
Paris, Franca.

O matematico inglés John Wallis (1616-1703), nascido em Ashford, Inglaterra, e
falecido em Oxford, considerou nos anos de 1670 uma variagao dos simbolos de Pierre
Bouger. A variacao utilizada por ele consistia em retirar uma das barras horizontais
dos simbolos de Bouger.

E interessante apontar também que simbolos nao usuais para desigualdades surgi-
ram na literatura, como por exemplo “#” e “£”, os quais significam respectivamente
“nao maior que” e “nao menor que’. Esses simbolos, em conjunto com grande parte da
simbologia matematica da atualidade, foram criados pelo matematico, fisico e astro-

nomo Leonhard Euler (1707-1783), que nasceu em Basel, na Suiga, e faleceu em Sao
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2 ORIGENS DA SIMBOLOGIA PARA DESIGUALDADES

Petesburgo, no Império Russo (atual Russia).

Os simbolos que apresentamos foram os inaugurais a serem utilizados com o fim
de representar desigualdades, os quais sofreram variagoes e modificagoes ao longo do
tempo, culminando na simbologia de conhecimento comum. Para uma exposi¢ao mais

detalhada e completa do desenvolvimento desses simbolos, recomendamos a referéncia

13].
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3 DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ-
BUNYAKOVSKY

3 DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ-
BUNYAKOVSKY

Uma pergunta intrinseca ao estudo das desigualdades matematicas é a seguinte:
qual delas se apresenta como o melhor ponto de partida?
A resposta para essa pergunta veio através de uma passagem do livro Secrets in

Inequalities [9].

Qual é a desigualdade basica? A resposta comum é: MA-MG. Mas qual
é a mais original das desigualdades basicas? Inclino-me a responder a de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz. Por que? Porque Cauchy-Schwarz é muito
eficaz em provar desigualdades simétricas, especialmente desigualdades em

trés variaveis. [9, p. 34].

Um ponto importante sobre a desigualdade, tema deste capitulo, é que embora
em diversos locais do mundo a desigualdade seja atribuida a Cauchy e Schwarz, outro
matematico de sobrenome Bunyakovsky possui o maior mérito em relagao a obtencao
da desigualdade, fato que seré explicado na Segao 3.3.

Apresentamos a seguir a famosa Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky.

Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky). Sejam ay,--- ,a, e

by, -, b, numeros reais. A desigualdade

<Z ) (Z b) - (Z b) (1)

¢ verdadeira, ocorrendo a igualdade se, e somente se, existir uma constante o tal que:

ap = abg para todo k =1,2,...,n.

Em consonéncia com o que nos diz Hung, é pela desigualdade de Cauchy-Schwarz-
Bunyakovsky que iniciaremos este trabalho. Mas antes de apresentarmos a desigual-
dade e uma demonstragao para a mesma, apresentaremos alguns comentarios acerca

da vida e obra dos dois matematicos que dao nome a desigualdade.

3.1 BIOGRAFIA DE CAUCHY

Segundo Belhost [1], Augustin Louis Cauchy (1789-1857) foi um matematico francés

que nasceu em Paris em 21 de agosto de 1789, pouco mais de um més ap6s a queda
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3 DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ-
3.2 BIOGRAFIA DE SCHWARZ BUNYAKOVSKY

da Bastilha (14 de julho de 1789), evento que teve grande repercussao em sua vida,

haja vista que seu pai, Louis-Francois Cauchy, foi o principal comissario do Tenente
General de Policia de Paris.

Tal evento, segundo O’Connor (1997) [19], fez com que Cauchy e sua familia se
mudassem para Arcueil e s6 voltassem em 1794, quando o jovem Cauchy ingressou na
Ecole Centrale du Panthéon para estudar linguagens, a pedido do renomado matema-
tico italiano Lagrange (1736-1813), conhecido de sua familia.

No que concerne a parte cientifica, Cauchy foi conhecido pelo rigor cientifico em
sua prolifica carreira académica, na qual abrangeu diversas areas: Aritmética, Algebra,
Geometria, Estatistica, Mecanica, Anélise Real e Complexa e Fisica Matematica. A
famosa desigualdade obtida por Cauchy, fato ocorrido no ano de 1821, foi publicada em
seu livro classico [6]. Para os detalhes mencionados e diversos outros, recomendamos

a referéncia Steele [27].

3.2 BIOGRAFIA DE SCHWARZ

Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) foi um matematico alemao. No que se
refere as referéncias bibliograficas, Cauchy e Schwarz em muito se diferem. Enquanto
o primeiro é contemplado com uma ampla gama de biografias, o segundo é marcado
por uma auséncia delas.

Carathéodory em [4], aponta: Schwarz, apos formar-se no Ginésio de Dortmund
em 1860 e estudar quimica no Instituto Industrial de Berlim (que passou a se chamar
Universidade Técnica de Charlottenburg) sofreu logo cedo influéncia de seus professores
Kummer e Weiestrass, mudando sua area de estudo para a matemaética. Concluiu seu
doutorado em agosto de 1864 na Universidade de Berlim defendendo sua tese acerca
das superficies desenvolviveis.

Segundo Connor [21], Schwarz concentrou suas pesquisas em Aplicagoes Confor-
mes definidas sobre Superficies Poliédricas que atuam em Superficies Esféricas e em
problemas de Superficies Minimas. A desigualdade considerada nesta secao é uma

consequéncia dos resultados obtidos por Schwarz.

18
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3.3 BIOGRAFIA DE BUNYAKOVSKY BUNYAKOVSKY

3.3 BIOGRAFIA DE BUNYAKOVSKY

Segundo O’Connor em [23|, Viktor Yakovlevich Bunyakovsky, ou simplesmente
Bunyakovsky, nasceu em 1804, no antigo Império Russo, onde hoje fica a Ucrania.
Durante os primeiros anos de vida, estudou sob o regime de homeschooling, mas em
seguida fez seu doutorado em Paris em 1825, ap6s trabalhar com Cauchy.

Em 1825, voltou a Sao Petersburgo, onde lecionou e estudou durante muitos anos
em instituigoes como o Primeiro Corpo de Cadetes, a Academia de Comunicagoes e a
Academia Naval, oferecendo cursos em matematica e mecanica. Também foi professor
na Universidade de Sao Petersburgo de 1846 a 1880. Porém, o seu trabalho de in-
vestigagao cientifica foi realizado na Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo, tendo
ocupado o cargo de vice-presidente da instituicao até a sua morte, em 1889. Dentre as
suas grandes contribuicoes para o mundo académico, destaca-se o trabalho em teoria
dos numeros (onde apresentou uma nova prova da lei da reciprocidade quadratica de
Gauss), geometria e matematica aplicada. Em 1853, analisou o quinto postulado de
Euclides, fazendo um relato critico das tentativas anteriores de provéi-lo. Mas, cer-
tamente, sua maior contribuicao esta em descobrir, 25 anos antes, a desigualdade de
Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky, publicada em uma monografia em 1859 sobre desigual-
dades entre integrais. Por essa razao, em alguns paises, e no presente trabalho, seu

nome é acrescido a desigualdade junto aos autores previamente biografados.

3.4 DEMONSTRACAO

A seguir apresentamos a demonstragao da desigualdade que foi extraida de Wu [29].

Demonstragao. Quando <Z af) =0, ou (Z b?) = 0 temos que (1) é uma identi-

i1 i=1
dade.
n

Assim sendo, podemos assumir que A,, = <Z a?) #£0,B, = (Z bf) £ 0.
i=1

i=1

Defina
a; bz 1
T = —F7—— Y = 0= 1, y 1
VA, B,
Observe que
" a? a3 a? ai+az+---+a:  altaz+--+a
Zx?:_1+ 2 4.4y 2 no— ; g 5 =1
i=1 An An An An aiy +a;+---+a;
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3.4 DEMONSTRACAO BUNYAKOVSKY

n
. s . 2 _
Com o mesmo raciocinio acima obtemos E y; = 1.
i=1

zn: 7} = zn: y; =1
i=1 i=1

Afirmamos que a desigualdade (1) é equivalente a

Logo

Tiyr + ToYo + -+ Ty, < 1. (2)
De fato,
n n n 2
<Z af) (Z b?) > (Z aibi) —
i=1 i=1 i=1
v Aan 2 Z aibi <~
i=1
1 > a1b1+a2b2+-~-—|—anbn
- VA, B,
Logo,
a1b1 I a2b2 4 i anbn < ] e
Ty + ToYo + o+ Tpyn <1,

como queriamos.

Admitindo que a desigualdade (2) é valida, temos:

IN

T1Y1 + Tayo + -+ TpYn 1l

2Ty + Toyp + -+ Tyn) < 14 1=

2@y +Tays + o+ wpyn) < (@fFag b an) F (A y o) (3)
Note que a tultima desigualdade acima é equivalente & desigualdade
(21 = y1)* + (2 = 92)* + - + (20 — ya)® > 0.

Como a tltima desigualdade é sempre verdadeira, segue que (1) é valida, provando

assim a primeira parte do Teorema 2.
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3.5 PROBLEMAS BUNYAKOVSKY

Para a segunda parte, note que a igualdade em (1) é equivalente a

(xl - y1)2 + (1‘2 - y2)2 + e+ (xn - yn)2 - 07
a qual ocorre se, e somente se, i = yi, k = 1,2, ...,n. Portanto

Qg by,

VA,
VB,

3.5 PROBLEMAS

o que implica a; = < ) bi, justificando a segunda parte do resultado. O

Problema 1 (Iran MO 1998): Sejam z,y, z nimeros reais maiores que zero tais que

prove que

Ve—1+y—-1+vz—-1<Vr+y+z

Solugcao: A solugao a seguir pode ser encontrada em [14, p. 169]. Nossa hipotese

implica que . . X
l——4+1—-——4+1—--=1,
x Y z

0 que acarreta

+ + = 1. (4)

x y z
r—1 y—1 z—1
Defina alzﬁ,GQZ\/@,agz\/},blz yby = e by = . Logo
x y z

3

temos a1by = vx — 1,asby = \/y — 1,a3bs = v/z — 1. Segue de (4) que be = 1. Pelo

(£ ()= (5+)

Teorema 1, temos
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3.5 PROBLEMAS BUNYAKOVSKY

3
Usando que Z b? = 1 temos

i=1
3 3 2
E a? > a;b;
7, = 1Y .
i=1 i=1

Portanto

2
T4+y+z> [\/x—l—i-\/y—l—l—\/z—l] :

o que implica

Vity+z>Ve—1+y—1+vz—1,

como desejavamos. O]

Problema 2 (IMO 1981): P é um ponto interior de um triangulo AABC dado.
D, E, F sao os pés das perpendiculares partindo de P para as linhas BC,CA, AB,

respectivamente. Encontre qual é o ponto P, interno ao AABC, tal que a soma

BC+ CA +AB
PD PE PF

seja minima.

Solugao: A solugao descrita a seguir se encontra em [14, p. 157]. Sejam a,b,c, x,y, z

os comprimentos dos segmentos AB, BC,CA, PD, PF, PE respectivamente. Devemos
c a
mostrar que a soma — 4 — + — seja minima.
x oz oy
Note que bx + cz + ay = 2AABC em que AABC denota a area do triangulo de

vértices A, B e C. Defina os ntmeros

\/3 \/E \/E
a; = —, A2 = —, a3 = -
T V4 Y

by = Vbx, by = \/cz, bs = \/ay.
Temos

3 3
b ¢ a
2 2
E a; $+Z+y’§:1 ; T +cz+aye E a +c+a

1=1 1=1
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3.5 PROBLEMAS BUNYAKOVSKY

Logo, pelo Teorema 1 temos

b
(b:c—ircz—l—ay)(——l—f—i—g) > (a+b+c)? <
x oz oy
bioeyay bcta®
x oz oy 2A(ABC)

em que a igualdade ocorre se, e somente se, existir a € R tal que

b
\/j: ava,\/E: oz\/cz,\/gz ar/ay,
x z Yy

0 que ocorre se, e somente se, r = y = z, ou seja, no incentro do tridngulo AABC.

Figura 1: Visualizagao geométrica do Problema 2
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4 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

4 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Nessa segao, apresentaremos a cléassica desigualdade entre as médias aritmética e
geométrica, a qual sera descrita precisamente a seguir. Observe que a notagao utilizada
para descrever a média artmética sera: A, ja média geométrica, por sua vez, sera

representada por G,

Teorema 2 (Desigualdade das médias aritmética e geométrica). Considere

An:¥eGn:<ﬁai>nv

i=1

em que aq, ..., a, Sa0 numeros reais positivos, a média aritmética e geométrica de tais
numeros respectivamente. Entao, A, > G, com a igualdade ocorrendo se, e somente
S€, A1 = A = ... = Qp.

CL1+CL2

Considerando a; e as ntmeros reais positivos, um circulo de raio e as
relagoes métricas de um tridngulo retangulo, podemos interpretar geometricamente o

Teorema 2 conforme a figura abaixo.

a1+ as
2
V a1a3
O
a, a,

a1 + as

5 > /103

Figura 2: Interpretacao geométrica do Teorema 2

24



4.1 HISTORIA 4 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

4.1 HISTORIA

A historia da desigualdade entre as médias remonta a Grécia Antiga, um periodo de
grande desenvolvimento da Matemética e da Filosofia. A referida desigualdade possui
registros desde os tempos do famoso matemético Euclides de Alexandria, cujos intensos
esforgos contribuiram de maneira imensuravel para o desenvolvimento da Matematica.
Euclides ¢é considerado pelos mateméticos como o pai da Geometria, o qual se destaca
como uma figura central na histéria da disciplina. Suas contribui¢des na area nao
se limitaram apenas ao avanco da Geometria, mas também na organizacao logica da
mesma o que o fez escrever o mais importante tratado de Geometria “Os Elementos”.
Para mais os detalhes mencionados aqui e outros, veja por exemplo [2].

No que tange o surgimento da primeira demonstragao matematica da desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica atribuida a Colin Maclaurin (1698-1746), mate-
matico escocés, em 1729. E oportuno mencionar também que Cauchy, em seu trabalho
classico “Cours d’Analyse”, apresenta uma bela demonstracao para a desigualdade que

permanece famosa até os dias atuais.

4.2 DEMONSTRACAO

Iniciaremos a demonstracao do Teorema 2, na qual seguiremos o que esta descrito
no artigo [16].

O lema a seguir terd um papel importante na demonstracao do Teorema 2.
Lema 1. Sejam aq, ..., asn,n € N numeros reais positivos e considere
1
ol 1.
Qs
i=1""
Agn = 2—71 € ng = (HCh) .
i=1
Entao Asn > Gon com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a; = Qg = ... = agn.

Demonstrag¢ao. Provemos o lema, por indugao. Para n = 1, temos que demonstrar que

CL1+CL2

5 > \/aias (5)

que é equivalente a (a;—az)? > 0, 0 que sempre ocorre com a igualdade sendo verdadeira

se, e somente se, a; = as.
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4.2 DEMONSTRACAO 4 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Suponha que a desigualdade desejada é valida para n = k, isto é,
A2k Z G2k (6)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a; = ay = ... = aqge. O objetivo sera
demonstrar que Agrr1 > Gortr.

Observe que

a1+ ag + -+ - + Qgk+1

k+1

1 far+as+--+ Aok Qok 41 + Gokyog + -+ + Gok+t1 (7>
2k * 2k '

A2k+1 -

Logo, pela hipotese de indugao (6) aplicada em (7) temos

Agryr > ( Q{C/alag < Qok + 2\I€/a2k+1a2k+2 cee a2k+1) . (8)

1
2

E, mais ainda, por (5), aplicada em (8) temos

k
Agkyr > \/ 3/0102 + - - Aok ok 41 * * + Agk+1
k
= 2 +\1/a/1a2 . e a2ka2k+1 P a/2k+1

- G2k+1 .

Logo, por indugao, provamos a desigualdade desejada. Claramente a igualdade ocorre

se, € somente se, a; = ag = -+ = Ggk+1. O]
Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 2.

Demonstragcao do Teorema 2. Quando aplicamos o Lema 1 em 2" ntimeros reais posi-
tivos ay, ag, -+, ay, Gp,...,G,, em que G,, = ajas - - - a,, temos
—_———
2" —n termos
ar+ -t a,+Gut o+ G,
—_———

. 2" —n termos Z 2{1/(11@2 L. an<Gn)2"—n
2 - _ (9)
= R/(Gn)™(Gr)?"

=Gy
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4.3 PROBLEMAS 4 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Agora, observe que
a+as+---+a, =nA,. (10)

Substituindo (10) em (9) temos

A, + (2 = n)(Gh)
on =

Multiplicando ambos os lados da tltima desigualdade por 2" temos

nA, + (2" —n)(G,) > 2"G,,

na qual ao subtrairmos (2" — n)(G,,) tem-se
nA, >2"G, — (2" —n)(G,),
o que resulta em

nA, > nG,.

1
Ao multiplicarmos ambos os lados da tutima desigualdade por —, obtemos
n

ATL Z Gn7
como querfamos. Pelo Lema 1, observe ainda que na desigualdade (9) a igualdade
ocorre se, e somente se, a; = as = --- = a, = (G,, Mas isso ocorre se, e somente se,
aL=Qy =+ = Q. ]

4.3 PROBLEMAS

Problema 3 (Russian MO 2004) Sejam a, b, c nimeros reais positivos, cuja soma é 3.

Prove que
Va+Vb+/e>ab+be+ ca (11)

Solucao: A solugao apresentada para esta questao pode ser encontrada em |9, p. 18].

Sejam x1 = a,x9 = b e x5 = ¢, logo (11) pode ser reescrita como

V1 + /Te + /T3 > 1129 + Toxz + T327,
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4.3 PROBLEMAS 4 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

ou ainda,

2V +r2 + Vg) =2 2210 + w13 + 7371 (12)

Vamos encontrar uma expressao equivalente para o lado direito de (12). Observe que

(x1 + 22 + 3:3)2 = (2% + :Eg + x%) + 2(z129 + wow3 + X371 ) =

2(11m9 + Toxs + w311) = (21 + 29 + 23) — (23 + 25 + 73) <= (13)

2(z1 79 + Tox3 + w371) = 9 — (77 + 25 + 73),

onde na ultima igualdade usamos a hipdtese x; + x5 + x3 = 3. Segue de (12) e da

igualdade anterior que a desigualdade em (11) é equivalente a

(aF + a5+ a3) + 2 (Van + Vs +/13) > 9. (14)

Demonstremos (14). Pelo Teorema 2 e a hipotese x; + x2 + 23 = 3 temos

> (et vE S vE) 2 8 Zm)
- 3 ZF)
o Z)

= 9,
o que justifica (14), finalizando a resolugdo do problema. ]
Problema 4 (SKMO 2005) Prove que
a b c 3
@1 DO+ LD+ erDatD) =\

em que a, b, ¢ sao nimeros reais positivos com abc = 1.
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4.3 PROBLEMAS 4 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Solugao: No que segue apresentaremos a solucao oficial disponivel em [30]. Note que

a b c
@+ )0+ O+ DerD  (er D@+

a(c+1) bla+1) c(b+1)
(a+1)(b+1)(c+1) (a+1)b+1)(c+1) (a+1)(b+1)(c+1)
da(c+1)+4b(a+1)+4c(b+1) > 3(a+1)(b+1)(c+1)

4(ab+ac+bc+a+b+c) > 3(abc+ab+ac+bc+a+b+c+1) <=

v

A%
S W

—
—
—

ab+ac+bc+a+b+c> 3(abc+1).
A hipoétese abc = 1 nos permite escrever a equivaléncia
ab+ac+bc+a+b+c>3(abc+1) < ab+ac+bc+a+b+c>6.

Logo, precisamos demonstrar que o lado direito da desigualdade anterior seja verda-

deiro. Para demonstrar tal desigualdade, note que pelo Teorema 2 e o fato de abc = 1,

tem-se
ab+ac+bc+a+b+c>6Vab-ac-bc-a-b-c
= 6vabc
=6.
Portanto a desigualdade proposta no problema é verdadeira. O
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5 DESIGUALDADE DE NESBITT
5 DESIGUALDADE DE NESBITT

No que segue, apresentamos a Desigualdade de Nesbitt. Esta desigualdade nao
costuma ser discutida no ensino basico entretanto, sua demonstracao é perfeitamente
acessivel para este nivel de ensino e é frequentemente empregada em competicoes de

Matemaéatica.

Teorema 3 (Desigualdade de Nesbitt). Se a,b e ¢ sao nimeros reais positivos, entdo

a b c
+ +
b+c a+c a+bd

com a igualdade ocorrendo se e somente se, a = b = c.

3
>_7
-2

A seguir, apresentaremos uma pequena biografia de Nesbitt. E digno de nota

mencionar a escassez de registros sobre sua histéria na literatura.

5.1 BIOGRAFIA DE NESBITT

Alfred Mortimer Nesbitt (1854-1926), foi um compositor, professor, misico, mate-
mético, critico musical e jogador de criquete inglés. Nesbitt comegou seus estudos na
Brace Castle School em Londres. Teve distinta carreira académica na Universidade
de Oxford, onde foi bolsista em Mateméatica. Nesbitt também teve acesso imediato a
bolsa Junior University Mathematical Scholarship, e ainda recebeu uma bolsa especial
dos fundos da universidade gragas a sua habilidade. Em 1877 tornou-se professor de
Matematica da Manchester Grammar School, e em 1882 foi escolhido como diretor da
mesma, cargo que renunciou para seguir como professor assistente de matemética e
filosofia natural no Trinity College em Melbourne. Para os fatos biograficos apresenta-
dos aqui e outros, sugerimos [28].

Uma outra faceta, e a que tornou possivel este pequeno texto, sobre Nesbitt, foi a
sua vertente musical. Mas como, ela nao representa o nosso foco principal, passemos
entao para prova da sua mais importante contribuicao para a mateméatica que é a

desigualdade de Nesbitt, originalmente publicada em Nesbitt [17].

5.2 DEMONSTRACAO

A demonstragao que consideraremos a seguir do Teorema 3 pode ser encontrada em
[14, p. 61], a qual dividiremos em dois lemas auxiliares que implicarao a Desigualdade
de Nesbitt.
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5.2 DEMONSTRACAO 5 DESIGUALDADE DE NESBITT

Lema 2. Sejam a,b e c reais positivos. Vale a identidade.

1 1 1 b
m+b+@( + + )—3 4 +— (15)

a+b b+c c+a :b—l—c c+a a+bd

Demonstracao. Realizaremos a demonstracao mediante um calculo direto. Note que

| 1 1
m+b+@( +— )—3 I~

a+b b+c c+a :a—irb bd+c c+a

b b b c c c
+ + + + + + -3
a+b b+c c+a a+b b+c cHa
a b c a+b b+c c+a
= + + + + + -3
b+c c+a a+b a+b b+c cH+a
a b c
= + + ;
b+c c+a a+b
o que demonstra o resultado.
O
Lema 3. Se x,y e z sao reais positivos, entao
1 1 1
(+y+z2)|—-+-+-)>09. (16)
x Yy oz

Demonstragao. A demonstragao apresentada pode ser encontrada em [14, p. 120]. Pelo

Teorema 2 temos as desigualdades

as quais multiplicadas fornecem
1 1
ry+2) -+ +2) 2 ) (3]
o que fornece o resultado.

Agora estamos prontos para demonstrar a Desigualdade de Nesbitt.
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5.3 PROBLEMAS 5 DESIGUALDADE DE NESBITT

Demonstragcao do Teorema 3. Pelo Lema 1, temos

b 1 1 1
° 4 +— —wa+b+@< + + )—3

b+c¢ c+a a+b a+b b+c cHa

Logo,

a b & 1 1 1 1
b—l—c+c+a+a+b 2[(a+)+( JrC)JF(CjLOL)](a—l—b+b+c+c—l-a) ’

Pelo Lema 2, temos

a b c
+ -
b+c c¢c+a a+bd

b

9 3
>2 _3=°2
=92 2

como queriamos.

5.3 PROBLEMAS

Curiosamente, a solicitacao da demonstragao do Teorema 3 surgiu em competicoes
de Matematica, conforme destacaremos no problema a seguir. Resolveremos o problema

com uma demonstracao distinta em relacao a que foi apresentada anteriormente.

Problema 5 (Indian RMO 1990) Sejam a,b e ¢ nimeros reais positivos prove que:

a N b . c >3
b+c¢c a+c a+b " 2

Solugao: A solugao a seguir pode ser encontrada em [14, p. 37|. Notemos inicialmente

que
a b c a? b? c?

b+c+a+c+a+b:a(b+c)+b(a+c)+c(a+ )

(17)

Considere © = a(b+c¢),y = b(c+a),z = c(a+b),a; =
VZ,by = \/y e by = \/z. Pelo Teorema 1 temos

b.
b= Sy
\/gaS_\/zal_

b c
AL AN :=¢(54~—+—> rty+2)> (a+b+c)’
<i=1 =1 B =1 x y < ( ) B ( )

a? b P
:>(—+—+—)z
T Yy z

(a+ b+ c)?
2 +y+2)

32



5.3 PROBLEMAS 5 DESIGUALDADE DE NESBITT

Utilizando na ultima desigualdade que x +y + z = 2(ab + bc + ca) temos

a> b P (a+b+c)?
—t—+ =] > . 18
(x+y+z)_2(ab+bc+ca) (18)

Afirmamos que
(a+b+c)?
- > 1
ab+ bc+ ca — (19)

De fato, observe que

(a+b+c)?

— > b+c)* > 3(ab+b
ab+bc+ca_3<:)(a+ +¢)* > 3(ab + be + ca)

< a® +b* + ® + 2(ab + be + ca) > 3(ab + be + ca) (20)

— a?+ b+ —ab—bc—ca>0.
Notando que

a?+ b+ —ab—bc—ca= =[(a—b)?+(b—c)?+(c—a)

N | —

>

e}

Y

segue das equivaléncias contidas em (20) que (19) é verdadeira.
Logo de (17), (18) e (19) temos

a b c a b? c?
b—l—c+a+c+a+b_ a(b+c) +b(cH—c)ch(a—l—b)
(a+b+c)?

(ab + be + ca)

2
3
2

v

)

o que finaliza a resolucao.

]

Problema 6 (Zhautykov Olympiad, Kazakhstan 2008) Sejam z,y e z nimeros

reais positivos tais que zyz = 1. Prove que

1 1 1
+ +
Yyz+z zxr+x xY—+yY

3
> 2
-2
Solugao: Apresentaremos a seguir uma solugdo que pode ser encontrada por exemplo
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5.3 PROBLEMAS 5 DESIGUALDADE DE NESBITT

a b c
em [14, p. 136]. Reescreva os numeros z,y e z como z = g,y = - ez = — em que
a

a=uxz,b=1,¢c=(1/y). Note que zyz = 1 como requerido pelo problema. Realizando
tal substitui¢ao na desigualdade do problema, notamos que a mesma é equivalente a

nova desigualdade

1 1 1 3
b c ta aty b =
ca a W b pe ¢
o que simplificando se torna a desigualdade
a n b n c 3
b+c cH+a a+ b 2’
a qual é verdadeira devido ao Teorema 3. O

Problema 7 (Korean MO 2000) Sejam a, b, ¢, z,y, z nimeros reais positivos tais

quea>b>c>0,x>y>z>0. Prove que

a2z b2y 252
+ + >

(by + cz)(bz 4+ cy)  (cz+azx)(cx +az) (ax + by)(ay + bx)

] w

Solugao: No que segue apresentamos a solucao de [14, p. 176]. Como a > b > c e

x>y >z temos (b—c)(y —z) > 0. Note que

(b—c)y—2)=20=by—=2)—cly—2) =0
=by—bz—cy+cz>0,

0 que acarreta
bz + cy < by + cz. (21)

Pelo Teorema 2 temos 2(by)(cz) < (by)? + (¢2)?, o que acarreta a desigualdade

by)* +2(by)(cz) + (c2)*

(by + c2)* = (
< 2((by)* + (c2)?),

a qual combinada com (21) fornece

(by + c2)(bz + cy) < (by + c2)? < 2((by)* + (c2)?). (22)
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5.3 PROBLEMAS 5 DESIGUALDADE DE NESBITT

Sejam k = (ax)?, | = (by)* e m = (cz)?. Segue de (22) que

a’a? ka2
>
(by + cz)(bz 4+ cy) — (by)? + (cz)?
. (23)
20+ m)
Um argumento similar fornece as desigualdades
2.2 2.2
b7y > l 7 cz > m__ (24)
(cz +ax)(cx +az) = 2(m+ k) (ax + by)(ay + bx) ~— 2(k +1)
Somando as desigualdades (23), (24) e utilizando o Teorema 3 temos
a’x? b2y? 222 1 k l m
- - > = - +
(by + cz)(bz+cy) (cz+ax)(cx+az) (ax+by)(ay+bx) ~2\l+m m+k k+I
>3,
!
como queriamos. 0

35
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6 DESIGUALDADE DE SCHUR

Neste capitulo, consideraremos a Desigualdade de Schur. Assim como a desigual-
dade apresentada no capitulo anterior, ela nao é rotineiramente ensinada no ensino
bésico, entretanto, pode ser obtida através de argumentos bésicos aprendidos no En-

sino Médio.

Teorema 4 (Desigualdade de Schur). Se a,b, ¢ sdo reais positivos e n € N, entao
a"(a—Db)la—c)+b"(b—c)(b—a)+"(c—a)(c—0) >0

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b= c oua =b,c =0 ou através das possiveis

permutacoes de tais casos.

6.1 BIOGRAFIA DE SCHUR

Issai Schur (1875-1941) foi um matematico que nasceu em Mahilou, Russia, e faleceu
em Tel Aviv, Israel. A vida de Schur foi marcada por um contexto historico nada
favoravel. De acordo com a referéncia [24], Schur nasceu em uma Rissia ainda sob
o regime czarista, com Alexandre II como imperador. Schur nao teve condigoes de
manter-se como matematico, o que o levou a mudar-se para a Alemanha, onde obteve
o titulo de doutor em 1901 e, em seguida, tornou-se professor titular na Universidade
de Berlim em 1916.

No campo matemético destacou-se no trabalho de Schur, segundo [20], os seus
estudos em teoria dos nimeros, combinatoria e representacao de grupos. Os trabalhos
de Schur chegam até mesmo & Fisica Teoérica. Destaca-se em sua obra também a
chamada decomposicao de Schur.

Ainda segundo Brown [24], um fato interessante da biografia de Schur é que por
vezes ele foi referido como I. Schur ou como J. Schur. Segundo a referéncia mencionada,
ocorria uma confusao entre as letras “I” e “J”, provavelmente devido a semelhanca entre
essas letras (quando maitsculas) na fonte Gothic script, a qual era comumente utilizada

na Alemanha durante o século XIX até meados de 1941.

6.2 DEMONSTRACAO

A prova a seguir esta contida em Riasat [25].
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6.3 PROBLEMAS 6 DESIGUALDADE DE SCHUR

Demonstrac¢ao do Teorema 4. Suponha que a > b > ¢, sendo os demais casos analogos.

A desigualdade de Schur pode ser reescrita como
(a—=b)(a"(a—c)=b"(b—c))+"(a—c)(b—c) >0,

o que é verdade devido ao fato que (a —b) > 0,(a —¢) > 0,(b—¢) > 0. Note que na
desigualdade anterior a igualdade ocorre, se e somente se, a =b=coua=>b,c=0 ou

através das possiveis permutagoes de tais casos. O

6.3 PROBLEMAS

Problema 8 (IMO 1964) Sejam a, b, ¢ a medida dos lados de um triangulo. Prove
que
a®>(b+c—a)+b*(c+a—b)+c(a+b—c) < 3abe. (25)

Solugao: No que segue apresentamos a solugao descrita em [25, p. 28]. A desigualdade

(25) pode ser reescrita como
a’ +b* + ¢ 4 3abe > a®b + ab® + b*c + b + Ca + ca®

ou ainda,
a(a —b)(a—c)+bb—c)(b—a)+c(c—a)(c—b) >0,

o que é verdade por ser a desigualdade do Teorema 4.
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6.3 PROBLEMAS 6 DESIGUALDADE DE SCHUR

B
a
C
C
b
A

Figura 3: Visualizacao geométrica do Problema 8
O

Problema 9 (Canadian MO 1992) Sejam x,y, z > 0, prove que
vle—2) +yly—2)" 2 (@ —2)(y—2)(@+y—2) (26)

e indique em que casos a igualdade ocorre.

Solugao: A solugao apresentada a seguir pode ser encontrada na referéncia [14, p. 128|.

Podemos reescrever a desigualdade (26) como

=2 +yly—z2)P>a@—2)(y—2) +yl@e—2)(y —2) — 2(z — 2)(y — 2),
ou ainda

se—z)e—z—y+2)+yly—2)y—z—a+2)+z2(x—-2)(y—2) =0,
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6.3 PROBLEMAS 6 DESIGUALDADE DE SCHUR

ou finalmente
vz —y)(xz—2)+yly—2)y—2)+z2(z—2)(z—y) >0

que é a propria desigualdade de Schur. Logo a igualdade ocorre, se e somente se,

r=y==zoux=y,z =0 e suas permutagoes. ]
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7 DESIGUALDADE DE JENSEN
7 DESIGUALDADE DE JENSEN

Este capitulo ¢ dedicado & Desigualdade de Jensen, que sera apresentada a seguir.
Para compreendé-la, serd necessario entender o conceito de funcao convexa, ampla-
mente utilizado em diversas areas da Matemaética e rico em aplicacdes. E importante
ressaltar que a aplicacao da Desigualdade de Jensen muitas vezes requer argumentos
basicos do Calculo Diferencial e Integral. Este tltimo topico nao é ensinado no ensino
bésico nacional, no entanto, existem paises que abordam esse assunto nesse nivel de
ensino e os estudantes podem aplicéd-lo em competi¢oes mateméaticas de Ensino Médio,
o que ocorre com frequéncia. Portanto, este capitulo oferece um material de apoio para
os interessados nas técnicas apresentadas aqui, as quais podem auxilid-los na resolugao

de diversos problemas de nivel olimpico.

Teorema 5 (Desigualdade de Jensen). Seja f uma fun¢io convexa em um intervalo
(a,b) C R, e p1,p2, ..., pn € (0,1) numeros reais tais que p1 +ps + -+ + p, = 1. Para

Ty, X, Ty € (a,b) ocorre

pif(x1) +paf(ze) + - 4+ puf(zn) > f(pro1 + paxa + -+ + Poy).

Apresentaremos no que segue uma breve biografia de Jensen, a definicao de fungao
convexa, a demonstracao da Desigualdade de Jensen e um resultado auxiliar que per-

mite a aplicagao desta em diversos cenarios.

7.1 BIOGRAFIA DE JENSEN

Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925) nasceu em Nakskov, em 8 de
maio de 1859. Apesar de ser de uma familia nao abastada, completou seus estudos em
Copenhague ap6s seu pai regressar a Dinamarca. Em 1876, ingressou na Faculdade
de Tecnologia, onde estudou disciplinas cientificas, incluindo Fisica, Quimica e Mate-
matica, sendo esta ultima o principal foco de toda a sua carreira. Jensen comegou a
realizar pesquisas por conta proépria enquanto ainda era estudante e nao ocupou ne-
nhum cargo académico.

Para conseguir se sustentar e seguir pesquisando, aceitou um emprego na Inter-
national Bell Telephone Company, que mais tarde passou a se chamar Copenhagen
Telephone Company, a qual prosperou devido aos avancos impulsionados por Jensen,

que trabalhou para a empresa até 1924 como engenheiro de telecomunicagoes.
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Em razao de trabalhar integralmente na empresa telefénica, Jensen dedicava-se a
matematica apenas nas horas vagas, o que nao representou um impedimento para que
sua genialidade fosse aflorada e reconhecida.

Entre as suas maiores contribuigoes esta a Monagrafia sobre fungao Gama, em 1891,
que é apontada até hoje como a melhor representacao desta funcao.

Jensen contribuiu para o avanco nos estudos relacionados a Hipotese de Riemann,
provando um teorema que enviou a Mittag-Leffler, que o publicou no ano de 1899.

Em 1906, demonstrou no famoso trabalho [11] uma desigualdade para fungoes con-
vexas, a qual hoje leva seu nome, que detinha uma série de desigualdades classicas
CcOmo casos especiais.

Jensen faleceu em 5 de margo de 1925, deixando um legado de investigagoes mate-
méticas claras e concisas fazendo-os de modo simples, mas nao menos valorosas. Para

as informagoes aqui mencionadas e mais outras, apontamos Connor [22| e Ngrlund [18].

7.2 FUNCOES CONVEXAS

Iniciamos esta secao com a definicao de funcao convexa, a qual é fornecida a seguir.

Defini¢ao 1. Uma fungao f : (a,b) — R € dita convezxa, se para todos x,y € (a,b) e
para todo o € (0,1) € vdlida a desigualdade

af(z) + (1 —a)f(y) = flaz + (1 - a)y).

Note que se f : (a,b) — R & convexa, entdo todos os pontos (p, f(p)) comx < p <y
ficam abaixo do segmento de reta que liga os pontos (z1, f(x1)) e (2, f(22)). Vamos
justificar matematicamente, conforme apresentado em [14, p. 21], tal afirmagao. A

reta que liga os pontos (z1, f(z1)) e (22, f(x2)) é dada por

f(ﬂ;zz - il(xl) (z—x)=y= —f(x;i — ifxl)

y— flz) = (@ — 1) + f(z1)  (27)
Observe que podemos reescrever cada = € (a,b) como

x=pr;+ (1 —p)rg,em que 0 < p <1, (28)

em que p; e py dependem de z. Devido a definigao de func¢ao convexa, (28), segue que
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a equagao (27) pode ser reescrita como

Vo

M[pxl + (1 = p)ag — 1] + f(21)

o) 210 4 )y — )] + o)

(f(22) = f(21))(1 = p) + f(z1)
pf(z1) + (1 —p)f(z2)
f(pri + (1 —p)f(x2))
/),

o que justifica a afirmagao.

Geometricamente, uma fungao convexa pode ser visualizada como apresentado na

figura abaixo.

Figura 4: Representagao grafica de uma fungao convexa

7.3 DEMONSTRACAO

Demonstra¢ao do Teorema 5. No que segue, utilizaremos a demonstragao de Cover|5].

A mesma seré feita por meio de inducao.

O caso inicial n = 2 decorre da definicao de fungao convexa. Suponha agora que
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ocorre a hipotese de indugao, isto €, a desigualdade

sz ) > f <Zplxl>

é valida em que para quaisquer z; € (a,b),p; € (0,1),i=1,....,ncom p;+---+p, = 1.
Sejam agora x; € (a,b),p; € (0,1),i=1,...,n+1com p; + -+ ppr1 = 1 e defina

. Di . . .
os nimeros ¢; = ———,i = 1,...,n, os quais satisfazem ¢; + --- + ¢, = 1.
. 11— Pn+1
Precisamos demonstrar que

Zpif(xi) > f (sz%) : (29)

Pela hipotese de inducgao temos

Note que

n+1

Zplf<xl> = sz +pn+1f<xn+1)

= (1 _pn+1) Z%f(xl) +pn+1f(xn+1>

(1 = pot1) f (Z C]z‘%’) + D1 f (Tnt1)

=1

f (Z(l — Pn+1)@iTi + pn+19€n+1>

=1

n+1
_ g (zp) ,
=1

em que na pentiltima desigualdade foi utilizada a hipotese de inducao e na tultima a

v

Vv

defini¢ao de fun¢ao convexa. Portanto estd demonstrado (29), o que nos fornece o

resultado. O
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7.4 PROBLEMAS

Antes de passarmos aos problemas que serao resolvidos nesta secao, apresentamos
a seguir um resultado do Célculo Diferencial e Integral, que pode ser encontrado em

Elon [13], o qual é de grande utilidade para demonstrar que uma fungao é convexa.

Proposicao 1. Seja f : (a,b) — R duas vezes derivdvel em (a,b). Tem-se que f €

convera se, e somente se, f"(x) > 0 para todo x € (a,b).

Problema 11 (IMOSL 1998) Sejam 71,79, ..., 7, nimeros reais positivos maiores

ou iguais a 1. Prove que

1 1 1
>

n
nrl ol TR LT Uanom il

Solugao: A solugao apresentada pode ser encontrada pelo leitor em [7, p. 636]. Consi-

(30)

dere a funcao f(z) = 15 e x > 0. Observe que pela Regra do Quociente temos
61’
(14 e*) —1(1 +e*) e
f/(x) - ( ) m<2 ) - z)2°
(1+e) (1+e)

Utilizando a Regra do Quociente e a Regra da Cadeia temos

(ez)/(l + eac)Q _ ex((l + eac)Q)/ B ez(ea: _ 1)

= >0 tod >0
(1—}—61)4 (61—1)3 , para todo x ;

f'x) = -

pois e — 1 > 0, qualquer que seja z > 0.

Como f”(x) > 0, para todo = > 0, temos pela Proposi¢ao 1 que f é convexa.

Pelo Teorema 5 aplicado para p; = —, z; = In(r;),i = 1, ..., n, segue que
n

fn(r)) + f(In(ry)) + -+ f(in(ry)) S <ln(7‘1) +In(ry) - + ln(rn)>

n n
ou ainda,
1 1 1 1 1
- + 4. > ]
n\l+mr 14mr L+mr, Yrirg o+ 1
Portanto,
1 1 1 n
- ot > :
1+r 141 L4+r, = /rrg--r, +1
como queriamos. (]
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Apresentaremos para o problema a seguir uma solugao original.

Problema 10 (IMO 2001) Sejam a, b, ¢ nimeros reais positivos. Prove que

a b c
+ + >1 31
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 +8ab T (81)

Solugao: A solucao apresentada para este problema pode ser encontrada em [14, p.

1
179]. Considere a func¢do f(z) = —=,z > 0. Note que

\/57
/ _ 1 ”:C:i
f@) = 5o 1) =

o que implica que f”(z) > 0, para todo = > 0. Considerando no Teorema 5

_a _c
P1= Sap2 S7p3_ Sa
em que S =a+b+c,

a’>  8be b  Sac ¢ 8ab

N et T gt BT et e

e notando que p; + p2 + p3s = 1 temos

a b c
S + 5 + 5 >
a\ 2 8be b ac c\ 2 ab
\/ (5) + (s—) \/ (5) * (s—) \/ (5) + (s—)
1
(32)
a a® + 8be +2 b? + Sac +£ c® + 8ab
S 52 S 52 S 52
B 1
a3+ b + 3 + 24abc
g3
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Por outro lado temos pelo Teorema 2 que

S?=(a+b+c)?

=a® + b0+ + 3(a’b + a*c + bPa + b*c + *a + ¢*b) + 6abe
> a® + b + & + 18V abbb¢b + Gabe
= a4+ b + & + 24abc,

o que implica

a® + b + ¢ + 24abe
S3 =
A ultima desigualdade e (32) fornecem

a b c

+ + =
vaz+8bc b2 +8ca 2+ Sab
a

como queriamos.
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8 CONCLUSAO

Neste trabalho, foram estudadas as desigualdades matemaéticas classicas de Cauchy-
Schwarz-Bunyakovsky, das Médias, de Nesbitt, Schur e Jensen em relagao as suas
demonstracoes e aplicacoes olimpicas, assim como as biografias dos matematicos que
as obtiveram e os fatos historicos relacionados a elas.

No que diz respeito a parte historica, o trabalho apresentado teve como maior de-
safio encontrar fontes confidveis para a confeccao das biografias. A dificuldade em
encontrar fontes primérias ou fontes secundarias confidveis implicou em grandes de-
safios, os quais foram contornados e tomaram a maior parte do tempo em relagao a
pesquisa necessaria para a elaboragao deste trabalho.

Em relagao a parte técnica, foram apresentadas demonstragoes nao habituais das
desigualdades consideradas, e estas foram aplicadas a diversos problemas de olimpiadas
internacionais de matematica. Os problemas em questao foram escolhidos meticulo-
samente, objetivando que o trabalho fosse autocontido para uma melhor compreensao
dos alunos. O estudo detalhado e a aplicacao das desigualdades demonstraram nao
somente sua elegancia matematica, mas também sua grande aplicabilidade e eficacia
na resolucao de problemas complexos e desafiadores propostos ao redor do mundo.

Através da abordagem apresentada, buscamos fornecer um recurso educacional
util tanto para os interessados nos aspectos historicos das desigualdades considera-
das quanto para estudantes que almejam se preparar para competicoes matematicas,
assim como para aqueles com altas habilidades e interesse em obter ou aprofundar seus

conhecimentos nos topicos abordados no trabalho.
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