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Resumo

Destacamos 0 uso da contextualizagdo no ensino de matemética como forma de incentivar a
aprendizagem dos conteudos. Para isto, estudamos as principais caracteristicas do ensino
contextualizado e o aplicamos a teoria dos logaritmos, dando énfase as necessidades que estimularam
sua criacdo e as suas atuais utilizacbes nas ciéncias. Apresentamos caracteristicas importantes dos
logaritmos para o conhecimento do professor que pode reforcar sua confianca em sala de aula,
tornando-a mais agradavel a seus alunos.

Palavras-chave: Contextualizacdo, Ensino contextualizado, Logaritmos, Logaritmo Natural.



Abstract

We emphasize the use of situated learning mathematics as a way of encouraging the learning of
content. For this, we study the main characteristics of situated learning and apply the theory of
logarithms, emphasizing the needs that prompted its creation and its current uses in science. We
present key features of logarithms for teacher knowledge that can strengthen your confidence in the
classroom, making it more enjoyable to their students.

Keywords: Contextualization, contextualized education, Logarithms, Natural Logarithm.
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INTRODUCAO

Durante os primeiro anos como docente no ensino médio pude notar a dificuldade
de muitos alunos acerca de determinados assuntos do contetdo de matematica. Estes assuntos
geralmente causam um profundo desconforto nos estudantes cujas habilidades matematicas
ndo estdo totalmente desenvolvidas.

Quando aluno, adorava o brilhante jogo l6gico proporcionado pelas aulas de
matematica e fisica. No entanto, concordava com meus colegas que achavam alguns
conteddos lecionados inuteis para vida pratica futura. Logaritmo, Trigonometria e NUmeros
Complexos sdo exemplos de assuntos que me divertiam ao propor exercicios desafiantes, mas
gque a0 mesmo tempo ndo se enquadravam na minha ideia de indispensaveis para o ensino
basico de matematica.

Ao me tornar professor, pude conhecer mais profundamente os assuntos citados e
entender a revolugdo que proporcionaram ao serem descobertos. O avango cientifico causado
nos mais variados campos das ciéncias quando, por exemplo, surgiu o logaritmo é fascinante.
E esta fascinacgdo iria ser apresentada sempre que o assunto fosse tratado por mim em sala de
aula.

Ingressando no ensino publico percebi uma pressdo consideravel feita pela escola
para com seu corpo docente, na tentativa de construir um método de ensino mais
contextualizado que fugisse do que ja estava tdo tradicionalmente enraizado dentro das salas
de aulas. Este ensino contextualizado, no entanto, me foi apresentado de uma maneira
notadamente equivocada, na qual cada contetdo que fosse lecionado deveria estar diretamente
relacionado ao cotidiano do discente. A criagdo de exercicios com textos gigantescos era um
modo de “contextualizar” muito praticado até entdo na escola e isto me deixou profundamente
chocado.

Ficou evidente também, nos anos em que trabalhei nesta escola, que os
professores pouco sabiam sobre a historia da matéria que lecionavam e tinham profundo
descontentamento ao se verem obrigados a modificar sua metodologia em prol da

“contextualizagdo” que acreditavam ser uma aplicagdo infrutifera da dificil tarefa de lecionar
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matematica.

Este trabalho visa levantar ideias para criagdo de uma metodologia de ensino que
aplique uma forma de contextualizar matematica levando em conta sua vasta historia e as
atuais aplicacdes de cada conteudo.

Apresentamos ainda um exemplo de ensino contextualizado aplicado ao estudo
dos logaritmos. Mostramos as principais nog¢fes que um professor necessita para
contextualizar o logaritmo e motivar os alunos a se esforgarem na aprendizagem deste

assunto.



14

1. SITUACAO ATUAL DO ENSINO DE MATEMATICA

O ensino de matemaética passou por diversas transformacfes ao longo de sua
historia recente. As atuais buscas por uma prética eficiente que consiga um aprendizado real
dos conhecimentos matematicos abordados em cada ano da educacdo basica sdo frutos da
insatisfacdo com a educacdo que prevalece nos cursos de licenciatura em matematica dentro
das instituicGes de ensino superior, sejam elas publicas ou privadas.

Encontramos em nossas escolas dificuldades que se apresentam de diversas
formas, e que podem ser apontadas como fatores para a grave situagcdo no aprendizado, nao sé
de matematica. Esta situacdo é também responsadvel pela falta de animo que atinge os
professores dia apos dia.

Aliado a todos os fatores pessoais e estruturais que permeiam a situacdo de nossos
estudantes, temos ainda um grave problema a ser solucionado no campo de nossa tdo amada
ciéncia matematica. Problema este que esta muito mais ligado ao costume e comodismo do
gue a um estudo sério que vise melhorar o ensino da disciplina. A docéncia em Matematica
vista nas escolas brasileiras ainda é considerada extremamente tradicional, principalmente no
contexto do Ensino Médio, baseada prioritariamente na transmissdo dos métodos e
conhecimentos especificos a cada conteudo sem uma relacdo evidenciada entre os varios

saberes matematicos. Como é dito por D'Ambrosio (1986):

Tradicionalmente, o ensino de matemaética é feito pelo acimulo de contetdo. O que
se faz é acumular conteldos e um jovem que entra hum 1° ano universitario faz
disciplinas que ndo diferem essencialmente do que se fazia ha cem anos atrés.
(D'Ambrosio, 1986, p. 22)

O comentério do autor se faz em relacdo aos cursos superiores para 0 magistério
em Matemaética, mas é claro que podemos aplicar a observacao a todos os niveis de ensino. Se
os professores possuem uma formacdo tradicional é de se esperar que tenham a tendéncia de
colocar este método em pratica durante sua docéncia, que sera marcada por um grande
formalismo aliado a um rigor na correcéo das respostas dadas pelos alunos.

Tendo como base essa realidade, vemos a necessidade da criacdo de estratégias
para um melhor desenvolvimento matematico dos nossos alunos. Com foco na melhoria do

ensino através da superagdo do pensamento tradicional temos a criacdo de Pardmetros
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Curriculares Nacionais, os PCN's, que colocam diretamente para os docentes a urgéncia na
mudanca desta visdo de rigor tendo como base 0s nimeros téo ruins obtidos nas avaliagdes

nacionais e regionais a respeito da disciplina de matematica na formagao basica.

[...] ndo basta revermos a forma ou metodologia de ensino, se mantivermos o
conhecimento matematico restrito a informagdo, com as definigcdes e os exemplos,
assim como a exercitacdo, ou seja, exercicios de aplicacdo ou fixagdo. Pois, se 0s
conceitos sdo apresentados de forma fragmentada, mesmo que de forma completa e
aprofundada, nada garante que o aluno estabelega alguma significacdo para as idéias
isoladas e desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno sozinho seja
capaz de construir as multiplas relacdes entre os conceitos e formas de raciocinio
envolvidas nos diversos contelidos; no entanto, o fracasso escolar e as dificuldades
dos alunos frente a Matematica mostram claramente que isso nao é verdade. (PCN —
Ensino Médio)

Nesta perspectiva de procura por um modo mais convincente de ensino da
matematica foram feitas muitas pesquisas e analises por diversos segmentos da educacdo. E €
claro que nesta busca por novas maneiras de ensinar ocorreu a criacdo de muitas teorias que

serviram, apenas, para deixar a comunidade docente mais confusa.

1.1. Contextualizacédo do conteudo

Levando em conta o que esta escrito no PCN de matematica para o ensino médio,
podemos perceber que, independente da metodologia criada para o ensino de matematica, ela

deve ser contextualizada e interdisciplinar.

O critério central é o da contextualizagdo e da interdisciplinaridade, ou seja, é o
potencial de um tema permitir conexfes entre diversos conceitos matematicos e
entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda, a relevancia cultural
do tema, tanto no que diz respeito as suas aplica¢des dentro ou fora da Matematica,
como a sua importancia histérica no desenvolvimento da propria ciéncia. (PCN —
Ensino Médio)

No entanto a ideia de contextualizacdo ndo é bem compreendida pela grande
maioria dos professores de matematica. E comum vermos a criacio de aplicacdes forcadas
para a maioria dos conteudos vistos na educacdo basica, visando trazer os mecanismos do
objeto de estudo para a realidade cotidiana dos estudantes.

E justamente o foco em ensinar a matematica do dia a dia vivido pelo aluno que
dificulta a vida profissional dos professores de matematica dispostos a contextualizar sua
metodologia. Estes docentes tendem a dar pouca importancia aos conteudos cuja aplicacdo
néo esta ligada diretamente a vida comum.

O erro dado a essa visdo de contextualizacdo esta na grande necessidade de
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aplicacdo do conhecimento sem a criacdo de um método de generalizacdo que permita ao
aluno sair daquele exemplo aplicado para outros exemplos que se encaixem no contetido
estudado. Dessa forma voltamos a ideia de uma massiva memorizacao de questdes como era
feita na perspectiva tradicional do ensino da matematica, SO que agora, essas questdes terdo
enunciados maiores forcando a aparéncia de utilidade imediata em nossas vidas.

Para a criacdo de uma metodologia baseada na contextualizacédo, é preciso definir
0 que é contexto. Tomando a definicdo dada por Roseira (2010):

O termo contexto tem origem nas palavras latinas cum (com) e texere (tecer,
fabricar) — esta Ultima, palavra que também deu origem aos termos 'texto' e
'tecnologia’ —, cuja nova formacdo — comtexere — sugere a ideia de entretecido, de
abarcamento e de conexdes de coisas.

Vemos que a metodologia com foco na contextualizacdo deve possuir um forte
apelo a conexdo com outras formas de pensamento, ou mesmo disciplinas. Retomamos assim
0 que é descrito pelos PCN's.

D'Ambrosio (1986, p. 16) concorda com a ideia de situar a ciéncia matematica
em um contexto integrado, que mesmo podendo retirar parte da autonomia da disciplina,
permitira que seus conceitos sejam mais acessiveis e utilizados em varios niveis.

Como ja foi dito, alguns professores encontram dificuldade em relacionar o
contexto correto a cada conteldo resultando na contextualizacdo de parte do curriculo
enquanto o restante € visto de forma tradicional, retirando-se quase que completamente a
interacdo dos estudantes com o conhecimento que deve ser adquirido, fazendo deles
espectadores passivos do aprendizado.

Estes conteudos, cujas dificuldades de se criarem contextos adequado por parte
dos professores, sdo, em geral, aqueles amplamente considerados como “bichos de sete
cabegas” pelos estudantes do ensino médio. Como exemplos podemos citar a trigonometria,
as funcGes logaritmicas e 0s nUmeros complexos.

A dificuldade principal relacionada ao estudo de contextos para estes contetdos
vem da falta de conhecimento historico da criacdo de cada um, ressaltando a problematica que
eles vieram solucionar, bem como a atual utilizacdo dessas ferramentas para as ciéncias e
avango tecnoldgico. Este conhecimento é defendido pelos PCN's como uma forma de
integralizar os contetdos e dar substancial ajuda a ampliacdo da ligacdo do aluno com o
conhecimento.

Podemos agora idealizar que para a criacdo de uma metodologia de ensino de
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matematica baseada em contextualizacdo do conhecimento devemos primeiramente conhecer
0 contexto historico do que sera ensinado, dando énfase as necessidades da época que foram
solucionadas com o seu surgimento, transmitir e generalizar os conhecimentos a cerca do
objeto estudado desenvolvendo o método a partir do seu contexto historico, encontrar as
relacBes do objeto com as varias disciplinas da grade curricular de Ciéncias, e por fim, estar
pronto para dizer, questionado ou ndo pelo aluno, onde o objeto estd sendo atualmente
aplicado.

Estes procedimentos tendem a trazer mais seguranga para 0 professor em sua
pratica, e consequentemente, repassar de forma mais clara o conteddo, dando mais motivacao
para que o discente se interesse em receber e interagir com o conhecimento ministrado,

podendo ele proprio criar a relagdes necessarias para a real aprendizagem.

1.2. Procedimentos Pré-aula

Antes de comecar o contetdo ligado a um determinado assunto da grade
curricular de matematica o professor precisa pesquisar 0 maximo que puder sobre a origem
daquele contetido. Tentando entender exatamente o que levou aquele assunto a ser abordado
pela primeira vez, como se deu esta abordagem e quais as curiosidades por tras da criacéo.

Para este fim, no mundo atual, temos uma ferramenta de extrema importancia a
nos ajudar em praticamente todos os momentos de nosso dia. Estou falando, obviamente, da
internet e em todos os dispositivos criados para torna-la acessivel em todos os locais e
instantes que quisermos.

A grande quantidade de informacdes que circulam pela internet faz dela uma
potencial fonte de pesquisa. E claro, no entanto, que devemos ter o discernimento de avaliar
criticamente tudo que visualizamos por ela, para ndo sermos vitimas das pegadinhas pregadas
por informagdes incompletas ou inveridicas.

Portanto, para nos professores, é nas pesquisas online que procuramos a forma
mais rapida de nos situarmos em uma determinada posicdo a cerca de um assunto, e
posteriormente agucaremos nossos conhecimentos com os livros a cerca dos assuntos que
iremos lecionar.

Depois de adquirir o conhecimento sobre a origem do assunto a se lecionar é

preciso entender as metodologias e procedimentos para a manipulagédo correta de simbolos e
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algoritmos, além de poder definir e apresentar propriedades de maneira clara e objetiva, para
que o aluno possa absorver as informagGes e criar as conexdes necessarias com o0 contexto
histérico do assunto.

Por fim, é preciso estar capacitado para mostrar as aplicacGes do assunto para o
progresso da humanidade, sejam estas aplicacbes simples ou ndo para 0s atuais
conhecimentos dos estudantes. Se o professor puder passar seguranca na utilizacdo pratica dos
assuntos nos ramos cientifico e tecnoldgico, haverd uma maior disposi¢éo, por partes dos

alunos, em querer obter aquele conhecimento.
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2. ESTUDO CONTEXTUALIZADO DE LOGARITMOS

2.1. Considerac0es iniciais

Segundo a Matriz Curricular vigente para o ensino de matematica no estado do
Ceard, o contetido fungdes logaritmicas deve ser lecionado aos alunos do 1° ano no decorrer
do terceiro bimestre juntamente com funcdes exponenciais e funcdes modulares.

Para grande maioria dos alunos, por maior que tenham sido suas dificuldades ao
estudar poténcias de nameros reais, as funcGes exponenciais tendem a ser mais bem aceitas
em sala de aula do que os logaritmos. Isto se d&, provavelmente, por ser o logaritmo algo
muito novo na vida dos estudantes, enquanto as funcdes exponenciais estdo ligadas ao estudo
de poténcias causando um sentimento de continuidade de estudos, mesmo que tal estudo tenha
sido fragmentado nos anos anteriores.

Esse mal estar por ver algo tdo novo faz com que os logaritmos sejam depreciados
pelos alunos, e pouco valorizados ja que ndo é tdo facil visualizar sua importancia em relacéo
aos assuntos vistos até entdo pelos estudantes do 1° ano do ensino médio.

Para tentar minimizar os efeitos negativos nas primeiras impressdes com o
conteldo, se faz necessario o uso da histéria a cerca da criacdo dos logaritmos, apresentado

inicialmente a problematica que seria solucionada com seu surgimento.

2.2. Poténcia de um namero real

Iniciaremos este paragrafo com uma revisdo de poténcias de nimeros reais. Para
evitar uma maior fragmentacdo do conhecimento é importante que o professor tenha
familiaridade com os conceitos e procedimentos a se tomar a cerca da potenciacao.

Definimos inicialmente a potencia a" com a um ndmero real e um inteiro n>0

como o produto de n fatores iguais a a.

Note que a propriedade a"-a™ =a™™ é valida para n e m naturais.
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Queremos que as poténcias gozem da propriedade acima.

Como a’-a" =a”" =a", entdo é natural que definamos a° =1.

_ _ N .. _ 1
Por outro lado, a™-a" =a™" =a° =1, entdo definimos a™" =—.
a

Temos assim definidos a poténcia a" para todo n inteiro.

Outra propriedade das poténcias ¢ (a")” =a™, paratodos n e p inteiros.

O caso p >0 é uma consequéncia imediata da propriedade citada anteriormente.

@)y =a"-...a"=a-..-a-...-a-...-a=a-...a=a""

p n n n-p

A nogdo de poténcia para numeros inteiros € de facil compreensdo para 0s
estudantes. A surpresa maior ocorre quando ampliamos o conceito para abranger todos 0s

numeros racionais.
L m L
Dado reQ, isto é r=—, com m sendo inteiro e n= 0 natural.
n

Temos que:

Ou seja, a" é o nlmero cuja n-ésima poténcia é a™, que é definido como o
radical ¥Ya™ .
Sem duvida a relacdo entre poténcias de expoente fracionario e radicais pode ser

perturbadora para quem a percebe pela primeira vez. E infelizmente, ainda é possivel

encontrar alunos que ndo tenham se deparado com esta nogcdo de poténcia de expoente



21

racional durante o ensino fundamental. E imprescindivel que o professor teste estes
conhecimentos antes de iniciar o estudo de fungbes exponenciais e posteriormente
logaritmicas, e se necessario tente agucar a intuicdo dos alunos para que aceitem o fato de

maneira ampla e possam manipular poténcias e radicais como sendo elementos similares.

2.2.1. NUmeros irracionais

Até este momento vimos defini¢Ges, de certa forma simples, para as poténcias de
um namero real com expoente racional. No entanto, se faz necessario saber como funcionara
uma poténcia caso seu expoente seja real e ndo racional.

Os nUmeros irracionais causaram uma grande reviravolta quando foram
descobertos. Os chamados nimeros incomensuraveis' foram uma pedra no sapato dos
matematicos gregos, com destaque para 0s pitagoricos.

Para definirmos poténcia de expoente irracional usaremos um fato muito
importante relativo aos nimeros reais:

Teorema: Qualquer intervalo de nimeros reais que possua mais de um elemento

contém nUmeros racionais e irracionais.

Demonstracédo: Dado um intervalo de nimeros reais |, certamente havera nele

nameros irracionais, pois do contrério seria enumeravel. Para provar que | contém nameros

racionais tomamos [a,b]cl , onde a<b podem ser supostos irracionais. Fixemos ne N tal
que 1/n<b-a. Os intervalos I, =[m/n,(m+1/n)], meZ, cobrem a reta real, isto &,

R=U,_Il,. Portanto existe meZ tal que ael,. Como a ¢é irracional, temos

meZ- 'm*
m/n<a<(m+1)/n. Sendo o comprimento 1/n do intervalo |, menor do que b—a, segue-
se que (m+1)/n<b. Logo o numero racional (m-+1)/n pertence ao intervalo [a,b], e

portanto ao intervalo | .

Assim sendo dois nUmeros irracionais diferentes sdo extremos de um intervalo

gue contém Varios racionais®. Com base nisso podemos dizer que se dois nlimeros irracionais

! Nimeros que ndo podem ser obtidos como midltiplos de um mesmo valor padrao.
2 A demonstracéo deste fato pode ser encontrada em Anélise Real volume 1, pag 19.
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possuem as mesmas aproximacdes, por nimeros racionais, entdo estes nimeros sdo iguais,
pois se p,g Sdo numeros irracionais tais que p<gq entdo o intervalo [p,q] possui algum
namero racional r tal que p<r <q mostrando que as aproximacdes por racionaisde p e g
séo diferentes.

Usando a ideia acima teremos que o nimero a® com p irracional e acR" serd o
valor que possui aproximagdes por excesso e falta iguaisa a" e a® com r,sQ.

Por fim é preciso mostrar que a” =a* com p,geR e aeR", sendo a=1, é
verdadeiro se, e somente se, p=q. Para isso, é necessario usar um teorema demonstrado no
livro Logaritmos da cole¢cdo Fundamentos de Matematica Elementar (lezzi, 1993, p. 28, 29,
30, 31 e 32):

Dado p,qeR e aeR"teremos:
Caso a>1 a’>a'o p>q
Caso O<a<l1 a’>a'< p<q

Desta forma fica claro que a® =a® < p=q, pois de outra forma entrariamos em

uma das condicBes do teorema acima o que contradiria a hipotese.

2.3. Historia da criacéo do logaritmo

O estudo da histdria de cada assunto a ser lecionado deve ser feito de maneira a
mostrar primeiramente o problema que os cientistas e técnicos possuiam antes da criacdo de
tal elemento, dando assim uma importancia relevante aquilo que sera ensinado.

Ao lecionarmos um conteudo matematico pela primeira vez, estd técnica visa
diminuir bastante as possiveis barreiras que possam surgir nas conexdes do que sera estudado
com o que ja foi visto até entdo na formacdo de cada aluno. A partir de um problema real,
enfrentado pela ciéncia, fica mais facil compreender a necessidade de se estudar o contetdo
proposto.

Continuando o apanhado historico, deve-se apresentar como surgiu a ideia, quem
é seu possivel criador (ou criadores), por quais melhorias esta técnica passou e quem se

beneficiou com seu surgimento.



23

2.3.1. Antes do logaritmo

Durante o século XVII, campos como astronomia, navegacdo e engenharia
necessitavam constantemente de calculos numéricos, que na maioria das vezes, demandavam
muito tempo e esforgco para serem efetuados. Era de extrema importancia que os mecanismos
utilizados para produzir os resultados exigidos em cada campo de conhecimento fossem
simplificado. De acordo com Eves (1995) e Boyer (1974) uma ferramenta comum para
calculos da época era a utilizagdo de uma tdbua de cosseno e o uso da férmula
2.cos A.cos B =cos(A+B)+cos(A—B). Note que, adequando-se os numeros, é possivel
transformar, com a ajuda dessa expressdo trigonométrica, o produto de dois valores na metade
da soma de outros dois valores obtidos através dos cossenos da soma e diferenca dos angulos
determinados com o uso da tdbua. Eves (1995) usa como exemplo a determinacdo do produto
437,64 por 27,327. Em sua obra, no entanto, o autor apenas ilustra os procedimentos para
encontrar o produto que hoje calculamos facilmente com o auxilio de uma calculadora:
437,64 x 27,327 = 11959,38828. Pelo procedimento da época deveriamos encontrar A e B,

tais que: cos A=0,27327 e cosB=0,43764 para entdo calcular a soma dos cossenos de
(A+B) e (A—B), extrair sua metade e obtendo assim o resultado do produto que devera ser
multiplicado por 100.000 e assim corrigir 0s ajustes iniciais. Com o uso de uma calculadora
obteremos os valores:

Para cos A=0,27327 (note que foi necessario dividir 27,327 por 100 para

utiliza-1o)

A=74,1410560° (Aproximadamente)

Para cosB =0,43764 (Dessa vez dividi-se 437,64 por 1.000)

B =64,0465994° (Aproximadamente)

Utilizando estas informacdes:

cos(A+ B) =c0s138,1876554° = -0, 7453323

cos(A—B) =co0s10,0944566° = 0,9845201

cos(A+B)+cos(A—B) _—0,7453323+0,9845201 0,2391878
2 2

Multiplicando o resultado por 100.000 para ajustad-lo ao produto inicial e

=0,1195939

encontraremos 11959,39.



24

Observando os resultados podemos visualizar um erro de calculo menor que 0,01.
Poderiamos amenizar ainda mais o erro da operacdo com a ampliacdo da quantidade de casas
decimais, no entanto segundo os autores estudados, o criador dos logaritmos possuia apenas
tabuas trigonométricas com precisao de 7 casa decimais quando criou sua teoria.

E importante que os alunos facam esses procedimentos, mesmo com uma
calculadora, para que entendam a dificuldade do célculo no método apresentado. Vendo a
dificuldade para obter-se o resultado com o uso de uma calculadora cientifica eles poderdo ter
uma nocdo da dificuldade que seria fazer esse procedimento procurando 0s valores em
relacbes gigantescas de co0ssenos em que muitas vezes seria necessario usar valores

aproximados, pois os valores exatos dificilmente estariam presentes.

2.3.2. Surgimento

John Napier (1550 — 1617) é considerado nos livros que tratam do assunto como o
descobridor da metodologia para criacdo dos logaritmos, apesar de haver relatos de obra
contemporanea com metodologia similar criada por Jobst Burgi (1552-1632), esta fora
publicada posteriormente a obra de Napier. A tdbua de logaritmos possuia uma grande
eficiéncia na reducdo do tempo necessario para se calcular produtos, razdes, radicais e
poténcias diversas. Sua metodologia foi amplamente divulgada e se tornou ferramenta de
grande importancia na aplicacdo da matematica, substituindo a abordagem trigonométrica

vista anteriormente.

A maravilhosa invencdo de Napier foi entusiasticamente adotada por toda
Europa. Na astronomia em particular, ja estava passando da hora para ser
descoberta; pois como afirmou Laplace, a invengdo dos logaritmos “ao
diminuir o trabalho, dobrou a vida dos astronomos”. (Eves, 1995, p. 346)

O trabalho de Napier foi publicado com o titulo de Mirifici logarithmorum

cononis descriptio (Descricdo da Maravilhosa Lei dos Logaritmos).

A Descriptio despertou interesse imediato e amplo, sendo que no ano seguinte
a sua publicacdo, Henry Briggs (1561 — 1631), professor de geometria do
Gresham College de Londres e posteriormente professor de Oxford, viajou até
Edimburgo para dar o tributo de seu reconhecimento ao grande inventor dos
logaritmos. (Eves, 1995, p. 345)
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Foi através de Briggs que Napier percebeu a importancia que seu trabalho teria
caso modificasse a construcdo de sua tabua para um valor bem mais conveniente levando em
conta o sistema decimal. Assim é creditada a Briggs a construcdo do logaritmo como

conhecemos hoje.

2.3.3. A ldgica para criacdo do logaritmo de Napier e Briggs

A ideia de Napier veio de associar uma progressdo geométrica formada por
poténcia do primeiro elemento a uma progressao aritmética de razdo e termo inicial iguais a 1,
transformando assim uma multiplicacdo de termos na primeira progressdo em uma soma dos
termos correspondentes na segunda. Uma tabua construida com estas duas progressoes
aceleraria consideravelmente os calculos de um produto ou quociente, pois este seria um
resultado, presente na tabela, obtido atraves de uma soma ou diferenga simples.

Como exemplo vejamos a teoria aplicada a uma progressao geométrica de

poténcias de base 2.

Tabela 1: Exemplo de relacdo entre P.A. e P.G.

PA. 1‘2 3‘4 5“ 10 ‘ 11 ‘ 12 ‘ 17 ‘ 18 ‘ 19 ‘ 20
PG 2 4 8 16 32 ... 1024 2048 4096 ... 131072 262144 524288 1048576

Para calcularmos um produto ou quociente qualquer dos valores da P.G. basta
somarmos ou subtrairmos respectivamente os termos correspondentes na P.A. e vermos o
elemento da P.G. relacionado ao resultado. Para efetuar o produto 32 x 4096 observemos que
32 e 4096 estédo associados a 5 e 12 respectivamente, podemos encontrar a solucdo do produto
através da soma de 5 + 12 = 17. Consultando a tabela veremos que o numero 17 esta
associado ao numero 131072, portanto 32 x 4096 = 131072.

Para manter os valores suficientemente proximos uns dos outros em sua tabela a

ponto de poder utilizar interpolacdo para preencher as lacunas entre termos correspondentes

Napier escolheu um valor proximo a 1, no caso 1—% =0,9999999 . No entanto, para evitar

trabalhar com casas decimais, ele multiplicava cada poténcia por 10”. Dessa forma teremos a
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expressdo N =10’ (1—%)L cujo valor L era chamado de “logaritmo” do niimero N.

Tabela 2: Sequéncias de logaritmos de Napier.

L 1 2 3 4 5 200 201

N 19999999 9999998 | 9999997 | 9999996 1 9999995 | ... 9999800 9999799

O trabalho publicado por Napier continha uma definicdo baseada em termos

geométricos.

Sejam dados um segmento de reta AB e uma semi-reta CDEJ...]. Suponhamos que
um ponto P parte de A e se move ao longo de AB com velocidade variavel
decrescendo em propor¢do com sua distancia a B; durante 0 mesmo tempo,
suponhamos que um ponto Q parte de C e se move ao longo de CDE... com
velocidade uniforme igual a velocidade inicial de P. Napier chamava a distancia CQ
o logaritmo da distancia PB. (Boyer, 1974, p.229)

A Figura 1 abaixo ilustra o pensamento dado pelo autor em sua obra:

L | |
c D o E

Figura 1: Definicdo geométrica do Logaritmo

O logaritmo descrito por Napier ndo era definido da mesma forma que o atual
tendo, por exemplo, a falta da ideia de base, e a grande falha de ndo possibilitar que o
logaritmo de um produto, ou quociente de dois valores seja igual a soma, ou diferenca dos
logaritmos de cada valor.

[...] Napier e Briggs concordaram que as tdbuas seriam mais Uteis se fossem
alteradas de modo que o logaritmo de 1 fosse 0 e o logaritmo de 10 fosse uma
poténcia conveniente de 10, nascendo assim os logaritmos briggsianos ou comuns,

os logaritmos de hoje. (Eves, 1995, p.347)

O novo método utilizado por Briggs foi calcular log10=1 e a partir desse ponto
encontrar outros logaritmos fundamentais utilizando raizes sucessivas de 10. Como exemplo,

Boyer (1993) coloca /10 =3,162277 e com isso log3,162277 =0,5000000, aplicando-se
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novamente a raiz  teremos \/_ 3,162277 =1,778279 0o que nos da
logl, 778279 =0,250000 e assim teremos um método para a construgdo de tabelas que

possuem as mesmas regras usadas atualmente para o calculo dos logaritmos.

Ainda de acordo com Boyer, foi Briggs que em sua obra de 1624 criou as palavras
“mantissa” e “caracteristica” ainda usadas atualmente para designar a parte decimal ¢ inteira,
respectivamente, dos valores do logaritmo.

Geraldo Avila, em 1994 escreveu para a RPM26 o artigo Como se Constr6i uma
Tabua de Logaritmos, no qual ele mostra a metodologia de Briggs para a obtencdo de seus

logaritmos. Contendo inclusive a tabela abaixo que ilustra 0 método de maneira modesta, pois

. 54 . . .
Briggs alcancou o valor 10¥2", extraindo cada raiz quadrada com aproximadamente 30 casas
decimais.

Tabela 3: Logaritmos decimais

X log x

10%? =3,16228 0,50000
10%* =1,77828 0,25000
10*® =1,33521 0,12500
10"** =1,15478 0,06250
10" =1,07461 0,03125
10" =1,03663 0,01563
10¥%8 =1,01815 0,00781
10¥%® =1,01815 0,00391

2.3. Definicao e Propriedades dos logaritmos

Depois de situar a problematica que deu base a criacdo dos logaritmos e entender
como ele foi gerado, chega a hora de definir o logaritmo atual de forma clara e objetiva. Apds
0 entendimento correto da definicdo € possivel mostrar as propriedades que facilitaram
bastante o uso do logaritmo atual em detrimento daquele criado inicialmente por Napier.

Os logaritmos de Briggs sdo chamados de decimais, ja que levam em conta a base

10 para serem criados. O uso atual de logaritmos utiliza principalmente a base decimal e a
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base e, sendo este tltimo denominado logaritmo natural.

Briggs ja havia percebido que a soma dos logaritmos de dois valores em sua
tabela resultava no logaritmo do produto destes dois valores, o que facilitou bastante a criacéo
de sua tdbua para os logaritmos decimais. Esta propriedade esta presente na nogdo de
logaritmo atual e foi estendida para outras bases.

A atual definicdo de logaritmos pode ser escrita do seguinte modo:

Dado um numero real positivo a=1, o logaritmo de um nimero x>0 na base a

é 0 expoente y a que se deve elevar a de tal modo que a” = x. Escreve-se y =1log, X.

De imediato € possivel notar que log,1=0 e log,a=1, tendo em vista que

a’=1 e al=a paratodo a>0. Esta afirmacio € de extrema importancia, pois torna validas
as propriedades gerais dos logaritmos.
De posse da definicdo podemos enunciar a propriedade fundamental dos

logaritmos ja conhecida por Briggs:

O logaritmo do produto de dois nimeros reais positivos b e ¢ em uma base

positiva a=1 é igual a soma dos logaritmos de b e ¢ nesta mesma base a.

log,(b-c)=log, b+log, c

Para demonstrar esta afirmagdo escrevemos u=Ilog,b e v=Ilog,c, e obtemos

\

com ajuda da definicio de logaritmo que b=a" e c=a’. Temos com isso
b-c=a"-a"=a"". Utilizando novamente a definicdo temos que u+v=Ilog,(b-c), isto &,
que log,(b-c)=log,b+log,c.

E preciso ainda mostrar que: o logaritmo de um produto com mais de dois fatores

resulta na soma dos logaritmos de cada fator separadamente.

log, (b -b,-b;-...-b,) =log, b +log, b, +log, b, +...+log, b,
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como:

IogaQ(bZ b3b4 bn) =Iogabl—'_loga(bZ b3b4 bn)
(]
Ioga b2 (b3 'b4 bn) = Ioga b2 +|Oga(b3 'b4 bn)

Percebemos intuitivamente que log, (b, -b,-b,-...-b,) =log, b, +log, b, +log, b,
+...+log, b, . A demonstracdo formal deste fato deve ser feita por inducéo.

Fazemos a afirmacdo valida para algum n>1. Para n=2 temos a propriedade

fundamental. Agora, definindo que a afirmacéo é valida para n= p devemos mostrar que ela
também sera valida para n= p +1.

Basta ver que:
Ioga(bl 'bz ‘bs '---'bp 'bp+1) = IOga(bl'bz b3 '---'bp)‘bp+1 = Ioga(bl'bz 'bs '---'bp)"‘ Ioga bp+1

Como a afirmacdo ¢ valida para n= p temos a afirmacdo demonstrada, pois:

log, (b, -b, -b, -...-bp -bpﬂ) =(log, b, +log, b, +log, b, +...+1og, bp)+ log, bp+l

Usando a propriedade anterior é possivel demonstrar facilmente as outras
propriedades dos logaritmos:
I. Logaritmo do inverso:
l0g, () =—log, b
I1. Logaritmo do quociente:
09, (2) = log, b—log, ¢
I1l. Logaritmo da poténcia:
log, (b') =t-log, b (em particular log,(a') =t,VteR)
IV. Logaritmo como expoente de sua base:

a‘Ioga X _ X
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2.4. Mudanca de base
Dado log, x € possivel encontrar o valor de log, x se soubermos o valor de

log, b . Para isso devemos utilizar a expressdo para mudanca de base:

log, X

log, x =
% log, b

Para demonstrar a veracidade desta expressdo consideremos log, x=A,
log,b=B e log,x=C, com a e b diferentes de 1. Como b=1 temos que B=0. Assim

sendo, x=a", b=a® e x=b", ecomo (a®)° =b® =x=a" teremos:

log, x
log. b

a

B-CzA@CzS@Iogbx:

Podemos escrever a expressao para mudanca de base como sendo:

log, x=1log, x-log, b

2.5. Funcéo logaritmica

Uma funcdo possui inversa quando cada elemento de seu contradominio é
imagem de um Unico elemento do seu dominio. A funcdo composta de funcdes inversas entre
si € a funcdo identidade.

Como vimos anteriormente, caso dois valores reais x, < X,, teremos que a* <a*,
quando a>1e a* >a*, quando O<a<1. Sendo a positivo teremos como imagem os todos
os valores reais positivos. Dessa forma teremos as condigdes necessarias para que a fungéo
g:R—>R"/g(x)=a”* possua inversa.

Pela definicéo de logaritmo percebemos que a fungdo f:R" - R/ f(x) =log, x

é inversa a funcdo exponencial definida por g:R —R"/g(x)=a* com a=1 sendo um
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numero real positivo. Para que isto fique bem claro basta vermos que f(g(x))=g(f(x))=x.

f(g(x)) =log, a* =x (pela propriedade Il1.)

g(f(x))=a""%* =x (pela propriedade 1V.)

A funcdo log, :R" — R ¢é crescente quando a>1, com log, x sendo positivo
para x>1 e negativo para O<x<1, e decrescente quando O<a<1, com log, x sendo

negativo para x >1 e positivo para 0<x<1.

log, x

ax0 D<a<1

7 x

Figura 2: Esbocos do grafico para uma fungdo logaritmica.

2.5.1. Teorema de Caracterizagdo das Funcdes Logaritmicas

Existe um teorema de extrema importancia para conhecimento do professor de
matematica, pois ele garante que a propriedade fundamental das fun¢des logaritmica € restrita,
dentre todas as funcBes estritamente mondtonas (que ndo alternam entre crescente e
decrescente), ou seja, se uma funcdo € mondtona e possui a propriedade fundamental dos
logaritmos entdo ela serd obrigatoriamente uma funcdo logaritmica. Em notacdo matematica

dizemos:

Teorema: Seja f:R"—>R uma funcdo estritamente monoétona tal que
f(x-y)=f(X)+ f(y) para quaisquer X,y eR". Entdo existe a>0 tal que f(x)=1Ilog, x

paratodo xeRR".
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Demonstracaot:

Temos f()=f@)+ f(1), logo f(1) = 0. Admitamos f crescente e que exista
aeR" tal que f(a)=1, dessa forma teremos a>1, de acordo com o que foi visto
anteriormente. Para todo me N vale:

f@)=f(a-a-...-a)=f@)+f(@)+...+ f(a)
f@")=1+1+..+1=m,
o=f@=f@"-a™=f@")+f(@=m+f(@™m

Logo f(@™)=-m.

m <
Ser=—com meZ e neN entdo rn=m, portanto:
n

m=f@") = f@") = f(@))=n-f(a)= f(af):%

Se x e R irracional entdo, para r,s racionais tem-se:
r<x<s—ma<a<a=>f@)<f@)<f@)=r<f@)<s
Portanto todo numero racional r, menor do que x, é também menor do que
f(a*) e todo nimero racional s maior do que x é também maior do que f(a*). Segue-se
que f(a*)=x paratodo x e R. Portanto f(y)=Ilog,y paratodo y>0.
Caso f seja decrescente a demonstracdo seguird 0 mesmo padréo.

Na demonstracdo acima, foi aceito a existéncia de a<R". Agora poderemos

demonstrar que este a pode ser obtido para todos 0s casos em que o teorema se aplica. Para

isso consideremos o caso geral, com a fungdo crescente g:R* — R, tal que:
9(xy) =9(x)+9(y)
Teremos que g(1)=0, e como 1 < 2, devemos ter g(2) =b>0. Podemos agora

criar uma fungdo crescente f:R"™ — R, definida como f(x):%, e que transforma

somas em produtos cumprindo a condic¢do f(2)=1. Logo, pela primeira parte da
demonstragéo, tem-se f(x) =log, x paratodo x>0.

Usando a definicéo de logaritmo teremos que:

X =200 =290k _ (Z”b)g(X) =a%™ com a=2"*
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Assim teremos que g(x)=1log, X, € mostramos que sempre poderemos encontrar

a base a utilizada no inicio da demonstracéo.

2.6. Aplicacdes dos logaritmos nas ciéncias.

Como foi descrito no capitulo anterior, € nas aplicacfes que a maior confusdo a
respeito da contextualizacdo no ensino de matemética se potencializa. A necessidade de
aplicar o logaritmo na vida cotidiana dos alunos é uma tarefa impossivel na maioria das
situacOes. A relevancia do estudo de logaritmos estd na sua importancia para as ciéncias, em
especial no uso do logaritmo natural para o Célculo.

As aplicacdes que serdo dadas a seguir sdo de facil entendimento para sala de aula
e devem ser visadas para criacdo de exercicios. Claro que questdes mais tedricas que mostrem
a utilizacdo das propriedades ndo devem ser abolidas. Mas enfatizar nos estudantes a ideia de
que logaritmo s6 serve para desenvolver o pensamento logico acerca de algumas poucas
propriedades tratando-as como se fossem regras de um jogo puramente tedrico, ird provocar
um sentimento de perda de tempo e esforco.

Portanto a criatividade para elaboracdo de questdes por parte do professor deve
seguir um caminho que eleve a importancia daquilo que esta sendo ensinado. Quanto maior

for a importancia dada, pelo aluno, ao conhecimento, maior sera a vontade de absorvé-lo.

2.6.1 Escalas Logaritmicas

Alguns fendmenos fisicos e quimicos possuem uma amplitude de valores tdo
grande que se tornam dificeis de serem trabalhados através das unidades usuais. Para analisar
estes dados, possibilitando um entendimento mais efetivo da situacdo e consequentemente
uma melhor manipulacéo, foram criadas as chamadas escalas logaritmicas.

A ideia por traz dessas escalas é utilizar o logaritmo para relacionar os valores
reduzindo suas amplitudes e tomando assim um intervalo menor de possiveis valores a serem
apresentados nos estudos. A grande quantidade de escalas logaritmicas existentes mostra
como é dificil para o ser humano trabalhar com valores muito grandes no estudo de um
fendmeno. O logaritmo entdo, para a criacdo de cada escala, funciona como ferramenta de

facilitacdo e foi imprescindivel para tornar tdo famosas algumas destas escalas.



34

2.6.1.1. Escalas Richter e Escala de Magnitude de Momento (MMS)*

A intensidade de um terremoto pode ser medida através de sua poténcia ou da
energia que é liberada durante sua acdo. Em ambos os casos o valor € muito grande, e nem
sempre representam uma ideia fiel de sua magnitude, pois um abalo sismico com poténcia
entre 1 e 1000 kWh, provavelmente ndo serad sentido enquanto que um tremor de 1.000.000
kWh néo representa um perigo iminente.

Em 1935 os abalos sismicos j& eram registrados por sismografos, e utilizando-0s
em seus estudos ao sul da Califérnia Charles Francis Richter e Beno Gutenberg, ambos eram
membros do California Institute of Technology (Caltech), colheram dados para criagdo de um
sistema que calcule a magnitude das ondas obtidas. Do trabalho de Richter e Gutenberg surgiu
uma escala que recebeu 0 nome de apenas um dos seus criadores e utiliza logaritmos de base
10 para ser composta. A sistematica utilizada foi definir um abalo padréo para o célculo dos
demais, que seriam obtidos através do logaritmo decimal do quociente entre o registro de um
novo abalo e o padrdo adotado. Assim teremos que todos os registros da escala nada mais séo
gque um expoente para a poténcia de 10 que indica o quociente entre o abalo real e o abalo

padréo.

A Escala Richter foi amplamente usada para estudar a magnitude de terremotos
em termos de energia liberada. No entanto, apesar da larga utilizacdo da escala na midia até os
dias de hoje, a escala utilizada atualmente funciona de maneira parecida e recebe o nome de
Escala de Magnitude de Momento (MMS — a sigla representa Magnitude de Momento
Sismico). Criada por Thomas C. Haks e Hiroo Kanamori em 1975, a Escala MMS manteve 0s

valores para magnitudes de sismos semelhantes a sua antecessora.

Apesar da Escala MMS ser confeccionada utilizando o logaritmo decimal ela se
difere bastante em seu modo de obtencdo de dados, quando relacionada a Escala Richter. A
principal diferenca esta no fato de que a Escala MMS néo necessita de um abalo padréo para
ser construida, utilizando apenas o Momento Sismico (M,), para 0 sismo que deve ser
analisado. O Momento Sismico é uma quantidade usada pelos sismologos para medir a
magnitude de um terremoto. Combina a area de ruptura e a compensacdo da falha

geoldgica com uma medida da resisténcia das rochas e 0 médulo de cisalhamento .

* Informag@es obtidas principalmente no sitio https:/pt.wikipedia.org/wiki/Escala_de_Richter dia 10/07/2013 as
16:23



https://pt.wikipedia.org/wiki/Escala_de_Richter
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E definida pela formula:
M,=uSD ~

onde:

4 =modulo de cisalhamento das rochas envolvidas no terremoto. Usualmente é

de 30 gigapascal (GPa).
S = &rea de ruptura ao longo da falha geoldgica onde ocorreu o terremoto

D = deslocamento médio de S

O Momento Sismico (M, ) é medido em dynxcm.

As formulas usadas nas duas escalas, aqui apresentadas, sao definidas da seguinte
forma:

Escala Richter:

A
M, =IogE=Iog A—log A,

Com M, sendo a magnitude local, A a amplitude méxima medida no sismégrafo
e A,uma amplitude de referéncia.

Escala MMS:

M, :glog M, -10,7

Com M, sendo o momento para o trabalho realizado.

Existem outras escalas usadas para medir terremotos tais como a Shindo (usada no
Japao), Escala Macrossismica Europeia, e Escala Mercalli.

A utilizacdo dos conceitos destas escala pode engrandecer a cria¢do de exercicios

que visem o treinamento para a manipulacdo correta das propriedades dos logaritmos.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Deslocamento

36

Tabela 4: Referéncia para o estudo de abalos sismicos*

Descricdo | Magnitude Efeitox Frequénda
Micro <20 Micro remor de tara, normalmente neo & matido G000 por dia
Muito . . . .

20-29  Gerzlmene nioze sente, mas e detectado'registrado. ~ 1000 por dia
pequeng

Pagueno 30-3% Fregquentements sentido, mas mramente cana danos. 400 por EnO

Tremeor potorio de objeioe no interior de habitghes,
Ligeiro 40-49 ruidos de chogue entre objetos. Danos importantes 520 por 2o
POUC O COMMENE.
Pode ceusar denoe maiores em adificios mal
Moderado | 50-39 concebidos em zonas restritas. Provocs danos ligeiros B0 por ano
nos edificios bem construidos.
DPoda zar destruidor em zonss num rsio de zta 180
Forte §,0-469 N . . 120
’ ) quilomeros em areas habitadas. porano
Granda TO-T8 Bode provocar denos graves «m Zones mais vastss. 1E por zno
I 50— 58 Podde capsar danos s20ios &m zonas num rzio da 1 per ane
: : ’ cantenss da quilémetros. F
Excepcional | ©0-00  Devasts zonas numreio de milheres de quilémetros. 12 cada 20 anos
Extremements
Exreme | =100 Nuncs ragisrado. =

2.6.1.2. Escala de pH®

{Desconherido)

H& muitos anos o ser humano usa a manipulacdo de substancias para desenvolver

medicamentos, cosméticos e produtos comestiveis ndo pereciveis. O estudo destas misturas

resultou em um vasto conhecimento sobre as caracteristicas das varias substancias presentes

* Informagdes obtidas principalmente no sitio http:/pt.wikipedia.org/wiki/Escala_de Richter no dia 10/07/2013

as 18:34

% Informag@es obtidas principalmente no sitio https:/pt.wikipedia.org/wiki/Ph no dia 10/07/2013 as 18:34



http://pt.wikipedia.org/wiki/Escala_de_Richter
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ph
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no nosso cotidiano. Uma destas caracteristicas é chamada de Potencial Hidrogenidnico ou
Potencial de Hidrogénio (pH), que est& presente em solucdes aquosas e indica se elas serdo
classificadas em acidas, neutras ou alcalinas.

O estudo do pH iniciou-se em 1909, pelo bioquimico dinamarqués Sgren Peter
Lauritz Sgrensen, para facilitar calculos para o controle de qualidade da producéo de cervejas.
Hoje em dia é comum vermos uma divulgacdo abundante das informacbes de acidez de
produtos em sites de nutrigdo e bem-estar.

Para a obtencdo do pH se faz necessario saber a quantidade de ions H ™ presentes
na substancia analisada. Com a utilizacdo de um medidor especifico (pHmetro) é possivel
obter este valor e automaticamente é determinado o pH através da expresséao:

pH = _|0910[H +]

A escala de pH possui valores compreendidos entre 0 e 14, sendo 0 0 mé&ximo de
acidez para uma substancia e 14 o minimo de acidez possivel. Os valores muito préximos de 7
séo ditos neutros.

Atualmente um ramo que utiliza bastante os recursos da determinacdo de pH é o
aquarismo (criacdo de fauna e flora subaquéaticas em aquério). Para conservagdo adequada e
saudavel de animais e plantas, sejam eles marinhos ou de agua doce, é necessario um
monitoramento constante dos niveis de pH. Em aquarios com grandes variedades de espécies,
por exemplo, é indicado um nivel de pH neutro possibilitando assim a convivéncia

harmoniosa de animais naturais de diferentes partes do globo
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3. LOGARITMO NATURAL

A criacdo dos logaritmos denominados naturais esta ligada ao processo de
obtencdo da area de uma faixa positiva da hiperbole xy =1 ou y==. E, portanto, necessario
X

entender o que relaciona a area de uma faixa da hipérbole citada com a ideia j& mencionada de

logaritmo.

Primeiramente, defini-se a faixa positiva da hipérbole y==, com o simbolo
X
H.", como sendo o conjunto dos pontos (x,y) do plano R? tal que a<x<b, com a,beR",

1 ) . , .
sendo O<a<bh e 0<y<=. Dessa forma é possivel observar que H,” é uma regifo do plano
X

limitada pelas retas x=a e x=b nas laterais, pela reta y =0 ao sul e pela hipérbole ao norte.

0
Figura 3: Regi&o Hab

Uma caracteristica extremamente importante destas areas pode ser expressa pelo
seguinte:

Teorema: Dado k e R*, H’ e H, tém a mesma area.

x A oo . - 1
Demonstracéo: Dado um retangulo qualquer inscrito na faixa da hipérbole y =—,
X

com base no seguimento [c,d] do eixo das abscissas, devemos mostrar que outro retangulo
também inscrito na faixa da hipérbole e com base no seguimento [kc,kd] novamente contido

no eixo das abscissas terd mesma area. Temos dessa forma, que a area do primeiro retangulo

sera  igual a (d—c)%zl—g, enquanto a area do segundo  sera
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(kd—kc)-izmz
kd kd

Consideremos agora um poligono retangular P, inscrito em H?. Se multiplicarmos

c .
1—5 , 0 que demonstra que s&o iguais.

por k cada uma das abscissas dos pontos de subdivisdo de [a,b], determinados por P,

obteremos subdivisdes do intervalo [ka, kb] e, portanto, um poligono retangular P’ inscrito em
H.®. Pelo que ja vimos, pode-se afirmar que os retangulos pertencentes a P tém mesma area

que seus correspondentes em P’, ou seja, P ¢ P’ tém a mesma area.

P

PI

acdb ak ck dk bk x

Figura 4: Poligonos retangulares sob o grafico da hipérbole
y = 1/x

Concluimos assim que para cada poligono retangular inscrito em H” existird um

inscrito em H,®, com mesma area. O caminho inverso é obtido de maneira similar, bastando

dividir cada abscissa do poligono inscrito em H,® por ke assim obter outro de mesma area
em H.
A afirmacdo demonstrada acima significa que as areas destas duas faixas de

hipérbole sdo valores que possuem exatamente as mesmas aproximacoes inferiores, e, por

esse motivo, sdo iguais.

Notemos agora que:
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a b C X

Figura 5: Areas conjugadas sob o gréfico da hipérbole
y = 1/x.

area(H?)+area(H?) = area(H¢)

Se restringirmos a equacdo acima paraque a=1, b=x e c=xy, com x,yeR"

teremos a expressao:
area(H,”) =area(H,") +area(H,”)

Como ja foi demonstrado no teorema acima, area(H,”) = area(H,’) . E assim:

area(H,”) =area(H,") + area(H,)

Agora podemos definir o que séo os logaritmos naturais.

Definicdo: a funcdo f:R" — R, dada por f(x)=area(H,) é chamada de

logaritmo natural de x, sendo f(x) =Inx.

Vejaque se O<x<1entdo Inx<0.

A funcéo logaritmo natural tera todas as propriedades de uma funcao logaritmica,
visto que, é monGtona crescente (Vx>Xx', com X, x'eR" = area(H,)>area(H))) e
satisfaz a propriedade geral dos logaritmos descrita no capitulo anterior como restrita a

funcOes deste tipo.
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Sabendo que Inx é uma funcdo logaritmica, devemos estabelecer uma base real

positiva, que sera chamada de e, que satisfaca a propriedade Ine=1.

v

Tz —_—

n(l+x)=1

Figura 6: Area equivalente a unidade sob o gréfico da
hipérbole y = 1/x.
Com base na Figura 6 temos que:
X
——<In(l+x) < x
1+x

Dividindo por x:

1 - In(1+ x) <1
1+ X X

Tomando x = 1
n

1 I+x ' x
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* - - - n -
Com ne N, vemos que se n cresce indefinidamente, 1 se aproxima de 1.
n+

Portanto a expressao In(l+— fica tdo proxima de 1 quanto maior for o valor de n.
n
E usual escrevermos:

limlIn (1+ 1) =1
n—oo n

E que:

x . 1 1
A expressao pode ser reescrita retomando x == ou n ==, lembrando que n — o
n X

< X —0, assumindo dessa forma:

e=lim(1+ x)%

x—0

Os primeiro valores de e em sua representagdo decimal sdo 2,71828182845.

o 1 n
Tomemos agora X = — e consequentemente — = —, dessa forma teremos
n X «

novamente que para X — 0 < n —oo. Analisando agora a expressao:

Substituindo por x:

n
. . . o e A=
Temos assim a igualdade I|m(1+—] =e“ que nos permitira calcular poténcia do
n

N—o0
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ndamero e.

3.2. Aplicagbes do Logaritmo Natural

A grande importancia do logaritmo natural vem da sua utilidade em equagdes

. .. dx .. . ,
diferenciais visto que J.— =Inx+c. No entanto, os primeiros estudos a respeito do nimero
X

e, que € base para os logaritmos naturais, vieram de situa¢des que surgiram espontaneamente
na natureza e em problemas comuns do homem. Dai a classificagdo de “naturais” para 0s
logaritmos com esta base. Como exemplo desta espontaneidade pode-se citar a desintegracao
radioativa de substancias como o radio e o urénio.

Os atomos de substancias radioativas possuem a caracteristica natural de se
desintegrarem, transformando-se em novas substancias e emitindo particulas que geralmente
tém consequéncias horriveis para os animais e plantas. Essa desintegracdo se da de maneira
gue a quantidade de substancia que se desintegra num dado instante seja proporcional a massa
restante da substancia naquele momento. Esta constante é Unica para cada substancia
radioativa e é calculada levando em base a meia vida do componente radioativo (tempo
necessario para que a substancia desintegre metade de sua massa original).

Digamos que uma substéncia radioativa possua massa inicial de M,, com taxa de
desintegracdo igual a « . Se a desintegracdo ocorre a cada instante, de digamos, 1 segundo,
decorrido o tempo t =1s teremos uma desintegracdo de oM, unidades de massa, restando
apenas a massa M) =M,-aM,=M,(1-«a). Para o proximo segundo havera uma
desintegracdo de oM, (1-«) unidades de massa restando  desta vez
M(2)=M,(1l-a)-aM,1-a)=M,(1l-a)(l-a) =M,(l-)® da massa inicial. Dessa forma
teriamos a massa M (t)=M,(1-«)', para cada t segundos transcorridos desde o inicio da

observacao do processo de desintegracao.

No entanto a desintegracdo ocorre continuamente, e ndo a cada segundo. Para
criarmos uma aproximacao ideal a este problema dividiremos o tempo, no caso o segundo, em
n partes de tal forma que n seja 0 maior possivel. Teremos, por tanto, que para o0 primeiro

segundo restara:



44

M(l) =lim Mo(l—z) =lim M0(1+£j — MO _e—a
N— n n—o n

Para calcular a massa resultante da substancia para um determinado intervalo de

tempo [O,t] sera necessario dividir o intervalo em n partes iguais, obtendo a cada intervalo

. ~ at . . x
uma desintegracéo de M, — . De acordo com o que foi visto acima, a expressao para obter-se
n

a massa restante de uma substancia radioativa em desintegracdo, apds serem transcorridos t

segundos sera:

M(t)=M,-e™

E claro que o tempo t ndo precisa necessariamente ser calculado em segundos. Na
prética, t pode ser medido nas vérias unidades de tempo existentes. Para os varios is6topos do
radio (substdncia com grande radioatividade), por exemplo, temos aqueles que devem ser
calculado em t dias enquanto outros devem ser calculados para t anos.

Outra aplicacdo natural para o nimero e esta ligada aos juros compostos, cuja

principal expresséao foi estudada por Jakob Bernoulli no final do século XVII.

lim| C, (1+ ﬁj
N—o0 n

Sendo C, o capital inicialmente investido a taxa anual de 100a% calculado a

£ 1 « . .
cada fracdo — do ano. A expressdo dara o resultado para o montante acumulado no final do
n

periodo de um ano.

Utilizando um raciocinio similar ao que foi feito para desintegracdo radioativa
obtemos o resultado desta expresséo, que sera o valor C,-e“. Dessa forma, como exemplo
particular, teremos que uma aplicacdo de R$ 1,00 calculada no periodo de um ano, com taxa
anual de 100% sera transformada no valor e em reais.

Na determinacdo dos periodos para obter-se um dado valor em ambos o0s

exemplos de aplicacdo serd imprescindivel o uso de logaritmos na base e.



45

4. CONSIDERACOES FINAIS

Né&o ¢é novidade que o ensino de Matematica tem enfrentado dificuldades cada vez
maiores nos dias atuais. Metodologias e estudos estdo sendo ministrados na busca de novos
caminhos que melhorem os baixos rendimentos obtidos pelos alunos desta disciplina.

No mundo de informacdes rapidas e acessiveis em que vivemos € necessarios dar
importancia a tudo que ensinamos, pois dificilmente alguém se interessara por algo que julgue
ineficiente ou sem propdsito real. Nossos alunos precisam entender a importancia que a
matematica obteve no crescimento cientifico do passado que possibilitou as atuais maravilhas
gue observamos hoje, e como o avanco da matematica pode trazer um futuro ainda mais
grandioso para vida humana.

Contextualizar o ensino de Matematica € uma das possibilidades que nds como
docentes podemos utilizar para melhorar o aprendizado de nossas criancas e torna-las pecas

fundamentais para 0s avangos tecnologicos que estdo por vir.
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