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Desvendando horizontes matemaéticos:
uma jornada dinamica no GeoGebra-
Book, onde cddigos corretores de
erros se entrelacam com a magia dos
numeros, guiando-nos por um uni-
verso de aprendizado inovador na

Educacao Bésica.

(Frase elaborada pelo autor)



RESUMO

Este estudo se concentra na exploragao interativa dos Cédigos Corretores de Erros
através do GeoGebraBook, resultando na cria¢do de um livro digital dinamico. O mate-
rial aborda conceitos como mudancga de bases, matrizes, poténcias de base dois, mudancga
de direcdo, andlise combinatdria e aritmética modular, todos contextualizados com o0s
Codigos Corretores de Erros, apresentados em uma linguagem acessivel ao ensino bésico.
Detalhes sobre as atividades contidas no livro sdo minuciosamente descritos, ressaltando
os beneficios potenciais para os alunos. Uma reflexdo sobre a integragdo de novas tecno-
logias na sala de aula € realizada, enfatizando as vantagens das diversas representacdes
possiveis, especialmente ao explorar a representacdo semidtica. Além disso, hd uma
analise concisa da relevancia desses topicos na Base Nacional Comum Curricular BNCC
(Brasil, 2022). O estudo destaca a importancia da inovagdo pedagégica e do uso de ferra-
mentas digitais para aprimorar o ensino de conceitos matematicos, fornecendo uma visao

critica sobre a incorporagdo dessas praticas no cenario educacional.

Para acessar o livro completo, clique no seguinte link: (https://www.geogebra.org/

m/w33qbzfp).

Palavras-chave: Codigos Corretores de Erros, Educagdo, Metodologia, Matemadtica, Ge-

oGebra.
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ABSTRACT

This study focuses on the interactive exploration of Error Correcting Codes th-
rough GeoGebraBook, resulting in the creation of a dynamic digital book. The material
covers concepts such as base changing, matrices, powers of two bases, direction changing,
combinatorial analysis, and modular arithmetic, all contextualized with Error Correcting
Codes, presented in a language accessible to elementary education. Details about the
activities contained in the book are meticulously described, highlighting the potential be-
nefits for students. A reflection on the integration of new technologies in the classroom
is conducted, emphasizing the advantages of various possible representations, especially
when exploring semiotic representation. Additionally, there is a concise analysis of the
relevance of these topics in the National Common Curricular Base BNCC (Brasil, 2022).
The study underscores the importance of pedagogical innovation and the use of digital
tools to enhance the teaching of mathematical concepts, providing a critical insight into

the incorporation of these practices in the educational landscape.

To access the complete book, click on the following link: (https://www.geogebra.

org/m/w33qbzfp).

Keywords: Error-Correcting Codes, Education, Methodology, Mathematics, GeoGebra.


https://www.geogebra.org/m/w33qbzfp
https://www.geogebra.org/m/w33qbzfp

3.1

4.1

4.2

5.1

5.2

53

54

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

LISTA DE FIGURAS

Matriz binariade ordem 35x35 . . . . . ... ... ... ...

Sistema de transmissao de informagd@o. . . . . .. ... ... ...

Erro no processo de transmissao da informagdo. . . ... ... ..

Login na plataforma do GeoGebra . . . . . ... ... ......
Capitulo I: Apresentagdo. . . . . . . .. .. ... ... ......
Capitulo II: Problema motivador. . . . . . ... ... .......
Capitulo III: Nogdes iniciais. . . . . . . . . . .. ... ... ...
Miégicade virarcartas. . . . . . .. ..o o
Poténciasde basedois. . . . . . ... ... o oL
Mudanca da base binéria para base decimal . . . . . . . ... ...
Reldgio de mudancga de base: base decimal para base bindria.

Lampadas para mudanga de base: base bindria para base decimal. .
Magicacom mudancadebase . . . . . . ... ...
Miégica com mudanca de base: agora o magicoé vocé . . . . . . .
Matrizes: definicdo . . . . .. ... .. ... ... ...
Matrizes: definicao, adicdo e produto por escalar . . . . . . . . ..
Adicdo e subtracdo de matrizes . . . . . . ... ... ... ...
Condi¢do de multiplicagdo de matrizes . . . . . . ... ... ...
Multiplicagdo de matrizes quadradas . . . . . . ... .. ... ..
Multiplicagdo de matrizes casos gerais . . . . . . . .. . ... ..
Codigos detectoresdeerros . . . . . ... ..o
Bits e palavras-codigos . . . . . ...

Inserc@o de um erro durante o processo de transmissao . . . . . .

47

82



5.21

5.22

5.23

5.24

5.25

5.26

5.27

5.28

5.29

5.30

5.31

5.32

5.33

5.34

5.35

Geradorde CPFvalido. . . . . . . . . . . . . . .. ... ..... 95

Verificadorde CPF . . . . . .. .. ... ... .. ... 96
Aritméticadorelégio . . .. ..o 97
Modulo . . . . . . . 98
Descobrindo o CPFdoscolegas . . . . . ... ... ........ 100
Codigos corretores de erros . . . . . ..o oL oL 101
O cédigo de Hamming (7,4) . . . . . . . . . . ... 103
Algoritmo de codificacdo . . . ... ... ... ... ... ... 105
Matriz geradora . . . . . . ... ... o 107
Matriz geradora . . . . . . ... 108
Algoritmo de decodificagdo e correg@ao . . . . . ... ... ... 109
Matriz de paridade: mensagem codificada . . . ... .. .. ... 112
Matriz de paridade: mensagem codificada . . . . . ... ... .. 113
Algoritmo de decodificacdo e corre¢do matricial . . . . . . . . .. 115

Algoritmo de decodificacdo e correcao matricial: matriz de pari-

dade x mensagemerro . . . . . . . ... ..o 116



4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

LISTA DE TABELAS

Codificagcdo usando cédigode paridade . . . . . . ... ... ... 52
Relac¢do entre n,m e k dos codigos de Hamming . . . . . . .. .. 53
Esquema para a codificagdo de um simbolode C(7,4) . . . . . .. 58
Codificagiode y=0111paraC(7,4) . . . . . .. ... ... ... 59

Fonte: Elaborada peloautor . . . . . .. ... ... .. ...... 59



LISTA DE SIGLAS

AICS -Advanced Imaging Communication System

BNCC - Base Nacional Comum Curricular.

CRMG- Curriculo Referéncia de Minas Gerais.

NASA - National Aeronautics and Space Administration

PNLD - Programa Nacional do Livro Didatico.

PROFMAT - Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional.
RGB - Red, Green and Blue.

TDICs - Tecnologias Digitais da informagdo e Comunicacao.

UFVIM - Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri.

DCN - Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais



SUMARIO

TINTRODUCAO . . . . . .
2 CURRICULO REFERENCIA DE MINAS GERAIS E AS NOVAS TECNO-

LOGIAS . . . . e

2.1 Curriculo referéncia de Minas Geraise aBNCC . . . . . . ... ... ...

2.2 Asnovas tecnologias como ferramentas deensino . . . . . . ... ... ..

2.3 A matemdtica e as novas tecnologias . . . . . . .. .. ...,

2.4 A representacdo semidtica no ensino de matemdtica . . . . . . . ... ...

S3MATRIZES . . . . . e
3.1 Matrizes para definir pixel de imagens em pretoe branco . . . . . . .. ..
3.2 Defini¢do, classificacdo e lei de formacdo de matrizes . . . . . . . ... ..
3.3 Igualdade de Matrizes . . . . . . . . ... . ... ...
3.4 Operacdes entre Matrizes . . . . . . . . o v v v v v v v vt e

3401 Adigdo . . . ..o
3.4.2 Produto de um escalar poruma matriz . . . . .. ... .. ... ...
343 ProdutodeMatrizes . . . . . . . . ... Lo
3.5 Transpostadeumamatriz . . . . . . . .. .. .. ..o

3.5.1 Matriz SImEtrica . . . . . . . . oo e e e e e e e

4 CODIGOS CORRETORES DEERROS . . . . . ...............
4.1 Contexto historico . . . . . . . . .. .. L
4.2 Conceitos bASIiCOS . . . . . . . ... e
4.3 Codigos detectores de um GniCoerro . . . . . . . . . . oLl
4.4 Codigos corretores de um niCO €IT0 .« . . . . . o o v v o e

4.4.1 0O cédigo C(7,4) e a familia de cédigos C(2F — 1,2k —k—1) . .. ..

5 ENSINO DE MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA: UMA ABORDA-

GEM INTERATIVA COM O GEOGEBRA . . . . .. ... ... ... ...
5.1 O GeoGebra e a ferramenta GeoGebraBook . . . . . . ... .. ... ...
5.2 GEOGEBRABOOK: cédigos corretores de erros . . . . . . . . ... ...
5.3 CapituloI: Apresentagdo . . . . . . . . . . ...
5.4 Capitulo II: Problema motivador . . . . . . .. .. .. .. ... ......
5.5 Capitulo III: Nogdes inicias . . . . . . . . . . . . o v v i v ..
5.5.1 Estudodeparidade ... ... ... .. ... ... . ... ......



5.5.2 Mudangadebase . . ... ... ... ..o 78

5.5.3 Miégicacom mudangadebase . . .. ... ... ... ... ... .. 83
554 Matrizes . . . . . . .o e e 85
5.5.5 Multiplicagdo de matrizes . . . . . . . . . .. ... 88
5.6 Capitulo I'V: Codigos detectoresdeerros . . . . . . . . ... ... .... 91
5.6.1 Bitsepalavras-codigos . . . . .. ... Lo 93
5.6.2 GeradordeCPFvalido . . .. ... ... ... ... ........ 94
5,63 Orestoéoqueimporta . . . . . . .. . .. .. 96
5.6.4 Descobrindo o CPFdos Colegas . . . . ... ... .......... 98
5.7 Capitulo V: Cédigos corretores de erros . . . . . . . . . . ... ... ... 100
5.8 Capitulo VI: O c6digo de Hamming (7,4) . . . . . . . ... ... .. ... 102
5.8.1 Algoritmo de codificagdo . . . . . .. ... ... ... L. 103
5.82 Matrizgeradora . . . . . . ... 105
5.8.3 Algoritmo de decodificagdoecorrecdo . . . . . . ... ... ... .. 108
5.84 Matrizdeparidade . . ... ... .. ... ... .. ... 111
5.8.5 Algoritmo de decodificagdo e corre¢do matricial . . . . . . . ... .. 114

6 CONSIDERACOES FINAIS . . . . ... ... .. ............... 118

REFERENCIAS . . . . . . 120



14

1 INTRODUCAO

Durante minha trajetdria profissional, que se iniciou em 2013 na Escola Estadual
Salvelino Fernandes Madeira, em Santana do Paraiso, MG, assumindo duas cadeiras:
uma no Ensino Fundamental, lecionando para as turmas do sexto e sétimo anos, e outra

no Ensino Médio.

Essa experiéncia suscitou algumas reflexdes, pois, em vérias ocasides, pude ob-
servar alunos ingressando no sexto ano cheios de expectativas e entusiasmo em relagdo a
matematica. No entanto, ao chegarem ao Ensino Médio, esse mesmo entusiasmo parecia
dissipar-se. Diante dessa realidade, surgiu em mim um desejo de desenvolver um recurso
educacional que pudesse, de alguma forma, reinventar a experi€éncia de aprendizado dos

alunos, resgatando, se possivel, o interesse e a curiosidade pelo estudo da matematica.

O Programa Nacional do Livro Didédtico PNLD (Brasil, 2023), acessivel em :
(https://www.gov.br), destaca a importincia de temas como matrizes, mudanca de bases,
andlise combinatdria e poténcias no Ensino Médio. No entanto, uma andlise critica dos
livros didéticos revela uma abordagem muitas vezes superficial, concentrada em conceitos
basicos e
exercicios mecanicos, em detrimento da promo¢ao do pensamento critico e da criativi-
dade dos alunos. Diante desse panorama, torna-se imperativo repensar a abordagem pe-
dagdgica, visando ndo apenas a transferéncia de conhecimentos, mas também a

valorizacdo da formacao integral dos estudantes.

Este trabalho prop0s-se a transcender os limites convencionais, resultando na
criacdo de um livro digital dindmico que contextualiza o tema Codigos Corretores de Er-
ros com o ensino de matrizes, mudanga de base, aritmética modular, andlise combinatéria
e poténcias na educagdo basica. A intenc¢do foi ir além das abordagens tradicionais, in-
corporando elementos que estimulassem o pensamento critico e a criatividade dos alunos,
alinhando-se com as Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais (DCN) e a Base Nacional

Comum Curricular BNCC (Brasil, 2022), acessivel em: (http://portal.mec.gov.br) .

A questdo que orientou este trabalho foi: como proporcionar uma experiéncia
educacional enriquecedora em Matemadtica na educacio bésica, que ultrapasse a simples

transmissao de conhecimentos, contribuindo para a formacao integral dos alunos? Com-


https://www.gov.br
http://portal.mec.gov.br
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preendendo que a resposta a essa questao € subjetiva e depende dos agentes envolvidos
no processo educacional, nosso objetivo nao foi respondé-la, mas sim oferecer aos pro-

fessores da educacdo bésica uma possivel ferramenta na busca desse ambicioso objetivo.

Exploramos aspectos relacionados ao curriculo, a utilizacdo de softwares livres
e as oportunidades pedagédgicas emergentes desse cendrio, visando ndo apenas a trans-
missdo de conceitos, mas também ao desenvolvimento do pensamento critico e da capa-
cidade criativa dos estudantes. O material resultante busca ser acessivel e integrado ao
contexto social contemporaneo, proporcionando uma experiéncia educacional diferenci-

ada.

Além disso, abordamos a importancia do elemento lidico no processo de apren-
dizagem, destacando o papel das Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicagdo
(TDICs) e dos softwares educacionais, como o GeoGebra e o GeoGebraBook, como fer-

ramentas complementares no ensino e aprendizagem.

Esta pesquisa nio se limitou a abordar a teoria matemaética, mas buscou inseri-la
em um contexto amplo, considerando a realidade dos alunos e promovendo uma Educagdo

Matematica que os capacite a enfrentar os desafios do mundo contemporaneo.

A contextualizacdo visa ampliar o nivel de compreensao cientifica e tecnoldgica
dos estudantes, transformando os conteidos em instrumentos para a constru¢cao de uma
visdo critica e capacitando-os a utilizar o conhecimento como uma ferramenta para com-

preender e transformar o mundo ao seu redor.

Para concretizar esse proposito, exploramos a Teoria dos Cddigos Corretores de
Erros, um ramo matemético que pode contribuir para a compreensao dos problemas re-
lacionados a transmissao e a recep¢ao de dados digitais, mas também destacamos a im-
portancia de integrar a Matematica de forma significativa na formagao dos alunos. Desde
sua origem, na década de 1940, essa teoria desempenha um papel crucial em tecnologias
presentes em nosso cotidiano, como televisores, smartphones, computadores, musica di-

gital e internet.

Ao abordar os fundamentos e as aplicacdes dos Cddigos Corretores de Erros,

almejamos enriquecer ndo apenas o contelido matemadtico apresentado aos alunos, mas
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também promover uma compreensao mais profunda dos conceitos matemadticos. Essa
abordagem ndo visa apenas transmitir conhecimento, mas inspirar os alunos a explora-

rem, questionarem e aplicarem conceitos.

A pesquisa estd organizada em seis capitulos. No primeiro capitulo, a introdugdo.
O segundo capitulo aborda o Curriculo Referéncia de Minas Gerais e as novas tecnologias,
explorando sua relacdo no cendrio educacional. O terceiro capitulo se dedica ao estudo

das matrizes, oferecendo uma analise detalhada desse conceito matematico.

No quarto capitulo, sdo analisados os Cddigos Corretores de Erros, ressaltando
sua importancia e aplicacdes, especialmente na transmissao e recep¢ao de dados digitais.
O quinto capitulo focaliza o Ensino de Matematica na Educacao Bésica, com destaque
para uma Abordagem Interativa com o GeoGebra, apresentando o objeto central desta

pesquisa, o livro dindmico digital desenvolvido.

Por fim, o sexto capitulo apresenta as consideragdes finais, recapitulando os prin-
cipais resultados obtidos, discutindo suas implicacdes e sugerindo direcdes para pesquisas

futuras.
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2 CURRICULO REFERENCIA DE MINAS GERAIS E AS NOVAS
TECNOLOGIAS

2.1 Curriculo referéncia de Minas Gerais e a BNCC

A integracao entre diferentes disciplinas é uma estratégia didatica de grande po-
tencial para o sucesso na aprendizagem. Quando os alunos tém a oportunidade de abor-
dar problemas de vdrias perspectivas, o processo de aprendizado ocorre de maneira mais
organica. Essa integracdo entre dreas distintas de conhecimento possibilita estabelecer
conexdes com conhecimentos e experiéncias anteriores, expandi-los, reformulé-los e con-

textualizar sua aplicacgdo.

No contexto do Curriculo Referéncia de Minas Gerais (CRMG), as competéncias
e as habilidades tém a finalidade de guiar uma aprendizagem motivadora, relevante e
interdisciplinar. Portanto, é essencial que a Matematica desempenhe papel integrado e
alinhado com as demais areas do saber. Essa abordagem pedagdgica e interdisciplinar
entre a Matematica e outras disciplinas € refletida por meio de habilidades especificas, as

quais introduzem novos contetdos a serem explorados pelo professor.

A Base Nacional Comum Curricular do ano de 2022, engloba essa integracao
entre as areas por meio das competéncias e habilidades, bem como através dos Temas
Contemporaneos Transversais. No ambito do CRMG, essa abordagem procura superar
a fragmentacdo dos conteddos de Matematica no processo de ensino e aprendizagem em
relagc@o a outras dreas do conhecimento, contextualizando os conceitos matematicos com
temas como Meio Ambiente, Economia, Ciéncia e Tecnologia. O objetivo é desenvolver

nas(os) estudantes as seguintes competéncias:

* utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméaticos para interpretar situa-
coes em diversos contextos, abrangendo atividades do cotidiano, fatos nas Ciéncias
da Natureza e Humanas, questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgadas por

meio de diferentes formas, contribuindo, assim, para uma formacao geral;

* empregar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matemdticos para in-

terpretar, construir modelos e resolver problemas em contextos variados, analisando
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a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugdes propostas, no intuito de

construir uma argumentagao coerente;

» compreender e utilizar, de maneira flexivel e precisa, diferentes formas de represen-
tacdo matematica (algébrica, geométrica, estatistica, computacional, etc.) na busca

de solucdes e na comunicagao de resultados de problemas.

As competéncias mencionadas visam desenvolver habilidades matematicas e ci-
entificas nos alunos, capacitando-os a lidar com medidas, unidades de medida e célculos
em contextos do mundo real. Cada uma dessas habilidades visa diferentes aspectos do

entendimento e da aplicacdo da matemdtica em situagdes praticas.

Utilizacao da notaciao cientifica e compreensao de erros

* A competéncia (EM13MAT313) foca na habilidade dos alunos de utilizarem a
notacdo cientifica para representar nimeros grandes ou pequenos de forma mais
compacta e compreensivel. Isso é fundamental para lidar com medidas em diferen-

tes escalas, como na ciéncia e na engenharia.

Interpretacao de textos cientificos e midias

* A competéncia (EM13MAT103) visa capacitar os alunos a compreenderem e in-
terpretarem informacdes em textos cientificos e em midias que envolvem unidades
de medida. Isso é crucial para podermos tomar decisdes controladas em relacio a

questdes cientificas e tecnoldgicas presentes na sociedade.

Aplicacao de medidas e calculos em contextos regionais

* A competéncia (EM13MAT?201) busca desenvolver a capacidade de os alunos apli-
carem conceitos matematicos, como controles de restri¢do, area, volume, capaci-
dade e massa, em situagdes do cotidiano, especialmente aquelas relevantes para sua

comunidade.

Os alunos sdo incentivados a proporem ou a participarem de a¢des que envolvem

medi¢des e acompanhamento em projetos e atividades préticas. Isso ndo apenas fortalece
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suas habilidades matemdticas, mas também promove o engajamento com a comunidade e

o reconhecimento da importancia da matematica no contexto real.

Compreender e aplicar conceitos matematicos em situacoes reais ¢ fundamental
para preparar os estudantes para os desafios do mundo contemporaneo, em que medi-
das e cdlculos sdo essenciais em diversos campos, desde a ci€éncia até a tecnologia e o
engajamento social. Para que os alunos possam alcangar essa compreensdao completa, €
crucial que eles estabelecam conexdes entre os conceitos matematicos e suas aplicagdes

em diferentes dreas do conhecimento. A seguir apresentamos alguns conceitos.

* Conceito e procedimentos de geometria métrica, que podem ser aplicados na enge-
nharia civil (projeto de estruturas), em design de produtos, arquitetura, topografia,

geografia (cdlculos de dreas e perimetros de regides geograficas).

* Funcdes, representacdo grafica e algébrica, que pode ser aplicada na economia
(modelagem de demanda e oferta), na fisica (movimento de particulas), na bi-
ologia (taxa de crescimento populacional) e na engenharia (resposta de sistemas

dinamicos).

* Bases de sistemas de contagem, que podem ser aplicadas na ci€ncia da computagdao
(programacado bindria), na eletrOnica (circuitos digitais) e na matematica discreta

(teoria dos grafos).

* Unidades de armazenamento de dados e transferéncia de dados, que podem ser
aplicadas na tecnologia da informacdo (armazenamento e transferéncia de arqui-
vos), em redes de computadores (velocidade de transferéncia) e na ciéncia de dados

(tamanhos de datasets).

* Funcdes, formulas e expressoes algébricas, que podem ser aplicadas na engenharia
(modelagem de sistemas), na economia (analise de custos), na fisica (Lei de Hooke

para molas) e na quimica (equagdes quimicas).

* Grandezas determinadas pela razdo ou produto de outras, que podem ser aplica-
das na fisica (velocidade =distancia/tempo), na engenharia (poténcia elétrica) e na

demografia (densidade demografica).
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* Conversao entre unidades compostas, que pode ser aplicada na engenharia (con-
versdo de unidades em sistemas de medida), fisica (conversao de unidades em

célculos de energia) e na medicina (conversiao de unidades de dosagem).

A arelacdo que se estabelece entre esses conceitos matematicos e suas aplicacdes
em diversas areas do conhecimento capacita os estudantes a compreenderem como a Ma-
tematica esta intrinsecamente envolvida em situagdes do mundo real. Isso nao apenas
ajuda a solidificar o entendimento dos conceitos, mas também permite que os alunos per-
cebam a relevincia da matemadtica em sua vida cotidiana e na carreira que escolherem

seguir.

A capacidade de aplicar esses conhecimentos de forma interdisciplinar € uma habi-
lidade valiosa para os cidaddos do século XXI. Como mencionado anteriormente, BNCC
estabelece diretrizes educacionais para a Educagdo Basica no Brasil, incluindo o estudo
de matrizes, parte importante desse curriculo, pois desempenha papel fundamental na
compreensdo e na aplicacdo de conceitos matematicos, bem como em diversas dreas da

ciéncia e da tecnologia.

No contexto da Matemética, a BNCC reconhece a importancia das matrizes como
uma ferramenta essencial para o desenvolvimento do raciocinio l6gico e a resolugdo de
problemas em diversas dreas do conhecimento. O estudo de matrizes desempenha papel
fundamental no curriculo de Matematica da BNCC, contribuindo para a formagdo de

cidaddos criticos e aptos a enfrentar os desafios do mundo contemporaneo.

As matrizes sdo apresentadas na BNCC como um tépico de estudo relevante den-
tro da area de Matematica. Elas sdo abordadas em diferentes niveis de ensino, desde
o Ensino Fundamental at¢ o Ensino Médio, conforme a progressao de contetidos ma-
tematicos definida no documento. O estudo das matrizes visa principalmente desenvolver
a capacidade dos alunos de organizar dados, resolver problemas, modelar situacdoes do

mundo real e compreender conceitos matematicos mais abstratos.

A BNCC (Brasil, 2022), estabelece competéncias e habilidades especificas relaci-

onadas ao estudo de matrizes. Alguns exemplos incluem:

1. reconhecer e representar matrizes: os alunos aprendem a identificar matrizes,
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compreendendo sua estrutura e propriedades. Eles sdo capazes de representar ma-

trizes em notag¢ao matricial;

2. realizar operacoes com matrizes: os estudantes desenvolvem a capacidade de
realizar operacdes de soma, subtracao e multiplicacdo de matrizes, compreendendo

as regras e propriedades envolvidas;

3. resolver sistemas lineares: matrizes sdo utilizadas para resolver sistemas linea-
res, o que tem aplicacdo direta em problemas do cotidiano e em diversas dreas da

engenharia, ciéncias naturais e sociais;

4. aplicar matrizes em contextos reais: os alunos sio incentivados a aplicarem o
conhecimento sobre matrizes em contextos da vida real, como estatistica, trans-

formacdes geométricas e otimizacao.

O estudo de matrizes desempenha papel crucial no curriculo de Matematica da
BNCC, contribuindo para o desenvolvimento de competéncias e habilidades matematicas
dos alunos. Além disso, as matrizes tém aplicagdes em diversas dreas do conhecimento,
preparando os estudantes para desafios académicos e profissionais. Portanto, o ensino
de matrizes, conforme as diretrizes da BNCC, é essencial para a formacdo de cidadaos

capacitados a compreenderem e transformarem o mundo em que vivemos.

2.2 As novas tecnologias como ferramentas de ensino

A evolucdo das novas tecnologias estd transformando radicalmente a maneira
como vivemos, interagimos e aprendemos. Especificamente, na drea da Matematica, essas
mudancas oferecem oportunidades valiosas para aprimorar o ensino e a compreensao dos
conceitos matematicos, além de permitir uma conexao mais profunda entre a Matematica
e o mundo que nos rodeia. Aqui estdo algumas reflexdes sobre o impacto das tecnolo-
gias na educacdo matemadtica e na sociedade em geral segundo os trabalho de (BORBA;

LACERDA, 2015, p. 493).

Contextualizacao e aplicacao dos conceitos matematicos

1. Astecnologias oferecem a capacidade de trazer exemplos da realidade para a sala de
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aula, tornando os conceitos mateméticos mais tangiveis e relevantes para os alunos.

2. O uso de simulagdes, visualizagdes interativas € modelos computacionais permite

que os estudantes explorem relacdes matematicas complexas de maneira concreta.

Acesso a informacoes e conhecimento global

1. Ainternet e os recursos digitais proporcionam acesso a uma vasta gama de informa-

coes e conhecimentos matematicos de diferentes culturas e perspectivas.

2. Os alunos podem explorar além dos limites do curriculo tradicional, enriquecendo

sua compreensdo da matematica como uma disciplina global.

Aprendizagem personalizada e ativa

1. As tecnologias permitem que os alunos escolham seu préprio ritmo de aprendizado
e explorem topicos de seu interesse, promovendo um ambiente de aprendizado per-

sonalizado.

2. Ferramentas interativas e plataformas de aprendizado online incentivam a participa-

¢do ativa dos alunos e a resolugdo de problemas praticos.

Mudanca no papel do professor

1. Os educadores agora atuam como facilitadores do aprendizado, orientando os alu-

nos a explorarem e aplicarem conceitos matematicos usando tecnologias.

2. Os professores podem concentrar mais tempo em atividades colaborativas, dis-

cussoes e resolucao de problemas, em vez de apenas darem palestras expositivas.

O papel do professor deixa de ser o de “entregador” da informacdo, para ser o de
facilitador do processo de aprendizagem. O aluno deixa de ser passivo, de ser o re-
ceptaculo das informagdes, para ser ativo aprendiz, construtor do seu conhecimento.
Portanto, a énfase da educagdo deixa de ser a memorizagdo da informag¢do transmi-
tida pelo professor e passa a ser a constru¢io do conhecimento realizada pelo aluno
de maneira significativa, sendo o professor o facilitador desse processo de constru¢ao
(VALENTE et al., 1999, p. 8).

Preparacao para um futuro tecnolégico
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1. A medida que a sociedade se torna mais dependente da tecnologia, € essencial que
os alunos desenvolvam habilidades digitais e matemadticas para ter sucesso em suas

vidas profissionais e pessoais.

2. A educacdo matemadtica atualizada e voltada para a tecnologia ajuda a formar ci-

daddos mais capacitados para enfrentar os desafios modernos.
Quebra de barreiras geograficas e sociais

1. As tecnologias permitem a conexd@o entre alunos de diferentes partes do mundo,

promovendo a troca de ideias e culturas matematicas.

2. O acesso a recursos online ajuda a superar barreiras socioecondmicas, proporcio-

nando oportunidades iguais de aprendizado.
Transformacao da sala de aula tradicional

1. A educac¢dao matematica estd evoluindo de salas de aula tradicionais para ambientes
digitais mais flexiveis, onde a aprendizagem pode ocorrer em qualquer lugar e a

qualquer momento.
Desenvolvimento de habilidades do século XXI

1. O uso de tecnologias na educagdo matematica contribui para o desenvolvimento
de habilidades como pensamento critico, resolu¢do de problemas, colaboracio e

comunicagao.

A integragao das tecnologias no ensino da Matemaética tem o potencial de revolu-
cionar como os alunos aprendem, tornando o processo de aprendizagem mais envolvente,
pratico e relevante. Isso ndo apenas prepara os alunos para um futuro tecnoldgico, mas
também contribui para uma compreensao mais profunda e significativa dos conceitos ma-

temdticos e sua aplica¢cdo no mundo real.

Diante do poder e do fascinio que as novas tecnologias podem promover no ensino

da Matemética, levando o aluno a um conhecimento rapido, fécil, interativo e acompa-
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nhado de um raciocinio 16gico, é que tanto o professor como o aluno precisam acompa-
nhar essa evolugao tecnoldgica e, assim, inserir-se nesse mundo cada vez mais digital, sob

pena de ser excluido do sistema social:

O uso das tecnologias na sala de aula vem se tornando uma ferramenta de grande
importancia, pois consegue auxiliar tanto o professor quanto o aluno na explicacio
e na compreensdo dos conteidos. Com a tecnologia na aula os alunos sentem-se
mais motivados a aprender e a partir disso o docente consegue ensinar de forma mais
dindmica e criativa (SOARES, 2023, p. 10).

Atualmente, os professores, ndo apenas os de Matemdtica, mas todos em geral, desempe-
nham papel crucial de mediadores do conhecimento. Isso significa que sdo responsaveis
por orientarem os alunos na busca pelo conhecimento, promovendo o desenvolvimento da
capacidade de autoeducagdo. Eles também auxiliam na constru¢cdo dos préprios concei-
tos pelos alunos, capacitando-os com a autonomia necessdria para enfrentarem desafios
e resolverem problemas e, assim, participarem ativamente na sociedade em que estio

inseridos.

A Educagdo Matemética tem o proposito de transformar o ensino em um processo
l6gico por meio do estimulo ao raciocinio. Para isso, € essencial que ela proporcione uma
aprendizagem centrada nas inovagdes tecnoldgicas e na interdisciplinaridade. Isso garan-
tird a formac¢do de individuos capazes e preparados para lidar com um mundo cada vez

mais complexo, em que as mudangas e as evolugdes ocorrem de forma ripida e constante.

2.3 A matematica e as novas tecnologias

As instituicdes escolares precisam progredir e se adaptar ao desenvolvimento so-
cial do pais, no qual as novas tecnologias da informacdo estdo cada vez mais presentes,
trazendo transformacdes significativas na comunicag¢do, no trabalho, nas tomadas de de-

cisdo e nos padrdes de pensamento das pessoas.

Nao podemos mais subestimar a importancia do ensino da Matematica na con-
temporaneidade e na vida de cada individuo. No entanto, € inegdvel que a disciplina
de Matemadtica sempre foi um desafio para muitos estudantes ao longo de sua trajetdria

educacional.
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Estudar Matematica, na maioria das escolas, é considerado um desafio pelos estudan-
tes. Enquanto alguns se destacam, muitos tém dificuldades para compreender deter-
minados tépicos e desenvolver habilidades necessdrias para a resolucio de problemas,
a medida que esses vao ficando mais complexos e exigindo mais do estudante. Assim,
o principal objetivo de incorporar as tecnologias de informag?o, nesse processo, é mi-
nimizar as dificuldades proporcionando o entendimento dos temas apresentados com
ferramentas alternativas (PEREIRA et al., 2012, p. 7).

E fundamental que as inovagdes tecnoldgicas sejam incorporadas de maneira a
aprimorar o processo de ensino e aprendizagem. Tais avangos ndo devem ser encarados
com desaprovagao ou desdém. Mudangas devem ser acolhidas com otimismo e, acima de
tudo, integradas ao ambiente escolar para promover uma verdadeira educa¢do em prol do
bem comum, visando construir um futuro mais promissor e uma sociedade mais justa e

equitativa.

Como cidadaos, temos a responsabilidade de contribuir para a modernizagao geral
do nosso pais, no ambito da educacio e, principalmente, estarmos dispostos a abragar essa

evolucdo, que € uma acgdo irreversivel em pleno desenvolvimento e expansao.

E relevante ressaltar que, no geral, o computador e outras tecnologias digitais estao
amplamente integrados ao cendrio educacional em muitos paises ao redor do mundo, e
oferecem uma oportunidade para a criacdo e o desenvolvimento de novas abordagens no

ensino, visando aprimorar os resultados na aprendizagem da disciplina de Matematica.

Vale a pena destacar também, que nio € somente uma maquina que possibilitara
a uma crianca com habilidades intelectuais aprender certos conceitos matematicos. A
verdadeira transformacdo ocorre ao estimular um raciocinio por meio do qual a crianca
possa formular conjecturas e abstrair suas ideias, transformando-as em conhecimento for-

mal com o auxilio do computador.

A Revolucao Tecnoldgica iniciou-se no século XXI como defendido nos trabalhos
de (SIQUEIRA; FREIRE, 2019, p. 26), trouxe consigo uma dependéncia cada vez maior
do uso dessas ferramentas em nossa vida cotidiana. Essa tendéncia € inegavel para a
humanidade na totalidade. No ambiente escolar ndo poderia ser diferente, considerando a
facilidade de acesso a informagao proporcionada pelas tecnologias. Portanto, é essencial
estar preparado para enfrentar os novos desafios e aproveitar as Novas Tecnologias para
promover um ensino de alta qualidade, tanto para os educadores quanto para os alunos.

Nesse contexto, € crucial estar atualizado sobre as transformacdes tecnoldgicas e esforcar-
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se para compreendé-las devidamente.

A fim de proporcionar aos alunos um ensino de qualidade diante das novas tec-
nologias, é absolutamente necessario estarmos adequadamente preparados e capacitados
para operar nesse inovador modelo de ensino e aprendizado. Estar imerso nesse novo am-

biente implica em utilizar as tecnologias para elaborar atividades pedagdgicas eficazes.

Com este avanco tecnoldgico, a educagdo passou por uma transformacao signifi-
cativa, e a disciplina de Matematica emerge como pioneira nessa revolugdo. Ferramentas
digitais inovadoras, como o GeoGebraBook, sdo fornecidas aos alunos com novas pers-

pectivas, oferecendo uma experiéncia de aprendizagem envolvente e interativa.

Neste contexto, surge a proposta deste trabalho que foi a elaboragcdo de um livro
dinamico digital que adentra no universo dos Codigos Corretores de Erros, entrelacando-
os com o estudo de matrizes. O objetivo do livro dindmico digital é fornecer uma aborda-

gem realista, na qual os conceitos matematicos se manifestam em situagdes do cotidiano.

Por meio de exemplos pragmaticos e desafios instigantes, os estudantes sdo in-
centivados a aplicarem os conhecimentos recém-adquiridos em cendrios do dia a dia.
Acreditamos que esta abordagem ndo apenas confere maior significado ao aprendizado,
mas também o torna diretamente aplicavel, capacitando os alunos a enfrentarem com

confiancga os desafios matematicos que o porvir reserva.

Posteriormente, iremos detalhar com mais afinco o livro, mas, por enquanto, imagi-
ne-se explorando os enigmas dos Cddigos Corretores de Erros, desvendando mistérios
matematicos enquanto emergem em situagdes reais. Este livro dindmico digital tem o
objetivo de ndo apenas tornar o ensino mais atrativo e envolvente, mas também dotar os
alunos com as ferramentas possiveis para superar os obstaculos matematicos que surgem
no caminho, por meio desta jornada educacional, na qual a Matematica se converte em
uma aventura e os estudantes se transformam nos protagonistas de seu proprio aprendi-

zado.
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2.4 A representacao semiotica no ensino de matematica

A matemadtica, sendo uma linguagem universal, tem a capacidade de desvendar
os padrdes, as relacdes e as estruturas inerentes ao nosso mundo. No entanto, muitos
estudantes frequentemente enfrentam obstidculos ao se depararem com essa disciplina,

muitas vezes devido a abstracdo e a complexidade dos conceitos.

Em um mundo onde a compreensdo matemadtica transcende os limites da linguagem
escrita, a riqueza das representacdes semiodticas torna-se a chave para desbloquear o
verdadeiro significado dos conceitos matematicos. Assim como a diversidade enri-
quece a vida, a variedade de representacdes semidticas enriquece a compreensdao ma-
temadtica, proporcionando uma tapecaria visual e simbdlica que ilumina os caminhos
do pensamento matematico (DUVAL; THADEU, 2012, p. 267).

A utilizagdo de registros de representacdo semiotica, segundo (DUVAL; THADEU, 2012),
constitui uma ferramenta fundamental para a compreensao e a comunicacao de conceitos
matematicos por parte dos estudantes. Esses registros, que abrangem simbolos, graficos,
palavras e tabelas, buscam perspectivas unicas, enriquecendo a compreensao dos con-
ceitos. O funcionamento cognitivo na compreensao matematica envolve processos com-
plexos, como formagdo de conceitos, manipulacdo simbdlica e resolu¢cdo de problemas,
explorando como os alunos constroem significados, identificam padrdes e aplicam es-

tratégias de resolucdo.

Conforme apontado pelos trabalhos de (LABURU; SILVA, 2011, p. 24), a superagio
dos obstaculos na aprendizagem da Matemaética acontece de maneira eficaz por meio da
utilizagcdo da representacao semiotica. Essa abordagem envolve a exploragao de multiplos

simbolos e linguagens para tornar os conceitos matematicos mais acessiveis e tangiveis.

A representacdo semidtica abrange a expressdo de informagdes por meio de dife-
rentes sistemas de simbolos, incluindo linguagem natural, graficos, notacdes matematicas,
tabelas e diagramas. No contexto da Matemadtica, essa representacdo desempenha pa-
pel crucial na comunicagdo e na construcdo do conhecimento. Por exemplo, a notagdo
algébrica € uma forma de representacdo semidtica que permite a expressao concisa e pre-
cisa das relagdes entre varidveis e operacdes. A incorporacao da representagao semiotica

no ensino de matematica oferece vérias vantagens significativas, como

* visualizacao de conceitos abstratos: a representacdo semidtica capacita os es-

tudantes a visualizarem conceitos abstratos, transformando-os em representagdes
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tangiveis. Gréficos e diagramas, por exemplo, contribuem para uma melhor com-
preensdo das relacdes numéricas e geométricas, proporcionando concretude a ma-

tematica;

* adaptacao a diferentes estilos de aprendizagem: os alunos apresentam estilos
de aprendizagem diversos. Enquanto alguns preferem a linguagem escrita, outros
respondem melhor a informacgdes visuais. A representacio semiotica oferece abor-
dagens multiplas para acessar os conceitos matematicos, atendendo as variadas ne-

cessidades dos estudantes;

* resolucio de problemas: a habilidade de resolver problemas matematicos fre-
quentemente exige a traducdo de situacdes do mundo real para representacdes ma-
temadticas e vice-versa. A competéncia na interpretacdo de diferentes formas de
representacio semiotica capacita os estudantes a abordarem desafios de resolugao

de problemas de maneira mais eficaz.

Levando em consideracio os trabalhos de (MELO, 2020, p. 36), temos que a
utilizagcdo da representacdo semidtica no ensino de matemadtica oferece vantagens signifi-
cativas, como a visualiza¢do de conceitos abstratos e a adaptacdo a estilos de aprendiza-

gem diversos, possibilitando uma abordagem mais eficaz na resolu¢ao de problemas.

Além disso, a abordagem de (DUVAL; THADEU, 2012) ressalta o potencial das
estratégias de ensino centradas na representacdo semidtica. Jogos matematicos que incor-
poram gréficos, diagramas e simulacdes, por exemplo, podem proporcionar uma aprendi-
zagem mais envolvente e pratica. A exploracdo da representacio grafica de func¢des por
meio de atividades interativas permite que os alunos manipulem pardmetros e observem

as mudancas resultantes, promovendo uma compreensao mais profunda.

A representacdo semidtica também transcende as fronteiras disciplinares, permi-
tindo a interligagdo da Matemdtica com outras dreas do conhecimento. A criacao de dia-
gramas que representam fendmenos interdisciplinares capacita os estudantes a aplicarem

conceitos matematicos de maneira significativa e contextualizada.

Um aspecto importante explorado por (DUVAL; THADEU, 2012) € a evolucao

das notagdes matemadticas ao longo da histéria, demonstrando como diferentes culturas e
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épocas contribuiram para a construc¢ao semiotica dos conceitos matematicos. Isso enfatiza
a importancia vital da representacdo na comunicagdo de ideias complexas, destacando seu

papel continuo e abrangente na Educacdo Matematica.

No contexto da representacdo semidtica, os conceitos de tratamento € conversao
desempenham papéis cruciais na interpretacdo e na comunicagdo de informacgdes com-
plexas. Tratamento refere-se ao processo de manipulacdo e transformacdo de dados,
enquanto conversao envolve a tradu¢do de informacdes de uma forma para outra. Am-
bos os conceitos sdo fundamentais para a compreensdo e a aplicagdo de conhecimen-
tos em diversas dreas, como aquelas abordadas na proposta deste trabalho que € o livro
dindmico digital, Codigos Corretores de Erros, acessivel em: (https://www.geogebra.org/
m/w33gbzfp). O objetivo é explorar os cddigos corretos de erros de maneira contextuali-

zada, relacionando-os a alguns contetidos matematicos pertinentes a educagdo bésica.

A representacdo semidtica, que estuda como os simbolos e signos sdo utilizados
para transmitir significados, € essencial para a compreensdo de conceitos matematicos
avancados. No contexto desta pesquisa, o tratamento de dados envolve a aplicaciao de
operacdes matematicas, como mudanca de base, potenciacao, anélise combinatéria, mani-
pulacdo de matrizes, célculos de angulos, aritmética modular e a compreensdo da ma-

tematica discreta.

A mudanca de base, por exemplo, € um processo de conversdo de um sistema
numérico para outro, fundamental em disciplinas como Ciéncia da Computagcdo. As
poténcias sdo utilizadas para representar crescimentos exponenciais, enquanto a andlise
combinatéria lida com a contagem e agrupamento de elementos. As matrizes, por sua
vez, sdo ferramentas poderosas na representa¢io e na manipulacao de dados em diversos

contextos.

A aritmética modular, que se baseia no conceito de congruéncia, é essencial em
criptografia e teoria dos nlimeros. A matemdtica discreta, por sua vez, trata de estruturas
matematicas que lidam com conjuntos finitos e é fundamental em algoritmos e teoria dos

grafos.

A compreensdo desses conceitos e a habilidade de realizar tratamento e conversao

de dados sdo cruciais para a solu¢do de problemas complexos e para a aplicagdo prética


https://www.geogebra.org/m/w33qbzfp
https://www.geogebra.org/m/w33qbzfp
https://www.geogebra.org/m/w33qbzfp
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desses conhecimentos. O livro dindmico digital, ao contextualizar esses conceitos e
codigos corretores de erros, proporciona uma abordagem pratica e interativa, por meio
dos Applets, facilitando a assimilagdo e a aplicacdo desses conceitos em situagdes do

mundo real.

Salientamos que a importancia das atividades desenvolvidas no livro dindmico
digital vai além da simples transmissdo de informacdes tedricas. Elas servem como
base solida para a compreensao dos conceitos de tratamento e conversdao no ambito da
representacio semiotica, capacitando os estudantes a aplicarem esses conhecimentos de

forma eficaz em diversos contextos académicos e profissionais.

No proximo capitulo, adentraremos no estudo das matrizes, explorando sua im-
portancia e aplicacdes em diferentes campos do conhecimento. As matrizes, com sua
estrutura e propriedades tnicas, desempenham um papel fundamental em diversas areas,
desde a matemética até a engenharia e as ciéncias da computacdo. Vamos nos aprofun-
dar nesse tema e compreender como as matrizes podem ser uma ferramenta poderosa na

resolucao de problemas complexos.
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3 MATRIZES

As matrizes desempenham um papel fundamental em diversas dreas da Matematica
e da Ciéncia, fornecendo uma estrutura organizada e eficaz para a representagcao de dados
e a resolugdo de problemas complexos. Neste capitulo, exploramos as propriedades das
matrizes, desde suas definicdes fundamentais até as operagdes matriciais que servirdo de
base a aplicacdo em Cddigos Corretores de Erros. Ao compreender as matrizes e suas ver-
satilidades, serd possivel desbravar um vasto territério de conhecimento, que se estende

desde a dlgebra linear até areas tao diversas quanto a fisica, a economia e a computacao.

3.1 Matrizes para definir pixel de imagens em preto e branco

O estudo de matrizes desempenha um papel crucial em diversas dreas da Ma-
temadtica, e sua aplicacdo se estende para além desse campo, alcancando disciplinas ci-
entificas e tecnoldgicas. Matrizes sdo estruturas Matemadticas que representam uma cole¢ao
de nimeros organizados em linhas e colunas, sendo essenciais para a compreensao e
manipulacdo em problemas complexos que envolvem sistemas lineares, transformagdes

geométricas, estatistica, otimizagdo, entre outros dominios.

A resolugdo de sistemas lineares € um dos campos mais significativos nos quais as
matrizes sao aplicadas, proporcionando uma representacao eficaz para modelar e resolver
uma variedade de problemas do mundo real. Desde a anélise de circuitos elétricos até a
simulacao de fendmenos fisicos complexos, as matrizes desempenham um papel funda-
mental. Além disso, sua importancia se estende para a estatistica, sendo empregadas em

técnicas como andlise de componentes principais e regressao linear.

A influéncia das matrizes na tecnologia moderna € evidente, especialmente em
areas como processamento de imagens, reconhecimento de padrdes e aprendizado de
madaquina. Algoritmos de visdo computacional fazem amplo uso de operacdes de matriz
para processar e analisar imagens, contribuindo para avancos significativos em medicina,

automacao industrial e veiculos autbnomos.

A aplicabilidade das matrizes ndo se limita apenas a Teoria Matematica, mas se

revela como uma ferramenta poderosa para resolver problemas praticos em diversas dis-
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ciplinas. Essa versatilidade destaca a importancia de dominar o conceito de matrizes,
abrindo portas para solucdes inovadoras e contribuicdes significativas nos avangos tec-

nolégicos.
Na sequéncia, apresentamos um exemplo prético que utiliza a no¢do de matrizes.

Exemplo 3.1.1. Imagens em uma péagina na internet ou fotos de uma maquina fotografica
digital, por exemplo, podem ser representadas por matrizes. Uma imagem simples, como
aletra I'l, pode ser codificada por uma matriz bindria de ordem 35 x 35, onde os elementos
0 e 1 especificam as cores preto e branco, respectivamente dos pixels, sendo que estes sdo
o menor elemento em um dispositivo de exibicao (por exemplo, um monitor), ao qual é

possivel atribuir-se uma cor.

Figura 3.1: Matriz binéria de ordem 35 x 35
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, imagens em tons de cinza podem ser representadas por matrizes, onde
cada elemento define a intensidade do pixel correspondente. Este mesmo principio se
aplica a imagens coloridas, representadas por trés matrizes no sistema RGB que € a abre-
viatura de um sistema de cores aditivas em que o Vermelho (Red), o Verde (Green) e o
Azul (Blue) sdo combinados de vérias formas de modo a reproduzir um largo espectro
cromético, evidenciando a ampla aplicacdo das matrizes na codificagdo e processamento

de imagens digitais.
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Note que anteriormente, surgiram alguns termos importantes, tais como matriz,
elemento, ordem, entre outros, os quais serao devidamente explorados nas proximas secoes
deste capitulo. Esses conceitos fundamentais podem ser encontrados em compéndios
classicos de Matematica, tanto na educagdo basica quanto no ensino superior. Recomen-
damos consultar algumas referéncias especificas, como os seguintes livros, que tratam de

maneira abrangente sobre a teoria das matrizes:

1. Algebra Linear (ANTON; RORRES, 2012). Este livro faz uma abordagem com-
pleta sobre dlgebra linear, incluindo matrizes, com uma linguagem acessivel aos

estudantes da educacdo basica.

2. Algebra Linear e Suas Aplicacoes de (STRANG, 2010). Este livro € amplamente
utilizado em cursos de dlgebra linear e oferece uma visao aplicada, com énfase em

problemas do mundo real.

3. Algebra Linear com Aplicacoes de (LEON, 2000). Este é um livro que combina
a teoria da algebra linear com diversas aplicag¢Oes praticas, incluindo aquelas rela-

cionadas a matrizes.

4. Métodos Numéricos para Engenheiros e Cientistas de (GILAT; SUBRAMA-
NIAM, 2009). Este livro aborda o uso de matrizes em métodos numéricos, com

foco em aplicagOes em engenharias e ciéncias.

Essas referéncias podem servir como uma soélida base para leitores interessados
em aprofundar seu conhecimento sobre matrizes, oferecendo uma compreensao tedrica

sOlida e aplicada.
3.2 Definicao, classificacao e lei de formacao de matrizes

Como mencionamos no inicio deste capitulo, matriz € uma estrutura organizada
e eficaz para a representacao de dados, em geral, valores numéricos. E como se dé essa

organizacao? A resposta a essa pergunta nos leva a seguinte defini¢do.

Obs: Toda vez que nos referirmos ao conjunto dos niimeros naturais estamos con-

siderando o conjunto N = (0, 1,2,3,4,...), quando estivermos excluindo o algarismo 0 do
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conjunto dos ndmeros naturais usaremos a seguinte notacdo N*.
Definicao 3.2.1. Uma matriz real é uma cole¢dao de nimeros reais dispostos em uma
tabela, organizados em m linhas e n colunas, onde (m,n € N*). Dessa forma, uma matriz

de m linhas e n colunas € composta por um total de m X n elementos que pertencem ao

conjunto dos nimeros reais.

Simbolicamente temos:

ail ap - daip
azy axp - Ay | . L
* Amsxn= | o | € uma matriz que possui m linhas e n colunas.
| m1 Am2 " Qmn |

* a;j: € um elemento genérico da matriz A, que esta na linha i e coluna ;.

Lembrandoque 1 <i<mel <j<n.

Além disso, o nimero de linhas e colunas da matriz indica sua ordem (ou tama-
nho). Por exemplo, uma matriz de 3 linhas por 4 colunas diz-se ser da ordem 3 x 4 (Lé-se:

3 por 4).

No que se segue, apresentamos alguns exemplos de matrizes:

(13 4 1]

3 1

-7 - 6
Exemplo 3.2.1. A = |2 2

2 2 4 3

1 05 7

- - 4x4

(1 4 2 2
Exemplo 3.22. A= |—-4 1 3 11

— 31 7

L 3 3x4

1 0
Exemplo 3.2.3. A =

01

L 2x2
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Algumas matrizes, devido ao seu formato e a natureza de seus elementos, recebem
nomes ou classificacdes especiais. Nos proximos pardgrafos serdo apresentadas essas

classificagdes e alguns exemplos.

Definicdo 3.2.2 (Matriz linha). E toda matriz da forma A ,,, ou seja, que possui uma

unica linha.

Exemplo3.24. A=|1 2 3 7 9 15
X

Definicdo 3.2.3 (Matriz coluna). E toda matriz da forma B, 1, ou seja, que possui uma

unica coluna.

Exemplo 3.2.5. B =

O N W N

L 1 5x1

Definicdo 3.2.4 (Matriz quadrada). E toda matriz que possui o nimero de linhas igual

ao numero de colunas. Simbolicamente, temos:

Apxn: matriz quadrada de ordem n

alily aip ... dip
ayy azy ... Ay
A=
an1 Aap2 ... QApp
L d nxn

Em uma matriz quadrada A = (g; j)n><n, os elementos a;; com i = j formam o que
denominamos de diagonal principal da matriz. No exemplo abaixo, a diagonal principal

esta destacada de azul.

ayj; app ... A

a»| ay ... ay
Exemplo 3.2.6. A =

[ 4n1 An2 ..o Qpn |

nxn
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Ja os elementos a;; de uma matriz quadrada de ordem, onde i+ j = n+ 1, formam
o que denominamos de diagonal secundaria da matriz. No exemplo abaixo, destacamos

os elementos da diagonal secunddaria na cor vermelha.

aip 412 ... Aiap—1 QAin

ayy dzp ... dAap-1 AQzp
Exemplo 3.2.7. A =

|l Qn2 ... T Ann

- nxn

Definiciio 3.2.5 (Matriz nula). E uma matriz que possui todos os elementos iguais a zero.

0 0 00O
Exemplo 3.2.8. A = e B= |0 0 0] sdoexemplos de matrizes nulas.
00
00O

Definicéo 3.2.6 (Matriz identidade). E toda matriz quadrada cujos elementos da diago-
nal principal sdo iguais a um e os demais s@o todos iguais a zero. Quando nos referirmos

a uma matriz identidade de indice n vamos utilizar a notagao 1,,.

alily apn ain

ary azy ... dyp
Exemplo 3.2.9. A =

apl ap2 ... dpp

- - nxn

Observe os exemplos € a notagao:

1 00
1
Exemplo 3.2.10. I, = e I3= |0 1 0} sao matrizes identidades de ordem
01
0 0 1

2 e 3, respectivamente.

Em algumas matrizes, os elementos obedecem a certos critérios e/ou lei de formacao
a partir dos indices que os identificam. Na sequéncia, apresentamos alguns exemplos

dessa situacao.

Exemplo 3.2.11. Construa a matriz A = (a;j)2x3, tal que g;j=i- j. Note que temos uma
matriz A com os elementos g;; dispostos em 2 linhas e 3 colunas, onde o valor de cada

elemento € o produto de suas coordenadas (indices).
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an aiz a3

a1 azx axj

Logo, utilizando a regra temos:

1 23
2 46

Exemplo 3.2.12. Construa a matriz A = (a;;)3x4, tal que a;;= 2i — j. Note que temos uma
matriz A com os elementos ag;; dispostos em 3 linhas e 4 colunas, onde o valor de cada

elemento é o dobro do indice referente a linha menos o indice referente as colunas.

aip az aiz a4
A= azr dzy az3z a4

asp 4z dszz dz4

Logo, utilizando a regra temos:

1 0 -1 -2
A=132 1 0
54 3 2

3.3 Igualdade de Matrizes

Duas matrizes serao iguais quando elas tiverem o mesmo formato (nimero de
linhas e colunas) e apresentarem todos os elementos correspondentes iguais (elementos
com indices iguais). Dadas as matrizes A = (ajj)mxn € B = (bij)mxn de mesma ordem,
dizemos que a matriz A € igual a matriz B ou A = B, quando a;; = b;j, para todo i €
{1,2,3,....m} e j € {1,2,3,...,n}.

Exemplo 3.3.1.
ap an bii bz
a1 ax b1 b

Ou seja:

ajl =by app=">b1

a1 = by axp=>by
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3.4 Operacoes entre matrizes

3.4.1 Adicao

Seja M, «,, 0 conjunto de todas as matrizes de ordem m X n com m e n fixados,
porém arbitrarios. Sobre o conjunto M, ,, introduzimos uma operagao interna denomi-

nada adicao.

+: ManXMan — men
(A,B) —~ A+B=C

onde ¢;j = a;j+b;jparatodoi=1,2,--- ,me j=1,2,--- ,n.

Observacdo 3.4.1. Note que s6 faz sentido adicionar duas matrizes se elas possuem a

mesma ordem.

Exemplo 3.4.1. Dadas as matrizes:

1 3 1 4
A= eB=
-1 -2 0 3

Determine o valor da Matriz X, sabendo que:

X=A+B
Solucao
1+1 344 2 7
—14+0 —-2+3 -1 1

Proposicao 3.4.1 (Propriedades da adicao de matrizes). Sejam A, B e C matrizes em
M, %, temos:

1) Propriedade associativa da adi¢do: A+ (B+C)=(A+B)+C

11) Propriedade comutativa da adi¢do: A+B=B+A

I11) Elemento Neutro da adicdo: A+ 0 = 0+ A = A, onde 0 significa a matriz nula.

IV) A+ (—A) = A—A = 0, onde —A representa a matriz oposta de A.
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Demonstracdo. 1) Dadas as matrizes:
A = (aij)mxn>» B = (bij)mxn € C = (Cij)mxn, temos: A+ (B+C) = (aij)mxn + [(bij) +
(¢ij)lmxn = [(aij) + (bij)lmxn + (¢ij)mxn= (A+ B) 4+ C ( foi utilizado a associatividade da
adicao de numeros reais).
II) Dadas as matrizes A e B, temos:
A+B = (aij)mxn+ (bij)mxn = [(aij) + (bij)lmxn = [(bij) + (aij)lmxn = (bij)mxn + (@ij)mxn
= B+ A (foi utilizado a comutatividade da adi¢ao de nimeros reais).
III) Dadas as matizes A e O sendo O uma matriz nula, temos:
A+ 0 = (aij)mxn+0 = [(aij) + Olmxn = (@ij)mxn= A = [0+ (aij)lmxn = 0+ (aij)mxn=
O+A
IV) Dada uma matriz A e —A sua matriz oposta, temos:
A+(=A) = (@ij)mxn+ (=aij)mxn = (@) +(=aij)lmxn = [(aij) = (@ij)lmxn = 0= [(—aij) +
(@ij)lmxn = (—=aij)mxn+ (@ij)mxn = —A+A

[

3.4.2 Produto de um escalar por uma matriz

Multiplicar uma matriz por um nimero (escalar) significa obter uma nova matriz
com todos os elementos da matriz anterior multiplicados por esse nimero. Seja k € R,

A= (a,’j)mxn eB= (bij)mxn, temos b,’j = k-aij.

ayly a2 ... Qaip k-an k-a12 k-aln
A ay) azy ... Ay _ k‘azl k-a22 k-azn
a,| ap ... 4 k-a, k-ap ... k-ay
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Exemplo 3.4.2.
2 -1 4 =2
1
2- 1= 1 |[=1]1 2
2
4 5 8 10

Proposicao 3.4.2 (Propriedades do produto de uma matriz por um escalar). Dadas
as matrizes A e B e os escalares reais k; e ky, temos:

Dky-(A+B) =k -A+k -B

1) (ki + ko) - A=ki -A+ky-A

1) ky - (ky-A) = (ki -k2) - A

IV)1-A=A.

Demonstragdo. 1) ki - (A+B) = ki - [a;j+bjj] = [ki -ajj+ ki - bij] = [ki - a;j) + [k1 - bij] =
ki - |a;j) + ki - [bij] = ki -A+ky - B (foi utilizado a distributividade da multiplicagdo em
relacdo a adi¢do de niimeros reais)

D) (ki +k2)-A = (ki + ko) - [aij] = [ki - aij+ k2 - aij]| = [ki - aij| + [ka-aij) = ki1 -A+ ko - B
(foi utilizado a distributividade da multiplicagdo em relacdo a adi¢do de niimeros reais)
D) ky - (ka-A) = ki - [ka - (a;j)] = [k1 - (k2 - aij)] = (k1 -k2) - [aij] = (k1 - k2) - A (foi utilizado
a associatividade da multiplicagdo de niimeros reais)

IV) 1-A =1-]a;j] = [aij] = A (foi utilizado que o nimero 1 é o elemento neutro da
multiplicacdo de nimeros reais)

]

3.4.3 Produto de Matrizes

Na multiplica¢c@o de matrizes, é primordial que o nimero de colunas da primeira

matriz seja igual ao nimero de linhas da segunda matriz.
Amxn 'Bn><p = Cm><p

O numero n de colunas da matriz A € igual ao niimero n de linhas da matriz B. A matriz
C, resultado da multiplicagdo A - B, tem a dimensdo m x p, ou seja, o nimero de linhas da

primeira matriz e o nimero de colunas da segunda.
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De modo mais formal temos que: dadas as matrizes A = (a;;)mxn € B = (bji)nx>
n
definimos o produto A - B como sendo a matriz C = (cjx)mxs» tal que cj = Z (air - brk)s

r=1

com cix = a;1 -byg+ap -bax+ ...+ ain - by

Exemplo 3.4.3. Dadas as matrizes:

A= e B=
2x2 2x3
Determine a matrizC = A - B.
Solucao:
co 2 —1 . 1 -2 1 _ 2-14+(=1)-1 2-(=2)+(—=1)-2 2-14(—1)-2 _
3 1 1 2 2 3-1+1-1 3-(-2)+1-2 3-1+1-2
2—1 —4-2 2-2 I -6 0

3+1 —6+2 342 4 —4 5
2x3

Proposicao 3.4.3. Propriedades da multiplicacdo de matrizes

Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem, a multiplicagdo possui as seguintes
propriedades:
1) Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo:
A-(B+C)=A-B+A-C
1) Associativa:
(A-B)-C=A-(B-C)
I11) Elemento neutro: Seja A uma matriz quadrada e I a matriz identidade com a mesma
ordem que a matriz A. Entdo
A-I=A

Demonstragdo. 1) Dado as matrizes A = [a;;], B = [b;j] ¢ C = [c;j], temos:
n

n
A-(B+C)= Zaik‘<bkj+ckj> = Z(aik‘bkj+aik'ckj) =
=1 k=1

k=
n n
= Zaik-bkj + Zaik-ckj =A-B+A-C.
k=1 k=1
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IT) Dado as matrizes A = [aij]mxn, B= [b,-j]nxp e C = [cij| pxq> temos:

(A~B)'C:[(A-B)-C]ij— Z A B lk Ck] Z (ZA” B[k) ’ij:iAit' (i Btk'ij> =
=1

k=1 k=1

M~

Air-(B-C)u=[A-(B-C)];j=A-(B-C).

t=1

IIT) Dado a matriz A = (a;;)nxn € @ Matriz (8;;)nxn,, temos:

ayy apy ... din 1 0 .. O

anl Aap2 ... dpp 0o 0 .. 1

ajp-1+ap-0+...+a1,-0 ... a;1-04+ap-0+...4a,-1

agi-1+ap-04+...+a,,-0 ... a1 -04+a,-0+...4+ay, -1

ayilpy aip ... adip

anl ap2 ... Adpp

Note que na demonstracdo acima foi feita s6 a ida e omitimos a volta por se tratar
de um processo andlogo, utilizamos também o delta de Kronecker, assim chamado em

honra a Leopold Kronecker, cuja notagdo é §;; definida por:

I, sei=j
5,']':

0, sei#j

3.5 Transposta de uma matriz

Dada uma matriz A = (q; j)mx n, definimos a matriz transposta de A, omo sendo a
matriz A" = (bji)nxm, tal que bj; = a;;, paratodo, i € {1,2,3,...,n} etodo j € {1,2,3,...,m}.
A grosso modo, isso significa que, para obtermos a transposta de uma matriz, basta trans-

formar ordenadamente linhas em respectivas colunas ou vice-versa.



Exemplo 3.5.1. Determine a matriz transposta da matriz A:

2 3
2 —1 3
1. A= =A'=1-1 1
3 1 4
2x3 3 4
3%x2
1
2 A:[l -2 3} =A'= |2
1x3
3
3x1
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Observagdo 3.5.1. Ao obtermos a transposta de uma matriz quadrada, os elementos

da diagonal principal ndo mudam.

1 00 1 00
33A=10 2 0 =A'=10 2 0
00 3 00 3

3x3 3x3

Proposicao 3.5.1. Propriedades da transposicdo de matrizes
(A =A

1) (A+B)' =A"+B

1) (A-B) =B - A’

IV)k € R, entdo (k-A) =k-A’

Demonstracdo. 1) Seja (At)l = [(At)t]ij = [At]ji = [A]ij =A.
IT) Sejam as matrizes A e B de mesma ordem, temos que:

(A+B) =[(A+B)];j=(A+B)ji=Aji+Bji=Aj; +Bj; = A"+ B'.

n
1II) Seja A - B = C = (Cit)mx p temos que (A-B)' = C' = (c};) pxm» 1080 ¢y = cix = Y, aij-
=1

n
1 t 14 t
j=1
IV) Seja A uma matriz de ordem m X n e k um numero real. Temos que:

[(k-AY] = [(k-A)Y]ij = [(k-A)) i = k-Aji = k- Al = k- A"

tj
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3.5.1 Matriz simétrica

Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n X n, tal que Al =A.
Note que se A = (a;;) é simétrica, entdo A" = (aj;) = (a;;) = A, portanto os elementos

simétricos com relacdo a diagonal principal da matriz A s3o iguais.

Exemplo 3.5.2. Dadas as matrizes A e B, mostre que ambas sdo matrizes simétricas.

Pela defini¢do acima basta verificar que A=A’ e B = B’. De fato, temos

2 1
o« A= — A
1 3
1 2 4
*eB=1|2 3 _—1|=F
4 —1 3

No préximo capitulo, apresentaremos a teoria dos c6digos corretos de erros. Ex-
ploraremos os fundamentos por trds desses cédigos e como eles sdao essenciais para de-
tectar e corrigir erros em transmissoes de dados. Ao compreender essa teoria, os leitores
serdo capacitados a entender e implementar estratégias eficazes para garantir a integridade

das informacgdes em sistemas de comunica¢ao e armazenamento de dados.
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4 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

4.1 Contexto historico

A teoria dos Cédigos Corretores de Erros € um campo de pesquisa altamente
ativo em diversas areas do conhecimento, incluindo Matematica, Computa¢do, Engenha-

ria Elétrica e Estatistica, entre outras.

Na transmissdo de dados na vida real, frequentemente, enfrentamos problemas
como interferéncias eletromagnéticas ou erros humanos, como digitacao incorreta ou
“ruido”. Esse ruido faz com que a mensagem recebida seja diferente da originalmente

enviada. O objetivo da teoria é desenvolver métodos para detectar e corrigir esses erros.

O inicio dessa teoria remonta a década de 1940, quando os computadores eram
dispositivos extremamente caros, acessiveis apenas as institui¢des de grande porte, como
ao governo e as universidades. Esses computadores eram utilizados para realizar tarefas
numéricas complexas, como o cdlculo da dérbita precisa de Marte ou a avaliagdo estatistica

de um censo.

Richard W. Hamming trabalhava com esses computadores no Laboratério Bell
de Tecnologia, em 1947, embora seu acesso fosse restrito aos fins de semana. Naquela
época, os programas eram armazenados em cartdes perfurados, cuja leitura pelo compu-
tador permitia a deteccdo de erros de digitacdo. Se um erro fosse detectado, a leitura
era interrompida e o computador passava automaticamente para o programa do préximo

usudrio. Hamming relembra que:

Em dois finais de semana consecutivos, eu fui e descobri que todas as minhas coisas
tinham sido descarregadas e nada tinha sido feito. Eu estava realmente aborrecido e
irritado porque queria essas respostas e tinha perdido dois finais de semana. E entdo
eu me disse ‘Maldi¢ao, se as maquinas podem detectar um erro, por que nao podemos
localizar a posi¢@o do erro e corrigi-lo’? (HAMMING, 1950, p. 149).

A partir dessas perdas, Hamming prop0s investigar a correcdo de erros e, em 1950,
apresentou o algoritmo conhecido como Cédigo de Hamming, que ainda é amplamente
utilizado no campo da informética. Nos trés anos seguintes a criagao desse codigo e a
publicacdo de seu trabalho, Hamming apresentou vérios artigos internos no Laboratdrio
Bell, atualizando os avancgos de sua pesquisa, surgindo assim o questionamento sobre a

possibilidade de se criar cddigos mais eficientes do que os propostos inicialmente. Uma
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resposta indireta a essa pergunta foi colocada em 1948, por Claude Elwood Shannon em
seu artigo “A mathematical theory of communication”, que marcou o inicio da nova teoria
de codigos (juntamente com o trabalho de Hamming) e da Teoria da Informacao, dando
origem a dois novos campos de pesquisas matematicas. Isso impulsionou investigagdes
posteriores avancando para Teoria de Codigos de Erros. Essa questdo foi crucial para o

desenvolvimento dos Cédigos Corretores de Erros.

Hamming desenvolveu um cddigo capaz de detectar até dois erros e corrigir um
erro, desde que fosse o unico erro presente. Seu trabalho s6 foi publicado em abril
de 1950, no “The Bell System Technical Journal”, devido ao pedido de patente desses
codigos feito pelo Laboratério Bell. Posteriormente, Marcel J. E. Golay, que trabalhava
nos Laboratdrios de Engenharia do Signal Corps, em Fort Monmouth, Nova Jersey, leu
a descricdo do chamado cédigo (7, 4) de Hamming no artigo de Shannon, de 1948, e
expandiu esse resultado para criar um cédigo corretor de erros de comprimento primo P.
Seu trabalho foi publicado em julho de 1949, nos “Proceedings of the LR.E. (LLE.E.E.)”,

sob o titulo “Notes on digital coding”.

Baseado nesse artigo, Golay desenvolveu os conhecidos codigos (23,12) e (11,6)
de Golay. Mais tarde, ele criou o codigo (24, 4096, 8) de Golay, que foi usado pela
espaconave Voyager para transmitir fotografias coloridas de Jupiter e Saturno. O primeiro
artigo de Golay consiste em apenas uma pagina, mas é um dos mais importantes na teoria

de codigos.

Golay, Hamming e Shannon foram os grandes pioneiros que iniciaram o trabalho
nesse campo e contribuiram com ideias e pesquisas que continuam a ser fundamentais em
nossa vida cotidiana, influenciando 4reas como comunicagdes moveis, armazenamento
de dados, comunicagdes via satélite, processamento de imagens digitais, infernet e radio,

entre outras aplicacoes.

4.2 Conceitos basicos

Os Cdédigos Corretores de Erros estdo intimamente relacionados a Teoria da In-
formacgao e foram desenvolvidos pelo matematico estadunidense Claude Elwood Sha-

nnon (1916-2001), em seu influente trabalho “A mathematical theory of communica-
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tion”(SHANNON, 1948). Nessa obra, Shannon propos-se a resolver o desafio funda-
mental da comunicagdo, qual seja, “reproduzir, em um local remoto, uma mensagem
selecionada de maneira precisa ou aproximada”(NOBREGA, 2018, p. 18). Para alcancar
esse objetivo, Shannon definiu o bit (abreviatura de “digito bindrio””) como a unidade de
medida da informacao e desenvolveu um sistema de comunica¢ao que consiste em cinco
elementos essenciais, sendo uma fonte de informacdo, um transmissor, um canal, um

receptor € um destinatario.

Figura 4.1: Sistema de transmissao de informagao.

Fome de
. Il'.ll!‘-l'l'll'\‘-tli KL'.'\THL\I' I}'\'\lﬂlLl
Informacio
.
Siimal
Recebdo
Mensagem Mensagem

Fonte de
Ruido

Fonte: Shannon (1948, p. 2).

Um ponto significativo no desenvolvimento da teoria foi a ado¢ao do bit como uni-
dade de medida de informacao. Essa escolha proporcionou uma abordagem cientifica ao
estudo da informagdo, semelhante a forma como outras grandezas sdo tratadas na fisica.
Outra questao crucial foi a formalizagao do processo avangado de comunicacao, o que fa-
cilitou uma compreensao mais profunda de como os erros poderiam afetar esse processo.
Shannon também localizou, como indicado pelos trabalhos de (DANTAS et al., 2018, p.
36), que existe um limite fundamental na quantidade de informagdes que um canal de
comunicacdo pode transportar. A partir dessa nocao, os pesquisadores estudaram o de-
senvolvimento de métodos e cddigos especificos para transmitir informagdes de maneira

confiavel em diversas formas.

Em relagdo ao impacto dos erros na comunicagdo, a (Figura 4.2) ilustra como

interferéncias ou ruidos surgem entre a transmissao e a recep¢do de uma mensagem, re-
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sultando na modificacdo da mensagem original e em um erro. Reconhecendo essa pos-
sibilidade de ruido durante a transmissao de mensagens, Shannon e outros pesquisadores
se propuseram a encontrar solu¢des para mitigar esse problema. Como resultado, foram
desenvolvidos os Codigos Corretores de Erros, especificos para evitar distor¢des na men-

sagem original por meio da correcdo de erros apds a transmissao.

Um exemplo ilustrativo € o impacto do erro na transmissao de um simbolo do
codigo ASCII de 8 bits. Nesse cendrio, a letra ‘A’ € codificada como o simbolo 01000001,
enquanto a letra ‘B’ € representada como 01000010. No entanto, se ocorrer um erro du-
rante a transmissao que troque os dois ultimos digitos do simbolo, a letra ‘B’ serd interpre-
tada incorretamente como a letra ‘A’. Certamente, podemos considerar que a construcao
de cddigos € inspirada em um dos sistemas de c6digos mais comuns utilizados pelos seres
humanos, ou seja, os idiomas. Na lingua portuguesa, por exemplo, usamos um alfabeto
de 26 letras e as palavras consistem em sequéncias dessas letras. No entanto, € importante

observar que nem todas as modificagcdes possiveis de letras fazem parte do idioma.

Figura 4.2: Erro no processo de transmissdo da informacao.

Fonte de
informacdo Transmissor Receptor Destinatdrio
A + 10100001 | . - 10100010 | . B
Sinal ' Sinal
! recebido
. Fonte de .

erro

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, os elementos basicos para construir um cédigo estdo descritos a seguir.

Definicao 4.2.1. Seja A um conjunto finito e ndo vazio, denominado alfabeto, com |A|
representando o seu nimero de elementos. Um Cédigo Corretor de Erros C é definido
como qualquer subconjunto proprio de A", para algum n natural. Um elemento ¢ € C é

referido como um simbolo do codigo.

Da defini¢do apresentada, podemos concluir que, dado um conjunto finito ndo va-
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zio A, € possivel derivar tantos Codigos Corretores de Erros quanto desejarmos, estando
essa construcdo limitada apenas pela nossa criatividade e disposi¢do. Por exemplo, ao
escolhermos o alfabeto A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, em que |A| = 10 que representa o
numero de elementos de A, temos por exemplo que o nimero de registro de uma carteira
de identidade, que é uma sequéncia de 9 algarismos pertencentes ao alfabeto A, torna-se
um simbolo do conjunto C C A9, onde C € um Cddigo Corretor de Erros. Da mesma
forma, se o conjunto A escolhido for o nosso alfabeto, entdo o conjunto C C A46, for-
mado por todas as palavras do nosso idioma, também constitui um Cdédigo Corretor de
Erros. Além disso, os cddigos de barras dos produtos que adquirimos, o Padrao Inter-
nacional de Numeracao de Livro, conhecido pela sigla em inglés ISBN e o nimero do
nosso CPF sao todos exemplos de Codigos Corretores de Erros, cujo alfabeto também €
A=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, e cujos simbolos estdo em Al para os dois primeiros, eAll

para o dltimo.

Uma questdo que naturalmente surge apos esses exemplos € a seguinte: como
corrigir os erros nesses codigos? Essa pergunta ndo tem uma resposta unica. Nos casos
dos nimeros de identidade e das palavras do nosso idioma, a repeticdo de um simbolo ao
transmiti-lo € um procedimento que permite a corre¢ao de erros, embora a repeticao nem
sempre seja 0 método mais eficaz. Ja para os codigos de barras, o ISBN e o CPF, existem
procedimentos mateméticos um pouco mais sofisticados para a detec¢@o e a corre¢ao dos
erros eventuais. Para uma compreensdo mais aprofundada sobre esses procedimentos,

recomenda-se a leitura de (MILIES, 2009, p. 22).

Portanto, surge a necessidade de buscar procedimentos mais eficazes para a de-
teccdo e a correcao de erros, tarefa que nem sempre € simples, especialmente, quando
trabalhamos com alfabetos contendo muitos simbolos, como nos exemplos mencionados.
Para lidar e prevenir esse tipo de problema, Hamming optou por trabalhar com c6digos
cujos simbolos sdo compostos por sequéncias numéricas contendo apenas zeros (0) e uns
(1) em seus digitos. Alguns desses digitos sao utilizados para transmitir a informagao de-
sejada, enquanto outros sdo empregados para a detec¢do e a correcao de eventuais erros.

Essa escolha nos conduz a préxima defini¢ao.

Definicao 4.2.2. Seja C um Codigo Corretor de Erros, e n,m, e k niimeros naturais com
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n > m. Definimos C como sendo sistemdtico quando cada simbolo de C consiste precisa-
mente em n digitos bindrios. Dentre esses digitos, m estdo associados a informagcdo trans-
mitida, enquanto os k = n —m digitos restantes sdo destinados a deteccdo e a correcdo

de erros.

Ao optarmos por utilizar cédigos sisteméticos, nos deparamos com a seguinte
indagacdo: dados dois codigos sistematicos, C e Cpy, como determinar qual deles € mais
eficiente? Neste contexto, eficiéncia refere-se a capacidade de transmitir a maior quan-
tidade de informacao, representada por m, considerando um determinado comprimento
de simbolos n. Equivalentemente, busca-se o c6digo que seja capaz de transmitir uma
quantidade especifica m de informa¢do com o menor valor possivel de n. Para abordar

essa questao, Hamming introduziu a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.2.3. Seja C um codigo e n e m niimeros naturais. A redundancia R do codigo
C é definida como a razdo entre o niimero de digitos bindrios utilizados e o niimero
. L. ... . ~ . n .
minimo necessdrio para transmitir a mesma informagdo, ou seja, R = —. E importante
m

observar que a redunddncia é um niimero maior do que ou igual a 1.

E relevante ressaltar que é sempre possivel obter tais cdigos, denominados c6digos
de redundancia minima. Isso ocorre, como serd discutido posteriormente, devido a cla-
reza nas definicoes de m e n. Além disso, a menos que seja especificado de outra forma,

utilizaremos sempre A = {0, 1}.

Na primeira parte de seu artigo, Hamming introduz a construcao de cédigos de

redundancia minima em trés casos especificos, a saber:

1. cbdigos detectores de um tnico erro;
2. codigos corretores de um unico erro;

3. cédigos corretores de um dnico erro, com capacidade de detec¢ao de erros duplos.

Em resumo, ao mencionarmos os codigos referentes aos casos (1) e (2), estamos nos

referindo as seguintes definicoes:
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Definicao 4.2.4. Um codigo C é considerado detector de um tinico erro quando, durante
a transmissdo de um simbolo ¢ € C, hd ocorréncia de um tinico erro em apenas uma de

suas posicoes pode ser identificada.

Definicao 4.2.5. Um cddigo C é denominado corretor de um iinico erro quando, durante
a transmissdo de um simbolo ¢ € C, a detec¢cdo de um tinico erro ocorrido em apenas uma
de suas posicoes é possivel, e, adicionalmente, esse erro pode ser corrigido mediante a

troca de 0 por 1, ou vice-versa.

4.3 Codigos detectores de um tunico erro

Os codigos detectores de um unico erro sao empregados para identificar a presenca
de um tnico erro em uma mensagem ou simbolo transmitido, sem a capacidade de cor-
rigir o erro. Um exemplo simples € o codigo de paridade, em que um bit adicional (bit
de paridade) € adicionado a mensagem original de forma que a soma de todos os bits,
incluindo o bit de paridade, seja sempre par ou impar. Isso permite detectar a ocorréncia

de um erro durante a transmissao, mas nao identifica qual bit estd incorreto.

Para uma mensagem com sete digitos de informacao, o 8° bit (bit de paridade) é
adicionado para garantir que a quantidade total de 1 na mensagem seja par. Por exemplo,
se uma mensagem original para “1000110”, o bit de paridade adicionado resultaria em
“10001101”. Se houver um erro na transmissao, a soma de uns (1) serd impar, determi-
nando a presenca de um erro. No entanto, esse tipo de c6digo ndo consegue corrigir o

erro, apenas detectd-lo.

Algoritmo 1. Nas primeiras n — 1 posigées, colocamos n— 1 digitos de informacdo. Na
n-ésima posigdo, inserimos outro 0 ou 1, de modo que as n posicoes completas contenham

um niimero par de uns (1).

Note que o algoritmo é claramente um cddigo detector de um Unico erro, uma
vez que um unico erro na transmissdo deve resultar em um nimero impar de uns (1)
nos simbolos do cédigo. Isso nos permitird concluir imediatamente que houve de fato
um erro na transmissdo. Esse cddigo € denotado por C(n,n— 1) ou C(n,m) onde n é

a quantidade de posicdes dos simbolos do cédigo e m € a quantidade de posi¢des que
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contém a informacao.

Exemplo 4.3.1. Considerando a Tabela 4.1, observe que, em relagdo aos sete digitos de
informacao, as duas primeiras linhas da tabela cont€m um nimero impar de uns (1). Por-
tanto, antes de transmitir os simbolos 1000110 e 0010110 presentes nessas linhas, deve-
mos adicionar, na 8" posi¢do, o digito 1, para que a quantidade de 1 seja par. Isso resulta
nos simbolos codificados 10001101 e 00101101. Por outro lado, os simbolos nas duas
ultimas linhas contém um nimero par de uns (1) nas sete posicdes de informagdo. Assim,
antes de transmitir os simbolos 0111010 e 1010011 presentes nestas linhas, devemos adi-
cionar, na 8* posicao, o digito 0, para que a quantidade de uns (1) seja par. Isso resulta
nos simbolos codificados 01110100 e 10100110. Dessa forma, se, durante a transmissao,
o receptor receber um simbolo com um nimero impar de uns (1), ele pode concluir que

ocorreu um erro na transmissao.

Tabela 4.1: Codificacao usando codigo de paridade

Simbolo original | Simbolo codificado
1000110 10001101
0010110 00101101
0111010 01110100
1010011 10100110

Fonte: Elaborado pelo autor.

Encerramos esta secio com uma andlise das técnicas de deteccdo de erros, des-
tacando sua importancia na garantia da integridade e confiabilidade dos dados. Agora,
adentraremos no universo dos cddigos corretores de um unico erro, uma classe especial
de cdédigos que se destacam pela sua capacidade de identificar e corrigir precisamente um
erro em um dado. Esses cddigos, com sua capacidade de deteccdo e correcdao, desempe-
nham um papel crucial em diversas aplicagdes, desde a transmissido de dados em redes de
comunicacdo até o armazenamento seguro de informacdes criticas. Vamos explorar sua
estrutura, funcionamento e aplicacOes em detalhes, aprofundando nosso entendimento

sobre essa importante drea da teoria da informacao.
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4.4 Codigos corretores de um tinico erro

No caso dos cddigos corretores de um tnico erro, Hamming desenvolveu dois
algoritmos. Um deles € utilizado para a confirmacdo, enquanto o outro € utilizado na
detecc¢do, correcao e decodificagdo de um erro em uma sequéncia bindria de n posicoes.
Dessas, m sdo reservadas para conter informagdes, enquanto as outras k posicdes (em
que k = n —m) sdo utilizadas para verificacdo de paridade. A relacdo entre n, m e k é

apresentada na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Relacdo entre n,m e k dos c6digos de Hamming

n | m | k correspondente
110 1
210 2
311 2
4 |1 3
512 3
6 |3 3
7|4 3
8 | 4 4
915 4
10| 6 4
111 7 4
12| 8 4
139 4
14 | 10 4
15| 11 4
16 | 11 5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 4.4.1. Considere um robd que se move em um tabuleiro quadriculado, em que
os comandos (Leste, Oeste, Norte ou Sul) fazem o robd se deslocar do centro de uma

célula para o centro de uma célula adjacente indicada pelo comando. Se definirmos esses
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comandos como: Leste — 00, Oeste — 01, Norte — 10 e Sul — 11, na Tabela 4.2 observa-
se que, com dois digitos de informacao (m = 2), precisamos de trés digitos de verificacdao
(k = 3), resultando em simbolos codificados de cinco posi¢des (n = 5). Portanto, uma

cOpia para esses comandos seria a seguinte:

00 — 00000

01 — 10011

10 — 11100

11 — 01111

Os digitos em negrito (informagdes) representam os comandos originais do robd
antes da codificagcao, enquanto os outros digitos sem negrito (redundancia) ocupam posi-
coes correspondentes a poténcias de 2. Embora esta ndo seja a tinica forma de codificar os
comandos do robd, € uma que permite a deteccdo e correcao de um tnico erro, tornando-o
mais robusto durante a transmissao. Num primeiro momento, pode parecer que a e€sco-

lha dessa decisdo foi arbitraria, mas, na verdade, ela segue um algoritmo definido por

Hamming (1950).

No algoritmo de codificagdo proposto por Hamming, ele destaca que as posicoes
de verificacdo devem estar localizadas em poténcias de 2. Portanto, essas posi¢des serao a
1*,a 2" e a4®. Para facilitar a compreensdo, denominaremos essas posicdes como vy, V7 V4,
e os simbolos 00, 01, 10, 11. Ao serem codificados, esses simbolos serdo representados

como v{vad3vads, sendo que d3 e ds sdo os digitos originais.

A determinacdo de vy, v; € v4, segue o seguinte algoritmo:

* para a codificagdo do simbolo 00 em v|vod3vads, vi € escolhido de forma que a
soma v| + 0+ 0 seja par; v,, de forma que a soma v, + 0 seja par; e v4, de forma que
a soma v4 + 0 seja par. Assim, temos v; =0, v, =0 e v4 = 0, resultando no simbolo

codificado 00000;

* para a codificagdo do simbolo 01 em v|vyd3vads, vi € escolhido de forma que a

soma vy + 0 + 1 seja par; vo, de forma que a soma v, + 0 seja par; e v4, de forma que
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a soma v4 + 1 seja par. Portanto, temos vi = 1, v =0 e v4 = 1, gerando o simbolo

codificado 10011;

* para a codificagdo do simbolo 10 em v|vyd3vads, vi € escolhido de forma que a
soma vy + 1 + 0 seja par; v,, de forma que a soma v, + 1 seja par; e v4, de forma que
a soma v4 + 0 seja par. Dessa maneira, obtemos vy = 1, vy = 1 e v4 = 0, resultando

no simbolo codificado 11100;

e para a codificacdo do simbolo 11 em v{v>d3vsds, vi € escolhido de forma que a
soma v; + 1 + 1 seja par; v, de forma que a soma v, + 1 seja par; e v4, de forma
que a soma v4 + 1 seja par. Logo, temos vi =0, v, =1 e v4 = 1, gerando o simbolo

codificado 01111.

Dessa forma, obtém-se os simbolos codificados. Agora, analisemos o caso geral

para um simbolo vivod3vadsdgdyvs . .. codificado a partir do simbolo d3dsdgd . . ..

Algoritmo 2. (Codificacao) Para determinar vy, some os valores dos digitos nas posicdes
1,3,5,7,..., de forma que a soma seja par. Em outras palavras, “escolha”um digito e
“pule”’um digito a partir da 1° posi¢do. Para determinar vy, some os valores dos digitos
nas posicoes 2, 3, 6, 7, 10, 11, ..., de forma que a soma seja par. Isto é, “escolha”dois
digitos e “pule”dois digitos a partir da 2° posi¢do. Para determinar v4, some os valo-
res dos digitos nas posigcoes 4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15, ..., de forma que a soma seja
par. Em resumo, “escolha’quatro digitos e “pule”quatro digitos a partir da 4° posigdo.
Este algoritmo continua até que todas as posicoes nas poténcias de 2 do simbolo sejam

percorridas, sempre “escolhendo”e “pulando”digitos nas poténcias de dois.

Ao nos depararmos com um erro na transmissdo do comando para o robd se movi-
mentar para o Norte, onde, em vez do simbolo esperado 11100, foi transmitido o simbolo
11000 com um erro na terceira posicdo, podemos empregar um algoritmo proposto por

Hamming para verificar e corrigir essa discrepancia.

A pergunta natural que surge nesse momento € a seguinte: por que esses algorit-
mos de codificacdo, decodificacdo e correcdao funcionam? A resposta para essa pergunta
pode ser encontrada na relacao existente entre os nimeros escritos nas bases 2 e 10. Para

entender melhor essa afirmacdo, consideremos o teorema a seguir e o seu coroldrio mais
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adiante, cujas demonstracdes podem ser encontradas em (HEFEZ; VILLELA, 2008, p.
29, p. 29).

Teorema 4.4.1. Sejam dados os niimeros inteiros a e b, com a >0 e b > 1. Existem
niimeros inteirosn > 0 e 0 < rg,ry,...,r, < b, com r, # 0, univocamente determinados,

tais que a = ro+r1b+r2b2 +. b

Note que esse teorema garante que podemos escrever um nimero a dado na base
b > 1 que preferirmos. Em particular, quando b = 10, dizemos que o nimero a esta escrito
na base 10 ou em sua expansdo decimal e escrevemos (a)jg, enquanto, quando b = 2,
dizemos que o numero a estd escrito na base 2 ou em sua expansao bindria e escrevemos
(a)z. O coroldrio a seguir nos permite relacionar um nimero em sua representagio na
base 10 com a sua respectiva representacao na base 2 e vice-versa. Tal relagdo, embora
ndo tenha sido explicitada, estd no cerne dos algoritmos de codificacdo, decodificacdo e

detec¢do de erro desenvolvidos por Hamming.

Corolario 4.4.1. Todo niimero natural a escreve-se de modo tinico como soma de poténcias

distintas de 2, a saber, a =1y x 2"+ 1,1 X 2" V. 41 x2 419 x 2% comr; € {0,1}.

Exemplo 4.4.2. Segundo o coroldrio anterior, consideremos o nimero (482);¢. Utili-
zando apenas poténcias de 2, podemos escrevé-lo como 1 x B r1x2T+1x204+1x2°+

0x2*+0x23+0x224+1 x2' 40 x2°. De forma mais sucinta, (482)9 = (111100010),.

Para encerrar, vejamos como foi realizada a escolha dos valores de n, m, e k pre-
sentes na Tabela 4.2. Para isso, considere a seguinte proposi¢ao que relaciona o nimero

de verificacdo com os valores de n, m, € k:

Proposicao 4.4.1. Sejam C € A", um cédigo corretor de erros, e n,m,k € N, tais que m é o
niimero de posicoes de informacao, k é o niimero de posicoes de verificacdo dos simbolos

do cddigo e n = m+k, vale a seguinte relagdo entre n e m:

2"(n41) > 2", (4.1)

Demonstracdo. De fato, note que o niimero de verificagdo deve descrever m+k -+ 1 possi-

bilidades diferentes, a saber, n = m+ k posi¢des que dizem respeito a um erro em qualquer
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posicdo no simbolo, mais uma possibilidade no caso da ndo existéncia de erro. Isso im-
plica na necessidade de ser 2K > m+k+ 1, uma vez que 2k ¢ o nimero de sequéncias
com k posi¢des contendo apenas 0 e 1. Utilizando o fato de que n = m + k, obtemos
2" >n4+1=2"2"">n+1=2"(n+1) > 2", o que prova o resultado.

]

Com essa proposi¢ao, concluimos que atribuindo valores para n, ou seja, esco-
lhendo a quantidade de posi¢Oes que os simbolos de C terdo, a inequagdo acima nos for-
nece o maior valor possivel para m, ou seja, a maior quantidade de posicdes de informagdo
que os simbolos de C terdo. Por outro lado, feita a escolha de m, a mesma inequacao nos
fornece o menor valor para n, ou seja, os simbolos com menor tamanho para o cédigo C
contendo certa quantidade de informacao. Dessa forma, a inequag¢do acima nos permite
escrever o codigo que carregue a maior quantidade de informacao possivel com a maior

economia possivel.

Note que, se no lugar de considerarmos a inequacao 2K > m+k+1, como fizemos
anteriormente, considerarmos apenas a igualdade 2k =m+k+1,0u seja, se o nimero de
verificacdo nos der exatamente m + k + 1 posicdes diferentes, e sabendo que n = m +k,
segue que m = 2k k—len=2F—1. Logo, ao representarmos um codigo de Hamming
na forma C(n,m), o mesmo sera descrito por C(25 — 1,2 —k — 1) e é justamente para essa
familia de c6digos que daremos uma abordagem matricial na préxima subsecao. Codigos

que satisfazem a essa condicao sao ditos perfeitos.
4.4.1 O cédigo C(7,4) e a familia de cédigos C(2* — 1,25 —k— 1)

ApOs uma analise aprofundada da formulacdo original do cédigo de Hamming,
apresentamos uma abordagem mais recente utilizando ferramentas da Teoria das Matri-
zes. Essa abordagem permitiu a construg¢ao do nosso livro dinamico digital, incorporando

conceitos do Ensino Médio, como multiplicacdo de matrizes e transposi¢ao.

Neste momento, exploraremos os codigos C (2k — 1,2k —k— 1) de maneira geral, e
concentraremos nossa aten¢ao no cédigo C(7,4), em que m = 4 e k = 3. Este codigo € ca-
paz de codificar todas as sequéncias bindrias de quatro elementos (16 simbolos), variando

de 0000 a 1111.
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Diferentemente da abordagem classica de Hamming (HAMMING, 1950), apre-
sentaremos uma variagao em que os digitos de verificagdo nao sao colocados nas poténcias

de 2, mas em posic¢des especificas no final do simbolo.

Alinhando nossa exposi¢cao com trabalhos recentes, tais como, (CARVALHO,
2014, p. 115) e (DANTAS et al., 2018, p. 36) detalhamos o papel do conjunto Z; na
construgdo desses codigos, com base na ideia de congruéncia médulo 2, em que a = b

(mod m) denota que a e b deixam o mesmo resto na divisdo por m.

Considerando Z, = {0, 1}, ilustraremos a codificagdo, a decodifica¢do e a corre¢do
utilizando o simbolo x =0101. Os célculos dos digitos de verificagdo v5,v6 e v7 sdo dados
porvS=dl+d2+d4,v6 =dl+d3+d4,eVvi =d2+d3+d4. A codificagdo resulta em
xo = 0101010.

A codificacao d1d2d3d4v5v6v7 € equivalente a codificacdo da subsecdo anterior

v1v2d3v4d5d6d7, com vS > v1, v6 <3 v2, v7 <> v4, e d1,d2,d3,d4 > d3,dS,d6,d].

Apresentamos um algoritmo pratico para codificar simbolos do C(7,4), em que a

codificacdo é realizada somando-se as colunas apropriadas.

Exemplo 4.4.3. Vamos determinar a codificacdo do simbolo y = 0111 utilizando a tabela
especifica para o cédigo C(7,4). O esquema a seguir constante na Tabela 4.3 resume o

processo de codificacao.

Tabela 4.3: Esquema para a codificacdo de um simbolo de C(7,4)
dl d2 d3 d4 v5 v6 V7
1-d1|0-dl |0-dl |[0-dl|1-dl]|1-dl|0-dl
0-d211:d2{0-d2]0-d2|1-d2|0-d2|1-d2
0-d310:d3{1-d310-d3|0-d3|1-d3|1-d3
0-d410:d4{0-d4|1-d4|1-d4|1-d4|1-d4

Fonte: Elaborada pelo autor

Substituindo os valores de dy,d>,d3 e dy, temos o esquema exposto na Tabela 4.4.
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Tabela 4.4: Codificagdo de y = 0111 para C(7,4)
dl | d2 | d3 | d4 | v5 | v6 | V]
1-0{0-1(0-1/0-1(1-0[1-0]0-1
0-1(1-1{0-1/0-1(1-1]0-1]1-1
0-10-1}{1-1}0-1(0-1|1-1]1-1
0o-1(0-1{0-11-11-1}]1-1|1-1

Tabela 4.5: Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, somamos as colunas correspondentes para obter a codificacdo final, em
que uma soma da coluna sendo par contribui com um 0 e soma impar contribui com o
1 no simbolo codificado. Temos que df =04+0+04+0=0,d, =0+14+04+0=1,
d3=04+0+140=1,d4=040+04+1=1,vs=0+14+04+1=2=0,v6=0+
0+1+1=2=0eV;=0+1+4+1+1=3=1. Portanto, paray = 0111, a codificagdo
resultante € yo = 0111001.

A préxima questdo a ser abordada é: como decodificar e corrigir um erro nesse
c6digo? Exploramos métodos para detectar a existéncia de um erro, identificar sua posi¢cao

e corrigi-lo, trocando O por 1 ou vice-versa.

Algoritmo 3. (Deteccao e correcao de erros) Para detectar um possivel erro, calcu-
lamos os digitos de verificacdo do simbolo recebido, denotados por w5, w6, e w7. Em
seguida, comparamos esses valores com os respectivos digitos de verificacdo do simbolo

original. As possibilidades sdo as seguintes:

1. v5=w5, v6 = wb, e v = w7: Nesse caso, o simbolo foi enviado sem erro.
2. v5# w5 evb # wb: O erro esta na primeira posigao.

3. v5S £ w5 ev7 # wT: O erro esta na segunda posicao.

4. v6 £ w6 e v7 # wT: O erro estd na terceira posi¢ao.

5. v5 # w5, v6 # w6, e v7 # w7: O erro estd na quarta posicao.
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6. v5 # w5: O erro estd na quinta posigdo.
7. v6 # wb6: O erro estd na sexta posi¢ao.

8. v7 # w7: O erro estd na sétima posi¢ao.

Explicamos agora, caso a caso, o funcionamento desse algoritmo:

1. No caso 1, todas as verificacdes de paridade coincidem, indicando que o simbolo

foi recebido sem erro.

2. No caso 2, ao notar v5 # w5 e v6 # w6, concluimos que v7 = w7. Como v7 =
d2 +d3 +d4, o erro s6 pode estar em d1, pois a discrepancia nesse digito resulta

em v5 # w5 e v6 #£ wo.

3. No caso 3, ao notar v5 # w5 e v7 # w7, concluimos que v6 = w6. Como v6 =
d1+d3+d4, o erro s6 pode estar em d2, pois a discrepancia nesse digito resulta

em v5 # w5 e v7 #wT.

4. No caso 4, ao notar v6 # w6 e v7 # w7, concluimos que v5 = w5. Como v5 =

d1 +d2+d4, o erro s6 pode estar em d3, pois a discrepancia nesse digito resulta

em v6 #= wb e v7 # wT.

5. No caso 5, ao notar v5 # w5, v6 #£ w6, e v7 # w7, concluimos que o erro s6 pode
estar em d4, pois a discrepancia nesse digito resulta em v5 # w5, v6 # wb, e V7 #

wT.

6. Nos casos 6, 7 e 8, ao notar v5 # w5, v6 # w6, e V7 % w7, respectivamente, con-

cluimos que o erro ocorreu nas posicoes v5, v6 ou V7, respectivamente.

Agora, vejamos um exemplo pratico para ilustrar como esse procedimento funci-

ona na correcao de um Unico erro em um simbolo.

Exemplo 4.4.4. Suponha que o simbolo x; = 0101010 tenha sido transmitido com um
erro na quinta posi¢do, ou seja, o simbolo recebido foi x, = 0101110. Aplicando o Al-

goritmo anterior ao simbolo recebido, temos que ws =d; +dy +dy =0+ 1+1 =0,
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we=d+d3+dys=0+0+1=1lew;=dy+ds+ds=1+4+0+1=0. Comparando com
vs =1, v =1evy; =0 fica facil ver que v5 # ws, logo, o erro estd na quinta posi¢do, como
jéa era de se esperar. Para corrigir o erro, basta modificar o simbolo da quinta posi¢ao,
trocando o 1 por O e, para decodificar o simbolo, basta considerar as quatro primeiras

posicoes.

Com os algoritmos anteriores, podemos codificar, decodificar e corrigir um unico
erro de qualquer um dos 16 simbolos do cédigo C(7,4). Entretanto, existe uma maneira
mais pratica de se codificar, decodificar e corrigir um tnico erro nesse c6digo, que pode

ser generalizada para a familia de codigos C (Zk —1,2F—k— 1).

Considerando a Tabela 4.3, observamos que os coeficientes de dy, . .., vy presentes

em suas entradas sdo os mesmos da matriz

1 000110
01 0O0T1°O01
G3: )
0010O0T11
00O0T1T1T1F'1

a qual é chamada de matriz geradora do cédigo C(7,4), visto que qualquer simbolo X
desse codigo € codificado no simbolo Xy por meio da sua multiplicagdo com a matriz
geradora, ou seja, Xo = XG3. O indice 3 designa o niimero de digitos de verificacdo do

c6digo que, como ja vimos anteriormente, nesse caso sao 3.

Exemplo 4.4.5. Para codificar o simbolo x = 0111 novamente, basta realizar a multiplica-

¢cdo em Z, das matrizes

€ _ -
1 0001T1O0
0100101
G3: )
001 0O0T11
00O01T1T11

obtendo a matriz

XG320111001],
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a qual representa o simbolo codificado xyp = 0111001. Note que obtemos o mesmo

simbolo codificado anteriormente.

Para o caso geral da matriz geradora de um cédigo C(2k —1,2F—k— 1), temos a

seguinte defini¢ao:

Definicao 4.4.1. A matriz geradora, denotada por Gy, € uma matriz de dimensao (2" —k—
1) x (2" — 1) com coeficientes em Z,, tal que todos os elementos codificados do cédigo C

sejam obtidos por meio da sua multiplicac@o pela matriz geradora.

Outra matriz que tem destaque no codigo de Hamming € a chamada matriz de

controle ou matriz de paridade Hy. Para o cédigo C(7,4), temos que:

1 101100
Hy=|1 011010
0111001

E para o caso geral, temos que a matriz de paridade de um cé6digo C(Zk —1,2¢—

k—1) é definida como segue.

Definicao 4.4.2. A matriz de paridade, denotada por Hy, € uma matriz de dimensao k X
(2" — 1) com coeficientes em Zj, tal que Gy H;, = 0, na qual H;, denota a matriz transposta

de Hj e O representa a matriz nula.

Observa-se que as matrizes G3 e H3 do c6digo C(7,4) podem ser expressas como
G; = [l4A] e H3 = [BI5], em que A e B sdo matrizes que satisfazem a condi¢io A’ = B, e

I3 e I, representam as matrizes identidade de dimensao 3 e 4, respectivamente.

Além disso, ao representar as matrizes Gz e H3 nessa configuracdo, afirmamos que
estdo em sua forma padrdo. A generalizacdo desse principio constitui o cerne do préximo
teorema, o qual nos possibilitard alcangar G; em sua forma padrao, sempre que definirmos
H; também dessa maneira e vice-versa. A demonstragao desse teorema nao serd incluida
neste documento, uma vez que envolve conceitos que ultrapassam a abrangéncia deste

trabalho.



63

Teorema 4.4.2. Sejam Gy = [Lx_;_,A] e H, = [BIi|. Hy serd a matriz de verificagdo de
paridade associada a matriz geradora Gy, se, e somente se, A" = B. Além disso, o cédigo
bindrio correspondente C (Zk — 1,2k —k— 1) serd corretor de um tnico erro se, e somente

se, as colunas de Hy forem ndo nulas e distintas.

Dado o contexto apresentado no teorema anterior, pode surgir a indagacdo: seriam
as matrizes Gy e H; as unicas que caracterizam um cédigo da forma C(2k —1,2F—k—
1)? A resposta a essa questdo é negativa. Ademais, a defini¢do a seguir estabelece as
condig¢des para a elaboragdo de outras matrizes geradoras e de paridade, conhecidas como

matrizes equivalentes.

Defini¢o 4.4.3. Duas matrizes G e G}, geram o mesmo c6digo C, ou seja, sdo equivalen-
tes, se uma pode ser transformada na outra por meio de uma sequéncia finita de operagdes

do seguinte tipo:

e L permutagdo de duas linhas;
* [, adi¢@o de uma linha a outra;

* (] permutagdo de duas colunas.

E ficil ver que a matriz geradora do cédigo de Hamming é igual a

1110000
1001100
Gy =
0101010
1101001

a qual, por sua vez, € equivalente a matriz geradora do cddigo de Hamming que

definimos nesta secao

1000110

, 01 001O0°1
G3:

0010011

00O0T1TT1T1'1

pois podemos obter uma da outra por meio de aplicacdes sucessivas das operacoes

acima definidas.
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Proposicao 4.4.2. Dado um codigo C com matriz geradora Gy, existe um codigo equiva-

lente Cy com matriz geradora Gy, na forma padrao.

Dessa forma, ao considerarmos a matriz geradora Gy, a codificagdo de um simbolo
u pertencente ao codigo C (2k —1,2F—k— 1) é realizada de maneira direta pela multi-
plicacdo de u por Gy, resultando no simbolo codificado v = uGy. Em outras palavras, o
processo de codificagao € simplesmente uma multiplicagdo de matrizes com coeficientes

em 7.

Quando se trata da decodificacdo e corre¢do, existem dois cendrios a serem consi-

derados que sao

¢ 0 simbolo foi transmitido sem erro;

¢ 0 simbolo foi transmitido com um dnico erro.

Para o primeiro caso, se o simbolo codificado v foi transmitido sem erro, entdo ele
é anulado pela matriz de paridade. Ou seja, vH}, = (uGy)H}, = u(GyH}) = up = 0. Assim,
sempre que o produto vH, resultar na matriz nula, podemos concluir que o simbolo foi

transmitido sem erro.

Para o segundo caso, consideremos v como um simbolo do cédigo C (2" —1, 2k
k—1) (sem erro) e v como o simbolo obtido pela adicdo, em Z;, de 1 ao i-ésimo digito
de v. Portanto, v() & um sfmbolo codificado transmitido com um erro no i-ésimo digito.
Podemos expressar v!) = v+ (0...0| \(L |0...0), a partir do qual temos:

i-ésimo digito

Oyt — gt } r_ [ t
vWH, =vH 0 H, = H,.
X il +10...0 1 0...0/H=10...0 1 0...0/H;
posi¢ao i
Observamos que v(i)Hli representa a i-ésima linha de H; e consequentemente, a
i-ésima coluna de Hy. Assim, um erro ocorrido na i-€sima posi¢do da mensagem transmi-
tida é equivalente a modificar o digito do simbolo recebido na posi¢ao correspondente a

i-ésima coluna da matriz de paridade Hj.

A seguir, apresentamos uma ilustracdo do procedimento de correcdo para um

simbolo no c6digo C(7,4), que corresponde a k = 3 no cédigo C(25 — 1,28 —k—1).
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Exemplo 4.4.6. Considere novamente o simbolo x = 0111 que, conforme visto nos exem-
plos anteriores, ao ser codificado torna-se x' = 0111001. No entanto, para demonstracio,
introduziremos um erro na quinta posicdo, resultando em x” = 0111101. Para corrigir
esse erro, multiplicaremos o simbolo x” pela transposta da matriz de paridade para este

c6digo, Hj, obtendo

11 0

101

01 1
cHi=lo 111 1o 1]t 1| =]1 o 1]

100

010

0 0 1]

Para descobrir a posi¢do do erro, basta escrever o nimero (101); na base 10. Para isso
temos que (101),= 1 2240-2'+1-2%=5. Logo o erro se encontra na quinta linha de
Hj e, consequentemente, na quinta coluna de Hs. Logo, o erro estd na quinta posi¢do do

simbolo x”, conforme esperado.

O co6digo de Hamming se destacou como um marco significativo na Teoria dos
Coédigos Corretores de Erros. Os desenvolvimentos subsequentes, em grande medida,
foram viabilizados gracas ao trabalho pioneiro desse codigo. Portanto, a exploracao do
codigo de Hamming na Educacdo Basica ndo apenas € merecida, mas também pode cons-
tituir uma forma interessante de introduzir o tema para as novas geragdes de futuros en-

genheiros, matematicos e pesquisadores de diversas dreas da ciéncia.

No préximo capitulo, apresentamos 0 nosso livro dinamico digital, cujo objetivo
€ possibilitar que os discentes e os docentes da Educacdo Basica ingressem no mundo
da teoria dos Cddigos Corretores de Erros, de maneira pratica e objetiva. O livro visa
oferecer uma abordagem envolvente e acessivel para explorar os conceitos e aplicagdes
dos Cddigos Corretores de Erros, promovendo o entendimento e o interesse no campo da

Teoria dos Cédigos.
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5 ENSINO DE MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA: UMA ABORDAGEM
INTERATIVA COM O GEOGEBRA

Neste capitulo abordamos, de forma sucinta, na primeira se¢ao, o software Geo-
Gebra, a plataforma online do GeoGebra e a ferramenta GeoGebraBook. Na sequéncia,
apresentamos de forma mais detalhada o produto principal deste trabalho, que € o livro

interativo produzido no formato de um GeoGebraBook.
5.1 O GeoGebra e a ferramenta GeoGebraBook

O GeoGebra é um software de geometria dinamica utilizado na realizagdo de ati-

vidades que irdo compor o produto deste trabalho.

Analisando informacdes do site do Instituto GeoGebra da Pontificia Universidade
Catolica de Sao Paulo (PUC-SP), o GeoGebra € um software de matematica dindmica para
todos os niveis de ensino, que combina geometria, algebra, planilha de célculo, graficos,
probabilidade, estatistica e cdlculos simbdlicos em um pacote facil de usar (DUARTE,

2021, p. 17).

Criado em 2001 como resultado da tese de Markus Hohenwarter, na Universidade
de Salzburg, na Austria, o GeoGebra j4 é utilizado em pelo menos 190 paises e foi tradu-
zido para 55 idiomas. Sao mais de 300.000 downloads mensais e 62 Institutos GeoGebra

em 44 paises para dar suporte ao seu uso.
Esse software apresenta algumas caracteristicas importantes, como:
1. graficos, dlgebra e tabelas estdo interligados e apresentam caracteristicas dinamicas;
2. interface amigdvel, com varios recursos sofisticados;
3. ferramenta de produc¢do de aplicativos interativos em paginas web;
4. disponivel em varios idiomas para milhdes de usudrios em todo o mundo;

5. software gratuito e de codigo aberto.

O software GeoGebra, por ser livre e dinamico, vem sendo atualizado desde a sua

criacdo, sendo um programa computacional que podemos classificar como software de
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matematica dindmica. Pode ser utilizado em dispositivos como computadores, notebooks
ou smartphones, em ambientes virtuais ou ndo, nos quais € possivel escrever, ver e mi-
nistrar aulas como no quadro-negro, introduzir planilhas eletronicas e célculo, como nas

calculadoras.

O GeoGebraBook ¢ uma ferramenta disponivel na plataforma online do GeoGe-
bra, acessivel em: (https://www.geogebra.org/) que permite criar um livro online intera-
tivo, sendo possivel aos usudrios acessa-lo diretamente na plataforma online do GeoGebra
ou baix4-lo e utilizar os materiais no modo offfine. Na primeira op¢ao, ndo hd necessidade
de o usudrio instalar qualquer aplicativo. J4 optando por fazer download das atividades
ou do livro, os usudrios precisam instalar o software do GeoGebra (alguma das versoes

disponiveis na pdgina) no seu dispositivo, seja ele computador, notebook, rablet, etc.

A criacdo do GeoGebraBook implica no aceite em publicd-lo segundo a licenca
Creative Commons: Attribution Share Alike, o que significa que é possivel a qualquer
pessoa remixar, copiar e transformar o material que vocé publicou, mas precisa distribui-
lo sob a mesma licenga do original (ttp://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0). Além
disso, no momento da criacdo de um GeoGebraBook, é preciso escolher como o material
sera compartilhado com outras pessoas, informando se o acesso ao material serd publico,
ou seja, outros usudrios podem encontrar e visualizar este livro, compartilhado com o
link, somente usudrios que possuam o link poderdo visualizar este livro e ele ndo apare-
cerd nos resultados de pesquisa de outros usudrios. O acesso também pode ser particular,
isto €, outros usudrios ndo poderdo visualizar este livro GeoGebra e ele ndo aparecera nos

resultados de pesquisa de outros usudrios.

A ferramenta do GeoGebraBook permite que o livro seja organizado em capitulos
e secoes, possibilitando a inclusdo de Applets, arquivos em pdf, imagens, links, questoes

abertas e de multipla escolha (com possibilidade de feedback), textos e videos.

Para acessar as funcionalidades da plataforma online do Geogebra é necessario a
criar de uma conta no site (https://www.geogebra.org/), a qual é gratuita. Para isso, o
usudrio pode criar um novo perfil com usudrio e senha (Figura 5.1) ou utilizar uma conta

jé existente do Google, do Facebook, etc.


https://www.geogebra.org/
ttp://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0
https://www.geogebra.org/
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Figura 5.1: Login na plataforma do GeoGebra
Faca login com

A~ neerE
G GooGLE

@ raceeook

Esqueceu a Senha?
Novo na GeoGebra? Criar uma Conta

R ENTRAR NO SISTEMA

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste trabalho, apresentamos como produto educacional um livro em formato di-
gital, o GeoGebraBook, produzido na plataforma (https://www.geogebra.org/user/signin).
O objetivo € contextualizar o tema “Cddigos corretores de erros”e “Matrizes”, bem como
explorar sua relagdo com a mudanga de base, nimeros bindrios e andlise combinatoria.
Esses conteudos especificos fazem parte do Curriculo de Matematica da Educacao Bésica

no Brasil, conforme estabelecido pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

5.2 GEOGEBRABOOK: cédigos corretores de erros

No contexto educacional contemporaneo, a tecnologia desempenha papel crucial
na facilitagdo do processo de aprendizagem, oferecendo aos educadores novas abordagens
e recursos. Um exemplo notdvel desse desenvolvimento € o conceito inovador do Livro

Dinamico Digital, objeto central deste estudo.

O Livro Dinamico Digital destaca-se ao proporcionar uma experiéncia de aprendi-
zagem contextualizada, estabelecendo conexdes entre o conteido abordado e as situagdes
do cotidiano dos alunos. Por meio de exemplos praticos e exercicios relevantes, os estu-
dantes t€m a oportunidade de visualizar a aplicag¢do concreta de conceitos, como no caso

das matrizes, em diversos contextos, o que pode tornar o processo de aprendizado mais
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significativo e envolvente.

Uma das caracteristicas mais inovadoras deste recurso educacional € a possibili-
dade de contextualizar o tema Codigos Corretos de Erro, com conteidos matematicos.
Essa funcionalidade permite que os alunos identifiquem e corrijam equivocos de forma in-
terativa, promovendo uma abordagem mais autdonoma e reflexiva na resolu¢do de proble-
mas relacionados a matrizes. Dessa forma, o Livro Dinamico Digital ndo apenas fornece

informacodes, mas também desenvolve habilidades de andlise critica e raciocinio lgico.

Por meio de simulagdes e exercicios interativos presentes no livro, pretendemos
proporcionar um ambiente adequado para a exploracao das operagdes fundamentais com
matrizes, como adi¢do, subtracdo e multiplicacdo. Os alunos tém a oportunidade de ex-
perimentar e visualizar as transformagdes que ocorrem nos conjuntos de dados, consoli-

dando sua compreensdo de forma prética e intuitiva.

Uma das temdticas mais desafiadoras no Curriculo Referéncia de Minas Gerais
(CRMG) ¢ a mudanga de base, em especial a transi¢ao da base decimal para a base binaria.
O Livro Dinamico Digital aborda esse topico de maneira gradual e interativa, fornecendo
ferramentas visuais e exercicios que auxiliam os alunos na assimilacdo desse conceito
complexo. Essa abordagem facilita a compreensdo da relacao entre as diferentes bases

numeéricas e a aplicagdo prética dessa conversao em contextos reais.

O Livro Dinamico Digital, presente na plataforma GeoGebraBook ¢ dedicado a
exploracdo de temas relevantes para a educacdo bdsica, tem a pretensdo de contribuir no
campo da educacdo matemadtica. Este recurso estd alinhado com as demandas do cendrio
educacional contemporaneo, em que a tecnologia desempenha papel crucial no processo

de aprendizado.

Diferenciando-se de meros transmissores de conhecimento matricial, esta ferra-
menta vai além ao contextualizar o tema, c6digos corretores de erros, explorando operacdes
fundamentais e simplificando a transicdo da base decimal para a base binaria. Ao pro-
porcionar uma aprendizagem contextualizada, o livro permite que os alunos conectem
o conteudo a situagdes do cotidiano, tornando o aprendizado mais envolvente e signi-
ficativo. A integracdo de cddigos corretores de erros pode promover a autonomia e o

pensamento critico, habilidades essenciais para resolver problemas relacionados a matri-
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Z€S.

As simulagdes e os exercicios interativos pretendem facilitar a compreensao das
operacgdes matriciais, enquanto a abordagem gradual da mudanga de base torna esse topico
complexo mais acessivel. Em ultima anélise, o Livro Dinadmico Digital produzido com a
ferramenta GeoGebraBook ndo apenas capacita os alunos com conhecimento matemético
s6lido, mas também os prepara para aplicar esses conceitos de maneira inovadora e con-
textualizada em suas vidas cotidianas. Essa abordagem progressista da educacdo ma-
tematica € crucial para formar individuos mais aptos a enfrentar desafios mateméticos com
confianga e dominio. E uma ferramenta valiosa que pode contribuir para uma educacio
mais dindmica e relevante, alinhada com a realidade e as necessidades dos alunos no

mundo moderno.

Destacamos que a leitura deste capitulo deve ser conduzida, simultaneamente, a
exploracao do livro digital. Essa abordagem permitird uma visualizacdo mais eficaz das
atividades propostas, assim como das diversas possibilidades que estas apresentam. Para
ter acesso ao livro, basta clicar em GeoGebraBook: Codigos corretores de erros ou co-
piar e colar no navegador (browser) o link (https://www.geogebra.org/m/w33qbzfp). Da
mesma forma, em cada atividade que apresentamos na sequéncia, deixamos o link clicavel

e também o endereco URL para que o leitor possa copiar € colar no navegador.

O livro esta dividido em seis capitulos, dos quais o primeiro capitulo é a “Apre-
sentacdo”. No segundo capitulo, aborda-se o “Problema Motivador”, no terceiro capitulo
trata-se das “Noc¢0es Iniciais”, no quarto capitulo explora-se os “Cddigos Detectores de
Erros”, no quinto capitulo discute-se os “Codigos Corretores de Erros”e, por fim, no sexto
capitulo, trata-se dos “Cdédigos de Hamming”. Posteriormente, detalhamos cada um dos

capitulos, incluindo as atividades presentes em cada um deles.
5.3 Capitulo I: Apresentacao

Como apresentado na (Figura 5.2), iniciamos com a apresentagdo dos autores e
disponibilizamos um e-mail para contato, visando esclarecer dividas e receber sugestdes.
Adicionalmente, introduzimos o livro, delineando seus conteudos, objetivos e os desa-

fios enfrentados durante a sua elaboracdo. Em seguida, apresentam-se as orientagdes aos
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docentes, destacando o uso do Livro Dinadmico Digital na plataforma online do GeoGe-
bra e sua relacdo com o ensino de matrizes, como uma estratégia valiosa para tornar o
aprendizado mais eficaz e envolvente para os alunos. O material abrange, de maneira di-
versificada, habilidades referenciadas na Base Nacional Comum Curricular e no Curriculo

Referéncia de Minas Gerais.

Antes de implementar o Livro Dindmico Digital em suas aulas, € crucial que os
docentes se familiarizem completamente com a ferramenta. E importante explorar todos
os recursos disponiveis, como exemplos de matrizes, exercicios interativos e codigos de
correcdo de erros. Esta pratica serd fundamental para preparéd-los para orientar os alunos
de maneira eficaz. Ademais, a ferramenta permite a criacdo de uma sala de aula virtual,

facilitando a organizagdo dos estudantes em grupos.

Para tornar o aprendizado mais significativo e relevante, pode-se utilizar o Li-
vro Dinamico Digital para contextualizar o ensino de matrizes, conectando o conteido a
situacdoes do mundo real ou aos problemas cotidianos dos alunos. Incentiva-los a explo-
rar os codigos de correcao de erros incorporados no livro, proporciona uma oportunidade
valiosa para identificar e corrigir seus préprios erros, promovendo a autonomia € o pen-

samento critico.

As simulacdes e os exercicios interativos do livro podem ser aproveitados para
explorar as operagdes fundamentais com matrizes. Sugerimos encorajar os alunos a expe-
rimentarem essas operagdes e visualizar como afetam conjuntos de dados, solidificando
assim a compreensao desses conceitos matriciais. A abordagem gradual e interativa da
transicdo da base decimal para a base bindria, utilizando ferramentas visuais disponiveis

no livro, contribui para uma compreensao mais profunda.

As avaliagdes incorporadas no Livro Dinamico Digital podem ser empregadas para
verificar o progresso dos alunos e fornecer feedback regular para orienta-los em seu apren-
dizado. Estimular a pratica regular com essas ferramentas promove a autonomia e o pen-

samento critico.

Ao seguir essas orientagdes, os professores estardo proporcionando uma experién-
cia de aprendizado mais enriquecedora e alinhada com as demandas do mundo contem-

poraneo. Deve-se estar atento ao progresso dos alunos ao longo do tempo, ajustando sua
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abordagem de ensino conforme as necessidades individuais e coletivas de aprendizado.
Os alunos devem ser encorajados a aplicar seus conhecimentos matriciais de maneira cri-
ativa, resolvendo problemas do mundo real que envolvam matrizes, demonstrando, assim,

a relevancia do conteudo para situagdes praticas.

Além disso, sdo fornecidas algumas sugestdes de utilizag@o e orienta¢des aos alu-
nos. Ao explorar esta ferramenta, os alunos encontrardo um mundo de possibilidades,
tornando seu aprendizado mais prazeroso e significativo. Incentiva-los a explorar todas
as partes do livro, desde o indice até as atividades interativas, possibilitard que eles se

familiarizem com menus e opc¢des disponiveis para facilitar a navegacdo pelo contetido.

Ao explorar todas as funcionalidades do Livro Dindmico Digital, professores e
alunos estardo enriquecendo suas compreensdes das matrizes, promovendo uma jornada

de aprendizado mais prazerosa e eficaz.

Figura 5.2: Capitulo I: Apresentagao.

Apresentacao

Os Autores Agradeciment O Livro Orientac6es
aos docentes

Orientacéo
aos discentes

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5.4 Capitulo II: Problema motivador

A matematica ¢ muito mais do que apenas nimeros e férmulas. Ela é uma lin-
guagem que descreve e interpreta o mundo ao nosso redor. No entanto, para muitos
estudantes, a matematica pode parecer abstrata e desafiadora, deixando-os desmotivados

e desconectados do seu verdadeiro potencial.

E aqui que entra o papel crucial de um Problema motivador, acessivel em: (https:
/lwww.geogebra.org/m/ajdcj4at). Esse tipo de problema é mais do que uma questao sim-
ples a ser resolvida; € um enigma intrigante que captura a aten¢do e desperta a curiosidade
dos estudantes. Um problema motivador desafia a mente, estimula a criatividade e con-

vida os alunos a explorarem conceitos matemdticos de forma prética e envolvente.

Ao apresentar um problema que tenha relevancia e aplicacao no mundo real, os es-
tudantes conseguem entender como a matemadtica estd intrinsecamente ligada as situagdes
cotidianas. Isso ajuda a quebrar a barreira entre a teoria e a pratica, permitindo que os

alunos visualizem a utilidade e a aplicabilidade direta da matemdtica em suas vidas.

Além disso, um problema motivador instiga o pensamento critico e a resolu¢do de
problemas. Os estudantes sdo encorajados a buscarem diferentes abordagens, a testarem
hipoteses e a trabalharem em equipe para encontrar solugdes. Isso ndo apenas fortalece
suas habilidades matemdticas, mas também promove o desenvolvimento de habilidades

essenciais para a vida, como resiliéncia e colaboragao.

Ao enfrentar um problema motivador, os alunos se tornam protagonistas do seu
proprio aprendizado. Eles se envolveram na descoberta e na constru¢do do conhecimento,
tornando a experiéncia muito mais significativa e gratificante. Isso cria uma sensacao de
empoderamento e confianga, incentivando-os a explorarem ainda mais o vasto mundo da

matematica.

Com base no que foi exposto, € apresentado ao aluno o seguinte Problema motiva-
dor, acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/ajdcj4at). Ele devera navegar no Applet
da (Figura 5.3), clicando em “Iniciar’e analisando se o rob0 tartaruga realiza os movi-
mentos corretos conforme as orientagdes abaixo do menu iniciar. Para auxilid-lo, o aluno

pode se orientar pela rosa dos ventos ao lado. Posteriormente, o aluno devera responder
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as seguintes perguntas:

1. Quantos movimentos o rob0 tartaruga realizou?

2. De quantas maneiras distintas o robo tartaruga pode realizar a sequéncia de movi-

mentos?

3. Das opg¢des abaixo, qual representa os possiveis pontos de chegada do rob6?

Ao realizar novas tentativas, é possivel observar que, frequentemente, o robd tar-
taruga nao estd se movendo conforme os comandos transmitidos. Em outras palavras,
estdo ocorrendo falhas no processo de transmissdo dos comandos de movimento. Pos-
teriormente, os alunos sdo questionados da seguinte forma: vocé sabe ou consegue ima-
ginar uma maneira matemdtica de detectar e corrigir esses erros na transmissao dessas

informacdes? Se sim, descreva com suas palavras.

A ideia € possibilitar a verificacdo do grau de consolidacdo das habilidades per-
tinentes ao tema de angulos e mudanca de direcdo por parte do aluno. Além disso,
pretende-se instigar o aluno a formular hipéteses sobre as possiveis causas dos movi-
mentos incorretos do robd tartaruga, estimulando, assim, sua criatividade e seu raciocinio
l6gico-dedutivo. Essas capacidades sdo fundamentais para o desenvolvimento do conhe-
cimento matematico ao longo de sua vida académica, ndo apenas na drea de matematica,
mas também em diversas outras dreas do conhecimento, como engenharia, fisica, quimica,

ciéncias e muito mais.
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Figura 5.3: Capitulo II: Problema motivador.

N
NO NE ..
Iniciar
50 SE D”"e(;f}es {IISI'; IIO'I: IISII: IIL'I}
S
&>
o [] sim
Houve erro na transmissao
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No ambito dos registros de representacdo semiotica, conforme discutido (vide
Secdo 2.4), a analise do problema motivador destacado no Applet (Figura 5.3) revela uma
dinamica identificada como uma conversao entre registros. Nesse contexto, a instru¢ao
verbal para guiar a movimentag¢do do robd é expressa de maneira geométrica ao usudrio,
proporcionando-lhe a capacidade de inferir se houve alguma discrepincia na execucao
da movimentacdo do robd. Essa abordagem, ao integrar diferentes modalidades de
representacio, amplia a compreensao e a detec¢do de eventuais erros durante a interacao

com o sistema.

5.5 Capitulo III: Nocdes inicias

Neste capitulo, abordamos as nocdes iniciais fundamentais que servirdo como ali-

cerces para a compreensao dos temas subsequentes. Exploramos cinco conceitos essenci-
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ais: o estudo de paridade, a mudanga de base, a arte fascinante da magica com mudanca
de base, bem como as matrizes e suas operacdes, conforme apresentado na (Figura 5.4).
Embora esses topicos sejam brevemente introduzidos nesta secao, ¢ importante destacar

que serdao adequadamente aprofundados ao longo do capitulo.

A compreensdo desses conceitos € crucial para aprofundar nosso conhecimento
matematico. Ao aprender essas nog¢des iniciais, estaremos cumprindo parte dos requisitos

da (BNCC) e nos preparando para explorar aplicacdes mais complexas e superar desafios.

Posteriormente, apresentamos cada uma das se¢des, juntamente com as atividades

propostas em cada uma delas.

Figura 5.4: Capitulo III: Nocdes iniciais.

Nocdes inicias

Estudo de Mudanca de Magica com Matrizes
Paridade Base mudanca de

Multiplicacédo
de Matrizes

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.5.1 Estudo de paridade

Nesta subse¢do, apresentamos ao aluno o seguinte problema: no Applet da (Figura

5.5) Mégica de virar cartas, acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/zusmbgns), 0s
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cartdes tém duas cores, vermelha e preta, em cada um dos seus lados. No entanto, ao
organizar os cartoes, foi cometido um erro, nao respeitando as condi¢des de construcao
das linhas e colunas. O desafio € analisar o Applet e formular uma hipétese para identificar
o cartdo incorreto. ApoOs fazer isso, basta clicar no cartdo que considera incorreto € o
Applet fornecerd um retorno para verificar se sua hipétese € vélida. Encorajamos vocé a
explorar o Applet e a formular novas hipéteses. Para criar novas configuragdes de cartas,
o aluno deverd clicar em iniciar. Depois dessa etapa, o aluno € instigado a formular
hipdteses sobre como funciona a magica e a responder a cinco questdes. Finalmente,

apresentamos a solucao do “Truque de Magica”.

O segredo para descobrir o quadrado que estd com a cor errada no Applet da (Fi-
gura 5.5), consiste em analisar qual a linha e a coluna cuja quantidade de quadrados
vermelhos e quadrados pretos ndo € de quantidades pares. O quadrado com a cor errada
¢ a intersecdo dessa linha e dessa coluna, levando em consideracdo as propriedades dos

numeros pares € impares.

Figura 5.5: Mégica de virar cartas.

Iniciar

Fonte: Elaborado pelo autor.
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No Applet da (Figura 5.5), é concedida ao discente a oportunidade de transitar en-

tre a representacdo geométrica, realizando inferéncias numéricas para discutir paridades,
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por meio dos conceitos da representacdo semiodtica. Este recurso oferece uma abordagem
interativa que permite ao estudante explorar e compreender os principios geométricos
enquanto utiliza inferéncias numéricas para analisar e discutir aspectos relacionados as
paridades. A representacao semiotica nesse contexto desempenha papel crucial, propor-
cionando uma ponte conceitual entre a linguagem simbdlica e os fendmenos geométricos,

enriquecendo, assim, a experiéncia de aprendizado do discente.

5.5.2 Mudanca de base

Nesta subsecao, trabalhamos com o aluno a mudanga de base. Ao final, espera-se
que o aluno seja capaz de realizar a conversdo de um ndmero escrito na base dez para
a base dois. No Applet da (Figura 5.6), vamos revisitar um conceito que desempenhara
papel fundamental nesse processo: as poténcias de base dois, tema pertinente a (BNCC)
e ao (CRMQ). Para acessar os Applets desta subsecdo basta acessar: Poténcias de base

dois, acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/ubrmghh6).

Neste Applet, serd sorteado um determinado ndmero de cartdes, e cada cartdo
exibird uma quantidade distinta de pontos. O aluno devera indicar o nimero de pontos
presentes em cada cartdo. Apds explorar e utilizar as vdrias configuracdes possiveis,
espera-se que o aluno consiga formular uma hipé6tese para o nimero de pontos em cada
cartdo. Isso serd verificado quando o aluno responder a seguinte questao: “o que vocé

observou em relacdo ao nimero de pontos em cada um dos cartdes?”

Caso o professor julgue necessario, ele podera fazer as intervengdes que consi-
derar pertinentes. Esta subsecdo sobre mudanca de base, mesmo que o livro tenha sido
elaborado para o ensino médio, € uma atividade que pode ser trabalhada com alunos do
6° ano do ensino fundamental, especialmente quando se estd abordando as poténcias de

nameros naturais.
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Figura 5.6: Poténcias de base dois.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma vez que ja revisitamos as poténcias de base dois, vamos passar para a mudanca
de base. Inicialmente, vamos utilizar o Applet da (Figura 5.7) para realizar a conversao
da base dois para a base dez. Ao clicar em “Iniciar”, € sorteado um determinado nimero
de cartOes, e o aluno devera seguir as instru¢des contidas no Applet para responder as
perguntas. Espera-se que o aluno consiga responder as perguntas € que iSso aguce sua

curiosidade sobre os numeros binarios.

A 1ideia é que o aluno seja levado a questionar como se d4 o processo de trans-
missao das informagdes e se é possivel identificar e corrigir erros durante esse processo.
Eles sdo instigados a pensar sobre como um computador entende comandos, recebendo-o0s
apenas no formato de 0 e 1. Por exemplo, quando vocé pressiona a tecla “M”, o computa-
dor recebe o niimero “01001101para entender a sua ordem. Este enfoque na linguagem
bindria na informdtica € uma introdu¢do a conexdo entre a curiosidade inicial sobre a

transmissao de informagdes e o conceito de Linguagem Binaria.

A partir de agora, vamos aprofundar nosso entendimento da linguagem bindria,
estabelecendo uma conexao entre a curiosidade inicial sobre o processo de transmissao

de informacdes e a introducao ao conceito de linguagem bindria na informéatica. No Applet
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da (Figura 5.7), é proporcionado ao aluno, de maneira pratica e intuitiva, a oportunidade
de realizar a conversao da linguagem grafica para a linguagem alfanumérica, assim como

a mudanga de nimeros escritos na base bindria para a base decimal e vice-versa.

Além disso, o Applet oferece uma abordagem interativa, permitindo que o aluno
experimente diretamente os conceitos tedricos apresentados. Ao praticar a conversao
entre sistemas numéricos e compreender a linguagem bindria de forma direta, os alunos

podem consolidar seu conhecimento de maneira mais eficaz.

Este recurso ndo apenas fortalece a compreensao tedrica, mas também destaca a
aplicabilidade pratica da linguagem bindria na informdtica. Por meio dessa experiéncia
interativa, os alunos podem desenvolver uma aprecia¢do mais profunda da importancia da

linguagem bindria no processamento de informacdes e na computacao em geral.

Figura 5.7: Mudanca da base bindria para base decimal

Iniciar
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Usando 5 cartdes qual o maior nimero que podemos representar? 31 Parabénsl

ra
La

Fonte: Elaborado pelo autor.

Continuando, exploramos agora a mudanga da base decimal para a base bindria,
utilizando o Applet da (Figura 5.8). O aluno deve fazer as mudancgas de base dos niimeros
de 1 a 59 escritos na base decimal para a base bindria. Observando a sequéncia de

lampadas acesas e apagadas, espera-se que o aluno compreenda a representacao bindria.



81

Figura 5.8: Reldgio de mudanga de base: base decimal para base binaria.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para finalizar a subsecdo, no Applet da (Figura 5.9), utilizando os conceitos em-
pregados no Applet da (Figura 5.8), os alunos realizam a conversao da base bindria para
a base decimal. Espera-se que, ao final desta subse¢do, os alunos tenham assimilado os
conceitos de mudanca de base, tanto na conversao da base decimal para a base bindria
quanto o contrdrio. Além disso, espera-se que compreendam o processo de transmissao

de informagdes e a linguagem bindria.
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Figura 5.9: Lampadas para mudanca de base: base binaria para base decimal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Nos Applets acima € explorada a conversdo da linguagem grafica para a linguagem
matematica, destacando a transformacdo da representacdo semidtica. Essa abordagem
revela-se fundamental para o aprendizado dos alunos, pois proporciona ganhos significa-

tivos em sua compreensao conceitual e habilidades praticas.

Ao utilizar esses Applets, os alunos ndo apenas visualizam conceitos abstratos de
forma concreta, mas também desenvolvem uma apreciacdo mais profunda das relagdes
entre as expressOes visuais € suas representacdes matematicas correspondentes. Essa
integracdo pritica promove um ambiente de aprendizado mais dindmico e envolvente,

estimulando o raciocinio 16gico e a resoluc¢do de problemas.

Além disso, a exploragdao da conversao da linguagem grafica para a linguagem
matematica proporciona aos alunos uma perspectiva mais holistica, permitindo-lhes per-
ceberem a matematica como uma linguagem viva e aplicavel. Essa abordagem pratica
ndo apenas fortalece o entendimento dos conceitos, mas também instiga o pensamento
critico, incentivando os alunos a questionarem, analisarem e aplicarem o conhecimento

de maneiras inovadoras.

Assim, o uso desses Applets nao apenas pode facilitar a transi¢do entre as lingua-
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gens visual e matemdtica, mas também enriquecer a experiéncia de aprendizado, propor-
cionando aos alunos ganhos valiosos no desenvolvimento de suas habilidades cognitivas

e na compreensao aprofundada dos conceitos matematicos.
5.5.3 Magica com mudanca de base

E incrivel como a “magia” pode ser uma ferramenta poderosa para explorar con-
ceitos matematicos, como a mudanca de base. Ao envolver os alunos em atividades in-
terativas e desafiadoras, estamos proporcionando uma oportunidade tnica para que eles

experimentem a matematica de uma forma completamente nova e envolvente.

No Applet da (Figura 5.10) Mdgica com mudanca de base, acessivel em: (https:
/[www.geogebra.org/m/snp2qden), os alunos tém a oportunidade de escolher um nimero
natural de 1 a 15 e marcar os cartdes que contenham o nimero escolhido. A partir dai,
eles serdo surpreendidos com uma mégica incrivel, em que o sistema adivinhard o nimero

escolhido.

Esse momento deixara certamente os alunos intrigados e curiosos sobre como o
truque funciona. Por hora, ndo serd apresentada uma explicacdo do funcionamento do

truque de magica, deixando a cargo dos alunos conjecturarem possiveis solucoes.

No Applet da (Figura 5.11), a dinamica se inverte, e agora os alunos se tornam os
magicos. O sistema escolherd um numero e € tarefa dos alunos descobrirem qual € esse
nimero. Esse desafio promove a aplicagdo prética dos conceitos de mudanca de base,

incentivando-os a colocarem em pratica o que aprenderam.

ApO6s explorarem as diferentes configuracdes dos dois Applets, os alunos serdo
convidados a refletirem sobre como a “madgica” acontece. Esse € 0 momento em que a
curiosidade e a criatividade dos alunos entram em acdo, pois serdo incentivados a for-
mularem hipéteses e validar suas teorias. A discussdo em grupo, se o professor julgar
necessdrio, pode ser uma oportunidade valiosa para fortalecer o trabalho em equipe e a

habilidade de lidar com opinides diferentes.

Por fim, o link: (https://www.youtube.com/watch?v=19yxHpcVRKU) apresenta a

solugcdo da “madgica” e proporciona aos alunos uma oportunidade de consolidar o apren-


https://www.geogebra.org/m/snp2qden
https://www.geogebra.org/m/snp2qden
https://www.geogebra.org/m/snp2qden
https://www.youtube.com/watch?v=I9yxHpcVRKU
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dizado e compreender os conceitos matemaéticos por tras do truque. Essa experi€ncia, que
une o lidico a aprendizagem, certamente deixard uma marca duradoura no entendimento

e na apreciacdo da matematica por parte dos alunos.

Essa atividade pratica € fundamental para consolidar o aprendizado dos alunos,
permitindo que eles experimentem diretamente os conceitos abordados. Ao aplicar o que
aprenderam no Applet da (Figura 5.11), eles terdo a oportunidade de testar e verificar por

si se a solucao apresentada no video € de fato, vélida.

A prética ativa, envolvendo os alunos diretamente na aplicagdo dos conceitos
aprendidos, € uma maneira eficaz de internalizar o conhecimento. Ao experimentarem
por si, eles compreendem melhor os detalhes e nuances da solu¢ao. Ao final da atividade,
nao apenas terdo assistido ao video, mas também terdo aplicado o que aprenderam, forta-
lecendo sua compreensao e confianga nos conceitos de mudanga de base. Essa abordagem

pratica pode contribuir para um aprendizado mais duradouro e significativo.

Figura 5.10: Mdagica com mudanga de base

Iniciar

A B e} D
819 415 23 13
10 | 11 6 | 7 6 | 7 5 | 7

9
12 | 13 12 113 10 | 11 9 1
14 | 15 14 | 15 14 | 15 13 | 15

O O O U

D Resposta:

ra
La

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 5.11: Mégica com mudanca de base: agora o magico é vocé

Iniciar
A B C D
8109 415 23 13
10 | 11 6 | 7 6 | 7 5 | 7
1213 12 | 13 10| 11 9 11
1415 14|15 14|15 13115

O

Qual foi o numero que eu pensei? 0

ra
La

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na proxima sec¢do, exploraremos a abordagem detalhada do livro Dindmico Digi-
tal sobre o tema das matrizes. Ao aprofundarmos nesse topico, esperamos desvendar as

complexidades das operagdes com matrizes.

5.5.4 Matrizes

Nesta secao, € abordado o tema “matriz”’, em que o aluno é levado ao conceito
de matriz, bem como perceber em que situacdes cotidianas os conhecimentos de matrizes
sdo utilizados. No Applet da (Figura 5.12), o aluno pode navegar definindo o que € uma
matriz, bem como classificar uma matriz de acordo com seu formato, além de definir
o elemento de acordo com sua posi¢do em relacdo as linhas e colunas, para acessar o
Applet da (Figura 5.12), acesse Matrizes: definicao em: (https://www.geogebra.org/m/

shnwxpht).


https://www.geogebra.org/m/shnwxpht
https://www.geogebra.org/m/shnwxpht
https://www.geogebra.org/m/shnwxpht
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Figura 5.12: Matrizes: defini¢do

Definicdo
<= | Novo =
L
No elemento a,;
o 1
S — ¢ indica a linha
-1 -2 -6 ke ;
" — j indiea & coluna
A= [d,_,] = ] 4 9 Exe 1o
0 0 —4 Sxemplo:
1 5 -9/ oy = =2 oy = —8
5 linhas 3 colunas any _ 1 a5y _ 9
G 1] 3 =3 =9 10
-2 -3 -2 7 -4 2 Sa2s
Agora & a sua vez! B=(h)= -3 -7 9 -7 -3 7
A 9 1 3 9 i 8 By
6 -9 9 -5 —4 10
I 3 6 2 1 2/, ry
Fonte: Elaborado pelo autor.

No Applet da (Figura 5.13), vamos aprofundar ainda mais o tema, proporcionando
aos alunos a oportunidade de explorar de maneira abrangente a defini¢do de matrizes e
resolver atividades disponiveis nos Applets. Eles irdo aprender sobre a condi¢do de soma
de duas matrizes e como realizar essa operacao, assim como o produto de uma matriz por
um escalar e o produto de matrizes. Neste Applet, € interessante que os alunos explorem

todas as configuracdes possiveis para consolidar os conceitos relevantes ao tema.

Um aspecto notavel deste Applet é que ele abrange o estudo de matrizes de maneira
integral, explorando todos os topicos pertinentes ao ensino médio. Isso proporciona uma
compreensdo mais profunda e abrangente da dlgebra matricial, permitindo que os alunos
se familiarizem nao apenas com as operagdes bdsicas, mas também com as propriedades
e aplicagdes mais avancadas das matrizes. Por meio dessa abordagem abrangente, os
alunos terdo uma visdo mais completa e aplicada do papel das matrizes na resolugdo de

problemas matemaéticos.
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Figura 5.13: Matrizes: defini¢do, adi¢do e produto por escalar

D Definicdo
D Tipo
(] Adicgo

D Produto

D Produto por escalar

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5.14: Adicao e subtracdo de matrizes

Adicao e subtracdo de matrizes

=)

Atualizar

ra
[

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para concluir esta subse¢do, os alunos devem navegar no Applet da (Figura 5.14),

no qual realizardo a adicdo de matrizes quadradas, consolidando assim seu conhecimento
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sobre o tema. Em caso de dificuldades, é recomendado que retornem as atividades previa-
mente trabalhadas e aos videos propostos para reforcar os conceitos e esclarecer dividas.
Essa pratica adicional contribuird para a consolidagao e aprofundamento do entendimento

sobre a adi¢do de matrizes quadradas.

5.5.5 Multiplicacao de matrizes

A multiplicagdo de matrizes ¢ uma operacao fundamental na 4lgebra linear, utili-
zada em diversas dreas da matematica, fisica, estatistica, e em diversas disciplinas relaci-
onadas. Ela também tem aplicagdes praticas em computagdo, graficos por computador e

em muitos campos da ciéncia e da engenharia.

Nesta subsecdo, o aluno iniciard seu aprendizado sobre a multiplicacdo de ma-
trizes. Eles serdo direcionados a assistir ao video disponivel no link:(https://youtu.be/
eCmv6ov53VE87si=p-b-yx7dKBSHhZ50). Em seguida, utilizando o Applet presente na
(Figura 5.15), os alunos terdo a oportunidade de aplicar o conhecimento adquirido, ex-
plorando diversas configuracdes. Posteriormente, serdo abordadas algumas questdes que

servirdo como base para os proximos passos do aprendizado.

Figura 5.15: Condi¢ao de multiplicacdo de matrizes

Reiniciar Reiniciar

50 11 5w 50 11 3w
a={ =6 —+ 9 0 Zo a ac{ 6 4 8 0 9o
22 1w s ), 22 1w ),

Jsim

£ possivel muttplicar a matriz A pela matriz B? £ possivel multiplicar a matriz A pela matriz B?

Nio

Fonte: Elaborada pelo autor.

No ambito educacional contemporaneo, a integracao de recursos tecnoldgicos se
torna cada vez mais crucial para potencializar o aprendizado dos alunos. Nesse contexto,
os Applets incorporados nas paginas do livro digital dinamico assumem um papel de des-

taque ao proporcionar uma experiéncia interativa e enriquecedora.


https://youtu.be/eCmv6v53V88?si=p-b-yx7dKBSHhZ5o
https://youtu.be/eCmv6v53V88?si=p-b-yx7dKBSHhZ5o
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Um dos aspectos mais notdveis dessa abordagem inovadora € a capacidade con-
cedida aos alunos de avaliarem imediatamente a corre¢do de suas respostas. Este é um
verdadeiro salto qualitativo, um avango que empodera os estudantes ao oferecer-lhes um
retorno instantaneo sobre seu desempenho. No universo educacional, a prontiddo na
avaliacdo € uma ferramenta valiosa para aprimorar o entendimento dos conceitos apre-

sentados.

Ao fornecer esse mecanismo de verificacdo de respostas, os Applets nao apenas
tornam o processo de aprendizado mais dindmico, mas também instigam a curiosidade
e a participagdo ativa dos alunos. A capacidade de discernir entre respostas corretas e
incorretas de maneira imediata ndo apenas reforca a compreensao dos conteidos, mas

também estimula uma abordagem proativa na resolucao de desafios educacionais.

Essa funcionalidade representa um verdadeiro ganho no panorama educacional,
especialmente no contexto do livro digital dindmico. Por meio dessa interatividade, o
aprendizado deixa de ser um processo passivo e se transforma em uma jornada envol-
vente e personalizada. Os alunos, ao terem a oportunidade de verificar a precisdo de suas
respostas de forma instantanea, sdo incentivados a explorarem conceitos com confianca e

autenticidade.

Nesta etapa, o aluno j4 adquiriu os conceitos prévios para multiplicar duas matri-
zes, bem como a capacidade de verificar se € possivel ou ndo realizar essa opera¢do. No
Applet da (Figura 5.16), vamos explorar melhor esse tema. Inicialmente, estamos preo-
cupados com o produto de matrizes quadradas de ordem dois. Os alunos deverao navegar

no Applet e explorar as possibilidades que eles apresentam.



90

Figura 5.16: Multiplicacido de matrizes quadradas

Multiplicacao de matrizes quadradas

4 —5 « -1 -2 .
2 -3 3 2 o
Novos valores

rA
L

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, no Applet apresentado na (Figura 5.17), é demonstrado o produto de ma-
trizes de forma mais abrangente, ndo se restringindo apenas as matrizes quadradas. Ao
concluirmos esta se¢do, esperamos que os alunos tenham compreendido esses conceitos
iniciais, pois serdao fundamentais para o desenvolvimento do restante do livro, e aborda-
mos poténcias de base dois, mudancga de bases, sistemas decimais e bindrios, além de

conceitos sobre matrizes e multiplicagao de matrizes.
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Figura 5.17: Multiplicacdo de matrizes casos gerais

Iniciar
Efetue o produto A X B

AxB=

D Verificar resposta

rA
(9

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com isso, encerramos esta se¢do na esperanca de que os alunos agora tenham uma
compreensdo sélida desses conceitos essenciais. No proximo capitulo, aprofundamos
ainda mais nosso estudo, explorando aplica¢des praticas e avangadas desses fundamentos

matematicos.
5.6 Capitulo I'V: Codigos detectores de erros

Os codigos detectores de erros sao uma parte fundamental no campo da comunica-
cao digital e da transmissao de dados. Eles desempenham papel crucial na deteccio e,
em alguns casos, na correcido de erros que podem ocorrer durante a transmissao ou o

armazenamento de informagdes digitais.

Quando transmitimos dados digitalmente, seja por meio de redes de computado-
res, comunicacdes sem fio ou armazenamento em dispositivos de memoria, existe sempre
a possibilidade de que algum tipo de interferéncia, ruido ou falha ocorra. Esses disttrbios

resultam na corrupcao de dados, o que pode levar a erros na interpretagdo das informagdes
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recebidas.

Os cdédigos detectores de erros sdo especificos para lidar com essa eventuali-
dade. Eles consistem em algoritmos matematicos que introduzem redundancia controlada
nos dados transmitidos. Essa redundéncia € calculada para permitir a detec¢do de erros

quando os dados sdo recebidos.

Existem diversos tipos de codigos detectores de erros, cada um com suas carac-
teristicas e eficicia especificas. Alguns sao mais simples, detectando apenas a presenca de
erros, enquanto outros tém a capacidade de corrigi-los, proporcionando maior robustez na
transmissao de dados. Nesta se¢do, abordamos os codigos detectores de erros, conforme
ilustrado na (Figura 5.18). Ao longo desta secdo, apresentamos a proposta desenvolvida

neste trabalho para abordar o tema com alunos da educacao basica.

Iniciamos discutindo os bits e palavras-cédigos. Em seguida, os alunos serdo gui-
ados a compreender o processo matematico por trds da criagao de um CPF valido. Poste-
riormente, introduzimos uma no¢ao inicial de corpos e anéis, adaptando o conteido para
atender as necessidades da educagdo basica. Nesse contexto, exploramos conceitos como

restos e um pouco de aritmética modular.

Figura 5.18: Cddigos detectores de erros

Codigos detectores de erros

Bits e palavras Gerador de CPF valido O resto é que importa Descobrindo o CPF dos
Colegas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para concluir esta se¢do, apresentamos uma atividade lidica, proporcionando aos
alunos a oportunidade de descobrir o CPF de seus colegas com base em algumas informagdes
fornecidas. A seguir, detalhamos cada etapa, destacando as atividades especificas em cada

uma delas.
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5.6.1 Bits e palavras-codigos

Como mencionado na subsecao anterior, o bit € composto pelos digitos 0 (zero)
e 1 (um). Portanto, neste momento, ¢ importante definir uma palavra-codigo como
uma sequéncia de zeros e uns. No Applet da (Figura 5.19) Bits e palavras-codigos,
acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/aym2qhqc), os alunos deverao navegar, ana-
lisar e explorar suas diversas configuracdes. Eles serdo questionados sobre a quantidade
de palavras-cédigos distintas que podem ser formados, uma vez definido o nimero de
bits dessa palavra. E relevante destacar que as nogdes iniciais exploradas na subsecio
“Mudanca de base” desempenham papel fundamental na resolucdo dessa questdao, bem
como o conhecimento do principio fundamental da contagem, que é um tema relevante

conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Figura 5.19: Bits e palavras-cédigos

.. {0,0,0.0,0} {1,0.0,0,0)
Iniciar

{0.1,0,0.0} {1,1,0.0,0}

{0.0.1,0.0} {1.0.1.0,0}

Exemplo de uma palavra com 5 bits 00010 {0,1,1.0,0} {1,1.1,0.0}
{0.0,0,1.0} {1,0,0.1,0}

Quantas palavras distintas de 5 bits podemos formar? 32 {0.1.0,1.0} {1.1.0.1.0}
{0,0,1.1,0} {1,0.1,1.0}

{0.1.1,1.0} {1.1,1.1,0}

{0.0.0,0.1} {1.0.0.0,1}

Marque a caixa ao lado {0,1.0.0,1} {1,1.0,0.1}

para visualizar todas as {0.0,1.0,1} {1,0.1.0,1}

32 palavras de 5 bits. {0.1.1.0.1} {1.1.1.0,1}

{0,0.0.1.1} {1,0.0.1.1}
{0,1,0.1,1} {1,1,0.1,1}
{0.0.1,1,1} {1.0.1.1,1}
0,1.1,1,1} {1,1.1,1.1}

Fonte: Elaborado pelo autor.

No Applet da (Figura 5.20), os alunos podem introduzir um erro no processo de
transmissao das palavras-codigos. O Applet e as questdes que o seguem procuram estimu-
lar os alunos a formularem possiveis hipéteses sobre como verificar se ocorreu um erro,

bem como maneiras de corrigi-lo.


https://www.geogebra.org/m/aym2qhqc
https://www.geogebra.org/m/aym2qhqc
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Figura 5.20: Insercdo de um erro durante o processo de transmissao

Iniciar
Palavra de n bits = E E E

Introduza 1 erro =

Palavra com erro = @ @ @ @

Se o destinatario final receber a mensagem/palavra
com erro, como fazer para detectar que houve um ra
eIro na transmiss&o e ainda como corrigi-lo?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nesse momento, recomendamos que o professor retome o problema motivador
trabalhado no segundo capitulo do livro. Esperamos que o aluno seja capaz de estabelecer
uma relacdo entre o erro e as possiveis causas dos movimentos incorretos realizados no

Problema motivador, acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/ajdcj4at).

5.6.2 Gerador de CPF valido

O Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) é um nimero unico associado a cada ci-
dadao do Brasil, essencial para diversas transacoes e registros no pais, composto por uma
sequéncia de digitos (0, 1, 2, 3, ..., 8 ou 9). O formato padrao € xxX.xxx.xxx-yy, sendo
os dois dltimos digitos denominados digitos verificadores, os quais desempenham papel

crucial na verificagdo da validade de um CPF.

O Applet da (Figura 5.21) Gerador de CPF vilido, acessivel em: (https://www.
geogebra.org/m/xjw4rvgx), proporciona aos alunos a oportunidade de gerar CPFs validos,
incentivando o interesse pela aritmética subjacente a criagdo desse nimero de identificagdo.
Tal atividade vai além da simples manipulacdo de nimeros, envolvendo os alunos em uma

experiéncia pratica que explora conceitos matematicos fundamentais.


https://www.geogebra.org/m/ajdcj4at
https://www.geogebra.org/m/ajdcj4at
https://www.geogebra.org/m/xjw4rvqx
https://www.geogebra.org/m/xjw4rvqx
https://www.geogebra.org/m/xjw4rvqx
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Ao envolver os estudantes nessa pratica, € possivel destacar a relevancia do apren-
dizado da aritmética no contexto do mundo real. A compreensdo dos processos ma-
tematicos envolvidos na geracao de CPFs validos ndo apenas estimula a curiosidade, mas
também promove uma compreensdo mais profunda da importancia dos digitos verifica-

dores na validag@o de informagdes.

Além disso, esta atividade pratica contribui para o desenvolvimento das habili-
dades matematicas, estimulando o raciocinio l6gico e a capacidade de aplicar conceitos
aprendidos em situagdes do cotidiano. A abordagem interativa fornecida pelo Applet cria
um ambiente de aprendizado mais dindmico e envolvente, possibilitando que os alunos

visualizem a aplicacdo direta da aritmética em um contexto pratico e relevante.

Figura 5.21: Gerador de CPF vélido

Gerar CPF

CPF =431377047-07 [N

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, a inclusdo desse tipo de atividade em sala de aula ndo apenas confere um
significado mais profundo ao ensino da aritmética, mas também estabelece uma conexao
vital entre os conceitos matemadticos e sua aplicacdo no mundo real. Esta abordagem
visa preparar os alunos para uma compreensao mais ampla e pratica dos conhecimentos

adquiridos.

Ao utilizar o ambiente proporcionado pelo Applet da (Figura 5.22), os estudantes
tém a oportunidade de validar as modificagcdes em um CPF. Destacamos que a escolha dos
algarismos ndo € arbitrdria, mas sim o resultado de um processo especifico. Ressaltamos

que o propdsito dessa metodologia € instigar a reflexdo dos alunos sobre a aritmética
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subjacente a composi¢ao de um CPF.

Figura 5.22: Verificador de CPF

Limpar

Verificar CPF

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, a implementacao dessa estratégia ndo apenas atribui um maior sig-
nificado ao ensino da aritmética, mas também fortalece a ligacdo entre os conceitos ma-
tematicos e sua aplicagdo prética. Isso contribui para uma compreensao mais abrangente
e aplicada dos conhecimentos adquiridos, capacitando os alunos a relacionarem a teoria

com situacdes do cotidiano.

5.6.3 O resto é o que importa

Por meio do Applet da (Figura 5.23) Aritmética do relogio, acessivel em: (https:
/[www.geogebra.org/m/axjzu97a), convidamos o aluno a se aventurar pela aritmética mo-
dular. Mas, afinal, o que € isso? Prepare-se para desvendar os mistérios dos numeros de

maneira incrivel e divertida.

A aritmética modular € uma abordagem especial para lidar com nimeros que en-
volvem restos. Vamos explicar de forma simples: imagine uma caixa cheia de chocolates
deliciosos. Ao dividir esses chocolates em grupos de trés, o que sobra ndo ¢ descartado,

certo? Esse “resto”é o conceito central aqui.


https://www.geogebra.org/m/axjzu97a
https://www.geogebra.org/m/axjzu97a
https://www.geogebra.org/m/axjzu97a
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Figura 5.23: Aritmética do relégio

Aritmética do reldgio

a=2 Girar a

Reset
b=1 Girar b

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como se pode perceber na (Figura 5.24) Mdodulo, acessivel em: (https://www.
geogebra.org/m/axjzu97a), uma caracteristica interessante da aritmética modular é sua
capacidade de revelar padroes e ciclos. Por exemplo, ao observarmos os quadrados dos
ndmeros inteiros (12, 22, 32, ...), percebemos que os resultados se repetem quando con-
sideramos 0 modulo 5. Isso cria uma danca matematica, em que 0S nUmeros seguem

padrdes previsiveis.

A aritmética modular é fundamental em criptografia, teoria dos nimeros e algorit-
mos, proporcionando uma maneira eficaz de lidar com operagdes em ambientes ciclicos.
Ela € aplicada em problemas praticos, como agendamento de tarefas, controle de trafego

e sincronizagdo de sistemas distribuidos.


https://www.geogebra.org/m/axjzu97a
https://www.geogebra.org/m/axjzu97a
https://www.geogebra.org/m/axjzu97a
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Figura 5.24: Mdédulo

Modulo

n=3

L
Dloj1]2]
0 [0]1]2
1 1]2]0
2 (2]0]1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, os Applets das (Figuras 5.23 e 5.24), oferecem uma experiéncia inte-
rativa que permite aos alunos explorarem e visualizarem esses conceitos de forma prética.
Ao manipular os nimeros e observar as mudangas nas operagdes modulares, os estudantes

podem aprimorar sua compreensao € a apreciacao dessa drea da matematica.

5.6.4 Descobrindo o CPF dos Colegas

O CPF € constituido por 11 digitos decimais, sendo os oito primeiros atribuidos
aleatoriamente no momento da inscri¢ao. O nono (antepentltimo) digito indica a regiao
fiscal responsavel pela inscricao, enquanto o décimo e o décimo-primeiro sao digitos veri-
ficadores calculados conforme um algoritmo definido pela Receita Federal e publicamente

conhecido.

Na 10.* Regiao Fiscal, o algarismo zero € utilizado como nono digito. As regides
fiscais sdo distribuidas entre os estados da Federacdo da seguinte forma:

1.%: DF, GO, MT, MS e TO;
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2% AC, AP, AM, PA, RO e RR;
3.2 CE, MA e PI;

4 AL, PB, PE e RN;

5.2 BA e SE;

6.2: MG;

7.2 ESeRJ;

8.2 SP;

9.2: PR e SC;

10.*: RS.

O formato do CPF ¢ estruturado da seguinte maneira: os nove primeiros digitos
sdo agrupados em trés conjuntos de trés digitos separados por ponto, seguidos por um
hifen e pelos dois ultimos digitos. Por exemplo, o CPF 12345678909 ¢ apresentado como
123.456.789-09.

Os digitos verificadores sdo calculados por meio de um algoritmo que utiliza a
soma ponderada dos digitos, resultando em um valor dividido por 11, conhecido como
“moddulo 11”. O uso do ndmero primo 11 permite identificar erros na substituicio ou
transposicao de digitos. Se o calculo resultar em 10, a Receita Federal determina a

substitui¢cdo por O (zero).

Para calcular os digitos verificadores, representamos um CPF como:
D = (dy,d,,ds,...,d,—1), em que d; é o digito na posi¢do i, e dy é a posi¢do mais a

esquerda. Os digitos verificadores vy e v, sdo determinados pelas expressoes

vy = [(nild,-x [9— (i mod 10)]) mod 11] mod 10
i=0

sz{[<nz,ldix{9_[<i+1) mole]})+(v1><9)] modll} mod 10
i=0
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Figura 5.25: Descobrindo o CPF dos colegas

A 1 AL-10+A2-94+A3-8+A4.-7T+A5-6+A6-5+A7-4+A8-3+A0.2
; 31 - 214
5 5 5 Se(Resto($1,11) = 0,J = 0,5e(Resto($1,11) = 1,J = 0,J = 11 — Resto($1,11}))
4 8 - J=6
5 1 3 AL 11+ A2.10+A3- 04+ A4.84+A5.- 7T+ A6-6+A7T-5+A8-4+A0.3+%2.2
6 6 —~ 2J+250 = 262
7|7 4 LadoDireito($3)
& 0
9 4 — 202
10 0=6 - Se(Resto($4,11) = 0,K = 0,Se(Resto($4.11) = 1,K = 0,K = 11 — Resto($4,11)})
1M1 0=2 - K=2
12

Fonte: Elaborado pelo autor.

Estas expressoes garantem que os digitos verificadores estejam sempre no inter-
valo de 0 a 9. No Applet da (Figura 5.25) Descobrindo o CPF dos Colegas, acessivel
em: (https://www.geogebra.org/m/vokq489v), os alunos poderdo verificar os CPFs dos

colegas.

5.7 Capitulo V: Codigos corretores de erros

Nesta secdo, adentramos no campo da teoria dos cddigos corretores de erros, ex-
plorando também o intrigante universo do alfabeto cifrado, conforme podemos observar

na (Figura 5.26).

Os cddigos corretores de erros desempenham papel crucial na transmissao de
informacdes, garantindo a integridade e a precisao dos dados, mesmo em ambientes sujei-
tos a interferéncias. Exploramos os conceitos fundamentais dessa teoria, compreendendo
como esses codigos sdo projetados para detectar e corrigir erros que podem ocorrer du-

rante a transmissio de dados.

Dentro do vasto campo dos cédigos, o alfabeto cifrado destaca-se como uma fer-
ramenta milenar para proteger informacgdes sensiveis. Um exemplo notéavel € o Codigo de

César, uma técnica de criptografia que envolve o deslocamento das letras do alfabeto por


 https://www.geogebra.org/m /v6kq489v
https://www.geogebra.org/m /v6kq489v
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um numero fixo de posi¢des. Em nossos exercicios préticos, exploramos esse método,
desvendando mensagens codificadas por meio do deslocamento de trés casas para frente,

uma caracteristica distintiva do Cédigo de César.

A melhor maneira de compreender a teoria € aplicd-la na pratica. Ao longo desta
secdo, apresentamos ao aluno exercicios envolvendo o alfabeto de César, convidando-o a
decifrar mensagens codificadas e a explorar a 16gica por tras desse método de criptografia
classico. Essas atividades praticas oferecem uma oportunidade de aprimorar suas habili-
dades na manipulacdo de cddigos e entender como a seguranca da informagdo pode ser

alcancgada por meio de técnicas criativas.

Ao explorarmos a teoria dos codigos corretores de erros € nos aventurarmos pelo
mundo do alfabeto cifrado, mergulhamos em conceitos fundamentais para a comunicacao
segura. Os exercicios praticos com o alfabeto de César proporcionam uma experiéncia
hands-on, capacitando-o a aplicar diretamente o conhecimento adquirido. Este € apenas o
comec¢o de uma jornada rumo ao entendimento mais profundo das técnicas que sustentam

a seguranca e a confidencialidade nas comunica¢des modernas.

Figura 5.26: Cddigos corretores de erros

Codigos corretores de erros

Teoria dos Cédigos Alfabeto
Corretores de Erros

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na introdugdo desta subsecdo, € apresentado aos alunos um video cujo link é:
(https://youtu.be/DNS6c3aDZ3Q7si=3WAqMhJFU5ZgJHhY). Este video proporciona

uma introdug@o ao universo dos cdédigos corretores de erros, explorando conceitos es-


 https://youtu.be/DNS6c3aDZ3Q?si=3WAqMhJFU5ZgJHhY
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senciais como paridade e palavras-codigo. Tais elementos desempenham papel crucial na
transmissao e recep¢ao de dados, assegurando a integridade das informacdes em ambien-

tes propensos a erros.

O video comega destacando a importancia dos c6digos corretores de erros no con-
texto da transmissdo de dados. Esses codigos sdo projetados para detectar e corrigir erros
que podem ocorrer durante a comunicacdo, garantindo a precisao e confiabilidade das

informagdes trocadas.

A paridade é um conceito fundamental abordado no video, envolvendo a adi¢ao
de bits extras aos dados transmitidos, de modo que o nimero total de bits com valor ~"1”
seja sempre impar (paridade impar) ou sempre par (paridade par). Isso permite a detec¢ao

de erros, ja que qualquer alteracdo nos dados resultaria em uma discrepancia de paridade.

O video explora o conceito de palavras-codigos, que sdo sequéncias especificas
de bits que representam informacdes. Essas palavras-codigos sdo escolhidas de maneira
a facilitar a detec¢do e a correcdo de erros. A introdu¢do de redundéncias calculadas
cuidadosamente permite identificar e corrigir discrepancias que podem surgir durante a

transmissao.

5.8 Capitulo VI: O cédigo de Hamming (7,4)

A comunicagdo digital é essencial em nosso mundo interconectado, e a integridade
dos dados transmitidos desempenha papel crucial nesse contexto. No ambito da detec¢ao
e da correcdo de erros, 0 Cédigo de Hamming surge como uma ferramenta poderosa para

assegurar a precisao da informacgdo em sistemas de comunicacdo digitais.

Neste capitulo, exploramos, detalhadamente, o Cédigo de Hamming, uma técnica
de detecgdo e correcdo de erros que tem desempenhado papel fundamental na confiabili-
dade das transmissoes digitais. Veremos como esse codigo inteligente permite ndo apenas
identificar erros, mas também corrigi-los de forma eficiente, tornando-se peca fundamen-

tal na garantia da integridade dos dados em ambientes propensos a interferéncias e ruidos.

Ao mergulhar nas nuances do Cédigo de Hamming, descobrimos como ele opera,

seus principios subjacentes e como pode ser implementado em diversas situacdes. Este
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capitulo tem por objetivo servir como um guia essencial para aqueles que buscam apri-
morar a robustez de seus sistemas de comunicacao digital, fornecendo uma compreensao

abrangente do funcionamento e da aplicacdo pratica desse codigo crucial.

Figura 5.27: O cédigo de Hamming (7,4)
O codigo de Hamming C(7,4)

Algoritmo de Matriz Algoritmo de Matriz de
Codificacdo geradora decodificacao paridade

Algoritmo de
decodificacdo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Prepare-se para explorar um mundo onde a confianca na comunicacgdo digital é
refor¢ada por uma poderosa camada de deteccao e corre¢do de erros. Desejamos desven-
dar junto com o leitor os mistérios do Cédigo de Hamming e descobrir como ele eleva
a qualidade e a confiabilidade das transmissoes digitais. Esta secdo estd dividida, em
cinco subsecdes assim como apresentado na (Figura 5.27) O codigo de Hamming (7.,4),

acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/mnjhfz58).

5.8.1 Algoritmo de codificacao

O cédigo de Hamming (7,4) € um tipo especifico de cédigo de correcdo de erro
utilizado para detectar e corrigir erros de transmissao em dados. Ele opera em blocos de
sete bits, dos quais quatro bits sdo dados e trés bits sdo bits de paridade. Vamos entender

o algoritmo de codificacdo passo a passo.


https://www.geogebra.org/m/mnjhfz58
https://www.geogebra.org/m/mnjhfz58
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Posicao dos bits de dados e paridade

1. Os 4 bits de dados sao rotulados como D1,D;,,D3 e Dy.

2. Os 3 bits de paridade sao rotulados como Py, P e Py.

Posicionamento dos bits de paridade

1. Os bits de paridade s@o posicionados nas posi¢des que sao poténcias de base 2 de

expoentes inteiros ndo negativos.

2. Ou seja, Py na posicao 1, P, na posi¢ao 2 e P, na posicao 4 e etc.

Calculo dos bits de paridade

1. P; é calculado como a paridade dos bits nas posi¢oes 1, 3,5¢e 7.
2. P, € calculado como a paridade dos bits nas posi¢coes 2, 3,6 ¢ 7.

3. Py € calculado como a paridade dos bits nas posi¢des 4, 5,6 e 7.

Insercao dos bits de paridade

1. Os bits de paridade calculados sdo, entdo, inseridos nas posi¢oes apropriadas no

bloco de sete bits.

Bloco de sete bits codificado

1. O bloco de sete bits resultante, agora com os bits de paridade adicionados, é o

codigo de Hamming (7,4) para os quatro bits de dados originais.

Exemplo 5.8.1. Suponha que os bits de dados sejam D; =1, D, =0,D3 =1e Dy = 1.

1. Posicionamento inicial dos bits: Dy,D,,D3,D4P;, P>, Py
2. Calculo dos bits de paridade

U PIZDl@Dg@D5€BD7:1€Bl@O@1:1
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* =D& D3®Ds®D7=0010001=0

* Pb=Ds®Ds®ODg®D7=1000001=0

3. Inserc¢do dos bits de paridade:

Bloco codificado 1,0,1,1,1,0,0.

Figura 5.28: Algoritmo de codificacao
Iniciar

Bits de Mensagem Bits de pandade
dy dy ds dy 21 ” T3

®©® 00 00 00

tinna 1 (J———F—{]
a2 [ ——F——F—13
| 1 M
J J J

Linha3 [ |

ra
La

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, o cédigo de Hamming (7,4) para os bits de dados 1,0,1,1 seria
1,0,1,1,1,0,0. Este processo permite a detec¢do e a corre¢do de erros de um bit du-
rante a transmissao dos dados. No Applet da (Figura 5.28) Algoritmo de Codificacio,
acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/mnjhfz58), os alunos tém a oportunidade de
realizar a organiza¢do de maneira dindmica, refor¢cando e consolidando seus conhecimen-

tos matematicos.

5.8.2 Matriz geradora

O codigo de Hamming € uma técnica para detec¢do e correcio de erros em da-
dos especificos. Para compreender o funcionamento da matriz geradora desse codigo é

necessario explorar alguns conceitos matematicos basicos. Como discutido na subsecdo


https://www.geogebra.org/m/mnjhfz58
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anterior sobre o codigo de Hamming, bits de paridade sdo adicionados a uma sequéncia
original de bits. Esses bits sdo calculados de maneira cuidadosa para viabilizar a detec¢ao

e a correcao de erros.

A matriz geradora desempenha papel fundamental na criagdo dos bits de paridade.
Ela € construida com base na ideia de cédigos lineares. No contexto do cédigo de Ham-

ming, cada palavra-cédigo pode ser representada como uma sequéncia de bits.

A constru¢do da matriz geradora € tal que, ao multiplicarmos uma sequéncia de
bits de dados por essa matriz, obtemos uma nova sequéncia de bits que inclui os bits de
paridade. Esses bits sdo calculados para garantir que a soma de conjuntos especificos de
bits resulte em zero, respeitando o algoritmo da subse¢do anterior, o que € crucial para a

deteccao e corregdo de erros.

Exemplo 5.8.2. Suponha que tenhamos uma matriz geradora G para um cédigo de Ham-
ming (7,4), o que significa que a palavra de cédigo tem sete bits, dos quais quatro sdo bits

de dados e trés sdo bits de paridade.

1 000110

01 00101
G=

001 0O0T171

0001 T1TT1T'1

Para obter a palavra de codigo correspondente a uma sequéncia de dados D =

[d1,d>,d3,ds], multiplicamos D pela matriz G para obter a palavra de cédigo C.

C=DxG

A matriz geradora emerge como uma ferramenta matematica eficaz na elaboragdo
de cédigos de Hamming, contribuindo de maneira significativa para a detec¢do e a corre¢ao
de erros em transmissdes de dados. A compreensdo dos conceitos fundamentais de
operagdes matriciais € codigos lineares € imperativa para a exploracdo das aplicagdes
praticas dessas técnicas na comunicagdo digital. No Applet da (Figura 5.29), disponivel

em Matriz geradora, acessivel em: (https://www.geogebra.org/m/ufxkhsta), os alunos t€ém


https://www.geogebra.org/m/ufxkhsta
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a oportunidade ndo apenas de realizar a codificacido de palavras-c6digo, mas também de

fazé-lo dinamicamente, explorando os diversos aspectos da representacido semidtica.

Nesse contexto, a representacdo semidtica desempenha papel crucial ao oferecer
uma abordagem visual e interativa para o entendimento desses conceitos complexos. Ao
utilizar o Applet, os estudantes podem nao apenas compreender os codigos de Hamming
e as operacdes matriciais, mas também visualizar e manipular as representacdes graficas
associadas. Essa abordagem enriquece a experiéncia de aprendizado, proporcionando

uma compreensdo mais profunda e intuitiva dos principios subjacentes.

Além disso, a utilizacdo da matriz geradora como recurso educacional apresenta
ganhos significativos em sala de aula, proporciona aos alunos uma oportunidade pratica
de aplicar os conhecimentos teéricos adquiridos, promovendo a consolidagdo do aprendi-
zado. A abordagem dindmica e interativa do Applet estimula o engajamento dos alunos,

tornando o processo de aprendizagem mais envolvente e eficaz.

Figura 5.29: Matriz geradora

Iniciar

Bits de Mensagem Bits de paridade

iy dy dy P 2 s

QDO OO @

p,=d +d +d, mod 2
Linha 1 /!
Linha 2 p,=d,+d,+d, mod 2
=t +d_+d, mod 2
Linha 3 P3=0;=d;*d, mo

Serd possivel obtermos os valores de py, pa e py, a partiv de

dy. dy. dy e dy, como resultado de uma multiplicagio matricial?

Para descobrir a resposta, r']'lqm: om = .

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 5.30: Matriz geradora

1 o001 1 0°
. . P a1 0 0 0 1 1
onsidere a matriz C =
Considere a matriz 001010 1 )

oo 1 111

Observe que

(dy dp dy dg)-[ 0 10001

])—{d-_ de dy dy dy+dy+dy dy +dy+dy d

Além disso, py=dy+ ey +dy. pe=di+da+dy ¢ py=da+ oy +dy

Portanto, a resposta & pergunta inicial & afirmativa: Podemos obter
P;. D5 & Py como um produte matricial a partir dos valores d,, d,, d; e d,.

A matriz G & chamada de matriz geradora.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em resumo, a matriz geradora ndo apenas se destaca como uma ferramenta ma-
tematica poderosa para a criacdo de cddigos de Hamming, mas também, quando explo-
rada por meio de recursos visuais, como o Applet, pode revelar-se uma valiosa aliada
no ensino, enriquecendo a compreensao dos alunos e promovendo um aprendizado mais

efetivo.

5.8.3 Algoritmo de decodificacao e correcao

Na sec¢do anterior, exploramos o processo de codificacio de uma mensagem ou
palavra mediante a introdu¢do de bits de paridade. Agora, ao considerarmos o envio
da mensagem codificada por meio de um canal, como por exemplo, via e-mail, ha a
possibilidade de ocorrer interferéncia, resultando em exatamente um erro em algum dos
bits da mensagem codificada. Surge, entdo, a seguinte indagacdo: € vidvel detectar e

corrigir esse erro?

Para abordar essa questio, é imperativo que o aluno se envolva na exploracao do
Applet apresentado na (Figura 5.31), Algoritmo de decodificacdo e correcio, acessivel

em: (https://www.geogebra.org/m/fkddrgnz). Este Applet oferece uma abordagem de


https://www.geogebra.org/m/fkddrgnz
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aprendizagem baseada nos diversos preceitos da representacao semiotica, especialmente
dentro do contetido matematico. Por meio desta ferramenta interativa, os alunos podem
visualizar e compreender os conceitos de decodificacdo e corre¢do de forma pratica e

envolvente.

Ao navegar pelo Applet, os estudantes tém a oportunidade de aprofundar seus
conhecimentos sobre o algoritmo de decodifica¢do e corre¢do. Isso proporciona uma ex-
periéncia prética, auxiliando na internaliza¢do dos conceitos abordados na subse¢do ante-
rior. Além disso, a representagdo grafica e interativa promovida pelo Applet contribui para
uma compreensao mais efetiva, pois permite que os alunos visualizem as transformagdes

e corre¢oes ocorrendo em tempo real.

Dessa forma, ao utilizar esta ferramenta, os alunos ndo apenas respondem ao
questionamento sobre a detec¢do e correcdo de erros, mas também consolidam seus
conhecimentos por meio de uma abordagem pratica e visual, alinhada aos preceitos da
representacio semiotica. O Applet ndo apenas complementa o aprendizado tedrico, mas
também pode enriquecer a compreensao dos alunos ao oferecer uma experiéncia interativa

e significativa no contexto da matemaética aplicada a codificagao de mensagens.

Figura 5.31: Algoritmo de decodificagcdo e correcao
Iniciar

(Jo, e e [Ja e, (e, [Jes

Bits de Mensagem Bits de paridade

©@0 0 000 @

Emo Erro

Linha 1

Linha 2

Linha 3

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Destacamos que a abordagem oferecida pelo Applet destacado na (Figura 5.31),
revela-se como uma ferramenta crucial no processo de aprendizagem dos alunos. Ao
explorarem os conceitos de decodificacdo e corre¢ao por meio dessa plataforma interativa,
os estudantes nio apenas respondem a questdo central sobre a viabilidade da deteccao
e corre¢cdo de erros, mas também aprimoram seus conhecimentos de maneira pratica e

envolvente.

Os beneficios derivados do uso desse Applet (Figura 5.31), sdo diversos. Pri-
meiramente, os alunos adquirem uma compreensdo mais aprofundada do algoritmo de
decodificacdo e correcdo, consolidando, assim, os principios previamente aprendidos. A
representacdo grafica e interativa facilita a visualizagdo das transformacdes em tempo

real, tornando o aprendizado mais tangivel e memoravel.

Adicionalmente, a experiéncia prética proporcionada pelo Applet (Figura 5.31),
contribui para a aplicacdo dos conhecimentos adquiridos. Os alunos ndo apenas compre-
endem os conceitos tedricos, mas também conseguem relaciond-los a situacdes praticas,
o que € crucial para a internalizagdo efetiva do conteido. Essa abordagem alinha-se aos
preceitos da representacdo semidtica, enriquecendo a compreensao matematica por meio

de uma perspectiva visual e interativa.

Portanto, ao incorporar esta ferramenta inovadora no processo educacional, os alu-
nos nao apenas ampliam seus conhecimentos em decodificacio e correcao, mas também
desenvolvem habilidades transferiveis essenciais. A interatividade proporcionada pelo
Applet (Figura 5.31), ndo s6é complementa o aprendizado tedrico, mas também prepara os
alunos para enfrentar desafios do mundo real, capacitando-os a aplicar esses principios

em diversas situagdes.

Assim, a utilizagdo deste Applet (Figura 5.31), ndo apenas enfatiza a importancia
da abordagem prética no ensino da matemadtica, mas também resulta em ganhos signi-
ficativos para os alunos, fornecendo-lhes uma base sélida e habilidades inovadoras para
enfrentar os desafios complexos do século XXI. Este recurso ndo € meramente uma ferra-
menta educacional, mas sim uma entrada para uma compreensao aprofundada e aplicada
da matemética, na pratica, preparando os alunos para um futuro cada vez mais exigente e

tecnologicamente avancgado.
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5.8.4 Matriz de paridade

No cendrio educacional contemporaneo, a tecnologia desempenha papel crucial na
transformacdo da maneira como aprendemos e compreendemos conceitos complexos. O
Applet apresentado na (Figura 5.32) amplia os horizontes do aprendizado, especialmente,
quando se trata da aritmética por trds da matriz de paridade dos cddigos corretores de

€ITo0Ss.

A matriz de paridade, frequentemente um conceito desafiador para os alunos, ga-
nha vida de maneira acessivel por meio do Applet (Figura 5.32). Este recurso interativo
ndo sO permite que os alunos explorem a aritmética subjacente, mas também oferece di-

versas visualizacOes da representacao semidtica desse importante conceito.

Ao utilizar o Applet (Figura 5.32), os alunos sdo imersos em uma experiéncia
de aprendizado relevante. Eles podem manipular varidveis, testar diferentes cendrios e
observar instantaneamente as mudangas na matriz de paridade. Essa abordagem pratica
nao apenas facilita a compreensao da teoria, mas também estimula o pensamento critico

e a resolugdo de problemas.

Além disso, as diversas visualizacdes oferecidas pelo Applet proporcionam uma
compreensao mais holistica da matriz de paridade. A representacdo semiotica, que abrange
simbolos, signos e significados, torna-se tangivel e acessivel por meio do Applet. Os alu-
nos nao apenas aprendem a aplicar formulas e algoritmos, mas também entendem a 16gica
por tras desses processos. A visualizagdo semidtica proporciona uma compreensao mais
profunda, permitindo que os alunos associem conceitos abstratos a representagdes con-

cretas.
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Figura 5.32: Matriz de paridade: mensagem codificada
Iniciar
Matriz Geradora Matriz de Paridade
i i 0111100
" H:(lllﬂ(}l(})

0 1 .
0 1 11 0 1 0 0 1

10 0 0 0

‘. 01 0 01
G o o0 1 01
00011

Entre com uma mensagem de 4 bits (0 ou 1)

Codificar

Mensagem codificada

M = (dy,do,ds,dy) + G (mod 2)

M=(1 00111 0)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, a abordagem interativa do Applet promove a personalizacdo do apren-
dizado. Cada aluno pode explorar a matriz de paridade em seu proprio ritmo, adaptando a
experiéncia de aprendizado as suas necessidades especificas. Isso cria um ambiente edu-

cacional mais inclusivo e flexivel, atendendo as diversas maneiras de aprender de cada

estudante.
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Figura 5.33: Matriz de paridade: mensagem codificada

Iniciar
Matriz Geradora Matriz de Paridade
111 ‘1’ 3 3 111 ‘1' } 1011100
G: H 0 1 1 1 0 1 0
o0 1 0 1 11 1 1100 0 1
0 0 0 1 1 1 0

0 0 0

. t . 0 0 0

G H (mod2) =] o |

0 0 0

Entre uma mensagem de 4 bits (0 ou 1)

Mensagem codificada

M = (di.d>.ds,de) * G (mod 2) HxM' (mod 2)

0
M=(111111 1) ({))
0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em suma, o Applet emerge como uma ferramenta poderosa para explorar a
aritmética por trds da matriz de paridade dos Cddigos Corretores de Erros. Sua capa-
cidade de oferecer diversas visualizacdes da representacdo semidtica nao apenas simpli-
fica conceitos complexos, mas também transforma a aprendizagem em uma jornada cujo
objetivo € ser envolvente e personalizada. Este avanco tecnoldgico destaca-se como um
catalisador para a exceléncia no ensino, preparando os alunos para enfrentar os desafios

da era digital com confianga e compreensao soélida.
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5.8.5 Algoritmo de decodificacao e correciao matricial

No contexto da decodificacdo e corre¢ao matricial, a tecnologia desempenha pa-
pel fundamental na exploracdo e na compreensao dos intricados processos envolvidos. O
algoritmo de decodificacao e correcao matricial, quando apresentado por meio de uma in-
terface interativa, proporciona uma abordagem inovadora para a assimilacdo de conceitos

complexos, podendo tornar a aprendizagem uma experiéncia dindmica e acessivel.

O algoritmo de decodificacdo e correcao matricial muitas vezes € encarado como
um desafio para os aprendizes, dada a sua natureza abstrata e técnica. No entanto, ao
incorporar uma ferramenta interativa, semelhante ao Applet da (Figura 5.34), mencionado
anteriormente, os alunos podem explorar de maneira pratica os principios subjacentes a
esses algoritmos. Essa abordagem ndo s6 facilita a compreensao tedrica, mas também
estimula o pensamento critico e a resolucdo de problemas relacionados a decodificacio e

a correcao de matrizes.

Assim como no cenario educacional mencionado anteriormente, a interface inte-
rativa permite que os alunos manipulem varidveis, experimentem diferentes cendrios e
observem instantaneamente as mudangas nas matrizes de decodificacdo e correcdo. Esse
método pratico ndo apenas simplifica a teoria, mas também proporciona uma compre-
ensdo mais profunda dos algoritmos matriciais, promovendo a associa¢do de conceitos

abstratos a representagf)es concretas.
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Figura 5.34: Algoritmo de decodificagdo e correcao matricial
Iniciar
Matriz Geradora Matriz de Paridade

: 1011100
b H:l 011101 0

1 1 01 0 0 1

1 00 0 1 0
1010 0 01
G 00 1 0 11

0001111

d, d, d, d,
Codificar Erro
Mensagem codificada Mensagem com erro
M = (dy,d>, d3.ds)* G (mod 2)
M=(1 01110 0) Me=(1 11110 0)
Em qual posicdo da mensagem M foi introruzido o erro? 2

Corretol E observe que

Me M

e e

(1111 100)=(1011100)+(0 10000 O0) mwm

JL
ar

Fonte: Elaborado pelo autor.

A visualizacao semiética, compreendendo simbolos, signos e significados, desem-
penha papel crucial para tornar tangivel a 16gica por tras dos processos de decodificacado
e correcao matricial. A representacao visual oferecida pela ferramenta interativa nao ape-
nas ensina a aplica¢do de formulas e algoritmos, mas também permite que os alunos com-
preendam a légica subjacente a esses processos, enriquecendo assim sua compreensao e

promovendo uma aprendizagem mais completa.

Além disso, uma abordagem interativa possibilita a personalizacdo do aprendi-
zado, permitindo que cada aluno explore os algoritmos de decodificagcdo e correcdo ma-

tricial em seu préprio ritmo. Essa flexibilidade adaptativa proporciona um ambiente edu-
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cacional inclusivo, atendendo as diferentes formas de aprendizagem de cada estudante.

Em resumo, a incorporacdo de uma abordagem interativa, semelhante ao Ap-
plet proposto, revela-se como uma ferramenta poderosa para desvendar os segredos por
tras dos algoritmos de decodificagdo e corre¢do matricial. Sua capacidade de forne-
cer visualiza¢des dindmicas e praticas ndo apenas simplifica conceitos complexos, mas
também pode transformar a aprendizagem em uma jornada envolvente e personalizada.
Este avanco tecnologico, semelhante ao destacado no cendrio educacional contemporaneo,
surge como um facilitador para a exceléncia no ensino, capacitando os alunos para enfren-

tar os desafios da era digital com confian¢a e compreensao sélida.

Figura 5.35: Algoritmo de decodificacdo e correcdo matricial: matriz de paridade x men-
sagem erro
Iniciar

Matriz Geradora Matriz de Paridade
é‘]’ggé?} 1011100
Giloo ot H:{o111010
1110001

o0 011 10
Entre com uma mensagem de 4 bits (0 ou 1)

1 0 1 1

o 9 a3 a4
Codificar Erro
Mensagem codificada Mensagem com erro

M = (dy, dz,da,dg) G (mod  2)

M=(101 110 0) Me=(1 00110 0)

1011100 0 1
HsMemod2=( 0 1 1 1 0 1 0 |=] 1 |mod2=1{1
1110001 1

O produto H = Me' mod 2 produz qual coluna da matriz H? 3

Corretol E observe gue esta & exatamente a
posigdo onde foi introduzido o erro na mensagem M

av
ar

Fonte: Elaborado pelo autor.

A medida que os alunos exploram os Applets deste livro dindmico digital e, ao
longo deste capitulo, uma caracteristica singular emerge no universo da aprendizagem

interativa: a aleatoriedade.

A riqueza deste livro digital reside na imprevisibilidade, na promessa de que



117

cada exploragdo por seus conteidos € uma nova jornada de descoberta. Ao contextua-
lizar c6digos corretos de erros, matrizes, mudancga de base e outras nuances matematicas
complexas, a aleatoriedade ndo apenas oferece uma variedade infinita de cendrios, mas
também tem por intencdo instigar os leitores a abracarem a diversidade de desafios que
se apresentam. Este livro ndo sé mantém o aprendizado fresco, mas também fomenta a

flexibilidade cognitiva, preparando os alunos para enfrentarem problemas do mundo real.

Dessa forma, concluimos este capitulo, celebrando a aleatoriedade como uma ali-
ada valiosa na jornada educacional proporcionada pelo livro dindmico digital. Cada cli-
que, cada intera¢ao, representa uma oportunidade para os alunos se perderem e, a0 mesmo
tempo, se encontrarem em meio aos desafios estimulantes que este recurso inovador ofe-
rece. Que a imprevisibilidade se torne um catalisador para uma compreensao mais pro-
funda e uma apreciagc@o mais rica da matemadtica e de outros dominios de conhecimento,

enquanto os alunos desbravam as paginas deste livro dindmico.
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6 CONSIDERA COES FINAIS

A integracdo das tecnologias na educacdo, conforme discutido previamente, de-
sempenha papel crucial na evolugdo do processo educacional, sendo destacada por (SILVA;
BILESSIMO; MACHADO, 2021, p. 37) como fundamental diante da constante mutabi-
lidade do universo. Em consonancia, (SA et al., 2023, p. 14) enfatiza a importancia da

tecnologia educativa para aprimorar a eficicia do processo educacional.

No cerne desse progresso, com esta pesquisa buscou-se realizar uma analise mais
aprofundada das potencialidades dos cddigos corretos de erros, destacando o GeoGe-
bra como uma ferramenta inovadora no ensino de matemdtica. Este estudo foi além
da simples introducdo de tecnologias na educacio, buscando compreender como essas
ferramentas podem ser aplicadas de maneira especifica e transformadora. A aborda-
gem concentrou-se em temas matematicos fundamentais, tais como matrizes, poténcias,
mudanca de base, aritmética modular, angulos e conceitos basicos, para proporcionar uma

compreensdo abrangente e contextualizada desses conteudos.

A estratégia de trabalhar com um livro dindmico digital, fundamentada nos princi-
pios da representacdo semidtica propostos por (DUVAL; THADEU, 2012, p. 267),
apresenta-se como uma ferramenta educacional que nao se limita a mera transmissdo de
contetdos, mas representa uma abordagem que contextualiza os conceitos matematicos
na vida cotidiana dos estudantes. Essa contextualizagdo ndo apenas podera tornar o apren-
dizado mais significativo, mas também visa instigar um engajamento mais profundo por

parte dos alunos, potencialmente criando uma atmosfera de aprendizado envolvente.

A fusdo do GeoGebra como plataforma de ensino e a concepg¢ao do livro dindmico
ndo apenas se destacaram na correcio de erros, mas também se mostraram como possiveis
instrumentos valiosos na promogao da interatividade e do interesse dos alunos. A aplicacao
conjunta desses recursos tecnoldgicos tende a contribuir para a configuracio de uma
educagao mais moderna, alinhada as exigéncias contemporaneas. Este estudo nao se limi-
tou a reconhecer a importancia da tecnologia na educa¢do, mas, por meio dele, buscou-se
explorar as possibilidades transformadoras dessas ferramentas para moldar o futuro da

aprendizagem.

Em virtude de circunstancias extraordindrias que escaparam ao controle ao longo
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desta pesquisa, infelizmente, ndo foi vidvel concretizar a aplicacdo do livro dindmico di-
gital com os alunos da educacao basica, conforme inicialmente planejado. A adversidade
imposta por essas condi¢des inesperadas destacou-se como um desafio imprevisto, evi-

denciando a importancia da flexibilidade e da adaptabilidade em ambientes educacionais.

A ndo aplicagdo do livro dinamico digital, longe de ser um obstaculo insuperdvel,
¢ encarada como um ponto de partida para investigacdes posteriores e refinamentos me-
todolégicos. A andlise dos motivos que impediram a aplicacdo planejada pode abrir
caminho para uma compreensdao mais profunda das varidveis envolvidas, permitindo a

formulacdo de estratégias mais robustas e adaptaveis no futuro.

Diante dos desafios enfrentados, esta pesquisa ndo apenas adiciona uma perspec-
tiva singular ao campo académico, mas também abre portas para investigacdes subse-
quentes que, sem divida, enriquecerdo a compreensao sobre a integracdo de tecnologias
educacionais no ambiente escolar. Esperamos que este material possa servir como uma
valiosa ferramenta para os professores de matematica da educacdo basica, permitindo-lhes

abordar esses temas de maneira contextualizada e enriquecedora para seus alunos.
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