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RESUMO

Neste trabalho sobre a importante sequéncia de Fibonacci temos diversas
propriedades com suas demonstracdes e exemplos.

Apresentamos aplicacdes da sequéncia de Fibonacci em varias areas, além de
essas aplicagdes ajudarem a despertar o interesse dos alunos, também influencia no
modo como eles veem o assunto estudado.

Porém, antes de considerar os topicos principais do trabalho, temos uma breve
abordagem sobre sequéncias numéricas que facilitara a compreensdo das demais
ideias.

O dultimo capitulo abrange algumas sugestbes de como trabalhar com a sequéncia
de Fibonacci no ensino basico e também inclui a resolugéo de algumas questdes de
olimpiada de Matematica que envolvem a sequéncia de Fibonacci.

Esse trabalho tem como um dos objetivos ajudar aos alunos a explorarem a
sequéncia de Fibonacci de uma forma que seja interessante.

Também sao apresentadas novas propriedades e curiosidades sobre os elementos
da sequéncia de Fibonacci, mencionam-se aplicacdes interessantes dessa
sequéncia que ainda sao pouco conhecidas.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Sequéncia numérica. NiUmero de ouro.



ABSTRACT

In this work on the Fibonacci sequence we have several important properties with
their demonstrations and examples.

We present applications of the Fibonacci sequence in several areas, and these
applications help arouse the interest of students and also influence the way they view
the studied subiject.

However, before considering the main themes of the work, we have a brief
discussion of numerical sequences that will facilitate understanding of other ideias.
The last chapter has some suggestions on how to work with the Fibonacci sequence
in primary and also includes the resolution some issues Mathematical Olympiad.
This work has as an objective to help students explore the Fibonacci sequence in a
gradual manner and at the same time be of interest.

It also presents new properties and curiosities about the elements of the Fibonacci
sequence, is mentioned interesting applications of this sequence, which are still
poorly known.

Keywords: Fibonacci sequence. Numerical sequence. Golden number



LISTA DE TABELAS

TABELA 1 Divisdes de um numero da sequéncia de Fibonacci por seu antecessor 20

TABELA 2 Tridngulo retdngulo com catetos sendo elementos consecutivos da
sequéncia de Fibonacci e o valor da hipotenusa 29



FIGURA 1

FIGURA 2

FIGURA 3

FIGURA 4

FIGURA 5

FIGURA 6

FIGURA 7

FIGURA 8

FIGURA 9

FIGURA 10

FIGURA 11

FIGURA 12

FIGURA 13

FIGURA 14

FIGURA 15

FIGURA 16

LISTA DE FIGURAS

Localizagdo da cidade de Pisa — Itélia

Estatua de Fibonacci no cemitério de Pisa

Fibonacci

Calculo do determinante de uma matriz de ordem dois

Multiplicagdes entre alguns elementos da sequéncia de Fibonacci

Arvore criada por Aidan Dwyer

Aidan Dwyer

Tridngulo de Pascal

Numeros de Fibonacci nas diagonais do tridngulo de Pascal
Espiral da concha do nautilus

Concha do nautilus e a sequéncia de Fibonacci

Folha de uma bromélia

Folha de bromélia e a sequéncia de Fibonacci

Ramificacdo de uma arvore e a sequéncia de Fibonacci
Movimento Helicoidal das folhas com relagao ao caule

Planificagao da trajetéria das folhas de uma bromélia

13

14

15

23

23

39

40

41

41

42

42

43

43

43

44

44



Sumario
o Yo ¥ o U 13

1. SEQUENCIAS NUMETICAS. ....cuiiiiiiiiiirieiririieee s e e e s er e s e e e s s s s s s e reresesre e e e e reeeeeeeeeseseessessssssssnsnnann 16

2. Sequéncia de Fibonacci: Definigao, relagoes e

[0 o 0 =T F- T = 19
2.1. Relagao entre trés numeros de Fibonacci

CONSECULIVOS. ...ttt ettt h et e e sh et e saat e s et e e e e bt e e et e e et bt e e e nbeee e e nee 21
2.2. Relagao entre dois pares de termos consecutivos na sequéncia de Fibonacci........ 21

2.3. Determinantes de ordem dois com elementos da sequéncia de

[ o o =T o7 OO PPRPTPPP 22
2.4. Determinantes de ordem maior ou igual a trés com elementos da sequéncia de

[T oTo] g F= oo FOR P PSPPI 24

2.5.Relagao entre um elemento da sequéncia de Fibonacci que com relagéo

aos indices é equidistante a outros dois elementos da sequéncia de Fibonacci................... 26
2.6. Elementos da sequéncia de Fibonacci no tridngulo retangulo ...............ccccceeeeeeen. 28
2.7. FOrmMuIa de BiNet...... .ot 30
2.8. Soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci....................cccooiiiiiinn, 32
2.9. Soma dos termos de indice impar na sequéncia de Fibonacci................................. 33
2.10. Soma dos termos de indice par na sequéncia de Fibonacci.............ccccceervcineennne 34
2.11. Soma dos quadrados dos n primeiros nimeros de Fibonacci..............ccccceeieee 35

2.12. Relagao entre o antecessor e o sucessor de um numero na sequéncia de
Fibonacci que ocupa a posi¢cdo n com 0 numero que ocupa a POSICAO 2N........ccuvveeeeeeeennns 36
2.13. Numeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci sdo primos entre si................. 37
2.14. Divisibilidade entre os indices e os valores dos elementos da sequéncia de
[ 0o = T o1 TSP 37
2.15. Soma dos termos com sinais alternados na sequéncia de Fibonacci (termos de
indice impar com sinais positivos e termos de indice par com sinais

(1S F= 111 0 E ) OSSPSR 38

3 SEQUENCIA DE FIBONACCI: APLICAGOES, RESULTADOS E

CURIOSIDADES........coooeeieierrererserrssseeessmeess e e s s smeessnesesses s e e sesmeesssnesasnsessnsesssnessssessensenssneesn 39
3.1. Arvore de captagao de €nergia SOIar.............cccoeveveeeeeeeeeeeeeeeeee e 39
3.2. Conversao de milhas para qUIlOMELros..........coovuiiiiiiiiii e 40
3.3. Sequéncia de Fibonacci e o tridngulo de Pascal...........ccocoeiiiiiiiiiiii e 41
3.4. Sequéncia de Fibonacci na concha do nautilus e na folha de uma bromélia............ 41

3.5. Sequéncia de Fibonacci no arranjo de galhos das arvores e filotaxia....................... 43



4 ATIVIDADES ENVOLVENDO A SEQUENCIA DE

L1 =70 1 Y 0 0 46
4.1. O trabalho com a sequéncia de Fibonacci no ensino basico..............ccccceveciiiennne. 46
4.2. Sugestédo de como se trabalhar com a sequéncia de

Fibonacci no ensino basico — ensino fundamental 1. 46
4.3. Sugestao de como se trabalhar com a sequéncia de

Fibonacci no ensino basico — eNsiN0 MEIO..........cc.uuiiiiiiiiiiiii e 47
4.4. Questdes envolvendo a sequéncia de Fibonacci para

se trabalnar N0 €NSINO MEBAIO........coou et e e e e e e e a e eeans 48

[0 Lo I U= Y o 2SO 53

REFERENCIAS. ....c.eoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeaaseeesaassassansassasmsssssenssaessesanssss e sssanssssanssneasannssnneenssnneseen 54



13

INTRODUGCAO

E possivel observar sequéncias numéricas em diversas situagdes do
nosso cotidiano, como no simples ato de contar e também em areas especificas.
Entre as sequéncias numéricas, existem algumas especiais, com varias
propriedades e aplicagdes, como as progressdes aritméticas (P.A.), progressdes
geométricas (P.G.) e especificamente podemos citar a importante sequéncia de
Fibonacci; essa ultima sera objeto de estudo desse trabalho.

Dentre os tipos de sequéncias numéricas existentes, a sequéncia de
Fibonacci merece um destaque especial por conta de sua aplicabilidade,
propriedades e de suas curiosidades. Veremos mais a frente informacgdes sobre
essa sequéncia; antes vejamos um relato historico sobre Fibonacci.

Leonardo Pisano Bogollo, Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano, Leonardo
Bonacci, Leonardo Fibonacci ou simplesmente Fibonacci foi um matematico italiano
da cidade de Pisa, ele é considerado o primeiro grande matematico europeu depois
da decadéncia helénica e o mais talentoso matematico ocidental da idade média.
Ficou conhecido como Fibonacci, devido ao fato de Fibonacci ser um diminutivo de

fillius Bonacci, que provavelmente significava filho de Bonacci.

Figura: 1 (Localizacao da cidade de Pisa — Italia)

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm

Fibonacci nasceu aproximadamente no ano de 1170 e faleceu
provavelmente no ano de 1250. Fibonacci foi enterrado em um cemitério em Pisa,

perto da Catedral. No fundo desse cemitério, encontra-se uma estatua de Fibonacci.
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Figura: 2 (Estatua de Fibonacci no cemitério de Pisa)

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Leonardo_da_Pisa.jpg

O pai de Fibonacci, Bonacci, era um comerciante que fazia varias
viagens e Fibonacci o acompanhava para Ihe ajudar e por isso ele teve contato com
diversos tipos de culturas e lhe chamava a atencéao os diferentes métodos utilizados
para se fazer calculos; ele conseguiu perceber as grandes vantagens de se trabalhar
com o sistema indo - arabico, que € o sistema decimal usado por nés hoje em dia.

Porém, a utilizacdo do novo sistema de numeracido nao teve uma rapida
aceitacado na Europa que durante séculos s6 usava os algarismos romanos para
seus registros e calculos, também por desconfiancgas e por falta de conhecimento
sobre o sistema de numeracao indo-arabico; com o tempo o mundo europeu teve
que se render a indiscutivel praticidade e as vantagens de se usar o sistema de

numeragao divulgado por Fibonacci.
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Figura: 3 (Fibonacci)

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm

Fibonacci contribuiu para essa difusao do sistema de numeracéao indo-
arabico por meio do livro “Liber Abaci”, livro de Abaco ou livro de Calculo. Esse livro
foi publicado no ano de 1202 (quando Fibonacci tinha 32 anos), além de iniciar na
Europa o entendimento dos algarismos indo — arabicos o livro traz problemas
envolvendo algebra, geometria e importantes problemas sobre juros.

Fibonacci sugeriu um problema que ficou conhecido como o problema dos
coelhos; o problema menciona um casal de coelhos dentro de um cercado; pergunta
- se quantos pares de coelhos serdo gerados em um ano, sendo que esses coelhos
geram um novo casal a cada més, leva-se em conta também que 0s novos casais se
tornam férteis a partir do segundo més de vida. O resultado desse problema
analisado més a més resulta justamente na sequéncia numérica que recebeu o
nome de sequéncia de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
610,...; essa sequéncia foi denominada de sequéncia de Fibonacci pelo matematico
Francés Edouard Lucas no século XIX.

A fama de Fibonacci e de sua sequéncia nao ¢é a toa, com séculos de
estudos temos hoje varias propriedades e relagdes entre os termos dessa
sequéncia; muito importante também sao as varias aplicagdes que encontramos e
as comprovacoes da existéncia dessa sequéncia numérica na natureza.

No primeiro capitulo temos uma definicdo de sequéncias numéricas e
alguns exemplos; no segundo capitulo veremos como a sequéncia de Fibonacci
pode ser definida, também algumas propriedades e relagdes. No terceiro capitulo
observaremos algumas aplicagdes e curiosidades e no ultimo capitulo veremos
algumas sugestdes de como se trabalhar com a sequéncia de Fibonacci no ensino

basico.
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1 SEQUENCIAS NUMERICAS

Existem varias situacbes em que precisamos trabalhar com sequéncias
de numeros. Vejamos um exemplo: um estacionamento cobra o valor de R$ 5,00 na
primeira hora, e da segunda hora em diante o valor cobrado é de R$ 3,00 a cada
hora que o veiculo permanecer no estacionamento. Nesse exemplo é facil notar a
sequéncia numérica que resulta quando calculamos o total a ser pago de acordo
com a quantidade de horas, teremos: {5, 8, 11, 14, 17,...}, nesse caso o uso de
reticéncias indica que a sequéncia pode continuar.

Esse exemplo traz um tipo especial de sequéncia numérica que é
denominada de progressao aritmética (P.A.), nesse tipo de sequéncia numérica um
termo somado a um determinado valor fixo, chamado de razdo da (P.A.), nos
indicara o valor do termo seguinte da sequéncia. No exemplo mencionado vemos
que os valores vao aumentando sempre de trés em trés unidades, ou seja, a razao
dessa (P.A.) é 3. Temos uma infinidade de situagées em que aparecem sequéncias
numeéricas que sao progressdes aritméticas. Vejamos outros exemplos de
progressoes aritméticas:

a) {-20, -10, 0, 10, 20,...} b){40, 37, 34, 31, 28,...}

No exemplo a) temos uma (P.A.) de razdo 10, e no exemplo b) temos uma
(P.A.) de razéo (- 3); podemos perceber que na (P.A.) de razdo positiva os valores
da sequéncia numérica vao aumentando; esse € um exemplo de uma sequéncia
numeérica crescente, e no exemplo b) temos uma (P.A.) de razéo negativa onde os
valores da sequéncia numeérica estdo diminuindo; esse é um exemplo de uma
sequéncia numérica decrescente.

Outra sequéncia numérica importante é a progressao geométrica (P.G.),
vejamos um exemplo desse tipo de sequéncia numérica: um jovem deposita R$
20.000,00 em uma conta poupanga que lhe rende 1% ao més de juros, sabendo que
nao foi feita nenhuma retirada durante cinco meses, qual sera o valor na conta
desse jovem no dia do depdsito e nos cinco meses seguintes? O valor inicial € de
R$ 20.000,00, para informar o valor total a cada més basta multiplicar o capital por
(1+i), sendo i a taxa informada, ou seja, basta multiplicar o capital de um més por
1,01, pois, nesse exemplo a taxa € de 1% = 0,01; entédo teremos: {20.000; 20.200;
20.402; 20.606,02; 20.812,08; 21.020,20}, nas progressdes geomeétricas um termo
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multiplicado por um valor fixo chamado de razdo da (P.G.), nos dara o termo
seguinte, no exemplo citado a razéo tem valor 1,01. Vemos que nesse exemplo
existe uma quantidade limitada de termos, essa sequéncia numérica é chamada de
sequéncia numeérica finita, os exemplos anteriores sdo sequéncias numéricas com
uma quantidade ilimitada de termos, chamadas de sequéncias numéricas infinitas.
Vejamos outros exemplos de progressées geométricas:

a) {80; 40; 20; 10; 5; 2,5;...} b) {8, -8, 8, -8, 8,...}

~ 1 a -
No exemplo a) temos uma (P.G.) de razao 5 € uma sequéncia numérica

decrescente, no exemplo b) temos uma (P.G.) de razéo -1; vemos que nesse caso
os valores estéo alternando entre positivos e negativos, sendo assim a sequéncia
nao é crescente e nem decrescente, essa sequéncia é chamada de alternada.
Vejamos uma defini¢ao formal de sequéncias numéricas:

Lima [19] denomina sequéncia como uma fungao, sendo o dominio o
conjunto dos numeros naturais, N . Na maioria dos casos temos sequéncias de
numeros reais, ou seja, fungdes de N em R..

Ainda segundo Lima [19], a notagdo usual para uma sequéncia &

{x,%,,...,X,,...} , outras representacdes que podem ser usadas so: {Xn }neN ou
{x,}, ou seja, a sequéncia de numeros (reais) &€ uma fungéo que faz corresponder a

cada numero natural n o numero (real) x,, que € chamado de n - ésimo termo da

n?
sequéncia.
Agora vejamos mais alguns exemplos de sequéncias numéricas:

a){(-2)"},., ={-2,4,-8,16,...}

n —_—
’”{EL —{

2
C) n_ = 1315251’£5“'}
2" 1 2 8 32

nz
Vemos nesses exemplos sequéncias numéricas representadas por um
termo geral e as mesmas sequéncias representadas também pela citacdo dos
primeiros elementos.
Também podemos representar uma sequéncia numérica por meio de

recorréncia, isso se da quando o elemento seguinte de uma sequéncia &
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determinado de acordo com o elemento anterior ou através de alguns dos elementos
anteriores utilizando também uma lei de recorréncia.
Observe alguns exemplos:

+a Yn>?2

n an—l n=27

a)a =a,=1, a
b) a, =2, a,=3a,, +4, Vn>1
C)a=5,a,=a,,-3,Vn>1
As sequéncias dos exemplos anteriores podem ser escritas do seguinte
modo:
a){1,1,2,3,5,8,13,...} 5){2,10,34,106,322,970,...}  ¢){5,2,-1,-4,-7,-10,...}
Existem muitos outros pontos relevantes que podem ser comentados
sobre os varios tipos de sequéncias numéricas, mas esse trabalho tem como foco
principal trabalhar especificamente com a sequéncia de Fibonacci. No capitulo
seguinte vamos analisar algumas das varias propriedades e relagdes existentes
entre os elementos da sequéncia de Fibonacci, suas respectivas demonstracoes e

exemplos.
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2 SEQUENCIA DE FIBONACCI: DEFINIGAO, RELAGOES E
PROPRIEDADES.

Para comecarmos a analisar as propriedades da sequéncia de Fibonacci
vejamos inicialmente a sua defini¢ao:

+a Yn>2

a=a,=1,a,=a, +a,,,

Ou seja, os dois primeiros termos da sequéncia sdo iguais a 1 e 0s
demais termos sao calculados a partir da soma dos dois termos anteriores, desse
modo os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci séo: (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, 144, ...). Dizemos que essa sequéncia é determinada por uma lei de
recorréncia.

Alguns autores trabalham com a sequéncia de Fibonacci comegando com
o zero, teriamos: (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ....). Com relagao a nomenclatura, os
elementos da sequéncia de Fibonacci sdo chamados de numeros de Fibonacci.

Antes de observarmos as propriedades, vamos comentar brevemente
sobre o numero de ouro, chamado também de razdo aurea. Esse numero tem uma
relacdo direta com a sequéncia de Fibonacci e aparecera em algumas propriedades
ou aplicagdes que veremos posteriormente.

Ao dividirmos cada numero da sequéncia de Fibonacci, exceto o primeiro,
pelo seu anterior, vamos perceber que acontecera algo curioso, os resultados
dessas divisdes se tornardo cada vez mais proximos de um valor: 1,6180339887...,
esse numero irracional foi denominado de numero de ouro, frequentemente

representado pela letra grega ¢ (phi).

A tabela seguinte mostra esse procedimento sendo feito para os onze
primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci, mesmo sendo poucas divisées, ja é
possivel perceber a tendéncia que essas razdes tem para se aproximarem do

namero ¢ .
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Tabela 1: (Divisdes de um numero da sequéncia de Fibonacci por seu

antecessor)

Divisao Resultado Divisdo Resultado
a, 1 1 a, 13 1,625
a 1 a, 8

a, _2 2 a, 21 1,615384...
a 1 a, 13

a, 3 1,5 a, 34 1,619047...
a 2 a, 21

a, 5 1,666666... a, 55 1,617647...
a, 3 a, 34

ag _8 16 a, 89 1,618181...
a; 5 a, 55

Esse procedimento relaciona o niumero de ouro com a sequéncia de
Fibonacci. Vamos observar como chegar a esse valor em um contexto de geometria:
Euclides usando a razédo extrema e média encontrou esse mesmo numero, iSso em
300 a.C.

Dado um segmento de reta com os pontos A e B nos extremos e o ponto

C entre os extremos de modo que:

B - =]
* * * AB> AC>CB
A razao extrema e média sera: % = ﬂ, consideremos que: AC=x e

x+1 x . ,
CB =1, desse modo temos: —— = T ou seja, x* —x—1=0, ao calcularmos as raizes
X

dessa equacao polinomial do segundo grau, teremos:

A=b—dac=(-1)-4.1(-1)=1+4=5, e

. —biVA (-5 1245

2.a 2.1 2
Como o contexto é sobre medidas, nio faz sentido trabalharmos com
valores negativos, sendo assim temos: x = 1+2\/§ ~1,618033987....

Vejamos agora algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci:
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2.1. Relagao entre trés numeros de Fibonacci consecutivos.

Temos a seguinte propriedade: (a,,,)’ =a,.a,,, +(-1)", paran > 0.

Para demonstrar essa propriedade vamos usar indugao finita sobre n.

i) Vamos verificar que a afirmagéao € verdadeira paran =1,
(a,,) =a.a,,+(-1),
1=1"=(a,)’ =aq,.a,-1=12-1=1
ii) Vamos considerar como hipétese de indugao que:
(a,.,) =a,a,,+(-1)", parak>0.

iii) Vamos mostrar que a propriedade sera valida para: n =k + 1.
2 — — —
(@) =a, .0, =a,,(a,,+ta)=
- = - (=D =
Ay H A0y = 0.0, +(a,) — (21 =

ak+l'(ak+2 + ak+1) +(- 1)-(_1)k =g, Qs T (- 1)(k+1) .

Desse modo vemos que a propriedade € verdadeira.

2.2. Relagao entre dois pares de termos consecutivos na sequéncia

de Fibonacci.

Se tivermos n>1 e m >0, sendo m e n nUmeros naturais, teremos:

a +n = an—l‘am + an 'am+1 .

Vamos demonstrar essa propriedade por meio de indugao finita sobre m:
i) Vamos verificar a validade da propriedade para m = 1, teremos:

a1+n = an—l ‘al + an'a1+l =da 1+ an‘l = al+n -

n-1*

ii) Vamos admitir como hipotese de indugéo: «a,,, =a, ,.a,+a,.a,,, sendo

q+1?
g>0en>l1.

iii) Devemos mostrar que a relagao é valida param = q + 1. Tendo:

a,,=a, ,a,+a,a,, validopara ¢>0 e n>1. Pela definigdo da sequéncia de

Fibonacci podemos escrever:

aq+l+n = aq+n + aq—l+n

a =(a, a,+a,a,,)+(a,, ,a,, +a,a,)

q+l+n
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a =a,,(a,+a, ) +a,(a, +a,)

q+l+n q+1

aq+l+n = an—l'aq+l + an 'aq+2 ’

Desse modo vemos que a propriedade é verdadeira.

2.3. Determinantes de ordem dois, com elementos da sequéncia de

Fibonacci:

Vamos compor uma matriz quadrada de ordem dois de modo que o
primeiro elemento da matriz, ou seja, o elemento que se encontra na primeira linha

com a primeira coluna, «,,, seja qualquer um dos elementos da sequéncia de
Fibonacci, o elemento seguinte da sequéncia de Fibonacci sera o elemento a,, da
matriz, o proximo numero de Fibonacci sera o elemento a,, e o termo seguinte sera

o elemento a,, da matriz. Por exemplo:

o 58
A:[ J ’B:[ j ’
2 3) 13 21)

21 34 55 89
C= e D= .
55 89),, 144 233) |

Agora que ja convencionamos 0 modo de escrever essas matrizes
quadradas de ordem dois usando a sequéncia de Fibonacci, vamos mencionar a
relagcao encontrada:

Ao calcularmos os determinantes dessas matrizes teremos apenas dois
resultados possiveis, que sdo o 1 e o (— 1). Vamos calcular os determinantes das
matrizes A, B, C e D, que foram citadas:

D,=31-21=3-2=1,
D,=215-13.8=105-104=1
D, =89.21-55.34=1869-1870=—-1
D, =233.55-144.89=12815-12816=-1

Usamos o0 método para calcular o determinante de uma matriz de ordem
dois, temos o produto dos elementos da diagonal principal subtraido do produto dos
elementos da diagonal secundaria, usando isso podemos perceber um padrao

interessante na prépria sequéncia de Fibonacci.
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o fl’lf
D=™" ey, —c
ﬂ'ﬂ)< ity 1160y — iy 0
diagonal b diagonal
secundaria principal

Figura: 4 (Calculo do determinante de uma matriz de ordem dois)

Com relagao aos termos da sequéncia de Fibonacci podemos escrever:

D=a,.a, —-a,.a,=a,a,,—a,.aq,,.Seolharmos na sequéncia de Fibonacci

isso significa trabalhar com quatro termos consecutivos, o produto dos extremos

menos o produto dos meios:

3 105 1869

’_‘_‘ ' ' 12|815
I |

1,1,2,3,9,8,13,21,34,55,89, 144, 233,377,610, 987, ...

2 104 1870 12816

Figura 5 (multiplicagdes entre alguns elementos da sequéncia de

Fibonacci)

A diferenca entre os produtos sera sempre de uma unidade, mas e o que
dizer do fato do determinante, seguindo esse padrao, alternar entre os valores de 1
e(-1)?

Esse fato também obedece a um determinado padrdo, quando o primeiro
termo da sequéncia que for usado para compor a matriz for um termo de indice
impar na sequéncia de Fibonacci o determinante sera igual a 1, caso contrario, se 0
primeiro termo da sequéncia que for usado para compor a matriz tiver um indice par
na sequéncia de Fibonacci, o determinante seraiguala (—1).

Note que o determinante ainda pode ser escrito do seguinte modo:
D = an 'an+3 - a/1+1'an+2 = an'(an+1 + an+2) - a/1+1'(an + an+1)

_ 2
D=a,a, +a.a,,—a,,a —(a,,)

n*n+l
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2
D = an 'an+2 - (anH)
2
D = an'(an + an+l) - (an+l)
— 2 2
D - (an) + an'an+l - (an+1)

Vamos mostrar que esse determinante s6 podera seriguala 1 ou (—1).

Para isso vamos usar a propriedade 2.1, que nos diz o seguinte:
(a,,) =a,a,,+(-1)", sendo que n > 0.

Obviamente considerando a validade dessa propriedade, ndo existe

problema se a escrevermos do seguinte modo:
(a,,) =a,, a, +(=1)"" Teremos:
Apirt,, =a,,(a,,+a,.,)+ (= "
(a,+a,,)a,,=a,,a,,+ (an+1)2 +(-1
a,a,,ta,,a,,=a,,a,,+ (an+1)2 +(=1)™!
a,a,.,= (an+l)2 + (=D
a,(a,+a,, )= (an+l)2 +(= 1)“1
(a,) +a,a, =(a,) +(=D)"
(a, )2 ta,a,, - (an+1)2 = (_l)w1
Vemos que a expressao do primeiro membro dessa equacéao é
justamente a expressao do calculo do determinante de ordem dois com os
elementos sendo numeros de Fibonacci, de acordo com o que foi descrito.

Assim, além de comprovarmos a propriedade, também podemos escrever

a seguinte relagao entre os elementos da sequéncia de Fibonacci:

(a,) +a,a,,—(a,,) =(-1)"". Paran>0.

2.4. Determinantes de ordem maior ou igual a trés com elementos da

sequéncia de Fibonacci:

Podemos perceber outra relacio curiosa entre os elementos da
sequéncia de Fibonacci também no célculo de determinantes de matrizes de ordem

3 em diante.
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Se dispusermos os elementos da sequéncia de Fibonacci como
elementos de uma matriz quadrada de ordem maior ou igual a trés de acordo com o
que foi feito no subtdpico anterior, ou seja, os numeros de Fibonacci, devem
obedecer a sequéncia, por linhas de cima para baixo, e em cada linha seguir no
sentido da esquerda para a direita, sendo que o primeiro elemento da matriz pode

ser qualquer dos numeros de Fibonacci. Por exemplo:

1 1 2 5 8 13
A=|3 5 8|eB=|21 34 55
13 21 34 89 144 233

O Determinante sera sempre igual a zero para as matrizes formadas
desse modo. Mas por que isso sempre acontece? Uma propriedade muito
comentada quando se estuda matrizes e determinantes € a de que se uma linha for
uma combinagéo linear de outras linhas ou uma coluna for uma combinacgao linear
de outras colunas, entdo o determinante dessa matriz sera sempre igual a zero.

No caso da sequéncia de Fibonacci sendo disposta da forma ja citada
anteriormente, percebemos que essa combinacao linear existe com relacao as
colunas dessas matrizes, na realidade esse fato se relaciona com a préopria definicao
da sequéncia de Fibonacci, pois como ja vimos, a soma de dois termos consecutivos
da sequéncia resulta no termo seguinte, no caso das matrizes citadas, vemos que a
soma do primeiro com o segundo elemento de cada linha resultara no terceiro, ou
seja, a primeira coluna somada com a segunda resultara na terceira coluna.

Chama a atencéo o fato de que essa combinacéo linear citada
anteriormente embora seja imediata e mais facilmente percebida ela ndo é a unica,
por exemplo: nos dois exemplos apresentados, vemos que cada elemento da
terceira linha menos o elemento da primeira linha que se encontra na mesma coluna
resultara no elemento situado na segunda linha multiplicado por quatro.

Com relacao a essa propriedade podemos notar que se a ordem da
matriz for maior que trés, seguindo a distribuicdo mencionada anteriormente, o

determinante também serd igual a zero, por exemplo:
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3 5 8 13 21
34 55 89 144 233
377 610 987 1597 2584

4181 6765 10946 17711 28657
46368 75025 121393 196418 317811

13 21 34 55

a)| 89 144 233 377 b)
610 987 1597 2584
4181 6765 10946 17711

Da mesma forma que as matrizes de ordem trés, temos que a soma de
duas colunas consecutivas resultara na coluna seguinte, até por que aumentando a
ordem da matriz apenas teremos mais colunas que podem ser combinadas, ou seja,
sempre teremos o determinante resultando em zero quando tivermos matrizes de
ordem maior ou igual a trés com os elementos da sequéncia de Fibonacci compondo

as matrizes do modo como foi convencionado.

2.5. Relagao entre um elemento da sequéncia de Fibonacci que com
relagao aos indices é equidistante a outros dois elementos da sequéncia de
Fibonacci:

Para poder perceber melhor essa relagdo, vamos escrever alguns termos
da sequéncia de Fiboncci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,
1597, 2584,...

Com relagao aos elementos que tem indices equidistantes ao indice de

um certo elemento e que distam um termo, podemos escrever a seguinte relagao:
la,,,=a,,,—a,

Esse padrao vem da propria definicdo da sequéncia de Fibonacci, vamos
escrevé-la do seguinte modo: «,,, = a,,, +a,. Por exemplo, sendo k = 5 teremos:
las, =as,—as, ag=a,—a;, 8=13-5=8.

Com relacéo aos elementos que tem indices equidistantes ao indice de
um certo elemento e que distam dois termos, podemos escrever a seguinte relagéo:
3.a,,,=a,,,+a,.Porexemplo, sendo k = 6 teremos: 3.4, =a,,, +4a,, 3.0, =a,, +a,,
63=3.21=55+8=063.

Com relacao aos elementos que tem indices equidistantes ao indice de

um certo elemento e que distam trés termos, podemos escrever a seguinte relagao:
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4a,,=a,,—a,. Porexemplo, comk = 3teremos: 4.a,,,=a,,,—a,, 4.a, =a,—a,,
32=48=34-2=32.
Com relagao aos elementos que tem indices equidistantes ao indice de

um certo elemento e que distam quatro termos, podemos escrever a seguinte

relagdo: 7.a,,, =a,.; +a, . Por exemplo, sendo k = 4 teremos: 7.a,,, =a, +a,,
Tas=a,+a, 147=721=144+3=147.

Com relacéo aos elementos que tem indices equidistantes ao indice de

um certo elemento e que distam cinco termos, podemos escrever a seguinte relagao:
1l.a,=a.,,—a,. Porexemplo, sendo k = 6 teremos: 11.a,, = a,,,—a,
1la,=a4—a,, 979=11.89=987-8=979.

Podemos observar que as préprias relagdes seguem também um
determinado padrao, os coeficientes que aparecem nos primeiros membros das
relagdes podem ser achados por meio de recorréncia, e a lei de recorréncia nesse
caso é a mesma lei de recorréncia da sequéncia de Fibonacci, ou seja, um termo é
dado pela soma de dois termos anteriores, vemos que os coeficientes sao: (1, 3, 4,
7, 11,...). Assim como na sequéncia de Fibonacci, basta somar dois elementos
consecutivos para se descobrir o proximo elemento da sequéncia, a diferenca é que
na sequéncia dos coeficientes dessa relagao os primeiros elementos sdo 1 e 3, na
sequéncia de Fibonacci os primeiros elementos sdo 1 e 1, por isso, mesmo tendo
uma mesma lei de recorréncia o resultado sao duas sequéncias distintas.

Outra observacao € que a distancia entre o indice do termo e os indices

dos termos equidistantes a ele, determina o coeficiente de @, , quando essa

distancia for um valor impar o coeficiente sera igual a ( —1) e quando for um valor par
o coeficiente sera 1.

Podemos, a partir dai escrever quantas relagdes quisermos; podemos
notar que essas relacdes nao sao validas somente para a sequéncia de Fibonacci,
por exemplo, também sao validas para a prépria sequéncia numérica formada pelos
coeficientes das relagées: 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199,...

Podemos suspeitar que essas expressdes sao validas para qualquer
sequéncia numérica obtida por recorréncia, sendo que dois termos consecutivos
somados resultem no termo seguinte, isso independentemente dos dois primeiros

termos da sequéncia.
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Embora a validade dessas expressdes pareca bem evidente, precisamos
de demonstracdes formais para comprovar a sua validade, essas demonstracoes
podem ser feitas posteriormente em um estudo mais amplo sobre sequéncias

numéricas definidas por recorréncia.

2.6. Elementos da sequéncia de Fibonacci no tridngulo retangulo:

Podemos encontrar algumas generalizagdes envolvendo a sequéncia de
Fibonacci com o teorema de Pitagoras, porém, vejamos uma situacdo: Tomemos
dois elementos consecutivos da sequéncia de Fibonacci representando o valor da
medida dos catetos de um tridngulo retangulo e utilizemos o teorema de Pitagoras, o
valor da hipotenusa desse tridngulo sera a raiz quadrada de um dos elementos da

sequéncia de Fibonacci, vamos observar alguns exemplos:

a) by
1 V2 1 5
1 2
c) d)
g, 13 3 34
3 5
e f)
AN 5| VT
g 13

Vamos comprovar os valores da hipotenusa pelo teorema de Pitagoras:
a) =1 +12=1+1=2, h=+2
b) 2= +2°=1+4=5, h=+5
) i =3+22=9+4=13, h=+13
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d) i =3+5"=9+25=34, h=/34
e) i* =8 +5°=64+25=89, h=~/89
f) > =8 +13° =64 +169=233, h=+/233

Na tabela seguinte podemos perceber a relagido entre a posicao dos

elementos e os seus valores na sequéncia de Fibonacci:

Tabela 2: (Triangulo retangulo com catetos sendo elementos consecutivos

da sequéncia de Fibonacci e o valor da hipotenusa)

Catetos Hipotenusa

a=1ea,=1 \/a_3=\/§

a,=1ea;,=2 \/Z=\/§

a,=2¢€a,=3 \/sz/ﬁ

a,=3 € a;=35 \/a_gzx/3_4

a;=5¢€ a;=8 \/a_ll:\/@

a,=8 e a,=13 Ja,, =233

O indice do elemento da sequéncia de Fibonacci que na raiz quadrada
resulta na hipotenusa do tridngulo retangulo é igual a soma dos indices dos
elementos consecutivos da sequéncia de Fibonacci que sao os catetos, ou seja,

sendo os catetos a,ea,,,, a soma dos indices sera n+(n+1)=2n+1, entdo a

n+l?

hipotenusa sera ./a,,,, , usando o teorema de Pitagoras e com base no que foi

observado podemos escrever que: (a,)’ +(a,,,)’ =a,,,,

Vamos demonstrar que essa relagao realmente é valida:

Para demonstrar essa relagdo faremos uso da propriedade 2.1 que nos

diz: (a,,,)’ =a,a,,+(-1)", sendo n > 0, e também usaremos a propriedade 2.2:

a,.,=4a,,a,+a,.a,  ,paran>1e m>0.

Vamos escrever a soma dos quadrados dos catetos de um triangulo

retdngulo onde os catetos sao elementos consecutivos da sequéncia de Fibonacci:
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(an)2 + (a,m)2 , usando a propriedade 2.1 em cada uma das parcelas teremos que:
(a,) =(a, )(a,)+=)"" e (a,) =a,a,,+(-1)", temos:
(a,)" +(a,,)" =(a,,)(a,)+(=D""+(a,)(a,,)+ (D"
Podemos observar que se n for par: (-1)""' =—1 e (-1)" =1, se tivermos n
impar: (-1)"" =1 e (-1)" =-1, ou seja, de qualquer modo essas duas parcelas se
cancelam, assim podemos escrever:

(a,) +(a,,) =(a, )(a,,)+(a,)(a,,), e pela propriedade 2.2 podemos

escrever que: (a,)’ +(a,,)’ =a,,,,.

E assim demonstramos que essa relacao entre os elementos da

sequéncia de Fibonacci e o tridangulo retangulo realmente é valida.
2.7. Férmula de Binet

A principio pode ser dificil acreditar que exista uma férmula que relacione
um numero na sequéncia de Fibonacci com a sua posicao na sequéncia, afinal os
numeros de Fibonacci aumentam muito mesmo quando a diferenga de um indice
para o outro ndo é tdo grande mas, essa formula existe, ela foi demonstrada por
Leonhard Euler em 1765, porém ganhou mais destaque quando foi redescoberta por
Jacques Binet em 1843, e ficou conhecida como formula de Binet, trata — se da
seguinte formula:

L (1E) 1 (145
N o2

Ao observar essa formula podemos perceber que para se descobrir um
valor da sequéncia de Fibonacci dado um valor de n teremos muito trabalho, talvez
alguém ache melhor descobrir o valor desse numero por meio da sua definicdo de
recorréncia; devemos notar que se a posig¢ao do elemento for muito préxima do
inicio da sequéncia, realmente nao valera a pena usar a formula, mas se tivermos
que calcular o valor do numero para n > 50, por exemplo, e se tivermos uma
calculadora cientifica a disposigao, serd muito mais rapido e pratico utilizar a férmula
de Binet.
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Vejamos um exemplo de aplicagédo da formula de Binet: Vamos calcular o
valor do nimero na sequéncia de Fibonacci para n = 64.
Para isso vamos fazer uso de uma calculadora cientifica e trabalhar com

um valor aproximado para o numero irracional que aparece na formula, substituindo

64 64
o valor de n dado teremos: q,, :L[ﬁJ —L(ij , sendo que

N NG
64 64
5 22,236067, dai teremos: a,, :L(Mj —L(Mj ,
J5 2 J5 2

1
Aoy = —————=
% 2,236067

1
2,236067

ag, = ;.2,372469.1013 —;.4, 214504.107"
2,236067 36067

b

(1,618033)" - (-0,618033)"

ag, =1,061.10"° —1,884784.107'*, levando em conta que estamos

trabalhando com valores aproximados e que o valor da segunda parcela € muito
pequeno em comparacao com o valor da primeira parcela dessa soma, podemos

considerar que: a,, =1,061021.10" . Existem diferentes modos de demonstrarmos

essa propriedade, mas uma demonstragcao bem simples é feita por Martinez [20]:

Vamos demonstrar que: a, = d _ﬁ .Sendo a = Hf e f= l_f as
o—

raizesde x> =x+1.

A At i o) N CaY)
a—p a-p a—p

1+J§+1—J§ 11
2

=—+—=1 (base de inducao).
2 2 2 ( ¢a0)

Temos que q, = =a+p ,

a,=0+pf=

k _ pk
Seja n>1 suponhamos que q, = o =P paratodok com 1<k <n
a_

(hipétese de indugéo). Assim, a,,, =a,+a, , , a ;

~ an _ﬂn . an—l _,Bn_l
-p

n+l a 0!—,5

_ (an +an—l)_(ﬂn +ﬂn—1) _ an+l _ﬂnﬂ

n+l a_ﬂ a—ﬂ

,pois o’ =a+l=a" =a"+a"" e
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analogamente f* =fB+1= p""' = "+ p"". Desse modo vemos que a propriedade é

verdadeira.

2.8. Soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci:

A soma S, , para n>1 dos n primeiros nimeros da sequéncia de

Fibonacci é dada pela seguinte relagéo: S, =a, , —1 . Vamos demonstrar

algebricamente essa relagdo. Usando a definicdo da sequéncia de Fibonacci

podemos escrever as igualdades:

a, =a,—a,
a,=a,—a,
ay,=a;—a,

(]

(]

L]
a,,=a,,—a

a,=4a,,—a,,

n n
Somando essas equagcdes membro a membro, percebemos que varios
termos serdo cancelados, o segundo termo do segundo membro se cancelara com o
primeiro termo do segundo membro da equacéo anterior, entdo teremos:
S =a+a,+a,+a,+..+a,, +a,=a,,—a,=a,,—1
Vamos demonstrar essa propriedade pelo método da indug¢ao sobre n:

Sendo: S, =a,,,—1, para n>1, teremos:

iy Paran =1, temos: s5,=a,,,-1=a,-1=2-1=1.

i) Vamos admitir como hipétese de indugéo: S, =a, ., -1, ¢g>1.

iii) Temos: S, =a,,,~1,dai, s, +a,,=a,,+a,,—1, pela definicdo da
sequéncia de Fibonacci: s,,, =a,,;—1, ou seja:

1

Sq+1 = a(q+2)+1 -
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Sendo assim a propriedade é verdadeira. Exemplo: Qual a soma dos 20

primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, sendo que a,, =177117

Sabendo que: S, =a,,,—1, e sendo n = 20, substituindo o valor de n

teremos: S,, =a,, —1, como a,, =17711, entdo: S,, =17711-1=17710.

2.9. Soma dos termos de indice impar na sequéncia de Fibonacci.

A soma, S,, ;, sendo n>1, dos n primeiros termos da sequéncia de

Fibonacci com indices impares é dada por: S,, , =a,+ay+as+...+a,, , =a,,

n—1
Vamos demonstrar algebricamente essa propriedade. Usando a definigao
da sequéncia de Fibonacci podemos escrever as igualdades:

a,+a,=a,
a,+as=a,
ag+a, = ag

Ay g T8y, 3=0y,,
Aypo Ty, =0y,
Somando essas equacdes membro a membro, percebemos que varios

termos serao cancelados; o primeiro termo do primeiro membro se cancelara com o

unico termo do segundo membro da equacgao anterior; entdo teremos:

S,, ., =a,+a,+as+..+a,, , =a,, , mas sabemos que: g, =a, =1, sendo
assimtemos: S,, ,=a,+a,+as+...+a,, ,=a,,

Vamos demonstrar essa propriedade usando indug¢do sobre n:

i) Paran=1,teremos: S,, ,=a,=a,,=le S =aq,=a,=1.

i) Vamos admitir como hipétese de indugao:

Sz‘qf1 =q ta;+as+..+a,, =a,, ,para g=1.
iii) vamos mostrar que é verdadeiro paran =q + 1, tendo:

S,y = ta;tas+..+a,,  =a,,  teremos:
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a ta;tast..tay ., = (a,+a; +a; -I—...-I—az‘qfl) +dy .0
q+%+%+m+%wf%%+%+%+m+%¢g+%w

Sz.(q+1)—1 = (aZ.q) g1 = Grger = Ay guy -

Desse modo vemos que a propriedade é verdadeira. Exemplo: Calcule a

soma dos 10 primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci que tem indices
impares, sabendo que a,, =6765. Teremos: S, ,,, =4, ,,, € assim temos

S,y =a,, =6765.
2.10. Soma dos termos de indice par na sequéncia de Fibonacci.

A soma, S,,, sendo n>1, dos n primeiros termos da sequéncia de
Fibonacci com indices pares € dada por:
S, =a,ta,ta,+..+a,, =a,,  —1
Vamos demonstrar algebricamente essa propriedade. Usando a definicao

da sequéncia de Fibonacci poderemos escrever as seguintes igualdades:

a,+a,=a,
a,+a, =as
as+a, = a,

Gystay, ,=a,,,
Ay ta,, =a,,,

Somando essas equagcdes membro a membro, percebemos que varios
termos serdo cancelados, o primeiro termo do primeiro membro se cancelara com o

unico termo do segundo membro da equagao anterior, entdo teremos:
a, +a2 +a4 +a6 +...+a2.n =d,,
Sabemos que na sequéncia de Fibonacci ¢, =1, desse modo podemos

escrever: 1+a, +a,+a,+..+a,,=a,,,,, € assim:
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Spn =@ ra,tagt.ta,, =a,,,~1
Vamos demonstrar a propriedade utilizando o método de indugao sobre n.
Teremos: S,, =a,+a,+a,+...+a,,=a,, ,—1,para n=1
i) Paran=1teremos: S,,=a,=a,,,, ~1=a,-1=2-1=1.
i) Vamos admitir como hipétese de indugao:

Sz‘q =a,ta,ta,t..+a,, =a,, ., —1,para g=1.

iii) Vamos mostrar que € verdadeiro paran =q + 1, temos:

S, =ata,+tag+..+a,, =a,,,—1,
podemos escrever:

ata, +ag+..+ay,.,, =(@,+a,+a,+..+a, )+a,,.,

SzA(q+1) = (aZ.q+l -+ Ay i =gy T yin -1

S 1 1.

2g+41) T Gagis 1= Ay iy T

Desse modo vemos que a propriedade € verdadeira. Exemplo: calcule a

soma dos 13 primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci com indices pares,

sabendo que a,, =196418. Teremos: S, ; =4, ,;,, —1, e assim temos

S, =a,, —1=196418—1=196417 .

2.11. Soma dos quadrados dos n primeiros numeros de Fibonacci.

A soma dos quadrados dos n primeiros numeros da sequéncia de
Fibonacci é dada pela relagéo: S . =a,.a,,,, para n>1.

Vamos demonstrar essa relagdo usando inducio sobre n.

i) Paran = 1 teremos: (a,)° =a,.a,, pois a, =a, =1 .

i) Vamos admitir como hipoétese de indugao: qu =a,a,, ,para qg=1
i) Sendo: qu =a,.a,,, poderemos escrever o seguinte:

(a,,)+S =t (a,.)’, dai teremos:

S(qﬂ)2 =a,,(a,+a,),e: S(qﬂ)2 =(a,.)(a,.,).
Vamos demonstrar essa propriedade também pelo método algebrico:

Para n = 1 teremos: (,)’ =a,.a,, pois a,=a, =1.



36

- . 2 _ _ .
Também podemos escrever: (a,)” =a,.(a,,—a, )=a,a,,—a, a,,pois:

a,=a,,—a, . Substituindo p=2,p=3,p=4..,p=n, teremos:
(@) =a,.a,
(a,) =a,.a,—a,.a,
(a,)’ =a,a,—a,.a

2
(an—l) = an—l‘an - an—Z‘an—l

2
(a,)" =a,a, —a,  a

n
Ao somarmos essas equagdes membro a membro, varios termos irdo se
cancelar, o unico termo que restara no segundo membro € o primeiro termo da

ultima equacéo, sendo assim podemos escrever:
2 2 2
S, =(a) +(a) +(a)" +..+(a,)=a,a

n+l

Vamos observar um exemplo: calcule a soma dos quadrados dos dez
primeiros termos da sequéncia de Fibonacci. Aplicando na férmula temos:
S=a,.a,=5589=4895.

2.12. Relagéao entre o antecessor e o sucessor de um nimero na
sequéncia de Fibonacci que ocupa a posi¢gdo n com o humero que ocupa a

posi¢ao 2n

Sendo n > 1, temos: a,, =(a,,,)’ —(a, ).
Para demonstrar essa relagdo vamos utilizar a propriedade 2.2:

a,, =a,.a +a,a, .Paran>1e m>0,consideremos n =m; teremos:
a,,=a,,a,+a.a, ea, =a,la  +a, ), peladefinicdo da sequéncia de
Fibonacci: a, =a,,, —a, ,, substituindo na equagao anterior teremos:

a,, =(a,, —a, )(a, +a,,),sendo assim temos: a,, =(a,, )’ —(a, )’ . Desse modo

vemos que a propriedade é verdadeira.
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2.13. Numeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci sao primos

entre si.

Na sequéncia de Fibonacci temos que 4, e a,., s&0 numeros primos
entre si. Vamos demonstrar essa propriedade:
Devemos mostrar que: (a,,,a,m) =1, considerando que (x, y), representa

o maximo divisor comum (M.D.C.) entre x e y, para isso vamos usar o método da
inducdo sobre n:

i) Tomemos n = 1, vemos que: (a,a,)=(1,1)=1.

i) Vamos admitir como hipotese de indugéo: (a,a,,,) =1, sendoq > 1.

iii) Devemos mostrar que: (a,,, a,,,) =1. Pelo lema de Euclides

(x,y)=(y—xn,x)teremos: (a,,a,,)=(a,,—a,.a,,)=(a,a,,)=1.
Nessa demonstracao utilizamos o Lema de Euclides sendo: x=aq_,,,

y=a,, €n="1 Também usamos o fato de que: ¢, =q,_,,~a,,,-

2.14. Divisibilidade entre os indices e os valores dos elementos da

sequéncia de Fibonacci.

Na sequéncia de Fibonacci temos que: Se n|m, entdo, a, |am , ISSO se

n,me N’ . Vamos demonstrar essa propriedade: Consideremos m =n.g; com geN".

Usemos indugao sobre q:
i) Para q = 1, sera verdadeiro, pois teremos m=n e todo numero é
divisivel por ele mesmo.

i) Consideremos como nossa hipotese de indugéo que: se n|n.k entdo
a,la,, para g=k=>2.

iii) E claro que n|nk e n|n.(k+1). Da propriedade 2.2 temos:
Ay ki) = Ay @y T A Ay -

E dbvio que a, |a,..-a,, € com relagéo a outra parcela, a hipotese de
indugao nos garante que aq, |q,,.q,,.,, entao: a,|a, ., -

Desse modo comprovamos que a propriedade € verdadeira.
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Para citar um exemplo de aplicacao dessa propriedade podemos notar

que: a;,=5 e a,; =610, realmente 5/610 e 5|15.

2.15. Soma dos termos com sinais alternados na sequéncia de
Fibonacci (termos de indice impar com sinais positivos e termos de indice par

com sinais negativos).

Na sequéncia de Fibonacci temos também a seguinte propriedade:
a—-a,+a;—a,+.+(-1)"a,,=(-1)""a, +1, essa éasoma dos termos da
sequéncia de Fibonacci com sinais alternados.

Vamos demonstrar essa propriedade usando a propriedade 2.9 e a
propriedade 2.10:

Sppg =@ Fay+as+..+a,,,=a,, €8, =a,+a,+a,+..+a,,=a,,, ~1
Vamos subtrair essas duas ultimas equagcdées membro a membro, teremos:
a-—-a,+a,—a,+..+a,, —a, =a, —a,, +1,

a-—-a,+a,—a,+..+a,,  —a, =-a, ,+1,agorairemos somar o termo

a,,.; nos dois membros da equagao:
a-—-a,+a,—a,+..+a, ,—a, +a,, =a,.  —a, +1, e assimteremos:
a—a,+a,—a,+..+a, ,—a, +a,  =a, +1.

Percebemos que nessa relagdo os numeros de indice par tem sinal
negativo e os de indice impar estdo com o sinal positivo, e a expresséao resultara em
um numero de Fibonacci com mais uma unidade, porém, o sinal desse numero de
Fibonacci dependera da ultima parcela da soma alternada quando ela tiver indice
par, o numero de Fibonacci sera negativo e quando o indice da ultima parcela da
soma alternada for impar, o numero de Fibonacci tera o sinal positivo.

Podemos notar que o indice do numero de Fibonacci que é o resultado da
soma com mais uma unidade tera o indice sendo uma unidade a menos do que o

indice da ultima parcela da soma alternada, sendo assim, podemos escrever mais
genericamente: a, —a, +a,—a, +..+(-1)"".a, , =(-1)"a,  +1.
No capitulo seguinte veremos algumas aplicagdes, resultados e

curiosidades da sequéncia de Fibonacci.
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3 SEQUENCIA DE FIBONACCI: APLICAGOES, RESULTADOS E
CURIOSIDADES.

3.1. Arvore de captagio de energia solar.

O jovem americano Aidan Dwyer, quando tinha 13 anos de idade
observou algumas arvores na praga perto de sua casa e ficou curioso com relagao
aos varios padroes que percebia nas folhas e nos galhos, entéo ele fez alguns
calculos usando como base os padroes que havia observado e o resultado foi
justamente a sequéncia de Fibonacci.

Aidan Dwyer criou uma arvore usando PVC, as folhas eram painéis
solares e tanto as folhas como os galhos foram feitos observando o padrao da

sequéncia de Fibonacci.

Figura: 6 (Arvore criada por Aidan Dwyer)
Fonte: Rotina digital - http://rotinadigital.net/wordpress/garoto-de-13-anos-

revoluciona-tecnologia-solar-a-partir-das-arvores/

Ele usou a mesma quantidade de células de captacdo de energia solar
em dois modelos diferentes, o primeiro que ja foi citado, imita o modelo das arvores,

ou seja, seguindo a sequéncia de Fibonacci (Figura: 6), o segundo modelo € o modo
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usado tradicionalmente, com as placas em um mesmo plano, na horizontal, na
vertical ou levemente inclinadas.

O projeto de Aidan Dwyer teve um aproveitamento médio 20% maior do
que o modelo tradicional, em dezembro os resultados chamaram mais atencao
porque nessa época do ano o Sol estava em um ponto mais baixo no céu e o

aproveitamento energético foi em média 50% maior no modelo criado por Aidan.

Figura: 7 (Aidan Dwyer)
Fonte: Rotina digital - http://rotinadigital.net/wordpress/garoto-de-13-anos-

revoluciona-tecnologia-solar-a-partir-das-arvores/

Essa interessante descoberta feita em agosto de 2011 rendeu ao jovem
Aidan o prémio de jovem naturalista do Museu Americano de Histéria Natural. O
governo dos Estados Unidos e varias empresas estao interessados no invento de

Aidan Dwyer.
3.2. Conversao de milhas para quildmetros.

Outra aplicacao que podemos ter da sequéncia de Fibonacci é na
conversao aproximada de milhas para quildbmetros. O fator de conversao entre
milhas e quilémetros é de 1,609; muito proximo do nimero de ouro, que é
aproximadamente: 1,618.

Por exemplo, para saber aproximadamente a quantos quilémetros 8

milhas correspondem, basta observar o niumero seguinte na sequéncia de Fibonacci,

no caso, 8 milhas correspondem aproximadamente a 13 km, pois %: 1,625 ; ou seja,

8.1,625=13.
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3.3. Sequéncia de Fibonacci e o tridngulo de Pascal.

O tridngulo de Pascal é composto por niumeros binomiais seguindo um
determinado padrao - Figura: 8 (Triangulo de Pascal); calculando esses numeros
binomiais podemos notar que a soma dos termos das diagonais resultam nos

numeros da sequéncia de Fibonacci, vejamos essa caracteristica:

Figura: 8 (Triangulo de Pascal)

S
1//

./11
1:/1f2f1f
1:/1”}”’{3’{;1};
2= /B,fﬁ
3:/1ﬁ4ﬁ6 4 1
5_/1510 0 5 1
8;/1/615201561

Figura: 9 (Numeros de Fibonacci nas diagonais do triangulo de Pascal)

3.4. Sequéncia de Fibonacci na concha do nautilus e na folha de uma
bromélia.

Existem varias situacdes na natureza em que aparece a sequéncia de
Fibonacci; um exemplo bem conhecido é o caso da concha do nautilus. Na espiral

dessa concha percebemos um padrao que nos leva a sequéncia de Fibonacci.
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Figura: 10 ( Espiral da concha do nautilus)
Fonte: Wikipédia - http://pt.wikipedia.org/wiki/Numero_de_Fibonacci
Se observarmos a progressao da concha do nautilus como uma
montagem de quadrados veremos que os lados desses quadrados seguem 0s
termos da sequéncia de Fibonacci, ou seja, a soma dos lados de dois quadrados

seguidos resulta no lado do préximo quadrado. Essa montagem esta indicada na

-

figura seguinte:

Figura: 11 (Concha do nautilus e a sequéncia de Fibonacci)
Fonte: Matematica essencial -

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib2.htm

Essa ndo € a unica espiral na natureza que tem como padréo os
elementos da sequéncia de Fibonacci, por exemplo, a espiral que pode ser

visualizada na folha de uma bromélia também segue esse padrao.
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Figura: 12 (Folha de uma bromélia)
Fonte: Wikipédia - http://pt.wikipedia.org/wiki/Numero_de_Fibonacci

Com a composigao de quadrados na folha da bromélia temos a seguinte

figura:
Figura: 13 (Folha de bromélia e a sequéncia de Fibonacci)
Fonte: Wikipédia - http://pt.wikipedia.org/wiki/Numero_de_Fibonacci
3.5. Sequéncia de Fibonacci no arranjo de galhos das arvores e
filotaxia.

A disposicao dos galhos e folhas de algumas arvores faz com que a
absorgao de luz solar seja a maior possivel. Em muitas arvores a quantidade de
galhos que aparecem nas ramificagdes sdo elementos da sequéncia de Fibonacci:

8

5

3
2

1

Figura: 14 (Ramificagdo de uma arvore e a sequéncia de Fibonacci)
Fonte: Matematica essencial -

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib2.htm
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O padrao das folhas nos caules é chamado de filotaxia. Nesse caso o
padrdo se observa de um modo muito interessante. E formado um movimento de
trajetéria helicoidal com as folhas em torno do caule. Para que possamos explicar

melhor o modo como o padrao aparece devemos observar a figura seguinte:

Figura: 15 (Movimento Helicoidal das folhas com relagdo ao caule)
Fonte: Matematica essencial -

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib2.htm

Trés folhas que nascem em sequéncia acabam tendo os mesmo angulos
entre si, se tomarmos duas folhas consecutivas, elas mantém certa distancia com
relacdo ao caule. O mesmo padrao ocorre para as outras folhas. A figura seguinte

indica a visualizagéo aérea dessa trajetoria:

"

Figura: 16 (Planificacdo da trajetoria das folhas de uma bromélia)
Fonte: Matematica essencial -

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib2.htm

No exemplo da figura temos cinco folhas e duas voltas. Cada volta tem
360°, se considerarmos uma visdo aérea dessa trajetéria, como se estivéssemos

planificando essa trajetdria, teremos cada angulo entre as folhas consecutivas sendo



45

de 144°, pois sao duas voltas, ou seja, 720°, como sdo cinco folhas temos cinco

angulos iguais, entéao % =144.

Devemos notar dois valores importantes que sdo o numero de voltas
dadas na trajetdria das folhas até que uma folha se sobreponha a outra, pode ser
chamado de periodo, e a quantidade de folhas que surgem em quanto uma folha se
sobrepdem a outra.

Tanto esse periodo como a quantidade de folhas citadas sdo, em muitos
casos os valores da sequéncia de Fibonacci. Foi observado em varias experiéncias
que existem excegdes a essa regra, mas foi também notavel o grande numero de

vezes em que esse padrao foi comprovado.
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4 ATIVIDADES ENVOLVENDO A SEQUENCIA DE FIBONACCI.

4.1. O trabalho com a sequéncia de Fibonacci no ensino basico.

Deve-se levar em conta quando que a sequéncia de Fibonacci vai ser
trabalhada, por conta da idade e do nivel de maturidade dos alunos. Deve-se notar
também os pré-requisitos necessarios para que eles possam compreender
determinadas ideias, porém, nada impede que a sequéncia de Fibonacci seja

trabalhada em todos os anos do ensino fundamental |l e do ensino médio.

4.2. Sugestao de como se trabalhar com a sequéncia de Fibonacci no

ensino basico — ensino fundamental Il.

Nos 6° e 7° anos do ensino basico podemos comecar o trabalho com a
sequéncia de Fibonacci mencionando a parte histérica, sobre a vida de Fibonacci,
citar a propria sequéncia de Fibonacci e como surgiu essa sequéncia humerica.

Depois, tendo escrito a sequéncia de Fibonacci pode se perguntar para os
alunos qual sera o préximo elemento da sequéncia, pode-se perguntar qual € o
procedimento para acharmos os préximos elementos da sequéncia de Fibonacci.

Podemos pedir que os alunos fagam divisdes entre elementos
consecutivos da sequéncia de Fibonacci e que anotem os elementos que foram
divididos e do lado o resultado encontrado. Pega que a divisdo seja feita entre um
numero da sequéncia pelo seu antecessor imediato. Peca que eles fagcam esse
procedimento com os primeiros elementos da sequéncia até uma boa quantidade de
divisdes para que possam perceber com facilidade o valor do numero de ouro. E
depois perguntar aos alunos se estao percebendo algo interessante com os valores
resultantes das divisdes que fizeram.

Logo apds seria interessante que o professor com uma calculadora
fizesse a mesma quantidade de divisbes colocando os valores no quadro, pois
alguns alunos podem se enganar ou apresentar algum tipo de dificuldade ao fazer
as contas. Nessa ocasido podemos citar algumas aplicacées, em especial falar

sobre a razao aurea (numero de ouro), com base nas divisdes efetuadas pelos
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alunos. Nesses anos do ensino fundamental |l os alunos ja devem ter visto como
fazer divisdo com numeros inteiros.

No caso dos alunos do 8° e 9°anos podemos relembrar o que foi
mencionado nas séries anteriores, parte historica, calculo dos termos seguintes e o
numero de ouro. Porém, esses alunos podem ter uma percepc¢éo maior das
propriedades e relacgdes da sequéncia de Fibonacci.

ApOs escrever a sequéncia de Fibonacci no quadro e relembrar como
achar os elementos seguintes podemos pedir para que os alunos escrevam uma
grande quantidade de elementos da sequéncia de Fibonacci e que posteriormente
tentem perceber alguma relagéo entre os elementos da sequéncia, alguma
caracteristica interessante, ou seja, uma propriedade da sequéncia. Depois de um
tempo viavel para essa atividade peca que citem as caracteristicas percebidas e que
escrevam no quadro para que os colegas possam perceber bem essa propriedade.
O professor também pode citar mais algumas propriedades e aplicagbes fora as que

ja foram citadas em séries anteriores.

4.3. Sugestao de como se trabalhar com a sequéncia de Fibonacci no

ensino basico — ensino médio.

No caso do ensino médio, depois de se trabalhar com a progressao
aritmética (P.A.) e com a progressao geométrica (P.G.), podemos novamente
relembrar alguns pontos sobre a sequéncia de Fibonacci que foram citados em
séries anteriores.

Depois de escrever a sequéncia de Fibonacci no quadro e relembrar o
procedimento para achar os elementos seguintes pec¢a para que os alunos tentem
representar algebricamente a lei de formacgao da sequéncia de Fibonacci.

Posteriormente podemos pedir para que os alunos tentem perceber
algumas propriedades da sequéncia e que também representem algebricamente.

Dai entao o professor pode citar mais aplicacdes da sequéncia de
Fibonacci e pedir para que os alunos fagam pesquisas e trabalhos sobre a
sequéncia de Fibonacci, abordando a parte historica, as propriedades e relagdes
entre os elementos da sequéncia como também aplicacdes da sequéncia no nosso

cotidiano.



48

Sera de muito proveito para despertar o interesse dos alunos para a
sequéncia de Fibonacci e para assuntos matematicos de um modo geral, trabalhar
com videos, livros, filmes e questdes que envolvem a sequéncia de Fibonacci.

Vejamos agora algumas questdes de Olimpiada de Matematica que
envolvem a sequéncia de Fibonacci e podem servir de modelo para o tipo de
questdes que podem ser trabalhadas com os alunos do ensino médio, e em seguida

veremos as suas respectivas solugdes:

4.4. Questoes envolvendo a sequéncia de Fibonacci para se trabalhar

no ensino médio.

As questdes seguintes sao oriundas do material da Olimpiada de
Matematica do estado de Goias. O material e um link de acesso estio citados nas

referéncias em [18]:

1) Prove as seguintes propriedades dos numeros de Fibonacci:
a) (a))-(a,) +(a,).(ay) +...+(a,, )(a,,) = (a,,), VneN*.
Solugao: Iremos demonstrar essa propriedade usando indugéo finita sobre n.

Para facilitar podemos escrever a expressao do seguinte modo:
2
S(%‘ﬂ_l)_(a“) =(a,)).(a,)+(ay).(a;)+...+(a,, )(a,,)=(a,,)
i) Vamos verificar a validade da propriedade para n = 1:
2 2 2
Sty = (@21)", teremos: Sy ,) = Wty =1.1=(ay)" =17 =1
ii) Vamos considerar como nossa hipotese de indugéo:
2
S(az_q,l).(az_q) =(a))(a,)+(a))(a;) +...+ (aZ.q—1)°(a2.q) = (aZ.q) ,

Vge N*.

_ 2
iii) Teremos: S(az'q_1 )(ay,) (a2_q) , agora devemos mostrar que a

propriedade também é valida para n = g +1, somemos em cada membro o0 que seria

a parcela seguinte da soma que aparece na propriedade, podemos escrever:

2
(a2.q )‘(a2.q+l) + S(az'q_1 Mar,) — (a2.q )'(a2.q+1) + (a2.q) :
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(a2.q)'(a2.q+l) + S(az_q_l).(azq) = (a2.q )'(a2.q+l + aZ.q) = (aZ.q )'(aZ.q+2) :

Mais uma vez, iremos somar em cada um dos membros o0 que seria a

proxima parcela da soma, teremos:

(aZ.q+1)'(a2.q+2) + (aZ.q )'(aZ.qH) + S(az‘q_l).(azq) = (aZ.q )'(aZ.q+2) + (aZ.q+1)'(a2.q+2) ,

2
S(azq+1 )ty g) (a2.q+2)'(a2.q + a2.q+l) = (aZ.q+2)'(a2.q+2) = (a2.q+2)

Sendo assim vemos que a propriedade é verdadeira.

2
b) (¢)-(a,) +(a))(a;) +...+(ay,)(a,,,) =(a,,,)" —1, VvneN*.
Solugao: Podemos demonstrar essa propriedade usando indugao finita sobre n,

para facilitar vamos escrever o seguinte:

S, v,y = @@ +(a,)(ay) +...+(a,,)(a,,.) = (a,,,,, )’ -1

i) Vamos verificar a validade da propriedade para n = 1:

St = (@) =1=(a) ~1=2"~1=4-1=3

Realmente: S(az).(%) = (al)'(az) + (az).(a3) =1.1+1.2=1+2=3

ii) Consideremos como nossa hipétese de indugao:

2
S(az’q)_(az'qﬂ) =(a,)).(a,)+(a,).(a;))+...+ (azz_q7 ).(az_q+1) = (az.qﬂ) -1
VgeN*.

_ 2
iii) Teremos: S(az_q)_(az_qﬂ) - (az_q+1) -1 , agora devemos mostrar que

a propriedade também é valida para n = g +1, somemos em cada membro o que

seria a parcela seguinte da soma que aparece na propriedade, podemos escrever:
2
(aZ.qH )'(aZ.q+2) + S(azq).(az‘qﬂ) = (aZ.qH )'(aZ.q+2) + (aZ.q+1) -1,
(aZ.q+l )'(aZ.q+2) + S(az.q).(az.qﬂ) = (a2.q+1 )'(a2.q+2 + a2.q+l) -1

(a2.q+1 )'(a2.q+2) + S(azq).(azqﬂ) = (a2.q+1 )‘(aZ.q+3) -1

Mais uma vez, iremos somar em cada um dos membros o que seria a proxima

parcela da soma, teremos:
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(@5,412)(82.413) + (0201 @2.012) + S, ) =
= (a2_q+1 )°(a2_q+3) + (a2.q+2 )'(aZ_q+3) -1,
S(az,q+2 )(a3,413) - (a2~‘J+3 )'(a2~fJ+1 T a2-q+2) -1 ,

S(aZ.q+2)'(a2,q+3) = (az.q+3 )'(az,q+3) -1 ,

_ 2
S(“z.q+2 )(ayg3) (a,,5) —1.

Sendo assim vemos que a propriedade é verdadeira.

c) na,+(n-D.a,+(n-2)a;+..+2.q, ,,+a,=a,,—(n+3), para Vne N*.
Solugao: Mais uma vez vamos utilizar indugao finita sobre n:

i) Inicialmente vamos comprovar a validade da propriedade paran =1,
teremos: la, =1=q,,,-(1+3)=a,-4=5-4=1.

i) Consideremos como nossa hipétese de indugao:
ga,+(q—1.a,+(q-2)a,+...+2.a

@ ta,=4a,,—(q+3), paravVge N*.

iii) Temos: gq.a, +(q¢-1).a,+(¢-2).a; +..+2.a,, +a,=a,,—(q+3), da
propriedade 2.8 sabemos que: S, =a,,, -1, para n>1, onde S, é a soma dos n
primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, podemos escrever, S,,, =a,,; —1

q+3 ’
sendoque: S, =a +a,+a;+..+a,+a,, =a,,—1, vamos somar essa Ultima
igualdade com a igualdade da hipotese de inducgéo:

qa,+a +(@q-Da,+a,+..+2.a,, +a,, +a,+a,+a,,=a,,+a,,—(g+3)-1
(g+D.a,+(q).a, +(q=D.a; +...+3.a,,, +2.a,+a,, =a,;—(q+4). Sendo

assim a propriedade é verdadeira.

d) g, +2.a,+3.a,+..+na,=na,,—a,,+2, para Vne N*.

Solugao: Para facilitar podemos escrever a expressao do seguinte modo:

Sn.a =nda,,—a,;+ 2. Vamos utilizar o método da indugéo finita sobre n:

n

i) Vamos comprovar a validade paran =1,
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S, =la,-a, ,+2=la,—-a,+2=2-3+2=1,

.a;

i) Considerando como nossa hipotese de indugéo:
Sq.aq =q.4d,,—d, s +2 , para Vge N*.
iii) Agora devemos mostrar a validade da propriedade paran = q +1,

partindo de Sq.aq =q.4,, 0,3 +2 , podemos somar aos dois membros a parcela:
(g+ 1).aq+1 , teremos:
(q + 1)'aq+l + Sq.aq = (q + 1)‘aq+l + q'aq+2 - aq+3 + 2 ’

S(q+1).aq+l =(q+ 1)'aq+1 tq.a,,+a,,—d,,—d, ;T 2

S(q+1).aq+1 =(g+ 1)‘aq+l +(q+ 1)'aq+2 - (aq+2 + aq+3) +2
S(q+1).aq+l =(qg+D.(a,, +a,,)-(a,,+a,;)+2

S(qﬂ),aq+1 =(q+ 1)-(aq+3) - (aq+4) +2  Sendo assim a propriedade é verdadeira.

2) Determine todas as progressoes aritméticas de trés termos da sequéncia de
Fibonacci.

Solugao: Como ja foi comentado na pagina 19 desse trabalho, alguns autores
consideram a sequéncia e Fibonacci comeg¢ando com o zero, (0, 1,1, 2, 3,5, 8, ...),
mas nesse trabalho estamos considerando a sequéncia de Fibonacci iniciando do 1,
e podemos notar que a sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia crescente formada
por numeros naturais, nesse tipo de sequéncia numérica em se tratando de média
aritmética entre dois termos, o termo de maior valor entre as parcelas da média nao
pode ser o dobro da média, vamos considerar o termo que é o resultado da média

] 2a,+X
como sendo 4, , teriamos: a, =

, 2a,=2a,+X , eassim: X=0. Sendo

que o zero nao pertence a sequéncia, desse modo vemos que a parcela de maior
valor na média aritmética entre dois termos dessa sequéncia deve ser menor que o

dobro da média, vamos achar possiveis valores para o termo de maior valor da

média. Sendo ) temos: an+2 = an+l + an = an + an—l + an = 2an + an—l .
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Vemos que esse valor analisado sera maior que o dobro da média
aritmética considerada, e é claro que nao podemos tomar nenhum termo maior que

esse, pois a sequéncia de Fibonacci é crescente, entdo s6 nos resta analisar o caso

em que a maior parcela dessa médiasera 4,,, . Temos: q,,, =a, +a,_, . Assim,
vemos que 4,,; é o Unico termo maior que @, e menor que 2an . Vemos que

a,., é o Unico termo que pode formar uma (P. A.) com &, | para calcular o termo
de menor valor basta trabalharmos com a média aritmética, teremos:
_a,,tX
an - ,
2

2an =d +X an +an _an+l = X’ an + an—l +an—2 _(an +an—1) = X’

n+l ’
e assim, temos: @, , = X .
Entdo, as progressdes aritméticas de trés termos que podemos formar

sendo os elementos nimeros de Fibonacci sdo: (a, ,,4a,,4a,.,).

3) Mostre que nao existem quatro termos da sequéncia de Fibonacci em progressao
aritmética.

Solugao: Para demonstrar esse fato vamos trabalhar com a informagao obtida na
questao anterior, de que as progressdes aritméticas com trés termos sendo esses

termos elementos da sequéncia de Fibonacci seguem o padrao seguinte:

(a,,,a,,a,,), vamos supor que o termo @, seja um quarto elemento da (P.A.).

n+l

Trabalhando com as caracteristicas de uma (P.A.) temos: a,,, +(a,—a, ,) =a,,

pois (a,—a, ,) é arazao da (P.A.). Sabe — se que em uma (P.A.) um termo mais a

razao da (P.A.) resulta no termo seguinte. Entdo podemos escrever:

an+1+an_an 2 =a

- n

n—4a,,=a,,teremos:

a,,=a,+a,,,

n+2

Como q, >a,,, ndo podemos ter 4,,, =d, +4a, , sendo a, um numero de

n+l
Fibonacci. Sendo assim mostramos que ndo existe @, de modo que essa sequéncia

seja uma (P.A.), nessa questdo usamos o método de demonstragéo por absurdo.
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CONCLUSAO

Nessa pesquisa conseguimos perceber a importancia das sequéncias
numeéricas com uma énfase na sequéncia de Fibonacci e pudemos comprovar que
essa sequéncia realmente € um caso a parte quando se trata de sequéncias
numéricas, isso por conta das inumeras propriedades existentes, das relagdes que
existem entre essa sequéncia e outros tépicos matematicos, por exemplo, a
curiosidade observada com os determinantes que tem elementos da sequéncia
dispostos em certa ordem e a relagdo com o triangulo de Pascal.

Além disso, percebemos algumas das varias aplicagdes que podemos
encontrar para a sequéncia de Fibonacci, por exemplo, uma melhor captagcao de
energia solar, fora as aplicagdes mais conhecidas, mas que também s&o muito
interessantes.

Uma sequéncia numérica tao especial ndo pode deixar de ser
apresentada aos alunos do ensino basico, por isso, foi mencionada uma sugestao
simples de como se trabalhar com essa sequéncia de acordo com os assuntos que
ja foram estudados pelos alunos e que sao essenciais para a compreensao da
sequéncia de Fibonacci com as suas caracteristicas e aplicagdes.

Fora essa sugestado, apresentamos a resolugédo de algumas questdes de
Olimpiada de Matematica que envolvem a sequéncia de Fibonacci, isso para
estimular o desenvolvimento dos alunos nessa parte que é de grande importancia na
matematica, que é a parte das demonstracoes.

O trabalho com a sequéncia de Fibonacci sem duvida sera extremamente
vantajoso para despertar o interesse dos alunos, estimular o raciocinio matematico e
na percepcao da aplicagdo dos assuntos matematicos em situacdes do nosso

cotidiano.



54

REFERENCIAS

[1]1 BIEMBENGUT, M. S. Numero de Ouro e secg¢ao aurea: consideragdes e
sugestdes para sala de aula. Blumenau: FURB, 1996.

[2] BOYER, Carl. B. Historia da Matematica. S&o Paulo: Edgard Blicher, 1974.

[3] CAMARA, M. A.; RODRIGUES, M. S. O Nimero ®. — FAMAT em Revista, n°11,
p. 81-184, 2008.

[4] Hefez, Abramo, Elementos de Aritmética,SBM, 2011.

[5] HUNTLEY, H. E. A Divina Proporgédo: um ensaio sobre a beleza na Mate-
matica. Traducéao: Luis Carlos Ascéncio Nunes. — Brasilia: Editora da UnB, 1985.

[6] LIVIO, Mario. Razao Aurea: a histéria de fi, um nimero surpreendente. 6.ed.
Rio de Janeiro: Record, 2011.

[7]1 ZAHN, Mauricio. Sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro. Rio de
Janeiro: Ciéncia Moderna, 2011.

[8] Magalhaes, Cicero T. B. Sequéncia de Fibonacci, Revista Eureka!, n° 21.

[9] Elon Lages Lima. O PRINCIPIO DA INDUCAO, Revista Eureka!, n° 3.

[10] <http://pt.wikipedia.org/wiki/Numero_de Fibonacci> Acesso em: margo/2013

[11] <http://pt.wikipedia.org/wiki/Sequéncia (matematica)> Acesso em: margo/2013

[12] <http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib1.htm>
Acesso em: abril/2013

[13] <http://rotinadigital.net/wordpress/garoto-de-13-anos-revoluciona-tecnologia-
solar-a-partir-das-arvores/> Acesso em: abril/2013




55

[14] <http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/fibonacci/seqfib2.htm>
Acesso em: maio/2013

[15] <http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/> Acesso em: maio/2013

[16] <http://www.youtube.com/watch?v=QaWepnGWRs8> Acesso em: maio/2013

[17]<http://www.uff.br/sintoniamatematica/matematicaenatureza/matematicaenaturez
a-html/audio-flores-br.htmI> Acesso em: junho/2013

[18] Revista da olimpiada de matematica do estado de Goias n° 4 — abril de 2003
<http://omeg.mat.ufg.br/uploads/36/original r4.pdf#page=61> Acesso em:
junho/2013

[19] Lima, Elon Lages. A matematica do ensino médio - volume 1/Elon Lages Lima,
Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner, Augusto César Morgado - 9.ed. - Rio
de Janeiro: SBM 2006

[20] Martinez, Fabio Brochero; et al. Teoria dos numeros: um passeio com primos e
outros numeros familiares pelo mundo inteiro / Fabio Brochero Martinez; et al. 2 ed. -
Rio de Janeiro: IMPA, 2013



