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Resumo

Este trabalho aborda a importancia das Equacoes de Recorréncia e suas aplicacoes no ensino
médio, destacando como elas podem ser usadas para modelar padroes matemaéaticos discretos.
Além disso, discutimos como os modelos continuos podem ser representados por meio das
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs), permitindo a anélise e a compreensao de fend-
menos dindmicos em diversas areas. As EDOs sao equagoes que envolvem funcgoes e suas
derivadas, desempenhando um papel crucial na modelagem de fendmenos em diversas areas,
como fisica, biologia e economia. Por outro lado, as Equagdes de Recorréncia sao féormulas
que definem uma sequéncia de niimeros em termos dos valores anteriores, sendo amplamente
utilizadas em problemas de contagem, andalise de algoritmos e séries temporais. Inicialmente,
apresentamos uma introducao tedrica a modelagem matematica e as EDOs, em seguida,
discutimos as Equacoes de Recorréncia, com foco na resolucdo de recorréncias lineares ho-
mogéneas de primeira ordem e de segunda ordem. Exemplos praticos, como a Sequéncia de
Fibonacci e o problema da Torre de Handi, sdo utilizados para ilustrar esses conceitos. A
integracao das Equagdes de Recorréncia no curriculo da educagao bésica é sugerida como
uma forma de estimular o pensamento algoritmico e a compreensao de padroes matematicos.
Propomos atividades didaticas que envolvem solucionar problemas baseados em recorréncias
e analisar os resultados dessas atividades. Por fim, argumentamos que a introducao de con-
ceitos de recorréncia no ensino médio pode fortalecer as habilidades matematicas dos alunos,
prepara-los melhor para estudos avancados em matematica e ciéncias aplicadas, e alimentar
um interesse maior pela disciplina. O trabalho conclui com recomendagoes para professores
sobre a implementagao dessas praticas pedagogicas.

Palavras-chave: Sequéncia; Equacoes de Recorréncia; Modelagem Matematica; Aplicacao
no ensino médio.



Abstract

This dissertation addresses the importance of Recurrence Equations and their applications
in high school, highlighting how they can be used to model discrete mathematical patterns.
Furthermore, we discuss how continuous models can be represented through Ordinary Dif-
ferential Equations (ODE), allowing the analysis and understanding of dynamic phenomena
in different areas. ODE are equations involving functions and their derivatives, playing a
crucial role in modeling phenomena in various areas, such as physics, biology and economics.
On the other hand, recurrence equations are formulas that define a sequence of numbers in
terms of previous values, and are widely used in counting problems, algorithm analysis and
time series. Initially, we present a theoretical introduction to mathematical modeling and
ODEs, then we discuss Recurrence Equations, focusing on solving homogeneous linear recur-
rences of first order and second order. Practical examples, such as the Fibonacci Sequence
and the Tower of Hanoi problem, are used to illustrate these concepts. The integration of
Recurrence Equations into the basic education curriculum is suggested as a way to stimulate
algorithmic thinking and the understanding of mathematical patterns. We propose teaching
activities that involve solving problems based on recurrences and analyzing the results of
these activities. Finally, we argue that introducing concepts of recurrence and in high school
can strengthen students’ mathematical skills, better prepare them for advanced study in
mathematics and applied sciences, and nurture a greater interest in the subject. The work
concludes with recommendations for teachers on implementing these pedagogical practices.

Keywords: Sequence; Recurrence Equations; Mathematical Modeling; Application in high
school.



0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

1.1

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Lista de Figuras

Aplicacao da Atividade . . . . . . . . ..
Resposta do aluno A19 para palitos formando quadriculados. . . . . . . . ..
Resposta do aluno A1l para a sequéncia de figuras com bolinhas. . . . . . .
Resposta dos alunos as perguntas de 1 a 6 do questionario. . . . . . . .. ..
Resposta do aluno A7 para a pergunta 8 do questionario. . . . . . . . .. ..

Etapas da Modelagem Matematica . . . . . .. .. ... ... ... .....

Evolucao anual da capitalizacao . . . . . . . .. .. ... ... ...
Capitalizagdo e Amortizagdo . . . . . . . . . ...
Torre de Handi . . . . . . . . . . .
Movimento com um disco . . . . . . ...
Movimento com trés disco . . . . . . . ..o
Divisao do Plano em regides . . . . . . . . . . ... .
Numeros poligonais . . . . . . . . . . ...

Aplicacao da Atividade . . . . . . . . ..
Resposta do aluno A19 para palitos formando quadriculados. . . . . . . . ..
Resposta do aluno A1l para a sequéncia de figuras com bolinhas. . . . . . .
Resposta dos alunos as perguntas de 1 a 6 do questionario. . . . . . . .. ..
Resposta do aluno A7 para a pergunta 8 do questionario. . . . . . . . .. ..

O 00 3 O Ot



0.1

2.1
2.2

3.1

Lista de Tabelas

Resultado da Atividade Pratica (%) . . . . . . . . ... .. ... .. ... 7
Quantidade minima de movimentos pelo nimero de discos . . . . . . .. .. 44
Quantidade maxima de regides por cortes num plano . . . . . . .. ... .. 46
Resultado da Atividade Pratica (%) . . . . . . .. ... ... ... ... 57



Sumario

Introducao

1 Recorréncia

1.1 Modelagem Matematica . . . . . . . . . . .. ...
1.2 Equagoes Diferenciais . . . . . . . . ...
1.2.1  Solucao de uma Equacao Diferencial Ordinaria . . . . . . . .. .. ..
1.2.1.1 Problema de valor Inicial . . . .. ... ... ... .....

1.2.2  Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Primeira Ordem . . . . . . .
1.2.2.1 Método das Variaveis Separadas . . . . . . . . .. ... ...

1.2.3 Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Segunda Ordem . . . . . . .

1.3 Sequéncia . . . . . . ..
1.3.1 Progressao Aritmética (PA) . . . ... ... .. .. L
1.3.2  Progressao Geométrica (PG) . . . . . . ... ... oL,

1.4 Equacoes de Recorréncias Lineares de Primeira Ordem . . . . . . .. .. ..
1.5 Equacoes de Recorréncias Lineares de Segunda Ordem . . . . . .. ... ..

2 Aplicagoes
2.1 Juros Compostos . . . . . . ...
2.2 Capitalizacdo . . . . . . ..
2.3 Amortizagdo . . . . ...

2.4 Torrede Handi . . . . . . . . . . .
2.5 A Pizza de Steiner . . . . . ...
2.6 Numeros Figurados . . . . . . . .. .. L o

3 Aplicagao da atividade

4 Consideragoes Finais

Referéncias

Apéndice

A Atividade aplicada na sala de aula

B Questionario

12
12
14
16
16
17
17
19
21
21
23
25
27

30
30
31
32
35
38
40

45

53

55

57

58

67



Introducao

A introducao de conceitos matematicos avangados no ensino médio é uma abordagem
com a intencao de fortalecer a base educacional e preparar os estudantes para desafios aca-
démicos e profissionais futuros. Entre esses conceitos, as Equacoes de Recorréncia emergem
como uma ferramenta para a formacao de modelos matematicos, resolucdo de problemas
complexos e andlise de padroes. Elas conectam teoria e pratica, oferecendo uma perspec-
tiva sobre como problemas reais podem ser estruturados e solucionados através de modelos
matematicos.

Ao participar do Programa OBMEP! na escola? de 2020 a 2022, através do material
de apoio disponibilizado para as aulas com os grupos de estudos formados pelos alunos, pude
perceber que as questoes que mais interessavam aos alunos eram as que envolviam algum
padrao. Eles discutiam entre si a resolucao das questoes, conseguindo encontrar o resultado
por meio de uma sequéncia. Assim, ao ingressar como discente no PROFMAT e estudar
Matemaética Discreta, pude relacionar essas questoes que apareciam na prova da OBMEP
com o conceito de recorréncia.

As Equagoes de Recorréncia podem ser aplicadas para resolver problemas do mundo
real e seu estudo pode contribuir para o desenvolvimento do raciocinio légico e matemético
dos alunos, pois ¢ comum a percepc¢ao de alguns padroes que acontecem no dia a dia. Um
exemplo disso sao os horéarios de uma linha de 6nibus qualquer, que pode ser de meia em
meia hora ou de uma em uma hora, dependendo de cada linha. E possivel notar como esses
eventos se relacionam ao longo do tempo analisando o aumento ou diminui¢ao das variaveis.

Essas variaveis podem mostrar um crescimento linear, como em processos de fabrica-
¢ao e producao nas industrias, ou exponencial, como no célculo de juros compostos. Através
das Equacoes de Recorréncia é possivel entender como esses eventos ou valores estao conec-
tados de forma sequencial, permitindo compreender como as mudancas acontecem ao longo

do tempo. Trabalhar com Equacoes de Recorréncia exige que os alunos pensem de forma

1Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas.

20 programa OBMEP na escola ¢ voltado para formacdo de professores a fim de adotar novas praticas na
sala de aula e selecionar e criar grupo de estudos com os alunos com a finalidade de preparéd-los para as
provas da OBMEP; E promovido com recursos do Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovaces (MCTI) e
do MEC, com apoio do IMPA e da SBM e Patrocinio da fundacgao Itau social por meio de bolsas oferecidas
aos professores participantes.
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abstrata e depois aplique o pensamento recursivo. Assim, eles desenvolvem habilidades para
resolver problemas, pois aprendem a identificar a raiz do problema e depois a soluciona-lo.

Neste trabalho, abordaremos o ensino das Equagoes de Recorréncia no ensino médio,
explorando sua intersecao com a modelagem matematica e as equagoes diferenciais ordinarias
(EDOs), além de sua aplicagao pratica em atividades aplicadas na escola com o o objetivo
de propor o estudo de Equacao de Recorréncia no ensino médio composta por uma ativi-
dade envolvendo modelagem de situagoes reais, mostrar que as Equagoes de Recorréncia sao
estudadas no ensino médio, expressar o padrao de uma sequéncia por meio de Equacao de
Recorréncia e resolver questoes da OBMEP utilizando Equacao de Recorréncia.

Esta dissertagao sera dividida em trés capitulos, cada um focado em um aspecto espe-
cifico do tema, proporcionando uma visao abrangente sobre como as Equagoes de Recorréncia
podem ser integradas ao curriculo de forma eficaz.

O capitulo 1 contextualiza a importancia das Equacgdes de Recorréncia no ambito
da modelagem matemaética e das equagoes diferenciais ordinarias (EDOs). A modelagem ma-
temdtica, segundo Bassanezi (2002), é um mecanismo essencial para traduzir problemas do
mundo real em estruturas matematicas que podem ser analisadas e resolvidas. As EDOs,
por sua vez, sao fundamentais para modelar mudancgas continuas ao longo do tempo, esta-
belecendo a base para a compreensao de sistemas dindmicos. Ao introduzir esses conceitos
no ensino médio, os alunos podem perceber como as equagdes podem representar fenome-
nos naturais e processos complexos de maneira precisa e previsivel. A relagdo entre EDOs e
Equagoes de Recorréncia sera explorada, demonstrando como ambas podem ser usadas para
resolver problemas similares em diferentes contextos.

Também no capitulo 1, focaremos na andlise de sequéncias e nas progressoes arit-
méticas (PA) e geométricas (PG), que sdo introduzidas como casos especiais de Equagoes
de Recorréncia. Essas progressoes servem como ponto de partida para o entendimento das
Equagoes de Recorréncia de primeira e segunda ordens, que sao formuladas e resolvidas com
base em suas propriedades. Este capitulo abordard a identificacdo de padrdes em sequéncias,
a formulacdo de Equacgoes de Recorréncia associadas e suas solugoes. Compreender como
construir e resolver essas equagoes prepara os alunos para aplicar métodos matematicos em
problemas iterativos e cumulativos.

O capitulo 2 demonstra a aplicacao das Equagoes de Recorréncia através de exemplos
praticos que ilustram sua utilizacdo em diferentes contextos. Serdo apresentados exemplos
classicos como a Torre de Handi, nimeros poligonais, questoes da OBMEP e a previsao
de comportamentos econdémicos. Cada exemplo sera detalhado, destacando a formulacao da
Equacao de Recorréncia, a solucao obtida e a interpretacao dos resultados. Esses exemplos

visam mostrar aos alunos como conceitos matematicos abstratos podem ser aplicados para
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resolver problemas reais, reforcando a relevancia das Equacoes de Recorréncia na anélise de
sistemas que evoluem ao longo do tempo.

Por fim, o capitulo 3, relata a implementagao de uma atividade pratica baseada em
Equacoes de Recorréncia realizada na Escola Estadual de Ensino Médio Professor Benicio
Lopes em Castanhal, Pard. Esta atividade envolvera a revisdo e a aplicacdo de conceitos
matematicos aprendidos para resolver problemas propostos, documentando suas descober-
tas e conclusoes. A metodologia usada para desenvolver essa atividade foi, primeiramente,
regatar os conhecimentos prévios dos alunos sobre o conceito de Equagoes de Recorréncia,
destacando sua importancia e aplicagdo em diversas areas da matematica e das ciéncias,
utilizando exemplos simples para ilustrar como elas podem ser usadas para resolver proble-
mas sequenciais. Durante essa etapa, o professor forneceu suporte e orientacao, ajudando os
alunos a identificar a estrutura recorrente nas questoes e a formular as equagdes correspon-
dentes. Posteriormente, os alunos receberam uma atividade com questoes selecionadas, em
sua maioria da OBMEP, que envolvem a aplicagdo de Equacoes de Recorréncia. Os alunos
foram orientados a resolver as questoes de forma individual ou colaborativa. Apds a resolucao
das questoes, cada aluno respondeu um questionario de autoavaliagao. O questionario incluia
perguntas objetivas e subjetivas sobre a compreensao dos conceitos abordados, a eficicia dos
métodos de resolucao e a confianca na resolucao das questoes e desafios futuros. Essa expe-
riéncia tem o objetivo de mostrar como atividades praticas podem fortalecer o entendimento
conceitual e o engajamento dos alunos com a matematica.

Os graficos mostrados nas aplicagdes e nos resultados foram feitos com um programa
desenvolvido na linguagem R, disponivel em Team (2013).

A abordagem das Equagoes de Recorréncia no ensino médio oferece uma oportu-
nidade tnica para enriquecer a educagao matematica, proporcionando aos alunos métodos
para andlise e resolucao de problemas. Esta dissertagao busca demonstrar como trabalhar as
Equagoes de Recorréncia na educacao basica pode melhorar a compreensao dos alunos sobre

modelagem matematica, progressoes e aplicagoes praticas.



Recorrencia

1.1 Modelagem Matematica

Através de modelos matematicos podemos representar situagoes do mundo real. Esta
abordagem envolve o uso de equagoes e outras estruturas matematicas para traduzir esses
problemas. Ao criar esses modelos, o pesquisador em questao podem explorar cenérios hipo-
téticos, testar hipoteses e obter informagoes valiosas sobre os sistemas em estudo.

E necessario recolher toda a informacao relevante, identificar as principais varidveis
que afetam o fenémeno e estabelecer as conjecturas que servem de base ao modelo. Esta
etapa requer uma analise cuidadosa do contexto e dos requisitos do problema, bem como a
compreensao de como as variaveis se relacionam ou dependem uma da outra.

A modelagem matematica de uma situacao ou problema real geralmente segue uma

sequéncia de etapas bem definidas, como na Figura 1.1:

Figura 1.1: Etapas da Modelagem Matematica

EXPERIMENTACAO ABSTRACAO RESOLUCAO

APLICACAO VALIDACAO

FONTE: Adaptado de (BASSANEZI, 2002).

o Experimentacao: Identificacao do Problema, ou seja, compreender e descrever clara-
mente o problema ou a situacao real que precisa ser modelada especificando os objetivos

da modelagem, o que se deseja alcangar ou prever com o modelo.
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o Abstracao: Formulacao do Modelo, isto é, identificar as varidveis importantes que in-
fluenciam o problema, fazer suposi¢oes simplificadoras que tornem o problema tratavel
matematicamente e traduzir a situagdo real em termos matematicos, desenvolvendo

equagoes ou relagoes que descrevam o comportamento das variaveis.

e Resolugdo do Modelo: De modo a selecionar métodos matematicos ou numéricos apro-
priados para resolver as equagoes do modelo, realizando os calculos ou simulagoes ne-

cessarias para obter solugoes.

o Validacao: Interpretar os resultados obtidos na linguagem do problema original, verifi-
cando se fazem sentido no contexto real e comparar as previsdes do modelo com dados

reais ou experimentais para verificar sua precisao e validade.

o Aplicagao: Aplicar o modelo para fazer previsoes, tomar decisoes ou resolver problemas
especificos e apresentar os resultados e as conclusoes de forma clara e compreensivel

para todas as partes interessadas.

No ensino basico, a modelagem matematica pode ser inserida em varios contextos
que vao além do simples aprendizado de conceitos matematicos. O objetivo é ajudar os alunos
a desenvolverem habilidades de pensamento critico e analitico, uma vez que eles precisam
interpretar situacgoes reais, identificar variaveis relevantes e formular hipéteses. Esse processo
exige que eles pensem de forma logica e criteriosa, habilidades essenciais em muitas areas do
conhecimento e da vida cotidiana.

Através da modelagem, os alunos veem como a matematica pode ser aplicada a
situagoes do mundo real. Isso torna o aprendizado mais relevante e interessante, ajudando os
alunos a perceberem a utilidade da matematica fora da sala de aula aprendendo a resolver
problemas praticos, como calcular custos, analisar dados, ou entender fenémenos naturais.
O que envolve a resolucao de problemas complexos que nao tém uma tnica solugado correta.
Isso incentiva os alunos a explorarem diferentes abordagens e estratégias, desenvolvendo a
capacidade de resolver problemas de forma criativa e inovadora. Além disso, incentiva os
alunos a fazerem conexoes entre diferentes areas do saber, como por exemplo, em ciéncias,
com cultura de bactérias, em geografia com o crescimento populacional, entre outras.

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), em uma das compe-

téncia especificas de matematica para o ensino médio, devemos

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus cam-
pos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade
e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
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diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequa-
cao das solugdes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.
(BRASIL, 2018)

Ao trabalhar com problemas e projetos que sao relevantes e significativos para eles,
os alunos tendem a se sentir mais engajados e motivados para aprender. A modelagem mate-
matica pode tornar o aprendizado mais dinamico e interessante, aumentando a participacao
ativa dos alunos. E muitas desses problemas, envolvem o uso de tecnologia, como software de
simulagao e anélise de dados. Isso ajuda os alunos a desenvolverem competéncias tecnolégicas
que sao cada vez mais importantes no mundo moderno.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) indicam que

A Matematica ciéncia, com seus processos de construcgao e validacido de con-
ceitos e argumentagoes e os procedimentos de generalizar, relacionar e con-
cluir que lhe sdo caracteristicos, permite estabelecer relacbes e interpretar
fenémenos e informagoes. As formas de pensar dessa ciéncia possibilitam ir
além da descrigdo da realidade e da elaboragéo de modelos. (BRASIL, 2000)

Dessa forma, a modelagem matematica no ensino bésico nao s6 ajuda a compreender
os conceitos matematicos, como também enriquece a formagao dos alunos em diversos campos
que possam vir a seguir, preparando-os para os desafios do mundo real e incentivando uma
aprendizagem mais profunda e integrada.

Segundo (BASSANEZI, 2002), modelos matematicos que relacionam variaveis por
meio de suas variagoes continuas sao formulados usando equagoes diferenciais, enquanto os
modelos discretos utilizam equacoes de diferencas.

Vamos estudar na proxima secao uma breve abordagem sobre Equagoes Diferenciais

e seus métodos para modelar fendomenos do mundo real.

1.2 Equacoes Diferenciais

Uma equagao diferencial é uma relacio matematica que envolve uma fun¢ao desco-
nhecida e suas derivadas. Essas equagoes expressam a maneira como uma func¢ao muda ao
longo de uma variavel independente e sao fundamentais em muitas areas como, por exemplo,
na economia, pois modelam fendmenos que envolvem taxas de variagao.

Uma equacao diferencial pode ser expressa na forma
dy d*y d™y

CY) =0 (1.1)

x?y? dl”d;pQ’ ’d{[}n
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ou

F(xayaylvyﬂv'” 7yn) =0 (12)
onde:
e x ¢ a variavel independente,

o y=y(z) é a funcdo desconhecida de z,

dy d2y d™y

de’ da?’ 7 dan

sao as derivadas de y em relagao a x,
e F é uma funcao conhecida que relaciona x, y e suas derivadas.

H4 dois tipos principais de equagoes diferenciais:
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) que envolvem derivadas em relagao a uma

unica variavel independente. Por exemplo, a equacao d—y = y ¢ uma EDO onde y é uma
x
funcao de x.
Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) que envolvem multiplas varidveis indepen-

dentes e suas derivadas parciais em relacao a essas variaveis. Por exemplo,

ou ov

Ay or’
A ordem de uma equacao diferencial é determinada pela maior derivada presente na
equacao. Por exemplo, se a maior derivada ¢é a segunda derivada y”, a equacgao ¢ de segunda
ordem. E é dita linear se a fungao F for expressa como uma combinag¢ao linear da funcao

desconhecida y e suas derivadas, ou seja, se ela pode ser escrita na forma:

dny dnfly
dxn—l

+~~+a1(az)ji+ao(:c)y=9(x), (1.3)

onde a;(x) e g(x) sao fungoes conhecidas de z. Caso contrario, a equagao é nao linear.
Uma equacao diferencial linear de ordem n é homogénea se expressa na forma 1.3,
onde a;(z) sdo fungdes de x e ndo ha termo independente (ndo relacionado a y ou suas

derivadas) e é dita autonoma se ela pode ser expressa na forma:

(T
dv Y dz’ “dan—1 )7

onde f depende apenas das derivadas da fungao e ndo da variavel independente .
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1.2.1 Solugao de uma Equacao Diferencial Ordinaria

Segundo Zill & Cullen (2001) a solu¢ao de uma EDO é uma fungao que possui pelo
menos n derivadas e satisfaz a equacao diferencial 1.1 para todos os valores de x num dado
intervalo I. A equagao pode conter solucao geral que abrange todas as solugbes possiveis e
geralmente inclui constantes arbitrarias ou solucao particular que é uma solugao especifica

obtida ao definir as constantes com base em condigoes iniciais.
Exemplo 1. (PIVA, 2016) Equagio diferencial: 2y’ +y = 0, Uma solugdo: y = e =.

Para verificar que de fato y é solugao, deriva-se a funcao em relacao a x:
/ot (1)
Assim:
2y +y = 2[e"2 (—%)] +e T =—e34e3=0.

1.2.1.1 Problema de valor Inicial

Uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) resolvida por meio de um Problema de
Valor Inicial (PVI) envolve encontrar uma fun¢ao que além de satisfazer a EDO, também

cumpre uma condicao inicial especifica.

Exemplo 2. Resolva por meio de um Problema de Valor Inicial a Equacao diferencial
d

% = —2xy, com y(0) =1

solugao:

Reescrevendo a equacao separando as variaveis, temos:

d
Y _ —2xdzx.
)

Integrando ambos os lados

1
/fdy:/—Zxdx
Y

Inly| = —2*+C

y=e"t0 = Ce

2

Yy = 016_

C

onde Cy = e é uma constante arbitraria. Como a condicao inicial é y(0) = 1, temos

y(0) = C1e® = C; = 1.
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22

Portanto, a solugdo do PVI é y = e~

1.2.2 Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Primeira Ordem

Uma EDO de primeira ordem é dita homogénea se pode ser escrita na forma:

dy

Lt Py = Q).

onde as fung¢oes P(x) e Q(x) sdo independentes de z.
Mostraremos adiante um método de resolucao de EDOs Lineares de Primeira Ordem,

o chamado Método das Variaveis Separadas.
1.2.2.1 Meétodo das Variaveis Separadas

Consideremos a equacao diferencial de primeira ordem:

dy _

Y — o)),

Primeiro, escrevemos a equacao de modo que todos os termos em y estejam em um lado e

todos os termos em x no outro lado.

1
@dy = g(z)dz.

Agora, integramos ambos os lados da equagao com respeito as suas variaveis.

/héﬂyz/gwﬂn

obtendo G(y) = H(z) + C, onde C ¢ a constante de integracao.

Exemplo 3. (GUIDORIZZI, 2011)Numa certa cultura de bactérias, a taxa de aumento é
proporcional ao niumero presente. Verificando-se que o niumero dobra em 2 horas, quantas

pode-se esperar ao final de 6 horas?

Solugao: A equacao diferencial que descreve a taxa de crescimento da populagao P(t)

de bactérias é:

dP
— =kP
dt ’

onde P(t) é o numero de bactérias no tempo ¢, e k é a constante de proporcionalidade. Para
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resolver essa equacao diferencial, separamos as variaveis e integramos ambos os lados, ficando:

dP
— = kdt

P
/ L [ kat
5P =
resultando em
In|P| =kt +C
onde C é a constante de integracdao. Simplificando, temos:
P = ekt+C _ eC . ekt_
Chamando e de P,, chegamos na solucdo geral:

P(t) = Pye*,

onde Py é o nimero inicial de bactérias no tempo ¢t = 0. Agora, sabemos que o numero
de bactérias dobra em 2 horas. Isso nos dd a condigdo inicial P(2) = 2P,. Substituindo na

solugao geral, temos
2P(0) = Pye?".

Dividindo ambos os lados por P, e fazendo os calculos necessarios, temos

2 = e

In2 =2k

in?2

k= —.
2

Queremos encontrar o nimero de bactérias P(6) ao final de ¢ = 6 horas. Substituindo na
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solucao geral, fica

P(t) = P ekt
P(G) = Poek6
P(6) = Pye® "’

Portanto, se o nimero de bactérias dobra em 2 horas, ao final de 6 horas, podemos esperar

que o numero de bactérias seja 8 vezes a quantidade inicial.

1.2.3 Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Segunda Ordem

Vamos nos atentar apenas, nesta segio, sobre Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes, que sdo as mais importantes uti-
lizadas na elaboracao de modelos.

Uma EDO de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes tem a forma:

d? d
v ,%

a—— +

dx? dx +ey =0,

onde a, b e ¢ sdo constantes.

Para resolver essa equagao, usamos uma equacao caracteristica associada dada por
ar? + br 4+ ¢ = 0 onde 7 é uma constante a ser determinada.

A solucao da EDO depende das raizes r e r5 da equacao caracteristica. Existem trés

casos possiveis, dependendo da natureza das raizes:

1. Raizes Reais e Distintas: Se a equacao caracteristica tem duas raizes reais distintas r;

e 19, a solugao geral é y(x) = Cre™* + Cye™”.

2. Raizes Reais e Iguais: Se a equagao caracteristica tem uma raiz real dupla r; = ry, a

solugao geral é y(x) = (C} + Cox)e™”.

3. Raizes Complexas Conjugadas: Se a equacao caracteristica tem raizes complexas con-
jugadas 7 o = a % 31, a solucdo geral é y(z) = e**(Cicos(Sz) + Cysin(fz)), onde a e

B sdo as partes real e imagindria das raizes, respectivamente
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As constantes C] e Cy sao determinadas pelas condigbes iniciais.

d?y dy

Exemplo 4. Resolva a Equacao Diferencial = + —5d— + 6y = 0, com y(0) = 1000 e
x x

dy

—(0) = 100.

7.(0)

Solugdo: A equacao caracteristica é dada por 7 —5r+6 = 0. Resolvendo essa equacao
caracteristica usando a forma quadratica obtemos as raizes 1, = 3 e ry = 2.
Logo, a solucio geral é y(z) = C1e3* + Cye??.

Substituindo y(0) = 1000 na equacao anterior, fica

y(O) = 0160 + 0260 = Cl + CQ = 1000.

Portanto:
C1 4+ Cy = 1000. (1.4)
d d
Agora, usando —y(O) = 100, e calculando —y, temos
dz dz
d
V3015 + 20ye™.
dx

Substituindo, na equacao anterior, x = 0, temos

d
%(0) — 3C1€° + 205¢° = 3C, + 2C, = 100.

Resultando em

3C 4 2C5 = 100. (1.5)
C1 4+ Cy = 1000
Juntando 1.4 e 1.5, temos o sistema
3C + 2C5 = 100.
Chegando em C; = —1900 e Cy = 2900. Assim, chegamos na solugao particular

y(z) = —1900€3® + 2900e2*.

A EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes foi resolvida
encontrando a equagao caracteristica, resolvendo-a para encontrar os valores de r, determi-
nando a solugao geral, e aplicando as condig¢oes iniciais para encontrar a solugao particular.

De acordo com os estudos de Melo & Andrade (2021), a resolugdo de Equagoes de
Recorréncia e EDOs sao analogas. A recorréncia linear é usada para formular e resolver

problemas de Matematica Discreta, ao passo que diversos problemas que envolvem Equacoes
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Diferenciais podem ser modelados por EDO lineares.

1.3 Sequéncia

Uma sequéncia numérica é uma lista ordenada de niimeros, onde cada niimero nessa
lista segue um padrao especifico ou uma regra predefinida. Essa regra pode ser simples, como
a sequéncia de nimeros naturais (1, 2, 3, 4, ...), ou pode ser mais complexa, envolvendo
operacoes matematicas, padroes geométricos ou logicos.

Existem problemas cujas solu¢oes dependem de uma sequéncia numérica na qual a
lei de formagao (ou termo geral) nao é explicitamente conhecida, dificultando a expressao
direta de qualquer termo da sequéncia. No entanto, de acordo com a natureza dessa sequéncia
podemos relacionar um termo qualquer com alguns de seus termos anteriores através de uma
Equacao de Recorréncia.

Uma sequéncia é uma funcao definida no conjunto dos niimeros naturais em que cada

n € N associa um nimero z,, € R.

Exemplo 5. Considere a sequéncia (2, 4, 6, 8, 10,...). Podemos observar que, cada termo,
a partir do sequndo, € igual ao termo imediatamente anterior somado com 2. Assim, essa

sequéncia é dada por x,.1 = T, + 2, com r; = 2.

Exemplo 6. Agora, considere a sequéncia (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...). Neste exemplo, um determi-
nado termo, a partir do terceiro, € iqual a soma dos dois termos anteriores. Logo, os termos

dessa sequéncia estao relacionados pela equa¢do Tpio = Ty + Tp, comxy =1 e x9 = 1.

Essas equagoes que relacionam os termos da sequéncia podem ser encontradas através
do método recursivo, isto é, por Equacao de Recorréncia. Na educacao basica, os tipos de

sequéncias mais conhecidas s@o a Progressao Aritmética e a Progressao Geométrica.

1.3.1 Progressao Aritmética (PA)

Uma progressao aritmética é definida como uma sequéncia numérica aq, as, as, ..., a,,
com n > 1, em que cada termo, a partir do segundo, é igual & soma do termo anterior com
um numero real constante, chamado razao da progressao.

E fundamental que, para determinar completamente uma PA, além de conhecermos
a razao r da sequéncia, também é necessario ter o conhecimento do seu primeiro termo a;.

Uma PA é do tipo a, = a,_1 + r, para todo n > 1. Ou seja, dado o primeito termo
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igual a ay, temos:

a; = ap

ay =ai +r

as = as +r
a4:a3+r
as = a4 +1r

Ap—1 = Qp_o+7T

Qp, = Qp_1+7T

Somando membro a membro cada termo anterior , temos que:

a+ay+az3+as+ ... +ap_1+a, =a1+a1 +as+azs+as+... +ap_1+r+r+r4+r+...+r

n termos (n-1) termos (n - 1) vezes

Efetuando os possiveis cancelamentos chegamos em a,, = a;+(n—1)r que é chamado

de Termo Geral da PA.

Agora, vamos provar por induc¢ao a validade do termo geral da PA para todon € N.

Fazendo n = 1, temos
an=a1+Mn—-1)r=a+((1-1)-r=a.

o que ¢ verdadeiro.
Supondo agora que ¢ verdadeira para algum n € N, queremos provar que ¢é verdadeira
para n + 1, ou seja, que a,y1 = a; + n - r. Somando r em ambos os membros de a, =

a; + (n —1) - r, temos

an+r=a+n—-1)-r+r

an +r=a,+n-r.
Como a1 = a, + r, temos
Upy1 = Qa1 +N-T.

Logo, a equacao é verdadeira para n + 1. Portanto, a formula é véalida para todo

numero natural n.
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Agora, chamando de S,, a soma dos termos dessa PA e efetuando essa soma, temos:

S,=a,+ay+az+ ...+ an_o+ ap_1+ a,. (1.6)
Ivertendo a ordem de 1.6, temos:

Sy =ap + Ap_1+ o+ ... +as+as+ay. (1.7)
Somando 1.6 e 1.7, temos:

25, = (a1 +ay)+ (aa+an_1)+ (azs+an_o)+...+(an_2+as)+(an—1+az)+ (a1 +a,). (1.8)

Como todo par de somas de 1.8 s@o iguais & soma dos extremos (a; + ay,), entdo:

25, =n(ay + ay).

Logo,

aq + an)

g, =™ ; (1.9)

que é a Soma dos Termos de uma PA.

1.3.2 Progressio Geométrica (PG)

Uma progressao geométrica é uma sequéncia de nimeros em que cada termo, a partir
do segundo, é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma constante chamada de razao.
Chamado de a,, 0 n-ésimo termo da sequéncia e ¢ de razao, uma progressao geométrica tem

a Equacao de Recorréncia
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Fazendo cada termo em funcao do termo anterior até o n-ésimo termo, temos:

a1 = aq

Gz = ay - q

_ _ _ 2
a3 =aQa2:-¢q=0ay-q-q=a-q

a4:a3-q:a1~q2'q:a1-q3

onde a, = a; - ¢"! é chamado de Termo Geral da PG.

Para demonstrar essa formula, podemos utilizar inducao matematica. Paran =1, o
primeiro termo da progressao geométrica ¢ dado por ai, que é igual a a; - ¢, onde ¢° = 1. O
que é verdadeiro.

Agora, Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n = k, com k € N | ou seja,
ap =ay - ¢"* (1.10)

queremos mostrar que isso implica que a féormula também é verdadeira para n = k + 1. Para

n =k+ 1, temos:

Qg1 = G+ g.
Substituindo a; por 1.10, temos:

aps1 = (a1 -¢" 1) ¢q
a1 =ay-¢" g

k
Ag+1 = Q1 - G

Portanto, mostramos que se a formula é verdadeira para n = k, entdao ela também
é verdadeira para n = k + 1. Assim, pela inducao matemaética, concluimos que a férmula
do termo geral da progressao geométrica a, = a; - ¢"~! é valida para todos os termos da
sequeéncia.

Agora, seja S,, a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica. Vamos
calcular a soma parcial dos termos da PG, multiplicando a soma de todos os termos por uma

razao comum q.
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Sn~q:(a1+a2+a3+...+an)-q
Spnq=(a1-q+as-q+az-q+...+a,) - q
Sp-q=(az+az+as+ ...+ ans1). (1.11)

Vamos subtrair .S,, da soma parcial multiplicada por ¢, ou seja, subtrair S,, de 1.11.

Entao,

Spq—Sp=(ag+as+as+...+ap1)— (a1 +az+az+...+ay)
an—Sn: (an+1—a1). (112)

A diferenca a,.1 — a; na expressao 1.12, é a diferenca entre o tltimo termo e o
primeiro termo de uma PG. Sabemos que o tltimo termo de uma PG finita é a, = a; - ¢" !,
entao a,,1 = ap - ¢". Portanto, a,41 — a1 = a1 - ¢" — a3 = ay - (¢" — 1). Substituindo essa

expressao em 1.12, temos que

(1.13)

que ¢é a férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica.

1.4 Equacoes de Recorréncias Lineares de Primeira Or-

dem

Segundo Dante & Viana (2020)

Quando uma sequéncia tem um padrao, ele pode ser explicitado de dife-
rentes maneiras, inclusive textualmente. Mas, em Mateméatica, é comum
descrevermos os termos de uma sequéncia numérica usando férmulas. A
férmula de recorréncia, por exemplo, expressa o valor do primeiro termo a;
da sequéncia e cada termo a,, a partir do segundo, em funcdo do termo
anterior a,_1, com n > 2. (DANTE; VIANA, 2020)

Em outras palavras, Equacoes de Recorréncia sao equagoes com tempo discreto, que
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relacionam o valor presente da varidvel, com um ou mais valores passados da mesma variavel.
Um exemplo cléssico é a equacgao de Fibonacci, F,, 1o = Fj,11 + F,.
Nesta se¢ao, vamos nos deter apenas nas Equagoes de Recorréncia lineares de pri-

meira ordem com coeficientes constantes que sao do tipo
Tpi1 = ax, +0b (1.14)

Este tipo de equagao, embora simples, aparece em uma grande variedade de situagoes
envolvendo modelos interessantes, que podem ser explorados na educacao basica. Tais mo-
delos envolvem, por exemplo, sequéncias numéricas, temas de matematica financeira, como
juros compostos, capitalizacdo e amortizagao, geometria, como por exemplo, no niimero de
diagonais de um poligono, nos nimeros poligonais, dentre outros.

A solugao dessa equagao é obtida por inducdo. Vamos, portanto, resolver a equacao
Tpi1 = AT, + b.

onde a, b sao constantes reais e a variavel x,, tera valor inicial xo. Temos, entao, na

sequéncia

Ty =axg+b

Ty = ax, + b= alaxy + b) + b= a*xry +ab+ b

T3 = ary + b = a(a’vo + ab+b) + b= a*xo +a*b+ab+b

x4 = axs +b=a(a®ro+ a’b +ab+b) +b=a'ze +a’b+ a’b+ab+b

Por indugao para o caso geral, temos
T, =a"zg+a"" b+ ... +a*b+ab+b=a"zy+ba 4+ ... +a*+a+1).

Logo, T, = a"wg + b(a™ ' + ... +a* +a+1).
Como a expressao no interior do paréntese é a soma de uma PG de n termos com

termo inicial igual a 1 e razao ¢ = a, temos que

a” —1

S, = .
a—1

Donde concluimos que

a” —1
o amzo+b , 1.15
x axo + (a—l) ( )
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Essa solucao é valida para a # 1. Quando a = 1, temos que x,, = xg + nb.
Exemplo 7. Encontre a solugdo da recorréncia x, = 2x,_1 + 3, com xo = 1.

Solucao: A recorréncia é do tipo 1.14 e sua solucao pode ser encontrada a partir de
1.15, logo com 2o =1, a = 2 e b = 3, temos
xn:2"-1+3<2n_1>
2—1
x, =2"4+3(2" 1)
Tp=2"+3-2"-3
T, =4-2"=3.

1.5 Equacoes de Recorréncias Lineares de Segunda Or-

dem

Estudaremos nesta segao recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas (que
nao possuem termo independente de z,,) com coeficientes constantes. Uma recorréncia linear
de segunda ordem com coeficientes constantes é uma equacao que descreve a relagao entre
um termo de uma sequéncia e os dois termos anteriores, expressa por uma equagao linear

que pode ser representada como:
Ty + PTp_1 + qTp_o =10 (1.16)

com ¢ # 0, pois se ¢ = 0, a equacao de recorréncia seria de primeira ordem.

Associaremos uma equacao do segundo grau a cada recorréncia linear de segunda
ordem homogénea com coeficientes constantes, como 1.16, chamada de equagdo caracteristica
que ¢é obtida ao substituir x,, = r™ na equagao de recorréncia. Assim, se tivermos a seguinte

recorréncia:
Tn + PTp—1 + qTp—2 = 0.
Ao substituir x,, = r", obtemos:

" pr" 4 g = 0.

2

Dividindo ambos os membros por r"~* (assumindo que r # 0) , obtemos:

r? +pr+4q=0.
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Dependendo dos valores dos coeficientes p e ¢, essa equacao caracteristica pode ter
diferentes formas. As raizes desta equacao, r; e ry, determinam o comportamento geral das

solugoes da recorréncia.

1. Se as raizes forem distintas, digamos r; # ry, entao a solugao geral da recorréncia sera

da forma z,, = Cir} + Cyry, onde C; e Cy sao constantes.

2. Se as raizes forem iguais, digamos r; = ry = r, entdo a solucao geral sera da forma

xn, = Cir" 4+ Conr™, onde C] e Cy sao constantes.

Exemplo 8. (MORGADO; CARVALHO, 2015) A sequéncia de Fibonacci é definida pela

TeCOTTENCILA:
Fn:Fn—l+Fn—2

com as condigoes iniciais Fy =0 e F; = 1.

) 1+5

= r+ 1 e suas raizes sdo v, = e

A equacdo caracteristica é dada por r

16

o =

Como a solugio geral é da forma F,, = Cir} + Carly, temos que

F, =G <1+2‘/5>n+02 (1_;5)”. (1.17)

Substituindo Foy =0 e Iy =1 em 1.17, temos o sistema

Cl+02:0
1 5 1—+5
Cy - +\/_+Cg~ \/_:1
2 12 1
cuja solucao é Cy = e Cyg = ———.

V5 V5

Substitindo C7 e Cy na solucao geral, obtemos:
1C+ﬁy 1C—ﬁy

NAE VA

Esta é a formula fechada para a sequéncia de Fibonacci que nos permite calcular o

F, =

n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci diretamente, sem a necessidade de calcular todos
os termos anteriores.
Como descrito por (MORGADO; CARVALHO, 2015) , se as raizes da equagio ca-

racteristica forem complexas, a solucao x,, = Cir} + Cor) podera ser escrita na forma trigo-
) 1 2
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nométrica para evitar calculos complexos, ficando da forma:
1 = p(cosf + isend) ro = p(cos® — isen @)

b

onde ry =a+biery=a—>biep=+a>+0b>e = arctan —. Entao, a solucao geral é dada
a

por z, = p"[C} cosnb + Cysen nd).

Exemplo 9. Resolva a recorréncia x, = 2x,_ 1 — 2T, _o

Solucdo: A equacao caracteristica ¢ dada por 72 — 2r 4+ 2 = 0. Resolvendo pela forma
quadrética as raizes sao r = 1+, que sdo complexas de modulo p = 1 e argumento principal

0= i%. Logo, a solugao é

x, = p"[Cy cosnb + Cysennb] = C cos n?ﬂ + C5 sen n?w



Aplicacoes

2.1 Juros Compostos

O conceito de juros pode ser entendido como uma espécie de aluguel pelo uso de um
valor em dinheiro, o capital, durante um certo periodo de tempo. Ele ¢é calculado como uma
porcentagem sobre o valor do capital. Quando o calculo é feito sempre sobre o valor inicial do
capital, temos os juros simples, quando ele é calculado sobre o valor atual do capital, temos
os juros compostos. Dessa forma, um capital C, rende juros compostos de ¢ por cento durante
cada periodo de tempo. Para calcular o montante apés n periodos, precisamos construir um
modelo discreto que varie a cada periodo de tempo. Assim, se chamarmos de x,,; o valor
do montante no periodo seguinte, ele sera dado pelo montante atual, x,, mais os juros do

periodo calculados sobre esse montante atual.
Tptl = Ty + 12,

ou
Tpr1 = (1 +19)x,

Essa é uma Equagao de Recorréncia do padrao da Equacao 1.14, cuja solucao é dada pela
Equagao 1.15, com a = 1 e b = 0. Se fizermos zy = C para o valor inicial, teremos como

solugao
r, =C(1+4)"

que ¢ a equagao usual de juros compostos. Chamando x,, de montante, M, a equacao fica na

sua forma mais conhecida

M= C(1+4)"
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2.2 Capitalizacao

Capitalizacao é processo de se acumular um capital em parcelas periddicas, usando-
se para isso uma conta de investimento, que rende juros a cada periodo. Assim, em cada
periodo, essa conta de capitalizacao recebe juros calculados sobre o valor presente na conta.
Portanto, o saldo seguinte dessa conta x,.; serd dado pelo saldo atual, x,, acrescido dos
juros calculados sobre esse saldo e mais uma parcela, P, de valor constante, depositada a

cada periodo. Seu modelo em tempo discreto, passa a ser

Tpy1 = Tp + i, + P. (2.1)
Arrumando a equagao e tomando como valor inicial xq = 0, fica assim

Tpi1 = (1 +1i)x, + P. (2.2)

Portanto, verificamos que ela é também uma equacao do padrao 1.14 cuja solucao geral é
dada por 1.15. Fazendo em 1.15 a =1+ 1, b = P e chamando z,, de M, temos

1+ —1
m—p. LD (2.3)
1
que ¢ a equacao da capitalizacao. O fator
1+2)"—1
@+or-1 (2.4)

1
¢ conhecido como fator de capitalizagao. Para ilustrar o seu uso, faremos uma aplicacao

interessante.

Exemplo 10. Seja um jovem docente de matemdtica que apds o seu primeiro emprego resolve
se aposentar daqui a 35 anos, tendo acumulado um capital de 1 milhdo de reais. Para isso,
investe todos os meses uma quantia fixa, P, de seu saldrio, em uma conta remunerada que

rende 1% de juros ao més. Qual serd o valor da parcela mensal que ele precisard depositar?

Trata-se de um modelo tipico de capitalizacao, cuja solugdo é dada pela Equacao
2.3. Nesse caso, temos ¢ = 0,01, M = 1000000, o nimero de periodos n em meses, é dado

por n = 420 e a parcela P, é desconhecida. Substituindo-se os valores em 2.3, fica

(140,01)" —1

1000000 = P -
0,01

Fazendo os calculos e resovendo para P, encontramos o valor da parcela como sendo
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P = 155,50 reais por més.

Obviamente, esse é um modelo idealizado e ficticio. Dificilmente, encontra-se uma
aplicacao bancdria que renda essa taxa de juros de 1% ao més durante todo esse tempo;
o calculo nao leva em conta o efeito da inflagdo ao longo do periodo, mas apenas o valor
nominal; aqui no Brasil, tivemos periodos de instabilidade econdémica, inclusive com varias
mudancas de moeda num prazo assim tao longo. Mesmo assim, vale como exemplo e serve
para estimular planejamento de aposentadorias em noés e em nossos estudantes.

Como curiosidade adicional, se esse mesmo valor de R$ 155, 50 for aplicado durante o
mesmo periodo em uma caderneta de poupanca que rende 0, 5% ao més, no final tera acumu-
lado um montante de R$ 221.452,00. Uma diferenca de meio ponto na taxa de juros mensal,
ao longo de 35 anos, gera uma enorme diferenca no rendimento, por conta do crescimento

exponencial do montante, conforme pode ser visualizado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Evolugao anual da capitalizacao

Evolug&o anual do montante

1000000 -

750000 -

Juros

500000 -

250000 - |I“ ‘|
0- __----I...'I IIIIIIIII

| ] '

10 20 30

Montante em reais

0
ANOS

FONTE: Elaborado pela autora.

2.3 Amortizacao

Amortizacdo é o pagamento de dividas de forma parcelada. No nosso caso, para
simplificar, com valor fixo da prestacao mensal. Neste item, tem-se uma divida, com valor
inicial zo = V e a cada més é efetuado um pagamento parcial de valor fixo, P. O novo saldo
devedor ¢é obtido da seguinte forma: toma-se o saldo devedor atual, calcula-se os juros devidos

sobre o saldo devedor atual e subtrai-se o valor da amortizacao paga no més atual. Dessa
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forma, tem-se
Tpt1 = Tp + 1T, — P
ou
Tpi1 = (1+d)x, — P (2.5)

com zo = V', o valor total da divida a vista a ser paga.

Observa-se que essa é uma equacao do mesmo padrao da equagao 1.14 cuja solugao
¢ dada pela equacao 1.15, fazendo - se a = 1+14, b= —P e xqg = V. Portanto, a solugao vai
ser
(1+4)" -1

Tn=01+i)"-V-P- :

Mas, apdss o ultimo pagamento, a divida zera, isto é, tem-se x,, = 0, portanto a
equacao da amortizacao fica
(1+4)" -1

V:p.m (2.6)

onde V' é o valor a vista da divida e P o valor da prestagao mensal fixa. O fator

(1+4)" -1
i (1414)"

¢ conhecido como fator de amortizacao.
Um exemplo interessante a seguir, une os dois conceitos de capitalizagao e amortiza-
¢ao para se calcular quanto se deve investir por més, durante um certo tempo, para, depois

ficar recebendo os rendimentos durante um outro periodo de tempo.

Exemplo 11. (MORGADO; CARVALHO, 2015, p. 103) (Questdo 5 - 26)Supondo juros de
0,5% ao més, quanto vocé deve investir durante 30 anos para obter ao fim desse prazo, por
30 anos, uma renda de R$ 100,007

Para resolver este problema, observa-se que ele envolve inicialmente uma capitali-
zacdo e na segunda parte uma amortizacao. Considerando os dados disponiveis, devemos
comegar perguntando qual deve ser o montante inicial necessério para ser consumido (amor-
tizado) em 30 anos, com a mesma taxa mensal de juros, com uma parcela de R$ 100, 00. E,

na segunda parte, ja conhecido o montante a ser obtido, qual deve ser a parcela mensal que
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deve ser investida para obter-se esse montante. Portanto, temos a equacao

1+4)"—1
xn=(1+i)"-V—P~(L,
7

com z, =0, P =100, ¢ = 0,005, n = 360 e V, o montante, desconhecido, temos

(140,005)*° —1

0,005 =0

(14 0,005)* -V — 100 -

Resolvendo-se para V', o montante, encontra-se V' = R$ 16.679, 16. Esse é o montante
que deve ser alcancado na primeira parte, a da capitalizacdo. Agora, vamos usar a equacao

da capitalizcao para encontrar o valor da parcela mensal.

(1+i)"—1
i

M=P.

onde M = 16679, 16, n = 360, : = 0,005 e P é o valor desconhecido.

(1+0,005)360 — 1

1 16=P-
6679, 16 0,005

Resolvendo-se para P, encontra-se o valor mensal a ser investido, que é de R$ 16, 60.

A evolugao anual do montante é mostrada na Figura 2.2.

Figura 2.2: Capitalizacdo e Amortizacao

Evolucao anual do montante

15000 -

10000 -

Montante em Reais

5000~

0-

ANOS

FONTE: Elaborado pela autora.

Adiante, mostraremos outras aplicacoes que podem ser modeladas por recorréncia,

e suas formulas fechadas serdo obtidas somando ou multiplicando as equagoes que formam
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cada termo da determinada sequéncia ou padrao.

2.4 Torre de Hanoi

A Torre de Handi é um conhecido quebra-cabega composto por trés hastes (ou es-
tacas) verticais, onde uma quantidade de discos de diferentes tamanhos sdo empilhados em
ordem decrescente de didmetro sobre uma das hastes. O objetivo do jogo é transferir toda a
pilha de discos de uma haste para outra, seguindo duas regras simples: apenas um disco pode

ser movido por vez e um disco de diametro maior nunca podera sobrepor um disco menor.

Figura 2.3: Torre de Handi

FONTE: Adaptado de (MORGADO; CARVALHO, 2015).

O enigma da Torre de Hanéi foi criado pelo matematico francés Edouard Lucas em
1883, elaborando uma lenda que dizia que Deus criou a Torre de Brahma, que continha uma
pilha de 64 discos de ouro entre trés hastes de diamantes. Seguindo determinadas regras,
os sarcedotes de Deus deviam movimentar esse discos com o objetivo de transferir toda a
pilha de uma haste para outra. Essa lenda representa a criacao do mundo e sua eventual
destruicao, quando a tltima torre for montada.

Uma aplicacao online da Torre de Handi pode ser encontrada em (OBMEP, 2024)
(Torre de Handi).

De acordo com o nimero de discos, a solucao do jogo contém um nimero minimo
de movimentos, como por exemplo, com um disco como mostrado a seguir em que podemos

movimenta-lo da haste A para as hastes B ou C.


http://clubes.obmep.org.br/blog/torre-de-hanoi/

2.4 Torre de Hanoi

discos.

Figura 2.4: Movimento com um disco

— T

T

L

A B o}

FONTE: Adaptado de (HEFEZ, 2009).

Agora, com dois discos, é possivel fazer trés movimentos. Vejamos as figuras.

Figura 2.5: Movimento com trés disco

(a) Posicao inicial

(N
A B ]

(b) Primeiro movimento
(N

TN

=L

A B Cc

(c) Segundo movimento
(N

T

—

A B C

(d) Terceiro movimento
(N

TN

FONTE: Adaptado de (HEFEZ, 2009).
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Vejamos a tabela a seguir com a quantidade minima de movimentos com até seis
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Tabela 2.1: Quantidade minima de movimentos pelo niimero de discos

Numeros de discos | Quantidade minima de movimentos
1
3
7
15
31
6 63

FONTE: Adaptado de (MORGADO; CARVALHO, 2015).

QY | W N~

A férmula fechada da Torre de Handi referente a quantidade minima de movimentos
de acordo com o nimero de discos pode ser encontrada através de recursao, pois o movimento
minimo dos discos depende da quantidade de movimentos que foram realizados com o nimeros
de discos menos uma unidade.

Assim, chamando de T}, a quantidade de minima de movimentos e n, a quantidade

de discos, temos:

T, =1
T,=2x1+1=2T1+1
T3=2x3+1=2T+1
Ty=2xT7T+1=2T3+1

Tn - 2Tn—1 + 1

Multiplicando ambos os membros das expressoes anteriores por valores adequados a

fim de fazer os possiveis cancelamentos, temos:

2 =1 x 2!
22Ty = 2T 1 x 27
Ty = 22Ty 1 x 277
AT = 23Ty 1 x 2

2 =225 +1x2

E facil perceber que os segundos termos dos segundos membros da soma anterior é
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1-(2"—1
Q, obtendo

T, = 2™ — 1, que é a férmula fechada da quantidade de movimentos da Torre de Handi em

uma PG de razao 2, assim, pela soma finita da PG, temos que T, =

func¢ao do nimero de discos.

2.5 A Pizza de Steiner

A chamada Pizza de Steiner é um problema matematico criado no século XIX pelo
matematico suico Jakob Steiner. Embora nao se refira literalmente a uma pizza, a metafora
é frequentemente usada para explicar um problema geométrico.

Steiner prop0s o seguinte: como dividir um plano em um niumero mazrimo de regioes
usando o menor numero possivel de cortes retos? Steiner percebeu que a soluc¢do envolvia
cortar o plano de forma estratégica, de modo que cada novo corte nao apenas dividisse o
plano em duas partes, mas também aumentasse o nimero total de regioes.

Observe a Figura 2.6 onde mostra a quantidade de divisoes do plano « de acordo

com o numero de cortes.
Figura 2.6: Divisao do Plano em regioes

(a) Plano com um corte (b) Plano com dois cortes

(c) Plano com trés cortes (d) Plano com quatro cortes

\
L

FONTE: Adaptado de (MORGADO; CARVALHO, 2015).



2.5 A Pizza de Steiner 39

Na tabela a seguir podemos observar o niimero de regioes pela quantidade de cortes

e a respectiva Equacao de Recorréncia.

Tabela 2.2: Quantidade maxima de regioes por cortes num plano

Numeros de cortes | Quantidade maxima de regioes
1 2
2 4
3 7
4 11
n Tn
n+1 T,+n+1

FONTE: Adaptado de (MORGADO; CARVALHO, 2015).

Sendo assim, chamando de T}, a quantidade de regides no plano e n a quantidade de

cortes, entao:

Ty =2
Th=4=T1+2
T5=7T=T,+3

Ty=11="T;+4

T,=T,1+n

Somando membro a membro e efetuando os possiveis cancelamentos, temos:

=2
Ty =Fi+2
T =T5+3
V=T +4

Resultando em

(2+n)(n— 1).

T,=2
* 2

(2.7)
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n®>+n-+2

5 , que é a féormula fechada do pro-

Simplificando 2.7, chegamos em T,, =

blema da Pizza de Steiner.

2.6 Numeros Figurados

De acordo com Cangussu (2013), os nimeros figurados sdo nimeros que podem ser
representados por pontos dispostos de forma equidistante formando uma construgao geomé-

trica. Quando esses pontos formam um poligono regular, sao chamados de niimeros poligonais.

Figura 2.7: Numeros poligonais

. . .
. L . . - -
. . . . . . . . . .
1 3 6 10

Ntmeros triangulares

. - . L . . .

L . . . . . . . .

L] L L] L L L] L L L L]
4 9 16

Niameros quadrados

1 5 12
Niimeros pentagonais

FONTE: (LUCHETTA, 2023).

Nesta secao, serao mostrados alguns exemplos de niimeros poligonais com questoes de
provas da OBMEP, que pode ser encontradas em <http://www.obmep.org.br/provas.htm>
(Provas e Solugoes da OBMEP). Na proposta de atividade no Apéndice A podemos visualizar

algumas dessas questoes.


http://www.obmep.org.br/provas.htm
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Exemplo 12. (OBMEP, 2023)(OBMEP - 2015 - Nivel 3) Abaizo temos trés figuras penta-
gonais: a primeira com 5 pontos, a seqgunda com 12 pontos e a terceira com 22 pontos. Con-
tinuando esse processo de construcdo, a vigésima figura pentagonal terd 651 pontos. Quantos

pontos terd a vigésima primeira figura?

7

5 12 22

FONTE: (OBMEP, 2023).

Solucao:

Chamando de P, a n - ésima figura pentagonal, temos:

P1:5
P=12=P +7
Py=22=P,+10

Como as 42 e 52 figuras sao faceis de se obter apenas completando os pontos, desco-

brimos que elas formam 35 e 51 pontos, respectivamente, logo

P=5
Py=12=P +2-5-3
Py=22=P,+3-5-5
Py=35=Ps+4-5-7
Ps=51=P;+5-5—9

Po=Py1+n-5—(2n—1)
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Somando ambos os lados e efetuando os devidos cancelamentos, temos:

P =5
=P +2-5-3
Pi=P+3-5-5
Pi=Pi+4-5-1
Pi=P+5-5-9

P,=Pi1+n-5—(2n—-1)

Dai, obtemos duas parcelas em cada equacao em que somando todas essas equacoes
obtemos duas PAs. Utilizando 1.9, temos:
(5+5n)n  (3+2n—1)(n—1)

P, = —
2 2

Simplificando, chegamos em

P n(3n+25)+2.

(2.8)
A expressao anterior é a féormula fechada para encontrarmos quantos pontos ha em
qualquer figura pentagonal desta questao. Voltando ao comando da questao, ela pede para

calcular quantos pontos ha vigésima primeira figura. Substituindo n por 21 em 2.8, temos:

21(3-21 +5) 42
2

Py = = 715.

Portanto, na 212 figura ha 715 pontos.

Exemplo 13. (OBMEP, 2023)(OBMEP - 2014 - Nivel 1) Comegando com um quadrado
de 1 c¢cm de lado, formamos uma sequéncia de figuras, como na ilustracao. Cada figura, a
partir da sequnda, é formada unindo-se trés copias da anterior. Os contornos destacados em
vermelho das quatro primeiras figuras medem, respectivamente, 4 cm, 8 cm, 20 cm e 56 cm.

Quanto mede o contorno da Figura 67
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0 o

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

FONTE: (OBMEP, 2023).

Solugao:

Chamando de A,, o contorno da n - ésima figura, temos:

A =4
Ay =8=3-4, -4
A3 =20=3-Ay—4
Ay=56=3-A5—4

AnZS'An—1_4

Multiplicando ambos os membros das equacoes anteriores por valores adequados e

fazendo os possiveis cancelamentos, temos:

3AT =43
32 A, = 3 AT 4. 302
Ay = 3 A, — 4300
A = 30 Ay — 430

Resultando em
Ay =4-3"1 4. (32432 43" 4 432434 1). (2.9)

Podemos perceber que a segunda parcela de 2.9 forma uma PG, Logo, aplicando 1.13
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em 2.9 chegamos em
A, =2-3"1 42 (2.10)

que ¢ a férmula fechada para calcular o contorno da n - ésima figura.
Como a questao pede para calcular o contorno da Figura 6, substuimos 6 no lugar

de n em 2.10, resultando em
A, =2-3"1+2=1488.

Portanto, o contorno da Figura 6 mede 488 cm.
Existem muitos outros exemplos que podem ser modelados através das Equagoes de

Recorréncia. Esses que apresentamos sao apenas alguns deles.



Aplicacao da atividade

A escolha das Equagoes de Recorréncia como tema deste trabalho foi motivada por
ter paticipado do programa OBMEP na Escola no periodo de 2020 a 2022. O programa é uma
iniciativa associada a OBMEP, organizada pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada
(IMPA) com apoio do Ministério da Educagdo e do Ministério da Ciéncia, Tecnologia e
Inovacao (MCTI). Os objetivos do programa sao apoiar os professores no uso das provas
da OBMEP como ferramentas de ensino, incentivar o estudo e o aprimoramento do ensino
de matematica nas escolas piblicas e promover o envolvimento dos alunos em atividades
matematicas desafiadoras e significativas.

Além de oferecer suporte continuo aos professores participantes, o OBMEP na Escola
disponibiliza materiais didaticos baseados nas provas da OBMEP, incluindo consultoria e
orientacoes sobre a melhor utilizagao dos materiais e métodos propostos.

Durante a participagao no programa, foi facil perceber que as Equagdes de Recor-
réncia aparecem bastante nas provas da OBMEP, além de também estarem presente no livro
didatico utilizado pelos alunos, como em (DANTE; VIANA, 2020). A partir dai, aumentou o
interesse de desenvolver atividades no ensino médio envolvendo situagoes reais com Equagoes
de Recorréncia , tornando o aprendizado dos alunos mais rico e ajudando-os a se preparar
para desafios matematicos mais avancados como a prépria OBMEP.

Neste capitulo, serd explorada uma atividade desenvolvida para 35 alunos' da 1?
série, Turma 1, do Ensino Médio na Escola de Ensino Médio Professor Benicio Lopes, em
Castanhal, Para. O foco desta atividade é o reconhecimento de padrdes em sequéncias e
a formulagao de suas Equagdes de Recorréncia. A atividade foi projetada para estimular o
pensamento critico e a compreensao dos conceitos fundamentais de recorréncia, utilizando
sequéncias numeéricas e geométricas, onde a maioria fez parte da prova da OBMEP que podem
ser acessadas em (OBMEP, 2023).

A atividade tem como objetivos: Identificar padroes em sequéncias numéricas e geo-

métricas; Desenvolver a habilidade de formular Equagoes de Recorréncia a partir dos padroes

10Os alunos serdo nomeados de Al, A2, A3, ..., A34, A35
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observados; Promover a compreensao dos conceitos de sequéncias e suas aplicagdes em pro-
blemas matematicos e incentivar a capacidade de resolver problemas e aplicar o conhecimento
tedrico em situagoes praticas.

A atividade foi dividida em duas partes e conduzida ao longo de duas aulas conse-

cutivas:
e Primeira Aula: Revisao as Sequéncias e Padroes

A aula comecgou com uma breve revisao dos conceitos sobre sequéncias, PA e PG, que ja sao
conteudos da 12 série do Ensino Médio, reforcando os tipos de padroes que podem surgir
nas sequéncias. Por exemplo, para a sequéncia numérica (2,4,6,8,10,12,14,---), os alunos
reconheceram que cada termo é o termo anterior adicionando duas unidades, percebendo que
essa sequéncia é uma PA. Outro exemplo foi a sequéncia (2,4, 8,16, 32,64,128,---), onde os
alunos observaram que cada termo é o dobro do anterior e que essa sequéncia é definida como
uma PG.

Depois desse momento, a professora escreveu a Equacao de Recorréncia de cada
sequéncia citada anteriormente e demontrou uma forma de encontrar a férmula fechada de

cada uma dela. Por exemplo, para a sequéncia (2,4,6,8,10,12,14,---), foi demonstrado

a; =2
as = aj + 2
as = as + 2
as = as + 2

Up = Qp_1 + 2

Foi dito para os alunos somarem todas as equagoes termo a termo e que termos
iguais em membros diferentes se anulam, sobrando apenas a soma dos niimeros 2 n vezes, ou

seja, a, = 2n, que ¢é a formula fechada para a sequéncia dos niimeros pares com n > 2.
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Para a sequéncia (2,4, 8,16, 32,64, 128, -- ), foi feito de forma andloga:

a; =2
as=a,-2=2-2=2°

a3 =a9-2=2-2-2=23
ay=a3-2=2-2-2.2=2*

Ay = Qp_1-2=2"

Agora, foi mostrado que nao seria vidvel somar membro a membro os termos das
equagoes que formam os termos da sequéncia, que a multiplicacao seria mais eficiente. E foi
demonstrado que a féormula fechada da sequéncia dos niimeros naturais da poténcia de base

2¢éa,=2"
o Segunda Aula: Formulacao de Equagoes de Recorréncia e Autoavaliagao da Atividade

Apés a revisao, cada aluno recebeu uma folha de atividade contendo oito questoes
a serem resolvidas. As 1% e 2% questdes, que pediam a determinac¢ao do termo geral de uma
Progressao Aritmética (PA) e de uma Progressao Geométrica (PG), respectivamente, foram
resolvidas pela professora como nos exemplos anteriores. Para as demais questoes, os alunos
foram orientados a identificar o padrao em cada uma, semelhante ao feito nas duas primeiras,
e a formular suas proprias Equagoes de Recorréncia. As folhas da atividade realizada podem
ser visulizadas no Apéndice A.

A seguir, temos algumas fotos da aplicacao da atividade na sala de aula.
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Figura 3.1: Aplicacdo da Atividade

TPETT I\ 003 =
A _i \\\\\\3%

\ 3\\ A\l
LB\

FONTE: Elaborado pela autora.

A Figura 3.2 mostra a resposta da questao 8 de um dos alunos.
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Figura 3.2: Resposta do aluno A19 para palitos formando quadriculados.

8. (OBMEP 2022 - N1) Marcelo usa palitos para fazer quadriculados como na
figura. Para fazer um quadriculado 1x1 ele usa 4 palitos para fazer um
quadriculado 2x2 ele usa 12 palitos e assim por diante. Quantos palitos ele
precisard para fazer um quadriculado 5x5 ?

= 7 =1 oA -
s B q AL l)
Solucao: 3 B i
oz - 1L = PN 4]

FONTE: Amostra de trabalho do estudante A19.

O aluno desenvolveu a atividade corretamente. No entanto, outros alunos, depois de
a professora resolver a 12 questao para encontrar o termo geral da PA, resolveram algumas

questoes utilizando o termo geral como na Figura 3.3
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Figura 3.3: Resposta do aluno A1l para a sequéncia de figuras com bolinhas.

6. (OBMEP 2019 - N1) Observe a sequéncia de figuras abaixo, todas elas com a
forma da letra Y. Seguindo este padrdo, quantas bolinhas terd a 15 figura?

O e
O

Q
Q
Qg

2 T
s LD -

Solucdo:

FONTE: Amostra de trabalho do estudante A1l.

Na Figura 3.3, o aluno conseguiu resolver a recorréncia da Questdo 6, mas para
calcular quantas bolinhas haveria na 152 figura, usou o termo geral da PA.

Na Tabela seguinte, encontram-se os registros do nimero de acertos da 32 até a 82

questao.

Tabela 3.1: Resultado da Atividade Pratica (%)

Questao | Solugoes corretas | Solugoes Corretas Parcialmente
Questao 3 57,1 31,4
Questao 4 17,1 62,8
Questao b 34,2 57,1
Questao 6 85,7 14,3
Questao 7 28,7 37,1
Questao 8 80 14,2

FONTE: Elaborado pela autora.

Apods a aplicacao da atividade pratica sobre Equacoes de Recorréncia, os alunos
responderam a um questionario (Apéndice B) com o objetivo de avaliar os conhecimentos
adquiridos e a eficacia da atividade em promover o entendimento dos conceitos trabalhados.
A avaliagdo incluiu questoes objetivas e subjetivas, abrangendo aspectos tedricos e praticos
relacionados a atividade. Apenas 20 alunos, dos 35 participantes na atividade, responderam

ao questionario. Os resultados obtidos sdo apresentados e analisados no grafico da Figura
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3.4.

Figura 3.4: Resposta dos alunos as perguntas de 1 a 6 do questiondrio.

100 -,
80 _| 40 35

B Sim

50
65 65
B Sim, com dificuldade
1 2 3 4 5 6

FONTE: Elaborado pela autora.

% de respostas

8
|

Mesmo com uma alta porcentagem na resposta Ndo, os alunos se interessaram pela
abordagem entao desconhecida por eles. Houve um estranhamento por parte dos alunos,
pois esse tipo de atividade nao é comum em sala de aula na educacao bésica e apesar das
dificuldades, acharam interessante encontrar o padrao das questoes, maioria da OBMEP, por
recorréncia. No entanto, se houvesse outros encontros com situagoes semelhantes, eles teriam
melhorado seus resultados e a avaliagao da atividade proposta.

Em relagao as duas ultimas perguntas do questionario, que eram, subjetivas, observa-
se que, resumidamente, os alunos acharam interessante a forma como encontrar a férmula
fechada de um determinado padrao através das Equagoes de Recorréncia. Na Figura 3.5, é
possivel visualizar a resposta de um dos alunos sobre a parte mais desafiadora na aplicacao

da atividade.
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Figura 3.5: Resposta do aluno A7 para a pergunta 8 do questionario.

FONTE: Amostra de trabalho do estudante A7.

A atividade revelou-se eficaz em alcancgar os objetivos propostos. Os alunos demons-
traram uma compreensao solida dos conceitos de padroes e Equagoes de Recorréncia, além
de desenvolverem habilidades de resolucao de problemas. A discussao coletiva, mesmo que
cada um respondesse na sua folha de atividades, e a apresentacao dos resultados contribui-
ram para a consolidacao do conhecimento, permitindo que os alunos aprendessem uns com
os outros. A atividade de identificagao de padroes em sequéncias e formulacao de Equacoes
de Recorréncia proporcionou uma experiéncia rica e dinamica para os alunos da 1% série do
Ensino Médio. O envolvimento ativo e a abordagem pratica ajudaram a tornar os conceitos

abstratos de recorréncia mais acessiveis e compreensiveis.



Consideracoes Finais

As Equacoes de Recorréncia sao a ferramenta adequada para se fazer a modelagem
de fendmenos que evoluem no tempo. Sao consideradas como o equivalente das equacoes
diferenciais em tempo discreto.

Através da Atividade proposta por este trabalho que envolveu exemplos concretos
e analogias para facilitar a compreensao de conceitos abstratos, destacamos a importancia
do desenvolvimento de novas abordagens didaticas no ensino das Equagoes de Recorréncia
no ensino médio, demonstrando que a matematica pode ser ensinada de maneira dinamica e
envolvente.

O progresso dos alunos ao longo das atividades mostraram que o ensino de tépicos
como Sequéncias Numéricas e Progressoes, frequentemente abordados de maneira tradicional,
podem ser enriquecidos por abordagens que incentivem a exploragao e o pensamento critico.
A aplicacao de conceitos mais abstratos, como as Equagoes de Recorréncia, foi facilitada pelo
uso de problemas divertidos e pela formulacao de padroes, muitos deles retirados de provas
da OBMEP, revelando que com as estratégias adequadas, ¢ possivel ampliar a compreensao
desses contetidos no ensino médio.

Durante a fase de avaliacdo, observamos que, embora os estudantes tivessem com-
preendido a metodologia proposta, alguns ainda enfrentaram dificuldades com célculos mais
basicos como, anular termos simétricos em uma equagao. Isso sugere que, além da introducao
de novas abordagens didaticas, é crucial fortalecer a base matematica dos alunos, garantindo
uma compreensao soélida dos conceitos fundamentais.

Um ponto importante observado neste estudo ¢ a capacidade dos alunos de compre-
ender e aplicar métodos de demonstracao, muitas vezes subestimada. Esta percepcao reforca
a necessidade de um ensino que nao apenas apresente féormulas e procedimentos, mas que
também promova a compreensao profunda dos conceitos matematicos e estimule o senso cri-
tico dos estudantes. Acreditamos que um ensino que encoraje questionamentos e a verificagao
da veracidade das féormulas levara a um aprendizado mais efetivo e duradouro.

Vale destacar que ao desenvolver novas atividades com esse tipo de abordagem, é
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valido incluir aulas de reforgo sobre Progressdes Aritméticas e Geométricas, além de um
maior nimero de atividades que envolvam padroes e sequéncias, para incentivar a introdugao
do pensamento recursivo entre os alunos.

Espero que este trabalho possa contribuir para a formacao de um material didéatico
que possa ser utilizado por outros educadores, enriquecendo o curriculo de matematica no
ensino médio. A ideia é proporcionar aos alunos uma ferramenta que ajude a aprimorar suas

habilidades analiticas e preparando-os para enfrentar problemas mais complexos.
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Apéndice



A

Atividade aplicada na sala de aula



Escola:

Professor(a):
Componente Curricular: Matematica Data: _ / [/
Aluno(a): Série:

Aplicacées das EquacSes de Recorréncia

1. Uma Progressao aritmética (PA) é uma sequéncia de numeros reais ( a, ), tal
que o préximo termo é igual ao termo imediatamente anterior mais uma
constante r chamada razéo para todo 1 € N. Ou seja,

an - an—l +r

Obtenha, recursivamente, o termo geral da PA.

Solugao:

2. Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia de nimeros em que cada
termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma
constante g chamada de razdo. Ou seja,

lp = Up—1 " (g
comn € N .Obtenha recursivamente, o Termo Geral da PG

Solucgao:



Aplicac8es das Equac8es de Recorréncia

3. (OBMEP 2012 - N1) Renata montou uma sequéncia de tridngulos com palitos de
fésforo, seguindo o padrao indicado na figura. Quantos palitos ela vai usar para
construir o quinto triangulo da sequéncia?

4@&/@\

Solugao:

4. (OBMEP 2017 - N2) Com pentagonos regulares com 1 cm de lado, formamos
uma sequéncia de poligonos como na figura. O perimetro do primeiro poligono é
5 cm, o perimetro do segundo é 8 cm, e assim por diante. Quantos pentagonos
sdo necessarios para formar um poligono com perimetro igual a 1736 cm?

Slogeclo g

Solugao:




Aplicac8es das Equac8es de Recorréncia

5. (OBMEP 2018 - N1) Janaina faz torres com cartdes, seguindo o padrao da figura.
A primeira torre foi feita com 2 cartdes, a segunda com 7, a terceira com 15 e
assim por diante. Quantos cartdes ela deve acrescentar a décima torre para

obter a décima primeira? i

Torre 1 Torre 2 Torre 3

Solugao:

6. (OBMEP 2019 - N1) Observe a sequéncia de figuras abaixo, todas elas com a
forma da letra Y. Seguindo este padrao, quantas bolinhas tera a 15? figura?

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Solugao:




Aplicac8es das Equac8es de Recorréncia

7. Calcular o montante de um capital de R$ 1.000,00, aplicado & taxa de 4% ao
més, durante 5 meses no regime de juros compostos.

Solucao:

8. (OBMEP 2022 - N1) Marcelo usa palitos para fazer quadriculados como na
figura. Para fazer um quadriculado 1x1 ele usa 4 palitos para fazer um

quadriculado 2x2 ele usa 12 palitos e assim por diante. Quantos palitos ele
precisara para fazer um quadriculado 5x5 ?

nun
AR

Solugao:




Questao 1:

ay = iy

Somando membro a membro cada termo anterior e efetnando os possiveis cancela-

mentos chegamos em

a, =a; +(n—1)r

que é chamado de Termo Geral da PA.




Questao 2:

ay =
g — g - ff
aﬂ-:ﬂQ*q

g = dag - o

o1 =y
G3=01"4
a5 =944
a4 = 0F -

Uy = p=T " {f

Efetuando os possiveis cancelamentos chegamos em a,, = a; - ¢"~ ! é chamado de
Termo Geral da PG.

Questao 3:

P =3
T, =3 P=P +3x2
T=9=T1+6=T1+3x2 Pi=Th+3x3
Ty=18=To+9=Ts +3 x 3 Fi=Ti+3x4
T, =30=T;+12=T; + 3 x 4 :

Tn=Tei+3%xn

Tn=Tn_1+3Xﬂ

_(3+3n)-n

1,
2

(3+3-5)-5
2
Ty =45

T5=




P,=5+3x(n-1)
P,=5+3n-3

P =5 F,=3n+2
Pr=8=PF+3
Py=11=P,+3
Py=14=P;+3

Questao 4:

1736 = 3n + 2
Po=F_1+3 Jn=1736 -2
3n = 1734

n = 578

Questao 5:

Ty =2
T =T=T1+5
T3 =15=T2+8

2
T, =26 =T, + 11 —W:lﬁﬁ
: CBx1241

Tn=Tn—l+3n_1 :
187 — 155 = 32

= 187

Questao 6: An=5+3><{:n—1}
A =5 A, =54+3n-3

A2=8=A1+3 Aﬂ=3ﬂ+2
A3=11=A2+3
A4=14=A3+3

14-41=An—1+3
A =3 x 15+ 2 = 47




Questao T:

) = ay
ag =a;+i-a; = (1+4+1) a
az=as+i-a2=(1+i) a2 =(1+i) a
ay =az+i-az3=(1+i) a3 = [1+t'.]3 -y

M = 1000 (1+0,04)

an = (14+14)" - m M = 1.216,65

Questao 8:

Q=4
Q=1 Q= Qi +8
@=12=0+8 @3 =+ 12 @n=—5

_ Ax 5 +4x5

Q3=24=Q2+12 Q’i=Q§—I—16 0, = .
Q1=40= 3+ 16 .

()5 =60

) Qn=0Qi1+4xn
Qn==0Q, 1+4%xn -




B

Questionario



Questionario/Autoavaliagao

1. Compreendo o que é uma recorréncia?
()Sim ( )Néo
() Sim com dificuldade. Qual?

2. Sei identificar uma relacdo de recorréncia em um problema?
()Sim ( )Nao
() Sim com dificuldade. Qual?

3. Posso dar exemplos de problemas que envolvem recorréncias?
()Sim ( )Nao
() Sim com dificuldade. Qual?

4. Sei explicar como as recorréncias sao aplicadas em diferentes areas além da
matematica?

()Sim ( )N&o
() Sim com dificuldade. Qual?

5. Consigo resolver recorréncias simples usando técnicas basicas?
()Sim ( ) Nao
() Sim com dificuldade. Qual?

6. Sou capaz de encontrar solu¢des fechadas para recorréncias lineares de primeira
ordem.

( )Sim ( )Nao
() Sim com dificuldade. Qual?

7. O que vocé achou mais interessante no estudo das recorréncias?

8. Qual foi a parte mais desafiadora para vocé e por qué?
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Matematica Financeira com equacoes de recorréncia no
ensino médio

Natélia de Paula Oliveira de Andrade Arthur da Costa Almeida®

Resumo

A matematica financeira é um dos componentes da grade curricular do ensino médio e dos cursos de
licenciatura em matematica. Nela, os estudantes tem a oportunidade de aprender alguns conceitos
béasicos como juros compostos, capitalizagao e amortizacao, assuntos que possuem importancia
pratica para quem vive em uma sociedade capitalista como a nossa. Esses assuntos tem em
comum a no¢ao matematica de crescimento/decrescimento exponencial e, também, o fato de serem
processos que evoluem em tempo discreto, como semanas, meses, anos. Neste trabalho, buscou-se
dar ao professor e estudantes dessa disciplina, um enfoque matematico unificado ao estudo desses
temas, usando para isso o conceito de equagoes de recorréncia linear de primeira ordem. Dessa
forma, os conceitos basicos da matematica financeira sao vistos como exemplos de um mesmo tipo
de modelo matematico basico a ser estudado.

Palavras-chave: matematica financeira; equagoes de recorréncia.

Abstract

Financial math is one of the components of the high school curriculum and undergraduate cour-
ses for future mathematics teachers. In it, students have the opportunity to learn some basic
concepts such as compound interest, capitalization and amortization, subjects that have practical
importance for those who live in a capitalist society like ours. These subjects have in common
the mathematical notion of exponential growth/decrease and also the fact that they are processes
that evolve in discrete time, such as weeks, months, years. In this work, we sought to provide
teachers and students of this discipline with a unified mathematical approach to the study of these
themes, using the concept of first-order linear difference equations. In this way, the basic concepts
of financial math are seen as examples of the same type of basic mathematical model to be studied.

Keywords: financial math; difference equations

1. Introdugao

A ideia de escrever este trabalho comecou depois que os autores ministraram um minicurso sobre
modelagem matematica com equagoes de recorréncia para turmas de estudantes de licenciatura em
matematica em nossa faculdade. A parte da matematica financeira era apenas um dos exemplos
que foram estudados nesse minicurso. Além dela, foram mostrados exemplos como populacao de
peixes com cota de pesca e outros que podem ser estudados com equacgoes de recorréncia lineares
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de prmeira ordem.

Este trabalho, entretanto, discute apenas contetiddos de Matematica Financeira, considerando-se
que ela é uma disciplina importante na grade curricular do ensino médio por tratar de assuntos
que dizem respeito ao dia a dia do manejo com dinheiro, compras, empréstimos, financiamentos
e outras atividades econémicas. Do ponto de vista da matemética, segundo [6] s6 hd um tnico
problema em matematica financeira, que é o de deslocar quantias no tempo, pois o valor de uma
quantia depende da época a que ela esta referida.

Varias abordagens estao disponiveis nos livros didaticos dessa disciplina. A maioria, usa os métodos
convencionais, [1, 5], outros usam progressoes geométricas [9, 8].

E a proposta deste trabalho usar um tnico modelo de equagao matematica para abordar os as-
suntos principais da matematica financeira, a saber, juros compostos, capitalizacao e amortizacgao.
O modelo de equagdes de recorrencia (ou diferenga) linear de primeira ordem com coeficientes
constantes. Essa abordagem também pode ser vista em [3], embora ndo de maneira sistemética.
Dessa forma, serd vista uma abordagem unificada do ponto de vista da matematica, o que podera
facilitar o entendimento e compreensao dos assuntos estudados.

Inicialmente, serd feita uma breve explanacao da equacao a ser usada e, em seguida, serao estu-
dados dois casos envolvendo o uso dessa equacao, como exemplos de sua aplicagao. Os gréaficos
mostrados nos resultados foram feitos com um programa desenvolvido na linguagem R, [7] usando
o pacote grafico ggplot2 [10].

2. Equagoes de recorréncia

Equacgoes de recorréncia sao equacoes com tempo discreto, que relacionam o valor presente da
variavel, com um ou mais valores passados da mesma variavel. Um exemplo classico é a equagao
de Fibonacci, F, 10 =F, 11 +F,.

Neste trabalho, vamos nos deter apenas nas equacgoes de recorréncia lineares de primeira ordem
com coeficientes constantes.

Xn+1 :aXn+b (1)

Este tipo de equagao, embora simples, aparece em uma grande variedade de situagoes envolvendo
modelos interessantes, que podem ser explorados no ensino médio. Tais modelos envolvem, por
exemplo, temas de matematica financeira, como juros compostos, capitalizacao e amortizacao e
problemas como populacao de peixes com cota de pesca.

A solucao dessa equacao é obtida por indugao. Vamos, portanto, resolver a equagao
Xn4+1 = aXp +b

onde a,b sao constantes reais e a variavel x,, tera valor inicial xg.
Temos, entao, na sequencia

X1 =axg+b
X9 = ax; +b=a(axg+b)+b=axg+ab+b
x3 =axg +b=alaxg+ab+b)+b=ax—0+ab+ab+b
xg =axgp+b=a(axg+ab+b)+b=ax-0+ab+ab+b
Por inducao para o caso geral, temos
x, =a'xg+a* 'b+---+ab+ab+b=axg+b(a 1+ ---+at+a+1)
an

2 i d -y
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X, =a'xg+b(a®t+---+ata+1)
Como a expressao no interior do paréntese é a sima de uma PG de n termos com termo inicial
igual a 1 e razao q = a, temos que

Donde concluimos que

a—1
X axo+b<a1> (2)

Essa solucao é valida para a = 1. Quando a =1, temos que x,, = xg + nb.

3. Matematica financeira com equagoes de recorréncia

Nesta secao vamos abordar uma forma de estudo dos conteidos de matematica financeira elemen-
tar, de forma unificada, usando equacoes de recorréncia.

3.1. Juros compostos

O conceito de juros pode ser entendido como uma espécie de aluguel pelo uso de um valor em
dinheiro, o capital, durante um certo periodo de tempo. Ele é calculado como uma porcentagem
sobre o valor do capital. Quando o cédlculo é feito sempre sobre o valor inicial do capital, temos
os juros simples, quando ele é calculado sobre o valor atual do capital, temos os juros compostos.
Dessa forma, um capital C, rende juros compostos de i por cento durante cada periodo de tempo.
Para calcular o montante apds n periodos, precisamos construir um modelo discreto que varie a
cada periodo de tempo. Assim, se chamarmos de x,; o0 valor do montante no periodo seguinte,
ele serd dado pelo montante atual, x,,, mais os juros do periodo calculados sobre esse montante
atual.

Xpn4+1 = Xp + Xy

ou
Xpt1 = (1+1)x,

Essa & uma equacao de recorrencia do padrao da Equacao (1), cuja solucao é dada pela Equacgao
(2), com a=1+1ieb=0. Se fizermos xy = C para o valor inicial, teremos como solucao

xp = C(1+1)"

que ¢ a equagao usual dos juros compostos. Chamando o x,, de montante, M, a equagao fica na
sua forma mais conhecida

M=C(1+i)"

v

3 Soceos sk e A
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3.2. Capitalizacao

Capitalizacao é processo de se acumular um capital em parcelas peridédicas, usando-se para isso
uma conta de investimento, que rende juros a cada periodo. Assim, em cada periodo, essa conta
de capitalizagao recebe juros calculados sobre o valor presente na conta. Portanto, o saldo seguinte
dessa conta x,11 serd dado pelo saldo atual, x,,, acrescido dos juros calculados sobre esse saldo e
mais uma parcela, P, de valor constante, depositada a cada periodo.

Seu modelo em tempo discreto, passa a ser

Xpi1 = Xp +1ix, + P (3)

Arrumando a equacao e tomando como valor inicial xg = 0, fica assim
Xpt1 = (1+1)x, +P (4)

Portanto, verificamos que ela é também uma equacao do padrao (1) cuja solucao geral é dada por
(2). Fazendo em (2) a=1+1i, b=P e chamando x,, de M temos

1+i)" -1
szxﬁ

1

()

que é a equacao da capitalizacao. O fator
(I1+i)"—-1
i
é conhecido como fator de capitalizacao.
Para ilustrar o seu uso, faremos uma aplicacao interessante.

Seja um jovem docente de matemdtica que apds o seu primeiro emprego resolve se aposentar daqusi
a 35 anos, tendo acumulado um capital de 1 milhdo de reais. Para isso, investe todos os meses
uma quantia fiza, P, de seu saldrio, em uma conta remunerada que rende 1% de juros ao més.
Qual serd o valor da parcela mensal que ele precisard depositar?

Trata-se de um modelo tipico de capitalizacao, cuja solugao é dada pela Equagao (6). Nesse caso,
temos i = 0.01, M = 1000000, o nimero de periodos n em meses, é dado por n =420 e a parcela P,
é desconhecida. Fica assim, substituindo-se os valores em (5).

(1+0.01)" -1

1 =P
000000 X 0.01

Fazendo-se as contas e resolvendo para P, encontramos o valor da parcela como sendo
P =155,50

reais por mes.
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Obviamente, esse é um modelo idealizado e ficticio. Dificilmente, encontra-se uma aplicagao
bancéria que renda essa taxa de juros de 1% ao més durante todo esse tempo; o célculo nao
leva em conta o efeito da inflacao ao longo do periodo, mas apenas o valor nominal; aqui no Bra-
sil, tivemos periodos de instabilidade economica, inclusive com varias mudancas de moeda num
prazo assim tao longo. Mesmo assim, vale como exemplo e serve para estimular planejamento de
aposentadorias em nods e em nossos estudantes.

Como curiosidade adicional, se esse mesmo valor de R$ 155,50 for aplicado durante o mesmo
periodo em uma caderneta de poupanca que rende 0,5% ao meés, no final terd acumulado um
montante de R$ 221.452,00 reais. Uma diferenca de meio ponto na taxa de juros mensal, ao longo
de 35 anos, gera uma enorme diferenca no rendimento, por conta do crescimento exponencial do
montante, conforme pode ser visualizado na Figura 1.

Evolugdo anual do montante

1000000 -

750000 -

Juros

0 os%
. 1%

500000 -

250000 - I|‘||‘

0 10 20 30
ANOS

Montante em reais

Figura 1: Evolucao anual da capitalizagao.

3.3. Amortizacao

Amortizagao tem a ver com pagamento de dividas de forma parcelada. No nosso caso, para
simplificar, com valor fixo da prestacao mensal. Neste item, tem-se uma divida, com valor inicial
xg =V e a cada més é efetuado um pagamento parcial de valor fixo, P. O novo saldo devedor é
obtido da seguinte forma: toma-se o saldo devedor atual, calcula-se os juros devidos sobre o saldo
devedor atual e subtrai-se o valor da amortizacao paga no més atual. Dessa forma, tem-se

Xp+1 = Xp +ix, — P

ou
Xpt1 = (14+1)x,—P (6)

com xg = V, o valor total da divida a vista a ser paga.

Observa-se que essa é uma equagdo do mesmo padrao da equacdo (1) cuja solucdo é dada pela
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equagao (2), fazendo-se a=141, b=—-P e xg = V. Portanto, a solugao vai ser

(14i)"-1

xp = (14+1)"xV-Px
1

Mas, apds o dltimo pagamento, a divida zera, isto é, tem-se x,, = 0, portanto a equagao da amor-
tizacao fica

14+i)" -1
V=Px & (7)
ix(14+i)n
onde V ¢ o valor a vista da divida e P o valor da prestacao mensal fixa.
O fator
(1+i)"-1
ix(1+i)n

é conhecido como fator de amortizacao.

Um exemplo interessante a seguir, une os dois conceitos de capitalizacao e amortizacao para se
calcular quanto se deve investir por més, durante um certo tempo, para, depois ficar recebendo os
rendimentos durante um outro periodo de tempo.

O exemplo a seguir foi retirado do texto [6]

Y

Prob. 5-26. Supondo juros de 0,5% ao més, quanto vocé deve investir durante
30 anos para obter ao fim desse prazo, por 30 anos, uma renda de R$ 100,007
(Morgado e Carvalho, 2015, p. 103)

Para resolver este problema, observa-se que ele envolve inicialmente uma capitalizacao e na segunda
parte uma amortizagao. Considerando os dados disponiveis, devemos comecar perguntando qual
deve ser o montante inicial necessario para ser consumido (amortizado) em 30 anos, com a mesma
taxa mensal de juros, com uma parcela de R$ 100,00. E, na segunda parte, ja conhecido o montante
a ser obtido, qual deve ser a parcela mensal que deve ser investida para obter-se esse montante.
Portanto, temos a equacao
(I14+i)"-1

i
como x, =0, P =100, i =0.005, n =360 e V, o montante, desconhecido.

X0 = (141)" x V-P x

(140,005)%09-1

1+40,005)%%° x V-100 =0
(140,005)™ x % 0,005

Resolvendo-se para V, o montante, encontra-se V=R$ 16679,16. Esse é o montante que deve ser
alcancado na primeira parte, a da capitalizacao. Agora, vamos usar a equacao da capitalizacao
para encontrar o valor da parcela mensal.
(I14+i)"-1

i

onde M =16679,16, n = 360, i = 0,005 e P é o valor desconhecido.

M=Px

(140,005)36° -1
0,005

16679,16 = P x
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Resolvendo-se para P, encontra-se o valor mensal a ser investido, que é de R$ 16,60.
A evolugao anual do montante é mostrada na Figura 2.

Evolucao anual do montante

15000 -

10000 -

Montante em Reais

5000 -

ANOS

Figura 2: Capitalizacao e Amortizacao

4. Consideracoes Finais

As equacoes de recorréncia sao um campo vasto de pesquisa que se expandiu muito nas décadas
finais do século XX, gracas ao uso intensivo de computadores. Elas sao a ferramenta adequada
para se fazer a modelagem de fendmenos que evoluem no tempo. Sao consideradas como o equi-
valente das equagoes diferenciais em tempo discreto [4]. Seu estudo se estende para muito além
da simples aplicacao vista neste trabalho e para quem se interessar, um mundo inteiro de conhe-
cimento e descobertas esta disponivel em varios textos elementares, tais como [2]. Assuntos como
o comportamento cadtico da equacao logistica enchem, hoje, milhares de publicagoes em livros e
revistas especializadas.
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