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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e aplicacdo, na Bolsa de Valores do Brasil
(B3), da funcdo de minima variancia presente na teoria de Markowitz. Esta funcéo é
uma ferramenta importante para a tomada de decisdes em investimentos em renda
variavel. Ela determina uma carteira 6tima de investimentos no sentido de estabelecer
o percentual a ser investido em cada ativo em renda variavel, de maneira que se tome
0 menor risco possivel. Uma vez estabelecida a funcdo de minima variancia,
enunciaremos e demonstraremos algumas ferramentas da otimizagdo continua que
garantem a existéncia e determinam as soluc¢des 6timas do problema geral. Mais
precisamente, o problema consiste em minimizar uma funcdo quadratica sujeita a
restricbes de igualde e desigualdade.

Palavras-chave: Funcdo Minima Variancia; Otimizacdo Continua; B3 (Bolsa de
Valores do Brasil).



ABSTRACT

This work presents the development and application, on the Brazilian stock exchange
(B3), of the minimum variance function present in Markowitz's theory. This function is
an important tool for making decisions in variable income investments. It determines
an optimal investment portfolio in terms of establishing the percentage to be invested
in each variable income asset, so that the lowest possible risk is taken. Once the
minimum variance function is established, we will state and demonstrate some
continuous optimization tools that guarantee the existence and determine the optimal
solutions to the general problem. To be more precise, it consists of minimizing a
quadratic function subject to equality and inequality constraints.

Keywords: Minimum Variance Function; Continuous Optimization; B3 (Brazilian Stock
Exchange).
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1 INTRODUCAO

A otimizacdo pode ser entendida como o processo de encontrar a melhor
solucéo, através da maximizacdo ou minimizacdo de uma funcdo que modela a
situacdo investigada (problema real) sujeita (possivelmente) a certos critérios ou
restricbes. Ela desempenha um papel significativo em varias areas do conhecimento

tais como matematica, engenharia, economia e ciéncia da computacao [6].

Por Santiago [13], infere-se que a origem da otimizac&o pode remontar a época
de Euclides (por volta de 300 a. C.). Podemos observar que ao longo de sua obra,
Elementos, algumas proposicbes podem ser interpretadas como problemas de

otimizacao.

A formalizacdo da teoria da otimizagdo comecou a se desenvolver no final do
século XVII, com os trabalhos de matematicos como Isaac Newton e Gottfried Leibniz.
No século XX, a otimizacdo se tornou uma area de pesquisa fundamental em
matematica aplicada, especialmente durante a Segunda Guerra Mundial, quando os
esforcos de guerra levaram ao desenvolvimento de técnicas de otimizacdo para
resolver problemas logisticos e de programacdo linear. A programacao linear, em
particular, desempenhou um papel crucial na otimizacdo de recursos durante essa

época.

Com o avanco da tecnologia da computacédo na segunda metade do século XX,
a otimizacdo tornou-se uma ferramenta indispensavel em uma ampla gama de
aplicacoes, incluindo o projeto de sistemas de transporte, a alocagao de recursos em

empresas e até mesmo a otimizagdo de algoritmos em ciéncia da computacgéo [6].

Hoje, a otimizagdo continua sendo uma area ativa de pesquisa e aplicacao,
com desenvolvimentos significativos em algoritmos e modelagem matematica. Ela
desempenha um papel crucial na resolucéo de problemas complexos em varias areas

contribuindo para a melhoria da eficiéncia e o avango tecnoldégico em muitos campos.

O problema, cuja solucdo sera obtida atraves das ferramentas de otimizacao,
formulado neste trabalho é baseado em conceitos basicos da teoria moderna de

financas desenvolvida por Harry Markowitz na década de 1950 [10]. Essa teoria € uma



abordagem fundamental para a gestdo de investimentos que busca encontrar a
alocacao ideal de ativos em uma carteira de investimentos, considerando aspectos de

risco e retorno esperado.

O problema de otimizacao de carteiras de Markowitz parte do principio de que
0s investidores estao interessados em maximizar seu retorno esperado, mas também
desejam minimizar o risco associado aos seus investimentos. Para isso, Markowitz
propds uma abordagem matematica que leva em consideracdo uma analise estatistica
de desempenhos passados de ativos em renda variavel. A partir da analise de um
periodo estabelecido, o qual pode ser, por exemplo, diario, mensal ou anual, sdo
levadas em consideracao, principalmente, trés ideias: a média dos retornos de cada
periodo; a variancia apresentada, a qual expressa o quao volatil se demonstrou um
determinado ativo; e a covariancia entre os ativos, que é uma medida que determina
0 qudo relacionados, as variacdes do mercado, dois deles estiveram. As duas Ultimas

ideias se relacionam para determinar o risco que o ativo oferece.

A principal ideia por tras dessa teoria € que a diversificacdo pode reduzir o risco
de uma carteira de investimento. Isso significa que, ao incluir ativos que ndo tém uma
correlagcéo perfeita entre si, é possivel obter uma carteira que tenha menos risco do
gue qualquer um dos ativos individuais que a compdem. No entanto, essa reducao de
risco ndo ocorre indefinidamente, e ha um ponto de equilibrio onde a adicao de mais

ativos a carteira pode néo proporcionar uma reducéo significativa ao risco.

Uma possibilidade para o problema de otimizacao de carteiras de Markowitz é
encontrar a alocacéo de ativos que maximize o retorno esperado da carteira sujeito a
um nivel de risco especificado. E possivel também determinar a carteira que oferece
a maior razdo entre o retorno excedente (retorno esperado subtraido da op¢do no
mercado livre de risco) e o risco (desvio padrdo). Ha ainda a possibilidade em

determinar a carteira que oferece menor risco.

Para qualquer um dos problemas, € necessario determinar as restricoes
relacionadas ao peso de cada ativo que compfe a carteira. A soma de cada um
desses pesos deve ser igual a 1. Outra restricdo esta relacionada, por exemplo, ao
percentual maximo, ou minimo, a ser investido em um determinado ativo. H4 ainda a
possibilidade de se considerar a opcdo de venda a descoberto, que € uma pratica

financeira que consiste na venda de um ativo ou derivativo, esperando que 0 preco



caia para entdo compra-lo de volta e lucrar com a diferenca. Se for considerada, o
percentual do ativo pode ser um namero negativo, caso contrario, deve ser um niumero

nao negativo.

Neste trabalho, vamos modelar e apresentar técnicas de resolucdo para
minimizar o risco da carteira sem opcéo de venda a descoberto. Consideramos o
seguinte problema de otimizag&o continua que consiste em minimizar a raiz quadrada

da funcao objetivo f: R" —» R, definida por:

f(X) = X0} + X202 + -+ XP0f + 2X,X,015 + 2X,X3003 + -+ + 2X;_1X;00-1); ,
sujeito as restricoes:

X+ X, ++X;=1e X, X,,...,X; =20com ;i€ {1,2..,n}.

Cada variavel X;representa o peso a ser investido em cada ativo. Os
coeficientes o7 e o(;_y); representam, respectivamente, a varidncia e covariancia
entre o conjunto de dados. Tais coeficientes sdo constantes reais, intrinsecas a um
determinado problema. Os conceitos de variancia e covariancia serdo detalhados,

respectivamente, ao longo das secoes 2.2 e 2.4.

Existem muitas ferramentas que podem ser usadas para resolver problemas de

otimizacao, sujeitos ou ndo a restricées. Aqui estdo alguns exemplos:

- Programacéo Linear: Quando as restricoes e a funcao objetivo sao lineares,

a programacao linear pode ser usada para encontrar a solucao otima.

- Programacéo Quadratica: O problema de otimizacao de Markowitz geralmente
é formulado como um problema de programacédo quadratica, pois envolve otimizar

uma funcéo quadrética sujeita a restricdes lineares.

- Técnicas de Otimizagao N&o Linear: Em alguns casos, restricdes ou objetivos
nao podem ser expressos de forma linear ou quadratica, e métodos de otimizag&o nao

linear podem ser usados.

- Algoritmos de Otimizacgao: Para resolver problemas de otimizacao, podem ser
utilizados diversos algoritmos, incluindo o método de Newton, algoritmos de gradiente

descendente, algoritmos de otimizacdo convexa, entre outros.
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- Ferramentas de Software: Para implementar a otimizacdo de carteiras de
Markowitz, muitos investidores e gestores de ativos utilizam ferramentas de software
especializadas em otimizacdo de portfélio, como o MATLAB, R, Python (com
bibliotecas como NumPy, SciPy ou CVXPY), ou plataformas de software financeiro

especificas.

Para cada tipo de problema de otimizagéo, existem condigbes necessarias e
suficientes de otimalidade, as quais sdo um conjunto de critérios matematicos que
determinam quando uma solucédo é 6tima. Essas condicbes garantem que, se uma

solucédo satisfaz todas elas, entao essa solucéo é de fato a solu¢ao 6tima do problema.

No presente trabalho, vamos minimizar o risco de uma carteira que € formulada
por uma funcdo quadratica. Para este caso, as condicdes necessarias de otimalidade
incluem as "condicdes de Karush-Kuhn-Tucker" (KKT). Estas incidem sobre o vetor
gradiente da funcdo objetivo e das restricbes. Neste contexto, € imprescindivel
considerar as condicbes de qualificacdo, que podem ser verificadas através da
analise, por exemplo, da relacdo de independéncia linear entre os gradientes dos
vetores das funcBes de restricdo ou ainda, analisando a igualdade de determinados
cones avaliados em um ponto factivel do problema. Tais cones serdo explicados e
contextualizados ao longo desta dissertacdo. Veremos que as condi¢cdes necessarias

de otimalidade de nosso problema sdo também suficientes devido a presenca de

convexidade das funcdes envolvidas no problema.

A metodologia utilizada para desenvolver este trabalho consistiu na analise de
teses, dissertacbes e livros a respeito da teoria de otimizacdo de carteiras de
Markowitz e conceitos de otimizagdo continua sujeito a restricdes de igualdade e

desigualdade.

O objetivo geral consiste em demonstrar a aplicabilidade de ferramentas da
matematica em problemas da vida real. Para atingi-lo, formulou-se um problema, a
partir de conceitos basicos de Estatistica, para o qual foram analisadas ferramentas

Uteis para sua resolucéo.

Os objetivos especificos consistem em: analisar dados e aplicar conceitos
basicos de Estatistica, tais como médias simples e ponderada, medidas de dispersao
e covariancia; entender o processo de modelar um problema da vida real a partir da

analise de casos para poucas variaveis para que se possa ficar claro o processo de
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generalizacdo das mesmas; discutir a necessidade e importancia de ferramentas

avancadas de otimizacao continua para resolver o problema proposto.

Em um primeiro momento, faremos a formulagdo de um problema que consiste
em encontrar um valor 6timo. Na sequéncia, discutiremos algumas ferramentas de
otimizacao para resolver o problema proposto. Em seguida, faremos a aplicacdo da
teoria abordada em dados reais, do ano de 2022, de algumas acdes da Bolsa de
Valores de Sao Paulo (B3). Por fim, faremos as consideracdes finais enfatizando os

resultados obtidos e a relevancia deste trabalho na formacéao.
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2 TEORIA DE MARKOWITZ: MODELANDO A FUNCAO DE MINIMA VARIANCIA

Nesse capitulo, faremos uma breve discussdo sobre os aspectos gerais da
Teoria de Markowitz. Em seguida, trataremos um problema ficticio composto por 3
ativos. Veremos a importancia de conceitos simples da Estatistica, tais como média
simples e ponderada, medidas de dispersao e covariancia. Na sequéncia, faremos a
analise de diferentes composicdes para uma carteira composta por 2 ativos. Neste
contexto, definiremos a fronteira eficiente. Apds isso, vamos modelar a funcdo de
variancia minima, proposta na teoria de Markowitz, para o caso de 2, 3 e n ativos.
Nesta circunstancia, veremos a importancia, a partir da analise empirica, da

diversificacao ao se investir em renda variavel.

2.1 Teoria de Markowitz

A teoria de Markowitz, também conhecida como a Teoria da Carteira de
Markowitz, é um estudo financeiro desenvolvido por Harry Markowitz em 1952. Ele foi
laureado com o Prémio Nobel de Economia em 1990 por desenvolver esta teoria. Sua
pesquisa, publicada em 1952 no artigo "Portfolio Selection", e posteriormente no livro
"Portfolio Selection: Efficient Diversification", foi importante para o inicio da moderna
teoria de portfélio e analise de investimentos. Desde entéo, a construcdo de portfélios

com base em suas ideias tem sido amplamente adotada no mercado financeiro.

Um investidor se encara com a situacdo de ter que escolher um namero muito
grande de possibilidades de ativos para se investir. Neste contexto, esta teoria esta
relacionada a forma de como os investidores podem tomar decisdes racionais sobre
como alocar seus ativos financeiros em uma carteira de investimentos, levando em

consideracao a relagéo do retorno e risco.

A teoria surgiu em um contexto de pos-guerra e crescimento econdémico. Apos
a Segunda Guerra Mundial, os Estados Unidos e outras economias ocidentais
estavam se recuperando do conflito e experimentando um periodo de crescimento
econdmico significativo. Na época, os mercados financeiros estavam em constante

evolucdo. As pessoas se interessavam cada vez mais em investir em acdes. Apesar
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do interesse crescente, havia uma caréncia de abordagens sistematicas e cientificas
para a criacdo de carteiras de investimento. Muitas vezes, investimentos eram
considerados levando-se em consideracao apenas o retorno de um ativo, ignorando
a volatilidade, a qual transmite a ideia de dispersdo de um ativo em relacdo a sua
meédia. Um ativo com volatidade alta, ou seja, que tem variagdes com altas amplitudes,
tende ser mais arriscado. Um exemplo numérico sera apresentado na secao 2.2 para

um melhor entendimento desse conceito.

A importancia da teoria de Markowitz reside na sua contribuicdo para a
compreensao e gestdo do risco em investimentos. Conforme Markowitz [10], é
possivel criar carteiras diversificadas que oferecem um equilibrio entre retorno e risco,
permitindo aos investidores maximizarem seu retorno para um nivel de risco dado ou
minimizar o risco para um nivel de retorno desejado. Ela também deu origem a
diversas outras teorias e modelos, como o Modelo de Precificacdo de Ativos
Financeiros (CAPM) e a Teoria da Eficiéncia do Mercado. O Modelo de Precificacédo
de Ativos Financeiros (CAPM) foi desenvolvido em parte por William Sharpe em seu
trabalho "Capital Asset Prices: A Theory of Market Equilibrium under Conditions of
Risk", publicado em 1964 no "Journal of Finance". A Teoria da Eficiéncia do Mercado
foi formalmente apresentada por Eugene Fama no artigo "Efficient Capital Markets: A
Review of Theory and Empirical Work", publicado em 1970 no "Journal of Finance".
Estes trabalhos sdo referéncias primarias para essas teorias na literatura de financas.

Podemos destacar alguns pontos importantes para aplicar a teoria de

Markowitz:

e Coleta de dados, a qual consiste em reunir informagdes sobre os ativos
financeiros que se deseja incluir em seu portfélio;

e Célculo do retorno esperado, que envolve a média histérica dos retornos
passados;

e Calculo de volatilidade, que é feito usando o desvio padrdo dos retornos
histéricos do ativo;

e Definicdo de metas e restricdes, que consiste em determinar seus objetivos
de investimento, incluindo o nivel de retorno desejado, o nivel de risco que

esta disposto a aceitar e limitagées de investimento em ativos especificos;
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e Otimizagao, que consiste em utilizar um software ou uma planilha para
encontrar a alocagao de ativos que maximiza ou minimiza seus objetivos de
investimento;

e Rebalanceamento e monitoramento continuo, o0s quais enfatizam a
importédncia de acompanhar regularmente o desempenho da carteira
estabelecida e fazer eventuais mudancas de acordo com o mercado

financeiro atual a fim de se atender as suas metas de investimento em curso.

E importante ressaltar que a teoria de Markowitz € um modelo simplificado e
nao leva em consideracao todas as complexidades do mercado real. Portanto, € valido
ser cuidadoso ao aplicar essa teoria na pratica e considerar fatores adicionais, como
custos de transacdo e taxas, politica interna e externa, juros, inflacdo, horizonte de

investimento e outras varidveis importantes para sua situacéo especifica.

2.2 Retorno esperado e medidas de disperséo

A tabela abaixo representa uma variacdo em percentual de trés ativos de renda
variavel ao longo de quatro periodos. Vamos supor que 0s periodos sejam mensais.
Optou-se por escolher valores hipotéticos para facilitar o entendimento da construcéo
do problema, caso o leitor ndo esteja familiarizado com tais termos. Vamos usar tais

dados ao longo das discussdes e constru¢des que faremos neste capitulo.

Tabela 2.1 — Dados iniciais.

Periodo | Ativo A | Ativo B | Ativo C
1 1 4 3
2 4 1 6
3 3 3 1
4 5 1 6

Fonte: Autor.
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Passaremos agora a analise do valor esperado de cada ativo e seu respectivo
risco. O valor esperado, ou retorno médio, é dado pela média simples das variacdes
dos quatro periodos. E possivel calcular a média ponderada se quisermos estabelecer
pesos para a variacdo de cada més. Vamos, no entanto, calcular o valor esperado
com a média simples. Assim, sejam R, , Rg, R 0s valores esperados dos ativos A, B
e C.

. 14443+5 13
ERy) =Ry =——7p——= =325

4414341 9
— = =225

E(RB):R_B: 4 4

_ 3+6+1+6 16
ER)=Re=——7F——= 4 =4

Baseando-se na analise das variacfes de quatro periodos mensais, espera-se
que, no periodo 5, os ativos A, B e C obtenham, respectivamente, uma valorizacdo de

3,25%; 2,25% e 4% em relacdo ao periodo 4.

Para cada investimento em renda variavel, existe um risco atrelado, portanto,
n&o se pode considerar apenas a média por si s6. E (til analisar alguma medida que
leva em conta o quanto o valor de cada periodo difere da média. Essa analise sera

considerada para determinar o risco. O grafico abaixo ilustra essa reflexao.
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Grafico 2.1 - Dispersao em relacao a meédia.

7 7 7
6 6 6 ] {
5 ® 5 5
4 { 4 ] 4
3 ® 3 ® 3 ]
2 2 2
1 ® 1 (] (] 1 ]
0 0 0
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Valor esperado Ativo A Valor esperado do ativo B Valor esperado do ativo C
® AtivoA @ AtivoB @® AtivoC

Fonte: Autor.

Analisando apenas a Tabela 2.1 e o Grafico 2.1, nota-se que o ativo C tem um
comportamento mais irregular em relacdo aos ativos A e B, ou seja, suas variacdes

estdo mais distantes da média.

E preciso determinar um nGmero que quantifique essas variacées em relacéo
a média. Uma maneira intuitiva de se fazer isso € calcular a diferenca entre o valor de
cada periodo e o valor médio. Ao fazer isso, algumas diferencas seriam positivas e

outras negativas, o que implicaria que a soma das diferencas se anularia.

Nesse contexto, vamos considerar o risco a partir da variancia de cada conjunto
de dados dos ativos. Trata-se de uma medida de disperséo, expressa por um numero
real positivo, que considera o quadrado da diferenca entre o valor de cada periodo e

o valor médio.

Vamos calcular a variancia de cada ativo e, em seguida, determinar seus
respectivos riscos. Sejam o2, 6f e of as variancias dos ativos A, B e C,

respectivamente,
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, (1-325)%+(4-3,25)* + (3 —3,25)* + (5 — 3,25)?

07 7 = 2,1875

, (4— 2,25)2+ (1 —2,25)2 + (3 —2,25)* + (1 — 2,25)?

o2 7 = 1,6875

0_2:(3_4)2+(6—4)2+(1—4)2+(6_4)2:

4.5,
¢ 4

Visto que as parcelas das igualdades acima foram elevadas ao quadrado, é
preciso reconsiderar essa medida através da operacao inversa, que € a raiz quadrada.
Assim, o risco sera determinado pelo desvio padrdo, ou seja, pela raiz quadrada da
variancia. Sejam g,, 05 € g., respectivamente, os desvios padrdes, isto €, 0s riscos,

dos ativos A, B e C:

o4 = \J02 = /2,1875 = 1,48; g = JoZ = /1,6865 = 1,3; o, = \J0Z = /4,5 = 2,12.

Tabela 2.2 - Retorno médio e risco.

Ativo | Retorno Médio | Risco
A 3,25 1,48
B 2,25 1,3
C 4 2,12

Fonte: Autor.

Como o, > g4 > oy, € mais arriscado investir no ativo C do que em A ou B.

Se levarmos em conta um investimento de menor risco, seria melhor investir
todo o capital no ativo B. Mesmo que seu retorno seja inferior aos dos demais, € um
investimento mais seguro. Em investimentos em renda variavel, de uma maneira

geral, é preferivel um risco baixo a um retorno alto.
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2.3 Andlise de diferentes carteiras compostas por 2 ativos e fronteira eficiente.

Uma questdo natural que surge nesse ponto € se uma combinacdo de
investimentos em cada ativo ndo poderia ser menos arriscada. De fato, muitas vezes,
séo feitos investimentos em varios ativos distintos, o que compde o que chamamos
de carteira de investimentos. E preciso escolher quais serdo os ativos que fardo parte
da carteira de investimentos, bem como, as suas respectivas quantidades visando
obter uma boa relacao risco/retorno. Ha ainda aqueles que prefiram uma carteira que

determina o menor risco possivel.

Em um primeiro momento, vamos analisar uma carteira composta por 50% em

A e 50% em B. Calculemos seu retorno esperado e seu risco.

O retorno da carteira desse investimento € simplesmente a média ponderada
dos retornos dos ativos médios de cada ativo. Seja R, 0 retorno esperado da carteira

de investimentos composta por A e B:

Rp =R, *0,5+ Ry *0,5=2325%0,5+ 2,25 0,5 = 2,75. (2.1)

Assim, espera-se que no periodo 5, a carteira de investimentos, composta por

50% de ativo A e 50% de B, valorize-se em 2,75%.

Analisemos agora o risco dessa carteira que € calculado a partir do valor

esperado das variancias do retorno médio da carteira e denodo por ap.

Tabela 2.3 — Calculo do risco da carteira.

Periodo | Ativo A | Ativo B | Retorno médio da carteira por periodo

1 1 4 0,5*1+0,5*4=2,5
2 4 1 0,5*4+0,5*1=2,5
3 3 3 0,5*3+0,5*3=3

H
u
=

0,5*5+0,5*1=3

Fonte: Autor.
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2,5—2,75)% + (2,5 -2,75)* + (3 — 2,75)* + (3 — 2,75)?
b )2+ ( Gl Ck

Op = fag =0,25.

Podemos concluir entdo que ao investir em uma carteira composta por 50% de

ativo A e 50% de ativo B, espera-se um retorno de 2,75% e um risco de 0,25.

Nota-se que também que op <ag, € op <oz . O investimento em uma
combinacgao de ativos seria menos arriscado do que investir unicamente em A ou B.
De maneira analoga a construcao da Tabela 2.3, consideremos a Tabela 2.4 contendo

outras possiveis composicdes de carteira.

Tabela 2.4 — Composicéo de carteira com diferentes percentuais.

Composicao da carteira | Retorno Esperado | Risco
0% emAel00%emB 2,25 1,3
10% em A e 90% em B 2,35 1,03
20% em A e 80% em B 2,45 0,77
30% emAe 70% emB 2,55 0,51
40% em A e 60% em B 2,65 0,3
50% em A e 50% em B 2,75 0,25
60% em A e 40% em B 2,85 0,43
70% em Ae 30% emB 2,95 0,68
80% em Ae 20% em B 3,05 0,94
90% em Ae 10% em B 3,15 1,21
100% em A e 0% em B 3,25 1,48

Fonte: Autor.

Ao analisarmos os valores da Tabela 2.4, observamos que ao investir em um
anico ativo, o risco é fixo. Ao investir em dois ativos, o risco varia em funcdo da

porcentagem investida em cada um deles.

Vejamos através do grafico 2.2 as opcdes de investimento que foram

apresentadas na Tabela 2.4.
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Grafico 2.2 — Analise grafica de diferentes composicdes de carteira.
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Risco

Fonte: Autor.

Notemos que os pontos em azul sdo as melhores opc¢des de investimento. Ao
investirmos, por exemplo, 80% em A e 20% em B estariamos expostos a menos risco
e teriamos um retorno esperado mais satisfatorio em relagdo a investir 10% em A e
90% B. Se levarmos em consideragédo apenas o0s investimentos contidos na Tabela

2.4, os pontos em azul formariam o que denotamos como fronteira eficiente.

Considerando o investimento em varios ativos e as diferentes possibilidades de
combinac¢des de percentual investido em cada um, definimos por fronteira eficiente
como o conjunto de carteiras que oferecem o maior retorno esperado para um nivel
especifico de risco. Ela é determinada por uma curva gerada pela projecédo do ponto
gue oferece o menor risco (obtido através de ferramentas de otimizacao) até o ponto
da carteira que oferece o maior retorno. As carteiras que estdo abaixo da fronteira

eficiente ndo séo consideradas como boas op¢des de investimento.

Vamos analisar o caso geral sem venda a descoberto!. Vamos considerar,
primeiramente, todas as possibilidades de carteira plotadas no espaco bidimensional
do risco x retorno. Neste caso, obtemos um diagrama semelhante ao da figura a

1 E uma prética financeira que consiste na venda de um ativo ou derivativo, esperando que o preco
caia para entdo compra-lo de volta e lucrar com a diferenca.
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seguir, onde cada letra representa uma possibilidade de carteira que determina um

risco e retorno especifico.

Gréfico 2.3 — Possibilidade de risco x retorno para varios ativos e carteiras

Retorno esperado

Risco

Fonte: Elton, Gruber, Brown e Goetzmann [3]

Considerando os pontos presentes no Gréfico 2.3 que oferecem o maior retorno
para 0 mesmo risco (ou que oferecem o riSCoO menor para 0 mesmo retorno), teremos
identificado todas as carteiras pertinentes de investimento. Todas as demais sdo
ignoradas e a fronteira eficiente é formada através dos pontos pertencentes a curva,
concava e suave, projetada partindo do ponto C (carteira que representa 0 menor
risco) até o ponto B (carteira que representa o maior retorno), como mostra o Grafico
2.4.



22

Grafico 2.4 — A fronteira eficiente

)

Fonte: Elton, Gruber, Brown e Goetzmann [3]

Voltemos ao problema cujos dados se encoram na Tabela 2.1. Se levarmos em
conta a carteira de menor risco, dentre as opg¢des contidas na tabela, a melhor escolha
seria: investir 50% em A e 50% em B. De maneira aparentemente linear, nota-se que
o valor do risco diminui até um certo ponto para em seguida aumentar. Existiria entdo
um valor minimo do risco? Se a resposta para esta pergunta for positiva, o valor
minimo estaria compreendido entre 40% e 60% do investimento no ativo A, e 0
restante no ativo B. Nas proximas secdes, vamos analisar com mais detalhe essa

questao.

2.4 Modelando a fun¢édo de minima variancia para duas variaveis

Para mencionarmos “valor minimo”, devemos modelar o problema com uma
funcdo cujas variaveis sejam as porcentagens de investimentos em cada ativo. Ndo

vamos considerar vendas a descoberto.

Lembrando que o risco de investimentos de uma carteira esta relacionado ao
valor esperado das variancias do retorno médio da carteira, vamos modelar uma
funcdo que estabelece o risco para uma carteira composta por dois ativos. Para isto,
retomamos a situagdo da Secéo 2.3, isto €, consideramos investimento de 50% em

no ativo A e 50% em B. Retomemos a Tabela 2.3
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Tabela 2.3 — Calculo do risco da carteira

Periodo | Ativo A | Ativo B | Retorno médio da carteira por periodo
1 1 4 05%*1+05+x4=25
2 4 1 05%*4+05+x1=25
3 3 3 05¥3+05%x3=3
4 5 1 05x54+05+1=3

Fonte: Autor.

2,5—2,75)%+ (2,5—2,75)% + 3 - 2,75)? + (3 — 2,75)? 2.2
522G )"+ ( )"+ ( )"+ ( ):0'0625 (2.2)

P 4

Vamos generalizar a expressao numérica acima com dados obtidos e conceitos

vistos previamente.

Lembrando que 2,75 = R, (retome a equacéo (2.1)), substituimos esse valor

na equacao 2.2 do retorno médio da carteira por periodo, de modo que obtemos:

2

(05%¥14+05%4—Rp)2+(0,5%x4+0,5%1—Rp)?
o2 = +

4
(05%3+05%3—Rp)?+(0,5%5+0,5%1—Rp)? (2.3)
4

Sejam:

X, 0 porcentual investido no ativo A.
X, o porcentual investido no ativo B.
R,; 0 retorno do ativo A no periodo j; j € {1,2,3,4}

Rg; 0 retorno do ativo B no periodo j; j € {1,2,3,4}
E importante ressaltar que:

Xl +X2 = 1eX1,X2 20.
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A restricdo de igualdade se deve ao fato de que X; e X, representam
percentuais de investimento para o qual serd investido 100% do capital. A relacéo de

desigualdade provém do fato de que ndo estamos considerando vendas a descoberto.

Retomando as substituicées a partir da equacgao 2.3, temos que:

P (X1 *Rag + X, *Rgy — Rp)® + (X; * Rap + X, * Ry — Rp)?
op = +
4
(X; *Raz + X, * Rgz — Rp)® + (X; * Rag + X, * Rgs — Rp)?
4

(2.4)

Vamos trabalhar com a primeira parcela da equacéo (2.4). O desenvolvimento

para as demais segue de forma analoga.

(X1 *Ray + X, *Rgy —Rp)?
. =

[X; * Ray + Xo % Rpy — (Ry * X1 + R * Xp)]*
Z =

[X1(Ra1 — Ra) + X2 (Rp1 — Rp)]? _
4

X?(Ra1 — Ra)® + X3 (Rp1 — Rp)® + 2X,X5(Ra1 — Ry) (Re1 — R) (2.5)
2 :

Assim, da equacao 2.4, obtemos:

o2 = X?(Ra1 — Ra)? + X5(Rp1 — Rp)® + 2X,X,(Ra1 — Ra)(Rp1 — Rp) +
2 —
4
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X (Raz — Ra)> + X3 (Rga — Rp)* + 2X,X5(Raz — Ra)(Rp2 — Ri) 4
4

X?(Ras — Ra)? + X3 (Rgs — Rp)* + 2X1X5(Ra3 — Ra)(Rps — Ri) 4
4

X?(Ras — Ry)? + X3 (Rps — Rp)® + 2X1 X5 (Raa — R4)(Rpa — Rp) (2.6)
4

Na equacao (2.6), vamos deixar X2, X? e 2X, X, em evidéncia:

52 = X7[(Ras — Ra)® + (Raz — Ra)* + (Rp3 — Ry)® + (Ras — R’ N
2 =
4

XZ[(Rg; — Rp)* + (Rpz — Rp)* + (Rpz — Rp)* + (Rgs — Rp)?] +
4

4 J— —
Rsi —R)(Rzi — R (2.7)
2X1X22( Aj ) ( Bj B)
. 4
j=1
Apontaremos abaixo algumas observacdes sobre a equacao (2.7).
i) O coeficiente de XZ € a variancia do conjunto de dados (ao longo dos
guatro periodos) do ativo A, isto é:
, [(Ra1 — Ra)? + (Raz = Ra)? + (Raz — Ra)* + (Ras — R4)?] 2 2
Xi = X{oj
4
i) O coeficiente de X2 é a variancia do conjunto de dados (ao longo dos

guatro periodos) do ativo B, isto é:
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X7[(Rg1 — Rp)* + (Rp2 — Rp)* + (Rgz — Rp)? + (Rps — Rp)?] = X305

ii)

O coeficiente de 2X,X, € a covariancia entre os ativos A e B, isto é, a
média do produto de dois desvios: os desvios do ativo A em relagédo a

sua media (R4; — R,) e os desvios dos retornos do ativo 2 em relagéo a
sua media (Rg; — Rg). Esse valor pode ser positivo ou negativo. Sera

positivo se existe uma relacdo entre as tendéncias de cada ativo. Desse
modo, se os ativos A e B subirem ou cairem (no mesmo periodo) a
covariancia é um namero real positivo. Por outro lado, se o ativo A cair
e 0 ativo B subir (ou vice-versa) no mesmo periodo, a covariancia entre
eles é negativa. Isso significa que as variac6es dos ativos A e B sao
opostas. Em nosso problema, € um numero real constante. Ela
representa o quéo relacionadas estdo as variacdes dos ativos A e B em
relacdo ao mesmo periodo. Se ndo existe relagdo aparente entre as
tendéncias de cada ativo, a covariancia € um namero real cujo médulo é
préximo ou igual a zero. Logo, quanto maior este modulo, mais
intensamente estdo relacionados dois ativos em relacdo as suas

variagoes.

Vamos denotar a covariancia entre os ativos A e B por gz, isto é:

= 0, = 0
' 4 AB BA

4 R —_
(Raj — R4)(Rg; — Rp)
j=1

Aplicando a férmula da covariancia aos dados da Tabela 2.1, segue que:

Oy =

(1-3,25)(4—2,25)+(4—3,25)(1-2,25)+(3-3,25)(3-2,25)+(5-3,25)(1-2,25) _

—1,8125

4

o, € negativo, logo, pode-se dizer que os ativos A e B possuem

comportamentos de mercado opostos, isto €, quando o ativo A cai, o ativo B tende a

subir (e vice-versa). Os termos "cair" e "subir" podem também ser usados na analise

das variacbes em relacdo a sua média. Por exemplo, no periodo 1, o ativo A teve uma
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variacao positiva de 1%, no entanto, menor do que sua média 3.25%, e o ativo B,

obteve uma variagédo de 4%, logo, superior & sua média de 2.25%.

Podemos entédo concluir nesta secao que a forma genérica de uma carteira que

estabelece o menor risco de investimento considerando dois ativos é:

O'g :X120'12 + X220'22+2X1X20'12, (28)

onde X; e X, sdo as variaveis e 7, g2 e g;, S80 constantes intrinsecas a um problema

dado no formato da equacéo 2.8

Observamos que a equacdo 2.8 pode ser generalizada para “n” periodos,

naturalmente.

Notemos também que ela pode ser interpretada como uma funcao continua,

com duas variaveis, cujo dominio € um subconjunto do R?, tal que:

X1 +X2 = 1 eXl,Xz 2 0 (29)

Na proxima secao veremos como é possivel estabelecer a carteira que oferece

menor risco considerando a equacgao (2.8).

2.5 Célculo da carteira que estabelece o menor risco para 2 ativos.

Para minimizar a equacéo (2.8), sujeito as restricbes em (2.9), vamos usar
ferramentas de otimizacdo continua. Em um primeiro momento, vamos explorar o
problema em questdo usando conceitos basicos de funcdo do segundo grau para
encontrar o eventual minimizador. Vejamos que é de fato possivel encontrar um

minimizador para a equacao (2.8), sujeito as restricées em (2.9).

Da equacéo, 2.9, se fizermos X, = 1 — X;, tem-se que:
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of = Xiof + (1 - X1)?05+2X,(1 = X1)oy,

0f = X2(6% + 02 — 20y,) + X120y, — 20%) + o2 (2.10)

E é facil ver que (2.10) € uma funcéo do segundo grau em X; com coeficientes

constantes. Essa fung¢éo possui um valor extremo (de méximo ou de minimo) em:

—(201, — 203) 0% — 0y (2.11)

X, = =
Y7202 + 02 - 20y,) 0%+ 02— 204,

Considerando investimento nos ativos A e B mencionados nesse capitulo (67 =

2,1875; 02 = 1,6875; 0,, = —1,8125), segue que X; = 0,4667.

Substituindo X; = 0,4667 a equacido (2.10) , segue que op = 0,233% .
Analisando a Tabela 2.3, percebemos que esse valor € menor do que, por exemplo,
investir 50% em cada ativo. Assim, alocar aproximadamente 46,67% em A e 53,33%
em B é um valor extremo de minimo, ou seja, o investimento de menor risco.

Substituindo esses percentuais para o retorno esperado, segue que Rp = 2,72%.

De maneira analoga a construcdo da Tabela 2.3, consideremos o caso de se

investir nos ativos A e C cujos dados iniciais se encontram na Tabela 2.1:
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Tabela 2.5 — Composicéo de carteira com diferentes percentuais

Composicao da carteira | Retorno Esperado | Risco
0% em A e 100% em C 4 2,12
10% em A e 90% em C 3,93 2,01
20% em Ae 80% emC 3,85 1,90
30% em A e 70% em C 3,78 1,80
40% em A e 60% em C 3,70 1,71
50% em A e 50% em C 3,63 1,63
60% em A e 40% em C 3,55 1,57
70% em Ae 30% emC 3,48 1,52
80% em Ae 20% em C 3,40 1,49
90% em A e 10% em C 3,33 1,475
100% em Ae 0% em C 3,25 1,479

Fonte: autor.

Grafico 2.6 — Relacéo risco x retorno dos ativos Ae C

4,50
4,00 o
3:50 '..‘_...-..-  J
3,00
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1,00
0,50
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0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

Risco

Retorno

Fonte: Autor.

Analisando a Tabela 2.5, o valor a ser investido em A para se ter 0 menor risco
possivel estd entre 80% e 100%. De fato, vamos calcular esse valor através da

igualdade (2.10) aplicados ao investimento em A e C:
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O4c + 02

2
O-A_

X, =
1 02 + 20y¢
2+ 4,5

X, = =~ 93
17 21875 —45+2 %2

Assim, segue que op =1,474% para uma carteira composta por,
aproximadamente, 93% de ativo A e 7% de C. O retorno esperado (Rp) é de

aproximadamente 3,30%.

De maneira analoga a constru¢do da Tabela 2.3, consideremos agora 0 caso

de se investir nos ativos B e C cujos dados iniciais se encontram na Tabela 2.1:

Tabela 2.6 — Composicdo de carteira com diferentes percentuais

Composicao da carteira | Retorno Esperado | Risco
0% em B e 100% em C 4,00 2,12
10% em B e 90% em C 3,82 1,81
20% em B e 80% em C 3,65 1,49
30% em B e 70% em C 3,47 1,19
40% em B e 60% em C 3,30 0,90
50% em B e 50% em C 3,13 0,65
60% em B e 40% em C 2,95 0,50
70% em B e 30% em C 2,78 0,53
80% em B e 20% em C 2,60 0,74
90% em B e 10% em C 2,43 1,00
100% em B e 0% em C 2,25 1,30

Fonte: Autor.
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Grafico 2.7 — Relacéo risco x retorno dos ativos B e C

Relagdo risco x retorno dos ativos Be C
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Fonte: Autor.

Analisando a Tabela 2.6, o valor a ser investido em B para se ter o menor risco
possivel esta entre 50% e 70%. De fato, vamos calcular esse valor através da

igualdade (2.10) aplicados ao investimento em B e C:

. opc + 02
X1 = — 2
05 — 0¢ + 20p¢
v —-2,25+ 4,5 - 063
17 1,6875—-45—2%225
Assim, segue que op =0,49% para uma carteira composta por,

aproximadamente, 63% de ativo B e 37% de C. O retorno esperado (Rp) é de

aproximadamente 2,89%.

A tabela abaixa resume os resultados obtidos, relacionados as carteiras

otimizadas, nessa secéo

Tabela 2.7 — Carteiras otimizadas para investimento em dois ativos.

Carteira 6tima composta por 2 ativos risco retorno
46,67% em A e 53,33% em B 0,233% 2,72%
93,02% em A e 6,98% em C 1,474% 3,3%

63% emBe37%emC 0,49% 2,89%

Fonte: Autor.
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Concluimos que ao escolher dois ativos, a melhor op¢cdo de investimento,
considerando a carteira com menor risco, € alocar aproximadamente 46,67% em A e
53,33% em B.

2.6 Diversificacdo pode oferecer menor risco: analise empirica.

Uma pergunta interessante € se podemos diminuir ainda mais o risco ao
compor a carteira com trés ativos. Vamos, primeiramente, modelar a funcéo do risco
com trés variaveis, cada uma delas sendo a porcentagem a ser investida em cada um

dos trés ativos.

Lembrando que o risco de uma carteira € calculado pelo valor esperado das

variancias do retorno médio da carteira, isto é:

of = E(Rp — Rp )*> = E[X1R4j + X2Rpj + X3Rcj — (X1R4 + XzRp + X3R()]?

_ — 12
of = E[Xl(RAj — Ry) + X;(Rpj — Rp) + X5 (R¢j — Rc)] (2.12)

Paratodo a, b, c € N, segue que:
(a+b+c)2=a?+2alb+c)+ (b+c)?=a?+2ab+ 2ac+ b? +c? + 2bc

(a+b+c)?=a?+b?+c?+ 2ab + 2ac + 2bc (2.13)

Assim, retomando a equacéo (2.12) e baseando-se em (2.13), segue que:

- — 12
0f = E[X1(Ra; — R4) + X2(Rgj — Rg) + Xo(R¢j — R¢)|
—\2 2 2
= E[X{(Raj — Ra)" + X3(Rs; —R5)" + X3(Rcj — Rc)
+ 2X,X,(Raj — Ry)(Rpj — Rp) + 2X1X3(Raj — Ra)(R¢j — R¢)

+ 2X,X3(Rs; — Rg)(Rej — Ro)] (2.14)
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Para continuarmos a manipulacdo, vejamos duas propriedades importantes

envolvendo o valor esperado.

Por definicdo, o valor esperado do ativo A ao longo de j periodos é:

Rap+ Rap o+ Ry;

E(Raj) = ;

Vejamos que o valor esperado da soma dos retornos de dois ativos € soma da
média de cada um deles, isto é:

De fato:

RAl + RBI + RAZ +R31 + ”'+RA1 + RB'
E(RA]‘l‘RB]): - ]:

]
Ry1 + Ryp ...+ Ry; Rg1 + Rgy ...+ Rg; __ __
Al A? Aj n B1 B.Z Bj —R,+ R,
] ]
Vejamos também que:
E(cRyj) = cRy, (2.16)

com ¢ uma constante real.
De fato:

CRg1 + CRyz ...+ CRyj  Cc(Ra1 + Rpz ..+ Ryj) B
; = ; = Chiy
J J

E(cRaj) =

Usando as duas propriedades acima (representadas pelas equacbes 2.15 e

2.16 ) na equacgéo 2.14 segue que:
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0% = X7E [(Ra; — )| + X3E [(Rs; — Ra)’| + X3E[(Re; — Re)’| +
2X,X;E[(Ra = Ra) (Rgj = Re)] + 2X,: X:E[(Raj = Ra) (Rej — RO +

2X,X3E[(Rpj — Rg)(Rcj — Re)]

Por definicho de variancia e covariancia, tem-se que os coeficientes de
X2,X2,X2, 2X,X,,2X,X; e 2X,X; estdo relacionados a variancia de cada ativo e a
covariancia entre dois deles. Sendo assim, segue que a equacado de minima variancia

de uma carteira composta por 3 ativos € dada por:

O’g = Xlzo-j + XZZO-Bg'F X%O-CZ* + 2X1X20'12 + 2X1X30-13 + 2X2X30-23 ; (217)
Sujeita as seguintes restricoes:

Xl +X2 +X3 = 1 eXl,Xz,X3 = 0

Ao aplicar, na equacao (2.17), os valores da Tabela 2.1 obtém-se a carteira de
menor risco, a qual consiste em alocar aproximadamente 34% do capital no ativo A,
34% em B e 12% em C. Isso implica em um retorno de aproximadamente
2,8% atrelado a um risco de 0,13%. Essa opgéo é mais vantajosa que as contidas na
Tabela 2.7. De maneira empirica, analisamos um exemplo que favorece o argumento
da diversificacdo de ativos, um dos conceitos centrais propostos na Teoria de
Markowitz. Ao se adicionar ativos na composi¢ao de carteira, € possivel demonstrar

que o risco sempre diminui. Os graficos abaixo ilustram essa afirmacao:
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Grafico 2.8 — Efeito do numero de acdes dos Estados Unidos sobre o risco da
carteira

Risco %

oLl | | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Numero de ages dos Estados Unidos

Fonte: Elton, Gruber, Brown e Goetzmann [3]

Grafico 2.9 — Efeito do niumero de acdes Reino Unido sobre o risco da carteira

100
90
80
70
60—

50

Risco %

401
34,5
30—

20—

10—

Oloasaliiil | 1 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Nimero de agdes do Reino Unido

Fonte: Elton, Gruber, Brown e Goetzmann [3]

Observando os Gréficos 2.8 e 2.9, o risco diminui (e tem um limite inferior) a
medida que investimos em mais acdes. A diminuicdo ndo é consideravel a partir de
um certo numero de ativos. Para o Grafico 2.8, por exemplo, o numero de ativos
interessante (no sentido de ndo ter muitos ativos para gerenciar e possuir um risco
baixo) para compor uma carteira de agcbes dos Estado Unidos de 1975 estaria

compreendido entre 15 e 20.
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2.7 Modelando a funcdo de minima variancia para n ativos

A partir da analise das equacdes (2.6) e (2.14), € possivel deduzir que o

problema de minima variancia de uma carteira com n ativos € dada por:
O'[% = Xlzo"} + XZZO'Bg + .-+ XTZLO'% + 2X1X20'12 + 2X1X30'13 +--- + ZXn_lan-(n_l)n ;
Xi+X,++X,=1eX,X,, .., X, =>0comX; € R;i € {1,2...,n}.

Vejamos por inducdo em n que de fato isso ocorre. Observamos que, para uma

carteira de n ativos, se:
E(Rp = Rp )?= E[XyRyj + -+ XoRyj = (XyRy + -+ X, R =
X{of + XFo5+..+ Xiop + 2X1X,01, + 2X1X3013 + -+ + 2X 1 Xn0m—1yn ;
X1+ X, ++X,=1e X, Xy, ..., X, =20comX; ER;i € {1,2...,n},
entdo, para uma carteira com n + 1 ativos, tem-se que:
E(Rp — Rp )*= E[XlRAj + -+ Xny1Rme)j — KiRa + - + Xn+1m)]2 =
Xiop + Xjog+.+ X%+1Ur%+1 + 2X1 X501, + 2X1X3013 + -+ + 22X X0 4100me1)

Xl +X2 + - +XTL+1 =1 eXl,Xz, ...,Xn+1 = 0 com Xi € R,l € {1,2 e, n + 1}

De fato, o resultado para n =2 ja estd feito através da equagdo (2.6)
Suponhamos que o resultado seja valido para n = k, veremos que valera paran =

k + 1 para todo k natural maior ou igual a 2.

Paran = k + 1, segue que:
B \2— 5 52—
E(Rp — Rp )*=E[X1Rp; + - Xy+1R+1)j — (X1Ra + - + Xg1Rx11)| =
_ _ _2
E[X1Ra; + -+ XxkRyxj — (X;Ry + -+ + XxR) + Xps1Rakes1)j — Xk+1Rea] =
I — 12 — 12
E[X1Raj + - XyRxj — (X1R4 + -+ XkR)|” + E[Xk41(Rgesnyj — Rx+1)| +

2E{[X,1(Raj — Ra) + - + Xk (R; — Ri)|[Xx+1(Rek+1); — Riv1)1}
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Vamos analisar cada um dos valores esperados acima. Por hipotese de

inducéo, segue que:
— —_— 12
E[XiRaj + - XyRxj — (X,R4 + -+ Xk R| =

Xlzo'/% + X§U§++ X]%O'IE + 2X1X20'12 + 2X1X30-13 + + ZXk—IXkO-(k—l)k

Pela definicdo de variancia, segue que:

2
E[Xk+1(Raesn)j — Rx+1)| = XE410%401

Além disso,
ZE{[Xl(RAj - E) + -+ XK(Rkj - R_k)][XK+1(R(k+1)j - RK+1)]} =

E[2X:Xk+1(Raj = Ra)(Rues1y; — Ricw) + -+ + 2Xi X1 (Rij — Ric) (Raern)j — Ricwn) |-

Por definicdo de covariancia, segue que:

E[2X1Xi41(Raj — Ra)(Rges1); — Rw1) + - + 2XiXic1(Rij = Ri)) (Rgesn); — Ri1) 1=

2X1Xk4101(k+1) + o0+ 2X1 XKk 410k (k1)

Assim sendo:

N - 2
E[XlRAj + o+ XgRgj — (X1Ry + - + XgRg) + Xps1Rks1)j — XK+1RK+1] =
I — 12 — 12
E[X1Raj + - XxRxj — (X1R4 + -+ XkR)|” + E[Xk41(Rgesny; — Rx+1)| +

2E{[X1(Raj — Ra) + - + Xi(Riej — Ri)|[Xi1(Rak+1); — Riv1)1} =

X{oi + X305 + -+ X{og + 2X1X,01, 42X, X3013 + -+ 4+ 2Xp_1 Xk O(r—1)k

+X%+1U£+1+2X1XK+1U1(k+1) + -+ 2X1X1<+1Uk(k+1)

completando a demonstragéao.
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Essa funcdo pode ser estabelecida em sua forma matricial. Tal forma pode ser
Gtil para examinar caracteristicas que garantem a aplicacao de teoremas importantes
de otimizacdo. Vamos analisar, primeiramente, o caso para de dois ativos (lembrando

que oy = 021):

of = X{of + X307+2X,1Xp01, = [X1 Xo] [001 012” ]
21

Vejamos agora o caso para 3 ativos:
O-p =X10-1 + X20-2 +X303 + 2X1X20-12 + 2X1X30-13 + 2X2X30-23
of o1, oi3|[X,
=[X1 Xy X3l|o, 0F o3|[X2

2 | X
031 O3 O3 3

Infere-se que para o caso de n ativos, a igualdade a seguir é valida.

O-P —_ Xlo-l + Xzo-z + +X2 + 2X1X20'12 + 2X1X30'13 ¢ + 2XTL—1XTLO-(TL—1)TL
X1
01 om|| X2
=[X; X Xn-1 Xn] : ,
On1 o2 1|1 Xn-1
Xn
=XTA,X
012 O1n
onde XT=1[X, X, .. Xpo1 XyleAd, = .
2
O'nl ces O'n

tal que A4,, é a matriz de covariancia para n ativos.

Vimos até agora que é possivel modelar uma funcdo que determina o risco
(baseado na variancia) de uma carteira composta por n ativos. Trata-se de uma
fungdo continua de n variaveis. Para determinar seu possivel minimizador, sera
necessario abordar conceitos de otimiza¢do continua, o qual sera feito no proximo
capitulo.
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3 OTIMIZACAO CONTINUA PARA RESOLVER O PROBLEMA DA FUNCAO DE
MINIMA VARIANCIA

Perguntas de natureza mais abstrata podem nos vir em mente. Por exemplo,
dada uma funcéo f:Q S R®"—>R , em que condicbes ela apresenta um valor
extremo? Seria este um valor local ou global? Seria este um valor de maximo ou de

minimo?

Esse capitulo sera destinado a conceitos dessa natureza, ou seja, alguns
conceitos basicos de otimizacdo. Enunciaremos e demonstraremos teoremas
importantes que garantem a existéncia e condi¢cdes necessarias e suficientes para

determinar o minimizador da funcdo de minima variancia da teoria de Markowitz.

3.1 Defini¢cGes basicas

Vamos considerar o seguinte problema genérico: Minimizar ou maximizar f(x)
sujeito a x € , onde f:R™ - R €& uma funcéo arbitraria e 2 € R™ um conjunto néo

vazio. A funcéo f é a funcao objetivo e Q o conjunto factivel.

Definicdo 3.1: Seja f:R" >R e x*€ QS R". Dizemos que x* € um
minimizador local de f em Q se existe § > 0, tal que f(x*) < f(x), para todo x €
B(x*,8) N Q.2 Caso f(x*) < f(x) para todo x € Q, entdo x* é dito minimizador global
de f em Q. Além disso, v* € R, definido por v* = inf f(x)3 com x € Q, é o valor 6timo

do problema de minimizacéao.
O exemplo 3.1 exemplifica a definigéo 3.1.

Exemplo 3.1: x* =0 é minimizador global de f(x) =x* +1 em R, pois

f0)<f(x),Vvx€eR.Temos que v*= f(0) = 1 € o valor 6timo do problema.

2Bola em aberta em R™ centrada em x* e raio .

3 Infimo de f(x).
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Grafico 3.1 — Gréfico do Exemplo 3.1

Fonte: Autor.

Vejamos agora a definicdo de maximizador local.

Definicdo 3.2: Seja f:R" >R e x*€ Q< R". Dizemos que x* &€ um
maximizador local de f em Q se existe § > 0, tal que f(x*) = f(x), para todo x €
B(x*,6) n Q. Caso f(x*) = f(x) paratodo x € Q, entdo x* € dito maximizado global de
f em Q. Além disso, v* € R, definido por v* = sup f(x) 4 com x € Q, é o valor 6timo

do problema de maximizacéo.
O exemplo 3.2 exemplifica a definicao 3.2.

Exemplo 3.2:x* = 0 é maximizador global de f(x) =—-x%?—-1 em R, pois

f(0)=f(x),vxeR.v'=f(0) =—1¢é o valor 6timo do problema.

4 Supremo de f(x).
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Grafico 3.2 — Gréfico do Exemplo 3.2

Fonte: Autor.

A figura a seguir ilustra os conceitos de minimizador e de minimizador local.

Gréfico 3.3 — Caracterizacdo de maximos e minimos

ponto de
' maximo global

b

minimo local

ponto de
minimo global

Fonte: Isoton [7].
Vale ressaltar que qualquer problema que consiste em maximizar f sujeito a

x € Q equivale a minimizar —f sujeito a x € Q. Se x* € minimizador de f(x) sujeito a
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x € , tem-se que x* € maximizador de —f(x) sujeito a x € Q. Desse fato, nota-se que
se v* € o valor 6timo do problema de minimizacdo, entdo —v* é o valor 6timo do
problema de maximizacdo. Uma funcdo pode admitir varios otimizadores globais, mas

o valor 6timo (global) do problema é sempre o mesmo.

Consideramos no presente trabalho problemas de minimizacdo. Uma pergunta
natural a se fazer nesse momento € em que condicdes uma funcdo admite um

minimizador e como determina-lo.

3.2 Existéncia de minimizador

Dado um problema de otimizagéo, existem alguns teoremas que garantem a
existéncia de minimizador. Nesta se¢éo, vamos enunciar e demonstrar o Teorema de
Weierstrass, o qual garante a existéncia de minimizador global sob determinadas

hipoéteses.

Teorema 3.1 (Teorema de Weierstrass): Sejam f: R" - R continua e Q € R

compacto n&o vazio. Entao existe minimizador global de f em Q.

Demonstragdo: Vejamos primeiramente que o conjunto f(Q) = {f(x);x € Q} &
limitado inferiormente. Suponhamos por absurdo que ndo o é. Desse modo, para todo
k € N, existe x* € Q tal que f(x*) < —k. Como a sequéncia (x*) esta no compacto Q,
ela possui uma subsequéncia convergente para um ponto pertencente a Q.
Denotemos esse ponto por x¥. Pela continuidade de f, temos que f(x*) - f(x)

qguando k — o. Assim, Ve > 0, tem-se que:
If(xF) = fD)] <e
fE®) —e<fM) < f(@)+e

Mas por hipétese, tem-se que:

f(&x*) < -k

Logo, teriamos que:
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fG) —e< f(x*) < -k, vk €N

O que é um absurdo pelo fato de f(x) — e ser um valor limitado e k um nimero

natural qualquer. Assim, podemos concluir que f(Q)é limitada inferiormente.

Tomemos agora f* = inf{f(x); x € Q}. Para todo k € N, existe x* € Q tal que
frefER) S fr+s

Isto implica que f(x*) —» f(x*). Repetindo o argumento acima, obtemos a

N'
subsequéncia f(x*) - f(x*), com x* € Q. Pela unicidade do limite, temos f(x*) =

f* < f(x), paratodo x € Q, 0 que completa a demonstracao.

O Teorema de Weierstrass garante a existéncia de minimizador. Faremos uso
da teoria dos cones para enunciar e demonstrar um teorema que estabelece
condicdes que serdo Uteis na obtencdo do minimizador global de problemas
especificos de otimizagéo continua. A teoria dos cones tem um forte apelo geométrico.
Antes de aborda-la, veremos, na proxima sec¢éo, conceitos de convexidade, 0s quais

serdo de extrema importancia neste contexto.

3.3 Convexidade

Defini¢&o 3.3: Um conjunto € c R™ € dito convexo quando dados x,y € C, 0

segmento [x,y] = {(1 —t)x + ty| t € [0,1]} estiver inteiramente contido em C.

A Figura 3.1 representa um conjunto convexo e outro nao.

Figura 3.1: conjunto convexo e nao convexo

Fonte: Ribeiro e Karas [12]
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O Lema 3.1 seré importante para a demonstracdo do Teorema 3.2.

Lema 3.1: Seja § ¢ R™ um conjunto fechado n&o vazio. Dado z € R", existe

zeStalquellz—Zz|| < ||z— x| vx€S.

Demonstracdo: Seja a = inf{||z — x|| ; x € S}. Entdo, para todo k € N, existe

x* € § tal que

1
asllz-xl<a+ 7 (3.1)
Em particular, ||z—x*||<a+1, para todo k€ N . Logo, existe uma

NI
subsequéncia convergente, digamos, x* - z. Sendo S fechado, temos que Z € S.

Além disso,

NI
Iz —x*|| - |z — Z]I.

Mas pela equacéo (3.1), ||z — Z|| - a, de onde segue que ||z — Z|| = a, 0 que

completa a demonstracao.

O Teorema 3.2 sera essencial para demonstrar conceitos prévios da teoria dos

cones que servirdo para a demonstracao das condi¢cdes de KKT.

Teorema 3.2: Sejam S ¢ R™ um conjunto ndo vazio, convexo e fechado, z €
R"™ e 7 a projecao de z sobre o conjunto S, denotado por Z = projs(z) e ilustrado na

Figura 3.2, entdo (z—2)"(x —2) < 0Vx € S.

Figura 3.2 — Minimizag&o da distancia de um ponto a um conjunto

y A S projs (2) 2
b3S - .

Fonte: Ribeiro e Karas [12]
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Demonstragdo: Considere um ponto arbitrario x € S. Dado t € (0,1), pela

convexidade de S, temos que (1 —t)Z + tx € S. Portanto,
lz-Zl|< llz—(Q1—-t)z—tx|| = llz—Z+ t(Z—x)|.
Assim, usando o Lema 3.1, segue que:
lz=2zlI>? < llz=zZ+t(Z—2)|?> = llz—z||* + 2t(z — 2)T(Z — 2) + t?||z — x]||%

Como t >0, temos que 2(z—2)T(x —2) <t|]|z—x||>. Passando o limite

quando t - 0, temos que
z-2)"(x—2)<0,
Completando a demonstracao.

As Definicbes 3.4 e 3.5 e 0s Teoremas 3.3 e 3.4 serdo de extrema importancia
para a andlise da resolucédo do problema modelado pela fun¢cdo de minima variancia

estabelecida no capitulo anterior.

Definicéo 3.4: Se K é conjunto convexo, f: K = R, € uma funcdo convexa se

para todo x,y € K e 1 € [0,1], tem-se que

fAx+ (A -Dy) <Af(x0)+ (A - Df Q).

Teorema 3.3: Sejam K c R" aberto e convexo, f: K - R de tal maneira que f
seja continuamente diferenciavel em todo o seu domino, isto é, f € C1(K). Entdo f é

convexa se, e somente se, f(y) = f(x) + Vf(x)T(y — x), paratodo x,y € K.

Demonstracdo: Sejam f convexa e de classe €' como na hipétese do teorema,
x,y €K;A1€[01]. Assim, por definicdo, f(Ay+ (1 —Dx) <Af(y)+ (1A -1 f(x).
Portanto,

fx+20y—x) = f(x) S AFO) = f(X))

Entao,

(v — - 3.2
HJ@+(y;ﬂ 9 _ o - (3.2)
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Pela definicdo de derivada,

fle+ Ay —0)-f(0)
/1111)% 7 =V ()T (y —x)

Substituindo a igualdade acima na equacéo (3.2), segue que:

V)T (y—x) <f)—fx)

Dessa maneira, provamos que f(y) = f(x) + Vf(x)T(y — x), para todo x,y €

Reciprocamente, se f(y) = f(x) +Vf(x)T(y—x) , para todo x,y€K e
chamando z; = Ay + (1 — 1)x , temos

f) = f(z2) + V(fz)" (x — 21)
fO) = f(z) +V(fz)" (v — z2)
Portanto:

1 =DfC) +2Af () = (1 = D(f(22) + Vf (2" (x — 22)) + A(f (22) + Vf (2" (v — z2))
=f(z)+(F () +Vf )" (x—zp —Ax+ Az + ly — Az) =
f@)+Vf(z) Ay + (1 - Dx—2z) =
(1= Dx + ).

Entdo, (1 - D)f(x) + Af(y) = f((l - Dx + /1y)

Logo, pela Definicdo 3.4, f € convexa, completando a demonstracao.

Definicdo 3.5: Uma matriz M € R"*" & semidefinida positiva se, e somente
se, xTMx > 0 para todo x € R™"\{0}.

Teorema 3.4: Seja K um conjunto convexo ndo vazio de R" e seja f: K - R
continuamente duas vezes diferenciavel sobre K, isto é, f € C?(K). Se V?f(x) é

semidefinida positiva para todo x € K, entdo f € convexa.

Demonstracéo: Pode ser encontrada em Chiang e Wainwright [1] na Tabela 12.1.
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Uma vez verificada a existéncia de minimizador global em um problema de
otimizacao, € possivel obté-lo, sob determinadas hipoteses, utilizando as condi¢cdes
Karush-Kuhn-Tucker (KKT). A abordagem que apresentaremos para a obtencao de
tais condicbes é baseada na teoria dos cones, cujo apelo geométrico € a principal

caracteristica.

3.4 Teoria dos cones

Defini¢do 3.6: Um subconjunto ndo vazio C € R™ € um cone quando para todo

t>0edeCtem-sequetd €C.

De maneira informal, observa-se que um cone é um conjunto de direcdes. As

imagens abaixo representam um cone convexo e outro nao.

Figura 3.3 — Exemplos de cone

Fonte: Ribeiro e Karas [12].

Outro conceito importante para a abordagem da teoria é o polar de um conjunto
dado. Geometricamente, em R? ou R3, o polar é caracterizado pelos vetores que

formam um angulo maior ou igual a 90° com os elementos de um conjunto dado.
Defini¢cdo 3.7: Dado um conjunto S ¢ R", definimos o polar de S por:
PS) ={p R plx <0,Vx € S}

A Figura 3.4 representa o polar de dois conjuntos.
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Figura 3.4 — Exemplos de cone polar

Fonte: Ribeiro e Karas [12]

O conceito de polar de um cone sera importante para o Lema 3.2, o qual sera

usado para a demonstracdo do Lema 3.7
Lema 3.2: Dado S c R", P(S) é cone, convexo e fechado.

Demonstracdo: Para demonstrar que P(S) é cone, veremos que, dadost >0 e
d € P(S), tem-se que td € P(S). De fato, para todo x € S, é possivel estabelecer

(td)Tx = t(d"x). Visto que d € P(S), segue que d"x < 0 e como t = 0, tem-se que:
t(d"x) <0,vx€S

Logo, (td)Tx < 0, assim td € P(S), o que o caracteriza, por definicdo, como

cone.

Vejamos agora a convexidade de P(S). Sejam u,v € P(S) e t € [0,1]. Paratodo

x € S, tem-se que:

1-tu'x<0etr™x<0

Assim,

A-tu'x+tvTx<0
A-uTx+owTx=(Q-u"+tv")x=(1-u+ tv)Tx

Segue que, ((1 —tu+ tv)Tx < 0, logo, pela Definicao 3.3 de convexidade, o

segmento [u, v] esta inteiramente contido em P(S).
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Vejamos agora que P(S) é fechado. Seja (d¥) c P(S) com d¥ — d. Dado x €
S, temos que (d*¥)Tx <0, assim, d‘x <0 . Logo, d € P(S), complementando a

demonstracao.

Os Lemas 3.3 e 3.4 serdo importantes para demonstrar o Lema 3.5 (Farkas

geomeétrico).

Lema 3.3: Considere € c R"™ um cone convexo fechado, ze R" e z=
projc(z). Entdo, (z — 2) € {z}* n P(C), sendo {z}* o conjunto de vetores em R™ que

sao ortogonais a z.
Demonstracdo: Seja Z = proj.(z) € C. Pelo Teorema 3.2, segue que

(z—2)T(x—2) <0, paratodo x € C. (3.3)

Como C é um cone, 0 e 2z sado elementos de C. Assim,
z-2)T(0-2)<0e(z—-2)(2z—2) <0.
—z-2T(@)<0e(z—2)(2)<0.

Logo, (z— 2)TZz = 0. Essa igualdade garante que (z — 2)T € {Z}} e usando o
fato de que (z—2)7(2) < 0, podemos concluir que (z — z) € P(C), completando a

demonstracao.
Lema 3.4: Dado S ¢ R", temos S < P(P(S)).

Demonstracdo: Considere x € Se C = P(S). Dado d € C, temos que x'd < 0.

Logo x € P(C) = P(P(S)), completando a demonstrag&o.
O Lema 3.5 (Farkas geométrico) sera importante para demonstrar o Lema 3.9.

Lema 3.5 (Farkas geométrico): Considere C ¢ R"™ um cone convexo fechado

ndo vazio. Entdo P(P(C)) = C

Demonstragdo: Em virtude do lema 3.4, basta mostrar que P(P(C))cC.
Considere entdo z € P(P(C)) e Z = projc(z) . Vamos provar que z = 7 . Pelo lema
3.3, temos que (z — z) € P(C) . Como z € P(P(C)) , segue que (z — 2)Tz < 0. Usando

novamente o Lema 3.3, obtemos:
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lz=2zI?=(z-2)Tz-(z—-2)T2=(z-2)z<0
Isso implica que z = z, completando a demonstragao.
O Lema 3.6 sera importante para demonstrar o Lema 3.9.
Lema 3. 6: Dado os vetores v1,v?, ... ,v™ € R™*{0}, 0 conjunto

m
C = {Zyivi;yi >0,i=12..,m

=1
€ um conjunto convexo e fechado.

Demonstracéo: Pode ser encontrada em Ribeiro e Karas [12], ho Lema 7.12

3.5 Cones importantes para analisar o Teorema de KKT.

A partir de agora, vamos considerar, o problema geral de otimizagdo (P1) que

consiste em
minimizar f(x)
sujeito a Ce(x)=0
Cr(x) <0,

onde f:R" - R, C;:R" - R,i € E UT sdo fun¢des de classe C?. O conjunto
Q={x€eR";Cg(x) =0,Cr(x) <0}
sera o conjunto viavel.

Para estabelecer o Teorema de KKT, vamos estudar os cones relacionados
com o problema geral de otimizagcdo (P1). Alguns desses cones podem ser

interpretados como aproximacdes lineares do conjunto viavel.

Definicdo 3.8: Seja x € Q. Uma restricdo de desigualdade c¢; ,com i €T é dita

ativa em x se c;(x) = 0. Caso c;(x) < 0, dizemos que c; € inativa em x.

Vamos denotar por I(x) o conjunto de indices das restricdes de desigualdades

ativas em um ponto viavel x, isto é,
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[(xX) ={i €T;c;(x) =0}
A primeira forma de aproximar o conjunto viavel Q é dada na seguinte definic&o:

Definicdo 3.9: Dado x € Q, definimos o cone viavel linearizado de Q em torno

de x por:
D(x) ={d € R%;Vc;(x)Td = 0,sei €E e Vc;(x)Td < 0,sei € I(¥)}.

Observa-se que o conjunto D(x) pode ser interpretado como um conjunto
viavel, onde as restricbes de igualdade e as de desigualdade ativas foram
linearizadas. Isso se deve ao fato de que, ao fazer a aproximacgéo de Taylor de 12

ordem, é valida a aproximacao a seguir:
Ve;()Td = ¢;(%) + Ve;(x)Td =~ ¢;(x + d) parai € EU I(%).

Na Figura a seguir, temos algumas situagcdes que surgem quando
consideramos o cone D(x). Na primeira, temos desigualdades e os gradientes ativos
sao linearmente independentes. Isso confere uma certa regularidade ao conjunto £,
gue € bem aproximado por D(x) em uma vizinhanca de x¥. Na segunda, temos uma
igualdade e podemos dizer que D(x) € uma boa aproximacao para Q. No entanto, a
Gltima situacdo mostra um caso em que 0 cone € uma reta, mas o conjunto viavel é
uma regido do plano. Note que, neste caso, os gradientes ativos sao linearmente
dependentes.

Figura 3.5 - Exemplos ilustrando o cone viavel linearizado.

Fonte: Ribeiro e Karas [12]

O Lema 3.7 sera importante para estabelecer a relacao 3.4.

Lema 3.7: O conjunto D(x) é um cone convexo fechado e néao vazio.
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Demonstragdo: Observa-se que D(x) = P(S), onde
S ={Vc;(x),=Vc;(x); i € e} U {Vc;(%) ;i € I(X)}
Agora, basta aplicar o Lema 3.2, o que completa a demonstracao.

Outro cone relacionado com o problema de otimizacédo (P1) € o cone gerado
pelos gradientes das restricdes. Mais precisamente, dado x € Q tal que E U I(x) # 0,

definimos o conjunto:

G(f) = {Z AiVCi(f) + z ﬂiVCi(f);Hi > O,Vl € I(f)
i€EE i€I(x)

Caso E UI(x) =@, consideraremos G(x) = {0}. Esse conjunto tem duas

propriedades importantes, que provaremos a seguir. Uma delas € que seu polar é

justamente o cone D(x). A outra propriedade nos permite afirmar que G (x) € um cone

convexo fechado.

Figura 3.6 - O cone G (x)

Fonte: Ribeiro e Karas [12]

Os Lemas 3.8 e 3.9 serdo importantes para estabelecer a relacao 3.4.
Lema 3.8: Dado x € Q, temos que D(x) = P(G(x)).

Demonstracdo: Caso EU I(x) = @, temos D(x) = R" e o resultado segue. No

outro caso, considere d € D(x) e s € G(x). Assim,
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dTS :Z/‘{idTVCi(f) + Z ‘Lll'dTVCi(f)

i€e i€I(x)
Como d € D(x), temos que d"Vc;(X) = 0 para todo i € E e d"Vc;(X) < 0 para
todo i € I(¥). Assim, ds <0, pois w; = 0. Portanto, d € P(G(x)). Para provar a

inclusdo contraria, seja d € P(G(x)) . Entdo, d's <0 para todo s € G(X). Em

particular, para i € E, temos que Vc;(x) e —Vc;(x) sdo elementos de G (x). Portanto,
d'Ve; (%) < 0e d(—Ve (%) <0,

Logo, segue que dVc;(x) = 0. Além disso, para i € I(x), temos Vc;(¥) € G(X)

e assim d’Vc;(x) < 0. Desta forma, d € D(x), o que completa a demonstracao.
Lema 3.9: O conjunto G(x) € um cone convexo fechado

Demonstragdo: O resultado é imediato se EU I(x) = @, pois G(x) = {0}. Caso

contréario, qualquer elemento do conjunto G (x) pode ser escrito como

PIRAZIG I WEIDICIZIEN A 2165

2;=0 ;<0 i€I(x)
Com yu; = 0 paratodo i € I(x). Desta forma, temos
G(x) ={By; y =0},

Onde B € a matriz cujas colunas séo Vc;(x) , - Vc;(x) e V¢j(x),comi€Eej €

1(x). Pelo lema 3.6, completa-se a demonstracéo.

Tendo em vista os lemas 3.5 e 3.9, podemos reescrever o lema 3.8 como

P(D(%)) = G(%) (3.4)

Esta relacdo € a chave da demonstragdo das condi¢gBes de KKT.

Outro cone que também aproxima o conjunto viavel Q é o cone formado pelos

vetores que tangenciam Q.

Definigc&o 3.10: Uma direcdo d € R" é dita tangente a Q c R™ no ponto x € Q

quando € nula ou existe uma sequéncia de pontos viaveis (x*) c Q tal que x* - x e
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xK —x d
% — e d
[lxk —x||  [ld]l

Segue diretamente da definicdo que, se d é tangente, 0 mesmo vale para td,
qualquer que seja t = 0. Assim, o conjunto formado pelos vetores tangentes a 2 em x

€ um cone, chamado de cone tangente a Q no ponto x e denotado por T ().

Na figura 3.7 ilustramos este conceito. Na esquerda, o conjunto viavel é uma
curva definida por uma restricdo de igualdade, na qual representamos uma direcao
tangente d e a convergéncia indicada na definicdo. Na outra ilustragdo o conjunto
viavel é uma regido determinada por duas restricdes de desigualdade. Nesta figura
aparecem algumas dire¢cdes tangentes. Note que uma direcdo que “penetra” no

conjunto viavel também satisfaz a Definicdo 3.10.

Figura 3.7 - Direcdes tangentes

Fonte: Ribeiro e Karas [12]

Temos agora resultados importantes para provar as condi¢cdes de KKT. Vamos
comecar com um resultado que sera essencial e que pode ser interpretado como uma

condicao necessaria de otimalidade.
Lema 3.10: Dado x € Q, temos T (x) € D(x).

Demonstracdo: Considere d € T(x),d # 0. Entdo existe uma sequénciax® c Q

xk— %

T =] ﬁﬁ . Pela diferenciabilidade de ¢ segue que c¢;(x*) =

tal que x* - x e



55

c; (%) + Ve; (0T (x* — x) + o(]lx* — x||), para todo i € EUI(X). Considere i EE e j €

1(%). Como x*,x € Q, temos:

k_ 5 k_z k_ 5 k_z
Ve, ()7 =D ollE=ml) g Ve (BT E=D 4 ollxt=x)

=2l flak— %] k=l © k-] =

Passando o limite, obtemos Vci(f)T”iiT” =0e ch(f)T”iiT” < 0. Assim, d € D(x),

completando a prova.

3.6 Teorema de KKT e convexidade

Nesta secdo, vamos enunciar e demonstrar o Teorema de KKT e o Teorema
3.6. Ambos serao aplicados para a determinacdo do minimizador da funcéo de minima

variancia. Antes disso, o Lema 3.11 ser& usado para demonstrar o Teorema de KKT.
Lema 3.11: Se x* € Q € um minimizador local do problema, entédo
Vi(x*)Td = 0,vd e T(x*).

Demonstracgéo: Seja d € T(x*), d # 0. Ent&o existe uma sequéncia x* c Q tal

k

— ¥ d
—xk x* — — . Por outro lado, temos
llck=x=]|  llall

que x*¥ - x* e

0<f(x) —fx) = V()T (x* — %) + o(llx* — I,

para todo k suficientemente grande. Dividindo por ||x* — x|| e passando o limite,

obtemos Vf(x*)Td > 0, completando a prova.

Na figura 3.8 ilustramos uma situacdo que satisfaz as condi¢cdes do Lema 3.11

e outra onde isto nao se verifica.

Figura 3.8 - Relacdes entre direcdes tangentes e o gradiente da funcéo objetivo

Fonte: Ribeiro e Karas [12]
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O Teorema 3.5 pode ser usado para calcular possiveis mimizadores do
problema P1.

Teorema 3.5 (KKT): Seja x* € 0 um minimizador local do problema e suponha

que P(T(x*)) = P(D(x")). Existem ent&o vetores 1* e u* tais que:

—Vf(x*) = ) A4Ve(x*) + ) pive(x*) (i)
u; =0, i€l (i)
uic(x) =0, i€l (i)

Antes da demonstracdo, € importante destacar que, por definicdo, um ponto
x* viavel para o problema P1 e que satisfaz as equacdes (i), (ii) e (iii) € chamado ponto
de Karush Kuhn-Tucker (ou KKT) do problema (P1) e as equacgbes (i)-(iii) sao

chamadas condi¢cdes KKT.

Demonstracdo: Pelo Lema 3.11 , temos —Vf(x*)Td < 0, para todo d € T(x*).

Assim, usando a hipétese e a relacao (3.4), obtemos
—Vf(x)T € P(T(x")) = P(D(x")) = G(x*).

Isto implica que existem vetores 1 e utaisque u >0 e

V() = ) AVGG) + ) me(x)

i€e i€ 1(x%)

Definindo u; = {“i’ parai€ I(x7)

0, paraieT\I(x) & * =4 completamosa prova

A hip6tese sobre os cones T(x*) e D(x*) feita no teorema 3.5 é chamada de
condicado de qualificacao. Essa condi¢ao de qualificacéo foi introduzida por
Guignard [5] para dimenséo infinita e reformulada para o caso finito por Gould e
Tolle [2], onde se estabelece que esta condicdo € necessaria e suficiente para se
obter KKT.



57

Em certos problemas, pode ser dificil encontrar os cones T(x*) e D(x*) e ainda
verificar se a condi¢do P(T(x*)) = P(D(x")) é satisfeita. Para isso, existem outras
condicbes de qualificacdo, tais como a independéncia linear entre os vetores
gradientes das funcdes de restricdo. Para 0 caso em que as restricdes de P1 séo
lineares, é possivel verificar que P(T(x*)) = P(D(x")) é satisfeita. Vejamos tal fato

com o teorema a seguir.
Seja (P2) o problema (P1) com restri¢cdes lineares, isto é,
minimizar f(x)
sujeitoa Ax =bcom Mx <,
onde A € RP*", b e R™" er € RP.

Teorema 3.6: Se x* € um minimizador local do problema (P2), entdo x*

satisfaz as condicdes de KKT.

Demonstragcéo: Usando o Lema 3.10. e o Teorema 3.5, basta provar que
D(x*) c T(x*). Dado d € D(x*), temos Ad = 0 e Md < 0. Se d = 0, temos trivialmente

d € T(x*). Caso d # 0, defina x* = x* + %d. Assim,

xk—x* d

Ax¥ = b, Mx*, xk¥ - x*e = = —,
' ' [lock—x=||  llall

Portanto, d € T(x*), o que completa a demonstracao.

Uma vez verificados os possiveis minimizadores através das condi¢cdes gerais
de KKT, vamos analisar um teorema que garante que, sob hipéteses de convexidade
sobre o conjunto viavel e a funcao objetivo, pontos KKT sdo minimizadores globais de

um problema de programacao convexa.

Consideremos agora que (P1) € um problema de programacdo convexa, isto
€, um problema de minimizacao cuja funcéo objetivo é convexa e cujo conjunto viavel

€ convexo.

Teorema 3.7: Se o problema de minimizagdo com restricdes de igualdade e
desigualdade (P1) € um problema de programacdo convexa e em x* valem as

condicdes de KKT, entdo x*é minimizador global.
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Demonstracdo: Dado Q ={x € R"*;cg(x) =0,cr(x) <0} e tomamos x € Q,

com x # x*. Se valem as condi¢gdes de KKT, existem entdo vetores 1* e u* tais que:

SVFG) = ) AV + ) Ve )

i€e ier

uici(x*)=0, i €T

Temos agora que

FE) 2 F@+ ) Hat) + ) e

i€EE ier

pois estamos considerando o problema de otimizagéao (P1), no qual tem-se que, pelo

conjunto viavel, cg(x) = 0, cr(x) < 0 e pela condicdo de u; > 0.

Assim, aplicando a desigualdade do Teorema 3.3 as funcdes f, cg € cr em

pontos arbitrarios x € L e em x* € (, segue que:

fO) = fx)+ V)T (x —x) + Z Ai(e(x™) + Ve, (x)" (x = x9)

i€E

W ACCORACOUCTED)!

ier

Vamos analisar algumas parcelas do segundo membro da desigualdade acima.

Aici(x*) =0;i € E pois o conjunto viavel considerado vale cg(x) = 0. Além
disso, por uma das condicbes de KKT estabelecidas no teorema 3.5, segue que

pici(x*) =0;ier
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Assim,
Z A(ci(x™) + Ve (x)T(x —x) + Z i (e (x™) + Ve (x)T(x — x7))
icE ier

= > HTaG) @ -x)) + Y p(Va) - x))

i€E ier

Analisando a outra condi¢ao geral de KKT, segue que:

VA + ) AV + ) Ve a) =0

ice iel

Multiplicando por (x — x*) em ambos os membros, segue que:

VAT =) + ) AV (- x) + ) Ve —x) =0

ice ier

Logo, segue que:

OO 2 FO) +VFED (= x) + ) Ai(elx) + Ve () G = x7)

i€E

£ > it + VG G- x)

ier
= Fx) + V()T (x — x°) + z 2;(Ve ()T (x — x7))
i€eE
D wi(Va@) (= x0) = f(x) +0
ier

Concluindo a demonstracao, segue que f(x) = f(x*) para todo x € Q, ou seja,

x* € minimizador global do problema.
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3.7 Aplicando os resultados obtidos na funcdo de minima variancia

Nesta secdo, vamos retomar o problema, que sera denominado P*, que
motivou o desenvolvimento de toda a teoria abordada até aqui, o qual consiste em

minimizar funcdo objetivo abaixo ao se investir em n ativos em renda variavel.
2 _ 2.2 2.2 2 .2 .
Op = X701 + X305 +..+ X507 + 2X1X,01, + 2X1X3013 + -+ + 2Xp_1X00n—1)n ;
X1+tx,++x, =1 e 0<x,%x..,x, =1

Lembrando que cada variavel X; representa o peso a ser investido em cada
ativo e que os coeficientes o e o(;_;); representam, respectivamente, a variancia e
covariancia entre o conjunto de dados. Tais coeficientes sdo constantes reais,

intrinsecas a um determinado problema.

Primeiramente, vamos usar o Teorema de Weierstrass. Observa-se que a
funcdo objetivo € continua no conjunto viavel, o qual é compacto, pois, cada uma das

equacdes de restricdo representa um conjunto fechado e limitado. De fato:
0<x;<1e0<x;+x,+-+x,<1paraie€{l23..n}.
Assim sendo, a func¢ao objetivo admite minimizador global.

Vamos agora verificar os candidatos a minimo global através do Teorema de
KKT. Primeiramente, vamos verificar que a condi¢éo de qualificacdo P(x*) = D(x™) é
verificada em nosso problema. Para o problema genérico (P1), o Lema 3.10 garante
que T(x) c D(x) dado x € Q. Visto que as restricdes de P* sdo lineares, € possivel

aplicar o Teorema 3.6, 0 qual implica que D(x) c T ().

Sendo a condicdo de qualificacdo verificada para o problema P*, é possivel
determinar os pontos candidatos a minimo global. Basta agora aplicar os pontos KKT
de P*e aplicar o Teorema 3.7 para garantir que, de fato, os pontos obtidos séo

minimizadores globais de P~.

Primeiramente, vamos verificar a convexidade de f. Analisemos se V?f(x) é

semidefinida positiva, isto é, se a matriz hessiana H,, do problema P* é tal que:

xTHyx =0
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Calculemos primeiramente a matriz hessiana H, do problema P* para duas
variaveis:
f:R? - R definida por f(x) = 62 = x{0? + x20% + 2x1X,015, ; X, +x,=1¢

X1,%5, = 0.

_ 20—12 20-12:|
2

2
= : =2[01 0122] =24,

021 O3

Onde A, é a matriz de covariancias para o problema com duas variaveis.
Calculemos agora a matriz hessiana H; do problema P* para trés variaveis:

f:R3 > R definida por f(x)=o0%=x%ci+ x0f + x350%+2x1%,01, +

2X1X3013 + 2X3X30,3 ;

x1 +x2 +x3 = 1ex1,x2,X3 = 0

2 2
207 201 2013 0y 012 013

H3 == 20'21 20-22 20'23 == 2 0'21 0'22 0-23 == 2A3
2 2
203, 203, 203 031 O3z O3

Onde A; é a matriz de covariancias para o problema P* com trés variaveis.

Infere-se que para o problema com n variaveis, a matriz Hessiana H,, satisfara

a igualdade abaixo:
H, = 24,
Lembrando que A4,, € a matriz de covariancias para o problema com n variaveis.
Tomando agora o problema P* em sua forma matricial, segue que:
flx) =xTA,x

Visto que f representa a variancia, a qual € um nuamero real ndo negativo,

segue que

f(x) =xTA4,x>0
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para todo x no conjunto viavel.

Analisando agora a matriz Hessiana H,, , segue que:

H
xTApx = xT X

Pelo Teorema 3.5 , temos que V?f(x) é semidefinida positiva, o que implica

que f € uma funcdo convexa em seu dominio.

Verificadas as hipéteses de convexidade da fungéo objetivo e restricbes de P,
segue que todo ponto pertencente ao conjunto viavel que satisfaz as condicfes gerais
de KKT, presentes no Teorema 3.5, € minimizador global. Em termos préticos, é o
ponto que representa a quantidade a ser alocada em cada um dos n ativos a fim de

que a variancia seja minima.
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4 APLICACAO DA FUNCAO MINIMA VARIANCIA EM ACOES DA B3.

Neste capitulo, vamos aplicar a funcdo minima variancia em acdes da B3. A
aplicacédo foi baseada em Figueiredo e Zanini [4]. Isso implicara na determinacéo da
carteira com menor risco. Vamos compara-la com outras carteiras cujas

especificacdes serdo discutidas ao longo deste capitulo.

4.1 Acbes consideradas.

Vamos considerar acdes da B3 (anteriormente conhecida como
BM&FBOVESPA). Trata-se da bolsa de valores do Brasil. Ela é responséavel por
facilitar a negociacéo de acoes, titulos, commaodities e outros instrumentos financeiros.
A B3 é uma das maiores bolsas de valores do mundo em termos de valor de mercado
das empresas listadas e volume de negociacdo. O principal indicador de desempenho
da B3 € o indice Ibovespa B3.

O Ibovespa é o principal indicador de desempenho das ac¢des negociadas na
B3 e reline as empresas mais importantes do mercado de capitais brasileiro. Foi criado
em 1968 e, ao longo desses mais de 50 anos, consolidou-se como referéncia para

investidores ao redor do mundo.

Reavaliado a cada quatro meses, o indice € resultado de uma carteira tedrica
de ativos. E composto pelas ac¢ées e units (tipo de ativo que combina dois tipos de
acOes de uma mesma empresa) de companhias listadas na B3 que atendem aos
critérios descritos na sua metodologia, correspondendo a cerca de 80% do numero de

negocios e do volume financeiro do nosso mercado de capitais.

Devido a importancia do indice Ibovespa, foram analisadas acdes que estavam
presentes nele, no segundo quadrimestre de 2022, para aplicar a fungdo minima
variancia. Foram consideradas acbes de setores (e subsetores) distintos a fim de

diversificar a composi¢cdo em termos da natureza de agéo.

As acOes analisadas estao presentes na tabela a seguir.



Nome
PETROBRAS

VALE

JBS

ITAUUNIBANCO

WEG

HAPVIDA

LOCALIZA

GERDAU

EQUATORIAL

AMBEV S/A

LOJAS RENNER

RAIADROGASIL

Caddigo
PETR4

VALE3

JBSS3

ITUB4

WEGE3

HAPV3

RENT3

GGBR4

EQTL3

ABEV3

LREN3

RADL3

Tabela 4.1 — AcGes consideradas

Atuagao

Pesquisa. lavra. refinagao.
processamento. comércio e transporte
de petrdleo. de seus derivados. de gas
natural e de outros hidrocarbonetos
fluidos. além das atividades vinculadas
a energia.

Mineragao

A sociedade tem por objeto a
atividade bancaria em todas as
modalidades autorizadas. inclusive a
de operacdes de cambio.

A WEG SA é uma sociedade de
participacdo ndo operacional (holding)
e também sociedade de comando do
Grupo WEG.

Participacdo. como sécia ou acionista.
em outras empresas.
predominantemente de assisténcia
médica. bem como a realizacdo de
investimentos diretos e a exploragao
de atividades de presta¢do de servigos
Aluguel de carros e gestdo de frotas

Participacao e Administracao

Empresa holding com atuagdo no setor
elétrico

Fabricacdo e distribuicdo de cervejas.
refrigerantes e bebidas ndo
carbonatadas e ndo alcodlicas.

Loja de Departamentos (Comércio
Varejista)

Comércio de produtos farmacéuticos.
perfumaria e afins.
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Setor

Petréleo. Gas e
Biocombustiveis /
Petréleo. Gas e
Biocombustiveis /
Exploragdo. Refino e
Distribuicdo

Materiais Basicos /
Mineragdo / Minerais
Metalicos

Consumo ndo Ciclico /
Alimentos Processados /
Carnes e Derivados
Financeiro /
Intermediarios
Financeiros / Bancos

Bens Industriais /
Maquinas e
Equipamentos / Motores
. Compressores e Outros
Saude /
Serv.Méd.Hospit..Andlises
e Diagnésticos /
Serv.Méd.Hospit..Andlises
e Diagndsticos

Consumo Ciclico /
Diversos / Aluguel de
carros

Materiais Basicos /
Siderurgia e Metalurgia /
Siderurgia

Utilidade Publica /
Energia Elétrica / Energia
Elétrica

Consumo n3o Ciclico /
Bebidas / Cervejas e
Refrigerantes
Consumo Ciclico /
Comeércio / Tecidos.
Vestuario e Calgados

Saude / Comércio e
Distribuicdo /
Medicamentos e Outros
Produtos



TELEF BRASIL

SUZANO S.A.

RUMO S.A.

BBSEGURIDADE

TOTVS

GRUPO NATURA

EMBRAER

AZUL4

VIVT3

SUZB3

RAIL3

BBSE3

TOTS3

NTCO3

EMBR3

AZUL

Prestacdo de servicos de
telecomunicagdes. exploragao de
servicos de valor adicionado e solugdes
integradas.

Industria e Comércio de Papel e
Celulose

Prestar servicos de transporte de
cargas através dos modais ferroviario e
rodoviario. dentre outros.
isoladamente ou combinados entre si
de forma intermodal ou multimodal.
entre outros.

Participacdo no capital social de outras
sociedades que realizem quaisquer
atividades reguladas pela SUSEP e
ANS. além de corretagem desses
produtos.

Prestacdo de servicos de consultoria.
assessoria e desenvolvimento de
sistemas informatizados (software).
atividades de pesquisa e inovagao
tecnoldgica. prestacdo de servigos
relacionados a gestdo.

Gestdo de participagdes societarias em
sociedades que desenvolvam suas
atividades principais no ramo de
beleza.

Projeto. desenvolvimento. fabricagdo.
comercializagdo de aeronaves e
sistemas e fornecimento de suporte e
servigos de pds-venda.

Transporte e Logistica

Fonte: Autor/ B3
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Comunicacgoes /
Telecomunicagdes /
Telecomunicagbes

Materiais Basicos /
Madeira e Papel / Papel e
Celulose

Bens Industriais /
Transporte / Transporte
Ferroviario

Financeiro / Previdéncia e
Seguros / Seguradoras

Tecnologia da Informacao
/ Programas e Servicos /
Programas e Servigos

Consumo n&o Ciclico /
Produtos de Uso Pessoal
e de Limpeza / Produtos
de Uso Pessoal

Bens Industriais /
Material de Transporte /
Material Aeronautico e
de Defesa

Bens Industriais /
Transporte / Transporte
Aéreo
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4.2 Analise das variacOes das acfes consideradas.

Nas duas tabelas a seguir, encontram-se as variacdes das 20 acles presentes
na tabela acima. Para calcula-las, levou-se em conta a variacdo mensal em percentual
do preco de fechamento ajustado (preco de fechamento ap6s os ajustes para todos
os eventuais desdobramentos e distribuicfes de dividendos aplicaveis) de cada ativo.

Os valores foram obtidos a partir dos dados histéricos disponiveis no site oficial da B3.

Para a variagao de janeiro, analisou-se a variacado em percentual do preco de
fechamento ajustado do ultimo dia de negociacdo do més de dezembro de 2021
(30/12/2021) e o ultimo dia de negociacdo do més de janeiro de 2022 (31/01/2022).
Para a variacao de fevereiro, foram analisados os dados mencionados do ultimo dia
de negociacdo do més de janeiro de 2022 (31/01/2021) e o ultimo dia de negociacédo
do més de fevereiro de 2022 (25/02/2022).

Tabela 4.2 — Variacao percentual mensal

Periodo/ Ativo |PETR4 |VALE3 |JBSS3 |ITUB4 |WEGE3 |HAPV3 |RENT3 |GGBR4 |EQTL3 | ABEV3
Janeiro 13,71 | 3,73 | =7,54 | 2091 | —2,49 | 21,97 | 10,57 | 2,13 1,55 | —2,92
Fevereiro 510 | 14,11 | 2,28 0,55 | —8,58 | —4,19 | —1,84 | —8,55 | 11,37 | 1,54
Marco —-1,62 | 3,60 3,73 7,89 | 18,61 | —2,39 | 6,22 | 21,01 | 6,41 1,32

Abril -948 |-12,88| 1,67 |—13,14|—-13,68|—-2593|—-13,36| —9,22 | —5,77 | =5,71
Maio -0,73 | 3,51 | =594 | 959 |-15,71|-23,38| 8,65 4,29 | =7,25| =2,27
Junho -7,09 |—-11,19|—-11,26|—13,34| 4,26 |—18,60| —8,88 |—23,38| —3,95 | —5,57
Julho 22,27 | —-8,89 | 1,11 4,19 6,01 12,61 | 9,92 9,44 8,63 | 11,42
Agosto —2,69 | =7,53 | =7,36 | 9,27 0,89 18,18 | 557 | —4,66 | —2,54 | 2,28
Setembro —11,92| 595 |-—14,23| 6,63 7,18 646 | —0,38 | 1,67 7,94 2,95
Outubro 184 | -1,77 | —1,65 | 10,47 | 32,85 | 0,65 | 16,42 | 860 | 1506 | 1,78
Novembro —-10,57| 27,68 |—11,66|—-14,47| —3,18 |—33,33|—-14,80| 22,60 | —8,26 | —0,50
Dezembro -8,10 | 3,70 | —0,27 | —3,85 | —1,26 | —2,31 |—11,48| —6,97 | —1,92 | —8,79

Retornomédio | —0,77 | 1,67 | —4,26 | 2,06 2,07 | =419 | 0,55 1,41 1,77 | —0,37

Desvio padrao
(risco) 9,51 10,56 | 568 | 10,28 | 12,42 | 16,43 | 9,74 | 12,06 | 7,23 4,84

Fonte: Autor/ Dados histéricos do site oficial da B3.
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Tabela 4.3 — Variacao percentual mensal

Periodo/ Ativo | LREN3 | RADL3 | VIVT3 | SUZB3 | RAIL3 |BBSE3| TOTS3 | NTCO3 | AZUL4 EMBR3

Janeiro 15,06 | —4,69 | 3,09 | —1,51 |—-12,05|11,52| 1,50 |-10,74| 1991 —18,17

Fevereiro -996 | 086 | 099 | —698 | —0,77 | —-0,43 | 13,69 1,98 |—-13,42| -13,34
Marco 8,61 248 | 7,02 | 0,15 | 19,68 {1094 | 10,08 | 12,53 | =542 —15,00
Abril —13,64|-12,57|-0,93|-10,05|-11,75|-0,51 | —12,12| —28,64| —8,15 —5,01
Maio 12,00 | —1,34 |—4,02| 7,84 8,00 570 |—11,26|—11,40| —8,47 —10,34
Junho —-14,96| -7,02 |-7,82| —-7,12 | —=9,67 | —3,42|—18,01|—-18,52|—38,44| -10,20
Julho 11,80 | 9,27 |-5,23| -2,82 | 983 |11,67| 13,37 | 16,10 | —=5,25 2,71
Agosto 4,67 3,72 |-7,76| —8,35 | 15,22 |-2,45| 8,27 | —7,45 | 40,58 17,62

Setembro 4,38 4,55 |-095| -1,72 | —8,66 |—3,15| 2,31 | —0,83 | —4,12 —7,09
Outubro 11,83 | 1565 | 1,37 | 22,30 | 1993 | 8,40 | 13,52 | 4,55 2,02 7,09

Novembro |—-25,08|-12,39|-7,89| —0,09 |—12,10| 549 | —6,94 |—21,67|—23,87 —1,45

Dezembro |—-1153| 291 | 0,79 | =924 | —4,37 | 7,63 |—10,50| —0,85 |—10,34 5,61

Retorno

médio —0,57 0,12 |—1,78| —1,47 1,11 4,28 0,33 —5,41 | —4,58 —-3,97
Desvio padrao
(risco) 12,50 7,67 4,41 8,33 11,70 | 5,46 | 10,68 | 12,48 | 18,28 9,74

Fonte: autor/ Dados histéricos do site oficial da B3.

Existem muitas maneiras de se estabelecer a escolha de quais ativos alocar
capital para investimento. E possivel considerar a analise fundamentalista, a qual
consiste em analisar a saude financeira da empresa. E possivel também considerar a

analise técnica, cujo foco principal é estudar linhas de tendéncias através de graficos.

Para a escolha dos ativos que serdo aplicados a fungéo de variancia minima,
vamos considerar aqueles que apresentaram variacdo média positiva ao longo dos
periodos analisados. Observando as Tabelas 4.2 e 4.3, percebe-se que 10 ativos
possuem o retorno esperado positivo e outros 10, negativo. Na Tabela 4.4, estdo

presentes aqueles que apresentaram retorno médio positivo.
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4.3 Composicao da carteira que oferece o menor risco a partir de 10 acdes.

Tabela 4.4 — A¢des com retorno médio positivo

més/ agao VALE3 |ITUB4 |WEGE3 |RENT3|GGBR4 |EQTL3 | RADL3 | RAIL3 |BBSE3 |TOTS3
Janeiro 3,73| 20,91 -2,49| 10,57 2,13| 1,55| -4,69| -12,05| 11,52| 1,50
Fevereiro 14,11 0,55 -8,68| -1,84| -8,55| 11,37 0,86 -0,77| -0,43| 13,69
Marco 3,60 7,89 18,61 6,22| 21,01| 6,41 2,48 | 19,68 | 10,94 10,08
Abril -12,88| -13,14| -13,68|-13,36| -9,22| -5,77| -12,57| -11,75| -0,51|-12,12
Maio 3,51 9,59| -15,71| 8,65 4,29 -7,25| -1,34 8,00 5,70|-11,26
Junho -11,19| -13,34 4,26| -8,88| -23,38| -3,95| -7,02| -9,67| -3,42]|-18,01
Julho -8,89 4,19 6,01| 9,92 9,44| 8,63 9,27 9,83 | 11,67| 13,37
Agosto -7,53 9,27 0,89| 5,57 -4,66| -2,54 3,72| 15,22| -2,45| 8,27
Setembro 5,95 6,63 7,18 | -0,38 1,67| 7,94 4,55 -8,66| -3,15| 2,31
Outubro -1,77| 10,47 32,85| 16,42 8,60| 15,06| 15,65| 19,93| 8,40| 13,52
Novembro 27,68 | -14,47 -3,18|-14,80| 22,60| -8,26| -12,39| -12,10| 5,49| -6,94
Dezembro 3,70 -3,85 -1,26|-11,48| -6,97| -1,92 291 -437| 7,63|-10,50
Retorno

Médio 1,67 2,06 2,07| 0,55 1,41 1,77 0,12 1,11| 4,28| 0,33
Desvio

Padrao 10,56| 10,28 12,42 | 9,74| 12,06| 7,23 7,67| 11,70 5,46| 10,68

Fonte: Autor/ Dados histéricos do site oficial da B3.

Com a ferramenta do Solver (Excel), € possivel aplicar a fungdo de minima

variancia aos dados da tabela acima. A carteira de menor risco (que sera denotada

por C1) obtida pelo solver é a seguinte (os valores sdo aproximados):

Tabela 4.5 — Percentual segundo a variancia minima

Acao

VALE3

ITUB4

WEGE3

RENT3

GGBR4

EQTL3

RADL3

RAIL3

BBSE3| TOTS3

Percentual

16,22%

0,00%

0,00%

0,00%

0,00%

18,73%

13,98%

0,00%

51,07% | 0,00%

Fonte: Autor.

Estes percentuais implicam em, aproximadamente, um retorno de 2,81% e risco

de 4,66%. Isto significa que ao longo de um més, o investidor espera que sua carteira

se valorize em pelo menos 2,81%. Quanto ao risco desta carteira, o investidor esta

sujeito a uma volatilidade média de aproximadamente 4,66%.




4.4 Comparagédo da carteira de menor risco.
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Vamos agora comparar a carteira C1 com outras 4 carteiras. Vamos considerar

a carteira ingénua, C2, composta por 10% investido em cada agéo presente na Tabela

4.4,

Tabela 4.6 — Percentual de 10% em cada ativo
Acao VALE3| ITUB4| WEGE3| RENT3|GGBR4 | EQTL3| RADL3| RAIL3| BBSE3| TOTS3
Percentual 10%| 10% 10%| 10%| 10% 10% 10%| 10% 10% 10%

Fonte: Autor.

Estes percentuais implicam em, aproximadamente, um retorno 1,54% de e risco

de 6,9%. Isto significa que ao longo de um més, o investidor espera que sua carteira

se valorize em pelo menos 1,54%. Quanto ao risco desta carteira, 0 investidor esta

sujeito a uma volatilidade média de aproximadamente 6,9%.

A carteira C2 néo faz parte da fronteira eficiente. De fato, vamos considerar as

carteiras C3 e CA4.

C3 é a carteira que tem o retorno maximo para um risco aproximado de 6,90%.

Aplicando a ferramenta do Solver do Excel, a qual também possibilita encontrar

valores 6timos de percentuais dado o risco (ou o retorno médio), a quantidade que

cada ativo ira representar na carteira C3 sdo 0s seguintes:

Tabela 4.7 — Percentual de retorno méaximo dado um risco aproximado.

Acéo

VALE3

ITUB4

WEGE3

RENT3

GGBR4

EQTL3

RADL3

RAIL3

BBSE3

TOTS3

Percentual

0%

0%

38,5%

0%

0%

0%

0%

0%

61,5%

0%

Fonte: Autor.

Estes percentuais implicam em, aproximadamente, um retorno médio de 3,43%

e risco de 6,90%.

C4 é a carteira que tem 0 menor risco para um retorno aproximado de 1,54%.

Os percentuais que irdo compor a carteira C4 séo os presentes na tabela a seguir:
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Tabela 4.8 — Percentual de risco minimo dado um retorno meédio aproximado.

Acéo VALE3 | ITUB4 | WEGE3 | RENT3 | GGBR4 | EQTL3| RADL3| RAIL3| BBSE3| TOTS3

Percentual |26,08% 0% | 0,00% 0% 0% 0% | 49,50% 0% | 24,42% 0%

Fonte: Autor.

Estes percentuais implicam em, aproximadamente, um retorno de 1,54% e risco
de 5,08%.

Visto que as carteiras C3 e C4 sdo mais pertinentes em relagéo a carteira C2,

esta ndo pertence a fronteira eficiente.

Para a carteira C5, vamos considerar a maximizacéo do indice de Sharpe, o
qual é calculado pela seguinte razéo: a diferenca do retorno médio de uma carteira e
a taxa de retorno em renda fixa e o risco associado a carteira em questao. O indice

de Sharpe é dado pela seguinte formula:

R, € o retorno esperado da carteira, Ry 0 retorno em renda fixa e g, o risco da

carteira.

Um indice de Sharpe positivo indica que o retorno do investimento foi superior
ao retorno livre de risco. Quanto maior o valor, melhor o ajuste do retorno pelo risco.
Se o indice for negativo, significa que o investimento teve um desempenho pior do
que a taxa de retorno livre de risco. Um indice de Sharpe igual a zero sugere que o
investimento gerou um retorno exatamente igual ao retorno livre de risco, apos ajustar

pelo risco.

No conjunto de dados da Tabela 4.4, nota-se facilmente que a carteira que
apresenta o maior indice de Sharpe é composta apenas pelo ativo que tem o0 maior o
maior retorno e o menor risco. Trata-se da acdo BBSE3. Ao investir todo o capital
nessa acdo, compomos a carteira C5 e esperamos um retorno de 4,28% e risco de
5,46%.

Considerando as variagfes, segundo 0s parametros presentes na Tabela 4.2,
do indice IBOVESPA, segue que o mesmo apresentou um retorno esperado de 0,58%

e risco de 6,14%.

Vamos comparar os resultados obtidos nesta secao a partir da tabela a seguir:
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Tabela 4.9 — Comparacéo de 5 carteiras e o indice Ibovespa

Investimento | Risco |Retorno
C1l 4,66%.| 2,81%
C2 6,90%. | 1,54%
C3 6,90%. | 3,43%
C4 5,08%.| 1,54%
C5 5,46%.| 4,28%
Ibovespa [6,14%.| 0,58%

Fonte: Autor.

Observa-se que as carteiras C1 e C3 sdo as opg¢des mais pertinentes de
investimento. C2 possui um risco igual a de C3 mas retorno esperado inferior. A
carteira C4 possui risco maior e retorno menor em relagdo a carteira C1. A carteira C5
possui 0 maior indice de Sharpe. Muitos investidores consideram suas estratégias de
investimento a partir de tal indice. No nosso exemplo, a carteira C5 que maximizou o
indice de Sharpe € composta apenas por 1 ativo. Esse fator ndo favorece o argumento
da diversificacdo, o qual vimos que é crucial para investimentos em renda variavel e

portanto, descartamos a carteira C5.

4.5 Desempenho de cada més ao longo do primeiro trimestre do ano de 2023.

Vejamos agora o desempenho que as cinco carteiras, determinadas através
das secfes anteriores, teriam tido ao longo do primeiro trimestre do ano de 2023. Sera
feita a analise com rebalanceamentos mensais a partir dos novos dados obtidos em

cada periodo.

4.5.1 Janeiro 2023

Ao fim do ultimo dia de 2022 de negocia¢des na B3, as carteiras C1, C2, C3,

C4 e C5 seriam determinadas e estao reapresentadas na Tabela 4.10



Tabela 4.10 — Percentual investido para as carteiras em janeiro de 2023.
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Carteira VALE3 | ITUB4 |WEGE3 | RENT3 | GGBR4 | EQTL3 | RADL3 | RAIL3 | BBSE3 | TOTS3
C1 (minima
variancia) 16,22%| 0% 0% 0% 0% |18,73%(13,98%| 0% |51,07%| 0%
C2 (ingénua, 10%
em cada ativo.) 10% 10% | 10% | 10% | 10% 10% 10% 10% 10% 10%
C3 (retorno maximo
dado umrisco.) 0% 0% |385%| 0% 0% 0% 0% 0% | 61,5% | 0%
C4 (risco minimo
dado um retorno.) 26,08%| 0% |0,00% | 0% 0% 0% [49,50%| 0% |24,42%| 0%
C5 (maximizagao do
indice de Sharpe.) 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100% 0%

Fonte: Autor.

A Tabela 4.11 representa a variacdo mensal de janeiro de 2023 do indice

Ibovespa e das 10 acdes presentes na Tabela 4.10

Tabela 4.11 — Desempenho de 10 acdes e Ibovespa em janeiro de 2023

Variagcdo mensal | VALE3 | ITUB4

WEGES3

RENT3 | GGBR4 | EQTL3 | RADL3

RAIL3

BBSE3

TOTS3 | IBOV

Janeiro 6,33% | 1,32%

—0,7%

11,30%11,47% | 3,7% | 4,68%

—1,24%

12,07%

8,87% |3,37%

Fonte: Autor.

Consideremos os dados da Tabela 4.11. Se, no primeiro dia de negociacao de

janeiro de 2023 da B3, fossem investidos 0s percentuais presentes na Tabela 4.10,

teriamos tido os seguintes resultados aproximados para cada uma das cinco carteiras

analisadas:

Tabela 4.12 — Resultado de investimento em janeiro de 2023

Investimento | Retorno
C1l 8,54%
C2 5,78%
C3 7,16%
C4 6,91%
C5 12%
Ibovespa 3,37%

Fonte: Autor.
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Ao fim do dltimo dia de janeiro de 2023 de negociacdes na B3, as carteiras C1,

C3, C4 e C5 teriam sido rebalanceadas com os novos dados de janeiro de 2023. Os

percentuais rebalanceados estéo representados na Tabela 4.13.

Tabela 4.13 — Percentual investido para as carteiras em fevereiro de 2023.

Carteira VALE3 | ITUB4 | WEGE3 | RENT3 | GGBR4 | EQTL3 | RADL3 | RAIL3 | BBSE3 | TOTS3
C1 (minima
variancia) 16,70%| 0% 0% 0% 0% |24,50%]| 10,5% | 0,8% | 47,5% | 0%
C2 (ingénua, 10%
em cada ativo.) 10% 10% | 10% 10% | 10% 10% 10% 10% 10% 10%
C3 (retorno maximo
dado umrisco.) 0% 0% |38,75%| 0% 0% 0% 0% 0% |61,25%| 0%
C4 (risco minimo
dado um retorno.) 26,65%| 0% | 0,00% | 0% 0% 8% |4585%| 0% | 195% | 0%
C5 (maximizacao do
indice de Sharpe.) 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100% | 0%

Fonte: Autor.

Com tais percentuais investidos, teriam sido esperados 0s seguintes retornos

€ riscos:

Tabela 4.14 — Retorno e risco esperados para fevereiro de 2023

Investimento | Risco |Retorno
C1l 4.72% | 3,18%
C2 6,72% | 1,86%
C3 6,72% | 3,71%
C4 5,12% | 1,86%
C5 5,84% | 4,88%
Ibovespa |5,95% | 0,79%

Fonte: Autor.

A tabela abaixo representa a variagdo mensal de fevereiro de 2023 do indice

Ibovespa e das 10 ac¢des consideradas na Tabela 4.13.

Tabela 4.15 — Desempenho de 10 acdes e Ibovespa em fevereiro de 2023

Variacao IBOV
mensal | VALE3 | ITUB4 | WEGE3 | RENT3 | GGBR4 | EQTL3 | RADL3 | RAIL3 | BBSE3 |TOTS3
Fevereiro |-9,72% | 0,39% | 2,41% |—6,28%|—12,55% | —9,24% | —8,66% | —2,29% | —9,45% | 8,87% | -7,49%

Fonte: Autor.
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Consideremos os dados da Tabela 4.15. Se, no primeiro dia de negociagéo de

fevereiro de 2023 da B3, tivessem sido investidos 0s percentuais presentes na Tabela

4.13, teriamos tido os seguintes resultados aproximados para cada uma das cinco

carteiras analisadas:

Tabela 4.16 — Resultado de investimento em fevereiro de 2023

4.5.3 Margo 2023

Investimento | Retorno
C1 -9,3%
C2 -6,46%
C3 -4,85%
C4 -9,14%
C5 -9,44%
Ibovespa | —7,49%

Fonte: Autor.

Para a analise de marco de 2023, serdo consideradas as acdes presentes na

Tabela 4.15 com excecdo da RADL3. Com os novos dados obtidos, essa acao passou

a ter retorno esperado negativo a partir dos dados de janeiro de 2022 até fevereiro de

2023.

Ao fim do ultimo dia de fevereiro de 2023 de negociacdes na B3, as carteiras

C1,C2, C3, C4 e C5 teriam sido rebalanceadas com os novos dados de fevereiro de

2023. Os percentuais rebalanceados estao representados na Tabela 4.17.

Tabela 4.17 — Percentual investido para as carteiras em marco de 2023.

Carteira VALE3 | ITUB4 | WEGE3 | RENT3 | GGBR4 | EQTL3 | RAIL3 | BBSE3 | TOTS3
C1 (minima
variancia) 18,94%|12,03% | 6,43% 0% 0% 24% 0% 38,6% 0%
C2(ingénua, 11,11%
em cada ativo.) 11,11%11,11% [ 11,11% | 11,11% [ 11,11% | 11,11% [ 11,11% | 11,11% | 11,11%
C3 (retorno maximo
dado umrisco.) 0% 0% 38,4% 0% 0% 0% 0% 61,6% 0%
C4 (risco minimo
dado um retorno.) 29,21% | 9,24% | 3,98% [10,43%| 0% |39,19%| 0% 7,95% 0%
C5 (maximizagao do
indice de Sharpe.) 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100% 0%

Fonte: Autor.
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Com tais percentuais investidos, teriam sido esperados 0s seguintes retornos

€ riscos:

Tabela 4.18 — Retorno e risco esperados para marco de 2023

Investimento | Risco |Retorno
C1l 5,51% | 2,33%
C2 6,87% | 1,43%
C3 6,87% | 3,7%
C4 5,89% | 1,43%
C5 6,73% | 3,86%
Ibovespa [6,11% | 0,2%

Fonte: Autor.

A tabela abaixo representa a variacdo mensal de marco de 2023 do indice

Ibovespa e das 10 acdes consideradas na Tabela 4.17.

Tabela 4.19 — Desempenho de 10 acdes e Ibovespa em marco de 2023

Variagdo IBOV
mensal |VALE3| ITUB4 |WEGE3| RENT3 | GGBR4 | EQTL3 | RAIL3 |BBSE3|TOTS3
Marco =590 | —6,98 -2,71 3,55 | —41,65 | —=3,77 -7,25 6,02 7,02 [-2,91%

Fonte: Autor.

Considerando os dados da tabela 4.19, se no primeiro dia de negociagédo de

marco de 2023 da B3, tivessem sido investidos os percentuais presentes na tabela

4.17, teriamos tido os seguintes resultados aproximados para cada uma das cinco

carteiras analisadas:

Tabela 4.20 — Resultado de investimento em marco de 2023

Investimento | Retorno
C1l -1,69%
C2 -0,76%
C3 -1,69%
C4 -0,26%
C5 -4,96%
Ibovespa | —2,91%

Fonte: Autor.
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4.6 Analise do desempenho das 5 carteiras no primeiro trimestre de 2023

Vejamos na Tabela 4.21 o desempenho em relagéo ao retorno que teria sido

obtido em cada més, do primeiro trimestre de 2023, das cinco carteiras analisadas.

Tabela 4.21 — Resumo dos investimentos feitos no primeiro trimestre em 2023.

Investimento | Janeiro | Fevereiro| Margo Média mensal
C1 8,54% -9,3% -1,69% -0,82%
C2 578% | -646% | -0,76% -0,48%
C3 7,16% -4,85% -1,69% 0,21%
C4 6,91% | -9,14% | -0,26% -0,83%
C5 12% -944% | -4,96% -0,80%
Ibovespa 3,37% | —7,49% | —2,91% -2,34%

Fonte: Autor.

A carteira que apresentou melhor desempenho médio ao longo dos trés
meses analisados é a C3, que foi estabelecida a partir do retorno maximo dado um
nivel especifico de risco. O desempenho médio negativo do indice Ibovespa reflete
um cenario desfavoravel para investimentos em renda variavel no primeiro trimestre
de 2023.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Muitos estudantes se questionam sobre a importancia do uso da matematica.
E verdade que sua utilizagdo n&o esta necessariamente aplicada as questées praticas
da vida real. E importante ressaltar, contudo, que considerar aplica¢cdes concretas de
interesse geral pode ser um fator importante para que o aluno se mobilize a fim de

favorecer um aprendizado significativo.

Neste contexto, este trabalho propbs fazer uma reflexdo sobre o uso da
matematica em uma aplicacdo que se baseia em conceitos basicos da teoria de
Markowitz. Modelou-se uma fungcéo que determina o percentual a ser investido a fim
de se otimizar investimentos feitos em acdes da B3. Este percentual determina a
carteira que apresenta 0 menor risco. Visto que este estudo pode ser usado em renda

variavel, a consideracao do risco é de extrema importancia.

Uma vez a funcdo modelada, fez-se necessario o uso de ferramentas da
otimizacdo continua para resolver o problema proposto. Os principais teoremas
usados para a resolucdo foram enunciados e demonstrados com base,

principalmente, na teoria dos cones e conceitos de convexidade.

Na sequéncia, aplicou-se a fungdo modelada a um problema real que consistiu
em determinar a carteira 6tima, em relagdo ao risco minimo, a partir da andlise de
acOes contidas na B3. Os dados foram obtidos a partir de variacées, em percentual,
mensais ao longo do ano de 2022. Os resultados da carteira de risco minimo foram
comparados com outras 4 carteiras e o indice Ibovespa. O periodo de comparacao foi
o 1° trimestre de 2023. De uma maneira geral, foi um periodo negativo para
investimentos em acdo. O Indice Ibovespa obteve o pior retorno dentre as cinco
carteiras analisadas, das quais, apenas a C3 (que foi estabelecida a partir do retorno
maximo dado um nivel especifico de risco) obteve variacdo positiva. As demais

obtiveram retorno negativo.

Por fim, aplicou-se os percentuais a fim de simular o retorno real que investidor

teria tido ao longo de cada més no primeiro trimestre de 2023.

E importante ressaltar que a andlise de dados passados ndo garante retorno.
A perspectiva da analise estudada neste trabalho se baseia em termos quantitativos

para prever o comportamento do mercado. E preciso levar em consideragdo outros
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fatores, macro e microeconémicos, que determinam as variacdes do mercado de
acOes, como por exemplo, Politica Monetaria, crescimento econdmico, inflacéo, taxas

de cambio, desempenho empresarial, dividendos, entre outros.

Este trabalho foi de extrema importancia para minha formacgéao pois me permitiu
enxergar a possibilidade da aplicacdo de conceitos, basicos e avancados, de
matematica a situacfes-problema que podem ser pertinentes na vida de muitas
pessoas. Foi importante também no sentido de ter vivenciado uma situacdo em que
me possibilitou revisar, a fim de se consolidar e aprender significativamente, conceitos

de otimizacado e entender sua importancia no cenario da Economia.
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