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RESUMO

Essa dissertacdo explora de forma introdutéria alguns temas relacionados a Teoria
dos Jogos, apresentando detalhes sobre o Dilema do Prisioneiro, o Duopdlio de
Cournot e o equilibrio de Nash. A Teoria dos Jogos, um topico interdisciplinar, revela-
se fundamental na compreensao das intera¢gdes estratégicas entre agentes racionais.
O Dilema do Prisioneiro, paradigmatico na teoria, € analisado sob diversas
perspectivas, destacando suas implicacdes éticas e estratégicas. O Duopdlio de
Cournot é investigado examinando-se as dinamicas de competicdo e colaboracao
entre empresas em um ambiente simulado de oligopolio. O equilibrio de Nash,
conceito central na teoria, € abordado como a solucdo fundamental para jogos
estratégicos, revelando as condigbes, incentivos e tomada de decisdo de cada
jogador. Este estudo proporciona uma compreensao inicial das aplicacdes e desafios
desses conceitos na andlise de decisGes estratégicas em um contexto matematico.
Ao explorar a interconexao entre esses temas, a dissertacdo busca contribuir para o
aprimoramento da compreensao teorica e pratica da Teoria dos Jogos, e suas

implicacbes em ambientes arbitrarios.

Palavras-chave: Matematica, Teoria dos Jogos, Ldégica, Dilema do Prisioneiro,
Duopdlio de Cournot, Equilibrio de Nash.



ABSTRACT

This dissertation explores introductory some themes related to Game Theory,
presenting details about the Prisoner's Dilemma, the Cournot Duopoly and the Nash
equilibrium. Game Theory, an interdisciplinary topic, proves to be fundamental in
understanding strategic interactions between rational agents. The Prisoner's Dilemma,
paradigmatic in theory, is analyzed from different perspectives, highlighting its ethical
and strategic implications. The Cournot Duopoly is investigated by examining the
dynamics of competition and collaboration between companies in a simulated oligopoly
environment. Nash equilibrium, a central concept in the theory, is approached as the
fundamental solution for strategic games, revealing the conditions, incentives and
decision-making of each player. This study provides an initial understanding of the
applications and challenges of these concepts in analyzing strategic decisions in a
mathematical context. By exploring the interconnection between these themes, the
dissertation seeks to contribute to improving the theoretical and practical
understanding of Game Theory, and its implications in arbitrary environments.

Keywords: Mathematics, Game Theory, Logic, Prisoner Dilemma, Cournot Duopoly,

Nash Equilibrium.
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CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

A Teoria dos Jogos é uma area que, ao longo das décadas, tem se mostrado
relevante em uma variedade de areas que vao além dos jogos (SOUZA, 2003). Na
Politica, por exemplo, essa teoria auxilia na analise de negociacfes diplomaticas,
disputas territoriais e tomadas de decisfes governamentais. Como ferramenta de
decisao, pode ser utilizada para tratar de problemas que necessitam estratégias e que
podem acarretar em conflitos (MAILLART, 2016), cujas decisfes podem incorrer em
implicacdes e até alcancar os meandros das negociacfes globais e das interacfes
humanas (BIERMAN e FERNANDEZ, 2010), bem como, de outras areas das ciéncias
em geral.

A Teoria dos Jogos ndo trata apenas de um conjunto abstrato de férmulas
matematicas, mas de um conjunto de recursos que permitem, compreender as
particularidades relacionadas a jogos e discussdes estratégicas, onde os jogadores
buscam alcancar seus objetivos enquanto enfrentam a incerteza sobre as escolhas
de seus oponentes.

Determinados autores, como Raposo (2009) e Vitale e Silva (2017), afirmam
gue a Teoria dos Jogos ndo se aplica apenas ao meio académico, mais sim, pode
servir como uma ferramenta essencial para compreender as complexidades do mundo
em que vivemos e, assim, equipar as pessoas com as habilidades necessérias para
tomar decisdes informadas e estratégicas em suas proprias vidas.

Desta forma, apresenta-se nesse trabalho um estudo teérico sobre a Teoria
dos Jogos, fazendo uso e sendo analisados alguns problemas e conceitos presentes
no Dilema do Prisioneiro, Jogos de soma zero, Duopdlios de Cournot e equilibrio de
Nash. Além disso, serdo explorados teoremas notaveis, como o Teorema Minimax de
Von Neumann, e o Teorema de Nash, que langam luz sobre estratégias 6timas e a

natureza das decisfes estratégicas (MOREIRA, 2017).

1.2 OBJETIVO GERAL
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O objetivo geral deste trabalho € produzir um estudo, amplo e acessivel, sobre
a Teoria dos Jogos, a partir de situacdes problema, jogos e algoritmos matematicos,

e sua conexao com diferentes areas do conhecimento em contextos do mundo atual.

1.2.1  Objetivos especificos

(i) Apresentar os conceitos fundamentais da Teoria dos Jogos, incluindo
estratégias, jogadores, regras e tipos de jogos;

(i) Nustrar com casos praticos e exemplos concretos que demonstrem a
aplicacdo da Teoria dos Jogos em diversas areas, como Economia, Politica, Biologia
e Psicologia;

(iif) Analisar em detalhes topicos especificos, como o Dilema do Prisioneiro,
Jogos de soma zero, Duopdlios de Cournot, Equilibrio de Nash, Teorema Minimax de
Von Neumann e Teorema de Nash, do ponto de vista matematico;

(iv) Destacar a importancia da Teoria dos Jogos como uma ferramenta util para
a tomada de decisdes estratégicas em situacdes do cotidiano, como em negociacdes
comerciais, na politica e na resolucéo de conflitos e

(v) Discutir sobre as limitagdes da Teoria dos Jogos.

1.3 JUSTIFICATIVA

A globalizacdo do mundo moderno, aproximou e conectou ainda mais as
pessoas, tornou visivel grupos étnicos, ampliou mercados emergentes e suas vias
comerciais, nacionais e internacionais, fez aumentar a comunicacdo na sociedade, e
com isso, deu espaco para o contraditorio, para a ampla oferta e concorréncia,
revelando a necessidade de planejar estratégias para equilibrar a existéncia destes
agentes. Esse equilibrio ndo é encontrado em situacdes onde busca-se por vantagens
ou por vencedores, porém, pode ser reconhecido em diversas situacdes cotidianas
em gue se busca o melhor de forma individual e também para o grupo, e é aqui que a
Teoria dos Jogos se mostra util, justificando o presente estudo e servindo como
motivacdo no anseio de apresentar e promover um entendimento sobre a prépria
Teoria, objetivando que estudantes e professores de Matematica possam ser atraidos

pelo tema, o qual, por ora, acredita-se ser pouco explorado por esse publico .
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1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Essa pesquisa inicia-se com uma apresentagao preliminar sobre a Teoria dos
Jogos, onde sao estabelecidos os pilares essenciais que permitirdo compreender 0s
conceitos subsequentes. Sdo apresentados breves detalhes historicos que levaram
ao desenvolvimento posterior de um campo de estudo inteiramente novo para a
época. Apresentado o contexto historico que viabilizou a Teoria do Jogos, propde-se
um estudo sobre o Equilibrio de Nash, um recurso matematico que constitui a base
fundamental para a compreensdo das interacdes estratégicas e a tomada de
decisdes.

Em seguida, no Capitulo 2 ser4d abordado o Teorema de Nash, uma
contribuicdo revolucionaria que introduziu o conceito de equilibrio, levando em
consideracdo a racionalidade limitada dos jogadores. Cada um desses topicos
desempenha um papel crucial na compreensdo da Teoria dos Jogos e em sua
aplicacdo em diversas areas, desde a Economia até a Ciéncia Politica. Esta sec¢do
servira como alicerce para concluir nossa exploracdo da Teoria dos Jogos e seus
conceitos essenciais, oferecendo nocbes importantes para compreender as
complexas interacdes estratégicas que moldam o mundo contemporaneo.

No Capitulo 3, aprofunda-se na compreensdo no Equilibrio de Nash, ao
explorar as estratégias que permitem aos jogadores alcancar resultados 6timos em
jogos estratégicos. Esta andlise proporciona uma transi¢do natural para o Capitulo 4,
onde o texto aborda o Teorema de Nash e enriquece o trabalho por meio de uma
compreensao matematica das interacdes estratégicas.

No Capitulo 5, o ensaio tedrico busca levar os leitores a uma analise introdutéria
do Dilema do Prisioneiro, um cenéario classico que ilustra as complexidades inerentes
as decisoes estratégicas, enfatizando a relevancia da cooperacao.

O percurso incluird no Capitulo 6 uma investigagdo minuciosa do Duopdlio de
Cournot, um exemplo que langa luz sobre as interacdes estratégicas entre empresas
em um mercado altamente competitivo. Posteriormente, voltando-se para o conceito
do Equilibrio de Nash, um pilar fundamental na Teoria dos Jogos, que revela como os
jogadores podem alcancgar resultados 6timos em jogos estratégicos.

Em sequéncia, no Capitulo 7 estuda-se o conceito de Jogos de Soma Zero,
onde os ganhos de um jogador sdo contrabalanceados pelas perdas do outro,
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proporcionando uma compreensao mais profunda das estratégias e equilibrios nesse
contexto.

Na ultima etapa, dada no Capitulo 8, é estudado o Teorema Minimax de Von
Neumann, que orientard os leitores na compreenséo das estratégias 6timas em jogos
com informacdes incompletas.

Por fim, sdo apresentadas a consideracdes finais sobre o estudo que abordou
desde o contexto historico até os teoremas fundamentais, e entdo as referéncias

utilizadas e um breve exemplo de aplicagéo conceitual.
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CAPITULO 2

2 REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo é apresentada a reviséo de literatura sobre a Teoria dos Jogos.

2.1 TEORIA DOS JOGOS: FATOS HISTORICOS E COLABORADORES

A Teoria dos Jogos, de modo informal, tem uma origem histérica muito antiga,
gue remonta a varios milénios. Uma das primeiras formas conhecidas de se
compreender a Teoria dos Jogos foi 0 jogo conhecido como Go, que se originou na
China por volta de 2500 a.C. Esse jogo envolve dois jogadores que tentam conquistar
territdrios em um tabuleiro, usando pecas brancas e pretas. O jogo é essencialmente
sobre estratégia e tomada de decisdes. O proprio jogo de Xadrez, que surgiu
possivelmente na India por volta do século VI, demostra até os dias de hoje aos
jogadores a importancia da estratégia e da tatica, como um dos mais desafiadores
testes de pensamento logico, possibilidades e tomada de decisao.

A histéria da Teoria dos Jogos remonta as civilizacbes antigas, onde as
pessoas comumente se entretinham em jogos de azar e estratégia. No entanto, foi
apenas no século XVIII que as primeiras tentativas de analisar matematicamente
esses jogos de azar foram ensaiadas. A seguir, sdo apresentados alguns autores que

contribuiram com a formalizacao da Teoria dos Jogos.

211 JAMES WALDEGRAVE

A Teoria dos Jogos tem uma origem que remonta ao século XVIII, conforme
destacado por Mendoncga (2017). Nessa época, James Waldegrave, um aristocrata e
matematico britdnico, mergulhou em um intrigante jogo de cartas chamado Le Her.
Sua correspondéncia com o matematico sui¢co Nicolas Bernoulli resultou em analises
das estratégias possiveis para esse jogo, fornecendo compreensdes cruciais que
viriam a ser a base da Teoria dos Jogos moderna (BICCA; MOTA, 2018).

No jogo Le Her, dois jogadores enfrentavam a deciséo de cooperar ou se trair,
e as recompensas ou penalidades dependiam dessas escolhas mutuas, criando uma

dindmica de interacdo estratégica que essencialmente capturava o que mais tarde foi
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formulado como o "Dilema do Prisioneiro” (LEIVAS, 2018). Waldegrave, ao analisar
essa situacdo aparentemente simples, reconheceu a complexidade subjacente e foi
um dos pioneiros a explorar a légica por tras das escolhas estratégicas dos jogadores.

Embora a andlise inicial de Waldegrave ndo tenha levado a formalizagéo
imediata da Teoria dos Jogos, ela lancou as bases para a compreenséao futura das

interacOes estratégicas em uma variedade de contextos.

2.1.2 JOHN VON NEUMANN E OSKAR MORGENSTERN

Embora as sementes da Teoria dos Jogos tenham sido plantadas no século
XVIII, seu florescimento s6 ocorreu no século XX, com o trabalho notavel de John Von
Neumann e Oskar Morgenstern. Von Neumann, um matematico de origem hungara,
e Morgenstern, um economista austriaco, colaboraram para criar a fundacao

matematica e econémica do campo (COSTA, 1975).

Figura 1 - John Von Neumann

Em 1944, Von Neumann e Morgenstern publicaram em uma conferéncia a obra
"Teoria dos Jogos e Comportamento EconOGmico”. Neste livro, 0s autores
desenvolveram uma estrutura matematica rigorosa para analisar jogos estratégicos e
suas implicacbes econbmicas. Essa obra langou as bases para a compreenséo
matematica das interacdes estratégicas, introduzindo conceitos fundamentais como a

matriz de payoffs, estratégias puras e mistas, e o equilibrio de Von Neumann.
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O termo payoff, muito presente nesse trabalho, tem por significado literal.
pagamento ou recompensa, e pode ser definido como um numero que reflete a
desejabilidade de um resultado possivel para um jogador, ou seja, expressa suas

preferéncias ou utilidade de um resultado.

Figura 2 - Oskar Morgenstern

O livro de Von Neumann e Morgenstern néo apenas abriu novos horizontes na
economia, mas também forneceu uma linguagem comum para descrever e analisar
uma variedade de situacdes de tomada de decisdes estratégicas. O autor estabeleceu
a Teoria dos Jogos como uma disciplina respeitavel e relevante em campos que vao
além da economia (WATSON, 2013).

2.1.3 DESENVOLVIMENTOS POSTERIORES

Apesar das contribuicdes substanciais de Von Neumann e Morgenstern, a
Teoria dos Jogos continuou a evoluir e se expandir. Outros matematicos e
economistas contribuiram significativamente para o desenvolvimento do assunto,
revelando diferentes interacfes estratégicas, cujo autores sdo apresentados a seguir.

2.1.3.1 Antoine Augustin Cournot
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De acordo com as pesquisas de Fiani (2009), no século XIX, o matematico
francés Antoine Augustin Cournot publicou sua obra "Recherches sur les Principes
Mathématiques de la Théorie des Richesses" em 1838. Nesse trabalho, ele
estabeleceu os fundamentos tedricos da Teoria dos Jogos e introduziu o0 modelo de
duopdlio, conhecido como "Duopdlio de Cournot”. Os conceitos pioneiros
apresentados por Cournot sdo amplamente reconhecidos como precursores do
desenvolvimento subsequente da Teoria dos Jogos.

O "Duopdlio de Cournot", um modelo que examina a competicdo entre duas
empresas, ilustrou de maneira notavel a aplicacéo da Teoria dos Jogos em contextos
econdmicos complexos, deixando um impacto duradouro no campo (PENALOZA;
RABELLO, 2012).

2.1.3.2 Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo

Conforme apontado por Santos (2012), o mateméatico alemé&o Ernst Friedrich
Ferdinand Zermelo, em 1913, apresentou uma demonstragao significativa ao afirmar
que o jogo de xadrez sempre possui uma solucdo, prenunciando a técnica de
resolucado posteriormente reconhecida como a técnica da inducdo reversa. Essa
inovacdo de Zermelo estabeleceu um marco crucial para a andlise de jogos com
solugdes determinadas, um conceito de importancia fundamental no ambito da Teoria
dos Jogos. Essas contribuicdes foram essenciais para o avango e aprofundamento da

compreensao desse campo de estudo.

2.1.3.3 Félix Edouard Justin Emile Borel

Feélix Edouard Justin Emile Borel, outro eminente matematico francés, deixou
uma marcante contribuicdo ao campo da Teoria dos Jogos (FIANI, 2006). Borel foi um
pioneiro ao introduzir o conceito moderno de estratégia em suas analises, um passo
revolucionario que abriu novos horizontes para uma compreensdo mais profunda das
escolhas racionais e estratégicas em jogos complexos (SANTOS, 2012).

Esses avancos subsequentes ampliaram consideravelmente o escopo da
Teoria dos Jogos, possibilitando a analise de uma vasta gama de modelos de
interacdo e, assim, impulsionando seu crescimento enquanto campo interdisciplinar

de vital importancia. O legado de Borel continua a reverberar na Teoria dos Jogos,
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enriguecendo continuamente nosso entendimento das dinamicas estratégicas

subjacentes a diferentes situacdes de jogo.

2.1.3.4 Teoria do Jogos no século XX

O Século XX marcou uma grande evolucgéo tedrica na Teoria dos Jogos. Em
1928, o matemético John von Neumann publicou um artigo demonstrando que todo
jogo finito de soma zero (onde o ganho de um jogador implica na perda do outro),
envolvendo duas pessoas, possui solucdo através de estratégias mistas. Essas
estratégias serdo abordadas com mais detalhes posteriormente.

Em 1944, John von Neumann, considerado um dos coinventores do
computador moderno, juntamente com o economista Oskar Morgenstein, publicou o
livro "Theory of Games and Economic Behavior". Essa obra é considerada a pedra
angular que estabeleceu a Teoria dos Jogos como campo de estudo. A teoria proposta
nesse livro funciona como uma ferramenta essencial para entender o processo de
tomada de decisdes em diversas &reas, incluindo a administracdo, langando uma nova
perspectiva sobre antigos problemas e dinamicas que até entdo eram desconhecidas
(NEUMANN & MORGENSTERN, 1972).

Segundo Perez (2012), no que concerne a aplicacdo da Teoria dos Jogos, 0

autor Perez oferece diagndsticos adicionais e esclarecedores.

Fornece um guia normativo para o comportamento racional de um grupo
cujos membros almejam alcancar diferentes objetivos. Assim, ao oferecer
uma formalizacdo abstrata para o tratamento dos conflitos do homem
contemporéneo, representa um novo paradigma que 0s atores sociais podem
adotar em situacdes conflituosas que se apresentem (PEREZ, 2012, p.46).

John Forbes Nash Janior, outro eminente matematico, contribuiu de forma
fundamental para a Teoria dos Jogos ao desenvolver o conceito de Equilibrio de Nash.
Esse equilibrio mostra que nem todos os jogos sdo de soma zero, ou seja, hem
sempre o ganho de um jogador implica na perda do outro. Nash demonstrou que ha
situagcbes em que todas as estratégias adotadas por todos os jogadores sdo as
melhores respostas possiveis, tornando desnecessario qualquer ajuste nas
estratégias.

Em 1950, Nash publicou quatro artigos de grande relevancia para a Teoria dos

Jogos e para a Teoria de Barganha. Esses jogos serdo explorados posteriormente.
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Nos artigos "Equilibrium Points in n-Person Games" e "Non-cooperative Games",
Nash demonstrou a existéncia de um equilibrio de estratégias mistas para jogos néo
cooperativos, denominado Equilibrio de Nash. Ele também sugeriu uma abordagem
de estudo para jogos cooperativos, reduzindo-os a forma nao cooperativa. Nos artigos
"The Bargain Problem” e "Two-Person Cooperative Games", Nash criou a Teoria da
Barganha e demonstrou a existéncia da solucdo de Nash para esse tipo de
negociacédo (NASH JR, 1950).

Figura 3 - John Forbes Nash Janior

O impacto significativo da Teoria dos Jogos na compreensao do
comportamento estratégico foi reconhecido em 1994, quando John Nash
(Universidade de Princeton), John Harsanyi (Universidade de Berkeley, Califérnia) e
Reinhard Selten (Universidade de Bonn, Alemanha) foram laureados com o Prémio
Nobel de Economia. O reconhecimento veio pela analise pioneira sobre equilibrio na
Teoria dos Jogos ndo cooperativos, fornecendo uma base matematica para
estratégias que explicam quando as decisdes cooperativas em situagdes competitivas
sao mais vantajosas.

Em 2005, Thomas Schelling e Robert Aumann, ao trabalharem com a Teoria
dos Jogos, também foram agraciados com o Prémio Nobel de Economia. Schelling
destacou-se pelo uso da Teoria dos Jogos para explicar tomadas de decisdes em

conflitos internacionais, inclusive em situa¢gfes de guerra nuclear. Aumann, por sua
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vez, teorizou que a cooperacdo € menos provavel em jogos com varios participantes,
interacOes infrequentes, prazos curtos ou acdes pouco observaveis dos outros

participantes.
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CAPITULO 3

3 EQUILIBRIO DE NASH

Neste capitulo, sdo apresentados os fundamentos essenciais do Equilibrio de
Nash, um conceito central na Teoria dos Jogos. Exploraremos as dinamicas

estratégicas que fundamentam este tema.

3.1 JOHN FORBES NASH JR

3.1.1 Equilibrio de Nash

O equilibrio de Nash é um conceito crucial na Teoria dos Jogos, introduzido por
John Nash, que define uma situacdo em que nenhum jogador tem incentivos para
mudar sua estratégia, dado o que o outro jogador esta fazendo. Em outras palavras,
€ um estado em que, dadas as estratégias escolhidas pelos outros jogadores, nenhum
jogador tem motivos para desviar da sua estratégia atual (NASH JR., 1950).

O equilibrio de Nash representa um desafio para alcangar a cooperacdo mutua,
pois, embora a cooperacdo seja mutuamente benéfica a longo prazo, os incentivos
imediatos muitas vezes levam os jogadores a escolher a traicdo. Isso destaca a tenséo
entre o interesse individual de curto prazo e o beneficio coletivo de longo prazo,
demonstrando a complexidade das interacdes estratégicas (DIXIT, 1996).

Ao explorar e entender essas estratégias e o equilibrio de Nash no contexto do
Dilema do Prisioneiro, pode-se obter uma visdo mais profunda da dinadmica da
cooperacao, competicdo e tomada de decisdes em situacdes estratégicas complexas,
contribuindo para o enriguecimento da Teoria dos Jogos e sua aplicacdo em diversas
areas.

O Equilibrio de Nash pode ser considerado um conjunto de estratégias para n
jogadores, onde nenhum deles tem incentivo para modificar sua estratégia individual,
considerando as estratégias dos demais jogadores. Ou seja, no Equilibrio de Nash,
as estratégias adotadas por cada jogador sdo, no minimo, tdo eficazes quanto
qualquer outra estratégia disponivel em resposta as estratégias escolhidas pelos
outros jogadores (MYERSON, 1999).
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De acordo com Myerson (1999), o Equilibrio de Nash alterou a concepc¢éao da
economia. Ele transcendeu a visao tradicional de uma ciéncia especializada focada
na producao e alocacéo de bens, evoluindo para uma abordagem contemporanea que
se concentra na analise dos incentivos em todas as instituicbes sociais. O autor

continua afirmando:

Antes de Nash, a metodologia analitica predominante para a economia era a
teoria dos precos. A perspectiva de andlise da Teoria dos Jogos néo
cooperativos, introduzida por Nash, removeu essa restricido metodolégica na
analise pratica da economia. Portanto, a formulacéo da Teoria dos Jogos nao
cooperativos por Nash representa um marco significativo na longa evolucéo
da economia e das ciéncias sociais, conforme apontado por Myerson (1999,
p. 1080).

Além da contribuicdo de John Nash, destacam-se outras abordagens
relevantes para o entendimento e aplicacéo do Equilibrio de Nash. Schelling (1981) e
Aumann (1974) forneceram contribuicbes significativas na compreensao dos
equilibrios em estratégias mistas e equilibrios bayesianos, respectivamente.

Schelling (1981) aprofundou a analise dos equilibrios nas estratégias mistas,
onde os jogadores tomam decisdes baseadas em probabilidades, tornando o conceito
de equilibrio mais flexivel e aplicavel a uma variedade maior de situacdes. Por sua
vez, Aumann (1974) estendeu o conceito de Equilibrio de Nash para considerar a
informacédo assimétrica entre os jogadores, levando a formulacdo de equilibrios
bayesianos.

Myerson (1999) destaca que o Equilibrio de Nash revolucionou a visédo
tradicional da economia. Antes de sua formulacdo, a metodologia predominante era a
teoria dos precos, mas a Teoria dos Jogos ndo cooperativos, introduzida por Nash,
ampliou as possibilidades analiticas na economia. Isso resultou em uma nova
abordagem que se concentra na analise dos incentivos em todas as instituicoes
sociais. O Equilibrio de Nash tornou-se um marco na evolugdo da economia e das
ciéncias sociais, transcendo a analise apenas da producao e alocagéo de bens.

Em muitos jogos ndo cooperativos, a Unica solucao viavel € o Equilibrio de
Nash. Ele representa a solugcdo mais provavel, pois a Teoria dos Jogos, em sua
esséncia, ndo pode sugerir um conjunto de estratégias como solugédo para um jogo

que nao esteja alinhado com o Equilibrio de Nash. E uma conclus&o natural para jogos
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nao cooperativos e € a resposta que 0s agentes racionais tendem a buscar
(MYERSON, 1999).

Contudo, é importante diferenciar a justificacdo para a escolha de uma
estratégia no Equilibrio de Nash de outras justifica¢cées, como a maximin. Em um jogo
de soma zero de von Neumann, um jogador racional tem uma razao justificavel para
optar pela estratégia maximin, garantindo um payoff certo. No entanto, essa logica
ndo se aplica a justificacdo tipica do Equilibrio de Nash, que se concentra na
otimizacdo das escolhas estratégicas dadas as acdes dos outros jogadores
(MYERSON, 1999).

3.1.2 Assuncdes basicas para o Equilibrio de Nash

As premissas do Equilibrio de Nash sdo essenciais para compreender a légica
por tras desse equilibrio e sua aplicabilidade em uma variedade de contextos,
destacando-se:

1. Jogadores Racionais:

A primeira premissa é que todos os jogadores envolvidos em um jogo séo
considerados racionais (MYERSON, 1999). Nesse contexto, ser racional significa que
cada jogador possui objetivos bem definidos e age de maneira l6gica e consistente
para alcancar esses objetivos. Eles avaliam as informacdes disponiveis e escolhem
as estratégias que melhor servem aos seus interesses.

2. Estratégias e Escolhas:

Cada jogador tem a sua disposi¢cdo um conjunto de estratégias possiveis
(SCHELLING, 1981). Essas estratégias representam as diferentes ac6es que um
jogador pode executar durante o jogo. Cada estratégia leva a resultados distintos,
dependendo das escolhas feitas pelos outros jogadores. Portanto, a selecdo de uma
estratégia € uma decisao crucial para os jogadores, pois determina o desfecho do
jogo.

3. Utilidades e Preferéncias:

Os jogadores tém preferéncias claras em relacdo aos resultados do jogo,
expressas em termos de utilidades (MYERSON, 1999). Cada jogador busca
maximizar sua propria utilidade, que pode ser positiva (indicando ganhos) ou negativa

(indicando perdas). As preferéncias e as utilidades de cada jogador sdao consideradas
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fundamentais na tomada de decisfes estratégicas e na determinacéo das estratégias
a serem adotadas em um jogo.

Essas assuncfes basicas fornecem o alicerce para a andlise do Equilibrio de
Nash e sdo essenciais para entender como os jogadores tomam decisdes estratégicas
em diversos contextos. O Equilibrio de Nash € uma ferramenta poderosa que se aplica
a uma ampla gama de situacfes, desde negociacbes empresariais até estratégias
politicas, proporcionando esclarecimentos sobre o comportamento estratégico dos

jogadores em ambientes competitivos ou cooperativos.

3.1.3 Estratégias em Equilibrio de Nash

O Equilibrio de Nash, estabelece uma condi¢do de estado essencial em jogos
estratégicos, revelando-se como um ponto crucial de andlise. Este estado ocorre
quando nenhum jogador possui incentivo para modificar sua estratégia, desde que
esteja ciente das estratégias adotadas pelos demais jogadores (MYERSON, 1999).
Em suma, representa uma situacdo de estabilidade estratégica na qual, diante das
estratégias dos outros participantes, nenhum jogador individualmente consegue
melhorar sua situacdo ao mudar de estratégia. E uma condicdo de estabilidade
estratégica onde os jogadores, depois de determinarem suas estratégias, nao
possuem motivo para desviar dessa escolha, considerando as escolhas dos outros
jogadores.

John Nash, conforme afirmado por Nash Jr. (1950), foi o pioneiro no
desenvolvimento e formulagéo dessa condicdo de equilibrio, atribuindo-lhe seu nome.
Em suas pesquisas, Nash demonstrou que, nos jogos estratégicos, é viavel identificar
um conjunto de estratégias, uma para cada jogador, no qual nenhum deles tem
incentivo unilateral para mudar sua estratégia, sendo esse o chamado Equilibrio de
Nash.

Essa forma de equilibrio revela-se uma ferramenta analitica crucial em diversos
dominios, desde a economia até a biologia e as ciéncias sociais (MYERSON, 1999).
O Equilibrio de Nash proporciona uma compreensao crucial de como os jogadores
podem interagir de maneira estratégica, antecipando as acdes dos outros e tomando
decisbes que maximizem seus proprios interesses dentro desse contexto de
interdependéncia estratégica. Sua relevancia se estende a varias areas, permeando

diferentes aspectos da vida e do conhecimento.
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Na economia, o Equilibrio de Nash & de extrema importancia, pois permite
modelar comportamentos e estratégias dos agentes em mercados, leildes, oligopdlios
e outros cenarios econémicos. Seus principios sdo essenciais para entender como 0s
jogadores podem agir em situacdes de competicdo e cooperacdo, oferecendo
proficiéncia para a analise de transacbes comerciais e tomadas de decisdes
empresariais. Esta abordagem tem sido aplicada em varios setores, incluindo
finangas, negocios internacionais e anélise de politicas econémicas.

Além disso, o Equilibrio de Nash encontra aplica¢des significativas em ciéncias
sociais, como sociologia e psicologia, ajudando a compreender as interacdes
humanas, coalizGes e conflitos. Na sociologia, por exemplo, é Gtil para analisar como
as pessoas interagem em grupos, enquanto na psicologia pode ser aplicado para
entender comportamentos individuais em contextos sociais complexos.

A sua importancia se estende também ao campo da biologia, especialmente na
teoria da evolucdo e no estudo dos comportamentos animais. Estratégias de
sobrevivéncia e reproducdo podem ser entendidas em termos de equilibrios de Nash,
onde os organismos buscam maximizar sua adaptacdo ao ambiente e suas chances
de reproducéo.

Na ciéncia politica, o Equilibrio de Nash é crucial para analisar estratégias em
conflitos e negociac¢des, fornecendo uma estrutura valiosa para entender tomadas de
decisdes em situacdes de confronto ou cooperacao entre diferentes atores politicos.

O Equilibrio de Nash é uma ferramenta poderosa e flexivel que transcende a
Teoria dos Jogos, permeando varias disciplinas e areas de estudo. Seu impacto e
relevancia s6 aumentam a medida que continuamos a explorar e entender as
complexas interacfes e estratégias que definem nosso mundo. Conhecer e aplicar o
conceito de Equilibrio de Nash pode ser util para uma compreensao mais completa
das interacfes humanas, sociais e econémicas. Este conceito é, portanto, um pilar
essencial na andlise e modelagem do comportamento estratégico em uma ampla

gama de contextos.

3.1.4 Aplicacdes e importancia

Em economia, ao examinar o comportamento dos jogadores em situacdes de
competicdo, o Equilibrio de Nash produz uma melhor percepc¢éo sobre a dindmica de

mercado e as estratégias empresariais que podem ser adotadas para maximizar o
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ganho, desempenhando um papel crucial na modelagem da competicdo entre
empresas e na determinacdo das estratégias de formacdo de precos em mercados
altamente dinamicos (VITALE & SILVA, 2017).

Conforme argumentado por Myerson (1999), na esfera politica, o Equilibrio de
Nash é uma ferramenta fundamental para examinar estratégias eleitorais e negociar
acordos diplomaticos de maneira eficaz. A compreensao desse equilibrio € crucial
para prever as agdes dos diversos atores envolvidos, permitindo a formulacdo de
estratégias eficazes e tomadas de decisdo informadas em contextos politicos
complexos, nos quais as interacfes estratégicas podem determinar o rumo dos
acontecimentos.

Além disso, o Equilibrio de Nash é de grande importancia na biologia, onde
auxilia a explicar a evolugcdo de comportamentos cooperativos em diversas espécies
(MOREIRA, 2017). A analise baseada neste conceito € valiosa para entender como
as interacdes estratégicas ocorrem na natureza e como a cooperagao pode surgir em
cenarios competitivos, contribuindo para a sobrevivéncia e a adaptacéo das espécies
ao longo do tempo.

Nas ciéncias sociais e empresariais, o Equilibrio de Nash desempenha um
papel crucial ao proporcionar uma elucidacdo sobre como agentes racionais tomam
decisBes em cenarios complexos (FIANI, 2006). Permite antecipar e reagir de maneira
eficaz as acbes dos outros, buscando alcancar resultados 6timos em situacdes
competitivas ou cooperativas, promovendo uma visdo mais clara das dinamicas
sociais e empresariais. Em sintese, o Equilibrio de Nash é uma ferramenta poderosa
e versétil que influencia nossa compreensao das interaces estratégicas e molda
decisbes em uma ampla gama de contextos, desempenhando um papel fundamental
na andlise e na tomada de decisGes estratégicas em diversos ambitos. Sua
aplicabilidade e relevancia continuam a ser objeto de estudo e pesquisa, enriquecendo
nossa compreensao dos complexos padroes de comportamento humano e das

estratégias adotadas em interacdes estratégicas.
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CAPITULO 4

4 TEOREMA DE NASH

Neste capitulo, sdo apresentados os principios fundamentais do Teorema de
Nash. Serdo exploradas algumas implicacdes matematicas deste teorema,
examinando como ele moldou a analise de tomadas de decisdo em cenarios

estratégicos.

4.1 FUNDAMENTOS SOBRE O TEOREMA DE NASH

A Teoria dos Jogos, uma disciplina que envolve a andlise do comportamento
humano por meio de modelagem matematica, € amplamente utilizada em campos
como Economia e Administracdo, com potenciais aplicacbes também em outras
disciplinas das ciéncias sociais, como Ciéncia Politica e Direito. Ela oferece conceitos
essenciais para compreender as interacdes estratégicas entre 0s agentes envolvidos
em uma determinada situagao.

Para garantir uma interpretacdo precisa e evitar mal-entendidos na aplicacao
da Teoria dos Jogos a resolucédo de conflitos, é fundamental esclarecer a terminologia
especifica adotada nesta teoria. O termo "jogo" refere-se ao conjunto completo de
regras que descrevem a situacao a ser modelada, enquanto "movimentos” ou "a¢des"
representam as opg¢des que um jogador pode escolher em um determinado momento.
Por altimo, as "estratégias" sdo planos de acéo que consideram os diversos momentos
e circunstancias do jogo.

Para configurar uma situacao estratégica como um jogo, € essencial identificar
e relacionar certos elementos conhecidos como os elementos do jogo. Estes incluem
0s "jogadores" (0s agentes envolvidos na interagdo estratégica), os "movimentos" (ou
"acdes") possiveis para cada jogador, levando em conta as informacgdes disponiveis
para cada um, e as "recompensas” associadas a cada movimento, considerando as
possiveis acdes dos outros jogadores (VON NEUMANN; MORGENSTERN, 1953).
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Como destacado por Myerson (1991, p. 370), a correspondéncia entre

abordagens identificada por Nash implica que:

As acgBes cooperativas surgem de um processo de negociacdo entre os
jogadores que estdo cooperando. Durante essa negociacdo, espera-se que
cada jogador adote uma estratégia que esteja alinhada com sua busca por
maximizacao de utilidades, de maneira similar a outras situa¢des de jogo. Em
outras palavras, em qualquer contexto real, ao examinarmos cuidadosamente
como as pessoas podem colaborar para chegar a um acordo sobre uma
estratégia cooperativa conjunta, podemos, em principio, modelar isso como
um jogo extensivo (ou estratégico ou bayesiano). Posteriormente prevendo o
resultado analisando o conjunto de equilibrios desse jogo.

E primordial compreender que, na Teoria dos Jogos, 0 conceito-chave é o de
"equilibrio". Um dos equilibrios mais notaveis € o "Equilibrio de Nash", concebido pelo
matematico e economista John Nash. O Equilibrio de Nash ocorre quando cada
jogador, conhecendo as estratégias dos outros, escolhe a melhor resposta possivel,
resultando em um estado em que nenhum jogador tem incentivo para mudar sua
estratégia unilateralmente (NASH JR., 1950). Este equilibrio € determinante em vérias
situacbes da vida real, como competicdo de empresas, politicas de seguranca,
negociacfes salariais, entre outros, e tem implicacbes profundas na tomada de
decisfes estratégicas.

Ao compreender os elementos fundamentais, as estratégias e os equilibrios
associados, os tomadores de decisdo podem tomar decisbes mais informadas,
antecipando as acfes dos outros jogadores e maximizando seus préprios ganhos
dentro de um contexto competitivo ou cooperativo.

Neste ambito introdutério em Teoria dos Jogos, em que esse trabalho propde-
se a investigar, 0s jogos apresentados possuem estratégias discretas, como no
Dilema do Prisioneiro, em que tem-se as opc¢des confessar ou negar. Também é
apresentado, em determinado ponto desse texto, que estratégias também podem
representar precos, decisdes de producdo ou qualquer outra situagcdo em que 0S
resultados individuais dependam das decisdes de outros agentes.

Em uma definicdo mais formal para o que matematicamente significa um Jogo,
sera definido como um conjunto finito de jogadores denotado por G = {g4,92,---) gn}-
Cada jogador g; € G detém um intervalo compacto de estratégias I; = [a;, b;]. O

conjunto de todos os intervalos forma, portanto, o produto cartesiano:
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n
Izl_[ 1i211><12 XXIn,
i=1

gue € denominado como espaco de estratégia continua do jogo.

Define-se, ademais, que para cada jogador gi € G existe uma fungéo de
payoffs:
Ui:l->R
x = Ui(x)

gue conduz ao payoff U; (x), imagem de um vetor x I para o jogador g; associado
a um perfil de estratégia, em que x = (xq,Xx3,...,X,).

Considere a seguinte suposi¢cao, um jogo com dois participantes, 1 e 2, que
escolhem estratégias no intervalo [0,1]. Assim, tem-se I; = [0,1]el, =[0,1] e O
dominio I; x I, serd um quadrado compacto de lado 1. O payoff de cada jogador é

dado pelas fungoes:
Ul:Il X 12 _)IR e UZ:Il X 12 _)IR

Assume-se previamente também a definicdo de um Equilibrio de Nash como

um conceito fundamental para avaliar esse estudo.

Definicdo: Um equilibrio de Nash é dado por um conjunto de estratégias (i, y)

que atende as condicdes:

Ul (X,_’)_/) S Ul(f'}_])r
UZ (f,y) UZ (f'}_])

IA

para estratégias arbitrarias x, y de dois jogadores.

De acordo com a definicho de um jogo, os payoffs de cada jogador nao
dependem exclusivamente da escolha que ele préprio faz, mas também das escolhas
feitas pelo outro jogador.

A partir destas fungdes de payoffs, define-se as funcgdes:

G1:l; > I, e ¢l - I
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tais que, dada a decisao de um dos jogadores, ¢; leva o outro a tomar uma
decisdo que maximize seu payoff.
Por exemplo: ¢, leva x; no Unico x; que maximize o payoff do jogador 1, ou

seja, o ponto (¢, (x3),x3) sera tal que:

Ul(fl ,x;) = Ul (xl,x;) Vxl 611

e, equivalentemente, o ponto (x7, ¢, (x7)) seréa tal que:

Uy (x1,%) 2 Uy (x1,x%)Vxp €l

Nota-se que x; € melhor que qualquer outra estratégia a disposicéo do jogador

i dado que o outro jogador escolheu a estratégia x;. Ao considerar o produto

¢, X ¢, obtém-se a aplicacao:

d:L XLl X1

que leva o par (x7,x3) no par (¢,(x3),¢$,(x7)) em que os pontos fixos desta aplicacao
serdo equilibrios de Nash no jogo.

Logo a demonstracdo da existéncia de um equilibrio de Nash se resume a
obter um ponto fixo da aplicacdo ¢, X ¢,. De fato, o teorema de Nash traz a seguinte

afirmacdo:

Teorema de Nash: Todo jogo finito, isto €, com finitos jogadores e um conjunto

compacto e convexo de estratégias, tem uma solucdo em estratégias mistas.

Para essa demonstracdo, € pertinente uma hipotese adicional relacionada a
concavidade na prépria estratégia, que facilitara enormemente a compreensao dos
passos da demonstragédo, mas compromete em muito pouco a for¢a do resultado final,
gue € a prova da existéncia do equilibrio de Nash.

Algumas condi¢des devem ser atendidas para que toda ¢; seja realmente uma

funcdo bem definidas. Para garantir a boa definicdo de ¢;, as funcdes de payoffs U, e
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U, devem ser continuas, pois é garantido pelo teorema de Weierstrass que existem
pontos que maximizam U; (- ,x3) e U, (x1, *),ja que I, e I, S&o compactos.

No entanto, por si s6 a continuidade das fun¢des de payoffs ndo é o bastante
para afirmar que cada ¢; € funcéo bem definida, pois podem existir varios pontos que

maximizem ¢; nos dados intervalos.

E necesséria, portanto, uma condi¢do que garanta a unicidade do ponto que
maximiza o payoff. Essa condicdo é a concavidade das fun¢fes de payoffs em cada
estratégia. Como ja mencionado, a demonstracdo de Nash ndo tem essa condi¢do
como pré-requisito, pois qualquer jogo finito em estratégias mistas tem solucdo. No
entanto, para os objetivos aqui pretendidos, ela € valida.

Em termos formais de um jogo, como foi definido anteriormente, isso quer dizer
que, uma vez fixadas as escolhas de todos os outros jogadores “-i”, a funcéo
U; (x;,x_;): I; » R que relaciona unicamente as escolhas do jogador i com seu payoff

deve ser cbncava em I,. Observe dois casos extremos:

U(x)

Figura 4 - Infinitos Maximos
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U(x)

Figura 5 - Céncava com um Unico maximo

E possivel provar que a concavidade implica na unicidade do ponto maximo,
demonstrando que se existissem dois maximos, por exemplo, em dado intervalo, a
funcdo ndo poderia ser concava nesse mesmo intervalo.

Ao tomar os valores x e y e I tal que x # y, ambos serdo pontos de maximo
de f:R—>Rem I, portanto, f(x) = f(y) = f(z2)Vzel. Dado 0 <t < 1, da

definicdo de concavidade estrita afirma-se que

fx+ A =-08.y)>tfx)+A-0.fW)

Mas é notdrio por hipétese que f (x) = f(y) e x e y sd0 maximos, um
absurdo, ja que esta Ultima equacao nos informa que uma média ponderada qualquer
de x e y possui imagem de valor maior que f (x) = f(y). Tal fato mostra que f sO

pode ter um maximo em [ se f for concava.

Para garantir a concavidade, basta para os objetivos pretendidos supor que a
segunda derivada de U; € negativa no intervalo [0, 1], uma vez fixada a escolha do
outro jogador. Essa hipotese sera entdo fundamentada no Teorema do Valor Médio

para provar que f”(x) < 0 implica em uma concavidade.
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Suponha-se

fiR—>Rtalque f” (x) < 0V x €]a, b].

Sabe-se que f é cOncava se

f)<f(a) + f(a).(x — a),

ou seja, f é cbncava se esta localizada abaixo da reta que tangencia f no ponto a,

fato ilustrado a seguir, no grafico de uma funcéo f qualquer:

f(x)
fl@)+f'(a).(x —a)

[0

Figura 6 - Reta tangente a curva no ponto a.
O Teorema do Valor Médio garante que:

3z e(a,b)talque f'(z) = W

Considere f |i.i(qy; . Peloteorema do valor medio

3z e (a,x) tal que f' (2) = M
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Ao manipular a equacéo obtém-se f (x) = f (a) + f'(2).(x — a).

Como, por hipotese, f < 0 e z > a, pode-se afirmar que f’ (z) < f’ (a).

Assim é atingido o resultado de que:

fO=f@+f@K&-a<fl@+f@K-a.

Portanto, f € cbncava.

Estabelecidas as condicbes para a existéncia de ¢, e ¢,, € essencial
apresentar a continuidade dessas funcfes. Para tanto, demonstra-se que, com as
hipbteses sobre as quais as fungdes ¢; sdo definidas, elas serdo sempre continuas.

Dada a condicdo de que x €1, ey €1,, no caso de ¢,, tem-se:

P (y)=xel, /U, (x,y") 2 U (x,y)Vxel

Condicao suficiente para afirmar que ¢,:1, — I; é continua.

Ao supor que a afirmacdo é falsa, ou seja, ¢,:1, — I; ndo é continua e,

portanto, existe uma sequéncia y, eI, tal que:

Yo = ymas¢;(yn) » d1(v).

Ao tomar uma subsequéncia y, de y, tem-se que ¢;(y,) = X, em que x nao
leva aos maximos. Conclui-se que U; (¢ (Vy), v) = U;(x,y) e também que

Uiy (1 (Y),m) = Ui (91 (V), V), Jadque U;: I; X I, — R é continua. Logo, é possivel
verificar que para n suficientemente grande:

Uy (91 (v), 7)) = Uy (91(y)y) €
U1 (¢1(yk)' yk) - Ul (X'y)' com Ul (¢1 (y)' y) 2 Ul (X,y),
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0 que € um absurdo ja que ¢, foi construida como uma funcéo que leva aos maximos.
Analogamente, o mesmo se pode afirmar a respeito de ¢,. Portanto, pode-se
afirmar que as fungdes ¢; sdo continuas. Uma vez que a existéncia e a continuidade
de ¢, e ¢, estejam garantidas, € indispensavel um argumento para garantir a
existéncia de um ponto fixo de ¢; X ¢,, ou seja, de um equilibrio de Nash. Para tanto,
sera disposto o seguinte teorema:
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer: Seja B um conjunto compacto e convexo.
Se f: B — B € uma aplicagdo continua. Entdo existe x € B tal que f (x) = x.

Como no contexto de jogos o dominio I; X I, € compacto e convexo e a
aplicacdo ¢: I; x I, —»1I; X I, € continua, pois é o produto de duas fun¢des continuas
¢, € ¢,, € admissivel, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, afirmar que existe um
ponto xel; X I, tal que ¢(X) = X . Prova-se, entdo que existe um equilibrio de
Nash.

Ao percorrer o trajeto para a demonstracdo mateméatica do Teorema de Nash,
depara-se com as sutilezas da Teoria dos Jogos, para assim compreender a
complexidade das interacBes estratégicas. Nash agracio-nos com uma Vvisao
particularizada sobre a existéncia de equilibrios em jogos estratégicos, e este estudo
proporcionou progressos em area relacionadas.

Este estudo reforca a relevancia do Teorema de Nash como um pilar
fundamental na compreensdo das dinamicas estratégicas. Ao compreender as
implicagcbes matematicas, abrem-se portas para estratégias mais refinadas e
compreende-se melhor a natureza das escolhas racionais em cendarios competitivos.

Destaca-se a importancia continua de Nash em moldar a compreensdo do
comportamento estratégico. Em dltima anélise, buscam-se ndo apenas equilibrios em
resolugcbes matematicas, mas também uma harmonia estratégica que conduza a

interacdes mais eficientes e colaborativas.
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CAPITULO 5

5 O DILEMA DO PRISIONEIRO

Neste capitulo, sdo apresentados os dilemas éticos e estratégicos subjacentes
ao Dilema do Prisioneiro. Serdo examinadas as dinAmicas desse cenario, destacando

as consequéncias de determinadas interacGes estratégicas.

5.1 FUNDAMENTOS SOBRE O DILEMA DO PRISIONEIRO

O Dilema do Prisioneiro, um exemplo paradigmatico dentro da Teoria dos
Jogos, oferece uma visdo perspicaz das situacdes de tomada de decisbes
estratégicas, destacando o conflito inerente entre o interesse individual e o resultado
coletivo. Este modelo € fundamental para compreender o conceito de Equilibrio de
Nash e suas diversas aplicacbes em contextos variados. Dentre essas aplicacoes,
destaca-se a sua utilidade na andlise de estratégias em oligopodlios e negociacdes
contratuais no ambito econdmico (VON NEUMANN & MORGENSTERN, 2007).

O Dilema do Prisioneiro, com sua riqueza conceitual e aplicabilidade variada,
serve como um veiculo fundamental para explorar os complexos padrées de
comportamento humano em interacdes estratégicas. A andlise aprofundada desse
cenario classico continua a fornecer elementos valiosos sobre a dindmica da
cooperacao, competicdo e tomada de decisdbes em diversos contextos sociais,
econdmicos e politicos (FIANI, 2006).

Inicialmente, é bastante conveniente implementar a exposi¢cao de um exemplo
pratico, todavia, convém aqui uma breve definicdo: E chamado equilibrio de Nash a
situacdo na qual, dadas as decisGes tomadas por outros competidores, nenhum
jogador pode aprimorar sua situagcdo mudando suas proprias decisbes. Em outras

palavras, ndo ha incentivos suficientes para tais mudancas.

O Dilema dos Prisioneiros oferece uma interessante ilustracdo desse
conceito. Acompanha-se a seguinte situagao: dois suspeitos P; e P,, sdo acusados de

um mesmo crime. Presos em celas separadas e sem possibilidade de se
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comunicarem, uma proposta lhes é feita: cada um deles pode escolher entre confessar
Ou negar o crime.

Se ambos negarem a acusacgao, deverao ficar presos por um ano. Se os dois
confessarem, serdo presos por quatro anos. Mas, se um deles confessar e o outro
negar, aquele que confessou sera libertado sem nenhuma pena enquanto o suspeito
gue negou sera submetido a uma pena de 10 anos de prisdo. Tem-se assim 0s

seguintes resultados:

Prisioneiro P,

Confessar Negar
Confessar (—4,—4) (0,—10)
Prisioneiro P, Negar (—10,0) (-1,-1)

Tabela 1 - Matriz de payoffs para o Dilema dos Prisioneiros

Pode-se verificar na matriz de payoffs acima que, dada a hipétese de auséncia
de um acordo prévio entre os prisioneiros, tenha o outro prisioneiro confessado ou
negado, € sempre a melhor decisdo confessar. Assim, o ponto (Confessar, Confessar)
representa um exemplo de equilibrio de Nash, supramencionado, que sera explorado
com maiores detalhes no decorre desse trabalho. Isso fica mais evidente ao se
analisar a situacdo do ponto de vista de cada jogador. Eles deveréo raciocinar da
seguinte maneira:

“O outro prisioneiro pode, assim como eu confessar ou negar o crime. Se ele
resolver confessar, o melhor que posso fazer é confessar também, ja que ficarei preso
por quatro anos, ao invés de dez anos. Se ele negar, ainda devo confessar, pois assim
estarei livre em vez de ser condenado a um ano de prisdo. Como ndo ha garantia de
cooperacdo por parte do outro acusado, nos dois casos, o melhor é confessar,
portanto, eu confessarei”.

Como ambos o0s prisioneiros, analisando e tomando sua decisao
racionalmente, pensardo dessa maneira, ficardo presos por quatro anos. Se ambos
cooperarem se deslocando para o ponto (Negar, Negar) terdo trés anos a menos de
pena.

Para compreender substancialmente por que isso ndo ocorre, € necessario

considerar o fato de que o ponto (Negar, Negar) ndo obedece a racionalidade. Estando
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nesse ponto, os dois terdo um incentivo enorme a confessar o crime: sua liberdade. A
desconfianca e ndo garantias com relacdo as decisdes do outro acusado os leva a
confessar o crime. (BORTOLOSSI, 2006)

Confessar

Confessar

ol

Liberdade 10 anos

10 anos Liberdade

Figura 7 - Dilema do Prisioneiro

De modo geral, o Dilema do Prisioneiro é representado por uma matriz de
payoffs, ou recompensas, e apresenta as possiveis escolhas e os payoffs associadas
a essas escolhas para dois jogadores P, e P,. Cada jogador tem duas opcoes:
cooperar (C) ou trair (T). Os payoffs sdo normalmente dadas em termos de anos de
prisdo evitados ou ganhos monetarios, onde os valores sédo atribuidos da seguinte

forma:

Se ambos cooperam (C, C), recebem uma recompensa R (reward).

e Se um trai e 0 outro coopera (T, C), o traidor recebe a recompensa S (sucker's
payoff), enquanto o que cooperou recebe a recompensa T (temptation).

e Se ambos traem (T, T), recebem uma recompensa P (punishment).

e Se ambos optam por ndo trair nem cooperar (D, D), recebem a recompensa de

seguranca ou perda minima, que € representada por O (outcome).
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A ordem dos payoffs obedece a seguinte relagdo: T > R > P > S > 0. Essa
estrutura cria um dilema, pois individualmente, cada jogador recebe uma recompensa
maior se trair, mas se ambos trairem, o resultado para ambos € pior do que se ambos
cooperassem. Essa dindmica ilustra os desafios e conflitos entre o interesse proprio e
a cooperacao na tomada de decisfes estratégicas (COSTA, 1975).

O Dilema do Prisioneiro € um conceito central na Teoria dos Jogos, explorando
a tensédo entre a maximizacdo do ganho individual e a cooperacdo mutua (COSTA,
1975). Trata-se de um cenério no qual dois jogadores podem optar por cooperar ou
trair, cada um buscando maximizar seu proprio beneficio. A estrutura classica do
Dilema do Prisioneiro é representada por uma matriz de payoffs, onde os payoffs sdo
atribuidos de acordo com as escolhas feitas por ambos os jogadores. Tendo como
base Cournout (1838), as possiveis combinacdes de escolhas levam a diferentes
resultados, determinados pelos beneficios associados a cada escolha. A andlise
desse dilema oferece uma visdo perspicaz sobre a natureza das interagdes humanas
e as complexidades da cooperacédo e da competicdo. Sua aplicabilidade transcende o
contexto do jogo original, estendendo-se a uma ampla gama de situacdes da vida real,
incluindo economia, biologia, ciéncia politica e ética.

O estudo do Dilema do Prisioneiro continua a ser uma area fundamental de
pesquisa, enriquecendo nossa compreensdo do comportamento humano e das
estratégias adotadas em interacdes sociais e decisfes estratégicas (MYERSON,
1991). O dilema do prisioneiro € uma situacdo paradigmatica em Teoria dos Jogos
que revela os desafios entre o beneficio proprio e a cooperagdo. E uma representacéo
de interacbes sociais em que a busca individual pelo maior ganho muitas vezes leva
a um resultado subétimo para ambas as partes.

A estrutura classica desse dilema envolve dois jogadores que podem escolher
cooperar ou trair. As payoffs associadas a essas escolhas seguem uma hierarquia,
onde a trai¢do individual leva a um ganho imediato, mas a coopera¢do mutua oferece
um beneficio maior a longo prazo. Essa dicotomia entre ganho pessoal e bem-estar
coletivo ilustra aspectos cruciais do comportamento humano em cenarios interativos
(MYERSON, 1991).

Segundo Raposo (2009), o dilema do prisioneiro vai além do contexto original
e encontra aplicabilidade em diversas areas, como economia, biologia, politica e ética,
tornando-se um conceito-chave para entender as interacdes estratégicas e as

decisbes que enfrentamos em nossas vidas diarias.
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O Dilema do Prisioneiro € uma estrutura fundamental na Teoria dos Jogos,
representando a tenséo entre os interesses individuais e a cooperacdao muatua. Nesse
cenario, dois jogadores enfrentam a escolha de cooperar ou trair, cada um buscando
maximizar seu proprio beneficio. A matriz de payoffs do Dilema do Prisioneiro atribui
recompensas a essas escolhas, criando uma situacdo em que a traicdo individual
pode levar a um ganho imediato, mas resulta em um resultado subo6timo para ambos
se ambos trairem (SOUZA, 2012). Essa dindmica explora os conflitos entre o ganho
pessoal e a cooperacao, destacando a importancia da confianca e da comunicagao
na busca de solu¢des mutuamente benéficas.

De acordo com o autor Vitale (2017), o Dilema do Prisioneiro vai além de um
jogo abstrato, sendo uma metafora para muitas situacdes da vida real, como
negociacdes, politicas de cooperacdo e dilemas éticos. O estudo continuo desse
dilema é crucial para entender os padrées de comportamento humano e as estratégias
adotadas em interacdes estratégicas.

A estrutura classica do Dilema do Prisioneiro, conforme analisada por Souza
(2016), € um cenério intrigante que coloca os individuos diante de decisbes
estratégicas em um contexto interativo. Essa estrutura abstrata € amplamente
utilizada para aprofundar nossa compreensdo de situacdes em que as pessoas se
deparam com o dilema de escolher entre a busca por seus préprios interesses
individuais ou cooperar com outros para alcancar beneficios mutuos (SARTINI et al.,
2004).

O Dilema do Prisioneiro, com sua rigueza conceitual e aplicabilidade
multifacetada, serve como um veiculo fundamental para explorar os complexos
padrbes de comportamento humano em interacfes estratégicas. A andlise
aprofundada desse cenario classico continua a fornecer descobertas valiosas sobre a
dindmica da cooperacgdo, competicdo e tomada de decisdes em diversos contextos

sociais, econémicos e politicos (FIANI, 2006).

5.1.1 JOGADORES ENVOLVIDOS

Segundo Costa (1975), o Dilema do Prisioneiro é uma estrutura crucial na
Teoria dos Jogos, que envolve a interacdo estratégica entre dois jogadores. Cada
jogador enfrenta a escolha entre cooperar (C) ou trair (T), sendo essa escolha feita

simultaneamente e sem conhecimento prévio da decisdo do outro jogador
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(COURNOT, 1838). A simbologia classica adota "C" para cooperar e "T" para trair. A
simultaneidade das escolhas é um aspecto vital desse dilema, refletindo situacbes
reais onde as decisdes de um individuo séo influenciadas pelas possiveis a¢des dos
outros, sem antecipagao sobre como eles agirao.

Conforme Raposo (2009), o termo "Dilema do Prisioneiro" origina-se da
situacdo em que foi primeiramente concebido. Imaginemos dois suspeitos de um
crime interrogados separadamente. Se ambos cooperam (ou seja, ndo traem um ao
outro), recebem sentencas mais leves. Entretanto, se ambos traem (decidem nao
cooperar), recebem sentencas mais pesadas. A complexidade surge quando um trai
(decide néao cooperar) enquanto o outro coopera (decide cooperar): o traidor sai livre,
enquanto 0 que cooperou recebe uma sentenca consideravelmente mais longa,
exemplificando o conflito entre interesses individuais e beneficios muatuos
(MYERSON, 1991).

A dinamica do Dilema do Prisioneiro ilustra a complexidade das interac6es
sociais, onde a decisdo de cooperar ou trair é influenciada por uma mistura de
motivacdes préprias e consideracdes sobre o comportamento do outro jogador. Essa
estrutura é fundamental para compreender as nuances da cooperacdo e competicao
em diversas situacdes da vida real, extrapolando o contexto criminal original, e sendo
aplicavel em economia, biologia, ciéncia politica e muitos outros campos. A analise do
Dilema do Prisioneiro oferece noc¢Bes basicas sobre como as pessoas tomam
decis@es estratégicas em interagdes sociais (MYERSON, 1991).

5.1.2 Resultados Possiveis

O Dilema do Prisioneiro, uma estrutura central na Teoria dos Jogos, apresenta
quatro resultados possiveis, cada um com implicacdes distintas, oferecendo uma
visdo reveladora dos complexos padrées de comportamento humano em situacoes
estratégicas.

e Cooperacdao Muatua (CC): Neste resultado, ambos os jogadores escolhem
cooperar. Ambos recebem sentencas relativamente leves, representando um
cenario de beneficio matuo. Este resultado reflete a situacédo ideal, onde a
cooperacao prevalece, e ambos o0s jogadores colhem os payoffs dessa
escolha. No entanto, a tentacdo de trair pode influenciar as escolhas dos

jogadores e leva-los a outros resultados. A cooperacdo matua ilustra como a
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colaboracédo pode levar a um resultado mais favoravel para todos, destacando
a importancia da confianca e da cooperacgao nas interacdes sociais (BICCA &
MOTA, 2018).

e Traicdo Mutua (DD): Quando ambos os jogadores traem, resulta em sentencas
mais longas para ambos. Isso reflete a situagdo em que o interesse proprio
individual prevalece, levando a um resultado abaixo do 6timo para ambos. E
um exemplo classico de como a busca do auto interesse pode prejudicar o bem
comum e resultar em penalidades para todos os envolvidos. A traicdo mutua
ressalta as consequéncias negativas da falta de cooperacdo e destaca a
necessidade de encontrar solugcbes que incentivem comportamentos
cooperativos (DIXIT, 1996).

e Tentacdo (CD): Neste caso, um jogador trai enquanto o outro coopera. O traidor
sai livre, recebendo a menor sentenca possivel, enquanto o que cooperou
recebe uma sentenca muito longa. Esse resultado destaca como a traicdo pode
ser uma estratégia poderosa para obter vantagens pessoais, mesmo as custas
dos outros, incentivando a desconfianga e a incerteza nas interagdes sociais.
A tentacgdo ilustra o dilema entre o auto interesse imediato e o beneficio a longo
prazo derivado da cooperacdo mutua (DIXIT, 1996).

¢ Rendicdo (DC): No cenério oposto, um jogador coopera enquanto o outro trai.
O jogador que cooperou recebe a sentenca mais longa, enquanto o traidor sai
com uma sentenca mais leve. Isso ilustra o risco associado a cooperacdo em
um ambiente onde a traicdo é uma opcdao disponivel. Mostra que a cooperacao
pode ser explorada por outros para obter vantagem pessoal, criando um dilema
sobre a confiabilidade da cooperacéo. Esse resultado destaca a vulnerabilidade
dos individuos quando adotam uma abordagem cooperativa em um contexto
em que outros podem agir em busca de seus proprios interesses (NASH JR.,
1950).

Esses resultados evidenciam a complexidade das interagdes sociais e as varias
dindmicas em jogo no Dilema do Prisioneiro. A analise desses resultados fornece
alguma informacdo sobre como as pessoas tomam decisdes estratégicas em
situacdes de conflito entre interesses individuais e beneficios coletivos, contribuindo
para uma compreensdao mais aprofundada da natureza humana em contextos

desafiadores.
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Além de ilustrar o conceito de Equilibrio de Nash, o Dilema do Prisioneiro possui
amplas aplicagfes préaticas em diversos dominios. Na economia, por exemplo, € uma
ferramenta valiosa para modelar estratégias em oligopdlios e nas negociacdes
contratuais (VON NEUMANN & MORGENSTERN, 2007). Em contextos do mundo
real, como negociacdes empresariais complexas ou acordos climaticos internacionais,
o Dilema do Prisioneiro traz uma orientacao sobre as complexidades das interacdes
estratégicas e as decisdes enfrentadas pelos jogadores (Fiani, 2014). Essa
aplicabilidade pratica ressalta a relevancia duradoura desse modelo na compreensao

e analise das interacdes humanas.

5.1.3 APLICACOES DO DILEMA DO PRISIONEIRO

O Dilema do Prisioneiro, uma estrutura paradigméatica da Teoria dos Jogos, tem
uma aplicabilidade vasta e influente em diversas areas, 0 que por sua vez, traz uma
compreensao mais precisa sobre a interacdo humana e os desafios da tomada de
decisdo estratégica. Na economia, € amplamente usado para modelar a competicdo
e cooperacao entre empresas, como no "Dilema do Duopdlio”, onde a escolha entre
competir agressivamente ou cooperar pode impactar os lucros e o mercado (FIANI,
2004). Além disso, na biologia e ecologia, esse dilema é aplicado para entender
interacOes entre espécies e a competicdo por recursos escassos, oferecendo uma
perspectiva valiosa sobre os padroes de comportamento e as dinamicas dos
ecossistemas.

De acordo com Smith & Price (1973), essas aplicacbes exemplificam a
relevancia do Dilema do Prisioneiro como um modelo que transcende fronteiras
disciplinares, oferecendo uma abordagem unificada para compreender os desafios
inerentes a cooperacado e competicdo em diversas situacdes. A analise dessas
aplicacbes ndo apenas enriquece nossa compreensdo tedrica, mas também tem
implicagbes praticas, fornecendo orientacdo para estratégias que promovam a

cooperacao e otimizem os resultados em contextos complexos e dinamicos.

5.1.3.1 Economia
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O Dilema do Prisioneiro possui aplicacdes cruciais na economia, sendo um
modelo fundamental para compreender as estratégias adotadas por empresas e
agentes econdmicos em situacdes de competicdo e cooperacdo. Um exemplo notavel
€ 0 "Dilema do Duopdlio", um cenario em que duas empresas competem em um
mercado. Nesse contexto, as empresas tém a escolha de competir agressivamente, o
que leva a uma situacao desfavoravel para ambas, ou cooperar, mantendo um nivel
aceitavel de concorréncia.

A aplicagdo do Dilema do Prisioneiro na economia néo se limita apenas ao
duopdlio. Ele pode ser extrapolado para diversos cenarios de concorréncia, oligopélios
e estratégias de precificacdo. Por exemplo, na formacédo de cartéis, as empresas
enfrentam a decisé@o de cooperar para maximizar o lucro conjunto ou trair para obter
vantagens individuais. Essa dinamica ilustra como a busca pelo auto interesse pode
levar a uma situacéo sub Gtima para o grupo.

Outra aplicacdo relevante esta na analise de estratégias de entrada no
mercado. Empresas novas podem escolher entre uma estratégia agressiva (traicao)
para ganhar participacdo de mercado rapidamente ou uma estratégia mais moderada
(cooperacdo) para evitar uma guerra de precos prejudicial para todas as partes
envolvidas (FIANI, 2004). Essas aplicac6es na economia demonstram como o Dilema
do Prisioneiro oferece uma estrutura valiosa para entender as complexidades da
tomada de decisdes estratégicas no mundo dos negdcios, proporcionando ideias para
a formulacéo de estratégias eficazes e politicas econdmicas bem-sucedidas (BICCA
& MOTA, 2018).

5.1.3.2 Negociacdes Empresariais

Em negociacbes empresariais, o Dilema do Prisioneiro também pode ser
observado. As partes envolvidas podem escolher entre cooperar para alcancar um
acordo mutuamente benéfico (por exemplo, um contrato justo) ou adotar uma postura
competitiva, tentando obter uma vantagem sobre a outra parte. Essa dinamica espelha
o cerne do Dilema do Prisioneiro, onde a cooperagéo pode levar a um resultado 6timo
para ambas as partes, enquanto a busca pelo interesse proprio individual pode
resultar em abaixo do 6timo para o grupo. Se ambas as partes adotam uma postura
cooperativa, podem estabelecer um relacionamento de confianga, alcangando

acordos duradouros e benéficos para todos os envolvidos. No entanto, ha o risco de
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gue uma parte possa "trair" a cooperacao para obter vantagens imediatas, levando a
um resultado desfavoravel para a outra.

Assim como no Dilema do Prisioneiro, a chave para o sucesso nas negociacdes
empresariais é a criacdo de incentivos que favorecam a cooperacdo muatua e a
construcdo de relacionamentos de longo prazo. Estratégias que promovam a
transparéncia, a confianca e a busca por resultados mutuamente benéficos podem
transformar o dilema em um acordo vantajoso para todas as partes envolvidas
(LEWICKI, BARRY & SAUNDERS, 2014). Portanto, entender e aplicar os principios
do Dilema do Prisioneiro pode ser essencial para alcancar negociacoes eficazes e

sustentaveis no ambiente empresarial.

5.1.3.3 Cooperacéo Internacional

Em contextos de cooperacao internacional, como acordos climéticos, o Dilema
do Prisioneiro se revela altamente relevante e pertinente. Nesse cenario, 0s paises
enfrentam a dificil decisdo de cooperar para alcancar metas ambientais comuns ou
buscar seus proprios interesses nacionais, muitas vezes em detrimento do bem-estar
global. A cooperacéo é crucial para enfrentar desafios globais, como as mudancas
climaticas, onde acBes coordenadas sdo necessdarias para alcancar resultados
eficazes e sustentaveis.

No entanto, a cooperacdo internacional enfrenta obstaculos consideraveis. O
dilema emerge quando ha a tentacdo de um pais ndo cumprir 0s acordos
estabelecidos, buscando obter vantagens individuais. Isso pode minar os esforgos
globais, desencorajando outros paises de aderirem a futuras iniciativas cooperativas
(BARRETT, 2005). O risco de traicdo pode levar a um ciclo de desconfianca mutua,
resultando em subinvestimento na cooperacdo e, consequentemente, em solucdes
insuficientes para problemas globais prementes.

Para superar esse dilema, é essencial estabelecer estruturas de incentivos que
favorecam a cooperagéo e desencorajem a traicdo. Mecanismos de monitoramento,
transparéncia e fiscalizacdo podem ajudar a garantir que os paises cumpram 0S
compromissos assumidos (BARRETT, 2005). Além disso, criar recompensas para
agueles que cooperam de maneira eficaz pode ser um meio eficaz de promover

comportamentos alinhados com o bem comum.
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Dessa forma, compreender e aplicar os principios do Dilema do Prisioneiro nas
negociacdes e acordos internacionais € crucial para enfrentar desafios globais. A
busca por solu¢des que beneficiem toda a humanidade requer a superacgéo da logica
do auto interesse imediato e a ado¢do de uma abordagem colaborativa e sustentavel,

mesmo diante das tentacdes de traicao.

5.1.3.4 Etica

Do ponto de vista ético, o Dilema do Prisioneiro suscita questdes profundas
sobre a moralidade das escolhas individuais e as complexidades inerentes a busca
de um equilibrio entre os interesses proprios e o bem-estar coletivo. A analise ética
desse dilema revela diferentes perspectivas sobre o que é considerado moralmente
correto em situacdes de interacdo estratégica.

A cooperacéao é frequentemente vista como uma escolha ética superior, uma
vez que busca promover o bem-estar de todos os envolvidos, levando em
consideracdo ndo apenas 0s ganhos individuais, mas também os beneficios para a
comunidade e a sociedade como um todo. Essa abordagem ética valoriza a
solidariedade, a confianca e a colaboracdo como principios fundamentais para
construir um mundo mais justo e equitativo (FIANI, 2009).

Por outro lado, algumas perspectivas éticas podem considerar a traicdo como
moralmente aceitavel, especialmente se for percebida como uma maneira de proteger
0S interesses pessoais em um contexto competitivo. Essa visdo pode se basear em
uma ética utilitarista, onde a maximizacdo do beneficio individual é considerada
primordial, e as a¢cfes sdo avaliadas com base nas consequéncias diretas para o
proprio individuo (FIANI, 2009).

Essas consideracdes éticas do Dilema do Prisioneiro refletem como esse
cenario abstrato tem relevancia em diversas areas da vida, destacando a tenséo
constante entre a busca do interesse préoprio e a necessidade de cooperacao para o
bem comum. A compreenséo aprofundada do Dilema do Prisioneiro € valiosa para
tomar decisdes informadas em situacdes estratégicas do mundo real, incorporando
uma dimenséo ética que leve em conta ndo apenas 0s ganhos individuais imediatos,

mas também o impacto coletivo de nossas escolhas.
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CAPITULO 6

6 DUOPOLIO DE COURNOT

Neste capitulo, sdo apresentados os principios do Duopodlio de Cournot, um
modelo preponderante na Teoria dos Jogos aplicada a Economia. Aqui, se fara
compreender como as escolhas estratégicas das empresas influenciam ndo apenas

suas proéprias posi¢cdes, mas também o equilibrio geral do mercado.

6.1 FUNDAMENTOS SOBRE O DUOPOLIO DE COURNOT

O duopdlio de Cournot € um modelo classico de oligopdlio, uma estrutura de
mercado em que um pequeno numero de empresas domina a oferta de um bem ou
servico. O modelo foi desenvolvido por Antoine Augustin Cournot em 1838, e sua
aplicacao e relevancia continuam sendo estudadas e debatidas até os dias atuais
(COURNOT, 1838).

No duopdlio de Cournot, ha duas empresas competindo no mercado, cada uma
escolhendo a quantidade de producdo que maximiza seus proprios lucros, levando
em consideracdo a producdo da outra empresa. Ao contrario de outros modelos de
oligopdlio, como o duopodlio de Bertrand, no duopdlio de Cournot, as empresas
escolhem quantidades em vez de precos (PEREZ, 2012).

A competicdo é baseada na conjectura de Cournot, onde cada empresa
assume que a producdo do concorrente permanecerd constante. As empresas,
portanto, determinam suas quantidades de producdo levando em conta essa
suposicao. Esse processo leva a um equilibrio de Nash no qual ambas as empresas
estdo produzindo uma quantidade que maximiza seus lucros, dada a producéo da
outra empresa (COURNOT, 1838).

Esse modelo é aplicavel em diversas situagfes econémicas do mundo real,
especialmente quando ha duas empresas competindo em um mercado com produtos
substitutos, como em industrias automotivas, de tecnologia ou de alimentos (PEREZ,
2012).
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Além disso, o duopdlio de Cournot pode ser estendido e adaptado para incluir
variacfes que refletem condicbes mais complexas de mercado e competicdo. Por
exemplo, € possivel adicionar incertezas sobre a demanda ou os custos de producao,
tornando o modelo mais realista e relevante para cenarios econémicos
contemporaneos (PEREZ, 2012).

Portanto, o duopolio de Cournot € uma ferramenta valiosa na Teoria dos Jogos
e na Economia Industrial para analisar estratégias de producdo e comportamento de
empresas em mercados oligopolistas, fornecendo contribuicdes importantes para a

tomada de decisfes estratégicas nessas condi¢cdes de mercado (COURNOT, 1838).

A analise matematica para esse problema comeca ao se compreender a
estrutura basica dos problemas de jogos estratégicos para dois jogadores. Sabe-se
gue em Teoria dos Jogos dispde de trés elementos principais: Jogadores, Estratégias
e Payoffs (pagamentos ou recompensas). Na sequéncia, defina-se os jogadores por
I e II. Um jogo em condi¢cdes normais € organizado da seguinte maneira. O Jogador
I escolhe uma certa estratégia x de um conjunto X, enquanto o jogador II escolhe
simultaneamente alguma estratégia y de um conjunto Y. De fato, os conjuntos X e Y
podem possuir qualquer estrutura (um conjunto de valores finitos, um subconjunto de
R™, um conjunto de fun¢des limitadas, etc.). Como resultado, os jogadores I e II obtém

os payoffs H; (x,y) e H, (x,y), respectivamente.

Definicdo 1.1 Um jogo, em condi¢cdes normais € definido como o seguinte
objeto:
I =<1II,X,Y,H,H, >,

onde X,Y representam os conjuntos de estratégias dos jogadores I e II,

enquanto H;, H, indicam suas func¢des de payoffs, H;: X X Y - R,i = 1,2.

Cada jogador seleciona sua estratégia, independentemente da escolha do
oponente e se esforca para maximizar seu proprio payoff. No entanto, essa
recompensa para um jogador depende tanto de sua estratégia quanto do
comportamento do oponente e é essa caracteristica que define as especificidades da
Teoria dos Jogos. Existem varias abordagens para construir uma solu¢des em Teoria

dos Jogos. Algumas delas seréo discutidos abaixo.
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Primeiramente, considere a nocdo de um equilibrio de Nash como um

conceito central para essa andlise.

Definicdo 1.2 Um equilibrio de Nash em um jogo I' é um conjunto de

estratégias (x,y) que atende as condigbes:

Hy(x,y) < H; (x,y),
H, (x,y) < Hy (x,y)

para estratégias arbitrarias x, y dos jogadores.

As desigualdades empregues da Definicdo 1.2 sugerem que, a medida que 0s
jogadores se desviam de um equilibrio de Nash, seus payoffs diminuem. Portanto, os
desvios do equilibrio parecem ndo ser vantajosos para qualquer jogador.
Curiosamente, podem nao existir equilibrios de Nash. Portanto, uma questédo
importante nos problemas de jogos desse tipo diz respeito a definir sua existéncia.
Suponha que exista um equilibrio de Nash, nesse caso, pode-se dizer que os payoffs
H, = H, (x,y),H, = H,(x,y) séo ideais ou 6timos.

Tem-se o Duopdlio de Cournot como um dos modelos de jogos pioneiros que
ganharam ampla popularidade em pesquisas em areas econdmicas. O termo
"duopdlio” corresponde a um jogo com exatamente dois jogadores. Suponha-se, entédo
duas empresas, I e II, fabricando algumas quantidades de um mesmo produto (g, e
q2, respectivamente). Nesse modelo, as quantidades representam as estratégias dos
jogadores. O preco de mercado do produto é igual a um preco inicial p apés a deducao
da quantidade total Q = q; + g,. Seja ¢ o custo unitario marginal de modo que,
claramente ¢ < p. Sendo assim, considere o custo marginal unitario ¢ para ambas as
empresas sendo o mesmo, de modo que é possivel definir o preco unitario de
demanda constituido por (p — k.Q) com k > 0 constante. Consequentemente, 0S

payoffs dos jogadores assumem a forma:

Hi (q1,92) = —k.qs —k.q2)q1 — cq4 ()
Hy (q1,q2) = (p— k.q1 —k.q2)q, — cq;
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Na notacéo de um objeto, o jogo € definido por:

I =<1,11,q, = [0,0),q, = [0,0),H;,H, >
Examinar esse problema por meio do equilibrio de Nash (Definigédo 1.2) exige

a solugdo de dois problemas, a saber, max,, Hy (q1,3;) € maxg, H, (§1,q2). Além

disso, € fundamental demonstrar que os maximos séo atingidos em q; = q,,q; =

qz-
As funcdes quadraticas H;(q1,3q,) € H,(q1, gz) S840 maximizadas por:
1 _
q1 =E(p_C_CI2)
1 _
@ =5@—c—q)
Naturalmente, essas quantidades devem ser ndo negativas, ou seja:
g <p—c,i=12 (I
Ao resolver o sistema derivado das equacdes em g; , g,, encontra-se 0s
resultados:

== (5) 05)

Isso satisfaz as condicdes de (II) e claramente define-se como um Equilibrio

de Nash. Sendo assim, os payoffs ideais se tornam:

__ —  _(p-0?
Hy=Hy =—5—

E possivel intentar um processo de melhoria continua. Dada ainda a mesma
situacdo, presume-se que o Jogador I tem conhecimento da estratégia g, do Jogador
II. Entdo, sua melhor resposta esta na estratégia q,, produzindo o payoff maximo
H,(q1,q92). Lembrando que H,(q1,q;) € uma parabola cbncava e que possui seu

vértice no ponto:

1
q1=§(p—c— qz2)
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Denota-se a melhor funcdo resposta por q; = R(q,). Da mesma forma, se a
estratégia q; do Jogador I se torna conhecida pelo Jogador 11, sua melhor resposta €

a estratégia q, correspondente ao payoff maximo H,(q4,q,). Em outras palavras,

1
9, = R(q1) =§(p— c—q1)

Pode-se entédo plotar um grafico com as linhas das melhores respostas
de R(q;) a R(qy) no plano (q4,q9;) , como apresentado na Figura 8. Para qualquer

estratégia inicial g2, é possivel construir a seguinte sequéncia das melhores respostas:
0 1 0 1 1 -1
73” - aiV =R (@) - iV =R(@?) - - - ¢V =RV > ¢ = R(g}) > -~

Pode-se afirmar que a sequéncia (g1, g7 ) € a melhor sequéncia de respostas.
Tal procedimento iterativo corresponde com o comportamento de vendedores em um
mercado qualquer, pois cada um deles modifica sua estratégia, dependendo das

acOes dos concorrentes. De acordo com a Figura 4, a melhor sequéncia de respostas
dos jogadores tende a um equilibrio para qualquer estratégia inicial q§°>. No entanto,

é importante enfatizar que a melhor sequéncia de respostas néo traz necessariamente
um equilibrio de Nash. (MAZALOV, 2014).
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Figura 8 - O Duopdlio de Cournot
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CAPITULO 7

7 JOGOS DE SOMA ZERO

Neste capitulo, sdo apresentados os fundamentos do conceito de Soma Zero,
ao buscar compreender como determinados cenarios influenciam em decisdes
estratégicas e moldam as dindmicas de ganho e perda que se anulam entre os

jogadores.

7.1 FUNDAMENTOS SOBRE O JOGO DE SOMA ZERO

Os jogos de soma zero se destacam como um tépico notavel na Teoria dos
Jogos, apresentando caracteristicas e propriedades verdadeiramente singulares.
Nesta analise, nos aprofundaremos consideravelmente para uma exploracéo
minuciosa e abrangente desses tracos distintivos, com o objetivo de alcancar uma

compreensao profunda e abrangente desse tipo especial de jogo.

7.1.1 Definicdo de Jogos de Soma Zero

Os jogos de soma zero, considerados de uma natureza muito especifica dentro
do estudo da Teoria dos Jogos, apresentam uma estrutura peculiar em que a soma
total dos ganhos e perdas entre os jogadores envolvidos é sempre igual a zero
(WATSON, 2013). Essa peculiaridade define-se pela a esséncia desses jogos, onde
o ganho de um jogador implica automaticamente na perda equivalente do outro
jogador, criando uma dinamica de competicao direta. Essa interdependéncia é o cerne
da definicho de soma zero, onde o beneficio de um esta diretamente ligado a
desvantagem do outro, estabelecendo uma relacao que se equilibra em zero no total.

Uma representacao tipica dos jogos de soma zero é feita por meio de uma
matriz de payoffs, onde as estratégias de cada jogador sédo dispostas em linhas e
colunas (OSBORNE & RUBINSTEIN, 1994). Os valores na matriz indicam os payoffs
ou penalidades que os jogadores recebem com base em suas escolhas estratégicas.
Nesse contexto, o Dilema do Prisioneiro € um exemplo classico de jogo de soma zero,

ilustrando vividamente as implicacdes éticas e estratégicas desse tipo de dindmica.
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Dentro dos jogos de soma zero, as estratégias dominantes desempenham um
papel crucial. Elas permitem aos jogadores identificar a melhor abordagem possivel,
garantindo um resultado mais favoravel, mesmo em um contexto de competicdo
direta. A compreensao das estratégias dominantes é vital para os jogadores, pois isso
Ihes permite tomar decisGes informadas, levando em consideracdo a légica e a
dindmica do jogo.

Além disso, o conceito de equilibrio de Nash é altamente relevante nos jogos
de soma zero. Esse equilibrio representa a situagdo em que nenhum jogador tem
incentivo para mudar de estratégia, dado o que o outro jogador esta fazendo. Esse
ponto de equilibrio estabelece uma estabilidade nas escolhas estratégicas, o que é
fundamental para a analise dos jogos de soma zero (OSBORNE & RUBINSTEIN,
1994).

A aplicabilidade dos jogos de soma zero vai além do contexto teorico. Eles sdo
extensamente utilizados na modelagem de situacdes da vida real, como negociacdes
de mercado, estratégias empresariais, politicas e conflitos interacionais OSBORNE &
RUBINSTEIN, 1994). Compreender a dindmica e a logica subjacente a esses jogos €
crucial para tomar decisdes informadas em situacfes competitivas, contribuindo para

uma analise mais profunda das interacdes estratégicas e seus desdobramentos.

7.1.2 Matriz de Payoffs

A matriz de payoffs, uma representacdo crucial nos jogos de soma zero,
fornece uma estrutura organizada que permite visualizar os payoffs ou penalidades
associadas a diferentes combinacfes de estratégias adotadas por dois jogadores em
um determinado jogo (LEYTON-BROWN & SHOHAM, 2008). Essa representacao é
fundamental para a analise e compreenséo das dinamicas estratégicas e das escolhas
racionais dos jogadores.

A matriz de payoffs é tipicamente uma tabela bidimensional, onde as linhas
representam as estratégias disponiveis para um jogador (geralmente chamado de
jogador A) e as colunas representam as estratégias disponiveis para o outro jogador
(geralmente chamado de jogador B). Cada célula da matriz contém os payoffs ou
recompensas que o0s jogadores recebem, dependendo das estratégias que

escolherem.
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No contexto dos jogos de soma zero, 0s valores na matriz sdo dispostos de
maneira que a soma total dos payoffs seja sempre zero, refletindo a caracteristica
fundamental desses jogos, onde o ganho de um jogador corresponde a perda
equivalente do outro (MYERSON, 1991). Em outras palavras, os payoffs e
penalidades sao distribuidas de forma a manter o equilibrio de soma zero.

A utilidade da matriz de payoffs reside na sua capacidade de ilustrar as relagdes
estratégicas entre os jogadores. Ao observar os valores nas células correspondentes
a cada combinacédo de estratégias, os jogadores podem tomar decisées informadas
sobre qual estratégia adotar, buscando maximizar seus proprios ganhos dentro das
limitagcBes impostas pela estratégia do outro jogador.

Um exemplo classico que pode ser representado por uma matriz de payoffs é
o Dilema do Prisioneiro, onde as estratégias sdo "cooperacao” e "traicdo" para cada
prisioneiro. Os payoffs (anos de prisdo) sédo configuradas de forma que a soma total
seja zero, evidenciando a natureza de soma zero do jogo (RASMUSEN, 2007).

A matriz de payoffs € uma ferramenta essencial para representar e analisar
jogos de soma zero, fornecendo uma visualizacao clara das interacdes estratégicas e
dos resultados associados a diferentes estratégias adotadas pelos jogadores
OSBORNE & RUBINSTEIN, 1994). Isso facilita a compreenséo das implicacfes das
escolhas estratégicas e ajuda os jogadores a tomar decisfes 6timas em contextos
competitivos.

A matriz de payoffs € uma representacdo para os jogos de soma zero,
fornecendo uma estrutura organizada que permite visualizar os payoffs ou
penalidades associadas a diferentes combinacdes de estratégias adotadas por dois
jogadores (WATSON, 2008). Essa representacdo é fundamental para a andlise e
compreensao das dinamicas estratégicas e das escolhas racionais dos jogadores
(WATSON, 2008). A matriz de payoffs € tipicamente uma tabela bidimensional, onde
as linhas representam as estratégias disponiveis para um jogador e as colunas
representam as estratégias disponiveis para o outro jogador (WATSON, 2008).

Em jogos de soma zero, as estratéegias dos jogadores podem ser bastante
simplificadas (Binmore, 2007). Normalmente, os jogadores tém estratégias puras, 0
que significa que escolhem uma Unica opgdo sem probabilidades envolvidas
(Binmore, 2007). As estratégias puras sao faceis de compreender e implementar, pois
exigem que os jogadores escolham uma agéo especifica sem considerar a incerteza

ou as probabilidades (Binmore, 2007). Em jogos de soma zero, as estratégias dos
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jogadores sao geralmente puras, o que simplifica a tomada de decisbes e a analise
estratégica (Rasmusen, 2007). Contrariamente, estratégias mistas envolvem a
introducéo de probabilidades, mas ndo sao comuns nesse tipo de jogo, pois 0S
jogadores tendem a preferir a certeza sobre as probabilidades (Rasmusen, 2007).

Esses jogos tém uma aplicabilidade significativa, indo além do contexto tedrico
(FIANI, 2009). S&do extensamente utilizados na modelagem de situacdes da vida real,
como negociacbes de mercado, estratégias empresariais, politica e conflitos
interacionais (FIANI, 2009). Compreender a dindmica e a logica subjacente a esses
jogos é crucial para tomar decisdes informadas em situacdes competitivas (Moreira,
2017), contribuindo para uma andlise mais profunda das interacfes estratégicas e
seus desdobramentos (MOREIRA, 2017).

7.1.3 APLICACOES DOS JOGOS DE SOMA ZERO

Conforme descrito por Von Neumann & Morgenstern (1953), os jogos de soma
zero, uma categoria central na Teoria dos Jogos, desempenham um papel crucial em
diversas éareas de aplicacdo, destacando-se em campos como economia,
negociacoes, teoria politica e até mesmo na analise de conflitos estratégicos, como
guerras e disputas territoriais. Sua versatilidade os torna uma ferramenta valiosa para
modelar uma variedade de situacdes do mundo real, nas quais os ganhos e as perdas
estdo intrinsecamente ligados e demandam uma analise aprofundada no contexto
estratégico (VON NEUMANN & MORGENSTERN, 1953).

Segundo VonNeumann & Morgenstern (1953), em economia, 0s jogos de soma
zero séo frequentemente utilizados para representar competicdo entre empresas ou
na analise de politicas comerciais. Por exemplo, eles podem ser usados para modelar
a concorréncia entre duas empresas em um mercado, onde os lucros de uma empresa
sdo diretamente afetados pelas acbes da concorrente. Essa representacao
proporciona uma compreensdo mais aprofundada das estratégias 6timas a serem
adotadas por cada empresa (VON NEUMANN & MORGENSTERN, 1953).

Em negocia¢des comerciais ou diplomaticas, os jogos de soma zero podem
ajudar a entender as dinamicas entre as partes envolvidas (MYERSON, 1991). Os
negociadores muitas vezes enfrentam o desafio de distribuir recursos limitados de
forma equitativa, e os jogos de soma zero podem ajudar a modelar e analisar essas
situagdes (MYERSON, 1991).
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De acordo com Myerson (1991), na teoria politica, 0s jogos de soma zero
podem ser usados para examinar conflitos de interesse entre diferentes grupos ou
nacdes. Eles podem ajudar a compreender como as decisfes politicas afetam a
distribuicdo de recursos e podem influenciar estratégias de negociacao e cooperacao
(MYERSON, 1991).

Segundo Myerson (1991), em cenarios de conflito, como estratégias militares
ou disputas territoriais, 0s jogos de soma zero podem ser aplicados para analisar as
escolhas e os interesses das partes envolvidas. Isso é particularmente relevante em
contextos de guerra, onde os ganhos de um lado podem resultar diretamente nas
perdas do outro (MYERSON, 1991).

Essas aplicacdes dos jogos de soma zero refletem sua importancia na Teoria
dos Jogos, uma vez que permitem a compreensao de situacdes competitivas e
conflitantes, nas quais os jogadores buscam maximizar seus proprios interesses,

enguanto os recursos disponiveis sdo limitados (MYERSON, 1991).
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CAPITULO 8

8 TEOREMA MINIMAX DE VON NEWMAN

Neste capitulo, sdo apresentados os fundamentos do Teorema Minimax, uma
premissa essencial na analise de estratégias em jogos e decisdes competitivas,

destacando a busca pela concordancia que minimiza riscos potenciais.

8.1 FUNDAMENTOS SOBRE O TEOREMA MINIMAX DE VON NEWMAN

O Teorema Minimax, também conhecido como Principio do Valor Minimo
Méaximo ou Teorema Minimax de Von Neumann, € um dos pilares fundamentais da
Teoria dos Jogos, uma disciplina que estuda interacfes estratégicas entre jogadores
racionais. Este principio foi meticulosamente formulado por John von Neumann, um
proeminente matematico e economista, em colaboracdo com Oskar Morgenstern, e
apresentado de maneira abrangente na obra seminal "Theory of Games and Economic
Behavior" (Teoria dos Jogos e Comportamento Econdémico) (VON NEUMANN;
MORGENSTERN, 1944). Essa obra revolucionaria estabeleceu as bases tedricas
para a Teoria dos Jogos, abrindo caminho para sua aplicagdo em diversos campos,
como economia, ciéncias politicas, biologia, entre outros.

O Teorema Minimax € aplicavel principalmente a jogos de soma zero, nos quais
a soma total dos ganhos e perdas entre os jogadores é sempre igual a zero
(BIERMAN; FERNANDEZ, 2010). Em um jogo de soma zero, o ganho de um jogador
implica automaticamente na perda equivalente do outro jogador, criando uma
dindmica de competicdo direta. Nesse contexto, o principio Minimax estabelece que
cada jogador deve adotar a estratégia que minimize sua perda maxima possivel,
levando em consideracdo que o0 oponente esta buscando maximizar essa perda
maxima (COSTA, 1975). Em outras palavras, € uma estratégia defensiva que visa
garantir que, independentemente da estratégia do oponente, o jogador ndo perdera
mais do que o valor minimo possivel.

A utilizacdo do Teorema Minimax na analise de estratégias em situacdes
competitivas determina conceitos e acdes para a tomada de decisdes (FIANI, 2009].

Isso se traduz em aplicag6es praticas em uma série de cenarios, incluindo estratégias
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empresariais, planejamento de jogos e resolucdo de conflitos (FIANI, 2004). Por
exemplo, na estratégia empresarial, as organizacbes podem aplicar o principio
Minimax para minimizar os possiveis prejuizos em um mercado altamente competitivo.
Da mesma forma, governos podem utilizar essa abordagem para tomar decisdes em
negociacdes diplomaticas, visando minimizar possiveis danos para seu pais.

O Teorema Minimax representa uma ferramenta fundamental na Teoria dos
Jogos, desempenhando um papel essencial na compreensao e estruturagdo de
interacOes estratégicas. Sua aplicabilidade vai além do &mbito tedrico, sendo um
conceito crucial em diversas areas, desde economia até ciéncias sociais,
influenciando decisfes e estratégias em uma ampla gama de contextos (MYERSON,
1999). A compreensédo deste teorema € essencial para a analise e o planejamento
estratégico eficaz em uma variedade de situacdes competitivas ou de tomada de
decisdes.

ApoOs uma verificacdo teorica do tema, se faz necessaria uma abordagem
matematica. Os capitulos anteriores destacaram os jogos onde os payoffs dos
jogadores representam funcgfes arbitrarias. No entanto, no caso de jogos de Soma
Zero em particular, em circunstancias normais, ocorre que H; (x,y) + H, (x,y) = 0
para todo (x,y). Como ja mencionado, em jogos de Soma Zero os jogadores tém
objetivos opostos, ou seja, a recompensa de um jogador € igual ao fracasso do
oponente. Basta especificar a funcdo de payoffs de um dos jogadores para uma

descricdo completa desse tipo de jogo.

Definicdo 2.1 Um jogo de Soma Zero é um jogo em circunstancias normais
dado por I' =< I,II,X,Y,H >, onde X,Y indicam os conjuntos de estratégia dos
jogadores ! e Il e H (x,y) representa a funcdo de payoffs do jogador I,dai tem-se
H:X XY — R.

Cada jogador escolhe sua estratégia, independentemente do oponente. O
Jogador I empenha-se em maximizar o payoff H (x,y), enquanto o Jogador II procura
minimizar essa funcdo. Os jogos de Soma Zero satisfazem todas as propriedades
estabelecidas para jogos em circunstancias normais. No entanto, os tipos de jogos
vistos anteriormente dispde de uma seérie de recursos especificos. Logo, se faz

necessaria a reformulacdo da nocao de equilibrio de Nash.
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Definicdo 2.2 Um equilibrio de Nash em um jogo I' € um conjunto de

estratégias (x,y) que atende as condigdes:

H(x,y) < H(x,y) < H(x,y) (1)

para estratégias arbitrarias x, y dos dois jogadores.

As desigualdades (I/11) sugerem que, como o jogador I desvia de um equilibrio
de Nash, seu payoff diminui. Conforme o Jogador I desvia do equilibrio, seu oponente
ganha mais, desse modo, o Jogador /I perde mais. Portanto, nenhum dos jogadores
se beneficia ao desviar de um equilibrio de Nash. Uma importante observacao a se
fazer, é de que em jogos de soma constante do tipo H,(x,y) + H,(x,y) = k para
estratégias arbitrarias (x, y) pode ser reduzido a jogos de Soma Zero. Notavelmente,
encontra-se uma solucdo para um jogo de Soma Zero conforme é dada a funcdo de

payoffs H,(x,y).

Entéo, qualquer equilibrio de Nash (i, y) neste tipo de jogo também pode atuar
como um equilibrio de Nash em um jogo de soma constante correspondente. De fato,

de acordo com a defini¢ao (2.2), para qualquer x, y tem-se:

H(x,y) = H(x,y) = H(x,y)

Ao mesmo tempo, H;(x,y) = k — H,(x,y), € a segunda desigualdade pode
ser reescrita como:
k — Hy(x,y) < k — Hy(x,y),

ou H,(x,y) < H,(x,y),V¥y.Assim, (x,y) também & um equilibrio de Nash nos jogos
de Soma Zero.

Por analogia, para todos os tipos de jogos em circunstancias normais, 0s jogos
de Soma Zero ndo podem admitir nenhum equilibrio de Nash. Um papel importante
na analise de jogos de Soma Zero esta relacionado aos conceitos de Minimax e

Maximin que serdo desenvolvidos a seguir.
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Suponha que o Jogador I emprega algum tipo de estratégia x. Na pior das
hipoteses, ele tem como retorno os payoffs (x,y). Naturalmente, ele ira se empenhar
para maximizar essa recompensa. Na pior das hipoteses, a recompensa garantida do

jogador I compde o supinfH(x,y). Da mesma forma, o Jogador /I pode garantir a
x Y

perda maxima de infsup H(x,y) .
Yy x

Definicdo 2.3 O Minimax v = infsup H(x,y) € chamado de valor superior de
Y x
um jogo I', e o Maximin v = sup inf H(x,y) € chamado de valor inferior deste mesmo
x Y

jogo. O valor inferior de qualquer jogo ndo excede seu valor superior.
Lema 2.1: Define-se:v < v

A veracidade desse Lema pode ser provada de maneira bastante intuitiva. Para

qualquer (x,y), a desigualdade H(x,y) < sup H(x,y) é verdadeira. Ao acrescentar o
X

infimo em ambos os lados, obtém-se que:

infH(x,y) < infsupH(x,y).
y Yy o x

Essa desigualdade envolve uma funcdo em x no lado esquerdo; e a funcéo é

delimitada superiormente por infsup H(x, y).
Y x

Portanto,

supinfH(x,y) < infsupH(x,y)
x ¥ Yy x

Por conseguinte, € dado um critério simples para verificar a existéncia do

equilibrio de Nash nesses jogos.

Teorema 2.1 Um equilibrio de Nash (x,y) em um jogo de Soma Zero existe

se infsup H(x,y) = minsup H(x,y) e supinfH(x,y) = maxinfH(x,y). Além disso,
Yy x y x x Y x Yy

v=v (1v)
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Para essa demonstracdo, suponha que (x,y) gera um equilibrio de Nash. A

definicdo (1.1) implica que H(x,y¥) < H(x,y),Vx. Entdo segue-se que sup H(x,y) <
X

H(x,y), logo:

v =infsup H(x,y) < supH(x,y) < H(X,y) V)
Y x x

Analogamente, tem-se:

H(x,y) <infH(x,y) < supinfH(x,y) =v (4))
y x Y

No entanto, o Lema 2.1 afirma que v < v. Portanto, todas as desigualdades
em (1.3) e (1.4) tornam-se estritamente iguais, isto é, os valores correspondentes aos
operadores externos sup. e inf. séo efetuados e v = v. E essa € condi¢do necessaria
para a demonstracdo. E condicdo suficiente denotar por x um ponto, onde

maxinfH(x,y) = infH(x,y). Analogamente, y denota um ponto de modo que
x Yy X

minsup H(x,y) = sup H(x, y).

y x x

Consequentemente,

H(Z,y) = infH(%,y) = v
y

Por outro lado,

H(x,y) <supH(x,y)=7v
X

Em combinagdo com a condic¢éo (1.2) v = v, esse fato leva a:

H(x,y) =infH(x,y) =supH(x,y) =v
y x

Essa ultima expressdo mostra imediatamente que para todo (x,y), tem-se:

H(x,y) <supH(x,y) = H(x,y) =infH(x,y) < H(x,y)
X y

Ou seja, (x,y) leva a um equilibrio de Nash.
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O Teorema 2.1 implica que, no caso de varios equilibrios, os payoffs ideais
coincidem. Este valor v = H(x,y) que é de fato idéntico para todos os equilibrios, é
considerado como uma espécie de valor ideal para o jogo. Qualquer combinacédo de

estratégias ideais também representa um equilibrio de Nash.

Figura 9 - Maximo infimo e Minimo supremo

Teorema 2.2 Suponha que (x4, y;) € (x3,y,) sejam equilibrios de Nash em um

jogo de Soma Zero. Entdo (x;,y,) € (x5, y;) também sao equilibrios de Nash.

Para provar essa afirmacdo, deve-se partir da definicdo de um equilibrio de

Nash para qualquer (x,y), que afirma:

H(x,y1) = H(x1,y1) < H(x,y) (vin)

H(x,y;) < H(x3,¥,) < H(xz,¥). (V1ir)

Ao comutar x = x; € y = y, ha desigualdade (1.5) e x = x,ey = y; ha
desigualdade (VIII), desenvolve-se uma cadeia de desigualdades com a mesma
quantidade H(x,,y;) nos lados esquerdo e direito. Portanto, todas as desigualdades
em (VII) e (VIII) figuram-se estritamente iguais. E (x;,y,) se torna um equilibrio de

Nash para qualquer (x, y):
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H(x,y,) < H(xp,¥,) = H(x1,y2) = H(x1,¥1) < H(xy,y).

Obs: Um resultado semelhante pode ser aplicado a (x5, y;).

Ao concluir nossa incursdo pela demonstracdo mateméatica do conceito de
Soma Zero e do Teorema Minimax, emerge a compreensdo de que, na esfera
estratégica, os jogadores estdo atrelados a situacdes que demandam decisdes
estratégicas equilibradas. Este trabalho procurou apresentar as nuances desses
principios, revelando as estratégias Otimas em cenarios de ganhos e perdas
compartilhados.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Ao pesquisar sobre a Teoria dos Jogos, esta dissertacdo buscou apresentar
algumas raizes histéricas que deram origem a esse ramo da Matematica. Explorou-
se 0 contexto histérico da Teoria dos Jogos, desde seu surgimento em situacoes
estratégicas até sua formalizacdo matematica, reconhecendo a evolucdo que
estruturou suas bases tedricas. No cerne dessa investigacdo, o Equilibrio de Nash
emergiu como uma pega-chave, revelando a estabilidade nas interagfes estratégicas.
Aprofundou-se na analise do o Teorema de Nash, para se ampliar a compreenséo das
decisfes estratégicas, indicando que em cada jogo finito existe pelo menos um ponto
de equilibrio.

A exploracéo do Dilema do Prisioneiro acrescentou materialidade a pesquisa,
destacando as tensdes entre a busca individual pelo melhor resultado e a cooperacgao
para evitar perdas substanciais. Nesse jogo, percebe-se a dualidade entre os
interesses proprios e o beneficio coletivo. O Duopdlio de Cournot, ao ser abordado,
trouxe a tona a dindmica competitiva em ambientes comerciais de oligopdlio,
evidenciando como a concorréncia estratégica entre empresas pode regular o
mercado. Por fim, a introducdo do Teorema Minimax fechou este trabalho,
proporcionando uma nocdo sobre a tomada de decisGes estratégicas em situacdes
conflituosas.

Essa jornada através da Teoria dos Jogos revela a interconexdo intrinseca
entre esses temas, refletindo ndo apenas sobre a rigueza matematica subjacente, mas
também a aplicabilidade pratica desses conceitos. A intencdo de se aprofundar no
estudo matematico da Teoria dos Jogos surgiu com o interesse em explorar temas
pouco observados, motivado pelo entendimento de que ha um campo de estudo
notavel na intersecdo entre Matematica e estratégia. Esta dissertacdo, ao lancar luz
sobre essa tematica, busca inspirar futuras investigacbes e contribuir para

desenvolvimento de novas formas de estudar Matematica.
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11 ANEXO 1 - TEOREMA MINIMAX

Abordou- se ao fim desse trabalho a demonstracdo de um teorema que
discorre sobre o principio Minimax, que estabelece que cada jogador deve adotar uma
estratégia que minimize sua perda maxima possivel, levando em conta que o
adversario esta buscando maximizar essa perda maxima. Em outras palavras, é uma
estratégia defensiva que visa garantir que, independentemente da estratégia do
oponente, o jogador ndo ira perder mais do que o valor minimo possivel.

Para apresentar de forma pratica e ilustrativa uma breve aplicacdo do
Teorema Minimax, pode-se usar o0 jogo de Jokenpd, conhecido popularmente como
Pedra — Papel — Tesoura. A dindmica desse jogo consiste em esticar as méaos e
competir a partir da escolha simultanea entre um dos trés objetos: pedra, papel ou
tesoura, representados respectivamente pela mao fechada, mao aberta e mdo com

dois dedos esticados, onde:

e Pedra vence Tesoura
e Tesoura vence Papel

e Papel vence Pedra

Caso os dois jogadores escolham o mesmo objeto, ha um empate e uma nova
rodada é necessaria. O jogo pode se repetir exaustivamente em varias rodadas e é
utilizado comumente para tomada de decisdo para inicio e interacdo de outras

atividades.

A partir desse jogo simples, suponha-se que dois jogadores, Adriana e Raul,
possam recriar uma versdo mais elaborada do jogo de Jokenp6, onde cada

combinacéo de escolhas da ao ganhador uma quantidade de pontos diferentes:

¢ Quando Adriana ganha, ela recebe 2 pontos;

¢ Quando Raul ganha com “pedra”, ele recebe 3 pontos;

¢ Quando Raul ganha com “papel”, ele recebe 2 pontos;

¢ Quando Raul ganha com “tesoura”, ele recebe 1 pontos;

e Se houver empate, nenhum dos dois pontua.
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E possivel entdo, completar a matriz de payoffs de acordo com as pontuagdes

de Adriana, onde as colunas representam as escolhas de Raul e as linhas

representam as escolhas de Adriana:

Raul
Pedra Papel Tesoura
Pedra 0 —2 2
@
C
8 Papel 2 0 -1
©
<
Tesoura -3 2 0

Tabela 2 - Matriz de payoffs para as escolhas de Adriana

A tabela mostra a pontuacdo que Adriana deve receber em cada combinacdo

de resultados, cada valor negativo significa que Raul pontuou. Quando ha empate,

nenhum dos dois jogadores pontua, logo, tem-se zero na diagonal principal da tabela,

lembrando que Adriana recebe dois pontos a cada vez que vence a rodada. Assim

completa-se a tabela de payoffs.

Assumindo que Raul escolhe de forma aleat6ria, é possivel determinar a

escolha de Adriana para maximizar suas chances:

Baseando-se no fato da aleatoriedade da escolha de Raul, sabe-se que existe

um terco de chance de que ele escolha cada umas das possibilidades entre pedra,

papel ou tesoura. Desse modo, o0 valor esperado para Adriana em cada um dos casos

pode ser calculado por meio de uma média aritmética simples:

Para o caso em que Adriana escolhe pedra tem-se:

3

1 0+1 ( 2)+1 2=0
3 3 7
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Para o caso em que Adriana escolhe papel tem-se:

1 2+1 0+1 1 _1
3 3 3( )_3

Para o caso em que Adriana escolhe tesoura tem-se:

! (=3)+ ! 2+ ! 0= !
3 3 3 3
Pode-se concluir entdo que, de acordo com esses valores esperados, caso

Adriana precise escolher, a op¢do que maximiza os seus ganhos sera papel, segundo

as regras pré-estabelecidas para o jogo.



