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RESUMO

A presente dissertagdo tem por objetivo, analisar a abordagem do conceito de con-
gruéncia de triangulos contido nos livros de Matematica de 8°ano do Ensino Fundamental
anos finais selecionados por n6s em nosso trabalho, e, sugerir estratégias que colaborem
para que o processo de aprendizagem se dé de forma mais significativa. Nossa pesquisa
aborda o conceito de Congruéncia de Triangulos no Ensino Fundamental anos finais, mais
precisamente no 8°ano, em dois livros didaticos distribuidos no Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) 2024 e no livro Matematica e Realidade utilizado em minha pratica como
referéncia. A contribuicdo pretendida compobe-se de estratégias que visam colaborar com o
desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos pautados na Teoria de Van Hiele.
Para fundamentar a pesquisa, trazemos tanto a histéria da Geometria no Brasil, quanto a
sua importancia, observada em documentos oficiais brasileiros, assim como apresentamos
a teoria de Van Hiele, cuja proposta discorre sobre o desenvolvimento do pensamento
geomeétrico.

Palavras-chave: Livro Didatico. Pensamento geométrico. Congruéncia de Triangulos.



ABSTRACT

The present dissertation aims to analyze the approach to the concept of triangle
congruence as presented in the 8th-grade mathematics textbooks for the final years of ele-
mentary school that we selected for our study, and to suggest strategies that facilitate a more
meaningful learning process. Our research addresses the concept of triangle congruence
in the final years of elementary school, specifically in the 8th grade, using two textbooks
distributed through the Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) 2024 and the book
“Mathematics and Reality,” which is used as a reference in my practice. The intended contri-
bution consists of strategies designed to support the development of students’ geometric
thinking, based on Van Hiele’s Theory. To underpin the research, we include both the history
of geometry in Brazil and its importance as observed in official Brazilian documents, and we
present Van Hiele’s Theory, which discusses the development of geometric thinking.

Keywords: Textbook. Van Hiele Model. Triangle congruency.
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INTRODUCAO

Em nossa dissertacao, realizamos a analise da abordagem da geometria, mais espe-
cificamente, do conceito de Congruéncia de Triangulos, em dois livros didaticos distribuidos
no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) no ano de 2024 e no livro Matematica e
Realidade utilizado em minha pratica como referéncia , procurando contribuir com sugestdes
e estratégias que possam desenvolver o pensamento geométrico segundo a Teoria de Van
Hiele.

Para tal, destacamos como objetivo primeiro, restringir a analise a livros didaticos
de Matematica - 8° ano do Ensino Fundamental anos finais, que pertengcam ao catalogo
da PNLD 2024 e ao livro didatico adotado pela instituicdo da qual fago parte do quadro
docente, e isso posto, identificar o modo como o pensamento geométrico desenvolve-se no
decorrer do processo de aprendizado dos alunos, culminando entdo em estratégias que
favoregcam a aprendizagem tendo como horizonte a Teoria de Van Hiele.

No Brasil, apesar de nao ser o Unico, o livro didatico é, sem duvida, o material mais
usado em sala de aula, ocupando um lugar fundamental na educacao, uma vez que é
uma ferramenta central, que, por ser facilitadora da aprendizagem, tornou-se um suporte
imprescindivel a pratica pedagogica.

E sabido que o responsavel pela utilizagdo do livro didatico é o professor, e devemos
considerar que a ele cabe elaborar estratégias que tornem o aprendizado mais significativo,
motivador e eficiente.

Cientes de que o livro didatico, para uma quantidade muito grande de professores,
€ a Unica ferramenta disponibilizada para a organizagao e planejamento de suas aulas, é
essencial complementar o uso inclusive com outras ferramentas, visando a melhoria desta
sequéncia de uso.

Sendo este um consenso, traz a luz a necessidade dos livros didaticos proporci-
onarem em seu conteudo, resultante pesquisas, clareza e credibilidade, para alunos e
professores, ambos envolvidos no processo de ensino aprendizagem.

No Brasil possuimos documentos norteadores que estabelecem que todas as cri-
ancas e jovens do pais serdo educados, independentemente da sua idade, origem, raca,
religido, sexo ou qualquer outro fator que comprometa o direito a educagao, sao eles a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) e a Lei de Diretrizes e Bases (LDB).

A BNCC é um documento de carater normativo que delimita um conjunto organico
e progressivo de aprendizagens essenciais aos estudantes, em seu desenvolvimento, ao
longo da trajetéria na Educacao Basica, e para isso pretende alcangar a igualdade de
oportunidades, identificando as aprendizagens basicas que as criangas e 0s jovens devem
desenvolver durante o ensino basico.

A BNCC propde que se desenvolvam dez competéncias gerais que se inter-relacionam
na construgcao de conhecimentos e habilidades e na formagao de atitudes e valores.
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A matematica é considerada pela BNCC importante drea académica para que os
alunos resolvam problemas, investiguem, formulem, comuniquem ideias e desenvolvam
projetos que lhes permitam aplicar conceitos e métodos de forma significativa, para tal
indica cinco unidades tematicas, entre elas a geometria que possui como finalidade do de-
senvolvimento do pensamento geométrico (investigar propriedades, estabelecer conjecturas
e produzir argumentos geométricos convincentes).

Segundo os estudos de Lorenzato (1995) e Pavanello (1993), no Brasil, 0 ensino de
geometria viveu as mazelas da falta de importancia que lhe é devida no ensino basico e
tanto mais na formacao de professores, o0 que acarretou reformulacdo dos Parametros Cur-
riculares Nacionais de Matematica (Brasil, 1998), cujo intuito de redimensionar a relevancia
da questao acima posta, logrou angariar maior destaque e assim a geometria passou a ter
sua importancia largamente reconhecida.

Com sua inser¢ao na grade curricular, evidenciou-se a dificuldade dos alunos, que,
nao raro, relataram ter pouco ou nenhum contato com a geometria. Este ponto catalisou
o interesse em realizar o presente estudo, que busca formas de menorizar dificuldades
contornaveis e conduzir o ensino da geometria gerando motivagao na aprendizagem, por
meio de um processo de ensino e aprendizagem que vise uma maior coeréncia com as
necessidades dos alunos, principalmente no ensino fundamental anos finais. Veremos mais
a adiante como a Teoria de Van Hiele tem a contribuir com a problematica exposta.

A teoria de Van Hiele baseia-se nos trabalhos realizados pelos professores holan-
deses, Dina van Hiele-Geldof, e seu marido, Pierre Marie Van Hiele, que investigaram o
desenvolvimento do pensamento pela perspectiva da geometria.

Os Van Hiele notaram que, os problemas e tarefas apresentadas aos alunos reque-
riam vocabulério, conceitos ou conhecimento de propriedades além do nivel de pensamento
da crianga, que em sua despropor¢ao, acarretavam em um processo de ensino e aprendiza-
gem que conduz a falha.

Segundo os Parametros Nacionais Curriculares, tem-se que:

[...] os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de Mate-
matica no ensino fundamental, porque por meio deles, o aluno desenvolve um tipo
especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar,
de forma organizada, o mundo em que vive (Brasil, 1998, p.51).

Entao, € por meio da geometria, que podemos observar, interpretar e represen-
tar os espacgos e formas que compdéem o mundo onde vivemos, e portanto, seu papel
no desenvolvimento do raciocinio matematico e na resolugdo de problemas mostra-se
fundamental.

Ainda segundo os Parametros Curriculares Nacionais, “uma das possibilidades mais
fascinantes do ensino de Geometria consiste em levar o aluno a perceber e valorizar
sua presenga em elementos da natureza e em criagdes do homem [...]’(Brasil, 1998, p.
128). A aquisigao desses conhecimentos permite ao aluno obter uma aprendizagem mais
significativa, tornando-os autbnomos e ajudando-os na resolugéo de problemas cotidianos.
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Pautados na teoria de Van Hiele, respeitando os niveis e as fases de aprendizagem,
podemos ajudar os alunos no processo de desenvolvimento do pensamento geométrico.

Segundo Nasser e Sant’anna (2017) mesmo quando os alunos apresentam de-
sempenho satisfatério, ainda podemos identificar dificuldades no processo dedutivo, na
exposicao de argumentacao, justificativa ou prova, as quais podem ser explicadas pela
hierarquia de niveis da teoria de Van Hiele.

A teoria de Van Hiele descreve um modelo para o desenvolvimento do pensamento
geométrico, em uma sequéncia de niveis de compreensao e fases de aprendizagem. O
modelo sustenta que o aprendiz avanga sequencialmente do nivel inicial - ou bésico, assim
chamado de visualizagao, onde o espaco € meramente observado e as propriedades das
figuras ndo séo explicitamente reconhecidas, até o nivel de rigor, em que demonstra-se
maior preocupacao com aspectos abstratos formais da deducao. Esta progresséo é auxiliada
por experiéncias instrucionais apropriadas a cada nivel.

Para Pierre van Hiele, os problemas e tarefas apresentados as criangas necessitam
de vocabulario, conceitos ou conhecimento de propriedades além do nivel de pensamento
da crianga, revelando uma falta de harmonia entre o ponto de partida - do ensino, e o de
chegada - no aprendizado em matematica. Em outras palavras, as criangas de mesma
idade pensam em diferentes niveis, diferindo entre si, e o professor, no emprego de palavras
e teorias, difere inclusive do modo como as mesmas sdo encontradas nos livros didaticos.

O primeiro capitulo é destinado a revisao bibliografica, onde realizamos um levanta-
mento de dissertacodes, livros e artigos, além de documentos oficiais, como os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN), a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e o Programa
Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD). Iniciamos realizando um levantamento
bibliografico de dissertac¢des e artigos que abordam a teoria e/ou a congruéncia de trian-
gulos. Para tal, utilizamos plataformas de busca, como Google Académico e periddicos
disponibilizados pela CAPES. Através desse processo, pudemos ter uma visao do que €
discutido academicamente sobre esses temas.

No Capitulo 2 trataremos da histéria da geometria no Brasil, o contexto no qual
ela surgiu e como desenvolveu-se até a atualidade, com breves comentarios sobre os
movimentos e reformas na educacgao, desde a aplicagdao militar até os debates atuais, que
buscam sua insergao e ressaltam sua importancia.

No Capitulo 3, apresentaremos a parte de nosso estudo que debrugou-se sobre
documentos oficiais brasileiros, a saber, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) e a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), cuja funcao é reger as propostas curriculares,
mais especificamente no Ensino Fundamental anos finais, no que tange, em especifico, ao
ensino de geometria.

A fundamentacao tedrica esta disposta no Capitulo 4, iniciado com uma sucinta
biografia de Pierre Marie Van Hiele, seguido da teoria de Van Hiele, que propde niveis de
raciocinio e fases de aprendizagem.
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No Capitulo 5, abordamos o ensino e a aprendizagem de maneira progressiva e
integrada, indo além do curriculo tradicional para incluir o método de ensino e a continuidade
da experiéncia escolar.

Reconhecendo a importancia da escolha dos recursos didaticos apropriados, apos
uma analise detalhada no capitulo sobre congruéncia de triangulos nos livros didaticos
destinados ao 8% ano do Ensino Fundamental, conforme o catalogo do PNLD-2024 selecio-
nados por nés, além do livro adotado pela instituicao onde atuo como docente, sugerimos
estratégias didaticas alinhadas aos niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico,
conforme a teoria de Van Hiele.
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1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nosso estudo se concentra na analise da congruéncia de tridngulos, um tema
abordado no 8% ano do Ensino Fundamental anos finais.

Buscamos, com nosso trabalho, contribuir com os professores em sua pratica diaria,
elaborando estratégias alinhadas com os niveis de raciocinio geométrico, baseadas na
Teoria de Van Hiele, em atividades encontradas em obras didaticas atuais.

Iniciamos realizando um levantamento bibliografico de dissertagdes e artigos que
abordassem a teoria e/ou a congruéncia de triangulos e para tal utilizamos plataformas de
busca como Google Académico e periddicos disponibilizados pela CAPES'. Através desse
processo, pudemos ter uma visdo do que é discutido academicamente sobre esses temas.

Tendo ciéncia da importancia do estudo da geometria, realizamos a leitura dos
documentos oficiais como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) e o Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD),
relacionando-os a histéria do ensino de geometria no Brasil, a elaboracdo e a execugao das
leis e projetos em vigéncia.

O abandono nas ultimas décadas, sofrido pelo ensino da Geometria e a defasagem
de conhecimento acerca deste conteldo, por parte de alunos e professores nos motivou na
escolha de nosso do tema de nosso estudo.

O gradual abandono do ensino da Geometria, verificado nestas ultimas décadas,
no Brasil, € um fato que tem preocupado bastante os educadores matematicos
brasileiros e que, embora reflita uma tendéncia geral, € mais evidente nas escolas
publicas, principalmente apds a promulgacao da Lei 5692/71 (Pavanello, 1993, p.
7).

A leitura de Pavanello (1993) definiu a necessidade de constar em nosso trabalho
um capitulo que tratasse da histéria da geometria, especificamente, no Brasil.

Ainda no contexto da histéria da geometria no Brasil, nos dedicamos a leitura
da dissertacao de Gomes (2023) que propde uma série de atividades para o ensino de
quadrilateros. Essas atividades foram elaboradas com o suporte de materiais concretos e
baseadas no Modelo de Visualizagdo Geométrica de Van Hiele.

Nessa dissertacao foi abordada a histéria do ensino da geometria no Brasil e sua
relevancia nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) e na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), fonte de interesse para nossa pesquisa.

Estudamos, também, relacionados a essa tematica, o artigo de Teixeira e Jardim
(2019) onde o objetivo principal foi relacionar o curriculo de geometria na educacao basica
ao desenvolvimento do pensamento geométrico por Van Hiele.

A leitura desse estudo foi importante na elaboracado das sugestdes em que foi
realizada considerando sempre as habilidades e as competéncias estabelecidas para o
ensino de geometria no 8° ano do ensino fundamental anos finais.

' https://www.periodicos.capes.gov.br/consultaip.php
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Para embasar nossa pesquisa sobre o ensino da geometria no 8.2 ano do Ensino
Fundamental, consultamos diversas fontes relevantes. Pesquisamos revistas especializadas
como a Quadrante, uma publicacao periodica da Associacao de Professores de Matematica
(APM), que serve como um espago de investigacdo em Educagao Matematica. Nessa revista,
encontramos o artigo de Caldatto e Pavanello (2015), que oferece uma analise elucidativa
sobre a evolugéo do ensino da geometria no Brasil, contribuindo significativamente para
nossa compreensao do contexto histérico.

Adicionalmente, examinamos a pesquisa de Carvalho (2000). Este trabalho forneceu
insights valiosos sobre as reformas educacionais que influenciaram o ensino de geometria
no Brasil.

Ao revisar dissertacdes e artigos relacionados a Teoria de Van Hiele, encontramos
diversos trabalhos que corroboram nossos objetivos. Por exemplo, o artigo de Villiers
(2010) destaca as dificuldades que os alunos enfrentam ao aprender geometria de maneira
tradicional e discute as implicagdes tedricas na concepgao de atividades de aprendizagem.

Villiers compara experiéncias em paises como Russia e Africa do Sul, ressaltando
que o ensino de geometria no Ensino Fundamental n&o atende as demandas do Ensino
Médio, o que evidencia a necessidade de revisar o curriculo geométrico de acordo com os
conceitos de Van Hiele.

Essa leitura também nos proporcionou uma reflexao sobre a prova de teorias na geo-
metria e sobre como criar oportunidades para que alunos de todos os niveis de pensamento
geométrico realizem, por meio de argumentacgao intuitiva ou visual, fungdes destinadas a
prova, como explicagdo, descoberta e verificagao.

Reconhecendo a relevancia dos idealizadores da teoria, dedicamos uma secao
do Capitulo de fundamentacao teérica a Pierre Van Hiele. Infelizmente, ndo encontramos
informacdes detalhadas sobre Dina Van Hiele-Geldolf, esposa de Pierre.

Para enriquecer nosso conhecimento, traduzimos um artigo bibliografico em home-
nagem postuma a Pierre Marie Van Hiele (1909-2010), de autoria de Broekman e Verhoef
(2012), dado nao haver versdes em portugués.

Além disso, o recente trabalho académico de Cordeiro (2019), apresenta uma pro-
posta baseada na habilidade de visualizacao, conforme o modelo de Van Hiele e a Base
Nacional Comum Curricular. Este estudo analisa materiais ja disponiveis em livros didati-
cos e orientou nossos objetivos, levando-nos a examinar os livros didaticos disponiveis e
oferecer sugestdes de estratégias alinhadas ao modelo de Van Hiele.

Por fim, a obra de Jaime e Gutiérez (1990), leitura necessaria na identificacao
das fases do desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos. Essa leitura foi
fundamental para a escrita da fundamentacao teérica de nossa pesquisa.
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2 A HISTORIA DO ENSINO DE GEOMETRIA NO BRASIL

As origens da Geometria (do grego medir a terra) parecem coincidir com as necessi-
dades do dia-a-dia. Partilhar terras férteis as margens dos rios, construir casas, observar
e prever os movimentos dos astros, sdo algumas das muitas atividades humanas que
dependeram sempre de operagdes geométricas, assim como descrito por Pavanello (1989):

E dificil precisar quando o homem comegou a desenvolver o conhecimento ge-
omeétrico, o que parece € que foi construido de forma empirica, como resposta
as necessidades de ordens praticas da comunidade, como a necessidade de
demarcacao de terras e a construgdo de moradias mais avang¢adas para abrigar
homens, animais e alimentos. (Pavanello, 1989, p.21).

E indiscutivel que a geometria esta intrinsecamente ligada & capacidade criativa,
evidenciando a habilidade de compreenséo em varias esferas da vida. Por exemplo, por
descricbes espaciais, € possivel orientar-se no planeta, no continente, na cidade e até
mesmo dentro de edificios. A capacidade de abstracdo necessaria para a compreensao
espacial é observavel na leitura, sendo fundamental para o desenvolvimento da percep¢ao
espacial em criangas.

Além disso, 0 movimento do corpo esta relacionado aos principios geométricos, e a
comunicacao humana pode ser afetada por ruidos se a espacialidade nao for comunicada de
forma objetiva e clara, permitindo que o interlocutor visualize o que esta sendo transmitido.
Assim, a geometria nao se restringe apenas a sua aplicagao na ciéncia exata, mas também
estabelece interrelagdes importantes com a comunicacgao e as relagées humanas.

O interesse pelo estudo da geometria no Brasil ndo é nada recente, e se da pela
dificuldade que muitos professores e estudantes enfrentam. Pavanello (1993), Pavanello
(1989) , dentre outros, realizaram pesquisas ora sobre o conhecimento dos alunos, ora
sobre o conhecimento dos professores.

Durante o periodo de 1549, com a chegada do primeiro governador-geral, Tomé de
Souza, e dos padres da Companhia de Jesus do Brasil, até 1759, a educacao no Brasil
esteve predominantemente associada a catequese realizada pelos jesuitas. E importante
ressaltar que, antes da chegada dos membros da nobreza portuguesa, o principal objetivo
era a catequizagéo dos indigenas.

Somente apo6s a chegada dos membros da nobreza, aqueles que professavam a
fé cristd e possuiam nobreza passaram a ter acesso a uma educagao que incluia disci-
plinas como lingua portuguesa, aritmética, musica e treinamento em algumas profissdes
especificas, conforme descrito por Lima (1975).

Em meio a conflitos de interesses crescentes a época da reforma protestante, os
jesuitas, enquanto catdlicos, foram, em 1759, expulsos pelo Marqués de Pombal, recém-
chegado ao poder de Portugal, com o discurso de que a educacao fornecida por eles nao
mais atenderiam aos interesses da coroa portuguesa, € na esteira de sua a expulsao, houve
a implementacao do modelo de Aulas Régias, que consistia no ensino isolado de cada
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disciplina, ndo mais por area do saber.

A educacéo brasileira a época ainda estruturava-se, e tal medida causou desestabi-
lizagdo que veio a qualifica-la como retrocesso, devido, entre outros fatores, a falta tanto
de profissionais habilitados para o ensino, quanto de estrutura fisica para acomodagéao ou
mesmo de planejamento pedagdgico, 0 que ndo impediu que as aulas régias se mantives-
sem, e assim passou-se entdo a divisdo da area de ensino da matematica em trés campos:
aritmética, algebra e geometria.

A reestruturacao de Portugal apds sua independéncia do dominio espanhol estendida
ao Brasil priorizou os setores ligados a economia e aos militares, sendo que foi por meio
de uma Carta Régia, que em 1738, o ensino militar foi tornado obrigatério para todos os
oficiais, e este tinha por base a matematica e a geometria, fato que efetivou o ensino destas
disciplinas no Brasil.

O ano de 1822, marcado pela Independéncia que deu fim ao Brasil colénia, foi
quando se fundaram cursos superiores nas areas de direito, engenharia e medicina, o que
ocasionou a necessidade de aulas avulsas que auxiliassem os alunos no seu ingresso, ja
que possuiam a matematica como pré-requisito, e em especial a geometria.

Segundo D‘Ambrosio (1999, p.14) “com a Proclamagao da Republica, em 1889, inicia-
se uma fase que, do ponto de vista matematico e cientifico, em geral, pouca inovacao trouxe
ao pais”, somente em 1920 com a chegada ao Brasil do Movimento Internacional de Reforma
do Ensino de Matematica, percebeu-se alguma alteragéo de proporcoes significativas.

A comissao designada por este movimento, tinha como objetivo inicialmente apenas
a coleta de dados, que com o passar do tempo ampliou-se para a sugestdao de modificagdes
no ensino secundario, dentre as quais, Carvalho (2000, p. 420) esmiucou destacar:

1) Tornar predominante o ponto de vista psicolégico, de forma que o ensino nao
dependa apenas dos conteldos ensinados, atendendo as expectativas dos alunos;

2) Que os conteudos a serem ensinados tenham, de alguma forma, aplicacdo nas
demais disciplinas;

3) O ensino de matematica deve estar subordinado as finalidades da escola moderna.

Estas recomendacgdes, segundo Carvalho (2000, p. 420) , geraram outras, por suas
vezes mais especificas, dentre as quais, algumas estavam relacionadas diretamente ao
ensino de geometria:

1) Fuséao da aritmética, da algebra e da geometria;

2) Introdugao precoce do estudo de fungdes enfatizando interpretacao grafica e geomé-
trica;

3) O abandono da didatica rigida de Euclides;
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4) Introdugao de nocdes de célculo integral e diferencial de forma intuitiva, baseando-se
em métodos geométricos;

5) Maior énfase ao ensino de desenho geométrico;
6) Introducéo as aulas de laboratoério;

7) Utilizagado do método historico no desenvolvimento da matematica.

A partir da década de 1930, o Brasil procurou, influenciado pelas sugestdes da
comissao, implementar um ensino baseado nas orientagdes dadas, houve, porém, muita
resisténcia dos professores defensores da escola tradicional.

Uma mudancga mais significativa ocorreu em 1931, com a Reforma Francisco Cam-
pos, que fixou em sete anos a duragdo para o ensino secundario, e voltou a proposta
unificadora do saber matematico e seu ensino passou a objetivar em um campo unico de
conhecimento, geometria e algebra, aritmética e trigonometria, além, claro, dos pontos
ja estabelecidos anteriormente, como o desenvolvimento do raciocinio l6gico e de outras
faculdades intelectuais. Para o ensino da geometria, a orientagéo era de que a metodologia
empregada fosse centrada em uma abordagem de carater intuitivo e experimental.

Essa nova abordagem de ensino sofreu inUmeras criticas e percalgos, destacando-
se a suposta inabilidade atribuida aos professores, que, na auséncia total e completa de
cursos de atualizagao ou de formacao continuada, nao tiveram a eles ofertados subsidios
praticos que dessem o devido suporte para a alteragao curricular de fato. Cabe acrescentar
que os professores com formagao condizente s6 puderam se formar a partir da criacéo
das Universidades de S&o Paulo e do Brasil, esta segunda que posteriormente veio a se
tornar a Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), em 1934 e 1935, respectivamente.
Portanto, sublinha-se que a Reforma Francisco Campos foi implementada com professores
ndo habilitados e sem o devido material didatico, o qual sé veio a surgir posteriormente a
ela.

No inicio da década de 30, ndo existem cursos para a formagao do magistério
secundario — que s6 se tornarao realidade com a criagao da Universidade de
Sao Paulo e a do Distrito Federal, em 34 e 35 respectivamente — e os critérios
para a selecdo de professores para esse nivel de ensino nas escolas oficiais,
embora existam (provas escritas e orais, defesa de tese, etc.), ndo sao eficientes
(Pavanello, 1989, p.117).

Na década de 1960, influenciados pelas reformas de outros paises, com destaque
para os Estados Unidos e a Franca, inicia-se um processo significativo de mudancas
no ensino da matematica, tanto que ha a promulgacédo da Lei de Diretrizes e Bases
da Educacao Nacional (1961), a qual estabeleceu novos rumos para a geometria e a
matematica como um todo.

Com a promulgacao da Lei 5.692/71, a escola secundaria experimentou a democrati-
zagao preconizada pelo acesso universal. Tornando-se acessivel a uma parcela maior de
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jovens brasileiros e com a liberdade concedida na escolha dos programas educacionais, 0
estudo da matematica acabou sendo quase restrito a algebra e a aritmética. Segundo Pava-
nello (1989, 1993), esse ato juridico foi um dos fatores que relegou o estudo da geometria a
um grau de abandono que perdurou por mais de meio século, até meados de 2010. Isso
se deveu a reformulacao da educacéo primaria e média e a profissionalizacao, focadas na
qualificagao do trabalho em resposta as necessidades do modelo econémico adotado.

A Lei 5.692/71, ao flexibilizar o curriculo, permitiu que as escolas deixassem de
lado conteudos considerados menos importantes, entre eles a geometria. Esse processo
foi agravado pela falta de materiais didaticos adequados e pela formacao deficiente dos
professores, que ndo estavam preparados para ensinar a disciplina de forma integrada ao
novo curriculo.

N&o sem considerar que durante as décadas de 1980 e 1990, a democracia resta-
belecida no Brasil, percebe-se, a intengao do resgate do ensino da geometria por parte
da classe politica, este movimento, porém nao obteve sucesso diante da problemética da
formacdo docente; os professores responsaveis por ministrar as aulas de geometria na
educacao basica estiveram relegados a auséncia de cursos de capacitagao - ilustrando a
fragilidade do sistema educacional brasileiro até entao, pois até meados dos anos 1990
0s poucos professores aptos para a tarefa eram por certo autodidatas em sua formacéao
continuada.

Este breve e sucinto panorama histérico ndo visa aprofundar-se, e sim oferecer
subsidios para a compreensdo dos eixos que atravessam o campo de herancas politico-
administrativas de nosso pais, quais 0os elementos que condicionaram o labor pedagogico
da matematica através do tempo, para que entdo sim, haja compreensao, e se projete
com precisao, quais 0s rumos da pesquisa, que em sua intengao de avango nas melhorias
possiveis no ensino de matematica, em especifico, da geometria, obriga-se a balancear de
onde viemos, onde estamos e onde almejamos chegar apos o vislumbre deste acumulo
histérico.

Consoante a pesquisa, o0 ensino de matematica e geometria no Brasil flui por entre
ideias educacionais desenvolvidas em outros paises. Tais ideias sédo resultantes de politicas
publicas e interrelacionam-se com atividades politicas, sociais e econémicas, como bem
retratam as autoras do artigo “Um panorama histérico do ensino de geometria no Brasil: de
1500 até os dias atuais” (Caldatto; Pavanello, 2015, p.126).
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3 A GEOMETRIA NA BNCC E NOS PCNS

Neste capitulo, estudaremos o quanto importa a geometria ao verificar sua recor-
réncia em dois grandes pilares oficiais brasileiros que documentam e regem as propostas
curriculares, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs) e a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), e, conforme ja explicitado, recortamos este interesse especificamente
em relacao ao Ensino Fundamental anos finais.

Os PCNs sao uma colecao de documentos desenvolvidos para ajudar na criagao
dos projetos educacionais e propostas curriculares das escolas brasileiras que oferecem o
Ensino Fundamental, e também para “[...] reflexao e discussao de aspectos do cotidiano
da pratica pedagoégica, a serem transformados continuamente pelo professor” (Brasil, 1998,
p.9), e assim o papel que desempenha € o de ponto de referéncia para o ensino neste
estagio escolar.

A BNCC, diferentemente, é composta pelas diretrizes que estabelecem um conjunto
de objetivos de aprendizagem, consideradas essenciais para serem desenvolvidas ao longo
de todo percurso de escolaridade do individuo, iniciando-se na educacao infantil, passando
pelo ensino fundamental e chegando até o ensino médio.

O objetivo da BNCC em si, € o de garantir uma base comum para a promogao
do desenvolvimento integral de cada individuo no Brasil por meio de dez competéncias
gerais estabelecidas para a Educagcao Basica (Brasil, 2017c). Assim, estabelece-se o
conhecimento basico necessario para serem compostos os curriculos de todas as escolas
brasileiras. Na pagina oferecida pelo ministério de Educagéo e Cultura - MEC' encontramos:

[...] A Base estabelece conhecimentos, competéncias e habilidades que se espera
que todos os estudantes desenvolvam ao longo da escolaridade basica. Orientada
pelos principios éticos, politicos e estéticos tracados pelas Diretrizes Curriculares
Nacionais da Educagao Basica, a Base soma-se aos propositos que direcionam a
educacao brasileira para a formagao humana integral e para a construgdo de uma
sociedade justa, democratica e inclusiva.

No Brasil, o ensino de matematica orienta-se segundo a organizagao do curriculo
que segmenta-se em ciclos escolares, a saber, atualmente do 2° ao 5° ano, antiga 12 a 42
série, e em sequéncia, do 6° ao 9° ano, outrora da 52 a 82 série.

Se ressaltam que a geometria € um campo util para desenvolver no aluno habilidades
de argumentacao e demonstracao, além de auxilia-lo na desenvoltura do raciocinio que visa
compreender, descrever e representar de forma organizada o mundo a sua volta.

A BNCC propbe que os alunos devam interpretar e descrever, representar e ar-
gumentar para que se construa a comunicagao matematica e que para isso, percorra-se
linguagens diversas, ao estabelecer por entre elas relagbes, além de varias representacoes
matematicas.

As diretrizes da BNCC em matematica estdo alinhadas com uma tendéncia global

de incluir um eixo de processos que visa garantir um desenvolvimento direcionado das

' http://basenacionalcomum.mec.gov.br/
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habilidades e competéncias matematicas dos alunos que dialogue com todas as areas de
conhecimento e ao longo de todos os anos da formagao basica.

Para os anos finais do ensino fundamental, encontra-se expresso que os conteudos
geométricos sao construidos com representagdes de localizagdo e/ou movimento de objetos
no plano e no espaco, inclusive, claro, o plano cartesiano.

No entanto, é necessario dar continuidade para que se consolidem os conhecimentos
anteriormente adquiridos, principalmente em relagdo a compreensao das caracteristicas e
propriedades das figuras geométricas, suas construgcdes com o uso de materiais manipu-
laveis e tecnologias e também suas aplicagées em outras areas do conhecimento. Tendo
isto em vista, a aprendizagem se beneficiara por estar mais articulada a elementos, cuja
concretude a tornard mais significativa.

Selecionamos um quadro comparativo contido no artigo “ORIENTACOES DO BNCC
E PCN: uma analise da geometria dos anos finais do Ensino Fundamental”, escrito por
Costa e Silva (2019) , o qual mostra que o texto existente na BNCC néo contradiz o excerto
encontrado nos PCNs, muito pelo contrario, 0 mesmo complementa e inclusive atualiza o
valor dado a consideragao da realidade em torno dos alunos.

Figura 1 — Comparacao dos textos introdutorios

Comparacao dos textos introdutorias,
BMCC |Anos Finais) PCH [Anos Finais]
A Geometria envolve o estudo de | As questbes relacionadas com
um amplo conjunto da conceitos | as formas e relacoes antre elas,

a procedimentos necassarias com as passibilidades de
para resoleer problemas da ocupagan do espago, com a
munda fisica e de diferentes lacalizacio & o deslocam ento de
areas do conhecimento. abjetos no espaga, wistos sob

diferentes angulos sao tao
necassarias hoje quanto o faram
no passado.

Esse pensamento & necessano Situagdes guatidianas & o
para investigar propriedades, exarcicio de diversas profissoes,
farer conjecturas & produzir como a engenharia, &
argumentos geomeatricos bioguimica, & corecgrafia, a
canvincentes. arguitatura, & mecanica s,

demandam do indiiduo a
capacidade de pensar
geomatricameanta.

A5 ideias matematicas Tambem & fato que as quastoes
fundameantais associadas a sssa pmométricas cosbumam
tematica sao, principalments, despertar o interesse dos
construcao, reprasentacio = adolascentes & jovens de modo
intardepend&ncia. matural & sspontanso.
Assim, a Geometria nao pode Em gue pase seu abandeno, ala
ficar reduzida a merm aplicagao desempenha um papsl
de farmulas de calculo de darea tundamental na curriculo, na
da volume nem a aplicagdes medida em qua possibilita ac
numericas imadiatas da aluno desemalbver um tipoe de
tecremas sobre relagoes de pensamants particular para
proparcicnalidade em situagaes compresnder, descraver g
relativas a feixes de retas repressntar, de forma
paralelas cortadas por retas organizada, o mundo em gue
secantas ou da tearama de viva,
Pitdgoras.

Fonte: Costa e Silva (2019).

Ao confrontar ambos os documentos, percebemos que, no 8% ano do Ensino Funda-
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mental anos finais, € enfatizado o estudo da algebra. Observamos que na BNCC consta

que a “Congruéncia de tridangulos e demonstracdes de propriedades de quadrilateros” en-

quanto nos PCNs vé-se relacionado aquele como “Verificar propriedades de triangulos e

quadrilateros pelo reconhecimento dos casos de congruéncia de triangulos”.

J& para o Ensino fundamental anos finais, encontramos descritas na BNCC, quais

as competéncias especificas de matematica cuja garantia é prevista:

1)

Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e preocupa-
¢Oes de diferentes culturas, em diferentes momentos histoéricos, e é uma ciéncia viva, que
contribui para solucionar problemas cientificos e tecnolégicos e para alicergar descobertas e
construgoes, inclusive com impactos no mundo do trabalho.

Desenvolver o raciocinio légico, o espirito de investigacdo e a capacidade de produzir argu-
mentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matematicos para compreender e atuar
no mundo.

Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Ma-
tematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras areas
do conhecimento, sentindo seguranga quanto a propria capacidade de construir e aplicar
conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na busca de
solugdes.

Fazer observagoes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos presentes nas prati-
cas sociais e culturais, de modo a investigar, organizar, representar e comunicar informagoes
relevantes, para interpreta-las e avalid-las critica e eticamente, produzindo argumentos convin-
centes. Fazer observagdes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos presentes nas
praticas sociais e culturais, de modo a investigar, organizar, representar € comunicar informa-
coes relevantes, para interpreta-las e avalia-las critica e eticamente, produzindo argumentos
convincentes.

Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais disponiveis, para
modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de conhecimento, validando
estratégias e resultados.

Enfrentar situagdes-problema em miltiplos contextos, incluindo-se situagdes imaginadas, nao
diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar
conclusdes, utilizando diferentes registros e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além
de texto escrito na lingua materna e outras linguagens para descrever algoritmos, como
fluxogramas, e dados).

Desenvolver e/ou discutir projetos que abordam, sobretudo, questdes de urgéncia social, com
base em principios éticos, democraticos, sustentaveis e solidarios, valorizando a diversidade
de opinides de individuos e de grupos sociais, sem preconceitos de qualquer natureza.

Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no planejamento e
desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos e na busca de solugdes
para problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou ndo na discussao de uma
determinada questao, respeitando o modo de pensar dos colegas e aprendendo com eles
(Brasil, 2018, p. 263).

De acordo com a BNCC, as “habilidades expressam as aprendizagens essenciais

que devem ser asseguradas aos estudantes nos diferentes contextos escolares”(Brasil,

2018), no tocante a elas, observamos para o 8% ano do Ensino Fundamental no ensino de

geometria a listagem abaixo:

(EFO8MA14) Demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da identificagéao
da congruéncia de tridngulos.

(EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de geo-
metria dindmica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos
regulares.
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(EFO8MA16) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construgao de um hexagono regular de qualquer area, a partir da medida
do angulo central e da utilizagdo de esquadros e compasso.

(EFO8MA17) Aplicar os conceitos de mediatriz e bissetriz como lugares geométri-
cos na resolugéo de problemas.

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigdes de transfor-
magdes geométricas (translagao, reflexao e rotagao), com o uso de instrumentos
de desenho ou de softwares de geometria dinamica.

(EFO8MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de
figuras geométricas, utilizando expressoes de calculo de area (quadrilateros, trian-
gulos e circulos), em situagdes como determinar medida de terrenos.

(EFO8MAZ20) Reconhecer a relagdo entre um litro e um decimetro cubico e a rela-
¢ao entre litro e metro cubico, para resolver problemas de calculo de capacidade
de recipientes.

(EFO8MA21) Resolver e elaborar problemas que envolvam o célculo do volume de
recipiente cujo formato é o de um bloco retangular (Brasil, 2018, p. 311)

Os PCNs e a BNCC sao instrumentos que estabelecem diretrizes de contetdo a
ser ofertado ao e adquirido pelo aluno, para que ele possa se utilizar do conhecimento
matematico como ferramenta para ler, compreender e transformar a sua realidade garantindo
uma perspectiva de igualdade, diversidade e equidade, por meio de uma proposta comum
de direitos e objetivos que inter-relacionam ao aprendizado do aluno, seu desenvolvimento
integral, tanto cognitivo, quanto socioemocional.
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4 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, apresentaremos o modelo geométrico de Van Hiele, e para tal,
discorreremos brevemente a respeito: das vidas de Pierre Marie Van Hiele, marido de Dina
Van Hiele-Geldof, falecida logo ap6s a conclusao de sua tese de doutorado; do processo de
elaboracgao e utilizacado dos modelos matematicos e educativos; das ideias geradoras da
teoria a ser estudada, dos niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico e suas
caracteristicas, as cinco fases de aprendizagem e a evolugao esperada no decorrer do
processo.

Dina Van Hiele-Geldof foi uma das mentes por tras da criacdo da Teoria de Van
Hiele e teve um papel crucial na sua evolucao, a qual explora a forma como os alunos
assimilam os conceitos geométricos em variados graus de pensamento. Apesar de ser
menos reconhecida que seu marido, Pierre Van Hiele, Dina teve uma contribuicao importante
na investigacao e implementacao educacional dessa teoria.

A Teoria de Van Hiele surgiu nos anos 50 e é conhecida por fornecer um modelo
organizado que descreve a evolucdo do conhecimento geométrico. Dina Van Hiele-Geldof
focou principalmente em como aplicar essa teoria na pratica em salas de aula, criando
recursos educativos e estratégias que auxiliam os alunos na transi¢cao entre os diferentes
estagios de pensamento geométrico.

Lamentavelmente, existem poucos dados completos disponiveis sobre a vida pessoal
e profissional de Dina Van Hiele-Geldof, dificultando a apreciacao de suas realizacbes
Unicas. Contudo, a parceria entre Pierre e Dina Van Hiele é fundamental para compreender
o desenvolvimento e a aplicacao da teoria que leva o0 nome deles.

4.1 A Teoria de Van Hiele
41.1 Pierre Marie Van Hiele

Pierre Marie Van Hiele, holandés, nascido em 4 de maio de 1909, faleceu em 1° de
novembro de 2010, com respeitaveis 101 anos. Sua vida foi dedicada ao desenvolvimento
do pensamento matematico das criancas e ele destacando-se nas diversas areas dentro das
quais atuou: como professor de matematica, pesquisador na area de educagdo matematica
e autor de livros didaticos, e também como repérter por ser um atento observador.
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Figura 2 — Pierre Marie Van Hiele

Fonte: Broekman e Verhoef (2012).

Broekman e Verhoef citam um trecho de uma homenagem péstuma a Pierre:

O mundo da percepgao, onde a visao e a audi¢cao se desenvolvem como maravi-
Ihas técnicas, é a base de um pensamento originalmente nao verbal, mas onde
uma linguagem se desenvolve gradualmente no homem. Essa linguagem torna
possivel para os raciocinios de niveis superiores de pensamento. O pensamento
humano pode, assim, ser levado a enormes realizagdes. Isso levou a psicologia
do pensamento a se concentrar principalmente na realizagéo intelectual. Pode-se
até negar um pensamento inferior porque esse pensamento néo é racionalmente
testavel. No entanto, esse pensamento visual existe e fazemos uso constante dele
(Broekman; Verhoef, 2012, p. 121, tradugéo nossa).

Como critico dos materiais didaticos disponiveis, destinou tempo para elaborar
adaptagdes e melhorias e, em conjunto com sua primeira esposa, Dina Van Hiele-Geldof,
publicou-se primeiramente o livro de algebra e posteriormente o restante da série intitulada
‘DEAaZzZ.
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Figura 3 — Pierre e Dina van Hiele-Geldof (1956)

Fonte: Broekman e Verhoef (2012).

O primeiro livro desta série foi escrito a partir de 1944 e, logo apés a guerra, fora
oferecido aos Wolters para edigao, e a época nao houve interesse por parte deles. A partir
de 1960, a editora Muusses publicou a série composta por um conjunto de pastas de
trabalhos e atividades voltados para os alunos da faixa etaria que corresponde ao nosso
Ensino Médio. A metodologia desta série aplicava os conceitos de forma intuitiva, desafiando
os alunos de forma gradual a atingirem um pensamento dedutivo, estagio no qual as figuras
tornariam-se dispensaveis e a linguagem, mais formal. O método de A a Z acabou por
amargar seu fracasso com a editora Muusses, porém os trabalhos de Van Hiele tiveram
continuidade através de publicagcdes académicas e profissionais.
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Figura 4 — Werkboeken, uitgegeven bij Muusses

Fonte: Broekman e Verhoef (2012).

Para Hiele, o processo de aprendizagem da matematica deve ser intuitivo e informal,
acontecendo por experimentos préprios dos alunos.

Pierre e sua esposa nutriam admiragéo pelo processo de pesquisa de Piaget, sem,
contudo, compartilharem de suas conclusées. Se para Piaget, por um lado, a compreensao
matematica se desenvolveria por meio do processo natural de crescimento, ou seja, no
decorrer da maturagdo da crianga, para os Van Hiele, por outro lado, a aprendizagem
deveria ocorrer em fases delineadas, e apoiada por materiais cuja qualidade estava sob
a presente orientagao da figura do professor. E hd também Freudenthal, outro estudioso
cujas visdes, ainda que compartilhadas em partes, difeririam das de Pierre em relagao a
aprendizagem de matematica.

O que esta explicito na obra de Pierre, é que o pensamento reflexivo é necessario
para que se aumente seu grau de complexidade, galgando atingir niveis mais avangados, e
para que isto ocorra, € necessario o estimulo a reflexdo, sem que se prescinda de materiais
didaticos adequados.

Ao aprender, as criangas partiriam da geometria para a aritmética, atravessando
uma fase de transicdo, da visualizagao para as abstragdes, em que se enfatiza que o nivel
visual, em particular, exerce grande importancia no aprendizado.
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Ja Freudenthal, coloca de outro modo, que a aprendizagem em matematica se inicia-
ria com uma analise fenomenoldégica e didatizada, o que porém acarretaria em uma certa
negligéncia quanto a fase visual e por consequéncia, se ndo superestimando, ao menos
sobrecarregando as possibilidades dos aprendizes de instrumentalizarem um conhecimento
tao recentemente apresentado.

No que pesem as divergéncias, elas muito contribuiram para a difusdo a nivel
internacional do trabalho teérico dos Van Hiele sobre os niveis de pensamento, justamente
em funcao das palestras e publicacdes de Freudenthal, nas quais o debate de ideias se fez

presente.

No meu processo de aprendizagem matematica-educacional, o conhecimento dos
niveis de Van Hiele foi crucial por reconhecer a reflexdo como uma atividade de
elevagao de nivel: conscientizar sobre o seu inconsciente saber, saber agir, refletir
sobre isso, como vocé sabe disso, porque vocé faz isso e, finalmente, expressando
o resultado de sua analise, ora atribuindo novas fun¢des a meios de linguagem
comprovados, ora criando (Broekman; Verhoef, 2012, p. 7, tradugdo nossa).

4.1.2 Modelo matematico e educativo

Para uma melhor compreensao do modelo de Van Hiele, é fundamental entender o
processo de desenvolvimento e aplicagdo de um modelo matematico que busca descrever
uma situagao real do mundo de maneira semelhante e recorrente.

A criagdo de um modelo matematico segue um padrao basico dividido em quatro
fases.

Figura 5 — Criacao e utilizacdo de um modelo matematico
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Fonte: Jaime e Gutierrez (1990, p.300).
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Essas fases comegam pela necessidade de construir um modelo matematico oriundo
da observacao de acontecimentos corriqueiros, que produzam resultados semelhantes em
individuos e objetos quando submetidos a condigbes similares.

As observagdes realizadas dao lugar ao inicio do planejamento de um modelo que
considere essas situagdes observadas na fase anterior e, para a validacao, deve-se, com
rigor cientifico, realizar novas experiéncias e compara-las com os resultados teoricos ja
observados.

Apoés validado o modelo matematico, inicia-se o processo de estudo tedérico do
mesmo, quando entdo, se completa a estrutura matematica, modificando a proposta original
das propriedades descobertas pelos pesquisadores, cuja validade é verificada reiterada-
mente por meio da aplicagdo do modelo.

Em modelos educativos, o processo de construcao é semelhante ao dos modelos
matematicos.

A base dos modelos educativos é o estudo do comportamento dos estudantes, que
por muitas vezes € imprevisivel, devido a fatores externos multiplos, e por este motivo, o
professor que aplicar um modelo, ndo devera esperar resultados homogéneos, e quando
necessario, tera de estabelecer ajustes que atendam melhor as demandas de seus alunos.

4.1.3 O Modelo de Van Hiele

As teses de doutorado de Dina van Hiele-Geldof e Pierre van Hiele, concluidas
simultaneamente, na Universidade de Utrecht, serviram de base para o modelo Van Hiele
de raciocinio geométrico. Como Dina morreu logo apéds concluir sua tese, Pierre foi quem
deu continuidade a sua melhora, com modificagdes que perfizeram as ideias ali contidas.

Preocupados com o desenvolvimento de seus alunos da educagéo bésica, os Van
Hiele iniciaram o processo de construgdo de seu modelo educativo/matematico visando
buscar modos de solucionar as dificuldades mais agudas que os alunos demonstravam ter.
No livro de Jaime e Gutiérrez (Jaime; Gutiérez, 1990, p.304) consta uma citacao do proprio
Pierre Van Hiele que relata qual foi sua inspiragao:

Quando iniciei minha carreira como professor de matematica, sabia ser uma profis-
sao dificil. Havia partes da matéria em questdo que eu podia explicar e explicar, e
mesmo assim os alunos ndo entendiam. Podia ver que eles tentavam, porém, ndo
tinham éxito. Especialmente em relagao a geometria, quando havia demonstragdes
simples por fazer, percebia darem o seu méaximo, mas a matéria era demasiada
dificil. Por ser um professor inexperiente, também tinha que considerar a possibili-
dade de que eu era um mau professor. Essa Ultima e desagradavel possibilidade
se afirmava pelo ocorrido posteriormente. De inicio parecia compreenderem a
matéria em questao. Podiam falar sobre ela com bastante sentido e no préximo
minuto diziam: “Nao é tao dificil, por que explicou de forma tdo complicada?”. Os
anos se seguiram e modifiquei minha explicagdo muitas vezes, porém as dificulda-
des se mantinham. Parecia que eu estivera falando em uma lingua desconhecida,
e considerando esta ideia descobri a solucao, os diferentes niveis de pensamento.

Apresentaremos a seguir, as ideias centrais do que foi 0 modelo educativo inicial
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criado pelos Van Hiele, ideias essas, que serviram de base para o que conhecemos hoje
como teoria.

1) E possivel encontrar variados niveis de perfeicdo no raciocinio dos estudantes de
matematica.

2) Um estudante somente podera compreender os conteddos matematicos que o
professor explique de maneira adequada ao seu nivel de raciocinio.

3) Se uma relagdo matematica ndo puder ser expressa no nivel de raciocinio em que
se encontram os estudantes, serd necessario esperar até que estes alcancem um
nivel de raciocinio superior.

4) Nao é possivel ensinar uma pessoa a raciocinar de uma determinada maneira, mas
sim, € possivel ajuda-la, por meio de um ensino adequado, a atingir a capacidade de
raciocinar dessa forma.

4.1.4 Os Niveis de Desenvolvimento do Pensamento Geométrico

Os Van Hiele nos deixaram a teoria sobre niveis de pensamento (descritivo), as ideias
sobre a construgao do entendimento (prescritivo) e o uso da linguagem em diferentes niveis.
Enfatizou a importancia da participacao efetiva do aluno no processo de desenvolvimento da
compreensao, e a importancia de que ocorra em um ambiente de aprendizagem favoravel a
investigacao, a articulagéo e a atividade.

Seu modelo é composto por duas partes:

* Niveis de raciocinio: Esta parte descritiva € onde se encontra a sequéncia de niveis
de raciocinio por meio dos quais identificamos a capacidade de raciocinio matematico
dos alunos, desde o inicio de sua aprendizagem, até que atinjam maior grau de
desenvolvimento intelectual neste campo.

» Fases de aprendizagem: Estas auxiliam os professores com diretrizes de como
colaborar com os alunos para alcangarem com maior facilidade um nivel superior de
raciocinio.

A teoria é composta de cinco niveis de pensamento geométrico. Os niveis sao
descritos como visualizac¢ao, analise, deducao informal, deducao formal e rigor. O modelo
sustenta que o aprendiz avanga sequencialmente do nivel inicial, ou basico nomeado
de visualizacdo, onde o espaco € meramente observado e as propriedades das figuras
nao sao explicitamente reconhecidas, até o nivel de rigor, no qual se demonstra maior
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preocupacao com os aspectos abstratos formais da deducgao. Essa progressao é auxiliada
por experiéncias instrucionais apropriadas.

Para Pierre Van Hiele, os problemas e tarefas apresentados as criangas sao for-
mulados com o uso de vocabulario, conceitos ou conhecimento de propriedades que
frequentemente vao além do nivel de pensamento da crianca. Se isto, por um lado, revela
uma falta de harmonia entre o ensino e o aprendizado em matematica, haja vista que por
outro, mesmo as criangas de igual idade pensam em diferentes niveis, diferindo umas das
outras entre si, ndo diferem tao somente do prdprio professor, € mesmo ele no emprego
de palavras e teorias, ndo raro também o faz de maneiras diferentes inclusive daquelas
encontradas nos proprios livros didaticos.

Freudenthal relata que quando o ensinamento ocorre num nivel superior ao do aluno,
nao ha a assimilacdo de forma eficiente do conteldo, acarretando em sua ndo memorizagao.

Visando auxiliar os alunos a desenvolverem a estrutura para uma experiéncia com
os niveis de pensamento, que Van Hiele chamava de insight, o aluno deve ser capaz de:

» Obter desempenho numa possivel situagdo nao usual;
» Desenvolver correta e adequadamente as acdes requeridas pela situacao;

» Desenvolver deliberada e conscientemente um método que resolva a situagao.

Portanto, para vivenciarem um insight, os estudantes devem entender o que estéao
fazendo, porque o estdo fazendo, e quando estao fazendo, aplicando o conhecimento
adquirido para resolver problemas.

Descreveremos as principais caracteristicas de cada nivel que permitem ao professor
identificar em qual deles o aluno se encontra a partir de suas atividades:

« NIVEL 1 — VISUALIZACAO ou RECONHECIMENTO: Nesse estagio inicial, os alu-
nos raciocinam principalmente por meio de consideragdes visuais. Os conceitos
geométricos sao considerados como um todo, sem levar explicitamente em conta
as propriedades relacionadas. Assim, as figuras geométricas sdo reconhecidas por
sua aparéncia geral, mas os alunos nao identificam seus tragos distintivos ou suas
propriedades. Um aluno neste nivel pode aprender vocabulario geométrico, identificar
formas especificas, reproduzir uma determinada forma. Este é um nivel mais basico
de raciocinio matematico, tipico das séries iniciais do ensino fundamental, onde
os alunos se dedicam, sob supervisdo e orientacdo do professor, a manipular as
figuras, observa-las e nomeé-las. Cabe observar que este nivel de raciocinio ndo €
exclusivo dos alunos no ensino fundamental séries iniciais, toda vez que o professor
apresentar conceitos novos aos seus alunos, eles passarao por esse nivel.

« NIVEL 2 - ANALISE: Neste nivel, os estudantes conseguem identificar e descrever
de modo informal, que as figuras geométricas sdo compostas por elementos e que
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possuem propriedades matematicas, e esta é a principal caracteristica que a difere
do nivel anterior, e a partir de experimentacdo podem deduzir e assim generalizar
outras propriedades, que desta vez, sejam desconhecidas.

NIVEL 3 - DEDUGAO INFORMAL: Em tal nivel, o aluno forma definicbes abstratas e
consegue formar relagdes de recursos em padroes e formas. Eles sabem distinguir
entre a necessidade e a suficiéncia das propriedades quando formam um conceito
geomeétrico. Assim, as classes padrao sao identificadas, a inclusao e a intersecao
de classes sdo compreendidas. No entanto, um aluno desse nivel ndo entende o
significado do raciocinio na totalidade ou o papel dos axiomas. Provas formais podem
ser seguidas, mas os alunos n&o entendem como construir uma prova a partir de
diferentes pontos de partida.

NIVEL 4 - DEDUCAO FORMAL: Este é o nivel, onde os alunos desenvolvem con-
juntos de afirmacdes, em que cada afirmacao é derivada de outra. A importancia
das conclusdes que se seguem, € entendida como um meio para criar uma teoria
geomeétrica. O aluno raciocina formalmente sobre um sistema matematico completo
em um contexto com termos indefinidos, axiomas, um sistema légico subjacente,
definicdes e teoremas. Um aluno desse nivel sabe como demonstrar teorias (e nao
apenas memoriza-las) e entende a possibilidade de desenvolver uma prova de mais
de uma maneira.

NIVEL 5 — RIGOR: Este é o nivel em que os alunos avaliam diferentes sistemas
dedutivos com muita precisédo. Eles comparam sistemas baseados em diferentes
axiomas e, na auséncia de modelos concretos, estudam diferentes geometrias.
Ele sabe aprofundar a andlise das caracteristicas de um sistema dedutivo, como
consisténcia, independéncia e completude de axiomas.

Caracteristicas dos Niveis

Os Van Hieles estabeleceram algumas generalizacbes que nos fornecem os in-

sights sobre o raciocinio que é particular a cada nivel do pensamento geométrico e, por

consequéncia, o0 modelo é descrito.

As caracteristicas esmiucadas servem aos professores como ferramentas na escolha

do qué e de como ensinar.

» Ordem ldgica: Os niveis devem progredir em ordem, como a maioria das teorias do

desenvolvimento. Trabalhando eficientemente em um determinado nivel, um aluno
deve ter dominado as técnicas dos niveis anteriores, isto &, os niveis de raciocinio
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de Van Hiele possuem uma estrutura recursiva, aquilo que foi aprendido no nivel
anterior (elementos implicitos) é utilizado no nivel posterior para estabelecer novos
conceitos (elementos explicitos) como demonstrado de forma resumida na tabela.

Tabela 1 — Tabela: Ordem ldgica

Elementos Explicitos Elementos Implicitos
Nivel 1 Figuras Partes e propriedades das figuras
Nivel 2 Partes e propriedades das figuras  Implicagbes entre propriedades
Nivel 3 Implicagbes entre propriedades Dedugéo formal e teoremas
Nivel 4 Deducao formal e teoremas

Portanto, as atividades propostas aos alunos devem ser construidas visando desen-
volver a habilidade implicita, possibilitando o desenvolvimento de forma coerente.

E comum observar alunos que, embora aparentem estar em um determinado nivel
de pensamento geométrico, enfrentam dificuldades quando séo propostos exercicios de
niveis mais avancados. Esses alunos frequentemente demonstram incompreensao e/ou
incapacidade de resolver tais exercicios. Isso ocorre porque, geralmente, foram submetidos
a um aprendizado baseado na memorizagao. Assim, ao se depararem com um problema
diferente dos exemplos memorizados, eles podem apresentar dificuldades ao identificar os
procedimentos necessarios para soluciona-lo.

+ Linguistica: A cada nivel o aluno amplia seu conhecimento em relagao aos simbo-
los linguisticos e as rela¢des conectadas a esses simbolos. Assim, adicionando
propriedades e compreendendo-as.

As diferentes capacidades de raciocinio associadas aos niveis do desenvolvimento
de raciocinio geométrico de Van Hiele ndo so6 refletem na forma como os alunos resolverdo
os problemas propostos, mas na forma como irdo se expressar.

Jaime e Gutiérrez exemplificam esta capacidade através do significado da palavra
“demonstrar”. Os alunos no nivel 1 ndo entendem seu significado no estudo da matematica,
ja para alunos no nivel 2, demonstrar é verificar a veracidade da afirmacéo, enquanto para os
alunos no nivel 3 as demonstracoes ja recorrem a argumentos baseados nas observacdes
de exemplos concretos e, finalmente, no nivel 4, a palavra possui significado usual entre os
matematicos.

Portanto, cada nivel de pensamento geométrico possui um vocabulario especifico,
e para ser compreendido por seus alunos, o professor deve adequar o seu vocabulario
ao nivel de seus alunos e guia-los ao nivel superior, para ndo provocar uma situagao de
incompreensao mutua.
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» Avanco: O progresso (ou a falta dele) de nivel para nivel depende dos métodos de
ensino, sempre verificando o nivel em que o aluno se encontra e sua maturidade,
nao permitindo que nenhum nivel seja pulado.

N&o se pode confundir a compreensdo da solugdo de um problema concreto, com
a aquisicao necessaria para se afirmar que o aluno esta em outro nivel de pensamento
geomeétrico.

Cada nivel de Van Hiele se caracteriza por diversas habilidades de raciocinio im-
portantes e apenas ap6s o dominio adequado de todas as habilidades descritas pode-se
considerar que um certo nivel de pensamento geométrico foi adquirido.

Em diversos estudos observou-se que alunos utilizam de forma simultanea habilida-
des de diferentes niveis na resolugao de problemas. Segundo Jaime e Gutiérrez (1990), a
transicao de um nivel para outro se produz de maneira gradual e durante um periodo o aluno
se encontrara em transicéo, durante a qual combinara diversos niveis de raciocinios. Isto
se evidencia quando um estudante de um nivel superior encontra dificuldade na resolugao
de um determinado problema €, na busca de seguranca, se utiliza de recursos de um nivel
inferior.

4.1.6 A Evolucao de Niveis

Professores que desejem utilizar a teoria de Van Hiele em suas aulas precisam
identificar exatamente em qual dos niveis de pensamento geométrico seus alunos se
encontram, para poder determinar um planejamento com linguagem e materiais adequados.

Professores investigadores que trabalham com o modelo de Van Hiele utilizam como
metodo para determinar o nivel de seus alunos, entrevistas individuais ou atividades para o
coletivo, nas quais cada aluno procura resolver aquilo que é proposto e, dialogando sobre
as possiveis solugdes, o professor identifica quais as habilidades evidenciada de cada nivel.
Apesar das entrevistas obterem resultados mais precisos, as atividades escritas séo as
mais utilizadas, devido a impossibilidade de atendimento individualizado nas salas de aula.

De qualquer maneira, ao se medir um nivel de pensamento geométrico dos alunos,
€ preciso:

* Que as atividades selecionadas visando identificar os niveis de pensamento geo-
métrico proponham solugdes em que os alunos devam explicar suas estratégias e
justificar os passos da resolugéo;

* Que ao analisar a solucéo dos alunos, nao verifiqgue-se somente se o aluno chegou
ao resultado esperado, mas sim se pdde usar propriedades, e como as utilizou, para
que assim se possa determinar em qual nivel de pensamento geométrico o aluno
enquadra-se;
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* Que quando nao se tem uma ideia prévia do nivel em que seus alunos se enquadram,
selecione-se atividades que possam ser resolvidas por alunos nos quatro niveis de
pensamento geométrico, e portanto o professor deve pensar em resolugdes que se
encaixem nesses quatro niveis;

* Que se tenha ciéncia de que as atividades podem ser resolvidas corretamente de
diferentes maneiras, e isto inclui alunos de todos os niveis.

4.1.7 Processo de aprendizagem

Como mencionado anteriormente, os Van Hieles afirmam que o avango através
dos niveis depende mais da instrucao recebida do que da idade ou maturidade, diferenca
fundamental entre os modelos de aprendizagem de Piaget e Van Hiele.

Jaime e Gutierrez (1990) citam um trecho onde Van Hiele menciona essa diferenca:

A impossibilidade das criangas para pensar logicamente nao procede da falta de
maturidade, mas sim da falta de conhecimento das regras do jogo da légica. Uma
crianga nao tem a sua disposigao as estruturas a partir das quais se originam as
perguntas. Nao podem entender as questdes, pois ndo terminaram o processo de
aprendizagem que as levam ao nivel posterior de pensamento. A importancia da
idade das criangas se refere ao fato de nao ter havido tempo suficiente para leva-
las ao que é suficientemente necessario no processo de aprendizagem (Jaime;
Gutiérez, 1990, p. 332, tradugao nossa).

Consequentemente, tanto o formato e a estrutura da instrugédo, bem como a escolha
dos conteudos e dos materiais didaticos sao preocupacdes didaticas altamente relevantes.

Segundo Jaime e Gutiérrez (1990), a transicdo de um nivel de Van Hiele para
outro superior diz respeito ao processo pelo qual um aluno aprende a utilizar métodos e
ferramentas de raciocinio ja estudados, a decidir onde utiliza-lo, mesmo sendo de um nivel
anterior, permitindo o aprofundamento de seus conhecimentos geométricos.

Estas modificac6es consistem na transformacao das estruturas mentais atuais em
outras mais complexas, onde se é capaz de relacionar os conceitos assimilados com as
relagdes estabelecidas entre esses conceitos. Entdo, podemos concluir que a evolugao nos
niveis de Van Hiele se da pela capacidade de incorporar conceitos ja aprendidos, aos novos
conceitos, relacionando-os.

Ao analisarmos as estruturas dos tipos de raciocinio proprios em seus diferentes ni-
veis e observarmos os elementos, as operagdes e as propriedades utilizadas em cada nivel,
percebemos que é possivel criar uma rede de relagdes analogas. Com isso, descartando o
nivel 1, temos que:

* No nivel 2, o elemento utilizado é a proposicao légica, o estudante nesse nivel é
capaz de relacionar propriedades diante de afirmagdes que podem ser consideradas
falsas ou verdadeiras dependendo de sua aplicagao.
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* No nivel 3, os estudantes adquirem capacidade de relacionar logicamente uma
afirmacao com outra, estabelecendo relagdes simples de modo informal ou formal.

* No nivel 4, o estudante adquire completamente a capacidade de raciocinio mate-
matico. As novas relagdes se constroem mediante a redugcao da anterior, onde 0
conjunto de proposi¢des conectadas por implicacdes simples, se convertem em
teoremas, que se convertem em axiomas, definicoes.

A ideia central do modelo de Van Hiele é de que a aquisi¢do de novas habilidades de
raciocinio matematico se da pelas experiéncias vividas pelo estudante, que podem ou nao
ocorrer em sala de aula. Portanto, o ensino adequado é aquele que proporciona ao aluno
essas experiéncias através de metodologias ativas, por meio das quais o aluno participa
ativamente de todo o processo.

4.1.8 Fases de aprendizagem segundo o modelo de Van Hiele

Para Van Hiele, as fases de aprendizagem sao etapas que o estudante deve cumprir
e, desta forma, adquirir experiéncias que o levem ao préximo nivel de raciocinio geométrico,
e para tal, € necessario que haja, por parte dele, conhecimentos basicos satisfatérios.

As cinco fases séo:

» Fase 1- Informagéo ou investigacao: Nesta fase, o aluno entra em contato com aquilo
que sera estudado. O professor informa o que sera trabalhado, como sera trabalhado,
e quais sado os pré-requisitos necessarios. De forma autdnoma o aluno podera
se organizar, e até mesmo, rever os conteudos selecionados como pré-requisitos
necessarios.

Tanto a utilizagdo de um vocabulario especifico e correspondente ao nivel, quanto
as observacgdes feitas e perguntas colocadas, possuem dois propésitos:

1) Verificar o conhecimento prévio do aluno;

2) Informar aos alunos a dire¢do e o aprofundamento desse conhecimento.

 Fase 2- Orientacao dirigida: O objetivo principal desta fase é conseguir que os alunos
descubram, compreendam e aprendam quais 0s conceitos, propriedades, figuras,
etc., principais para a area estudada da geometria, para que ocorra a constru¢cao dos
elementos basicos relacionados a este novo nivel. Van Hiele ressalta a importancia
da escolha das atividades para que essa construgao ocorra.

» Fase 3- Explicacdo: Os alunos expressam e discutem suas opinides em construgao
sobre as estruturas que viram, com base em suas experiéncias anteriores. Essa
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discussao se torna mais rica, quando surgem pontos de vistas divergentes, colocando
o aluno para justificar sua resposta, descrevendo as estratégias de sua resolucéo,
sempre com justificativas pautadas nos conteudos estudados.

Nesta fase, espera-se que os alunos observem as regularidades com intengao de
generalizar as teorias.

A responsabilidade do professor é minima, além de ajudar os alunos a usar um
vocabulario preciso e adequado. Nesta etapa, a estrutura relacional do nivel comeca a ficar
clara.

Concluimos que esta é a fase onde o aluno realiza uma revisdo dos conteudos ja
trabalhados de um ponto de vista das conclusdes, da pratica e do perfeccionismo e na
forma de se expressar.

» Fase 4- Orientacao Livre: Nesta fase, os alunos aplicam os conceitos utilizando o
vocabulario que acabaram de adquirir em atividades mais desafiadoras.

Para tal, o professor deve planejar as atividades priorizando as que apresentem
diferentes solugdes, levando o aluno a aplicar os conhecimentos prévios adequadamente.

As atividades, nesta fase, devem utilizar novos conceitos e propriedades, ndo devem
ser exercicios visando aplicagdo e sim, apresentar novas situagdes que permitam varios
caminhos de resolucao, estabelecendo relagdes mais completas.

» Fase 5- Integracao: O objetivo é que os alunos construam uma visao geral da nova
rede de objetos e relagcdes, revisando e resumindo o que aprenderam. A contribuicao
do professor deve ser de fornecer, como Van Hiele chamava, “pesquisas globais”

dos assuntos que seus alunos aprenderam, ajudando-os na sintese. Mas é crucial

que nada de novo seja apresentado nestes resumos. Os conhecimentos que se

formaram serao delineados e seu contexto histérico, examinado.

A fase 5 é aquela na qual os alunos atingem um novo nivel de pensamento. Os
alunos estao preparados para repetir as fases de aprendizagem no proximo nivel, quando o
novo dominio de pensamento substitui 0 antigo.

Conforme as experiéncias baseadas em Van Hiele, as criangas devem ser expostas
a uma ampla variedade de experiéncias geométricas (como recortes, dobraduras, canudos,
mosaicos, tangrans e quebra-cabegas geométricos), que possam ajudar, nos primeiros
anos do ensino fundamental, a fornecer experiéncias de exploragao.

Nos niveis 1 e 2, aproximadamente, as experiéncias do ensino fundamental e médio
podem incluir o trabalho com tabelas, cole¢des de formas, “cartdes de propriedade”, entre
outros.

Algumas caracteristicas das fases de aprendizagem devem ser observadas com
atencao pelo professor ao selecionar as atividades:
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E importante refletir sobre as diferengas existentes entre as fases, pois as atividades
propostas devem contemplar os objetivos de cada fase.

1) Na fase da Informacéo, as atividades nao tém por objetivo a resolugcao dos exercicios;

2) Na fase da Orientacgao dirigida, os problemas tém por objetivo estabelecer os princi-
pais elementos a serem estudados;

3) Na fase de Orientacao livre, os problemas devem ser mais complexos dos apresen-
tados na fase anterior, obrigando os alunos a utilizar dos conhecimentos préevios na
resolugéo.

Pensando no processo completo de desenvolvimento do raciocinio, a aquisicao dos
niveis superiores € um processo que podera levar anos, e, em alguns casos, alunos podem
terminar a educagéo basica no mesmo nivel em que a iniciaram.

Em sua tese de doutorado, Dina Van Hiele descreve o ensino de geometria conforme
0s niveis de raciocinio de um ano do ensino fundamental anos finais (12-13 anos), o que
no Brasil corresponderia ao 7° ano, e pontua que seus alunos passaram do nivel 1 para
o nivel 2 em apenas uma semana, porém ao término do curso ndao haviam alcangcado o
proximo nivel. Concluindo que nao poderao ocorrer rupturas no processo de aprendizagem,
ao terminar a ultima fase de um nivel, inicia-se o trabalho a partir da primeira fase, mas ja
no nivel posterior.

Os Van Hieles estabeleceram algumas generalizagées que nos fornecem os insights
sobre o raciocinio que é particular a cada nivel do pensamento geométrico e que, por
consequéncia, descrevem o modelo em questao.

Essas caracteristicas servem aos professores como ferramentas na escolha de o
qué e de como ensinar.

1) Ordem légica: Os niveis devem progredir em ordem, como a maioria das teorias do
desenvolvimento. Trabalhar eficientemente em um determinado nivel, significa que o
aluno deva ter dominado as técnicas dos niveis anteriores.

2) Avancgo: O progresso, ou a falta dele, de nivel em nivel, depende dos métodos de
ensino, sempre verificando o nivel em que o aluno se encontra e sua maturidade,
nao permitindo que nenhum nivel seja pulado.

3) Intrinseco e extrinseco: Aquilo que foi aprendido no nivel anterior € utilizado no nivel
posterior e utilizado para estabelecer novos conceitos.

4) Linguistica: A cada nivel, o aluno amplia seu conhecimento em relagao aos simbolos
linguisticos, e também as rela¢des conectadas a esses simbolos. Assim, adicionando
propriedades e compreendendo-as, o0 aluno pode entender que, apos o estudo, por
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exemplo, dos paralelogramos, que o quadrado € um retangulo, porém o retangulo
nao é um quadrado. Esta nogéo linguistica € fundamental no nivel 2.

5) Incompatibilidade: A aprendizagem e o avanco pretendidos podem néo ocorrer se a
linguagem utilizada pelo professor e aluno estiverem em niveis diferentes. Portanto, o
aluno nao conseguira entender os processos cognitivos empregados pelo professor,
se este, com os livros didaticos, estiver em um nivel superior ao do aluno.

O professor ao reconhecer a importancia de incorporar a teoria de Van Hiele para
enriquecer e expandir o conhecimento existente sobre o processo de ensino e aprendizagem,
utiliza o modelo como um referencial que oferece diversas abordagens de comunicacdo com
os estudantes. Ele apresenta métodos para introduzir novos conceitos visando estimular a
compreensao e o desenvolvimento do raciocinio.

Quando utilizado como uma ferramenta, permite identificar o nivel de dificuldade
enfrentado pelos alunos e em que estagio de compreensao do pensamento geométrico eles
se encontram, capacitando os professores a implementar estratégias de ensino adaptadas,
por meio de técnicas de mediacdo pedagogica, que promovem um aprendizado mais eficaz
e duradouro.
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5 RECURSOS DIDATICOS NO ENSINO FUNDAMENTAL ANOS FINAIS

O ensino fundamental anos finais marca uma transig¢ao significante para os alunos do
ensino basico, que vivenciam mudancas fisicas, emocionais, cognitivas e sociais, proprias
do inicio da adolescéncia. Este € um momento importante para o desenvolvimento de areas
cerebrais e para o desenvolvimento da personalidade e da moralidade.

As mudangas inerentes a essa fase da vida envolvem a compreensao dos adoles-
centes como sujeitos em desenvolvimento, com singularidades e com formagdes identitarias
e culturais préprias, que exigem praticas escolares diferenciadas, capazes de contemplar
suas necessidades e diferentes modos de inser¢ao social.

Portanto, é importante pensar o ensino e a aprendizagem de forma progressiva e
integrada, ndo relacionada apenas ao curriculo, mas também, ao método e a continuidade
da experiéncia escolar, o que torna de extrema relevancia a escolha dos recursos didaticos.

O Programa Nacional do Livro e Material Didatico (PNLD) é um programa do Minis-
tério da Educacao, o qual avalia e oferece gratuitamente obras didaticas, pedagogicas e
literarias, entre outros materiais de apoio a pratica educativa, e que se destinam as trés
etapas da Educacao Basica, sendo normatizado pelo Decreto n° 9099, de 18 de julho de
2017, com o intuito de atender a seis objetivos:

1) Aprimorar o processo de ensino e aprendizagem nas escolas publicas de educagao basica,
com a consequente melhoria da qualidade da educagéo;

2) Garantir o padréao de qualidade do material de apoio a pratica educativa utilizado nas escolas
publicas de educacgao basica;

Democratizar 0 acesso as fontes de informacgéao e cultura;
Fomentar a leitura e o estimulo a atitude investigativa dos estudantes;
Apoiar a atualizag¢do, a autonomia e o desenvolvimento profissional do professor;

Apoiar a implementagao da Base Nacional Comum Curricular, além dos demais dispositivos
(Brasil, 2017).

Realizamos um levantamento de quais os livros didaticos para o 8.2 ano do Ensino
Fundamental anos finais no catdlogo do PNLD-2024 e, dentre eles, selecionamos dois
além do livro didatico adotado pela instituicao da qual fago parte do quadro docente, para,
pbs-analise, sugerirmos estratégias em conformidade com os niveis de desenvolvimento do
pensamento geométrico apresentando que se pautassem na teoria de Van Hiele.

5.1 Analise de Obras para o Ensino de Congruéncia de Triangulos no 82 Ano do
Ensino Fundamental Anos Finais

O estudo da geometria tem por finalidade desenvolver o0 pensamento geométrico,
incentivando o aluno a investigar propriedades, a estabelecer conjecturas e a produzir
argumentos geométricos convincentes. Nos anos finais do Ensino Fundamental, esperamos
que, ao estudar as figuras geométricas e suas propriedades, os alunos desenvolvam os
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conceitos de congruéncia e semelhanca, e que a partir dai, reconheca e represente figuras
simétricas.

A ideia central do modelo de Van Hiele é de que a aquisi¢ao de novas habilidades de
raciocinio matematico se da pelas experiéncias vividas pelo estudante, que podem - ou ndo
- ocorrer em sala de aula, e, sem que nos esquegamos de que criancas em uma mesma
sala de aula podem estar em niveis de desenvolvimento diferentes, faz-se necessario, ao
realizar a andlise do material didatico, considerar estes diversos niveis, e estabelecer o que
€ essencial para cada um deles.

Na tabela apresentada na dissertacdao de Pértile (2011), € possivel identificar os
objetivos a serem atingidos pelos alunos, e o que o livro didatico deve mostrar conforme a
Teoria de Van Hiele. Com base nela, desenvolvemos a tabela abaixo, a qual foi utilizada como
norteadora em nossas analises e sugestoes voltadas para os exercicios de congruéncia de
triangulos:

Figura 6 — Sugestoes para exercicios de congruéncia de triangulos

Fase 1: Investigagao:
Através da observacao
constatar a congruéncia.

Nivel 1 - Solicite que reproduza em outra folha a figura, recorte e faga
a comparagao manipulando o material . Aqui o aluno também podera
usar o papel vegetal e sobrepor as figuras.

Fase 2: Orientagéo
Dirigida: Indicar o caso de
congruéncia a partir dos
dados apresentados.

Nivel 2 - Sugira que faca uma tabela com os elementos do tridngulo
facilitando a visualizacdo do caso de congruéncia. Incentive a
perceber a congruéncia de outros elementos nao identificados como
congruentes utilizando conceitos ja estudados.

Fase 3: Explicagao
Justificar a congruéncia,
ampliando seu vocabulério.

Nivel 3 - Solicite que justifique cada caso descrevendo sem a
necessidade da utilizacao dos simbolos matematicos. Incentive a
perceber a congruéncia de outros elementos ndo identificados como
congruentes utilizando conceitos ja estudados.

Fase 4: Orientagao Livre:
Aplica conceitos ja
estudados utilizando
vocabulario que acabaram
de adquirir.

Fase 5: Integragao: Revisar

Nivel 4 - Solicite que utilize de conceitos anteriormente estudados
para justificar a congruéncia de outros elementos ndo identificados
como congruentes. Solicite que justifigue os casos de congruéncia
usando uma linguagem matematica mais formal.

e resumir o] que
aprenderam.
Fonte: De autoria propria.
5.1.1 Obra: Desafios da matematica com Enio Silveira.

Iniciaremos nossa andlise pelo livro Desafios da Matematica com Enio Silveira, da
editora Moderna, com registro na PNLD de n° 0021 P24 0100 020 020.
Na obra citada, o tema de congruéncia de triangulos é trabalhado no Capitulo 07, e

nele coloca-se como objetivos:

+ Levantar os conhecimentos previamente adquiridos pelos estudantes sobre os retangulos.
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 Verificar se os estudantes identificam triAngulos e quadrilateros em obras de arte (Silveira,
2022, p.135).

Os conceitos iniciais trabalhados estao relacionados ao desenvolvimento das com-
peténcias gerais e especificas da BNCC, além da habilidade EFO8MA14 que devera de-
senvolver a demonstracao de propriedades dos quadrilateros por meio da identificagdo da
congruéncia de triangulos.

Na obra foram disponibilizados 11 exercicios, dos quais analisamos 7 por tratarem
da condigao de existéncia e da congruéncia de triangulos.

Na introducéo do capitulo, os alunos séo incentivados através da apreciagao da
obra de arte de Pieter Cornellis Mondrian (1872-1944), a valorizar diferentes formas de
conhecimento e vivéncias culturais, exercitando a imaginagao, realizando pesquisa de forma
coletiva, possibilitando o desenvolvimento de diversas competéncias. O livro propde que o
aluno cite duas caracteristicas dos retangulos e, em equipe, pesquise obras de arte nas
quais seja possivel identificar figuras geométricas, e aqui em especifico, os triangulos e os
quadrilateros.

Figura 7 — Abertura do capitulo

Tridngulos e quadrilateros

Trocando ideias ¥|

Pieter Cornellis Mondran (1872-1944), também conhecida como Flet Mondrian, fol um pintar ho
landés. Suas obras se caracterizam pela presenga de bnhas retas ¢ de figunas retangulares, nas cores
wermelba, azul, amarela, preta e branca, que ele considerava as cores slementares do Universo. Analise
esta reprodugin de uma de suas obras

-

MEHDRAR, Pt Compriicie eom mimmdbe, drom an's poili,
b b bk, S5 om x 50,5 e, 1021,

No sitedio Museu de Arte Modema de Mowa York (EUA), & possivelconhecermals obras de Piet Mondrian.

Trecundo ieinie prin o b

Tl chons s da lados

intaemos slo o oe. 4

mmv Redra-se com um colega e pesquisem obras de arte emgque & possivel identificar figuras que se pare
cem com tridngulos e guadilateros. Depois, compartilhesm com a turma o gue encontraram.

r.:I- Cite duas caracteristicas dos retdngulos.

Mesbe capitulo, vamos estudar as trldngulos e os quadrildteros.
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Fonte: Silveira (2022, p.135).

Essa atividade atende a alunos em todos os niveis de pensamento geométrico, e
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para andlise, deixaremos de fora o nivel de rigor:

+ Os alunos no nivel de visualizacao tém a oportunidade de comparar as varias figuras
encontradas em sua pesquisa e de destacar diferencas existentes com relagcéo ao
triangulo.

 Aos alunos no nivel de andlise, é permitido fazerem a descrigao de figuras conforme
suas propriedades basicas, lados e angulos internos e externos.

* Os alunos no nivel de dedugéo informal podem observar a rigidez dos triangulos
argumentando sobre isso.

* Os alunos no nivel de deducao formal podem, ao identificarem os tridngulos nas
figuras, classifica-los conforme os lados e angulos.

Lembrando que as fases de aprendizagem no modelo de Van Hiele sao as etapas
a serem cumpridas para que o aluno adquira experiéncias que o levem ao préximo nivel
de raciocinio geométrico. Temos, com esta introdu¢éo, a oportunidade de trabalhar a fase
01, de investigagéo, que tem como objetivos tanto verificar o conhecimento prévio do aluno,
quanto informa-lo de como ocorrera a aquisicdo desse conhecimento. Isto pode ocorrer
quando os alunos citam as caracteristicas do retangulo identificando-o como uma figura
geométrica com 4 angulos retos e dois pares de lados paralelos e realizando a comparacao
com o tridngulo.

E interessante aqui questionar se o quadrado é um retangulo, e também, se é
possivel através do retangulo construirmos o tridngulo, direcionando os alunos para a fase
2 (orientacao dirigida), na qual descobrem, compreendem e aprendem os conceitos e
propriedades relacionadas. Com os questionamentos, espera-se que 0s alunos observem
as regularidades existentes, o que os leva a Fase 3 (explicagao), e por isso, o debate e o0s
questionamentos sdo muito valiosos.

Para a realizagao do Exercicio 1, exposto na figura abaixo, sugerimos a sequéncia
de questionamentos: Todos os retangulos tém as mesmas medidas? Todos os tridngulos
tém as mesmas medidas de lados? O que os diferencia? E neste momento, esperamos que
os alunos concluam que néo, e que acerca dos triangulos, observem que estes podem ser
classificados verificando-se seus lados (isésceles, equilatero e escaleno) e seus angulos
(retangulo, acutangulo e obtusangulo). O professor, sempre se atendo a sua linguagem,
utiliza-se de um vocabulario compreensivel aos seus alunos.
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Figura 8 — Exercicios da pagina 137

 Atividades

F3 Classifique cada um dos triingulos abaixo quanto is medidas de comprimento dos lados e 3s £
medidas de abertura dos jn;lu]u::. z

a) b) o

4¢cm — 4 om /30% b

1. a) aquila 1. b) l.g)

D E possivel construir um triingulo que tenha dois ingulos obtusos? Justifique sua resposta.

137

Fonte: Silveira (2022, p.137).

Analisando segundo os niveis de pensamento geométrico, estabelecemos as se-
guintes sugestdes, tendo em vista que neste exercicio € possivel trabalharmos as fases 1 e
2:

* Nivel 1: Na fase 1, o aluno realizara observacao, e anotara os dados observados.
Na fase 2, realizara a classificagao dos triangulos, partindo da comparacao dos con-
ceitos, com as observagdes anotadas por ele, sem se preocupar com o vocabulario.

* Nivel 2: Na fase 1, realizara a observacao e anotara os dados em uma tabela que
facilitara, na fase 2, a classificacdo dos tridngulos.

« Nivel 3: Apos observar (fase1), o aluno classificara os triangulos, justificando esta
classificagdo com o uso dos conceitos estudados.

* Nivel 4: Apés a observacgao (fase 1), o aluno realizara a classificagao justificando
com um vocabulario aprendido.

O autor propde no Exercicio 2 o seguinte questionamento: E possivel construir um
tridngulo que tenha dois angulos obtusos? Justifique sua resposta (Silveira, 2022, p.137)
. Neste exercicio, é possivel trabalhar as fases de aprendizagem 3 e 4, em que o aluno
aplicara os conceitos estudados e os prévios, adequadamente.

Para respondé-lo, é necessario que o aluno revisite conceitos anteriores, que trata-se
da soma dos angulos internos dos triangulos, e no intuito de atender a todos os alunos
em diferentes niveis, sugerimos a utilizagdo de materiais como canudos, e assim, com a
concretude dos objetos, os alunos poderdao manipula-los e ter a percepgao de que nao é
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possivel construir um triangulo com dois angulos obtusos, ou mesmo utilizar dobraduras
para demonstrar a soma dos angulos internos (nivel de visualizagao).

Para os alunos no nivel de analise, € possivel solicitar que eles descrevam as
possiveis variagcdes de angulos no triangulo, ja para os alunos no nivel de dedugéo informal,
que eles os classifiquem, enquanto os alunos no nivel de dedugéao formal, que expliquem
as diferentes variagdes de angulos, utilizando a soma dos angulos internos.

Para dar continuidade ao estudo, serao necessarios conceitos prévios, como as
propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, como ressalta o autor nas orientagdes para os
professores:

Comente com os estudantes que, para a congruéncia de triangulos, valem as
propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

* Reflexiva: todo tridngulo é congruente a si mesmo.

» Simétrica: se um triangulo ABC é congruente a um tridngulo A’'B'C’, entao o
triangulo A’B’C’ é congruente ao triangulo ABC.

« Transitiva: se um triangulo ABC é congruente a um triangulo DEF, e o triangulo
DEF é congruente a um triangulo A'B'C’, entao o triangulo ABC é congruente ao
triangulo A’B’C’ (Silveira, 2022, p.143).

Finalmente, com os conceitos adquiridos, os alunos estao prontos para estabelecer a
Congruéncia de triangulos, foco de nosso estudo. Aos alunos, que o professor Ihes proponha
o desafio de, utilizando suas préprias palavras, diferenciarem figuras semelhantes de figuras
congruentes, estabelecendo os conceitos geométricos tanto para semelhante como para
congruente.

Apo6s compreendido o conceito de congruéncia, o autor propde que, em equipes, 0s
alunos reproduzam trés triangulos que receberam impressos confeccionados pelo professor
conforme orientacdo (apenas dois deles congruentes), em folha de papel vegetal e, ap6s
0s recortarem, sobreponham-nos e determinem quais deles sdo congruentes, analisando
angulos e lados.

Organize a sala em grupos e distribua para cada grupo uma folha de papel com trés
tridngulos reproduzidos: dois deles devem ser congruentes e o outro ndo. Depois,
oriente os grupos a reproduzir os trés triangulos em uma folha de papel vegetal,
recortar essas figuras e tentar sobrepor umas as outras. Depois, questione-os: “E
possivel sobrepor essas figuras? Quais delas?”. Depois, solicite que analisem os
angulos e os lados dos triangulos que coincidiram e pergunte: “O que podemos
afirmar sobre a medida do comprimento dos lados correspondentes desses trian-
gulos? E sobre as medidas das aberturas dos angulos internos correspondentes?”
(Silveira, 2022, p. 142).

Outra sugestao seria dividir a sala em grupos e solicitar que cada um deles demonstre
um dos casos de congruéncia de triangulos.
Nesta atividade também € possivel trabalhar com alunos em todos os niveis:

 Visualizacao: Em figuras congruentes, comparar, por manipulagédo, os angulos e
lados do tridngulo.

 Andlise: Identificar os casos de congruéncia por meio da comparacao de figuras.
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» Dedugéo informal: Realizar dedugao por meio de figuras apresentadas.

* Deducéao formal: Realizar a deducao dos casos de congruéncia a partir das informa-
¢cbes dadas.

Por fim, na fase 5 (integracéo), os alunos devem elaborar um mapeamento dos
conhecimentos aprendidos, atingindo assim, um novo nivel de pensamento geométrico.

Em relacdo as atividades sugeridas pelo livro (Figura 9) , temos inicialmente a
verificagcao de congruéncia dos triangulos indicando o caso correspondente (fase 1), onde
o aluno, através da observagao, constata a congruéncia; em seguida € proposto que,
afirmando serem congruentes, ele deva indicar o caso que garanta esta congruéncia,
justificando-a, o que possibilitara o desenvolvimento das fases 2 e 3.

Figura 9 — Exercicio 7
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Fonte: Silveira (2022, p.144).

Atendendo a todos os niveis de pensamento geométrico, temos:

* Nivel 1: O aluno podera utilizar de uma folha de papel vegetal, e nela reproduzir um
dos tridngulos a ser comparado, e sobrepb-lo a outro tridngulo, definindo assim a
congruéncia, porém para tal, o professor deve fornecer ao aluno, em folha anexa,
essa construgdes com as medidas reais expressas no exercicio, ja que as figuras do
livro sdo meramente ilustrativas. Para indicar o caso de congruéncia conforme os
dados apresentados, o aluno podera utilizar-se da tabela previamente construida
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com auxilio do professor com todos os casos de congruéncia, e compara-la com os
dados apresentados no exercicio.

» Nivel 2: O aluno devera registrar os dados apresentados pelo exercicio e compara-los
com a tabela previamente construida com o auxilio do professor, onde propomos
constar as medidas de todos os elementos dos tridngulos.

* Nivel 3: O aluno deverd, por meio da observacao, definir a congruéncia de triangulos,
registrando a sua justificativa com os dados do exercicio, sem a necessidade de
uma linguagem formal, por exemplo, no item a) os triangulos sdo congruentes (com
medidas iguais), pois apresentam 2 lados e 1 angulo entre eles congruentes.

* Nivel 4: O aluno deverd, por meio da observacéao, definir a congruéncia de triangulos,
justificando, com a utilizacdo de uma linguagem formal, o caso de congruéncia
correspondente, por exemplo, no item a) os triangulos sdo congruentes pelo caso de
congruéncia LAL (lado-angulo-lado).

No Exercicio 8, podem, assim como no exercicio anterior, ser desenvolvidas as fases
2 e 3, no entanto, as figuras possuem um lado em comum, algo que deve ser notado e
registrado pelos alunos, e que ja estao definidas como congruentes.

Figura 10 — Exercicio 8

I 1 Ostriingulos de cada item sdo congruentes
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B. a) H (] {

A

8) ACAD e ACBD

Fonte: Silveira (2022, p.145).

Atendendo a todos os niveis de pensamento geométrico, ndo temos muita alteragéo
em relacao ao exercicio anterior:
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« Nivel 1: Indicar o caso de congruéncia conforme os dados, utilizando para comparar
os dados apresentados no exercicio anterior, a tabela previamente construida pelo
professor com o intuito de auxiliar o aluno, com todos os casos de congruéncia.

« Nivel 2: O aluno devera registrar os dados apresentados pelo exercicio e compara-los
com a tabela previamente construida.

 Nivel 3: Registrar a justificativa com os dados do exercicio, sem a necessidade de
uma linguagem formal.

* Nivel 4: Justificar, com a utilizagdo de uma linguagem formal, o caso de congruéncia
correspondente.

Nos exercicios 9, 10 e 11, é possivel trabalhar a fase 4, quando o aluno tem a
oportunidade de aplicar os conceitos aprendidos e, para finalizar as fases de aprendizagem,
possivelmente atingindo assim o proximo nivel de pensamento geométrico, de criar uma
atividade desafiadora para o colega e, para tal, € necessario conhecer, compreender e
relacionar os conceitos recentemente aprendidos.

Figura 11 — Exercicio 9

') Por que podemos afirmar que AM = MB?
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Fonte: Silveira (2022, p.145).

Analisemos o Exercicio 9, no qual o autor solicita que se justifique a congruéncia
dos tridngulos da figura. Observamos cada um dos niveis:

* Nivel 1: O aluno deve utilizar a tabela de casos de congruéncia e buscar por um caso
que possa ser utilizado no exercicio. Se necessario, permitir a utilizagdo de materiais
que possam auxiliar na visualizagao.

* Nivel 2: O aluno deve utilizar a tabela de casos de congruéncia e buscar por um
caso que possa ser utilizado no exercicio.

* Nivel 3: O aluno deve perceber o caso de congruéncia observando os dados da
figura, notando a congruéncia dos angulos opostos pelo vértice, o que € um contetdo
anteriormente ja trabalhado.
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* Nivel 4: O aluno deve justificar sua resposta, utilizando-se tanto do caso de con-
gruéncia quanto do conceito de angulos opostos pelo vértice.

O Exercicio 10 propde que provemos a congruéncia de dois segmentos de reta que
formam um tridngulo inscrito no quadrado com vértice no ponto médio de um dos lados do
quadrado.

Figura 12 — Exercicio 10

10/ No quadrado ABCD, M é o ponto médio de
AB. Prove que MC = MD.

A u

100 MO & MD, pois
T =,

SAMD & S BMO
(caso LAL)

Fonte: Silveira (2022, p.145).

Para a resolugdo, os alunos devem ser comunicados de que, para ser provado, sao
necessarios conceitos previamente estudados, e que existem diversos caminhos, e que
portanto, cabera ao aluno argumentar de forma consistente e matematicamente verdadeira
a partir das informacdes fornecidas: ABCD é quadrado e M é ponto médio de AB para
chegar a conclusao de que os segmentos MC e MD sao congruentes.

Os alunos nos niveis 1 e 2 provavelmente apresentaram mais dificuldade em associar
0s conceitos relacionados ao quadrado e ao ponto médio, podendo utilizar de um quadrado
recortado em folha avulsa para manipula-lo marcando varios pontos em um dos lados do
quadrado, os quais servirdo de vértice para o triangulo. Importante deixar que os alunos
concluam que somente sera possivel ter os segmentos congruentes, quando o vértice
estiver no ponto médio.

E interessante que em cada tentativa frustrada incentivados pelo professor, os alunos
descrevam o0 motivo que era suposto, para depois da discussdo com seus colegas acerca
das respostas encontradas com a participacdo e orientacdo do professor, ele consiga
relacionar os conceitos previamente estudados com a prova solicitada.

O Exercicio 11 € bastante semelhante ao Exercicio 8, e, para resolvé-lo, poderao ser
utilizadas as mesmas estratégias.
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Figura 13 — Exercicio 11
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Fonte: Silveira (2022, p.145).

Resumidamente, todas as atividades propostas pelo livro podem ser utilizadas com
alunos de todos os niveis de pensamento geométrico, e favorecem, através das fases de
aprendizagem, a progressao de nivel conforme a Teoria de Van Hiele.

5.1.2 CObra: Arariba Conecta Matematica - 8.2 ano

Realizaremos a analise do livro Arariba Conecta Matematica - 8° ano da editora
Moderna com registro na PNLD de n° 0020 P24 0100 020 020. Por ser uma obra coletiva,
consta como responsavel a co-autora Mara Regina Garcia Gay.

Nesta obra a congruéncia de tridngulos é tratada no Capitulo 03 e disponibiliza 5
exercicios que abordam o tema. Os autores descrevem os objetivos como sendo:

Reconhecer o formato triangular em diversas areas do conhecimento.
Reconhecer a condigdo de existéncia de um triangulo.

Classificar triangulos quanto aos lados e quanto aos angulos. (Gay, 2022, p.82).

As habilidades da BNCC trabalhadas neste capitulo sdo EFO8MA15 e EFO8MA23,
cuja descricao consta no Capitulo 4 do nosso trabalho.
O capitulo do livro esta organizado da seguinte forma:

1) Condicao de existéncia de um triangulo;

2) Classificagao dos triangulos;

3) Soma das medidas de abertura dos angulos internos;

4) Relagao entre um angulo externo e dois angulos internos nao adjacentes;
5) Pontos notaveis de um triangulo;

6) Congruéncia;

7) Casos de congruéncia de triangulos.

Para o estudo deste capitulo, os autores orientam a retomada do estudo dos triangu-
los (elementos, condicdo de existéncia, soma das medidas de abertura de seus angulos
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internos e classificacao quanto aos lados e quanto aos angulos) destacando a importan-
cia da rigidez dos triangulos utilizados em construgdes pela Engenharia e Arquitetura e,
para tal, apresenta a figura das estruturas triangulares em Biosphere, museu dedicado ao
meio ambiente, em Montreal, Canada, 2020, sugerindo a pesquisa de outras imagens que
retratem esta utilizagéo.

Figura 14 — Introducao do capitulo sobre congruéncia de triangulos
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Fonte: Gay (2022, p.82).

A atividade sugerida na introducao do capitulo, na pagina 82, propicia o desenvol-
vimento da fase 1 de aprendizado de Van Hiele, ja que o aluno podera pesquisar obras
que utilizem do tridngulo e sua rigidez, e classifica-los analisando seus elementos. Desta
forma, realizara a verificagdo dos conhecimentos prévios com a retomada dos pré-requisitos
necessarios. Esta atividade pode ser realizada por alunos classificados em todos os niveis
de pensamento geométrico, e aqui, mais uma vez, deixaremos de fora da analise, o nivel
de rigor:
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» O aluno de nivel 1 observara as figuras, para em seguida identificar triangulos e
quadrilateros;

» O aluno de nivel 2 identificara ndo somente as figuras, mas podera descrevé-la
esmiucando seus elementos;

* O aluno de nivel 3 além de identificar as figuras e seus elementos, podera compara-
los e apontar o que difere um tridngulo de um quadrilatero no tocante a seus lados e
angulos;

» O aluno de nivel 4 podera descrever essas diferengas de modo mais formal, utilizando-
se de conceitos ja aprendidos para justificar a definicdo de um tridngulo e um
quadrilatero.

No estudo da condigao de existéncia dos triangulos, o livro orienta a realizagao de
um experimento com canudos para elaborarem hip6teses sobre essa condicao, conforme a
fase 2 de orientagéo dirigida:

[...]Leve para a sala de aula diversos trios de canudinhos ou palitos de madeira
com medidas de comprimento variados, de modo que alguns desses trios formem
tridngulos e outros ndo. Apds as tentativas de obter tridngulos, pega aos estudantes
que megam o comprimento dos lados das figuras formadas e elaborem hip6teses
sobre a condig¢ao de existéncia de um triangulo.

* Ao tentar construir um triangulo, os estudantes vao perceber que nao é possivel
obter um tridngulo com as medidas de comprimento indicadas. Comente com eles
que, antes de tentar construir o triangulo, é possivel verificar a existéncia dele, pois
s6 é possivel construir um tridangulo quando a soma das medidas de comprimento
de dois de seus lados é maior que a medida de comprimento do terceiro lado.
(Gay, 2022, p.83).

Na retomada da classificagao dos triangulos e no estudo de seus angulos (soma da
medida dos angulos internos e a relagao entre um angulo externo e dois angulos internos
nao adjacentes), o autor ressalta que, na demonstragao, podera ser utilizada a relagao entre
os angulos formados por retas paralelas cortadas por uma transversal, e orienta a retomada
deste assunto, o que ocorrera na fase 3 de aprendizagem.

E proposto que, em grupos, por meio de experimentacio, os alunos tentem descobrir
a relagdo, em um tridngulo qualquer, entre a medida de abertura de um angulo externo
e dos dois angulos internos nao adjacentes a ele. Tal experiéncia pode ser utilizada na
Fase 4, propondo que os grupos relatem suas descobertas e que confrontem-nas com
as descobertas dos colegas, iniciando um debate sobre as possiveis divergéncias, no
qual cada grupo justificar-se-4, descrevendo sua resolugao com afirmagdes pautadas nos
estudos anteriores, €, como conclusao, que organizem os conceitos aprendidos e escrevam
a sintese (fase 5).

Essas atividades também podem ser trabalhadas com alunos de todos os niveis de
desenvolvimento geométrico, lembrando que, para alunos de niveis diferentes, o professor
deve utilizar linguagens diferentes.
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Reiniciamos as fases de aprendizagem com o conceito dos pontos notaveis do
triangulo. O livro propde a utilizagdo dos instrumentos de desenho e de dobraduras na
construgcdo da mediana, da altura, da bissetriz e da mediatriz de um triangulo, oportunidade
para verificar os conhecimentos prévios (fase 1) e definir cada ponto notavel (fase 2).

Os estudantes podem ser levados as fases 3, 4 e 5 com a experiéncia sugerida
no livro: “verificar na pratica que o triangulo fica em equilibrio ao apoiar o baricentro na
ponta do lapis”(Gay, 2022, p.210). Incentive uma discussao sobre os motivos para ocorrer o
equilibrio, e proponha que tentem o equilibrio em outros pontos, para que, apoés definidos,
construam um diagrama a ser utilizado para organizar informac¢des de maneira visual.

Devemos lembrar que os estudantes no nivel 1 de pensamento geométrico enxergam
as figuras de maneira global, portanto, necessitam de recursos para identificar propriedades
e caracteristicas de cada ponto notavel, e para tal sugerimos a utilizacao de dobraduras
com tridngulos escalenos e obtusangulos. Os autores descrevem esta sugestdao no manual
do professor:

Por meio das construgdes feitas com papel é possivel verificar experimentalmente
algumas propriedades, como o fato de o incentro ser equidistante dos trés lados
do triangulo. Peca aos estudantes que tracem a circunferéncia inscrita ao triangulo
que construiram.(Gay, 2022, p.92).

Em relagdo ao uso de dobraduras como estratégia, o livro apresenta algumas
sugestdes nas orientagcdes ao professor:

» Para obtencdo das medianas e do baricentro:

Para obter as medianas e sua intersecgao (baricentro) com dobraduras de papel,
peca aos estudantes que recortem tridngulos quaisquer (inicialmente triangulos
escalenos e acutangulos) e sigam os procedimentos indicados abaixo.

1. Obter os pontos médios M1, M2 e M3 dos lados BC, AC e AB por dobradura de
um lado sobre ele mesmo.

2. Tragar as medianas A M1, B M2 e C M3, obtendo o baricentro G.
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Figura 15 — Dobradura: Mediana e Baricentro
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Fonte: Gay (2022, p.88).

» Para obtencao das bissetrizes e do incentro:

Figura 16 — Dobradura - Bissetrizes e Incentro
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Fonte: Gay (2022, p.91).

» Para obtencéo das alturas e do ortocentro:
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Para obter as alturas e sua intersecgao (ortocentro) com dobraduras de papel,
peca aos estudantes que recortem tridngulos quaisquer (exceto obtusangulos,
pois nesse caso 0 ortocentro encontra—se na regido externa do tridngulo) e sigam
os procedimentos indicados abaixo.

1. Dobrar um lado sobre ele mesmo, de modo que o vinco passe pelo vértice que
nao pertence a esse lado, obtendo as alturas AH1, BH2 e CH3 .

2. As trés alturas de um tridngulo encontram-se em um mesmo ponto H, chamado
ortocentro do triangulo.(Gay, 2022, p. 90).

Figura 17 — Dobradura: Altura e Ortocentro
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Fonte: Gay (2022, p.90).

A estratégia das dobraduras também podera ser utilizada com alunos no nivel 2 de
pensamento geométrico, porém por conseguirem identificar algumas relagdes ja estudadas,
a experiéncia pode ser ampliada com triangulos com outras caracteristicas, nao apenas o0s
escalenos e acutangulos.

Alunos nos demais niveis de pensamento geométrico poderdo desenvolver as habi-
lidades relacionadas ao conceito de pontos notaveis (EFO8MA15) utilizando construg¢des
com instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica.

Os autores iniciam o estudo da Congruéncia de triangulos e destacam como seus
objetivos tanto a compreensao do conceito de congruéncia de triangulos quanto o reconhe-
cimento de triangulos congruentes utilizando os casos de congruéncia.

A sugestao para este topico € a de que os alunos pesquisem o que significam as
palavras congruente e semelhante enquanto termos da geometria e que comparem-nas
(fase1), ressaltando este contraste em especial para alunos nos niveis de pensamento
geométrico 1 e 2, que compreendera melhor este conceito se puder experimentar concreta-
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mente o que pode ser feito, por exemplo, com a utilizagdo de uma malha quadriculada, o
que facilita ainda mais a visualizagao.

O préximo passo € definir quando tridngulos serao congruentes e espera-se que
percebam que é necessario verificar apenas trés pares de elementos em determinada
ordem (fase 2).

Alunos no nivel de pensamento geométrico 1 e 2 devem experimenta-lo por meio da
construgao de dois triangulos com dois lados congruentes apenas, percebendo que se o
angulo entre eles nao for congruente, estes tridngulos ndo serdao congruentes.

Os alunos nos demais niveis de pensamento geométrico podem, por experimenta-
¢ao, tentar encontrar todos os casos de congruéncia, e, de forma adequada a seu nivel de
pensamento geométrico, demonstrar para os demais colegas. Alunos no nivel de pensa-
mento geométrico 3 poderdo usar como estratégias 0s casos que experimentados que nao
validaram a congruéncia dos tridngulos (fases 3 e 4).

Com os exercicios propostos, podemos trabalhar todas as fases de aprendizagem,
em todos os niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico. No Exercicio 1, os
alunos por meio de observacgao (fase 1) indicardo quais sdo os triangulos congruentes e
qual caso de congruéncia de triangulos pode ser indicado segundo os dados informados
(fase 2).

Figura 18 — Exercicio 1
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Fonte: Gay (2022, p.98).

Conforme os niveis de pensamento geométrico, temos:

« Nivel 1: E importante ressaltar aos alunos que as figuras sio ilustrativas, portanto,
eles devem buscar os pares de triangulos congruentes por meio dos dados dis-
poniveis no exercicio. Como alunos no nivel 1 utilizam as imagens como meio de
desenvolver e processar os conceitos estudados, devem utilizar também a com-
paracao entre os triangulos para identificar os congruentes e indicar o caso de
congruéncia.
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+ Nivel 2: Os alunos devem descrever cada triangulo e realizar a comparacao indicando
0 caso de congruéncia de triangulos.

* Nivel 3: Os alunos devem descrever os tridngulos e indicar o caso de congruéncia
correspondente, justificando sua resposta.

+ Nivel 4: O aluno devera usar uma linguagem matematicamente correta para justificar
a congruéncia de triangulos. O aluno desse nivel deve perceber que triangulos
com 3 angulos congruentes ndo necessariamente sao congruentes, portanto AAA
(angulo-angulo-angulo) nao é um caso de congruéncia.

Nos exercicios 2 e 3 é possivel desenvolver a fase 2, e ja que ambos os exercicios

7

tém por objetivo estabelecer os conceitos aprendidos, € interessante que alunos que
utilizaram diferentes casos de congruéncia tenham a oportunidade de justificar sua opgao.
Perceba-se que o Exercicio 3 oportuniza organizar os conceitos aprendidos, identificando
as sentencas verdadeiras e corrigindo as sentencas falsas.

Figura 19 — Exercicios 2e 3

2 aj AARC W ADCE ) .
Ciesn LA s hnguicc ARG @ DO
= lndor AP O +ladn: BC fado pomum)
1. Erncada figura a sequir hé um par de tidngu-
los congrusntes. [dentifique esses tidngulos
e indigque o caso de congruéncia. Justiique
s respasts.

al B o

a 4 DBG
ki E = fmaukor ABC @ DBG
C [\ comus
AL Ul ACBw DOS
A £ o

3 alemadvas boo

1. Copi=no cademo as afirmagdes verdadeinas.
8l S dois trifngulos ¥moas trés Sngulos respec-
trearenbe congnusntes eles 5o oongruentes.

bl Pam construirum tidngulo retingulo, besta
conkecer 8 medida deos dois cakstos.

¢l Diois tridngulos retingulos que tém os catebos
congruentes B0 congnientes.

Fonte: Gay (2022, p.99).

Aqueles alunos que estiverem no nivel 1 de pensamento geométrico possuem uma
visdo global da figura, nao identificando propriedades relacionadas ja estudadas, por esse
motivo, precisarao de auxilio para perceber que os tracinhos na figura indicam que possuem
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o mesmo tamanho. No Exercicio 3, estes mesmos alunos poderdo desenha-la para que os
auxilie na interpretacao e definicdo dos casos verdadeiros.

Os alunos que tiverem o nivel de pensamento geométrico de andlise ja conseguem
diferenciar os casos de congruéncia. E importante que os alunos criem o habito de escrever
suas justificativas, por exemplo, no item a), o caso de congruéncia é o LAL (lado-angulo-
lado), ja que possui 1 lado em comum, 1 lado congruente e 1 angulo congruente. Os
estudantes devem perceber, neste nivel, que a ordem dos elementos congruentes deve ser
respeitada para que os dois triangulos sejam congruentes.

Alunos nos niveis de pensamento geométrico 3 e 4 ja conseguem argumentar e
relacionar conceitos ja aprendidos. Por exemplo, no item a) do Exercicio 2, os alunos podem
ser incentivados com o questionamento: € possivel concluir que os angulos nomeados como
X sejam congruentes usando conceitos anteriores? Alunos no nivel 4 poderéo relacionar
os angulos formados por retas paralelas cortadas por uma transversal com a congruéncia
destes angulos.

Depois do estudo dos casos de congruéncia de tridngulos, os estudantes devem
verbalizar o que aprenderam, apresentando suas conclusdes e sinteses para os colegas.
Agora, avaliaremos o que aprenderam e 0 modo como se comunicam matematicamente.

No Exercicio 4, pode-se trabalhar a fase 3, quando o aluno se utilizara dos conceitos
apreendidos, para descobrir 0os valores ocultos. Ja no Exercicio 5, um exercicio desafiador,
os alunos, tendo em mente a fase 4, devem mostrar suas resolugdes e compara-las com
as demais solucdes e para por fim, na fase 5 criarem um roteiro para as diversas solucoes
encontradas neste exercicio.

Figura 20 — Exercicio 4 e 5.

4. 2) Z b4 ) 3. d) B
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Frmine & mediaamem ead case. 5. Dhserve oz tridngulas formados nia figurs a

al <l ; E seguir & identifique oz Tidngulos congruenites
f‘:g\_\‘ % saberdo quer ' s ¥ tequea ' b
q -
s 5 & g B
£ o ! | =T
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3 wE ' - .
[ e . TR F
1 —

Fonte: Gay (2022, p.99).

Todas as atividades proposta pelo livro podem ser utilizadas com alunos de todos
0s niveis de pensamento geométrico e favorecem atraves das fases de aprendizagem a
progressao de nivel conforme a Teoria de Van Hiele.
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5.1.3 Obra: Matematica e Realidade - 8°ano

Analisaremos a seguir a obra Mateméatica e Realidade - 8° ano de autoria de Gelson
lezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado, da editora Saraiva.

A congruéncia de tridngulos é estudada na unidade 2, em especifico no Capitulo
6 e oferece 29 exercicios, porém apenas 12 foram analisados por tratarem do assunto de
objetivo de estudo, o qual subdivide-se em:

+ A ideia de congruéncia de triangulos;
» Conceito matematico de congruéncia de triangulos;

» Casos de congruéncia.

A habilidade na BNCC que sera desenvolvida com este estudo, segundo os autores
€ a EFO8MA14, descrita no Capitulo 3 de nosso trabalho.
Na abertura da unidade, o livro traz a proposta referente ao jogo de bilhar:

Vocé ja jogou bilhar? Esse jogo surgiu por volta do século XV e suas regras podem
variar dependendo do estilo de jogo adotado. Importante saber que 15 bolinhas
coloridas devem ser encagapadas em uma mesa retangular usando tacos de
madeira. Cada vez que uma bola bate numa tabela, o angulo de incidéncia é
igual ao angulo de reflexdo e os jogadores que conhecem geometria plana sabem
bem disso. Na mesa de bilhar a seguir, se for realizada uma tacada na bola azul,
quantas vezes ela vai tocar as tabelas antes de cair em uma cagapa? E em qual
cagapa ela caira? Represente o trajeto da bola com um desenho.(lezzi; Machado;
Dolce, 2021, p. 68).

Figura 21 — Representacao da mesa de bilhar

A — 3 umidadie=s

. - i
] 2 uridades

[ |

Fonte: lezzi et al.(2021, p.68).

Os autores sugerem que os alunos utilizem de aplicativos de jogos para experimentar
o jogo de bilhar. Na figura apresentada no livro para essa atividade, € permitido que os
alunos criem hipéteses sobre os locais que a bola tocara na tabela, considerando que o
angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao.

Apesar da oportunidade de falar sobre as relagdes entre lados e angulos, sugerimos
que se favoreca antes de mais nada a definicao de triangulos congruentes, ja que a atividade
nao atenderia alunos no nivel 1 de desenvolvimento do pensamento geométrico.

Uma sugestao para adaptar esta atividade a esta parcela de alunos, é a de, além
de utilizar uma linguagem mais adequada, que se prepare um material que seja em certa
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medida refletivo, e cuja forma, imitando a mesa de bilhar, ao ter sobre si projetada a luz de
uma lanterna de laser, possa assim simular o tragcado do caminho a ser percorrido pelas
bolas de bilhar.

Devemos nos lembrar de que alunos, em especial aqueles no nivel 1, sdo bastante
visuais e que atividades abstratas ndo os atenderia tdo prontamente.

Ao trabalhar a ideia de congruéncia de triangulos, é sugerido uma experiéncia na
qual o aluno deva reproduzir os tridangulos equilateros apresentados, recorta-los e sobrep6-
los verificando se coincidem. Os autores repetem a experiéncia com triangulos escalenos e
isosceles, favorecendo assim a retomada de classificagdo de triangulos. Estes experimentos
sao de grande auxilio, ainda mais aos alunos nos niveis de pensamento 1 e 2, para que se
compreenda o conceito de congruentes.

Figura 22 — Experimento proposto para definir Congruéncia de Triangulos
:::: A ideia de congruéncia de triangulos

Vamos fazer alpuns expenmentos envolvendo tridngulos. Para realizd-los, vocg vai precisar de:
ldpis de cor, ransferidor, tesoura, régua e folhas de papel.

\ AN _

Observe o5 tridngulos abaixo.
Eles sao tridngulos eguilateros. Com transferidor e régua, vocé pode verificar que:
= o5 angulos internos desses tiangulos san todos de GO°;

-
Ao e

Bt e

* 5 lados desses tridngulos medem 3 cm (no tridngulo laramal; 2 om (no tridngulo verde); 1 oam
(no triamgulo azul); 2 ocm (no tridngulo vermelho).

Apora, siga estes procedimentos:

1) Emvurna folha de papel avulsa, copie os tridngulios a0mae pinte-0s C0m a5 Mesmas ores representadas.
2% Recorte o5 quatno tridngulos.

39) Sobreponha os tridngulos e tente fazer coincidir exatamente, em fonma e amanho, dois deles.

Algum par de trigngulos Sim! Og frigngulos laranjo e vermelho
coincide gquando eles sdo podem ser agjustodos certinho um sobre
sobrepostos? o outro porgue oz deis t8m dngulos de

60° e lados de 3 cm.

—

(= triangulos larania e vermelha, gque s sobrepiem, 530 congruentes

Fonte: lezzi et al. (2021, p. 69).
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Para complementar e dinamizar a aquisigao do conceito de congruéncia, sugerimos a
atividade da Revista Nova Escola' de autoria de Renata Akemi Maekawa, que, se adaptada,
poderia auxiliar os alunos na compreensao de congruéncia e na retomada de conceitos
de transformagdes geométricas. Nesta atividade sao feitos alguns questionamentos aos
alunos:

Figura 23 — Transformacoes no plano e figuras congruentes

Figura 01 Figura 02 Figura 03

Fonte: Maekawa (2018).

1) Ao movimentarmos as figuras, quais sao as caracteristicas que serdao mantidas?
2) Quais caracteristicas serao alteradas?

3) A partir da figura 01 € possivel encontrar a figura 03 utilizando as transformacotes
geométricas?

Apés a identificagao dos tridangulos semelhantes e da retomada das transformagées
geométricas, os alunos poderao produzir um triangulo qualquer, descrever suas carateristi-
cas, projeta-lo utilizando-se da rotagéo, da translacao e a reflexao, explicando o porqué de
serem congruentes. Os alunos em niveis de pensamento 3 e 4 poderéao utilizar vocabulario
matematicamente correto e adquirido com os conceitos trabalhados em suas descri¢coes e
conclusdes.

Outra sugestao, € a utilizacao de softwares de geometria dindmica, que ampliam
as possibilidades de atividades de transformagdes geométricas (translagao, rotagcao e
reflexdo) na comparagao dos tridngulos e/ou figuras, e desta forma é possivel definir quando
dois triangulos ou duas figuras s&o congruentes e também estimular a percepc¢ao visual,
tao importante para os alunos nos niveis 1 e 2 de pensamento geométrico. Encontramos

1

https://novaescola.org.br/planos-de-aula/fundamental/8ano/matematica/transformacoes-no-plano-e-figur
as-congruentes/177
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algumas sugestées no GEOGEBRA, software dindmico de matematica, que tem por objetivo
apoiar a educagao em ciéncia, tecnologia, engenharia e matematica (STEM) e inovacoes
no ensino?.

Voltando a analise das atividades propostas no livro temos:

O Exercicio 1 propde que o aluno, sabendo que sao congruentes, escreva as 6
congruéncias decorrentes, proporcionando o trabalho nas fases 1 e 2 de aprendizagem
segundo a Teoria de Van Hiele, quando os alunos através da observagao identificam os
elementos de cada triangulo (fase 1) e os comparam, associando os elementos congruentes
sinalizados (fase 2). Este Exercicio podera ser resolvido por alunos de todos os niveis de

pensamento geométrico.
Figura 24 — Exercicio 1
1. Sabendo que os triangulos X¥Z e RST sao

congruentes, escreva as seis ED'"}:’,’LI&'"U&E

decorrentes: XY=

X Z_V T

Ly

Fonte: lezzi et al.(2021, p.72).

Sugerimos que os exercicios 3, 4 e 5, nos quais os alunos devem identificar os
elementos congruentes (fase 1) e descrevé-los (fase 2), sejam trabalhados primeiramente,
por atenderem aos alunos de todos 0s niveis de pensamento geométrico e estimularem a

observagédo e comparacao dos elementos.

Figura 25 — Exercicios 3,4 e 5

\\5\%\ INAVAVARE ™

B

Fonte: lezzi et al.(2021, p.72).

2 https://www.geogebra.org/m/egasdzv9
https://www.geogebra.org/m/pkgf3xzg
https://www.geogebra.org/m/kbtbcuud



Capitulo 5. RECURSOS DIDATICOS NO ENSINO FUNDAMENTAL ANOS FINAIS 65

No Exercicio 3, o conceito de angulos opostos pelo vértice deve ser retomado. Alunos
no nivel 1 e 2 podem ser auxiliados com o uso de palitos ou canudos, com os quais poderao
simular angulos opostos pelo vértice. Peca que eles coloquem esses palitos sobre uma
folha, e que os desenhem, para depois compararem ambos os angulos. Alunos nos niveis
3 e 4 podem utilizar as propriedades do paralelogramo para explicar a congruéncia dos
elementos.

Nos exercicios 4 e 5, os conceitos de translagdo geométrica e rotagdo geométrica
podem ser revisitados. E importante que os alunos compreendam que as caracteristicas
dos tridngulos sdo mantidas com as transformagdes geométricas. Para auxiliar alunos
no nivel 1 e 2, poderd ser utilizada a malha quadriculada, os alunos no nivel 3 poderao
identificar a transformacdo geométrica aplicada, enquanto que os alunos no nivel 4, ja além
de identificarem a transformacao geométrica, poderdo descrevé-la.

Figura 26 — Exercicios 2 e 6

2. Nafiguraabaixo, o triangulo ABCé congruente . Na figura, o triangulo ABD @ congruente ao

— o O

ao triangulo DEC. Sabendo que A= 3x, B= y + triangulo CBD. Sabendo que AB = x, BC
o : - - . ' =3 Se[04=2) C al 0|
+48° F=5ye D= 2x+ 10° determine xe v. (D=3y+BeM=2x e xe ).

x=16e y=8
x=10°e y=12

= 2V

L

"

Fonte: lezzi et al.(2021, p.72 e 73).

Os exercicios 2 e 6 demandam conhecimentos algébricos em sua resolucao (fase 4),
além da compreensao do conceito de congruéncia (fases 1 e 2) e possibilitam a retomada
de conceitos como de angulos opostos pelo vértice (fase 3), e assim sendo, adequam-se
tanto mais para alunos no nivel de dedugao formal, que apresentam mais habilidade na
compreensao de dados abstratos.

Para auxiliar os alunos nos niveis iniciais de pensamento geométrico, o professor, ao
adequar o vocabulario usado com esses alunos, podera salientar que, ao multiplicar por
2, como em 2x e 2y, estamos buscando o dobro do valor, assim como ao multiplicar por 3,
estaremos buscando o triplo do valor.

Retomando a apresentagao dos casos de congruéncia, os autores utilizam a cons-
trucao de triangulos para definir cada caso:

 Construir um tridngulo, dados dois lados e o angulo que eles formam (caso lado -
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angulo - lado);

 Construir um tridngulo, dados um lado e os angulos a ele adjacentes (caso angulo -
lado - &ngulo);

 Construir triangulos, dados um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto (caso
lado - angulo adjacente - angulo oposto);

« Comparar os lados nos casos anteriores (caso Lado - lado - lado).

O livro, no caso dos casos de congruéncia de triangulos, propde nos exercicios 26,
27 e 28: “Cada atividade a seguir apresenta seis triangulos. Indique os pares de triangulos
congruentes e o caso que justifica a congruéncia.’(lezzi; Machado; Dolce, 2021, p.80 e
81). Esta atividade pode ser executada por alunos em todos os niveis de desenvolvimento
do pensamento geométrico e possibilita o desenvolvimento das fases de aprendizado 1
(Informacgao e investigacao), 2 (orientacao dirigida) e 3 (explicacao).

Figura 27 — Exercicios 26, 27 e 28

6.

27. I-

28. —

Fonte: lezzi et al. (2021, p. 80 e 81).

No Exercicio 29: “Em cada item abaixo os dois triangulos representados sao con-
gruentes. Indique o critério de congruéncia utilizado e, em seguida, determine x” (lezzi;
Machado; Dolce, 2021, p. 81), vemos que as fases de aprendizagem podem ser trabalhadas,
uma vez que, através da observacao da figura, o aluno deverd identificar os elementos
congruentes (fase 1), a partir dos dados coletados deve identificar o caso de congruéncia
(fase 2) e justifica-lo (fase 3), para, utilizando do conceito de congruéncia, determinar o
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valor de x (fase 4). Este Exercicio podera ser desenvolvido por alunos em todos 0s niveis
de desenvolvimento do pensamento geométrico.

Figura 28 — Exercicio 29 - Matematica e Realidade

9. Em cada itern abaixnn 05 dois rianguios representados 4o congreentes. indigque o critée de oon

pruendia utilizade e, em seguida, determine x

bl

aj

i}

Fonte: lezzi et al. (2021, p.81).

No Exercicio 30, os autores solicitam que a partir da figura, determine-se se os
tridngulos sdo congruentes e que seja justificado, utilizando um dos casos de congruéncia,
0 que pode ser realizado por alunos em todos os niveis de pensamento geométrico. Ja o
item b) da questdo: “Sabendo que BAC = 120°, CAD = 27°, BCA = 3y e ACD = 2x, determine
x e y.“(lezzi; Dolce; Machado, 2021, p.81), aos alunos nos niveis de desenvolvimento do
pensamento 1 e 2, sugerimos que a linguagem esteja adaptada, associando 2x ao dobro e
3y ao triplo do tamanho.

Figura 29 — Exercicio 30

B0 Ma Migura a Segur, o5 triangulos ARC e (A apreseniam o e coms 1 AL e dois outras pares de lados
COngnenbes
: i o i
/ 3
i i *
a) Os rianguios ABC e (M sao congruentes? Por gué?
B} Satwendo que BAC — 1207, CAD — 27°, BEA — Jye ALD— 2x, detenmine xe y

Fonte: lezzi et al. (2021, p.81).

O Exercicio 31: “Em cada item abaixo os dois tridngulos s&o congruentes. Qual é o

my g -
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critério de congruéncia utilizado? Quanto vale x ? “ (lezzi; Machado; Dolce, 2021, p.81) €
semelhante ao Exercicio 29, adequado para alunos de todos os niveis de desenvolvimento
do pensamento geomeétrico.

No item a) podera ser revisto o conceito de angulos alternos internos e opostos pelo
vértice. Os alunos nos niveis 1 e 2 podem ser auxiliados quando reforcamos a informacéao
de que o enunciado afirma serem congruentes, portanto podemos assumir que lados e
angulos possuem a mesma medida.

Figura 30 — Exercicio 31

31 bim cada iterm abaxd 05 dois Rangulos a0 congruentes. Qual e o onteno de congruenca utilizadoy

Lluanto vale i

a)

Fonte: lezzi et al.(2021, p.81).

Em relacdo a analise realizada no livro Matematica e Realidade, notamos que a obra
apresenta algumas atividades que necessitam da atencéo dos professores no intuito de
auxiliar os alunos com estratégias que contribuam com o nivelamento dessas atividades
para alunos, principalmente, dos niveis de pensamento geométrico 1 e 2, possibilitando
0 avango nos niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico, porém € possivel
realizar um trabalho pautado na Teoria de Van Hiele, com alunos de todos os niveis.

5.1.4 Consideragdes

Apds analisar em separado as trés obras selecionadas, realizamos um levantamento
onde dividimos os exercicios de congruéncia de triangulos e seus casos por fase de
aprendizagem conforme a Teoria de van Hiele.

A obra Desafios da Matematica com Enio Silveira apresentada neste trabalho na
Secéo 5.1.1, mostra no capitulo sete, onze exercicios distribuidos da seguinte maneira:

» Os exercicios 1 e 2 tratam da classificagcao e da condi¢ao de existéncia dos triangulos;

» Os exercicios 3, 4, 5 e 6 sdo exercicios que propde a construcao de triangulos e
suas cevianas, por esse motivo ndo foram analisados;

» Os exercicios 7, 8,9, 10 e 11 referem-se a congruéncia de triangulos e seus casos.
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Na obra sob coordenacao de Maria Regina Garcia Gay, intitulada Arariba Conecta
Matematica apresentada na Seg¢éo 5.1.2 deste trabalho, sdo oferecidos cinco exercicios
que abordam o tema estudado.

Os exercicios do livro estdo organizados da seguinte forma:

* Nas paginas 84 e 85 sao propostos 6 exercicios que tratam da classificacao e da
condicao de existéncia dos tridngulos, ndo analisados em nosso trabalho;

» Na pagina 87 sao propostos 6 exercicios que tratam da relacdo dos angulos internos
e externos dos triangulos, também nao analisados por noés;

* Na pagina 94 sao propostos 6 exercicios que abordam o assunto referente as
cevianas e os pontos notaveis, também nao analisados nesse trabalho;

* Nas paginas 98 e 99 os 5 exercicios propostos foram analisados e realizada suges-
tbes pautadas na teoria de Van Hiele.

Em Matematica e Realidade (Se¢éo 5.1.3) séo oferecidos seis exercicios que tratam
de congruéncia de triangulos, dezessete exercicios que utilizam a construcao para definir os
casos de congruéncia de triangulos que nao foram analisados nesse trabalho, e finalizam
com mais seis exercicios que envolvem o conteudo trabalhado: a congruéncia e seus casos.

Os exercicios referentes a esse capitulo estdo organizados da seguinte maneira:

* Nas paginas 72 e 73 sao 6 exercicios que trabalham a nocao de congruéncia,
analisados e realizadas as sugestdes;

» Nas paginas 74, 76, 78 e 80, sao 13 exercicios que trabalham a construgéo de
triangulos;

» Na pagina 80, os 6 exercicios trabalhados tratam de congruéncia de triangulos e os
casos de congruéncia, analisados e realizadas as sugestoes.

Na Figura a seguir, apresentamos os exercicios conforme a possibilidade de desen-
volver as fases de aprendizagem segundo a teoria.
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Figura 31 — Tabela dos exercicios conforme as Fases de Aprendizagem.

Livra Exercicio Pagina Fases de Aprendizagem
Teoria de Van Hiele
Faze 1 Faze 2 Faze 3 Faze 4
Desafios da o7 144 b b X
Matematica 08 145 X X
com Enio 0o 145 X
Silveira 10 145 ®
11 145 b
Total 05 01 0z 02 03
Arariba 01 98 b b
Conecta- 02 =] M
Matematica 03 g9 X
04 95 X
03 =] X
Total 05 01 03 01 01
Matematica 01 72 X X
e Realidade 02 72 X X
03 72 X X
04 72 X X
05 73 ¥ ¥
06 73 X X
26 a0 X X i
27 20 ¥ ¥ ¥
28 a1 ¥ ¥ ¥
29 a1 X X X
a0 a1 X X X
21 a1 ¥ ¥ ¥ ¥
Total 12 10 11 08 04

Fonte: De autoria propria.

5.1.4.1 Fase de Aprendizagem: Informagéao ou investigacéo.

Na fase de aprendizagem 1, intitulada investigagao, consideramos os exercicios que
propde a constatagdo da congruéncia através da observagao.

Esses exercicios apresentam caracteristicas da fase de aprendizagem 1, quando
solicitam a verificagdo da congruéncia de triangulos e a indicagcao do caso correspondente,
ou quando pedem para descrever as congruéncias existentes observando seus elementos,
conforme trechos grifados nos enunciados na Figura 32.
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Figura 32 — Enunciados - Fase de Aprendizagem 1

Livro Exercicio | Pdgina Enunciado do exercicio
Desafios da 144 E cada item, verifique se os tridngulos sdo
MMatematica com a7 congruentes e, em caso afirmativo, indique o caso
Enio Silveira comespondente.
Araribé Conecta — Q8 Em.-? as figuras a seguir, encontre os pares de
M Hioa o1 triangnlos congruentes e mg:l.tque o caso de
congruéncia que se aplica a eles.
01 [ Sabendo que oz triangulos XYZ e BST sdo
congruentes, esCreva as seis congruéncias
decorrentes:
72 Os tringulos ABC e EDC da figura a seguir sio
03 congruentes. Quais 340 os elementos de medidas
respectivamente iguais?
72 Oz triangulos ABC e CDE da figura sdo
04 congruentes. (Juais sdo 03 elementos de medidas
respectivamente iguais?
73 Os triangulos ABC e MNP sdo congruentes.
Eszcreva as seis congroéncias decorrentes.

Cada atividade a2 sepuir apresenta seis trifngulos.
26 Indigue os pares de triingulos congruentes e o
caso que justifica a congruéncia.

W stematics = 80 Cada atividade a sepuir apresenta seis frifngulos.
Beslidade 27 Indique os pares de triingulos congruentes e o

caso que justifica a congruencia.

Bl Cada atividade 2 sepuir apresents seis trifngulos.

28 Indigue os pares de iriingulos congruentes e o

caso que justifica a congruéncia.

81 Em cada item abaixo oz dotis trifngules

20 representados =80 congruentes. Indique o critério

- de congruéncia utilizado e, em seguida,
determine x.

81 Ma figura 2 sepuir, os tridnzulos ABC e CDA

apresentam o lado comum AC e doiz outros pares
de lados congruentes.

a) Os trisngulos ABC e CDA sdo congruoentes”
Por qué?

81 Em czda tem gbaixo os dois tridngulos o

£ congruentes. Qual € o critério de congruéncia

utilizado? Cuanto vale x7

Fonte: De autoria propria.

Para os alunos no nivel de desenvolvimento de pensamento geométrico de visuali-
zagao, nao podemos esquecer que as figuras constantes nos exercicios sao ilustrativas,
portanto, nem sempre sao precisas em relacao a medida de seus elementos, acarretando,
na procura de auxiliar esses alunos, a necessidade de adaptar essas atividades realizando a
construgao precisa, que pode ser feita em aplicativos disponiveis na internet, possibilitando
que os alunos possam manipular o material, por exemplo, realizando a sobreposigao.

Para a organizacao dos dados observados, os alunos poderdo necessitar de uma
tabela construida previamente pelo professor, facilitando a visualizagado dos dados e por
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consequéncia a concluséo, neste caso, referente a congruéncia de triangulos e o caso
referente.

Para trabalharmos com os alunos de nivel de desenvolvimento do pensamento
geomeétrico 2, de andlise, por conseguirem identificar e descrever de maneira informal os
elementos dos tridngulos, segundo a teoria de van Hiele, podemos dispensar a manipulacao
do material, porém, provavelmente esse aluno ainda precisara da tabela, previamente
construida pelo professor, para sua organizagao e conclusao.

Alunos no nivel 3, de deducéao formal, possivelmente conseguem construir sua
propria tabela, por formar relagées de recursos em padrdes e formas. Os alunos neste nivel
devem ser incentivados a descreverem suas conclusoes.

Finalmente, alunos no nivel 4 e 5, de deduc¢ao formal e rigor, deverao ser motivados
a utilizar em suas descri¢gées simbolos matematicos e linguagem formal, além de buscarem
novas relagdes, anteriormente estudadas que podem ser utilizadas ao definir a congruéncia
de tridngulos.

5.1.4.2 Fase de Aprendizagem: Orientacdo dirigida.

Na fase 2, de orientagao dirigida encontramos exercicios que propde a identificagcao
dos casos de congruéncia a partir dos dados apresentados. Identificamos 14 exercicios nos
livros analisados que nos permitem desenvolver habilidades relacionadas a essa fase.

Notamos em relacdo a esta fase que os exercicios, de maneira geral, solicitam
a constatagao da congruéncia ou, em alguns casos, ja afirmam que os triangulos sao
congruentes, pedindo apenas a identificagdo do caso aplicado.

Percebemos também, que todos os exercicios que possibilitam trabalhar a fase
1, também possibilitam desenvolver habilidades relacionadas a fase 2, ocasionando que
algumas sugestoes para esses exercicios se repitam:

Nivel 1- Necessidade de material adaptado que facilite o/ou possibilite 0 seu ma-
nuseio, auxiliando o aluno a perceber e/ou constatar a congruéncia e preencher a tabela
previamente disponibilizada pelo professor, como o exemplo abaixo, que poderia ser utilizada
no Exercicio 01 do livro Araribd Conecta Matemética:
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Figura 33 — Exercicio 1

1. Entre as figuras a seguir, encontre os pares de triangulos congruentes e indique o caso de congruéncia
que se aplica a eles.

A e C
&cm 10 cm
8cm
B D

9,2¢cm

10 cm

8 cm

Fonte: Gay (2022, p.98).

Figura 34 — Tabela 2 — Tabela de auxilio na resolucao do exercicio 01.

Triangulo | LADO1 | LADO2 | LADO3 ANGULO 1 . ANGULO 2 | ANGULO 3
A 6 cm 10 cm 8cm X X X
B 9,2 cm X X 60° 40° X
C X X X 60° 75° 45°
D X X X 60° 75° 45°
E 9,2 cm X X 60° 40° X
F 6 cm 10 cm 8cm X X X

Fonte: De autoria propria.

O professor pode orientar os alunos a utilizar, apds preencher a tabela, canetas
coloridas facilitando a visualizagao e também ressaltar que o aluno deve observar se dentro
dos dados disponibilizados pelo exercicio podemos constatar a congruéncia, com énfase
aos tridngulos C e D, que apresentam 3 angulos congruentes, porém nao existe este caso
de congruéncia.

Nivel 2: Uma ferramenta interessante a ser utilizada, para estudantes no nivel 2, € a
tabela, como no exemplo acima.

Nivel 3: O aluno, no nivel 3, podera utilizar uma tabela, que ele préprio construira,
observando sua necessidade conforme o exercicio.

Sugerimos, neste nivel, que o professor proponha que os alunos construam para
sua consulta um resumo dos casos de congruéncia ilustrado, como esse encontrado no site
do Clube de Matematica da OBEMEP?:

3

http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_024-um-pouco-sobre-congruencia-de-triangulos/
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Figura 35 — Sugestao de Resumo

Caso A.L.A. (angulo - lado — dangulo):
Se dois tridngulos t8m ordenadamente congruentes dois dngulos e o lado compreendido por eles,

entao estes triangulos sdo congruentes.

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/sala-para-leitura_024-um-pouco-sobre-congruencia-de-triangulos/

Nivel 4: O aluno, no nivel 4, podera constatar a congruéncia e o caso de congruéncia
aplicado sem ferramentas auxiliares.

Para alunos neste nivel devemos proporcionar e incentivar a utilizagao da linguagem
matematica, sempre justificando, com os dados do exercicio, sua escolha.

Um exemplo é estabelecer que os tridngulos A e F s&o congruentes pelo caso de
congruéncia LLL (lado-lado-lado), descrever a congruéncia, conforme a Figura 36.

Figura 36 — Possivel resposta do aluno enquadrado no nivel 4.

L

A
Considerando os tridngulos ABC e DEF, temos :
AB = EF
I 10 cm 10 cm

¢ =DE 6cm 8 cm

BC = DF
Entao sao congruentes pelo caso LLL

B 8cm c E F

6 cm

Fonte: Gay (2022, p.98, adaptado).

5.1.4.3 Fase de Aprendizagem: Explicagéo.

Identificamos os exercicios desta fase de aprendizagem por solicitarem que o aluno
justifique o caso de congruéncia procurando utilizar uma linguagem matematica em sua
descricao.

Nesta fase temos dois exercicios em Desafios da Matematica com Enio Silveira que
nos possibilitam o desenvolvimento, os exercicios 7 e 8. Em Ararib4 conecta matematica,
encontramos apenas o exercicio 3, no entanto, em Matematica e Realidade , 8 exercicios
se encaixam na possibilidade de desenvolvimento dessa fase.
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Os exercicios que podemos trabalhar a fase de aprendizagem da explicagao apresen-
tam a oportunidade de se explorar conceitos anteriormente trabalhados como a propriedade
de angulos opostos pelo vértice em retas concorrentes e as propriedades relacionadas a
duas retas paralelas cortadas por uma reta transversal.

Nesses exercicios a congruéncia pode ja estar definida, ressaltando o objetivo da
justificativa dessa congruéncia através da andlise dos dados apresentados.

Alunos no nivel 1 e 2 de pensamento geométrico que necessitem de auxilio na
interpretacao das figuras, podem ser orientados a observar a sinalizacdo de congruéncia
através dos tracinhos em quantidades iguais, ou até mesmo, da reproducéo da figura em
material que proporcione a manipula¢do para preenchimento de uma tabela, assim como a
mostrada na secao anterior.

O professor deve observar seus alunos e perceber se 0s mesmos, haquele momento,
podem construir o seu préprio material para manipulagédo ou se é necessario que ele forneca
esse material.

Ainda para alunos desses niveis € importante que tenhamos, como professores, o cui-
dado de adaptarmos a linguagem utilizada, sem esquecer de ressaltar a forma matematica
de se comunicar, auxiliando a ampliar esse vocabulério, por exemplo:

» Ao dizer que sao congruentes, sempre acrescentar com o termo de medidas iguais:
Estes angulos sao congruentes, eles possuem as mesmas medidas;

« O mondémio 2x corresponde ao dobro da medida; x/2 a metade da medida.

A figura abaixo, retirada do Exercicio 8 item a, da pagina 145 do livro Desafios da
Matematica com Enio Silveira, exemplifica uma forma de apresentar ao aluno o auxiliando
com o vocabulario, de maneira a conduzi-lo a interpretacéo.

Figura 37 — Exemplo de apresentacao do vocabulario ao aluno.

= C D = B (angulo D é congruente ao angulo B,
e portanto possuem a mesma medida).
. 8 AD = BC (os lados sdo congruentes, possuem
A J;\ amesma medida).

Fonte: Silveira (2022, p.145, adaptado).

Ja alunos de nivel de deducao informal e dedugao formal, devem ser incentivados a
utilizar conceitos anteriormente estudados para justificar a congruéncia dos elementos, e
depois indicar o caso de congruéncia de triangulos mais adequado.
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O aluno precisa compreender que se 0s triangulos sédo congruentes possuem todos
os elementos correspondentes congruentes, e se pudermos comprovar a congruéncia
desses elementos, todos 0s casos de congruéncia podem ser utilizados.

Usaremos como exemplo, para alunos de nivel 3, o Exercicio 29-b da pagina 81 do
livro Matematica e Realidade, acrescentando a informacéao das retas paralelas e solicitando
que comprovem a congruéncia dos angulos, como na figura abaixo.

Figura 38 — Exercicio 29-b da pagina 81 do livro Matematica e Realidade,

Questionamento: Considerando que as retas

b) A 5cm
e B gque contém os segmentos AB e ED sejam
(o 4om
paralelas, o que podemos dizer sobre os dngulos?
E x D i=1Ds304a i
A = D sao angulos alternos internos.

B sao angulos alternos internos.

(5}
I

ACB = ECD sao opostos pelo vértice.

Fonte: lezzi et al. (2021, p.81, adaptado).

O desafio para os alunos de nivel 4 podera ser menos especifico: Comprove a con-
gruéncia de todos os elementos correspondentes dos triangulos da figura, proporcionando
a possibilidade de utilizacao de diversos conceitos e propriedades ja apresentadas.

Nesta fase, recomenda-se, com base em experiéncia pessoal, que o professor
incentive os alunos a construirem o que chamaremos de “Bloquinho do Saber Geométrico”.
Para confeccionar este bloquinho, pode ser utilizada uma caderneta espiral pequena, como
a mostrada na figura abaixo, facilmente encontrada em papelarias. Nessa caderneta, os
alunos devem registrar todos o0s conceitos e propriedades geométricas estudadas.

Figura 39 — Modelo de caderneta: Bloquinho do saber geométrico.

GoubbBubbULLYYYL

Fonte: https://www.bacdesign.com.br

O Bloquinho do saber geométrico servira de fonte de pesquisa para os alunos no
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momento de resolugdo dos exercicios, e 0os ajudard na forma de registro que deve ser
utilizada.

5.1.4.4 Fase de Aprendizagem: Orientagao livre.

Na fase de aprendizagem de orientacao livre, os exercicios devem, segundo nossa
andlise, proporcionar aos alunos além da utilizacao de conceitos anteriormente estudados,
a oportunidade de utilizar o vocabulario recentemente adquirido.

Nas obras analisadas classificamos 8 exercicios nesta fase:

« Exercicios 9, 10 e 11 em Desafios da Matematica com Enio Silveira;
» Exercicio 5 em Arariba Conecta - Matematica;

» Exercicios 6, 29, 30 e 31 em Matematica e Realidade.

Em alguns desses exercicios é proposto aos alunos o desenvolvimento do conceito
de congruéncia de triangulos de forma inversa a apresentada nos exercicios classificados
nas outras fases.

O conceito a ser desenvolvido € de que se os tridngulos sdo congruentes, seus
elementos correspondentes também sé@o e podem ser utilizados para provar a congruéncia
desses elementos.

Portanto, esses exercicios procuram demonstrar a aplicabilidade da congruéncia
de triangulos dentro da geometria, preparando-os para estudos posteriores como o dos
quadrilateros.

Um exemplo é o Exercicio 10 da pagina 145 da obra de autoria de Enio Silveira,
mostrado na Figura 40.

Figura 40 — Exercicio 10

10 No quadrado ABCD, M é o ponto médio de
AB. Prove que MC = MD.

A ]

10. MOz MD, pois
SAMD D BMC

(caso LAL)

Fonte: Silveira (2022, p.145).

Neste exercicio € possivel provar a congruéncia dos segmentos comprovando a
congruéncia dos triangulos ADM e MCB.
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Cabe ressaltar que para provar a congruéncia desses triangulos o aluno deve
entender conceitos anteriores, como o de que o ponto médio divide o segmento AB em dois
segmentos de mesma medida.

Exercicios nesta fase também propde que se encontre valores desconhecidos dos
elementos e para a realizagao dos calculos € necessario a garantia da congruéncia de
tridngulos, como mostra o Exercicio 29 do livro Matematica e Realidade.

Figura 41 — Exercicio 29 ¢

Os tridngulos ABF e EFD sao congruentes pelo caso de
congruéncia LAL (lado-angulo-lado):
AF é congruente a EF (AFSEF);

AFB = EFD (angulos opostos pelo vértice);

FB & congruente a FD ( FB=FD).

20 mm D } ~
Entao os segmentos AB e ED sao congruentes.

AB=20mm

Fonte: lezzi (2021, p.81, adaptado).

Os alunos nos niveis de pensamento 1 e 2, no desenvolvimento de exercicios
classificados na fase 4, poderao ser auxiliados por uma tabela de registro dos elementos.

Nesse exercicio em especifico, podera ser proposto que imaginem o que ocorreria
se dobrassemos o triangulo AEC, unindo os vértices A ao E.

Esses alunos devem ser incentivados a descrever os passos de sua observagéo,
de maneira informal, o que os auxiliara na organizagao de seu pensamento melhorando a
visualiza¢do de sua concluséo.

Os alunos no nivel de pensamento 3 e 4, poderdao como na resolu¢ao apresentada
na figura acima, utilizar os conceitos anteriores estudados, e para tal poderao se valer do
bloguinho de saber geométrico.

5.1.4.5 Fase de Aprendizagem: Integracao.

Esta fase € o momento onde o aluno organiza o conhecimento aprendido.

A atividade relacionada nesta fase € de revisdo e resumo dos conceitos e proprieda-
des utilizados nos exercicios propostos.

Recomenda-se a confecg¢ao de diagramas para organizar visualmente as informa-
cOes apos a realizagdo dos exercicios. Esses diagramas podem ser elaborados em equipes,
individualmente, de forma manual ou utilizando ferramentas disponiveis na internet, como o
CANVA*,

4 https://www.canva.com/pt_br/
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Um exemplo desse tipo de diagrama pode ser encontrado no site Mindomo®, como
na figura abaixo, que oferece um software colaborativo para a criagcdo de mapas mentais.

Figura 42 — Exemplo de diagrama.

1% Caso de congruéncia em tridngules:
LAL (lade, ngule, lado): dois lados
congruentes e dngulos formados também
congruentes.

30 Caso de congruéncia em tridngulos:
Ala(angulolado,dngulo):dois dngulos
congruentes e um lado entre eles.

I Congruéncia em trlangulos I

20Caso de congruéncia em tridngulos:
LLL(lado,lado,lado):trés lados congruentes.

42Caso de congruéncia em tridngulos:
LAAo(lade,angulo,dngulo oposto)
congruéncia do dngulo adjacente

ao lado @ congruéncia do angulo oposto ao

lada.
Em todo tridngulo isdsceles, os angu[os
opostos aos lados congruentes sio Dous poligonos sdo congruentes quando
congruentas, Os angulos da base de um self: lados e dngulos correspondentes sdo
triangulo isosceles s3o congruentes. iamol;

Fonte: https://www.mindomo.com/pt/mindmap/congruencia-em-triangulos-143568f8183a46ef8854704c1557
c6dd

Posteriormente o professor pode pedir aos alunos que apresentem esses diagramas
para os colegas, proporcionando comparacao e possibilitando a ampliacdo e a melhoria
dos diagramas inicialmente confeccionados.

5 https://www.mindomo.com/pt/
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Esta pesquisa procurou mostrar como os livros de Matematica distribuidos pelo
Programa Nacional do Livro para o Ensino Fundamental anos finais — PNLD-2024 podem
ser adaptados com o intuito de contribuirem para o desenvolvimento do pensamento
geométrico, segundo critérios e indicadores organizados com base na teoria Van Hiele.
Para isso, foram selecionadas trés obras com distribuicdo em escolas publicas.

O objetivo de nosso estudo é de, por meio dos livros selecionados, analisar as
possibilidades de uma abordagem a luz das contribui¢cdes da Teoria de Van Hiele, no que
sao sugeridas estratégias que ampliem a condugao bem sucedida do processo de ensino e
aprendizagem, processo pelo qual, ao ser bem balanceado, logra atingir esta meta.

Historicamente, o estudo da geometria no Brasil padeceu de descaso e abandono
que se arrastaram décadas a fio, e tdo somente em tempos recentes, com alteracao das
leis de Diretrizes e Bases e a implantagcao dos PCNs, que a geometria passa a ocupar um
espaco significativo, condizente com sua importancia. Para um trabalho que vise o avango
de um nivel de pensamento geométrico, para outro, superior, € necessario atividades
pensadas e orientadas para atender as necessidades académicas de todos os alunos.

Escolhemos analisar os livros didaticos, cientes de que sé&o o suporte mais importante
e acessivel a todos os professores, e a partir deles, sugerir atividades que auxiliem no
processo de aquisicdo do pensamento geométrico.

Em suma, a teoria de Van Hiele para o desenvolvimento do pensamento geométrico,
criada por Pierre Marie Van Hiele e Dina Van Hiele-Geoldof, propde que alunos progridem
segundo os niveis de desenvolvimento e por meio da vivéncia de atividades planejadas
cuidadosamente pelo professor, que deve considerar, neste planejamento, as 5 fases de
aprendizagem (informac&o, orientagao dirigida, explicacao, orientagéo livre e integracao).
A progressao de um nivel para outro ndo ocorre em um curto intervalo de tempo, séo
necessarias estratégias e linguagens que atendam o nivel de raciocinio em que o aluno se
enquadra.

A pesquisa proporcionou uma analise criteriosa do conceito de congruéncia de
tridangulos, revelando que, nos livros analisados, é possivel realizar um trabalho baseado
na Teoria de Van Hiele. As sugestbes dos autores direcionadas aos professores e as
atividades propostas, mesmo que de forma indireta, atendem a alunos de todos os niveis
de pensamento geométrico estabelecidos pela teoria de Van Hiele e facilitam a aplicagcéao
das fases de aprendizagem definidas por essa teoria.
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