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RESUMO

A Anélise Combinatoria é contetdo indispensavel no rol de conhecimentos
adquiridos pelos alunos, em especial aos que se submetem ao Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM), uma vez que tal contetido € frequente nesse exame. ApOs uma
observacdo, em uma aula de preparagdo para o referido processo seletivo, em uma
escola do municipio de Mazagdo — Amapa, percebeu-se que os alunos tinham bastantes
dificuldades no referido conteudo, surgindo a indagacao a respeito do desempenho dos
alunos de Mazagéo nas provas anteriores do exame ENEM. Nesse sentido, o referido
trabalho teve como finalidade investigar quais fatores contribuiram para tais
dificuldades, bem como verificar o desempenho dos alunos, do referido municipio,
nessa prova nacional, com o intuito de fornecer aos docentes subsidios de como e o que
trabalhar com seus alunos sobre o referido tema. Para tanto, foi feita uma pesquisa
quantitativa, em que foram coletados dados referentes aos exames de 2016 a 2022 com
o intuito de verificar os erros e acertos dos discentes no referente objeto de estudo. Apds
o término da pesquisa, foram identificados fatores que contribuiram para tais
dificuldades, alguns desses fatores sdo: nao estudou, no ensino médio, tal conteido por
parte de alguns alunos, interpretacdo errada da questdo, entre outros, assim como foram
identificados erros cometidos pelos alunos nas provas do exame em questdo
relacionadas ao conteudo estudado, dentre os erros encontrados podemos destacar uso e
aplicabilidade incorreta das férmulas, confusdo entre o principio aditivo e
multiplicativo. Também foram registrados os principais tipos de contagem abordados
nas provas e sugeridas maneiras de como trabalhar esses tipos de contagem tais como
trabalhar o contetdo de forma contextualizada, partir de situagdes-problemas para poder
inserir 0s conceitos e formulas.

Palavras — chave: Analise Combinat6dria; Ensino Médio; Enem,



SUMMARY

Combinatorial Analysis is an essential content in the list of knowledge acquired by
students, especially those who take the National High School Exam (ENEM), since
such content is frequent in this exam. After an observation, in a preparation class for the
aforementioned selection process, in a school in the municipality of Mazagdo — Amapa,
it was noticed that the students had a lot of difficulties in the aforementioned content,
raising the question regarding the performance of students from Mazagdo in the
previous tests of the ENEM exam. In this sense, the aforementioned work aimed to
investigate which factors contributed to such difficulties, as well as verify the
performance of students, from the aforementioned municipality, in this national test,
with the aim of providing teachers with information on how and what to work with their
students. on the aforementioned topic. To this end, quantitative research was carried out,
in which data relating to exams from 2016 to 2022 were collected in order to verify the
errors and successes of students in the relevant object of study. After the end of the
research, factors that contributed to such difficulties were identified, some of these
factors are: some students did not study such content in high school, misinterpretation
of the question, among others, as well as errors made by the students in the exam tests
in question related to the content studied, among the errors found we can highlight
incorrect use and applicability of formulas, confusion between the additive and
multiplicative principle. The main types of counting covered in the tests were also
recorded and ways were suggested on how to work these types of counting, such as
working the content in a contextualized way, starting from problem situations to be able
to insert concepts and formulas.

Keywords: Combinatorial, Analysis, High School, Enem.
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1. INTRODUCAO

A Anélise Combinatoria é um contetdo em que sédo trabalhadas basicamente as
quatro operacgdes basicas — adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo — contudo, 0
mesmo é um dos mais dificeis no ensino medio. Tais dificuldades estéo relacionadas a
uma serie de fatores que vai desde o despreparo por parte dos docentes para ministrar tal
assunto até o proprio desinteresse do aluno, ja que é um conteldo abordado de forma

abstrata por grande parte dos professores.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), um dos documentos que
orientam a educacao no Brasil, € destacada a importancia do raciocinio combinatério na
formacdo dos educandos do ensino médio, bem como o cuidado que os professores

precisam ter ao desenvolvé-lo. De acordo com esse documento:

As habilidades de descrever e analisar um grande ndmero de dados, realizar
inferéncias e fazer predices com base numa amostra de populacéo, aplicar as
ideias de probabilidade e combinatéria a fendmenos naturais e do cotidiano
sdo aplicacBes da Matematica em questdes do mundo real que tiveram um
crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas e
raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem duvida, instrumentos tanto
das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como
sera importante uma cuidadosa abordagem dos conteldos de contagem,
estatistica e probabilidades no Ensino Médio... (BRASIL, 1998, p.257).

Devido a grande variedade que podem apresentar os problemas de contagem, a
Analise Combinatdria se torna um conteddo complexo tanto para ensinar quanto para
aprender. Um grande obstaculo que os estudantes do ensino médio encontram nesses
problemas diz respeito a questdo de ler e interpretar, uma vez que tais problemas nédo
vém pedindo explicitamente o que se usar para determinar sua solucdo, mas vém
acompanhados de longos textos onde o aluno precisa identificar o que usar dentre 0s
varios tipos de contagem, tarefa essa que ndo é facil uma vez que caso cometa algum

equivoco na interpretacéo ird, com certeza, errar a questao.

Nesse sentido, diversos autores (Roa, 2000; Batanero, 1997; Hadar e Hadass,
1981; Roa e Navarro-Pelayo, 2001; Fernandes e Correia, 2007) listam os principais
erros apresentados pelos alunos ao resolver questdes envolvendo raciocinio

combinatorio.
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e Interpretagéo incorreta do enunciado;

e Célculo aritmético incorreto;

e Utilizagdo incorreta da estratégia escolhida;

e Escolha de uma estratégia pouco eficaz ou ineficaz;
e Deixar de considerar alguns agrupamentos possiveis;

e Na&o ser capaz de observar padrGes e generalizar solucdes.

Outro fator que corrobora a dificuldade na resolucdo de problemas sobre
Anélise combinatoéria € a aplicacdo das férmulas, uma vez que sdo muitas formulas
diferentes as quais devem ser aplicadas em cada situacdo especifica, sendo que existem
problemas em que tais férmulas devem ser agrupadas para se chegar a resposta correta.
Além disso, os docentes apenas apresentam tais formulas sem se preocupar com o
porqué de usar e como elas surgiram.

Nessa linha de pensamento, Esteves (2001) considera que o estudo de Analise
Combinatdria deveria ser iniciado no Ensino Fundamental de forma significativa, sem
apresentacdo de formulas, e que no Ensino Médio, o aluno pudesse ter esse conceito
institucionalizado, apresentando as férmulas de forma significativa e ndo apenas como

algoritmo que o leve a mecanizar e associar palavras-chave.

Diante do exposto acima, nota-se que problemas de contagem se tornam
complexos porque ndo se tem dominio do mesmo. E para se ter dominio de um
determinado objeto do conhecimento é imprescindivel que se reserve um tempo para
estudar, em especial para o conteGdo envolvendo problema de contagem faz-se
necessario um bom tempo de estudo, uma vez que o mesmo além de ser extenso
também é um pouco complexo. Porém, observou-se, na escola trabalhada, que tal tempo
ndo é suficiente para abordar esse contetido de forma completa, uma vez que 0 mesmo
consta no Guia de Aprendizagem apenas no 4.° bimestre, sendo que muitas vezes nem €

estudado.

Nesse sentido, o presente trabalho ird abordar como a Analise Combinatoria é
trabalhada no Ensino Médio, na referida escola, sendo esse um conteido de suma
importancia para o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) haja vista que, apds uma
consulta nas provas dos anos anteriores do Enem, verificou que o mesmo esta presente

em praticamente todas as edi¢des do referido exame.
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O referido trabalho tem como objetivo identificar porque os alunos, do
municipio de Mazagdo Novo, tém dificuldades em Anélise Combinat6ria no ensino
meédio e até que ponto essa deficiéncia influencia os mesmos no que tange aos seus
desempenhos no ENEM, haja vista que, como mencionado acima, tal contetdo lanca
méao essencialmente das operagdes basicas (adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e diviséo)
na resolucdo dos problemas e também apresentar os principais métodos de contagem
abordados no ENEM, bem como os mesmos séo trabalhados.

O referido trabalho esta dividido em 7 topicos. No primeiro tdépico
apresentamos a importancia da analise combinatéria segundo 0s pensamentos de alguns
autores. Também discorremos a respeito das dificuldades em se resolver questdes de

contagem.

No topico 2, apresentamos a historia do ENEM desde sua criagdo aos dias
atuais, apresentando todas suas datas marcantes, bem como falamos da matriz referencia
da matematica, em especial a da matematica, em especifico a habilidade e competéncia

referente ao nosso objeto de estudo.

Ja no topico 3, Embasamento Teorico sobre a Analise Combinatoria, tratamos

dos conceitos sobre os métodos de contagem, apresentando 0s conceitos e exemplos.

No topico 4, exibimos as questbes a respeito dos métodos de contagem,
referente as anos de 2016 a 2022 fazendo uma discussdo a cerca das resposta dos
discentes do municipio de Mazagdo e apresentando solucdo das mesmas. Também é
apresentado o numero de questdes por ano do contetdo abordado, bem como o0s
métodos de contagem mis recorrentes no ENEM.

No tdpico 5, € discorrido sobre a pesquisa de campo, a qual ocorreu em uma
escola do municipio de Mazagédo-AP, no referido topico apresentamos o0s trés momentos

em que se deu a referida intervencao.

No topico 6, € apresentado a analise e discussao referente a intervencao, onde é

feita a discusséo de algumas solucdes expostas dos discentes.

Nas consideragdes finais, destacamos a importancia do ENEM como principal
porta para entrada no ensino superior, bem como enfatizar a importancia da anélise

combinatdria nas provas do referido exame.
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2. HISTORICO SOBRE O ENEM E O CONTEUDO DE ANALISE
COMBINATORIA NA MATRIZ DE REFERENCIA DO ENEM.

Por volta de 1990, com a criacdo da Lei de Diretrizes e bases da educacédo
Nacional (LDB, lei n.° 9394/1996) foi colada em préatica uma reforma com o intuito de
modificar o sistema educacional brasileiro. Essa Lei incluia na educagdo basica o
Ensino Médio, como sendo a Ultima etapa de formacdo. Em seu artigo 35, a LDB trazia

0s objetivos gerais dessa ultima etapa da educacdo basica.

O Ensino Médio, etapa final da educacdo basica, com duracdo minima de trés

anos, terd como finalidades:

| — a consolidacdo e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no
ensino fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

Il — a preparacdo basica para o trabalho e a cidadania do educando, para
continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas

condicdes de ocupacdo ou aperfeicoamento posteriores;

1l — o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a

formagdo ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico;

IV — a compreensdo dos fundamentos cientificos - tecnoldgicos dos processos

produtivos, relacionados a teoria com a préatica, no ensino de cada disciplina.

Dessa forma, o Ensino Médio se torna parte integrante da educacdo basica dos
estudantes brasileiros, o qual tinha como pressuposto a continuagcdo dos estudos, a
formagdo do individuo para o mercado de trabalho, o desenvolvimento ético e humano

das pessoas, etc.

Dando continuidade nessa onda de mudancas do sistema educacional
brasileiro, o Ministério da Educacdo publicou o texto dos Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), cuja proposta do mesmo era elaborar um
curriculo pautado em competéncias e habilidades, apoiado em areas do conhecimento e
eixos cognitivos. No entanto, ao contrario das diretrizes, os PCNEM n&o tém carater
obrigatdrio, mas sim um carater norteador para a constru¢do do novo curriculo do

Ensino Médio.
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Baseados nesses documentos, e suas visdes a respeito da Ultima etapa da
Educacgdo Bésica, visdo essa que tem como principio norteador uma educacao voltada a
formacéo da cidadania, o0 Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) foi pensado.

Em 1998, através da portaria n.° 438, foi criado pelo Ministério da Educacgéo a
primeira versdo do Exame nacional do Ensino Médio (ENEM). Em seu primeiro
formato o ENEM, composto de sessenta e trés questdes, tinha como objetivo avaliar o
desempenho dos estudantes no término da educacdo béasica com base em quatro
objetivos distintos relacionados (BRASIL, 1998);

e A autoavaliagio do cidaddo para fins de continuidade dos estudos e sua
insercdo no mercado de trabalho;

e A criacio de referéncia de carater nacional para os estudantes egressos
da modalidade do ensino médio;

e Fornecer as modalidades do ensino superior os subsidios necessarios;

e Servir de acesso aos cursos profissionalizantes pds — médio.

Em 2001, o governo concedeu isencdo na taxa de inscri¢do aos alunos oriundos
da rede publica, tal medida fez crescer consideravelmente o aumento de inscritos no
certame, que passou de 390 mil inscritos em 2000 para mais de 1,6 milhdo em 2021.
Sendo que nas duas primeiras edi¢des era cobrada uma taxa no valor de R$ 20,00 e em
2000 essa taxa passou para R$ 35,00. Outra mudanca significativa nessa época foi a
duracdo da prova, que teve um aumento de uma hora, passando de 4 horas para 5 horas

de duracéo.

Em 2005 o governo, pela Lei n.° 11.096/2005, criou o Programa Universidade
para Todos (ProUni). Tal programa foi criado com o intuito de fornecer bolsas de
estudos, parciais e integrais, em estabelecimentos privados através da nota do ENEM. O
ProUni foi visto, pelos egressos do ensino médio, como uma oportunidade de entrada no
Ensino Superior, tanto que, em 2006, das 3,7 milhdes de inscricdes no ENEM, 1,6

milhdes de inscricdes foram de estudantes que ja haviam concluido o ensino médio.

Aprile e Barone (2009) destacam como alguns dos beneficios oferecidos pelo
programa: a concessdo de bolsa integral para brasileiros ndo portadores de diploma de

curso superior e cuja renda per capita ndo seja superior ao valor de até um salario
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minimo e meio e; bolsa parcial (50% do valor total) para brasileiros ndo portadores de
diploma de curso superior e cuja renda familiar per capita seja superior ao valor de até

trés salarios minimos.

Ja em 2009, por meio de uma nota, a Associacdo Nacional dos Dirigentes de
Instituicbes Federais de ensino Superior (ANDIFES) é convidada a participar de um
debate cujo teor é a substituicdo total ou parcial dos vestibulares tradicionais pela nota
do ENEM.

Tal nota traz 0 ENEM como instrumento capaz de propor uma reestruturacao

nos curriculos do ensino médio.

A nova prova do ENEM traria a possibilidade concreta do estabelecimento de
uma relacdo positiva entre o ensino médio e o0 ensino superior, por meio de
um debate focado nas diretrizes da prova. Nesse contexto, a proposta do
Ministério da Educa¢do é um chamamento. Um chamamento as IFES para
que assumam necessario papel, como entidades autbnomas, de protagonistas
no processo de repensar o ensino médio, discutindo a relagéo entre conteddos
exigidos para ingresso na educacdo superior e habilidades que seriam
fundamentais, tanto para o desempenho académico futuro, quanto para a
formagdo humana. Um exame nacional unificado, desenvolvido com base
numa concepcdo de prova focada em habilidades e conteddos mais
relevantes, passaria a ser importante instrumento de politica educacional, na
medida em que sinalizaria concretamente para o ensino médio orientacdes
curriculares expressas de modo claro, intencional e articulado para cada area
de conhecimento. (INEP, 2009).

Entdo, em 2009, o governo cria o Sistema de Selecdo Unificada (Sisu) cujo
objetivo era selecionar estudantes as vagas ofertadas pelas instituicdes publicas de
ensino superior, ou seja, 0s alunos concorreriam, com uma sé nota, a vaga de qualquer
universidade publica do pais inscrita no sistema de selecdo, sendo que a selecédo se daria
exclusivamente por meio da nota do ENEM. Assim, o0 ENEM passou, ndo somente, a
avaliar as habilidades e competéncias dos concluintes do ensino médio, mas também

ofertar vagas para ingresso no ensino superior no Brasil.

Além dos objetivos ja citados, tais agdes também tinham como objetivo a

reestruturacdo curricular do ensino médio e a mobilidade estudantil.
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Proporcionar a concorréncia de vagas em qualquer IES que aderisse ao
Sistema de selecdo, possibilitando ao estudante realizar a prova em seu
préprio estado e cidade, sem a necessidade exigida pelo vestibular
tradicional, no qual era necessario o deslocamento até a cidade da instituicéo
para realizar a prova. Com a mudanca, criam-se oportunidades de concorrer a
vagas, em nivel nacional, o que de fato ¢ a questdo central do SISU, “a
selecdo nacional”. (LUZ; VELOSO, 2014, p. 74).

Como o ENEM se tornaria a principal porta de entrada para o ensino superior,
em 2009, houve uma reformulacdo na prova do mesmo, sendo que passou de 63
questBes para 180 questbes, além da redacdo, passando a ser aplicado em dois dias,
sébado e domingo. Nesse processo de reformulacdo, a prova foi dividida em quatro
areas: Ciéncias Humanas, Linguagens e Cadigos, Ciéncias da Natureza e Matematica e

suas Tecnologias. Tal formato perdura até os dias atuais.

Como citado anteriormente, o Enem € composto por quatro areas do
conhecimento, sendo que cada uma dessas areas possui sua Matriz Referencial. A
Matriz Referencial é um documento estruturado com base nas habilidades e
competéncias necessarias para resolver situacdes problemas relacionadas a um objeto de
conhecimento a ser abordado em determinada prova, ou seja, serve para nortear o

educando em seus estudos.

Na area da Matemaética e suas Tecnologias a matriz referencial esta dividida em
sete competéncias, sendo que cada uma dessas competéncias € compostas por algumas
habilidades que o estudante precisa adquirir ao longo de seus estudos. Na competéncia
01, segundo a matriz de referéncia do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas

Educacionais Anisio Teixeira (INEP), temos:

Competéncia 01 — Construir significados para os ndmeros naturais, inteiros,

racionais e reais.

Habilidade 01 — Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e

representacdes dos nimeros e operacfes — naturais, inteiros, racionais e reais;
Habilidade 02 — Identificar padrdes numéricos ou principio de contagem;

Habilidade 03 — Resolver situagdo-problema envolvendo conhecimentos

nuMEricos.
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Habilidade 04 — avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na

construcdo de argumentos sobre afirmacgdes quantitativas;

Habilidade 05 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando

conhecimentos numeéricos.

Na Habilidade 02, especificamente na parte do principio de contagem, temos
nossos objetos de estudo, pois, essa habilidade engloba as nogdes de arranjos,
combinagles, permutacGes e questdes relacionadas a teoria dos conjuntos. A Anélise
Combinatéria € um tema sempre presente nas provas do Enem, tanto que desde 2009
sempre aparece pelo menos uma questdo, sendo que as questdes a respeito do tema
abrangem desde o Principio Fundamental da Contagem até os agrupamentos -

Permutacao, Arranjo e Combinacao.

Vale ressaltar que a dificuldade na resolucdo desses tipos de questdes,
principalmente no Enem, esta em interpreta-las a mesma, uma vez que apos identificar

como abordar o problema os calculos sdo teoricamente simples.
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3. EMBASAMENTO TEORICO SOBRE A ANALISE COMBINATORIA

Desde os primordios, o homem se preocupa com 0 processo de contagem,
devido a necessidade de manter controle sobre o que possuia. Tal método de contagem
se dava de um em um objeto, para tal utilizavam pedras, nds, marcas em 0ssos, etc.
Com tudo, com o passar do tempo houve a necessidade de se contar quantidades cada
vez maiores, 0 que se tornava quase impossivel de se contar um a um, sendo assim
necessario juntar esses objetos em grupos, surgindo assim outros métodos de contagem.
Assim, esse progresso exigiu um novo tipo de contagem que superou a simples
enumeracao dos objetos (ROSA, 1998, p. 03).

A Andlise Combinatéria é a parte da matematica que se preocupa com a
contagem de agrupamento de um determinado conjunto sobre certas condigdes. N&o se
sabe ao certo quando surgiu o primeiro problema envolvendo tal objeto de
conhecimento, uma vez que alguns autores divergem de seu surgimento. Para Morgado
et al. (2006, p. 02), por exemplo, o primeiro problema relacionado ao tema diz respeito
ao desenvolvimento do binémio (1 + x)™. Ainda, de acordo com Morgado et al. (2006)
podemos dizer que a Analise Combinatéria é a parte da matematica que analisa
estruturas e relacdes discretas. Ja para Wieleitner (1928, p. 183 - 184) o problema mais
antigo relacionado a Anéalise Combinatéria esta relacionado com a resolucdo de
guadrados magicos. A figura 1 mostra o referido quadrado.

Figura 1 — Quadrado Mégico

15 1S 1S 15 15

8 1 6 - 15
7 - 15
4|9 |2 =

vy
W

Fonte: Proprio autor
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Na aritmética temos dois principios que sao considerados a base para resolucéo
de varios problemas, sdo eles: o principio da adi¢éo e o principio da multiplicacdo. Tais
principios também tém papel importante para a Andlise Combinatoria sendo
considerados como base fundamental. Biggs (1979) diz que tais principios sdo
considerados como pedra fundamental da combinatéria.

O principio da adi¢do diz que se queremos contar um conjunto de objetos,
podemos dividir isso em duas partes, contar as partes separadamente, e somar 0S
resultados. Ja o principio da multiplicacdo diz que se uma decisdo pode ser tomada de x
maneiras e para cada uma destas decisdes, outra decisdo pode ser tomada de y maneiras,

entdo o numero de maneiras possiveis sera a multiplicacdo entre X e y, ou seja, X.y.

3.1 PRINCIPIO ADITIVO

O principio da adi¢do diz que, se uma decisdo A; pode ser tomada de x; maneiras
e uma decisdo A, pode ser tomada de x, maneiras, entdo o nimero de maneiras de se

tomarem as decisfes A; ou A,, simultaneamente, é x; + x,.
Morgado et al. (2006) diz que:

“Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, tal que A contém p elementos e B contém

q elementos, entdo, AUB tem p + q elementos.”

Na formulagdo de conjuntos: Se A; e A, s@o dois conjuntos disjuntos, com x; e

x, elementos, respectivamente, entdo A; U A, possui x; + x, elementos.

Tal principio pode ser generalizado para o caso de ter que tomar mais de duas

decisoes:

Se uma decisdo d, pode ser tomada de x; maneiras, uma decisdo d, pode ser
tomada de x, maneiras e uma decisdo d, pode ser tomada de x, maneiras entdo o
namero de maneiras de se tomarem as decisfes d, ou d, ou...ou d,, simultaneamente, é

X1+ Xy + 0+ Xy

Na formulagdo de conjuntos: Se 4, 4,, ... € A, sdo n conjuntos disjuntos, com
X1, X3, ... X, elementos, respectivamente, entdo A, U A, U ... A, possui x; + x, +

-+ + x,, elementos.
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Exemplo: Suponha que na disciplina de analise combinatdria existem trés listas
de exercicios. A 1.2 contém 15 exercicios, a 2.2 contém 18 exercicios e a 3.2 contém 14
exercicios. De quantas maneiras um estudante pode escolher um exercicio para

resolver?

O estudante tem 15 opcdes para escolher um exercicio da primeira lista, 18
opcOes para escolher um exercicio da segunda lista e 14 opg¢des para escolher um

exercicio da terceira lista. Portanto, pelo principio aditivo, o aluno tem:

15 + 18 + 14 = 47 maneiras de escolher um exercicio para resolver.

3.2 PRINCIPIO MULTIPLICATIVO OU PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA
CONTAGEM (PFC)

Utilizamos o Principio Fundamental da contagem quando queremos encontrar
0 numero de possibilidades de ocorréncia de um evento, onde 0 mesmo é constituido

por n etapas, sendo as mesmas sucessivas e independentes.

Definicdo sobre o Principio Fundamental da Contagem

O principio fundamental da contagem diz que se ha x modos de tomar uma
deciséo D; e, tomada a decisdo D,, hd y modo de tomar a decisdo D,, entdo o
namero de modos de tomar sucessivamente as decisdes D,e D, é x.y. (LIMA
et al., 2006, p. 85)

Na formulacéo de conjuntos: Se A; e A, séo dois conjuntos disjuntos, com x;

e x, elementos, respectivamente, entdo A x B possui x; - x, elementos.

Assim como no principio aditivo, também podemos generalizar o principio

multiplicativo para o caso de ter que tomarmos mais de duas decisdes.

Se uma decisdo d, pode ser tomada de x; maneiras e se, em seguida, uma
decisdo d, puder ser tomada de x, maneiras e se, em seguida, uma deciséo d,, puder ser
tomada de x,, maneiras entdo o nimero de maneiras de se tomarem as decisdes d,, d,,

vy € X1. X9 o X
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Na formulagdo de conjuntos: Se A4, A,,...,A,, S&0 n conjuntos disjuntos, com
X1, X5 ... X, elementos, respectivamente, entdo A;xA,x ..xA, POSSUl Xi.Xy ..X,

elementos.

Exemplo: Uma bandeira é formada por quatro listras, que devem ser coloridas
usando-se apenas as cores amarelo, verde e azul, ndo devendo listras adjacentes terem a

mesma cor. De quantos modos pode ser colorida a bandeira?

Inicialmente, vamos observar algumas possiveis configuracbes apds colorir a

bandeira conforme o enunciado.

Figura 2 — Exemplos de configuragdes da bandeira

Fonte: Proprio autor

Observamos que as bandeiras acima foram coloridas conforme a restricdo de
que listas adjacentes ndo podem ter cores iguais.

De maneira geral a primeira lista pode ser colorida de 3 modos, a segunda lista
de 2 modos (n&o se pode usar a cor da primeira lista), a terceira lista de 2 modos (ndo se
pode usar a cor da segunda lista) e por fim a quarta lista também pode ser colorida de 2
modos (ndo se pode usar a cor da terceira lista).

Assim o total de maneiras de colorir a bandeira conforme a restri¢do dada é:
3X2Xx2x2=24 maneiras.

Como mencionado anteriormente, sabemos que a analise combinatéria se
preocupa com a formacdo e contagem de agrupamento de elementos de determinado
conjunto conforme algum critério pré-estabelecido de formacdo. Tais agrupamentos
podem ser divididos em arranjos, permutacGes e combinacgdes, 0s quais podem ser

formados por elementos distintos ou repetidos.
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O Principio Fundamental da Contagem (PFC) auxilia-nos nos mais variados
problemas que envolva contagem, contudo existem problemas que tal técnica torna-se
complexa e cansativa de ser realizada. Para tanto, com base no P.F.C., foram
desenvolvidas outras formas de agrupamentos que facilitam os calculos desses

problemas.

Ao agrupamento formado por todos os elementos do conjunto, diferindo dois
agrupamentos apenas pela ordem dos elementos, chamamos de permutacdo. Ao
agrupamento em que o numero de objetos de cada grupo € menor que o total, e um
elemento aparece uma s6 vez em cada grupo, e dois agrupamentos diferem pela
natureza ou pela ordem dos elementos que neles figuram, chamamos arranjo simples e
quando o agrupamento formado difere apenas pela natureza de pelo menos um elemento
temos uma combinacédo simples. Ja ao agrupamento formado por todos os elementos do
conjunto, diferindo dois agrupamentos apenas pela ordem dos elementos, chamamos

permutac&o.

3.3 PERMUTACAO

A permutacdo serve para determinar o nimero de maneiras existentes de
ordenar determinados elementos de um conjunto finito. Ao fazermos uma permutacéo,
estamos trocando de lugar determinados elementos do conjunto, considerando a

ordenacdo dos mesmos.

Na permutacao, o nimero de objetos a serem permutados é igual ao nimero de
posicBes. Temos dois tipos de permutacdo: permutacdo simples e permutacdo com

repeticdo (composta).

3.3.1 PERMUTACAO SIMPLES

As permutagfes simples consistem em agrupar, ordenadamente, elementos

distintos de um conjunto.
Consideremos a seguinte situacao:

Sabendo que anagrama é a troca de posi¢des das letras de uma palavra. Quantos

anagramas podemos formar com a palavra BOLA?
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Para a primeira escolha temos 4 possibilidades (B, O, L, A), ap6s essa escolha
temos 3 possibilidades para a segunda letra, 2 possibilidades para a terceira letra e
finalmente uma possibilidade para a quarta letra. Assim pelo PFC temos 4.3.2.1 = 24

anagramas.

Alguns anagramas da palavra BOLA sédo BALO, LOBA, OBLA, etc. cada um
desses anagramas corresponde a uma permutacdo simples das letras da palavra BOLA.
Podemos observar que de um anagrama para outro ha apenas a troca de posicdo das

letras, sendo que as letras sdo as mesmas.

Segundo Barroso (2010, p. 308), dado um conjunto com n elementos, chama-
se permutacdo simples dos n elementos qualquer sequéncia (agrupamento ordenado)

desses n elementos.
Indica-se por B, 0 niUmero de permutacdes simples de n elementos.

O calculo do numero de permutacGes de um conjunto com n elementos é dado

por:

3.3.2 PERMUTACAO COM REPETICAO

Segundo Silva e Filho (2008, p. 511), um conjunto foi escrito com n
elementos. Um dos elementos foi repetido a, outro elemento foi repetido S vezes e

assim por diante, até um elemento repetido y vezes.
O numero de permutacgdes que se pode obter com os elementos é:

!
P(a'.B""'V): n:
B alfl...y!
Consideremos o seguinte exemplo:

Quantas permutacdes existem da palavra OVO?

Vamos determinar todas as permutacfes possiveis da palavra OVO, para tanto

vamos colorir as letras para diferencia-las.
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OVO, OVO, VOO, VOO, 00V, OO0V

Podemos observar que temos um total de seis permutacBes (P;), porém,
algumas se repetem, como, por exemplo, OVO e OVO. Nesse caso temos que retirar
essas repeticOes, para tanto devemos dividir o total de permutacdes (P;) por P, que é o

numero de vezes que a letra O se repete, logo teremos:

P _103_3.2.1_3
"p, 21

Assim temos que o nimero de permutacdes da palavra OVO é 3.
3.3.3 PERMUTACAO CIRCULAR

A permutacdo circular € um caso de permutacdo em que os elementos ficam
dispostos em um ciclo. Nesse tipo de permutacdo, o que importa € a ordem em que um
elemento estd em relacdo ao outro e ndo suas posi¢des absolutas, ou seja, ao girar 0s

elementos, ndo séo criadas novas permutacoes.
Segundo Bezerra (2018, p. 48):

Chama-se Permutacdo Circular de n objetos distintos quaisquer disposicao

desses n objetos em torno de um circulo, colocados em lugares igualmente espacados.

Duas permutacgdes circulares sdo ditas indistinguiveis quando uma pode ser
obtida da outra por meio de uma rotacdo. Permutacfes circulares indistinguiveis sdo

contadas como uma so.

Consideremos a seguinte situagao:
De quantos modos podemos colocar n objetos distintos em n lugares
equiespacados em torno de um circulo, se consideramos equivalentes disposi¢des que

possam coincidir por rotacdo?

Para responder essa pergunta vamos partir de um problema, teoricamente, mais

simples.

De quantas maneiras podemos dispor trés criancas em um brinquedo de

formato circular que contém 3 lugares equiespacados um dos outros?
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Sejam as criancas denominadas por A, B e C, podemos ter as seguintes
configurac@es abaixo:

Figura 3 — Configuracdo de trés criancas em torno de um brinquedo circular

oo :o
: :0

Fonte: Proprio do autor

Notamos que temos seis possiveis posi¢Oes para as criancas em questdo, no
caso 3! = 6, porém, observamos que as trés posi¢cdes da primeira linha equivalem a
somente uma, uma vez que cada uma pode ser obtida por meio de uma rotagéo da outra,
0 mesmo vale para as trés posi¢oes da linha seguinte. Assim sendo, contamos trés vezes
cada possibilidade, logo o nimero de possibilidades correto é:

31 3.21
3 = — = (3 —1)! = 2! = 2 possibilidades

Dessa maneira, a quantidade de modos de colocar n objetos distintos em n
lugares equiespacados em torno de um circulo, se considerarmos equivalentes

disposicdes que possam coincidir por rotacdo, ¢ dada por:

n
—=n-1)!
n

3.4 ARRANJO

3.4.1 ARRANJO SIMPLES

Ao escolhermos certa quantidade de elementos de um determinado conjunto e
ordena-los de diferentes maneiras, sendo que a ordem e a troca de posi¢des desses

elementos gerarem novas configuragdes, dizemos que estamos diante de um arranjo.
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Dessa maneira temos que:

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjo simples dos n
elementos, tomados p a p, qualquer agrupamento ordenado (sequéncia) de p elementos
distintos, escolhidos entre os n possiveis.

Indica-se por A, 0 nimero de arranjos simples de n elementos tomados p a p.

Tomamos como exemplo a seguinte situacao:

Consideremos o conjunto N = {1, 2, 3, 4} quantos séo 0s agrupamentos desses

elementos de 3 em 3?

Podemos listar todos os agrupamentos pedidos: 123, 124, 132, 134, 142, 143,
213, 214, 231, 234, 241, 243, 312, 314, 321, 324, 341, 342, 412, 413, 421, 423, 431 ¢
432. Temos, portanto, um total de 24 agrupamentos, onde cada um desses numeros é

um arranjo diferente dos 4 elementos do conjunto inicial, em grupos de 3 elementos.

Como citado anteriormente, nesse exemplo, percebemos que o arranjo leva em
consideracdo a natureza e a ordem dos elementos. Basta observar que, no exemplo
acima, todos os arranjos sdao constituidos pelos mesmos elementos do conjunto N,

porém formam numeros distintos, como, por exemplo, 123 e 132.

Existem situacfes em que ndo sera possivel listar todos os arranjos, nessas
situacBes utilizaremos a férmula para a contagem desses arranjos, independentemente

da quantidade de elementos do conjunto.

Segundo Dante (2016, p. 211), arranjo simples de n elementos tomados p a p
(p < n) sdo agrupamentos ordenados diferentes que se podem formar com p dos n

elementos dados.
Indica-se por A, ou AP o total desses agrupamentos, que calculamos assim:

App=n.(n—1).(n—2)....9n—p—1)
ou

2 n!
P (n—p)!

Exemplo da aplicacdo da formula:
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Numa competicdo de programacao, participam 20 programadores. A premiagédo

é feita aos dois primeiros colocados. De quantas maneiras a premiagdo pode ocorrer?

Primeiramente observamos que precisamos escolher dois programadores entre
0s 20, sendo que nesse caso a ordem importa, pois, teremos 0 campedo e 0 Vice-

campedo. Portanto, estamos diante de um problema de arranjo simples.

Aplicando a formula teremos:

n!
Apy=———
" (n—-p)!
- 200 20! 20.19.18! 2019 — 380
1027 020-2) 18 180 "7

Logo temos 380 maneiras, entre os 20 programadores, para escolher o 1° e 2°

colocado.

3.4.2 ARRANJO COM REPETICAO

Arranjo com repeticdo, ou arranjo completo, sédo todos 0s reagrupamentos
ordenados que podemos formar com k elementos de um conjunto com n elementos,
sendo que um elemento de n pode se repetir mais de uma vez. Tais agrupamentos estdo
presentes em nosso cotidiano, seja em uma senha do banco, nas placas dos automoveis,

nas senhas de redes sociais, dentre outras.

Assim como fizemos para o arranjo simples, também podemos calcular a
guantidade de arranjos com repeti¢cdo. Dependendo da situacdo proposta fica inviavel
fazer todos os possiveis arranjos, para tanto nos utilizamos de férmula para encontrar tal

quantidade.
Consideremos a seguinte situacéo a seguir:

Jodo quer colocar uma senha em seu whatsApp, sabendo que essa senha é
composta por trés digitos numéricos e duas letras do alfabeto brasileiro, nessa respectiva

ordem, quantas possibilidades Jodo tem para escolher sua senha?

Sabendo que nosso sistema decimal é composto por 10 algarismos e nosso
alfabeto é formado por 26 letras e que ndo h& restricdo de repeticdo de elementos.

Temos:
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Para o 1° digito temos 10 possibilidades;
Para o0 2° digito temos 10 possibilidades;
Para o 3° digito temos 10 possibilidades;
Para a 1° letra temos 26 possibilidades;
Para a 2° letra temos 26 possibilidades.

Conforme o esquema abaixo

Tabela 1 — Numero de possibilidades para cada elemento

10 possibilidades 10 possibilidades 10 possibilidades 26 possibilidades 26 possibilidades
1° digito 2° digito 3° digito 12 letra 27 letra

Fonte: Proprio autor
Portanto, temos um total de 10x10x10x26x26 = 103x26% = 1000x676 =

676.000

Logo Jodo tém 676. 000 possibilidades de escolha para a senha de seu

whatsApp.
Segundo Hazzan (2013, p. 15):

Seja M um conjunto com m elementos, isto &, M = {ay, a,, ..., @y Chamamos

arranjo com repeticdo dos m elementos, tomados r a r, toda r-upla ordenada (sequencia

de tamanho r) formada com elementos de M ndo necessariamente distintos.
Seja M = {a,, ay, ..., any € indiquemos

O numero de arranjo com repeticdo, ou arranjo completo, desse conjunto

tomado r em r, em que cada elemento pode ser contado mais de uma vez é dado por:

ARy = n"
Onde:

Ay = quantidade de arranjos com repeticéo
n = quantidades de elementos do conjunto

r = quantidades de elementos que serdo escolhidos.
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3.5 COMBINACAO

A combinacdo, na Analise Combinatéria, € 0 processo matematico que se
preocupa com a contagem dos subconjuntos diferentes, escolhidos de um conjunto
maior, sem se preocupar com a ordem dos elementos. Assim, podemos definir a

combinagdo como:
Tomamos um conjunto C com n elementos, seja p um numero tal que p < n.

A combinacdo de n elementos tomados p a p é a quantidade de subconjuntos

distintos formados ao escolher p elementos do conjunto C.

3.5.1 COMBINACAO SIMPLES

Segundo Silva e Filho (2008, p. 507), chama-se combinagédo simples todos 0s
agrupamentos simples de p elementos que podemos formar com n elementos distintos,
sendo p < n. Cada um desses agrupamentos se diferencia do outro apenas pela natureza

de seus elementos.
Analisemos a seguinte situacéo problema:

Considere o conjunto formado pelas letras da palavra VELA. Quantos

subconjuntos com 3 elementos podem ser formados?

J& vimos anteriormente que a quantidade de agrupamentos ordenados é dada

por:

4! 4! 43.2.1!

4-3)! 1! 1!

Aps

Esses agrupamentos sdo: VEL, VEA, VLE, VLA, VAE, VAL, EVL, EVA,
ELV, ELA, EAL, EAV, LVE, LVA, LEV, LEA, LAE, LAV, AVE, AVL, AEV, AEL,
ALV, ALE.

Porém, pensando em termos de conjunto, o conjunto formado pelas letras VEL,
VLE, EVL, ELV, LVE e LEV é 0 mesmo, pois, ao permutar as letras VEL o conjunto
permanece com 0s mesmos elementos, dessa forma devemos tirar essa repeti¢cdo. Logo

devemos dividir o total pelas permutacOes dessas letras, ficando com:
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24 24 4
31 321

Assim, temos que a quantidade de subconjuntos com 3 elementos escolhidos

entre 0s 4 elementos do conjunto das letras da palavra VELA é 4.
{VEL}, {VEA}, {VLA}, {ELA}

Como vimos, com p elementos distintos, podemos obter p! permutacées. 1sso
significa que, a partir de uma combinagdo, podemos obter p! arranjos distintos dos n

elementos tomados p a p.

Entdo, o numero total de combinages € igual ao quociente entre 0 nimero de

arranjos (Ay,,p) e 0 nimero de permutagdes (p!).

n!
c _An,p _ (n—p)! _ n! 1 _ n!
P p! p! (n—-p)t'p! p'(n—p)!
Assim:
n!
Chpy=—"—"—, EN,p e NeO<p<
" = T = p)l comn p e p<n

De maneira geral temos:

Dado um conjunto de n elementos, chama-se combinacéo simples dos n
elementos, tomados p a p, qualquer agrupamento nao ordenado (subconjuntos) de p

elementos distintos, escolhidos entre os n possiveis.

3.5.2 COMBINACAO COMPLETA OU COMBINACAO COM REPETICAO

A Combinacdo Completa ou Combinacdo com Repeticdo é um tipo de
agrupamento, ndo ordenado, da analise combinatdria em que h& ou ndo a repeticdo de
elemento, ou seja, € 0 niumero de maneiras de escolhermos p objetos distintos ou nédo

entre n objetos distintos dados. Representamos a Combinag&o Completa por CRE.

Segundo Bezerra (2018, p. 72), Chama-se Combinacdo Completa ou
Combinagdo com repeticdo, de classe p de n objetos, a toda escolha ordenada de p

objetos, distintos ou ndo, dentre n objetos distintos dados.
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Consideremos a situacdo problema a seguir:

Jhenifer foi ao supermercado comprar dois refrigerantes para seu aniversario.
Sabendo que no supermercado ha quatro tipos de refrigerante, Fanta, Coca, Guarané e

Pepsi, de quantas maneiras ela pode comprar os dois refrigerantes?

Note gue se trata de combinacdo, uma vez que a ordem da compra ndo importa,
ou seja, comprar, por exemplo, Coca e Pepsi € a mesma coisa que comprar Pepsi e
Coca. Além disso, ela pode comprar os dois refrigerantes do mesmo sabor, logo

estamos diante de uma combinagéo com repeticao.

Sendo assim temos uma combinacdo com repeticdo de 4 elementos tomados 2
az2.

Listando todas as possiveis solucBes temos:

{coca, coca}, {coca, fanta}, {coca, pepsi}, {coca, guarana}, {fanta, fanta},
{fanta, guarand}, {fanta, pepsi}, {guarand, guarana}, {guarana, pepsi}, {pepsi, pepsi}.

Portanto, temos um total de 10 possibilidades para Jhenifer comprar os dois
refrigerantes.

Outra maneira de pensar nesse mesmo problema seria encontrar valores que
satisfaca a seguinte equacdo x; + x, + x3 +x, =2, onde x; é a quantidade de
refrigerante de fanta, x, é a quantidade de refrigerante de coca, x; é a quantidade de
refrigerante de guarana e x, é a quantidade de refrigerante de pepsi. Como 0s x; sdo
quantidades, temos que 0 < x; < 2.

Vejamos algumas possiveis solucfes para a equacgao:

Figura 4 — Possiveis solugdes para a compra de 2 refrigerantes dispondo de 4 sabores distintos

Xy + x + x3 + x4 = 2
o0 | = 2 refrigerante de fanta
o | ® - 1 refrigerante de cocae 1 de pepsi
o @ | = 1 refrigerante de fantae 1 de guarana

Fonte: Proprio autor
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Conforme a figura 4, podemos verificar que a situacdo de comprar 2
refrigerantes entre 4 possiveis sabores se resume em organizar, em fila, 2 bolas idénticas
separadas por 3 tracos, também idénticos, assim temos 5 elementos (2 bolas e 3 tragos)

para permutar. Logo, o0 nimero de organizar tais elementos é dado por:

5!
245 = 5131 = 63
Portanto,
5! 5! 5.4.3! _ 20

21(56—=2)! 2!3121.3! 2

CR4,2 = C5,2

De modo geral, dado um conjunto com nelementos tomados depap, a
combinacdo completa ou combinacdo com repeticao é calculada por:

CR. . — pPn—1 _ (n+p-1!
np — ‘p+n+l T m — “n+p-1

Assim, conclui-se que CR,, = Ch, ., ;

3.6 O PRINCIPIO DE DIRICHLET (PRINCIPIO DA CASA DOS POMBOS)

Além da contagem de elementos de conjuntos, a Analise Combinatéria também
se preocupa em determinar a existéncia ou ndo de determinados conjuntos, sendo que
esses conjuntos precisam satisfazer a determinadas propriedades. E para resolver esses
problemas, a Andlise Combinatoria lanca mao de uma ferramenta bastante simples,
porém, poderosa na resolucdo desses problemas que aparentemente sdo bastante
complexos. Tal ferramenta € o Principio de Dirichlet.

Morgado (1991, p. 81), diz que se n objetos forem colocados em no méaximo,

n — 1 gavetas entdo pelo menos uma delas contera pelo menos dois objetos.

Em 1834, o matematico alemdo Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-
1859), criador do conceito moderno de funcdo, ao demonstrar o teorema da
aproximac&o racional de um namero real, fez uso pela primeira vez do principio da casa

dos pombos. Tal principio pode ser enunciado conforme abaixo:
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“Seja dada uma casa de pombos com n buracos e suponha que haja m pombos
querendo ocupa-los. Se m > n, entdo algum buraco devera ser ocupado por mais de um

pombo”.
Tal enunciado se tornou no seguinte teorema (principio de Dirichlet).

“Se quisermos guardar G + 1 objetos em G gavetas, entdo alguma gaveta

devera conter mais de um objeto.”

A ilustragéo abaixo retrata tal teorema:

Figura 5 — Representag¢do do Principio de Dirichlet

objeto 1 objeto 2 objeto 3 | =====- objeto n

GCaveta 1 SCaveta 2 Caveta 3 Savetan

n+ 1 objetos

Fonte: Proprio autor

Podemos observar, na figura 5, que alocando um objeto em cada gaveta,
conseguimos alocar n objetos, porém temos n + 1 objetos, logo precisamos alocar o
objeto restante em uma das n gavetas, concluindo assim que em alguma gaveta havera

mais de um objeto.

Outra maneira de enunciar tal teorema em forma de funcéo é:

“Se o nimero de elementos de um conjunto finito A é maior do que 0 nimero

de elementos de outro conjunto B, entdo uma fun¢ao de A em B nao pode ser injetiva.”

Sabendo que uma funcdo é dita injetiva quando dados dois elementos, x; e x,,
pertencentes ao conjunto dominio, com x; # x,, as imagens f(x;) e f(x,) sdo sempre

distintas, ou seja, f(x1) # f(x3).

Tal demonstracéo pode ser feita como se segue abaixo:
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Suponhamos, sem perda de generalizacdo, que temos n + 1 elementos no
conjunto A e n elementos no conjunto B, sendo o conjunto A o dominio e o conjunto B
o contradominio. Suponhamos ainda que para cada elemento y do conjunto B temos
uma casa no conjunto A que contém todos os elementos x do conjunto A, tal que f(x) =
y. Como o conjunto A possui n + 1 elementos e o conjunto B possui n elementos, o
principio de Dirichlet nos garante que uma das casas contém dois ou mais elementos x

do conjunto A. Assim concluimos que uma funcao de A em B ndo pode ser injetiva.



35

4 DISCUSSAO DOS DADOS COLETADOS DO ENEM DOS ANOS DE 2016 A
2022 EM RELACAO AO DESEMPENHO DOS ALUNOS NO MUNICIPIO DE
MAZAGAO - AP

4.1 NUMEROS DE QUESTOES E OBJETOS DO CONHECIMENTO
ABORDADO

A Analise Combinatdria € um tema que sempre esta presente nos exames da
area da matematica. No Exame Nacional do Ensino Médio ndo é diferente, sendo uma
das habilidades presentes na Matriz de Referéncia do ENEM ( H2 - identificar padrdes

numéricos ou principio da contagem) pode abordar os mais variados tipos de contagem.

No grafico 1 estd representado o nimero de questdes do referido conteldo,
desde 2016 até 2022.

Gréfico 1 — Quantidade de questdes de Analise combinatoria por ano

NUMERO DE QUESTOES POR ANO
3,5

3 3 3
3 -
2 2 2
, = NUMERO DE QUESTOES
1
0 . I

2022 2021 2020 2019 2018 2017 2016
ANO DE APLICAGCAO DO ENEM

NUMERO DE QUESTOES
N
ol

N

[y
(S}
!

[y
!

o
o1
!

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Fazendo uma analise mais detalhada dessas questdes presentes no ENEM,
podemos verificar, analisando a tabela 2, que apesar de o contetdo analise combinatoria
ser bastante amplo, grande parte das questdes se concentraram apenas no Principio
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Multiplicativo e na Combinacdo Simples, sendo que os demais métodos de contagens

representam uma pequena parte das questdes.

Tabela 2 — Objeto do conhecimento abordado em cada questdo do ENEM de 2016 a

Principic Permutagdo Arranjo combinagdo N
Principio
Ano Questoes com com de
Itiplicati diti impl N ircul simpl e simpl let iri
multiplicativo  aditivo simples repeticio circular imples repeticio imples  completa  Dirichlet
147 X
2016
168 X X
143 X
2017 160 X
177 X
2018 165 X X
156 X X
2019
171 X X
141 X
2020 158 X X
163 X X X
138 X X
2021
179 X X
155 X
2022 142 X X X
140 X

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Outro fator importante a ser analisado é que a maioria das questfes que
envolvem mais de um tipo de contagem utiliza o Principio Multiplicativo, ou seja, tal
método de contagem é de suma importancia para a resolucao de questdes envolvendo

contagem.

Também € importante perceber que muitas questdes, em suas resolucdes,
envolvem mais de um tipo de contagem. Dessa forma é de suma importancia conhecer

todos os tipos, bem como saber aplic-las em cada situagéo especifica.
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4.2 ANALISE E COMENTARIOS DAS RESPOSTAS DOS DISCENTES

Nesse topico, serdo apresentadas todas as questdes, referentes a analise
combinatdria, presentes na prova do ENEM compreendidas nos anos de 2016 a 2022.
Também serdo apresentadas possiveis solugdes para as mesmas, bem como, em algumas
questdes, serdo apresentados alguns raciocinios que podem ter levado o aluno ao erro na

referida questéo.
4.2.1 ENEM 2016

QUESTAO 147

O ténis é um esporte em gue a estratégia de jogo a ser adotada depende, entre
outros fatores, de o adversario ser canhoto ou destro. Um clube tem um grupo de 10
tenistas, sendo que 4 sdo canhotos e 6 sdo destros. O técnico do clube deseja realizar
uma partida de exibicdo entre dois desses jogadores, porém, ndo poderdo ser ambos
canhotos. Qual o nimero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de
exibicao?

10! 41 100 4l 10!
) TR ) 21, 8l

—2  dZ+4x4 eZ+6x4
4! 4!

20,81 212! b)E_Z

Gréfico 2 — NUmero de resposta por item da questdo 147 da prova azul de 2016
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0
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QUESTAO 147 PROVA ZUL

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.
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Possivel solucéo:

Podemos calcular a quantidade total de dupla que podem ser formadas com o0s
10 jogadores, ou seja, escolher 2 dentre os 10 possiveis, como a ordem de escolha nao
importa estamos diante de uma combinagao, assim temos C,, , e desse total retiramos as

duplas formadas s6 por canhotos, o que pode ser feito de C, .

Assim, o numero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de
exibicdo é:

10! 4 100 4
21(10-2)! 21(4-2)! 218! 212!

C10,2' C4,2:

Nessa questdo, segundo o grafico 2, podemos observar que apenas 71 alunos
(19,18%) conseguiram acertar a questdo de um total de 370 alunos. Ainda podemos
verificar que 77 discentes (20,81%) optaram pelo item B, item esse que se diferencia da
opcdo A apenas pela ordem dos elementos escolhidos, ou seja, a questdo trata de
combinacéo, haja vista que escolher uma dupla, por exemplo, Jodo e Carlos é 0 mesmo
que escolher Carlos e Jodo. Assim, uma possivel interpretacdo errada da questao foi:

10! 4! 10! 4!

R ST TR ) TRTI T

QUESTAO 168

Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher uma senha composta
por quatro caracteres, sendo dois algarismos e duas letras (maiUsculas ou minusculas).
As letras e os algarismos podem estar em qualquer posicdo. Essa pessoa sabe que o
alfabeto é composto por vinte e seis letras e que uma letra mailscula difere da

mindscula em uma senha.
Disponivel em: www.infowester.com. Acesso em: 14 dez. 2012.

O numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site € dado por:

a) 102.262 b) 102.522 0)102.52%.2  d) 10%.26%.-— e) 102.522. ==

21.2! 21.2!
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Gréfico 3 - NUmero de resposta por item da questdo 168 da prova azul de 2016

RESPOSTAS
90

80

84
74
72
70
60
50
40 u RESPOSTAS
30
20
10
0
A B C D E

QUESTAO 168 PROVA AZUL

RESPOSTAS POR ITEM

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Possivel solucdo:

A senha é composta de 4 caracteres, dos quais 2 sdo algarismos (10
possibilidades) e 2 dois sdo letras (26 possibilidades). Porém, como letras mailsculas

diferem de mindsculas temos um total de 52 letras (26 mailsculas e 26 minusculas):

Tabela 3 — Possibilidade para as letras e algarismos

LETRA LETRA ALGARISMO ALGARISMO
52 POSSIBILIDADES 52POSSIBILIDADES 10 POSSIBILIDADES 10 POSSIEILIDADES

Fonte: Proprio autor

Assim temos:
52.52.10.10 = 522.1072

Porém, podemos observar que as letras e os algarismos podem permutar entre

si, logo teremos:

4
2,2 _
B = 212!
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Dessa forma, o numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse
site é dado por:

4!
2 £9y2
10<.52 ST

Na referida questdo acima, analisando o grafico 3, podemos verificar que
apenas 74 discentes (20%) responderam corretamente a questdo marcando o item E.
Observa-se que 22,70% dos alunos optaram pelo item D, nesse caso, um possivel
equivoco que podem ter levado ao erro da questdo foi na interpretacdo da questdo o
qual, possa ser que ndo observaram que letras maidsculas diferem de letras minusculas

levando a seguinte resolucdo:

Tabela 4 - Possibilidade para as letras e algarismos desconsiderando letras mailsculas de mindsculas

LETRA LETRA ALGARISMO ALGARISMO
26 possibilidades 26 possibilidades 10 possibilidades 10 possibilidades

Fonte: Préprio autor

26.26.10.10 = 26.102

Sendo que apds fazer a permutacdo com repeticdo chegaram a:
4!
2 2
10-.26 STE

4.2.2 ENEM 2017
QUESTAO 143

Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é formado por uma carreta e dez

carrinhos nela transportados, conforme a figura 6.

Figura 6 — Caminh&o-cegonha com 10 carrinhos

OO
/| | o000

| OO0 00

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.
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No setor de producdo da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura
de todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. S&o
utilizadas as cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas
com uma cor. O caminhdo-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em
todo caminhdo-cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro
cores disponiveis. Mudanca de posicdo dos carrinhos no caminhdo-cegonha ndo gera
um novo modelo do brinquedo. Com base nessas informacgoes, quantos sdo 0s modelos

distintos do brinquedo caminh&o-cegonha que essa empresa podera produzir?

A) Coq B) Co3 C) C104 D) 6* E) 4°

Gréfico 4 - Numero de resposta por item da questéo 143 da prova azul de 2017

RESPOSTAS

160

(=Y
o
o

[N
N
o

[y
o
o

79
80

50 i = RESPOSTAS
40
20

0

QUESTAO 143 PROVA AZUL

RESPOSTAS POR ITEM

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucédo:

De imediato, temos que ter pelo menos um carrinho pintado de cada cor. Como
temos 4 cores (amarelo, branco, laranja e verde) pintando cada um com essas cores, Nos
sobram 6 carrinhos a serem pintados, 0s quais podem ser pintados de qualquer cor, ou

seja:

carros amarelo + carros branco + carros laranja + carros verde = 6
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Veremos algumas possibilidades:

Figura 7 — configuracéo de pintura para 6 carrinhos dispondo de 4 cores

carros amarelo + carros branco + carros laranja + carros verde

O -00- 00 - O
.‘+..+.+.

Fonte: Proprio autor

No primeiro caso temos 1 carro amarelo, 2 carros brancos, 2 carros laranjas e 1
carro verde, ambos separados por 3 sinais de +.
No segundo caso temos 2 carros amarelos, 2 carros brancos, 1 carro laranjae 1

carro verde, também ambos separados por 3 sinais de +.

Entdo, de acordo com os dois exemplos, nosso problema sera uma permutacéo
com repeticdo, permutacdo de 9 elementos sendo que se repetem 6 bolinhas e 3 sinais de
mais.

9! 9!
316l 31(9-3)

6,3
Py Co3

Observando o grafico 4, percebemos que apenas 64 (15,76%) dos discentes
acertaram a questdo, e que 135 (33,25%) pensaram em se tratar de uma combinacdo
simples, optando pelo item C, ou seja, aplicaram a formula da combinacdo simples.

Como sdo 10 carrinhos e 4 cores, ficamos com:

C10,3

QUESTAO 160
O comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca da Copa,

composta de uma figura plana e o slogan “Juntos num sé ritmo”, com maos que se
unem formando a taga Fifa. Considere que o comité organizador resolvesse utilizar
todas as cores da bandeira nacional (verde, amarelo, azul e branco) para colorir a

logomarca, de forma que regides vizinhas tenham cores diferentes.
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Figura 8 — Imagem da logomarca da copa do mundo de 2014

JUNTOS NUM SO RITMO

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

De quantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a

logomarca com as cores citadas?

a) 15 b) 30 c) 108 d) 360 e) 972

Gréfico 5 - Namero de resposta por item da questdo 160 da prova azul de 2017
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucédo:

Consideremos a figura 8 onde estdo marcadas todas as regides a serem
pintadas.
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Figura 9 - Imagem da logomarca da copa do mundo de 2014 indicando as areas a serem pintadas

-(h.

JUNTOS NUVI SO RITMO

Fonte: http://angloresolve.plurall.net/press/question/2216912

e Paraaregido A temos 4 possibilidades (qualquer uma das 4 cores)

e Paraaregido C temos 3 possibilidades (ndo pode ser a cor da regido A)
e Paraaregido B temos 3 possibilidades (ndo pode ser a cor da regido C)
e Paraaregido C temos 3 possibilidades (ndo pode ser a cor da regido A)
e Paraaregido D temos 3 possibilidades (ndo pode ser a cor da regido C)
e Paraaregido E temos 3 possibilidades (ndo pode ser a cor da regido D)

e Paraaregido F temos 3 possibilidades (ndo pode ser a cor da regido D)

Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem temos um total de:
4.3.3.3.3.3=972 possibilidades

Verificamos, apds a resolucdo da questdo, que a mesma era relativamente facil,
a qual envolvia apenas o principio multiplicativo. Contudo, analisando o grafico 5,
podemos observar que apenas 59 alunos, 14,53% do total, gabaritaram a questdo.

Também podemos identificar que 28,57% dos estudantes optaram pelo item A.

Uma possivel interpretagdo desses 116 alunos que marcaram o item A possa
ser que entenderam a questdo como uma combinacdo de quantidade de regibes a serem

pintadas e nimero de cores a serem utilizadas, ou seja:

6! 6! 654! 30
= =—=15

C.. = i = = =
6T 41(6—4)! 41217 4121 2
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QUESTAO 177

Uma empresa construira sua pagina na internet e espera atrair um publico de
aproximadamente um milhdo de clientes. Para acessar essa pagina, sera necessaria uma
senha com formato a ser definido pela empresa. Existem cinco opcbes de formato
oferecidas pelo programador, descritas no quadro, em que “L” e “D” representam,

respectivamente, letra maiuscula e digito.

Tabela 5 — Possibilidade de formato para as senhas

Opcéo FORMATO
I LDDDDD
I DDDDDD
i LLDDDD
v DDDDD
\% LLLDD

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10
possiveis, podem se repetir em qualquer das opcdes. A empresa quer escolher uma
opcdo de formato cujo nimero de senhas distintas possiveis seja superior ao nimero
esperado de clientes, mas que esse numero ndo seja superior ao dobro do numero

esperado de clientes. A opcdo que mais se adequa as condi¢des da empresa é:

a) | b) II o) 1 d) IV e) V

[N
S
o

127

[uny
N
o

Gréfico 6 - NUmero de resposta por item da questdo 177 da prova azul de 2017
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.
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Uma possivel solucdo

Primeiramente, observamos que a senha é composta apenas por letras e digitos,
sendo 26 letras e 10 digitos. E que o formato de senha atenda um nimero maior que o
esperado de clientes, no caso um milhdo, mas ndo ultrapasse o dobro esperado de

clientes, no caso dois milhdes.

Tabela 6 — Possibilidade de formato para as senhas e total de senhas

OPCAO FORMATO TOTAL
I LDDDDD 26.10.10.10.10.10 = 26.10° = 2.600.000
I DDDDDD 10.10.10.10.10.10 = 10° = 1.000.000
Il LLDDDD 26.26.10.10.10.10 = 26%.10* = 6.760.000
(\Y} DDDDD 10.10.10.10.10 = 10° = 100.000
\ LLLDD 26.26.26.10.10 = 263.10% = 1.757.600

Fonte: Préprio autor

Observando a tabela 6 verificamos que a Unica opcdo que obedece as

exigéncias pedidas é a opcao V.

De acordo com o Gréfico 6, que consta as respostas dos discentes, verificamos
que uma grande parte dos estudantes escolheu a opcdo “C”. Ainda, de acordo com a
tabela 6, podemos inferir que realmente o maior nimero de senha que podemos formar
consta na referida opcdo, porém, talvez, os estudantes ndo se atentaram para a restricao
“mas que esse numero ndo seja superior ao dobro do niimero esperado de clientes”.
Como a quantidade de cliente esperado é de aproximado um milhdo, verificamos que a

opg¢ao “C” ultrapassa e muito esse valor.

4.2.3 ENEM 2018

QUESTAO 165

O Saldo do Automovel de Séo Paulo € um evento no qual varios fabricantes
expdem seus modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principalmente, suas
inovacOes em design e tecnologia. Uma montadora pretende participar desse evento
com dois estandes, um na entrada e outro na regido central do saldo, expondo, em cada
um deles, um carro compacto e uma caminhonete. Para compor os estandes, foram

disponibilizados pela montadora quatro carros compactos, de modelos distintos, e seis
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caminhonetes de diferentes cores para serem escolhidos aqueles que serdo expostos. A
posicdo dos carros dentro de cada estande € irrelevante. Uma expressao que fornece a
quantidade de maneiras diferentes que os estandes podem ser compostos é:

a) A%, b) C, C)C2XCix2x2 d)A3XxXA2%x2%x2 e)C:xCE

Grafico 7 - Numero de resposta por item da questdo 165 da prova azul de 2018
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucéo

De inicio verificamos que a questao se trata de uma combinag&o, pois, temos a

seguinte informacao: “A posi¢do dos carros dentro de cada estande ¢ irrelevante”.

Temos dois estandes onde em cada um terd um carro compacto e uma
caminhonete, assim serdo utilizados 2 carros compactos e duas caminhonetes. Como
temos 4 carros compactos podemos escolher dois deles fazendo CZ e como temos 6

caminhonetes e precisamos escolher duas podemos fazer CZ.

Escolhidos os dois carros eles podem ficar tanto no estande 1 como no estande
2, assim temos 2. C,,. Podemos seguir o mesmo raciocinio para as caminhonetes, logo
temos 2. Cq ,. Dessa forma, a expresséo que fornece a quantidade de maneiras diferentes

que os estandes podem ser compostos é: CZ x C2 X 2 X 2
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4.2.4 ENEM 2019

QUESTAO 156

Durante suas férias, oito amigos, dos quais dois sdo canhotos, decidem realizar
um torneio de volei de praia. Eles precisam formar quatro duplas para a realizacdo do
torneio. Nenhuma dupla pode ser formada por dois jogadores canhotos. De quantas

maneiras diferentes podem ser formadas essas quatro duplas?

a) 69 b) 70 c) 90 d) 104 e) 105

Gréfico 8 - Numero de resposta por item da questdo 156 da prova azul de 2019
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucdo

Iremos usar a ideia de subtracdo, ou seja, iremos calcular todas as combinagdes
possiveis, sem se importar com a restricdo de ndo ter uma dupla com dois canhotos, e

desse total retirar as combinacdes onde aparece uma dupla com dois canhotos.

e Calculo da primeira parte (todas as combinacdes possiveis)

Temos 8 amigos para formar a primeira dupla; Cg »;

Como ja foram utilizados 2 amigos na primeira dupla, para segunda dupla
temos apenas 6 amigos C ,. Para a terceira dupla temos 4 amigos C, , e finalmente para
a quarta dupla temos 2 amigos C,,. Assim, pelo PFC o ndmero de possibilidades de

formarmos 4 duplas com amigos é dado por:
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Cg2 X Cop X Cyp X Cyp
Porém, as duplas podem permutar entre si, assim temos um total de:
Cg2 X Cop X Cap X Cypp

4!
e Célculo da segunda parte (total de combinacdo com uma dupla de

= 105

canhoto)

Fixando a dupla de canhotos temos:
Para a segunda dupla temos 6 amigos para escolher 2, ou seja, Cg ».
Para a terceira temos C, , e para a quarta temos C, ,.
Entdo temos um total de:
Co2 X Cq2 X Cap
Como essas duplas podem permutar entre si ficamos com:

Cop X Chp X (oo
3! B

15

Portanto, o total de maneiras diferentes que podem ser formadas essas quatro

duplas é:
105—- 15=90

QUESTAO 171

Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo formado por uma
locomotiva, pintada na cor preta, mais 12 vagbes de iguais formato e tamanho,
numerados de 1 a 12. Dos 12 vagdes, 4 sdo pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na
cor verde e 2 na cor amarela. O trem é montado utilizando-se uma locomotiva e 12
vagdes, ordenados crescentemente segundo suas numeragdes, conforme ilustrado na

figura.

Figura 10 — Trem composto de uma locomotiva e doze vagbes

CHONOHD OO OO OO OO OHONOHONOHEN OO OHO OHD

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.
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De acordo com as possiveis variacdes nas colora¢fes dos vagdes, a quantidade

de trens que podem ser montados, expressa por meio de combinaces, é dada por:
Q) CH X C3H, X C3, X Cl b)Y Cly + C3 +C2 + 2 C) Ciy X 2 X C3 x C2
d)C} +2xC3, xCE e) Ciy X C3 X C3 X C2

Gréafico 9 - NUmero de resposta por item da questdo 171 da prova azul de 2019
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucdo

Temos 12 vagodes, dos quais 4 serdo pintados de vermelhos, 3 serdo pintados de

azul, 3 de verde e 2 de amarelo.

Os 4 que serdo pintados de amarelos podemos escolher entre os 12 possiveis

4
C12 .

Para a escolha dos 3 que serdo pintados de azul temos 8 possibilidades de

escolha Cj.
Para os 3 de que serdo pintados de verde temos 5 possibilidades C3;

E para os 2 que serdo pintados de amarelos temos duas possibilidades de

escolha C3.

Logo a quantidade de trens que podem ser montados é dada por:
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Ciy X C§ X C3 x C3

Nessa questdo, com base no grafico 9, percebemos que um possivel erro
cometido por 110 alunos (26,5%) refere-se a questdo de que os vagbes pintados ndo
foram retirados para, apds isso, se efetuar os demais calculos, chegando em Cj, x C32, X

C:, x C%,.
4.2.5 ENEM 2020

QUESTAO 141

Um hotel de 3 andares esta sendo construido. Cada andar terd 100 quartos. Os
quartos serdo numerados de 100 a 399 e cada um tera seu nimero afixado a porta. Cada
nimero sera composto por pecas individuais, cada uma simbolizando um Unico

algarismo.

Qual a quantidade minima de pecas, simbolizando o algarismo 2, necessérias

para identificar o nimero de todos os quartos?

a) 160 b) 157 ¢) 130 d)120 e) 60

Gréfico 10 - NUmero de resposta por item da questdo 141 da prova azul de 2020
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.
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Uma possivel solucdo

A questdo quer saber quantas vezes o algarismo 2 aparece de 100 a 399.
Podemos perceber que todos os quartos serdo numerados com numeros contendo 3
digitos, dessa maneira vamos calcular a quantidade de vezes que aparece o algarismo 2,

nesse intervalo, em trés etapas.
1.2 etapa: quantas vezes o algarismo 2 aparece na casa das centenas:

Temos que o algarismo 2 aparece na casa das centenas nos nimeros que vao de
200 até 299, ou seja, 100 vezes.

2% etapa: quantas vezes o algarismo 2 aparece na casa das dezenas:

Temos que o algarismo 2 aparece na casa das dezenas nos seguintes intervalos:
120,121, ..., 128, 129 = 10 vezes

220, 221, .., 228, 229 = 10 vezes

320, 321, ..., 328, 329 = 10 vezes

Portanto, na casa das dezenas o algarismo 2 aparece 10 + 10 + 10 = 30 vezes.
3% etapa: quantas vezes o algarismo 2 aparece na casa das unidades:

Temos que o0 algarismo 2 aparece na casa das dezenas nos seguintes intervalos:
102, 112, ..., 182, 192 = 10 vezes

202, 212, ..., 282, 292 = 10 vezes

302, 312, ..., 382, 392 = 10 vezes

Portanto, na casa das unidades o algarismo 2 aparece 10 + 10 + 10 = 30 vezes.

Sendo assim, concluimos que a quantidade minima de pecas, simbolizando o

algarismo 2, necessarias para identificar o namero de todos os quartos sao:
100 + 30 + 30 = 160 pecas.

QUESTAO 158

Trés amigos, André, Bernardo e Carlos, moram em um condominio fechado de

uma cidade. O quadriculado representa a localizagdo das ruas paralelas e
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perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho nesse condominio, em que
nos pontos A, B e C estdo localizadas as casas de André, Bernardo e Carlos,

respectivamente.

Figura 11 — Quadriculado com a localizagéo das casas de André, Bernardo e Carlos

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem passar pela
casa de Carlos, seguindo ao longo das ruas do condominio, fazendo sempre

deslocamentos para a direita (—) ou para cima (1), segundo o esquema da figura.

O numero de diferentes caminhos que André podera utilizar para realizar o

deslocamento nas condigdes propostas é
a)4 b) 14 c) 17 d) 35 e) 48

Gréfico 11 - Nimero de resposta por item da questdo 158 da prova azul de 2020
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.
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Uma possivel solucdo

Iremos fazer a resolugdo por parte. Primeiramente, iremos calcular todos os

caminhos possiveis de André ir até a casa de Bernardo.

Podemos verificar que, para ir da casa de André até a casa de Bernardo, €
preciso fazer 7 deslocamentos, sendo 4 deslocamentos para a direita (—) e 3
deslocamentos para cima (1), ou seja, temos uma permutagao de 9 elementos onde se
repete 5 para a direita e 4 para cima. Logo, para ir da casa de André até a casa de
Bernardo, basta calcularmos:

7' 7.654! 765
4130 41321 321

p? 35

Como André ndo pode passar pela casa de Carlos, vamos calcular todos os
possiveis caminhos passando pela casa de Carlos e subtrair de todos os caminhos

possiveis, ja calculados acima.
Para o célculo de A até B passando por C, vamos calcular em duas etapas:
Etapa 1: de Aaté C

Utilizando o mesmo raciocinio acima temos:

p22 _ 41 432! 43
4 2120 2121 21

Etapa 1: de C até B

o1 31 3.2

3T 211 2111

Dessa forma, para ir da casa de André até a casa de Bernardo, passando pela
cada de Carlos, é:
P/ P} =63 =18

Assim, o numero de diferentes caminhos que André podera utilizar para

realizar o deslocamento nas condi¢Oes propostas é:

35— 18=17
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QUESTAO 163

Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem “TOM
MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”.

Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM
POTTER?”, de tal forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre intercaladas, e

sem considerar o espacamento entre as letras.

Nessas condi¢des, o numero de anagramas formados é dado por:

a) 9! b) 4!.5! C) 2 X 4!.5! d)Z—i e) A

Gréfico 12 - Nimero de resposta por item da questdo 163 da prova azul de 2020
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucdo

De imediato, verificamos que a frase “I AM POTTER” possui 4 vogais (A, E,
I, O) e 5 consoantes ( M, P, T, T, R), logo para podermos intercalar as consoantes com
as vogais, devemos comegar a sequéncia com uma consoante, conforme o exemplo

abaixo:

MAPETITOR
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Entdo, nossas sequéncias serdo conforme a tabela 7:

Tabela 7 — Intercalagdo de consoantes e vogais

consoante vogal consoante vogal consoante vogal consoante vogal consoante

Fonte: prdprio autor
Assim, precisamos permutar as vogais e as consoantes:

Permutacdo das consoantes:

5!
2
P =3
Permutacdo das vogais:
P, = 4!

Logo, o numero de anagramas formados é dado por:

4.2.6 ENEM 2021

QUESTAO 179

Uma pessoa produzird uma fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de
tecidos diferentes e 5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem a sua
disposigéo 6 tecidos diferentes e 15 pedras ornamentais distintas. A quantidade de

fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é representada pela

expresséo:
6! 15! 6! 15! 6! 15! 6! 15! 21!
%) 21" Tos: b) 22 o Ozts  Duw €) 7a
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Gréafico 13 - NUmero de resposta por item da questdo 179 da prova azul de 2021
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucdo

De inicio, verificamos que a ordem com que escolhemos os 2 tipos de tecidos e
as 5 pedras ornamentais ndo influencia no resultado, portanto, estamos trabalhando com

combinacao.

e Formas de escolher os 2 tipos de tecidos entre 0s 6 disponiveis:
6! 6!
S 21(6—=2)! 24!

C6,2

e Formas de escolher os 5 tipos de tecidos entre os 15 disponiveis:

— 151 15!
1557 51(15 - 5)! ~ 5110!

Pelo Principio Fundamental da Contagem temos o B

: tipos de fantasias.
214! 5110!

4.2.7 ENEM 2022

QUESTAO 140

Foram convidadas 32 equipes para um torneio de futebol, que foram divididas

em 8 grupos com 4 equipes, sendo que, dentro de um grupo, cada equipe disputa uma
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Unica partida contra cada uma das demais equipes de seu grupo. A primeira e a segunda
colocadas de cada grupo seguem para realizar as 8 partidas da proxima fase do torneio,
chamada oitavas de final. Os vencedores das partidas das oitavas de final seguem para
jogar as 4 partidas das quartas de final. Os vencedores das quartas de final disputam as 2
partidas das semifinais, e os vencedores avancam para a grande final, que define a
camped do torneio. Pelas regras do torneio, cada equipe deve ter um periodo de
descanso de, no minimo, 3 dias entre dois jogos por ela disputados, ou seja, se um time
disputar uma partida, por exemplo, num domingo, s6 podera disputar a partida seguinte
a partir da quinta-feira da mesma semana. O nimero minimo de dias necessarios para a

realizacdo desse torneio é:

a) 22 b) 25 c) 28 d) 48 €) 64

Grafico 14 - NUmero de resposta por item da questdo 140 da prova azul de 2022
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucdo

Vamos fazer uma analise da quantidade de jogos da primeira fase, em apenas
um grupo. Como os demais grupos podem jogar no mesmo dia, esse raciocinio servira

para 0s demais.
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Seja, por exemplo, um dos grupos formado pelos times A, B, C e D. Como

todos jogam entre si, podemos ter a seguinte configuracdo conforme a tabela 8:

Tabela 8 — Possibilidade de jogos para um grupo com quatro times

DIAS JOGOS

1°DIA AXB CXD
2°DIA AXC BXD
3°DIA AXD BXC

Fonte: Préprio autor

Podemos observar que, analisando a tabela 8, para realizarmos todos os jogos
da primeira fase, de um grupo (0 mesmo ocorre nos demais grupos), precisamos de 3
dias. Como os times precisam descansar por no minimo 3 dias para a primeira fase,

serdo precisos 3 x 3 = 9 dias.

Na segunda fase, oitavas de finais, teremos 16 times, sendo 8 jogos, precisando
apenas de um dia para realizacdo dos mesmos. Nas quartas de finais teremos 8 times e 4
jogos, novamente para esses 4 jogos sera preciso apenas 1 dia. Na semifinal teremos 4
times e dois jogos, necessitando de 1 dia para a realizacdo deles e, por fim, teremos a
final com dois times e 1 jogo, o qual sera realizado em um Unico dia. Dessa forma,

teremos:
12 fase: 3 dias
Oitavas de finais: 1 dia
Quiartas de finais: 1 dia
Semifinais: 1 dia
Final: 1 dia

Totalizando 7 dias, como devemos ter um descanso de pelo menos 3 dias entre

uma partida e outra ficamos com:

Tabela 9 — NUmero total de dias referente a cada fase

12 fase descanso  oitavas  descanso  quartas  descanso semi descanso final

9 dias 3 dias 1 dia 3 dias 1 dia 3 dias 1 dia 3 dias 1 dia

Fonte: Préprio autor
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Assim, de acordo com a tabela 9, 0 nimero minimo de dias necessarios para a

realizacdo desse torneio é:
9+3+1+3+1+3+1+3+1=25dias

QUESTAO 142

Uma montadora de automoveis divulgou que oferta a seus clientes mais
de 1000 configuracdes diferentes de carro, variando o modelo, a motorizagéo, 0s
opcionais e a cor do veiculo. Atualmente, ela oferece 7 modelos de carros com 2 tipos
de motores: 1.0 e 1.6. J4 em relacdo aos opcionais, existem 3 escolhas possiveis: central
multimidia, rodas de liga leve e bancos de couro, podendo o cliente optar por incluir
um, dois, trés ou nenhum dos opcionais disponiveis. Para ser fiel a divulgacéo feita, a

quantidade minima de cores que a montadora devera disponibilizar a seus clientes é:
a)8 b) 9 c) 11 d) 18 e) 24

Grafico 15 - NUmero de resposta por item da questdo 142 da prova azul de 2022
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucédo:

Temos:

e 7 modelos de carros;
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e 2tipos de motores
e 3 opcionais (podendo escolher um, dois, trés ou nenhum).
Como a quantidade de modelos tem que ser maior que 1000, dessa maneira,

pelo Principio Fundamental da Contagem, temos:
modelos . motores .opcionais .cor > 1000
Notamos que, em relacdo aos opcionais, podemos combinar eles, ficando com:
C31+C3p +C33+C30=3+3+1+1=8
Portanto,
modelos .motores .opcionais .cor > 1000

7.2.8.n%cores > 1000

o S 1000 _ 892
necores >——— =8,

Assim sendo, a quantidade minima de cores que a montadora devera

disponibilizar a seus clientes é 9.

QUESTAO 155

Um prédio, com 9 andares e 8 apartamentos de 2 quartos por andar, estd com
todos os seus apartamentos a venda. Os apartamentos sdo identificados por numeros
formados por dois algarismos, sendo que a dezena indica o andar onde se encontra o
apartamento, e a unidade, um algarismo de 1 a 8, que diferencia os apartamentos de um
mesmo andar. Quanto a incidéncia de sol nos quartos desses apartamentos, constatam-se

as seguintes caracteristicas, em funcao de seus numeros de identificacao:

e naqgueles que finalizam em 1 ou 2, ambos 0s quartos recebem sol apenas na
parte da manha;

e naqueles que finalizam em 3, 4, 5 ou 6, apenas um dos quartos recebe sol na
parte da manha;

e naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os quartos recebem sol apenas na

parte da tarde.
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Uma pessoa pretende comprar 2 desses apartamentos em um mesmo andar,
mas quer que, em ambos, pelo menos um dos quartos receba sol na parte da manha. De
quantas maneiras diferentes essa pessoa podera escolher 2 desses apartamentos para

compra nas condicdes desejadas?

6! 6! 4!

a) ERe (6—2)! b) ERS (6—2)!12! C) ERe (4-2)'12!
21 8!
d) 9 x (2-2)12! €) 9 x ((8—2)! x2! 1

Grafico 16 - NUmero de resposta por item da questdo 155 da prova azul de 2022
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.

Uma possivel solucdo

Como os apartamentos que a pessoa pretende comprar, em pelo menos um,
receba sol pela manhd, ja descartamos os apartamentos que terminam em 7 ou 8, pois

ambos sé recebem sol pela tarde.

Assim, ficamos somente com 6 apartamentos para escolhermos 2. Como a
ordem ndo importa, ou seja, escolher o apartamento de final 2 e depois o de final 3 é o
mesmo que escolher o apartamento de final 3 e depois o de final 2, logo estamos

tratando de combinacdo, sendo assim ficamos com:
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6!
Cor =77
627 21(6 - 2)!
Porém, o célculo acima é somente para um andar. Como temos 9 andares, 0

numero de maneiras diferentes que essa pessoa podera escolher 2 desses apartamentos

para compra nas condi¢des desejadas é:

6!

OX ——r
21 (6 —2)!

Com base nos graficos, que mostram o nimero de respostas por item em cada
questdo, podemos inferir que o indice de acertos, a respeito do contetdo Analise
Combinatoria, foi consideravelmente baixo, com média de 21,33% nos sete anos
analisados. Além disso, percebe-se que o0s educandos tém mais afinidade com questdes
em que é trabalhado apenas um tipo de método de contagem, em especial, o principio
multiplicativo ou a permutacdo simples. Contudo, 56,25% das questdes analisadas

intercalam mais de um tipo de método de contagem em sua resolugéo.

Outro fator importante, que sugere as respostas dos discentes, diz respeito a
questdo do reconhecimento de quando se usar os tipos de método de contagem, arranjo
ou combinacdo, ou seja, percebe-se que os mesmos sabem desenvolver tais métodos,

porém, ndao conseguem identificar em qual situacdo aplicé-los.

Dessa forma, com base nas andlises apresentadas, pensou-se em uma proposta de
intervencéo voltada no sentido de colaborar no entendimento do contetdo, dando énfase
na parte em que o aluno apresenta mais dificuldades com relacdo ao objeto de estudo e
fortalecendo seus pontos fortes. Vale ressaltar que tal intervencédo serviu como reforgo

para os educandos que iriam prestar o ENEM em 2023.
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5 INTERVENCAO NAS TURMAS DO 3° ANO DO ENSINO MEDIO DA
ESCOLA ESTADUAL DE TEMPO INTEGRAL DOM PEDRO |

5.1 APRESENTACAO DA ESCOLA

A Escola Dom Pedro I, local escolhido para a intervencgdo, esta localizada no
municipio de Mazagao, a 35 km da capital, foi criada pelo Decreto n° 03/72-GAB, de 2
de marco de 1972, por determinacdo do Governador do Territorio Federal do Amapa,
Gen. lvanhoé Goncalves Martins, com o nome de Ginasio Dom Pedro I.

No dia 2 de marco de 1972 iniciaram-Se as primeiras turmas com suas
atividades em salas cedidas na Escola Estadual Doutor Murilo Braga, com uma clientela
de 121 alunos, tendo como seu primeiro diretor, o Professor José Odair da Fonseca

Benjamim, e como secretario o Senhor Luiz Alberto Costa Guedes.

A regularizacdo da escola veio com o Parecer n° 43/76-CE/CETA, de 16 de
setembro de 1976 e o Ensino de 1° e 2° Graus foi reconhecido pela Resolu¢do n°
114/00-CEE, de 26 de setembro de 2000.

O municipio de Mazagdo, onde a referida escola estd localizada, conta com
uma populacdo de 21.918 habitantes, segundo dados do IBGE de 2022, com um
predominio de popula¢do masculina em torno de 58%.

Possui como potencial econdbmico a agricultura de subsisténcia, o comércio,
producdo oleira e o funcionalismo puablico. A clientela é oriunda na sua maioria da
classe de baixa renda salarial e desempregada. As familias vivem com renda abaixo de

trés salarios minimos e revelam uma heterogeneidade no perfil socioeconémico.

A referida escola conta atualmente com 12 salas de aulas, sala de secretaria,
sala de coordenacéo, sala dos professores, uma sala de educacao especial, uma quadra
poliesportiva, uma copa. Até 2020, a escola atendia o Ensino Fundamental 2 (6.° ao 9.°
ano), o Ensino Médio e a Educagéo de Jovens e Adultos (EJA). A partir de 2022, com a
implantacdo da Escola de Tempo Integral — ETI- a mesma passou a fornecer somente o
Ensino Médio e a educacdo de Jovens e Adultos, atendendo um total de 693 discentes,
sendo 435 do Ensino Médio e 258 da educacgéo de Jovens e Adultos.
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5.2 DESCRICAO DA INTERVENCAO

A seguinte intervencdo, referente ao contetido, Anélise Combinatoria, ocorreu
no periodo de 06/11/2023 a 10/11/2023 e foi realizado na escola Estadual Dom Pedro |,
com 30 alunos de uma turma do terceiro ano do ensino médio, sendo que a turma foi
dividida em cinco grupos com seis alunos cada, a agéo foi composta de trés momentos,

0s quais estdo descritos abaixo.

Tal intervencdo, além de ter como objetivo a apresentacdo do contetido Anélise
Combinatéria, também serviu como preparo para 0S mesmos no sentido de prestarem a
prova do ENEM.

1° MOMENTO: AVALIACAO DIAGNOSTICA

Essa etapa foi realizada no dia 06/11/2023, sendo aplicada uma avaliacédo
diagnostica que envolveu os seguintes objetos de estudos: o principio fundamental da
contagem, arranjo e combinagdo, com o intuito de verificar os conhecimentos prévios
dos estudantes acerca dos objetos do conhecimento citado, bem como suas dificuldades
para que, a partir dessas, tracar estratégias no sentido de sanar/amenizar tais

deficiéncias.

Tal instrumento avaliativo foi aplicado uma vez que o mesmo fornece
informacdes relevantes sobre o grau de entendimento dos envolvidos acerca do

conteudo estudado.

Nessa linha de pensamento, Ferreira (2009, p. 33) cita que a avaliacdo

diagnostica tem como objetivo:

e Conhecer o aluno, sua bagagem cognitiva e/ou suas habilidades;

e ldentificar possiveis dificuldades de aprendizagem;

e Verificar o que o aluno aprendeu ou ndo aprendeu, identificando causas de néo
aprendizagem;

e Caracterizar o aluno quanto a interesses ou necessidades;

e Replanejar o trabalho.

Para esse primeiro momento, foi trabalhado um questionario contendo sete
questdes (em anexo) sobre os conteldos citados anteriormente. Tais questdes foram

adaptadas das provas anteriores do Exame Nacional do Ensino Médio, do livro
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Conexdes: Matematica e suas Tecnologias e do livro da colecdo Fundamentos de
Matemaética elementar, volume 5 - Combinatdria e probabilidade - as quais constam, em
anexo, no fim desse trabalho.

Figura 12 — Resolucéo apresentada pelo grupo C

5 = Quantos sio os anagramas da palavra ELEGER que terminam com vogal?
2
= Z : €
/
4
- e e .= £
Yolo/- 3.2. 4.3 - 48

Fonte: Proprio autor

Na figura 12, observou-se que 0 grupo ndo possui dominio em questbes que
envolvem permutagdo com elementos repetidos. Sendo que 0 mesmo considerou trés

opcdes para a Ultima letra (3 letras e) e permutou a demais.

Figura 13 — Respostas apresentada pelo grupo D

Quantos s3o os anagramas da palavra CINEMA, que come¢am com C ¢

terminam com A?

é' = 6x5x|—{x3x;2.xi:q°10

Quantos sio os anagramas da palavra ELEGER que terminam com vogal?

61=6,5H,32,4 =30

Fonte: préprio autor

Analisando a figura 13, notou-se que o grupo ndo diferencia os tipos de
permutagdes (com e sem elementos repetidos).

O resultado desse primeiro momento foi primordial para que se pudessem
tracar estratégias voltadas para as resolucdes dos problemas de Analise Combinatoria,
uma vez detectadas as dificuldades em determinado objeto do conhecimento.
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2° MOMENTO: CONCEITUANDO OS OBJETOS DE CONHECIMENTO
DA ANALISE COMBINATORIA

Depois de concluida a etapa anterior e feita a analise dos dados referente as
solucdes dos problemas apresentados, iniciou-se a segunda etapa da intervencdo. Essa
etapa foi desenvolvida em trés dias, 07/11/2023, 08/11/2023 e 09/11/2023, sendo que
cada dia teve duracdo de trés aulas de 50 minutos cada.

No primeiro dia, foram trabalhados conceitos sobre o Principio fundamental da
contagem, no segundo dia trabalharam-se 0s conceitos a respeito dos tipos de
permutacdes e arranjos e, no terceiro e ultimo dia desse segundo momento, foram
introduzidos os conceitos dos tipos de combinacdo. Cada um dos trés dias iniciou-se
com a apresentacdo de questdes relacionadas ao contedo a ser trabalhado, sendo que,
em grupos, com auxilio do professor, os alunos debateram possiveis solucdes e
apresentaram as mesmas para os demais colegas. A partir das apresentaces dos grupos,
foram construindo-se os conceitos dos conteudos trabalhados na aula e, ap6s a definicéo
dos conceitos, foram propostas outras solu¢cdes com base nos conceitos apresentados

anteriormente.

1° DIA: O PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

A referida aula teve como objetivo a insercdo dos conceitos relacionados ao
Principio Fundamental da Contagem. Para tanto, foram propostos problemas com o
intuito de verificar as diferentes possibilidades de resolucBes, ou seja, as possiveis
representacdes dos alunos na listagem dos agrupamentos, sem que 0s mesmos tenham o
conceito formal do contetdo.

Para a introducdo do contetdo, foram trabalhados dois problemas, a saber:

1 — ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 09”

Uma moca possui 5 blusas, 2 sapatos e 6 saias. De quantas formas ela pode

vestir uma blusa, um sapato e uma saia?
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Figura 14 — Solucéo apresentada pelo grupo E

Y blusas, 2 sapatos ¢ 6 saias. De gquantas formas cla pode

Fonte: préprio autor

2 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 114. ANO 2020~

O professor de matematica, da turma 311, passou um guestionario contendo 6
questdes, sendo que em cada questdo o aluno tinha que marcar, no cartdo resposta, a

opcao certo ou errado, conforme a imagem abaixo.

QUESTOES
1 2 3 4 5 6
CERTO L ] (@] L ] O o
ERRADO | © o] [] o] . .

De quantas maneiras diferentes esse cartdo pode ser preenchido?

Figura 15 — Resolucéo apresentada pelo grupo C

O prode

sendo

Qoo o crrado

or de matematicn, dn turma A1) P

cm Cinda dquesian o

U UL LN

vuno tinha i

abaixo

H‘IIIII|‘|||| Honan

Questors
!
| 1
‘ 4 4 'S
LERTT « = 0 o 0 0
FRRAINX O 0 . () . .

De quantas maneiras diferentes esse

cartiao [)u.'. “

T pree

nchido?

cartian

Fonte: proprio autor
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Analisando as figuras 14 e 15, percebeu-se que os alunos tém dificuldade em

aplicar o Principio Fundamental da Contagem em questdes contextualizadas.
2° DIA: PERMUTACAO E ARRANJO

Nesse segundo dia de aula, foram trabalhados os conceitos de permutacéo,
com e sem repeticdo, e também o0s conceitos de arranjo com e sem repeticdo. Para tanto,
como na aula anterior, foram inicialmente propostas situaces-problemas que levassem

o discente a desenvolver variadas maneiras de resolugdes.

Novamente, em um primeiro momento, 0s alunos se reuniram em grupo para
debater possiveis estratégias de resolucBes para as questdes apresentadas. Apds
terminarem suas resolucbes, um integrante do grupo apresentava para 0s demais a
estratégia utilizada. Num segundo momento, foi verificado se tais estratégias eram
validas e, em seguida, os alunos eram direcionados a como “atacar” de forma correta o

problema para depois inserir o conceito de tal contetdo.
Os problemas e algumas solucdes propostas pelos grupos seguem abaixo:

1 - ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS — PAG. 115. ANO 2020” (PERMUTACAO SIMPLES)

Quantos sdo os anagramas da palavra ESCOLA?

Figura 16 — Resolucédo apresentada pelo grupo D — Permutagdo Simples

Quantos sio os anagramas da palavra ESCOLA?

LA X M) '.\.\{

Fonte: proprio autor
2 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS — PAG. 115. ANO 2020” (PERMUTACAO COM REPETICAO)
O professor de matematica passou um trabalho em trio para fazer em casa.
Ana, Beto e Claudia resolveram fazer juntos. Decidiram que iriam fazer o trabalho na
casa de Claudia. Representando a casa de Ana por A, a do Beto por B e a da Claudia por

C, quantos sdo os possiveis caminhos que Ana pode fazer para ir da sua casa até a casa
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de Claudia, passando pela casa de Beto, sabendo que Ana sempre anda para baixo ou

para a direita?

ADLECHBECCD

Figura 17 — Resolucéo apresentada pelo grupo B — Permutacdo com Repeticéo

B

Fonte: Proprio autor

Figura 18 — Resolucéo apresentada pelo grupo C — Permuta¢do com Repeticéo

A ak B De B a/c'c
L 8 Y Va,«w. bQ'XO
(ARG DA XC
/ 2 ,7&,,«,& 5//1 (,/2

(Gpa. ONE) i/
p——— ) [ 1,(,?. /
V/ _L'__'_ - ( <. U L = {; fé :__é_——:— = jg
/‘, - gl I s 2 /Y-

Gl 2
Aé/ 75 £15' =230

Fonte: Proprio autor

Na solucéo do grupo B, figura 17, observa-se que 0 mesmo pensou em se tratar
de uma permutacdo onde ha repeticdo de 6 elementos para a direita e também 6
elementos repetidos para baixo, sem se preocupar com a condi¢do de obrigatoriamente

passar pela casa de Beto levando o grupo errar a questéo.
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Ja na figura 18, resolucdo do grupo C, nota-se que o raciocinio foi feito
corretamente, subdividindo a solucdo em duas etapas, porém cometeram um erro que a
maioria dos alunos comete que foi adicionar os resultados das duas etapas em vez de

multiplica-los.

3 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 21” (ARRANJO SIMPLES)

Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados sé&o

possiveis para os trés primeiros lugares?

Figura 19 — Resolucéo proposta pelo grupo A - Arranjo

Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados

s para os trés primeiros lugares?

Ox 419x 16

Fonte: Proprio autor

Figura 20 — Solucéo apresentada pelo grupo B — Arranjo Simples

Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados

SA0 pOssivers para os trés primeiros lugares?

‘ 0 19 1643 = W ALH. = 6BY
20, 2 2 <l SR VEE ]

Fonte: Proprio autor

Observando as figuras 19 e 20, nota-se que foram apresentadas diferentes
solugdes para uma mesma questdo, ou seja, percebe-se que tanto o grupo A quanto o

grupo B conseguiram absorver o que a questdo estava solicitando.
3° DIA: COMBINACAO (SIMPLES, COM REPETICAO E CIRCULAR)

Nesse ultimo dia, do segundo momento da intervencdo, foram trabalhados os
conceitos dos diversos tipos de combinagdo, assunto esse recorrente nas provas do
Enem. Para tanto, inicialmente, para verificar o nivel de conhecimento dos estudantes a
respeito de tal contetdo, foram trabalhadas questfes adaptadas das provas anteriores do

Enem. Como nos dois dias anteriores, a turma foi dividida em grupos onde cada um
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tentou resolver as questfes e em seguida apresentar aos demais grupos para, apos um

debate, verificar a validade de cada resolucéo.

A partir das apresentacdes e discussdes acerca das solucdes apresentadas foram
sendo construidos os conceitos referentes aos tipos de combinacdo para que 0s
educandos pudessem compreender tais conceitos e fazer uma relacdo com a aula
anterior a qual foi trabalhado o conteudo de arranjos, no intuito de fazer uma

diferenciacéo entre esses dois métodos de contagem.

1 - ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 119. ANO 2020” (COMBINACAO SIMPLES)

Dos 30 alunos de uma classe, 5 serdo escolhidos como representantes da turma.
Hé& 20 garotas e 10 garotos. Calcular quantas equipes podem ser formadas:

a) se ndo houver restricdes quanto ao sexo. b) com 3 garotas e 2 garotos.

Figura 21 — Solucéo apresentada pelo grupo A — Combinacdo Simples

Fonte: Proprio autor

Figura 22 - Solucéo apresentada pelo grupo E — Combinacéo Simples

I« Dos 30 alunos de uma classe, 5 serio escolhidos como representantes da

furma. Ha 20 garotas ¢ 10 garotos. Caleular quantas equipes podem serem formadas:
’
1) s¢ ndo houver restrigdes quanto 30 sexo, C w0, 5
)
-l >
b) com 3 garotas ¢ 2 garotos ( 70,3 . (/(), 2

Fonte: Proprio autor
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2 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS — PAG. 115. ANO 2020” (COMBINACAO SIMPLES)

Ap0s o termino de uma aula de matematica, os 30 alunos da sala se despediram

com um aperto de mao. Quantos apertos de méo foram trocados?

Figura 23 - Solucdo apresentada pelo grupo D — Combinacéo Simples

ApOs o termino de uma aula de matemdtica, os 30 alunos da sala se

ym um aperto de miao. Quantos apertos de mao foram trocados?

2923 . 30.29: 310 - Y35

. 2B 0, 2

Fonte: Proprio autor

Figura 24 - Solucdo apresentada pelo grupo B — Combinagdo Simples

Apos o termimo de uma aula de matemdtica, os 30 alunos da sala se

fespediram com um aperto de mio. Quantos apertos de mio foram trocados?

/

A

Fonte: Proprio autor
3 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 21”7

Para sua formatura Ana encomendou um colar com 4 pedras preciosas, todas
diferentes. Quantos colares diferentes poderdo ser feito? (COMBINACAO
CIRCULAR)

Figura 25 - Solucdo apresentada pelo grupo B — Combinagéo Simples

3 - Para sua formatura Ana cncomendou um colar com 4 pedras preciosas,

diferentes. Quantos colares diferentes poderio ser feito?

/,’ /"—"‘x‘ 3 ‘. 1508 : 20
A 4 V/") = 3. 2%e 6

Fonte: Proprio autor
4 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 54”
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Na cantina da escola vende-se suco nos sabores acerola, caju e uva. De quantos

modos Bruna pode comprar 5 copos de sucos? (COMBINACAO COMPLETA)

Figura 26 - Solucéo apresentada pelo grupo B — Combinagdo Completa

intina da ola vende suco nos sabores acerola, caju ¢ uva. De

omprar copos de sucos?

L

Fonte: Préprio autor

3° MOMENTO: INVESTIGANDO O APRENDIZADO

Essa Gltima etapa teve como objetivo investigar o progresso dos educandos.

Para tanto, foi aplicada uma avaliacdo formativa, uma vez que a mesma, segundo

Afonso (2004), possibilita 0 acompanhamento da aprendizagem dos estudantes, o qual

se apresenta como pertinente acéo ao longo do percurso escolar.

SANT’ANNA, 2001, P. 34 descreve que:

A Avaliacdo Formativa tem como funcdo informar o aluno e o professor
sobre os resultados que estdo sendo alcangados durante o desenvolvimento
das atividades; melhorar o ensino e a aprendizagem; localizar, apontar,
discriminar deficiéncias, insuficiéncias, no desenvolvimento do ensino-
aprendizagem para elimina-las; proporcionar feedback de acéo.

Portanto, esse terceiro momento teve como foco verificar o aprendizado dos

alunos em relagdo ao que foi desenvolvido nos trés dias correspondentes ao segundo

momento da intervencdo. Dessa forma, foi possivel averiguar o qudo proveitosas foram

as aulas relacionadas aos contetdos ministrados.

A seguir, algumas solugdes propostas pelos grupos, onde as mesmas serdo

discutidas no proximo topico.
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1 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR —
PAG. 13”

Caminhando sempre para a direita ou para cima, sobre a rede da figura, de
guantas maneiras um homem pode ir do ponto A até a reta BC? (PFC)

B,

o hC

Figura 27 - Solucdo apresentada pelo grupo A — P.F.C.

rede da figura, de quantas

Fonte: Proprio autor

2 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR —
PAG. 277

Quantos anagramas da palavra FILTRO comegcam por

consoantes?
(PERMUTACAO SEM REPETICAO)



Figura 28 - Solucdo apresentada pelo grupo D — Permutacdo sem repeticéo

»s anagramas da palavra FILTRO comegam por consoantes?

i e ) 3 = oA o ze
= ; = _z/‘__ < { - [23
L 5. & 2 e
= =l ¢ 3 2 « = 127
T Gz
Fonte: Proprio autor

Figura 29 - Solucéo apresentada pelo grupo C — Permutacéo sem repeticdo

2 - Quantos anagramas da palavra FILTRO comegam por consoantes?

[ 5 4 22
= === i
== v
o

5

PAG. 48”

Fonte: Proprio autor

3 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR -

De quantas formas 8 sinais “+” e 4 sinais

sequéncia? (PERMUTACAO COM REPETICAO)

({3

podem ser colocados em uma

Figura 30 - Solucéo apresentada pelo grupo B — Permutagdo Com repeticéo

D inta

formas 8 sinais *

¢ 4 sinais “-" podem ser colocados em uma
r+ T r ot =
+ 4 -~ 4 4 ] =
/ d 5 - Y99
,v 2! - 111088 - 61158
2ly! _—g‘)"‘u?‘,51
Fonte: Proprio autor
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5 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR -
PAG. 39”

Um time de futebol de saldo deve ser escalado a partir de um conjunto de 10
jogadores (entre eles Ari e Arnaldo). De quantas formas isso pode ser feito, se Ari e

Arnaldo devem necessariamente ser escalados? (COMBINACAO SIMPLES)

Figura 31 - Solucdo apresentada pelo grupo B — Combinacéo Simples

tebol de saldo deve ser escalado a partir de um conjunto de 10
Jles

Ari ¢ Amaldo). De quantas formas isso pode ser feito, se Ari
1ecessariamente ser escalados?

500D O
FLEFEL A
»r ¥VAAA_:v:' T T ;\77 /
Cg.z
/ !
R 4 % 3

Fonte: Proprio autor
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6 ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS COLETADOS

Durante a Avaliacdo Diagnostica, conforme apéndice A, foi constatado que
80% dos discentes compreendem o Principio Fundamental da Contagem, porém,
quando o mesmo € empregado em questdes contextualizadas, os discentes tém
dificuldades em aplicar, o qual pode ser verificado na questdo 1 do referido Apéndice.
Outro fator observado durante a Avaliacdo Diagndstica foi sobre os alunos néo
diferenciarem os tipos de permutacfes (simples e com repeticédo), fato esse comprovado
quando comparado as questfes 2 e 3. Nas questbes 3 e 5, permutacdo com repeticao,

notou-se que houve 100% de erros.

Na questdo 6, combinacdo simples, percebeu-se que apenas um grupo (20%)
acertou a questdo, os demais cometeram alguns erros como, em vez de multiplicar,
somaram, ndo reduziram o total ap6s alguns pintados, etc. E por fim, os mesmos

também ndo conseguem diferenciar a combinagdo circular.

Porém, notou-se que os alunos sabem aplicar corretamente as técnicas de
resolucbes dos métodos de contagem, precisando apenas identificar qual método aplicar

em cada situacdo especifica.

Nesse sentido, essa primeira fase da intervengdo serviu para auxiliar na
proxima fase, na qual foram trabalhados, separadamente, os varios tipos de métodos de
contagem, onde se buscou sanar 0s erros observados na Avaliacdo Diagnoéstica, bem

como potencializar os acertos.

Em relagdo a segunda fase da intervencdo, conforme os apéndices D, F e H,
ficou nitido o desempenho dos alunos em relacdo as dificuldades observadas na
Avaliacdo Diagnosticas, uma vez que houve mais de 80% de acerto, ou seja, percebeu-
se que os alunos, mesmo proximo do ENEM, ainda ndo tinham tido contato com o
referido conteudo, fato esse comprovado ao se verificar o guia de aprendizagem da

referida escola.

Porém, ainda conforme os apéndices D, F e H, nota-se que, se trabalhado
corretamente tais objetos de conhecimentos, a chance de acertos em questdes do ENEM
relacionadas a esses conteudos aumenta consideravelmente. Assim sendo, uma possivel
forma de se trabalhar tal conteudo, conforme aplicada no segundo momento da

intervencao, é partir de situacdes onde ao resolver o problema o préprio aluno comece a
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construir conceitos relacionados ao método de contagem aplicado e ndo simplesmente

mostrar a formula pronta e aplicé-la.

Ja na Avaliacdo Formativa, buscou-se avaliar o nivel de aprendizado adquirido
ao longo das aulas, o qual, segundo o apéndice J, observou-se que foi positivo, haja
vista que o indice de acertos nas questBes propostas foi alto. Outro fator bastante
positivo nessa avaliagdo foram as diversas formas de resolucdo apresentadas pelos

grupos para uma mesma questao.

Assim sendo, conforme o exposto, verificou-se que quando trabalhado, a
Analise Combinatoria, a partir de situacGes problemas onde o aluno utiliza-se de seus
conhecimentos prévios para tentar solucionar o problema e, somente, ap0s isso,
construir 0s conceitos dos métodos de contagem, € uma alternativa viavel para o
entendimento do contetdo, pois, os alunos ndo somente decoram as férmulas, mas sim,

compreendem de onde elas surgem e, porque sdo aplicadas em situacoes especificas.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

E notorio que entrar no ensino superior é a perspectiva de, praticamente,
qualquer estudante que conclui o Ensino Médio, porém, esta cada vez mais dificil

realizar tal objetivo, pois a cada ano o nivel de competitividade esta aumentando.

Neste sentido, sendo o ENEM a porta principal para o educando ingressar no
ensino superior e devido o mesmo ser bastante concorrido, onde um erro pode fazer
toda a diferenca na hora de conseguir a tdo almejada vaga, o referido trabalho buscou
averiguar quais fatores contribuiram para que os alunos do municipio de Mazagao,
localizado no estado do Amapa, levassem consigo para 0 ENEM, lacunas referentes ao

conteddo Anélise Combinatdria e quais impactos negativos tais lacunas acarretaram.

No decorrer do trabalho, especialmente no topico 4.2 — Anélise e comentarios
das respostas dos discentes, ficaram claro que tais deficiéncias prejudicaram bastantes
os discentes na prova do ENEM, uma vez que de 2016 a 2022, conforme os graficos

apesentados, a porcentagem de acertos foi relativamente baixa.

O trabalho também buscou auxiliar o professor no sentido de preparar melhor
seus alunos para a prova do ENEM, uma vez que o mesmo buscou identificar os
principais métodos de contagem mais presentes na referida prova, bem como de que

forma os mesmos sdo abordados.

Outro fator relevante que o presente trabalho abordou diz respeito aos
principais erros cometidos pelos alunos em questbes de contagem, para tanto, apos
analises do topico 4.2, foi feita uma intervencdo em uma das escolas do referido
municipio a fim de averiguar tais erros. Sendo que os mesmos foram debatidos no item

6 — Andlise e discussao dos dados coletados.

Em sintese, este estudo procurou mostrar a importancia do conteudo Analise
Combinatdria, em especial nas provas do ENEM, identificar que fatores acarretaram o
baixo desempenho dos alunos no referido conteddo em relacdo ao periodo de 2006 a
2022, mostrar os principais erros cometidos pelos alunos em Anélise Combinatoria,
bem como verificar os métodos de contagem mais presentes na prova do ENEM e como

0Ss mesmos séo trabalhados na referida prova.
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APENDICE A - AVALIACAO DIAGNOSTICA
1 - ADAPTADO DO ENEM 2017 — (P.F.C))

O comité organizador dos jogos internos 2023 da escola Estadual Dom Pedro |
criou a uma competicdo, cujo objetivo era descobrir de quantas maneiras diferentes os
alunos podiam pintar a bandeira do municipio dispondo das cores vermelho, amarelo e

branco, de modo que regides vizinhas tenham cores diferentes.

JAS

PAS
A

2 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS — PAG. 113. ANO 2020” (PERMUTACAO SIMPLES)

Quantos s&o os anagramas da palavra CINEMA, que comecam com C e

terminam com A?

3 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS — PAG. 114. ANO 2020” (PERMUTACAO COM REPETICAO)

Quantos sdo os anagramas da palavra ELEGER que terminam com vogal?

4 - ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 118. ANO 2020” (ARRANJO SIMPLES)

O professor de matematica resolveu passar um filme para a turma do 3° ano do
ensino meédio. Ana, Bruna e Carla, ao chegar a sala para assistir ao filme, encontraram
as 5 primeiras carteiras da primeira fileira vazias. De quantas maneiras elas podem se

sentar nessas 5 carteiras?

5 - ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS — PAG. 123. ANO 2020” ( ARRANJO COM REPETICAO)

Quantos séo os anagramas da palavra PAPAGAIO?

6 - ADAPTADO ENEM 2019 — COMBINACAO SIMPLES
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Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo formado por uma
locomotiva, pintada na cor preta, mais 6 vagbes de iguais formato e tamanho,
numerados de 1 a 6. Dos 6 vagdes, 3 sdo pintados na cor vermelha, 2 na cor azul, 1 na
cor verde. O trem é montado utilizando-se uma locomotiva e 6 vagdes, ordenados

crescentemente segundo suas humeracdes, conforme ilustrado na figura.

5

De acordo com as possiveis variagdes nas colorag¢fes dos vagdes, a quantidade

de trens que podem ser montados, expressa por meio de combinacoes, é:

7 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 35" (COMBINACAO CIRCULAR)

Nos jogos internos da escola Dom Pedro | uma das competicbes é o
campeonato de UNO, onde 4 competidores disputam quem vence. Sabendo que tal
competicdo é realizada numa mesa de formato circular, de quantas formas os 4

competidores podem se sentar ao redor dessa mesa?
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RESOLUGAO DA ATIVIDADE DIAGNOSTICA FEITA PELOS GRUPOS
GRUPO 1

ﬂ:g'z-Z-L:ZQ
B=2
C &2 |
A xB“xc =2y i —

,,,,,,,,,
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5- S Si
Quantos sio os anagramas da palavra PAPAGAIO? |

4 @ AT il D

-

2\;"7 s 1 5 ‘y’1 7(,\

6 - Uma empresa confecciona ¢ comercializa um brinquedo formado por uma
locomotiva, pintada na cor preta, mais 6 vagdes de iguais formato e tamanho,
numerados de 1 a 6. Dos 6 vagdes, 3 sdo pintados na cor vermelha, 2 na cor azul, | na
cor verde. O trem ¢ montado utilizando-se uma locomotiva e 6 vagdes, ordenados

crescentemente segundo suas numeragdes, conforme ilustrado na figura.

De acordo com as possiveis variagdes nas coloracdes dos vagoes, a quantidade

de trens que podem ser montados, expressa por meio de combinagdes, €:
6 x3 4 2yl

A2 + 2
ZO

7 - Nos jogos internos da escola Dom Pedro I uma das competigdes € 0
campeonato de UNO, onde 4 competidores disputam quem vence. Sabendo que tal
competi¢io ¢ realizada numa mesa de formato circular, de quantas formas os 4

competidores podem se sentar ao redor dessa mesa?

4.2.2.4% 2%
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GRUPO 2
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GRUPO 3
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GRUPO 4
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11

5 - Quantos sio os anagramas da palavra PAPAGAIO?

B pesicors py letia O. Como sic & Jetres

e
s 613=él(

Py o
vyt 1 ©

6 - Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo formado por uma
locomotiva, pintada na cor preta, mais 6 vagoes de iguais formato e tamanho,
numerados de 1 a 6. Dos 6 vagdes, 3 sdo pintados na cor vermelha, 2 na cor azul, 1 na

cor verde. O trem ¢é montado utilizando-se uma locomotiva e 6 vagoes, ordenados

crescentemente segundo suas numeragdes, conforme ilustrado na figura.

De acordo com as possiveis variagdes nas coloragoes dos vagdes, a quantidade

de trens que podem ser montados, expressa por meio de combinagdes, €:

Ce.3+C322 7 Sk

7 - Nos jogos internos da escola Dom Pedro I uma das competigdes € 0

campeonato de UNO, onde 4 competidores disputam quem vence. Sabendo que tal

competigdo ¢ realizada numa mesa de formato circular, de quantas formas os 4

competidores podem se sentar a0 redor dessa mesa?

Ux3.2% 4 =24
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GRUPO 5

ATIVIDADE

' . : ; .
=B . O comité organizador dos jogos internos 2023 da escola Estadual Dom
I criou a uma competigio, cujo objetivo era descobrir de quantas maneiras
di g 4
ferentes os alunos podiam pintar a bandeira do municipio dispondo das cores
vermelho, amarelo e branco, de modo que regides vizinhas tenham cores diferentes.

?Vz’(;)(;:sl

2 — Quantos so os anagramas da palavra CINEMA, que comegam com C ¢
terminam com A?

C & M - 0

3 — Quantos sao sio os anagramas da palavra ELEGER que terminam com vogal.
5 & aF e 4 € w20
5 = { e 2440
4 Z 2 & S

4 - O professor de matematica resolveu passar um filme para a tur
do ensino médio. Ana, Bruna e Carla ao chegar a sala, para assistir o filme,
5 primeira carteiras da primeira fileira vazias. De quantas maneiras elas

nessas 5 carteiras?

/ na 5 fMAiAi/ia/aa/éA ﬁla/ P
Emma Y fOMlAi/,'q/aq/c L
. an/a Z IOAA{A/[‘Q/:(AA
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APENDICE B — CONCEITUANDO OS TIPOS DE CONTAGEM
ATIVIDADES SOBRE PFC

1 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 09”

Uma moca possui 5 blusas, 2 sapatos e 6 saias. De quantas formas ela pode

vestir uma blusa, um sapato e uma saia?

2 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 114. ANO 2020~

O professor de matematica, da turma 311, passou um questionario contendo 6
questdes, sendo que em cada questdo o aluno tinha que marcar no cartdo resposta a

opcao certo ou errado, conforme a imagem abaixo.

QUESTOES
1 2 3 4 5 6
CERTO | ® . 0 ) o) 0
ERRADO | O (o] ® (¢] (] ®

De quantas maneiras diferentes esse cartdo pode ser preenchido?

3 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 127

Quantos numeros telefénicos com 8 digitos podem ser formados, se usarmos 0s
digitos de 0 a 9?

4 - ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 109. ANO 2020~

Calcule quantos numeros de 3 digitos podem ser formados com os algarismos

0,1,2,3,4¢e5, seos algarismos:

a) podem ser repetidos. b) ndo podem ser repetidos.



RESOLUCAO DA ATIVIDADE SOBRE P.F.C. FEITA PELOS GRUPOS
GRUPO 1

ALIVIDADE

F Ui moga possun S blusas, 2 sapatos ¢ 6 sains | quantas formas ¢la pods

vestr ima blosa, um sapato e uma sina?

S
\ 3
o
Vo
177

2 O professor de matematica, di turma 311, passou um questionano contendo

O questoes, sendo que em cada questiao o aluno tinha QUE MIrCar no cario resposta a

opgdo certo ou errado, conforme o umagem abaixo

QUESTOES
| 1 2 ) 1 S 6O
|_CERTO | @ . 0 - 0 (o]
| ERRADO | © 0 ™ 0 ™ .

De quantas maneiras diferentes esse cartiio pode ser preenchido?

1256 - 32

3 - Quantos niameros telefonicos com 8 digitos podem ser formados, se

usarmos os digitos de 0 a 9?

10x 10x 10 x 10« 10x 10 10x 10

4 - Calcule quantos nimeros de 3 digitos podem ser formados com os

algarismos 0, 1,2, 3,4 ¢ 5, se os algarismos:

a) podem ser repetidos. b) ndo podem ser repetidos.
5 66 5 51
¢ o U -
X q - iw

3016 =480 25
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GRUPO 2

12

ATIVIDADE

I = Uma moga possui 5 blusas, 2 sapatos ¢ 6 saias. Dc quantas formas cla pode

vestir uma blusa, um sapato e uma saia?

QX bxS =D

2 — O professor de matematica, da turma 311, passou um questionario contendo
6 questdes, sendo que em cada questio o aluno tinha que marcar no cartio resposta a

opgdo certo ou errado, conforme a imagem abaixo.

{* QUESTOES

1 2 3 4 5 6
| certO | @ . (o) . 0 o
[erraco| 0 [0 [ e O e e

De quantas maneiras diferentes esse cartio pode ser preenchido?

(Q.)Se B JQ

3 - Quantos nimeros telefonicos com 8 digitos podem ser formados, se

usarmos os digitos de 0 a 9?

10x 0 x40 x 0 x 40 4px 40. 10 - 100 0 .o

4 - Calcule quantos nimeros de 3 digitos podem ser formados com os

algarismos 0, 1,2, 3,4 ¢ 5, se os algarismos:

a) podem ser repetidos. b) ndo podem ser repetidos.

bxbxb = o 65 x4 =130
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GRUPO 3

ATIVIDADE
Uma moga possin § blusas, 2 sapatos ¢ 6 saias. De quantias formas ela pode

vestr uma blusa, um sapato ¢ uma saia?

vero Vi ¢

cx 2 x & CO Sopmlls

2 - O professor de matematica, da turma 311, passou um questionério contendo

6 questoes, sendo que em cada questio o aluno tinha que marcar no cartio resposta a

opgdo certo ou errado, conforme a imagem abaixo.

=il QUESTOES
1 2 3 4 5 6
CERTO L] ® (o] L] (o] (o]
ERRADO | O | O . o . .

De quantas maneiras diferentes esse cartio pode ser preenchido?
CADA- LoesTho TEWM  TUAS cpcces , COomo spv 6 Cuerces

Ix222x2x2x2 - 2% -¢ou

3 - Quantos nimeros telefonicos com 8 digitos podem ser formados, se
usarmos os digitos de 0 a 9?7

S to pems (01,2,2,4 5,63 @ 9

W 1 W 1w 1001010 ;108

4 - Calcule quantos nimeros de 3 digitos podem ser formados com os

algarismos 0, 1,2, 3,4 ¢ 5, se os algarismos:

b) ndo podem ser repetidos.
$ S &

a) podem ser repetidos,

S cé
S—éz,‘ 5)(5)((1—-(%
§.3%6 = /90
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GRUPO 4
12
ATIVIDADE
I~ Uma moga possui 5 blusas, 2 sapatos ¢ 6 saias. D¢ quantas formas cla pode
vestir uma blusa, um sapato e uma saia?
5 BLUSAS 5.2 6
~
2 SAPATOS ;(()\).5
L SAIAS 6()

2= O professor de matematica, da turma 311, passou um questionario contendo

6 questoes, sendo que em cada questio o aluno tinha que marcar no cartao resposta a

opgio certo ou errado, conforme a imagem abaixo.

[ =y QUESTOES

1 2 3 4 5 6
| CERTO | o . 0 W () [e)
| ERRADO [ © .

o [ e |0 | e
20 20 2f i L .

De quantas maneiras diferentes esse cartio pode ser preenchido?

-

2:2.2.2.51 = g°.

3 - Quantos nimeros telefonicos com 8 digitos podem ser formados, se
usarmos os digitos de 0 a 97

%
10 10 0 40 o o 0 12:14p

et P— S——— =

4 - Calcule quantos ntmeros de 3 digitos podem ser formados com os
algarismos 0, 1,2, 3,4 ¢ 5, se os algarismos:

a) podem ser repetidos. b) néo podem ser repetidos.

—_—

£ 6 6 .4° 6 5 Uy

— — —
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GRUPO 5

12
ATIVIDADE
I = Uma moga possui 5 blusas, 2 sapatos ¢ 6 saias. De quantas formas cla pode

‘estr uma blusa, um sapato ¢ uma saia?

Sxzx 6 - 6o

2~ O professor de matematica, da turma 311, passou um questionario contendo
6 questdes, sendo que em cada questio o aluno tinha que marcar no cartao resposta a

op¢do certo ou errado, conforme a imagem abaixo.

[ QUESTOES

[ 1 2 3 4 5 6
| CERTO ° ) °

&
l ERRADO | O o d o

® O
® |0

De quantas maneiras diferentes esse cartio pode ser preenchido?
Z/Z/le)(l ¥2 - €4

3 - Quantos nimeros telefonicos com 8 digitos podem ser formados, se

usarmos os digitos de 0 a 9?

042.3,u,5,6,7,%,4
b 3 3 3 6 5 4 2

e

4 - Calcule quantos nimeros de 3 digitos podem ser formados com os

algarismos 0, 1,2, 3,4 ¢ 5, se os algarismos:

a) podem ser repetidos. b) nido podem ser repetidos.

6§ 6 6-¢ 6 5 u

e
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ATIVIDADES SOBRE PERMUTACAO E ARRANJO

1 - ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 115. ANO 2020~

Quantos séo os anagramas da palavra ESCOLA?

2 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 115. ANO 2020~

O professor de matematica passou um trabalho em trio para fazer em casa.
Ana, Beto e Claudia resolveram fazer juntos. Decidiram que iam faze o trabalho na casa
de Claudia. Representando a casa de Ana por A, a do Beto por B e a da Claudia por C,
guantos sdo 0s possiveis caminhos que Ana pode fazer para ir da sua casa até a casa de
Claudia passando pela casa de Beto, sabendo que Ana sempre anda para baixo ou para a
direita.

*h

C

3 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 217

Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados sé&o

possiveis para os trés primeiros lugares?

4 — CRIADA PELO PROPRIO AUTOR

Jodo ao receber seu cartdo do banco precisa cadastrar uma senha com 5 digitos
para poder fazer as transagdes bancérias. De quantas maneiras Jodo pode escolher sua

senha?
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RESOLUCAO DA ATIVIDADE SOBRE PERMUTACAO E ARRANJO FEITA
PELOS GRUPOS

GRUPO 1

13

ATIVIDADE
I = Quantos sio os anagramas da palavra ESCOLA?

6.5.4.3.2.1 =32

2 — O professor de matematica passou um trabalho em trio para fazer em casa,
Ana, Beto e Cliaudia resolveram fazer juntos. Decidiram que iam faze o trabalho na casa
de Claudia. Representando a casa de Ana por A, a do Beto por B e a da Claudia por C,
quantos sio os possiveis caminhos que Ana pode fazer para ir da sua casa até a casa de

Claudia passando pela casa de Beto, sabendo que Ana sempre anda para baixo ou para a

direita.
N L ‘.n A
/ y /A %
6

3 - Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados
sa0 possiveis para os trés primeiros lugares?
. = 3 19.4. = X
Aaos =20 =20.1918-53L = 2.

(20-3)1 (¥
4 - Quantos nimeros pares de 3 algarismos distintos podemos formar com os

algarismos 1, 3, 6, 7, 8 ¢ 9? E quantos numeros impares?

=20
Y X
Y 5@ - Yxs=w0 s I =

I\

w7

- = =20
m —z _Yys:= W 452"%’5
é,/f@ ’ %’ W:{;}:q,‘y;lo
1
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GRUPO 2

PRS-

1 - Quantos sio os anagramas da
LXxSxHx3x2x4

540 possiveis para os trés primeir
20:47c46

algarismos 1, 3, 6,7, 8 € 9? E quantos ni m

Sx¥x2 'V}Nlé

l‘.



GRUPO 3

13

ATIVIDADE

I - Quantos sdo os anagramas da palavra ESCOLA?

6{ :}10

— O professor de matematica passou um trabalho em trio para fazer em casa,
Ana, Beto e Claudia resolveram fazer juntos. Decidiram que iam faze o trabalho na casa
de Claudia. Representando a casa de Ana por A, a do Beto por B e a da Claudia por C,

quantos sdo os possiveis caminhos que Ana pode fazer para ir da sua casa até a casa de
Claudia passando pela casa de Beto, sabendo que Ana sempre anda para baixo ou para a

direita.

3 - Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados

sdo possi\ eis para os trés primeiros lugares?

!
uantos nimeros pares de 3 algarismos distintos podemos formar com os

algarismos 1, 3, 6, 7, 8 e 9? E quantos niimeros impares?

wa; : 5 i ¢ o Q} = SxHD -%0

(:’YVLW/L's ) 43:}@ SxdxHy:- @
— “———r—"
R
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GRUPO 4

2 - O professor de matematica passou um tr:

Ana, Beto e Cldudia resolveram fazer juntos. Decidiram c

de Claudia. Representando a casa de Ana por A, a |

quantos sio os possiveis caminhos que Ana pode

Claudia passando pela casa de Beto, sabendo que Ana w&
direita.

] P;Q o

T
2. 65430

! 2

3 - Em um campeonato de futebol, pa
540 possiveis para os trés primeiros lugares?
20 19 1%

12 22 2¢ -
4 - Quantos nimeros pares de 3 algarismos ¢

algarismos 1,3, 6,7, 8 ¢ 9? E quantos nimeros mpa es?

5 Y eallR (/.

fon

= [
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GRUPO 5
» .
4 : .

’ 11+ Quantos sao os anagramas R
€scotaz¢e/!

| wdE /’aé’g

2 fana baio
“ f G o/Ae/%

fz« é / ,- R ‘
‘ G ,__"-/'q : 5- g-« '7; ]
‘{. 2. Q!Z. ]

algarismos 1,3, 6,7, 8 ¢ 9? E quantos r
Fan
« g 2 -

= [
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ATIVIDADES SOBRE COMBINACAO

1 - ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 119. ANO 2020~

Dos 30 alunos de uma classe, 5 serdo escolhidos como representantes da turma.

Hé& 20 garotas e 10 garotos. Calcular quantas equipes podem serem formadas:
a) se ndo houver restricdes quanto ao sexo.

b) com 3 garotas e 2 garotos.

2 — ADAPTADO DO LIVRO “CONEXOES: MATEMATICA E SUAS
TECNOLOGIAS - PAG. 115. ANO 2020~

Apds o termino de uma aula de matematica, os 30 alunos da sala se despediram

com um aperto de mdo. Quantos apertos de mao foram trocados?

3 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 30”

Para sua formatura Ana encomendou um colar com 4 pedras preciosas, todas

diferentes. Quantos colares diferentes poderao ser feito?

4 - ADAPTADO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR - PAG. 54”

Na cantina da escola vende suco nos sabores acerola, caju e uva. De quantos

modos Bruna pode comprar 5 copos de sucos?
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RESOLUCAO DA ATIVIDADE SOBRE COMBINACAO FEITA PELOS

GRUPOS
GRUPO 1
14
ATIVIDADE
I~ Dos 30 alunos de uma classe, S seriio escolhidos como representantes da
turma Ha 20 garotas ¢ 10 garotos. Calcular quantas equipes podem serem formadas
a) se ndo houver restrigdes quanto ao sexo. B)c 0,3 " CJO,-L l()l_ _29'7 -
312! 2120\
b) com 3 garotas ¢ 2 garotos ' ,3(“ 29 ')Jy——}fl- 3(' oL f‘_g'_!i
l 3.2.1.2% a.l. 2
A)Cxs = 20 -302928 a¥ 26 102414 15 39 28
SiasS! 5 4 :',, ol - /

Apos o termino de uma aula de matematica, os 30 alunos da sala se

-

despediram com um aperto de mio. Quantos apertos de mao foram trocados”?

CL.2:301 - 3029 =435
21281 2

3 - Para sua formatura Ana encomendou um colar com 4 pedras preciosas

todas diferentes. Quantos colares diferentes poderao ser feito?

v

21 - ay

lw

4 - Na cantina da escola vende suco nos sabores acerola, caju ¢ uva. De

quantos modos Bruna pode comprar 5 copos de sucos?
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GRUPO 2
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GRUPO 3
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GRUPO 4

4 - Na canting 44 o8
quantos modos Bruna pode comprar

dcqo/a cafu

pdd + 1

URs) +
i ¢ ann
58 € 2%
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GRUPO 5
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APENDICE C - AVALIACAO FORMATIVA

1 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR —
PAG. 137

Caminhando sempre para a direita ou para cima, sobre a rede da figura, de
quantas maneiras um homem pode ir do ponto A até a reta BC? (PFC)

B
o

N
A lI\C

2 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR —
PAG. 277

Quantos anagramas da palavra FILTRO comecam por consoantes?
(PERMUTACAO SEM REPETICAO)

3 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR -
PAG. 48~

De quantas formas 8 sinais “+” e 4 sinais “—” podem ser colocados em uma
sequéncia? (PERMUTACAO COM REPETICAO)

4 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR —
PAG. 217

Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados sé&o
possiveis para os trés primeiros lugares? (ARRANJO SIMPLES)

5 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR —
PAG. 39”

Um time de futebol de saldo deve ser escalado a partir de um conjunto de 10
jogadores (entre eles Ari e Arnaldo). De quantas formas isso pode ser feito, se Ari e
Arnaldo devem necessariamente ser escalados? (COMBINACAO SIMPLES)

6 - QUESTAO DO LIVRO “FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR —
PAG. 30”

De quantas formas 12 criangas podem formar uma roda?
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RESOLUGAO DA ATIVIDADE FORMATIVA FEITA PELOS GRUPOS
GRUPO 1
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GRUPO 2

3 - De quantas formas 8 sinais “+”
sequéncia?
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GRUPO 3

(o

3 - De quantas formas 8 sinais “+” e 4 sinais
sequéncia?
il
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GRUPO 4

3 - De quantas formas 8 sinais “+” e
sequéncia?
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6 - De quantas formas 12 criangas po
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GRUPO 5
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possiveis para os trés primeiros lugares?

Como 12 lugar € pirerTe
ARRAN GO ’
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