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Resumo

O objetivo desta dissertagao é apresentar os resultados de uma investigagao sobre a
apreensao e compreensao, por parte de estudantes do ensino médio, das varias interpreta-
¢oes do termo primitivo “reta” em um contexto de geometria finita. Para isso, foi criado
um conjunto de tarefas matematicas centradas no jogo Dobble, que é um modelo de geo-
metria projetiva finita de ordem 7. Nessas tarefas, o aluno é levado a explorar a estrutura
do jogo Dobble e, com base nessa exploracao, realizar a construcao de seu préprio mini-
Dobble. Propoe-se entao a analise de vérias interpretagoes do termo primitivo reta por
meio da conversao de registros e mudanca de quadros. Ao longo do desenvolvimento das
tarefas, o aluno ¢é levado a usar varias representagoes do seu modelo de mini-Dobble, a
fazer reflexdes e redigir suas ideias, o que permite analisar como ele lida com o termo
primitivo “reta’”. As tarefas foram aplicadas em varias turmas de ensino médio do Distrito
Federal e entorno. Com base nos resultados e anéalises, foram acrescentadas sugestoes ao

professor que desejar aplicar as tarefas.

Palavras-chave: Geometria finita; termos primitivos; ensino de geometria; ensino

médio.
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Abstract

The objective of this dissertation is to present the results of a research about how stu-
dents apprehend and understand the several interpretations of the primitive term "staight
line" in the context of finite geometry. To this end, we criated a matemathical task cen-
tered on the game Dobble which is a model for the finite projective geometry of order 7.
In this task, the student is guided to explore the structure of the game and to create his
own mini-Dobble. The analysis of several interpretations of the primitive term "straight
line", through conversion of registers and change of context, is proposed to the student.
During the development of the task, the student is asked to use several representations of
his mini-Dobble, to reflect and to write down his ideas, which allow for the analysis of how
he copes with the primitive term "straight line". The task was applied in several classes
of high school students in the Federal District and its surrounding region. Based on the
results of these applications and their analysis, suggestions of how to use and mediate the

task in classroom were also appended.

Key-Words: Finite geometry; primitive term; geometry teaching; high school.
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Introducao

Essa dissertacao foi desenvolvida com o objetivo de investigar como estudantes do
ensino médio lidam com o termo primitivo “reta” em um contexto de geometria finita. Para
isso, foi desenvolvido um conjunto de tarefas matematicas, que denominamos caderno,
centradas no jogo Dobble e a construcao do plano projetivo de ordem sete, que é a
estrutura matematica por tras desse jogo.

A literatura afirma que os estudantes confundem os objetos matematicos com a sua
representagao, o que constitui um obstéculo & aprendizagem [8].

Nesse sentido, a introducao da geometria finita na educagao bésica, através do Jogo
Dobble, pode desempenhar um papel importante no aprofundamento e na compreensao
dos objetos matematicos. Ao apresentar uma representacao distinta daquela com a qual
os estudantes estao familiarizados, é possivel desenvolver tarefas nas quais eles sao con-
duzidos ao trabalho de conversao e coordenacao de registros, essenciais a aprendizagem
matemaética. Isso permite ao estudante reconhecer um mesmo objeto em varias represen-
tacoes. A abordagem de outros modelos geométricos também pode ajudar a impedir a
criacao de obstaculos a aprendizagem causados pela aderéncia a um tinico ponto de vista,
conforme alerta Saddo [1].

No ambito do PIBID (Programa Institucional de Bolsa de Iniciagao a Docéncia) da
Universidade de Brasilia, o primeiro contato com o jogo Dobble ocorreu entre 2011 e 2012,
por meio da leitura do artigo [4] que relacionava o jogo com a geometria finita. A partir
dessa leitura, foi realizado um estudo sobre planos projetivos finitos e sua construcao,
com foco na determinagao de todas as retas do plano projetivo de ordem 7, utilizadas na
construcgao das cartas do Dobble. Posteriormente, foi elaborado um caderno de atividades
[10] para explorar a estrutura por tras do jogo com os estudantes. Essa sequéncia de
atividades foi aplicada em escolas da rede publica do Distrito Federal por alunos do
PIBID, em turmas reduzidas.

Retomamos o estudo de planos projetivos finitos utilizando os resultados fornecidos
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por Raj Chandra Bose [3] e Lowell L. Paige e Charles Wexler [14], que relacionam os
planos projetivos finitos aos quadrados latinos e nos fornecem uma maneira de organizar
a matriz de incidéncia de um plano. Isso permite a resolu¢ao de uma equagao matricial
que resulta na determinacao de todas as retas do plano.

Com o objetivo de investigar como os estudantes do ensino médio lidam com o termo
primitivo “reta” em um contexto de geometria finita, elaboramos uma sequéncia dida-
tica centrada no jogo Dobble, utilizando parte das atividades presentes no caderno [4] do
PIBID. Inicialmente, deixamos os estudantes utilizarem o jogo de forma livre para que
explorassem sua estrutura. Com base em suas observacoes, eles sao conduzidos a con-
feccao do seu proprio mini-Dobble. A partir dessa construcao, sao sugeridas conversoes
de registros envolvendo varias interpretacoes do termo primitivo "reta". Ao longo das
tarefas, é solicitado aos alunos que fagam sinteses de suas observagoes e redijam respostas
completas.

A analise das producoes dos estudantes é feita com base na definicao de imagem
conceitual e na Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica proposta por Duval [8].

Ao final da analise, entendemos que os estudantes tém condi¢oes de comparar inter-
pretagoes de retas como sendo finitas com interpretagoes de reta como sendo um conjunto
continuo de pontos. Essa comparacao leva os alunos a reconhecer que o termo primitivo
"reta" de fato nao pode ser definido, mas sim interpretado de varias formas.

O primeiro capitulo desta dissertagao mostra como se constréi o plano projetivo de
ordem 7 através da sua relagao com quadrados latinos. Um caderno é elaborado no
segundo capitulo, que também apresenta os resultados das varias aplicagoes em turmas do
ensino médio do Distrito Federal e entorno. No terceiro capitulo, é realizada a analise dos
resultados dessas aplicagoes com base na teoria de representacoes semioticas e no conceito
de imagem conceitual. Os dois primeiros anexos detalham os calculos necessarios para a
construcao do plano projetivo de ordem 7, enquanto que o terceiro traz sugestoes sobre

como o caderno deve ser aplicado em sala de aula.



Capitulo

1

Construcao de Planos Projetivos

Finitos

1.1 Conceitos Basicos

Um plano projetivo finito é composto por um conjunto de pontos, um conjunto de retas
e uma relagao entre pontos e retas chamada de incidéncia, onde as retas sao subconjuntos
do conjunto finito de pontos [11]. Os termos primitivos plano, ponto, reta e incidéncia

satisfazem os seguintes axiomas:
1. Quaisquer dois pontos incidem em uma, e somente uma, reta;
2. Duas retas quaisquer incidem em um, e somente um, ponto em comuin;
3. Existem quatro pontos, trés a trés nao colineares.

Segue diretamente do axioma 2 a nao existéncia de retas paralelas.

A tnica reta r incidente em dois pontos distintos A e B é chamada a reta que passa
por A e B. O tnico ponto P incidente a duas retas distintas r e s € chamado a intersegao
de r e s.

Dizer que um ponto incide em uma reta significa que este ponto “esta contido” na reta
ou que a reta “contém” este ponto.

Considere os seguintes pontos Ay, Ay, A3 e Ay, trés a trés nao colineares. Obtemos

seis retas distintas passando pelos pares de pontos:
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i = AA ly = AxA3
l2 == Al Ag l5 == AQ A4
13 = Al A4 lﬁ — AS A4

onde [, = A;A; é a reta determinada pelos pontos A;A;. Além disso, obtemos os trés

pontos a seguir em fun¢ao do axioma 2: By =13 Nlg, By = o N5, By = I3 N 4.
Lema 1. Toda reta contém pelo menos trés pontos.[11]

Demonstracao do Lema 1. As retas ly,--- ,lg, como construidas acima, contém pelo
menos trés pontos. Seja | uma reta. Se ela ndo contém Ay, entao | intersecta ly,ls € l3
em trés pontos distintos. Se | contém o ponto Ay, entdo ela intersecta ly,ls e lg em dois
pontos distintos, jd que essas retas se intersectam duas a duas. Portanto, | contém pelo

menos trés pontos. U

Lema 2. Existem quatro retas tais que, tomadas trés a trés, nao se intersectam no mesmo
ponto.[11]

Demonstracao do Lema 2. [, 15,15 e lg sao quatro retas que, tomadas trés a trés, nao

se intersectam no mesmo ponto. U

Se, nos axiomas 1 e 2, trocarmos “ponto” por ‘“reta”’ e “incidente” por “esta contido” e,

além disso, trocarmos o axioma 3 pelo lema 2, obtemos:

1. Quaisquer duas retas contém um, e somente um, ponto em comum;
2. Dois pontos quaisquer estao contidos em uma, e somente uma, reta;

3. Existem quatro retas trés a trés nao concorrentes.

Obtemos o dual de um plano projetivo, mais precisamente, se m € um plano projetivo
qualquer, entao existe um plano 7* dual a m que pode ser construido da seguinte forma:

Seja FP; o conjunto de pontos de m e k; o conjunto de retas de 7. Entao em 7*
temos retas p; em correspondéncia biunivoca com os pontos F; de 7 e pontos K; em
correspondéncia biunivoca com as retas k; de m. Além disso, se P; € k; em 7, colocamos
K; € p; em 7, onde k; <+ K; e P; <+ p;. Nossas observagoes mostram que se 7 satisfaz os
axiomas para um plano projetivo, entao 7* também satisfaz esses axiomas. Além disso,

*

o dual de 7* é 7, isto é, (7*)* = w. Portanto, trocando os papéis de pontos e retas e
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invertendo as inclusoes, cada afirmacgao sobre o plano 7 torna-se uma afirmagao sobre o
plano dual 7*.

Esse é o principio de dualidade. Aplicando o principio de dualidade ao lema 1 obtemos:
Lema 3. Cada ponto pertence a pelo menos trés retas.[11]

Suponha que uma reta [; de um plano projetivo 7 contém um nimero finito de pontos.
Chame esse nimero de n + 1 onde n > 2 pelo lema 1. O nimero n é chamado de ordem
do plano 7. Pelo axioma 3 existem pelo menos dois pontos, P; e P, que nao estao em
1. Seja By o ponto de intersecao de P3P, com [y e sejam P; e P5 dois outros pontos de
ly. Entao P, P; e P, P, se interceptam num outro ponto By, que nao pertence a [; e nem
a P3P;. Se P é um ponto fora de [;, unindo P aos n + 1 pontos de [y, temos n + 1 retas
passando por P e essas sao todas as retas passando por P, uma vez que cada reta que
passa por P intercepta [;. Em particular existem n + 1 retas passando por cada um dos
pontos P3, Py e By. Suponha agora que por um ponto P passem n + 1 retas e seja uma
reta [ tal que P ¢ [. Entao [ contém pelo menos n + 1 pontos. Por outro lado, | nao
pode conter mais do que n + 1 pontos pois, se contivesse, haveria mais do que n + 1 retas
passando por P. Portanto, cada reta [ de m contém n + 1 pontos, uma vez que pelo menos
um dos P3, P; ou B, nao estd em [ (de acordo com a construgdo By, P3 e Py nao sao
colineares). Igualmente existem n + 1 retas passando por cada ponto P de 7, sendo estas
as retas unindo P aos n + 1 pontos de alguma reta [ que nao passa por P. Com isso,

temos provada a maior parte do Teorema 1.1 [11] enunciado abaixo.

Teorema 1.1. Seja n > 2 um inteiro. Em um plano projetivo finito de ordem n as

sequintes propriedades sao equivalentes:
1. Uma reta contém n + 1 pontos;
2. Um ponto pertence a n+ 1 retas;
3. Cada reta contém n + 1 pontos;
4. Cada ponto pertence a n+ 1 retas;
5. Existem n® 4+ n + 1 pontos;
6. Ezistem n* +n+ 1 retas.

Demonstracao do Teorema 1.1. Mostramos anteriormente que 1 — 2,3 e 4. Para
provar que 1 implica 5, seja Py um ponto de w e sejaly, -+ ,ln41) as n+1 retas passando

por FPy. Nestas retas estao incluidos todos os pontos de m e cada uma delas contém
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n pontos além de Py. Portanto ™ contém 1 + (n + 1)n = n®> + n + 1 pontos. Para
provar que 1 implica 6, seja ly uma reta de ™ e Py, P, ... Pypy1) 0s pontos de ly. Cada
Py, Py, -+, Pyyy pertence a ly e n outras retas. Dessa forma obtemos todas as retas de
7, e existem 1+ (n+1)n = n®>+n+1 retas em w. Logo 6 implica as demais propriedades.
Por dualidade 2 implica as propriedades restantes. Trivialmente 3 = 1 e 4 = 2. Se 5 €
valida entao alguma reta tem m + 1 pontos, onde m € um inteiro e concluimos que m tem

m? +m+1=n%+n+1 pontos; entio m =n e 5= 1. Da mesma forma 6 = 2. U

A figura 1.1 ilustra o plano de ordem 2, que é chamado Plano de Fano.

C

A F B

Figura 1.1: plano de Fano.

Asretas deste plano sao: Iy = {C, E, B}, lo = {C,F,G},l3 ={C,A,D},ly = {E,F,D},l5s =
{E,A,G},l¢ ={B,F,A} e l; ={B,D,G}.

Cada plano projetivo tem uma matriz de incidéncia associada a ele. Esta é definida
como sendo uma matriz quadrada de ordem n? 4+ n + 1 onde as retas e os pontos sao
representados, respectivamente, pelas linhas e colunas da matriz. A entrada ij recebe o
valor 1 se o ponto j pertence a reta [; e 0 no caso contrario, tal como exemplificado na

tabela 1.1 para o plano de Fano.

Pontos
Retas A|B|C|D|E|F|G
Iy Oj1|1}0|1|0]0
Iy 0/0(1]0]0|1]1
I3 1/0(1]1]0]0/|0
Iy Ojo|j0j1|11]0
l5 1710/0]0|1]0|1
lg 111(0]0]0]1]0
l7 0|10} 1|0|0]1

Tabela 1.1: matriz de incidéncia do plano de Fano.
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A matriz de incidéncia de um plano projetivo nao é unica, uma vez que ela depende
da maneira pela qual as retas e os pontos sao organizados.

Decorre diretamente da Teoria de Galois o teorema 1.2 [11] a seguir.

Teorema 1.2. Para cada poténcia de um numero primo p, existe um plano projetivo

finito de ordem p.

A demonstracao deste teorema, bem como de alguns teoremas subsequentes, sera omitida

por nao ser parte do objetivo deste trabalho.

1.2 Construcao de um plano projetivo finito de ordem 7

No caso do jogo Dobble, temos 8 simbolos por carta e deveriamos ter 57 cartas repre-
sentando as retas do plano projetivo para n = 7, porém no jogo sao utilizadas apenas 55
cartas. Desde o inicio do trabalho, um dos nossos objetivos era a construcao do plano
projetivo finito de ordem 7, ou seja, a construcao de todas as retas do plano.

Um resultado importante, que auxilia na construcao de um plano projetivo é dado

pelo teorema a seguir. 3|

Teorema 1.3. Um plano projetivo finito de ordem n existe se, e somente se, existe um

conjunto completo de (n — 1) quadrados latinos mutuamente ortogonais.

Um Quadrado Latino de ordem n, L = (a;;), é definido como uma matriz quadrada
n X n, cujas entradas sao os elementos de um conjunto contendo n simbolos distintos
em que cada simbolo aparece apenas uma vez em cada linha e em cada coluna. Dois
quadrados latinos, L = (a;;) e M = (b;;), sao ditos ortogonais se os n? pares ordenados
(a;j, bi;) sao todos distintos. Além disso, (n — 1) quadrados latinos sao ditos mutuamente
ortogonais se quaisquer dois desses quadrados latinos sao ortogonais.

Para realizar a construcao do plano projetivo, com base no resultado fornecido por
Raj Chandra Bose no teorema 1.3 e na organizagao da matriz de incidéncia descrita por

Lowell J. Paige ¢ Charles Wexler [14], ¢ necessério seguir os passos abaixo:
e Organizar a matriz de incidéncia e preenché-la parcialmente;

e Obter uma equagao matricial que relacione os elementos faltantes da matriz de

incidéncia com os quadrados latinos;
e Estabelecer uma relagao geradora dos quadrados latinos;

e Resolver a equacao matricial resultante;
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e Completar o preenchimento da matriz de incidéncia.

Seguindo esse processo, todas as retas do plano projetivo sao determinadas.

1.2.1 Matriz Canoénica de Incidéncia

Lowell J. Paige e Charles Wexler [14] nos mostram que é sempre possivel organizar as

retas e os pontos de tal forma a obtermos uma matriz de incidéncia, tal que:

1. P, Py, -+, P,y sdao pontos que pertencem a [y

2. ly,ly, -+ 1,41 s80 as retas que passam pelo ponto Pp;

3. Pinio, -+, Pinany1 s@0 os pontos que pertencem a reta [, para k =1,2,--- ,n;
4. lkpao, -+ 5 lknans1 SA0 as retas que passam pelo ponto Pq para k =1,2,---  n.

Assim, a matriz de incidéncia tem a forma dada na tabela 1.2, onde cada elemento Cj;
é uma matriz de ordem n x n. Além disso, podemos reorganizar as retas e os pontos de

maneira que os elementos C1; e Cj; sejam matrizes identidade.

Pontos | 1 g 1 n42 e 2412042 e BmAl|e 242 o mPanl
Retas

A I 11 - 1

Iy 1 1 1

I3 1 1 1

lnt1 1 1 1
ln+2 1

: Cll ClZ Cln

lons1 1

52n+2 1

: Cll 022 C?n

l3n+1 1

1712+1 1

Ch1 Cha Chn

ln24ny1 1

Tabela 1.2: matriz de incidéncia.

Uma matriz canonica de incidéncia de um plano projetivo é uma matriz de incidéncia
satisfazendo as quatro propriedades acima e cujos elementos Cy; e Cjy (paraj =1,--- ,n—
1) de ordem n x n sao matrizes identidade.

Com base nas propriedades acima obtemos parcialmente a matriz de incidéncia dada

na tabela 1.3, para o cason = 7.
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Poulos Ty 5 5 4 5 6 7 8|9 10 1112 13 14 1516 17 18 19 20 21 22|23 20 25 2 27 25 20[30 31 32 33 3 35 6|37 3 3 A0 4 42 43|44 45 46 47 45 49 50|51 52 53 54 55 56 57

T T 111111 1]00 0 00 0 0[]0 0 0 0 00 0[]0 00 0 0000 00 0 0 0 0[0 0 0 0 00 0[0 00 0 00 0[0 00 0 000
[ 10000000[1 1 1 1 1 1 1lo 0 0 0 0 0 0[0 0 0 0 0 0 0[0 0 0 0 00 0[0 00 0 00 0[0 00 0 00 0[/0 00 0 000
I 10000000[00 0 0 0 0 0[1 1 1 1 1 1 1[0 00 0 00 0[0 00 0 00 0[0 00 0 00 0[0 00 0 000000 0 000
i 10000000/00 00 00 0[0 00 0 00 0[1 1 1 1 1 1 1[0 00 0 000000 0 00 0[0 00 0 020 0[0 00 0 000
I 10000000[00 0 00 0 0f0 00 0 000000 0 00 0L 1 I 1 1 1 1[0 00 0 020 0[0 00 0 00 0[/0 00 0 000
Is 1000000000 0 0 0 0 0[0 00 0 00 O0[0 00 0 00 O0f00 0 0 0001 I 1 1 1 1 1[0 00 0 020 0[0 00 0 000
I 10000000/00 000 0 0[0 00 0 00 0[0 00 0 020 0[0 00 0 000000 0 00 O0[1L 1 I 1 1 1 1[000 0 000
1000000000 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0/0 0 0 0 00 0/0 00 0 00 0/0 0 0 0 00 0[0 0 0 0 00 0[1 1 1 1 1 1 1
010000001 00 0 0 0 0[1 00 0 00 0|1 00 0 00 0]1 00 0 00 0]1 00 0 00 0[1 00 0 00 01 00 0 00 0
0100000001 0 00 0 00 1 0 0 00 0/0 1 0 0 00 0[0 1 0 0 020 0[0 1 0 0 00 0[0 1 0 0 000[0 1 0 0 00 0

1
1
1000000[00 1 0 0 0 0f0 0 1 0 00 0[0 0 1 0 00 0[0 0 1 0 00 0[0 0 1 0 00 0[0 0 1 0 020 0[0 01 0 00 0
01000000f0 0 01 00 00 00 1 00 0[0 00 1 00 0[0 00 1 00 0[0 00 1 00 0[0 00 1 000[0 00 1 020 0
1000000[00 0 0 1 0 0f0 0 0 0 1 0 0[0 0 0 0 1 0 0[0 0 0 0 1 0 0[0 00 0 1 00[0 00 0 1 00[0 00 0 1 00
1000000[00 0 0 0 1 0[0 0 0 0 0 1 0[0 0 0 0 01 0[0 0 0 0 01 0[0 00 0 01 0[0 00 0 01 0[0 00 0 0 1 0
100000000 0 0 0 0o 1|0 0 0 0 0 0 1/0 0 0 0 0 0 1/0 0 0 0 0 0 1[0 0 0 0 0 0 1/0 0 0 0 0 0 1[0 0 0 0 0 0 1

10000001 0 0 0 0 0
100000[00 1 0 0 0 0
0010000000 0 1 0 0 0 [e e Cu e Ci Cr
1L0000O0[00 0 0 1 0 0
100000[00 0 0 0 1 0
0010000000 0 0 0 0 1

0001000001 00 0 0 0

00010000[00 1 0 0 0 0

0001000000 0 1 0 0 0 [e™ Cx Cay [e*} Cu Cr
0001000000 00 1 0 0

00010000[00 0 00 1 0

0001000000 0 0 0 0 1

0000100001 0 00 0 0
00001000[00 1 00 0 0
00001000[00 0 1 0 0 0 [e™ [e™ Cy Cys Cis Cy
0000100000 00 1 00
0000100000 00 0 1 0

0000100000 000 01
000001 00[T 00 0 0 0 0
Toofor 00 0 0 0
1oofoo 1 00 0 0
00000100[00 0 1 0 00 Cn Cn Cu e Cu [
1
1

0o0fo 0 0 0 1 0 0
0o0fo 0 0 0 0 1 0
0000010000 0 0 0 0 1

Lojo 1 0 0 0 0 0
1ofoo 1 0 0 0 0
00000010/00 0 1 0 0 0 [ [ [ (e Cra Csr
Lojoo 0o 0 1 0 0
1ofoo 0o 0 0 1 0

-

0000000

Tabela 1.3: matriz de incidéncia parcialmente preenchida para n = 7.

Com essa construcao determinamos as primeiras 2n + 1 retas do plano e parte das

demais. As matrizes C;; restantes sao as solugoes da equagao matricial

em que L;(j) é a j—ésima coluna do i—ésimo quadrado latino [8|.

1.2.2 Determinacao dos quadrados latinos

O procedimento para a determinacao dos quadrados latinos mutuamente ortogonais,

necessarios para a resolugao da equacao (1.1), se apoia no teorema 1.4:

Teorema 1.4. (/5] R. C. Bose) Sejam ay = 0,a1,as, -+ ,a,_1 08 elementos do corpo
de Galois G(n = p*), onde p* ¢é uma poténcia inteira do mimero primo p. Considere as
matrizes quadradas L,,, de ordem n, com m = 1,--- . n — 1, cujos elementos siao dados
pela equacao

Qij =a; + CLmCLj, (12)
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para, i,j = 0,1,--- ,n— 1. Entao, cada L,, € um quadrado latino. Além disso os n — 1

quadrados latinos Ly, Ly, - -+ , L,_1 sao mutuamente ortogonais.

Para k = 1, fazemos a identificagao dos elementos a,, com a classe residual modulo p.

Um corpo de Galois (G, +, -) [3] € um conjunto finito e ndo vazio munido das operagoes
+ e - satisfazendo os seguintes axiomas, para quaisquer a, b, ¢ € G

l.a+(b+c)=(a+b)+c¢

2. Existe um elemento em G denotado por 0, tal que a +0 =0+ a = a;

3. Paratodo a € G existe be G tal quea+b=0+a = 0;

4. a+b=>b+a;

5.a-(b-c)=(a-b)-c

6. Existe um elemento em G, denotado por 1, tal que a-1=1-a = a;

7. Paratodoa € G,a# O existebe Gtalquea-b=>b-a=1;

8. a-b=0b-aq;

9. a-(b+c)=a-b+a-c.

Aplicando o resultado do teorema 1.4 para n = 7 temos G(7) = {0,1,2,3,4,5,6} e
a; = 1,CL2 :2,CL3 :3,CL4 :47615 =5e ag = 0.
Fixando a; = 1 e realizando as operagoes modulo 7 na equagao (1.2), obtemos os

elementos do quadrado latino L; dados abaixo:

0+1-0=0]14+1-0=1(|241-0=2{34+1-0=3]4+1-0=45+1-0=5|6+1-0=6
0+1-1=1|14+1-1=2|241-1=3[3+1-1=4]44+1-1=5|5+1-1=6|6+1-1=0
0+1-2=2|141-2=3[241-2=4|3+1-2=5|4+1-2=6|5+1-2=0]6+1-2=1
0+1-3=3|14+1-3=4|24+1-3=5|34+1-3=6[4+1-3=0|5+1-3=1|6+1-3=2
0+1-4=4|14+1-4=5|24+1-4=6[3+1-4=0]4+1-4=1|5+1-4=2|6+1-4=3
0+1-5=5|14+41-5=6[24+1-5=0|3+1-5=1|4+1-5=2]54+1-5=3]64+1-5=4
0+1-6=6|14+1-6=0{24+1-6=1|3+1-6=2|4+1-6=3|5+1-6=4]6+1-6=5

Os resultados obtidos nas colunas da tabela acima formam as linhas do quadrado latino
le
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Ly

I
< NS B O JUR OIS
I < N N S U
—_ O O Ol W N
D = O O Ol W

A construcao dos demais quadrados latinos encontra-se disponivel no anexo 1.

1.2.3 Resolucao da Equacao Matricial paran =7

W N = OO Ot

= W NN = O Oy Ot

O = W N = O O

As etapas descritas acima possibilitam a resolugao da equagao matricial (equacao (1.1)

vista na pagina 9)

n—1

(1.3)

A partir do quadrado latino L; determinamos os elementos Co, C13, C4, C15, Cig € Ci7

da matriz de incidéncia dada na Tabela 1.3:

0 1
1 2
2 3
Cia |3 = 4| &= Cip=
4 5
5 6
_6_ _O_
o o]
1 3
2 4
Ciz3 |3 = |5| &= (3=
4 6
5) 0
6 1

_ o O O O O O

o = O O O o O

_— O O O O O O O o o o o o =

S O O O O = O

o O O O O O =

SO O O O O r O O o o o+~ o o

o O O O O O O o o = o o o

S O O R O O O O o = O o o O

S O R O O O O O = O O o o O

(1.4)

(1.5)
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0 3 0001000
1 4 0000100
2 5 0000010
Cul3l = |6 =Cu=|0000001 (1.6)
4 0 1000000
5 1 0100000
6] 2] 001000 0]
0] [4] (000010 0]
1 5 0000010
2 6 000O0O0O01
Cis5 |3 = [0 <==Ci5=1[1 000000 (1.7)
4 1 0100000
5 2 0010000
6] 3 000100 0]
0] [5] (000001 0]
1 6 0000O0O01
2 0 1000000
Cis[3] = [1|<=Ci=10 100000 (1.8)
4 2 0010000
5 3 0001000
6] 4] 000010 0]
0] 6] (000000 1]
1 0 1000000
2 1 0100000
Ci7 |3 = (2= Cr=1{0 010000 (1.9)
4 3 0001000
5 4 0000100
6] 5 00000 1 0]

De maneira anéloga, a determinacao dos outros elementos da matriz de incidéncia, dada

na tabela 1.3, encontra-se no anexo 3.

1.2.4 Construcao do plano projetivo

Com base nos resultados das equagOes matriciais anteriores, obtemos a matriz de

incidéncia para n = 7 dada na tabela 1.4 abaixo:
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Pontos

Retas 1234567 89 10 11 12 13 14 15|16 17 18 19 20 21 22(23 24 25 26 27 28 29|30 31 32 33 34 35 36|37 38 39 40 41 42 43|44 45 46 47 48 49 50|51 52 53 54 55 56 57

Iz 0000000

Tabela 1.4: matriz de incidéncia para n = 7.
As retas desejadas sao obtidas a partir da matriz de incidéncia acima. Sao elas:
L = {1,2,3,4,5,6,7,8} lis = {2,13,20,27,34,41,48,55}

I, = {1,9,10,11,12,13,14,15} la = {2,14,21,28,35,42,49,56}
I; = {1,16,17,18,19,20,21,22} s = {2,15,22,29,36,43,50,57}

{1,23,24, 25,26, 27, 28,29}
{1, 30,31, 32,33, 34, 35,36}
{1,37,38,39,40, 41, 42, 43}
{1,44,45,46,47, 48, 49,50}
{1,51,52,53, 54,55, 56,57}
{2,9,16,23,30,37,44, 51}

{2,10,17, 24, 31, 38,45, 52}
{2,11,18, 25,32, 39, 46, 53}
{2,12,19, 26, 33, 40, 47, 54}

e = {3,9,17,25,33,41,49, 57}

(3,10, 18,26, 34, 42, 50, 511
{3,11,19, 27, 35,43, 44, 52}
{3,12,20, 28, 36, 37, 45, 53}
{3,13,21, 29, 30, 38, 46, 54}
{3,14,22, 23,31, 39,47, 55}
{3,15,16,24, 32, 40, 48, 56}
{4,9,18,27, 36, 38, 47, 56}

{4, 10,19, 28,30, 39, 48, 57}
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{4,11, 20,29, 31,40, 49, 51}
{4,12,21,23,32, 41, 50,52}
{4,13,22,24, 33,42, 44,53}
{4,14,16,25, 34, 43, 45,54}
{4,15,17,26, 35, 37, 46, 55}
{5,9,19,29, 32,42, 45, 55}

{5, 10,20, 23, 33,43, 46, 56 }
{5,11,21, 24, 34,37,47,57}
{5,12,22,25,35, 38, 48,51}
{5,13,16,26, 36, 39, 49, 52}
{5,14,17,27, 30, 40, 50, 53}
{5,15,18, 28,31, 41, 44, 54}
{6,9, 20,24, 35,39, 50, 54}

{6, 10,21, 25, 36, 40, 44, 55}
{6, 11,22, 26,30, 41, 45,56}
{6,12,16,27, 31, 42, 46,57}
{6,13,17,28, 32,43, 47,51}

{6, 14,18, 29, 33, 37, 48, 52}
{6, 15,19, 23, 34, 38, 49, 53}
{7,9,21,26,31,43, 48,53}

{7,10,22,27,32, 37,49, 54}
{7,11,16,28, 33, 38,50, 55}
{7,12,17,29, 34, 39, 44, 56}
{7,13,18,23, 35,40, 45,57}
{7,14,19,24, 36, 41, 46, 51}
{7,15,20,25,30,42, 47,52}
{8,9,22, 28,34, 40, 46, 52}

{8,10, 16,29, 35,41, 47,53}
{8,11,17, 23, 36, 42, 48, 54}
{8,12, 18,24, 30,43, 49, 55}
{8,13,19, 25,31, 37,50, 56}
{8, 14,20, 26, 32, 38, 44, 57}

{8,15,21,27,33,39,45,51}.

A determinacgao das retas do plano nos permite realizar a confecgao do baralho, uma

vez que cada reta corresponde a uma carta do jogo, que serd utilizado com os estudantes

no desenvolvimento das tarefas matemaéticas.



Capitulo

2

Tarefas Propostas

2.1 Introducao

O Dobble é um jogo francés publicado pela Amodée e pela Play Factory. No Brasil,
ele é comercializado pela Galapagos Jogos. E um jogo de observacio e velocidade. Ele é
composto por 55 cartas, cada uma contendo 8 simbolos, e é jogado como segue: coloca-se
uma carta no centro da mesa e as cartas restantes sao distribuidas igualmente entre os
jogadores. Cada jogador deve, o mais rapido possivel, identificar qual simbolo é comum
a uma de suas cartas e a carta do centro; quem conseguir identificar o simbolo mais
rapidamente, deve colocar sua carta por cima da carta do centro, anunciando qual simbolo
é comum as duas cartas. O jogo continua dessa forma até que algum jogador, que seréd o
vencedor, fique sem cartas.

Com o objetivo de investigar como estudantes do ensino médio lidam com o termo
primitivo “reta” nesse contexto, elaboramos um conjunto de tarefas matematicas (que,
na sequéncia, denominamos caderno) que orienta os estudantes a explorarem a geometria
finita, que serve como base para a construcao do jogo Dobble.

A maioria das tarefas desenvolvidas prioriza os trés processos que, segundo Duval [7],

sao necessarios ao aprendizado da geometria:

e Visualizagao: refere-se a ilustracdo de um enunciado para investigar/explorar uma

situagao complexa;

e Construcao: que diz respeito a construcao de configuragoes que constituem um
modelo no qual os objetos matematicos sao relacionados aos procedimentos repre-

sentados e aos resultados obtidos;
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e Pensamento: abrange o processo discursivo para ampliacao do conhecimento, bem

como para demonstragoes e explicagoes.

O contexto do jogo no qual os alunos sao inseridos permite iniciar as tarefas de maneira
mais agradéavel para eles. Durante o desenvolvimento das tarefas, surgem situagoes que os
levam a estudar a estrutura do jogo e exigem dos estudantes operagoes discursivas, como
descricao e sintese.

Ao longo das tarefas, os estudantes se deparam com varios momentos em que é neces-
sario redigir o que observam e compreendem. Esse processo ¢ importante pois, segundo
Duval [9], a expressao verbal abre caminho para o pensamento e, além disso, através dessa
tarefa, os estudantes mobilizam simultaneamente conhecimento, compreensao e conscien-
tizacao.

Os registros produzidos pelos alunos nas tarefas nos permitem investigar o seus raci-
ocinios.

Segundo Duval [8], os estudantes tém a tendéncia de confundir os objetos mateméticos
com suas representacoes, o que dificulta a compreensao desses objetos. Uma maneira
de evitar essa confusao é ter a disposi¢ao vérios registros para um mesmo objeto e a
capacidade de conversao desses registros. Nesse sentido, sao propostas algumas tarefas
nas quais essas conversoes sao sugeridas pelo professor através de mudancgas de quadro.

As mudangas de quadro, conforme destacado por Saddo [1], sdo uma maneira de obter
diferentes pontos de vista sobre uma mesma situacao e, quando provocadas de maneira
assertiva, contribuem para a aprendizagem.

Na secao 2.2, o leitor encontraré o primeiro caderno elaborado e os resultados de sua
aplicacao. Apesar do jogo original ser composto por 55 cartas, utilizamos nas aplicagoes
baralhos contendo as 57 cartas correspondentes as retas do plano projetivo de ordem
sete. Parte das tarefas pertencem ao caderno[10]. Em seguida, apresentamos a reformu-
lagao desse caderno com base nos resultados da primeira aplicacao, juntamente com os

resultados da nova aplicacao.

2.2 Caderno proposto

2.2.1 Tarefa: sobre a estrutura do jogo.

1. O que vocé observa sobre a estrutura do jogo?
2. Quantos simbolos ha por carta?

3. Quantas cartas contém o mesmo simbolo?
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4.

Quantos simbolos sao comuns a duas cartas?

2.2.2 Tarefa: sobre as jogadas.

1.

Com base nas observagoes anteriores, da para afirmar que pelo menos um jogador

sempre vai poder continuar jogando até ele nao ter mais cartas na mao?

Podemos afirmar que todos os jogadores sempre terao condi¢ao de jogar na mesma
rodada?

. Em caso afirmativo, qual é a condicao que torna este ultimo fato verdadeiro?

2.2.3 Tarefa: construindo um mini-Dobble com 3 simbolos por

carta.

. Quais condicoes precisam ser levadas em consideragao na hora de montar o mini-

Dobble?

Quantos simbolos diferentes sao necessarios? Quais sao os simbolos que vocé esco-
lheu?

Quantas cartas compoem o mini-Dobble? Quais sao elas?
Quantas cartas contém um determinado simbolo?

Quantas vezes cada simbolo aparece no baralho?

2.2.4 Tarefa: representando o mini-Dobble.

1.

2.

Faga uma representagao grafica de como vocé enxerga o mini-Dobble.

Identifique cada simbolo que vocé escolheu na construcao das suas cartas com os
niumeros 1,2,3,4,5,6,7.

Represente as cartas como um conjunto de trés ntimeros.

Faca uma representagao grafica do mini-Dobble utilizando pontos para representar
simbolos (numere os pontos para facilitar a representagao) e linhas para conectar os
pontos que pertencem a uma mesma carta. No entanto, atencao: nessa tarefa, vocé

s6 pode escrever cada niimero uma tnica vez.
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2.2.5 Tarefa: paralelo com a geometria de incidéncia.

A geometria euclidiana plana, que é amplamente estudada na educacao bésica, tem
como base os termos indefinidos “ponto”, ‘“reta”, “incidéncia’, “ordem”; “congruéncia” e
relacoes entre esses termos indefinidos estabelecidas por axiomas. No sistema de axiomas
de Hilbert [13], para a geometria euclidiana, h& cinco conjuntos de axiomas, a saber:
incidéncia, ordem, congruéncia, paralelismo e continuidade.

Intuitivamente, um ponto é dito incidente com uma reta se ele esta sobre essa reta
e dizemos que uma reta incide com um ponto se o ponto esta sobre ela. Os axiomas de

LA

incidéncia que relacionam os termos indefinidos “ponto”, “reta” e “incidéncia” sao:

e Axioma de incidéncia 1: Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P, existe

uma Unica reta [ que incide com P e Q.

e Axioma de incidéncia 2: Para toda reta [, existem pelo menos dois pontos distintos

incidentes com [.
e Axioma de incidéncia 3: Existem trés pontos distintos tais que nenhuma reta seja
incidente com os trés pontos.
2.2.5.1 Tarefa: interpretacao comum dos termos indefinidos.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:
“reta” é interpretada como sendo um traco qualquer na folha de papel; “ponto” é inter-
pretado como sendo uma marca qualquer na folha de papel e “incidéncia” como “passa

por” ou “estar sobre”.
1. Usando essa interpretacao, verifique se os axiomas de incidéncia acima estao satis-
feitos.
2.2.5.2 Tarefa: outra interpretacao dos termos indefinidos.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:
“ponto” é interpretado como sendo uma letra do conjunto {A, B, C, D}; “reta” é inter-
pretada como sendo um conjunto de duas dessas letras; “incidéncia” ¢ interpretado como

“contém” ou “estar contido”.
1. Usando essa interpretagao, determine todas as retas possiveis.
2. Para essa interpretacao, verifique se os axiomas de incidéncia acima estao satisfeitos.

3. Para essa interpretacao, ha retas paralelas?
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2.2.6 Modelo mini-Dobble.

Considere o mini-Dobble montado na tarefa 2.2.4 com a seguinte interpretacao: pon-
tos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como cartas e incidéncia é

interpretada como “estar sobre” ou “contém”.
1. Verifique se os axiomas de incidéncia estao satisfeitos.
2. A estrutura do jogo poderia ser considerada uma geometria? Justifique.

3. Nessa interpretacao, ha retas paralelas?

2.2.7 Tarefa: sobre as retas.

Considere ainda o mini-dobble montado no item 2 da tarefa 2.2.4 com a seguinte
interpretacao: pontos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como
cartas e incidéncia ¢ interpretada como “estar sobre” ou “contém”. Nesse item 2, usamos

linhas para ligar entre si os pontos que pertencem a uma mesma carta.

1. Essas linhas que conectam os pontos que pertencem a uma mesma carta podem ser

estendidas? Justifique.
2. Se a resposta for sim, existem mais pontos sobre essas linhas estendidas? Justifique.

3. Se a resposta for sim, quais seriam esses pontos?

2.3 Primeiras aplicacoes do caderno

2.3.1 Contexto geral

A aplica¢do do caderno iniciou no Colégio Estadual Pacaembu (CEP), situado no
municipio de Valparaiso-GO, com uma turma do 2° ano do ensino médio regular. Um
total de 24 estudantes participou das tarefas, porém nem todos concluiram. Foi informado
a eles que poderiam deixar as tarefas a qualquer momento, e, consequentemente, alguns
optaram por fazé-lo.

Inicialmente, os estudantes demonstraram bastante entusiasmo, pois se tratava de um
jogo e era totalmente diferente do que é feito regularmente em sala de aula. A auséncia
de alunos em determinadas tarefas e os atrasos dificultaram a aplicacao. Isso porque, em

determinados momentos, havia grupos de estudantes nas mais diversas partes das tarefas.
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Em um segundo momento, o caderno foi aplicado nas turmas do 1° ano C, D e no 3°
ano do ensino médio regular do Instituto Federal de Brasilia(IFBE), situado no Campus
da Estrutural. Um total de 73 estudantes participou das tarefas. Todas as aulas foram
acompanhadas pela professora de matematica regente. Também foi comunicado aos es-
tudantes que poderiam optar em qualquer momento pela nao realizacao das tarefas e,
assim como aconteceu na primeira aplicagao, alguns estudantes nao terminaram as tare-
fas. Acredito que alguns pela complexidade de algumas tarefas, outros devido ao cansaco
e a ansiedade com relacao as férias. Nessas turmas, também enfrentei dificuldades com
relacao & auséncia dos estudantes em determinadas tarefas e aos atrasos constantes na
chegada as aulas.

Em ambas as turmas, alguns estudantes, durante a mediacao, demonstraram resistén-
cia a corregao de seus proprios erros, sendo esse um motivo para abandonarem as tarefas,
mesmo compreendendo a razao da corre¢ao. Outra dificuldade enfrentada foi relacionada

a copia das tarefas, facilitada em alguns momentos pelo uso de celulares em sala.

2.3.2 Resultado das primeiras aplicacoes do caderno

Tarefa 2.2.1: sobre a estrutura do jogo.

Nao houve grandes dificuldades nessa tarefa em ambas as escolas. Inicialmente, o jogo
foi apresentado aos estudantes, juntamente com as suas regras, e foi concedido um tempo
para que jogassem entre si. Algumas cartas do baralho utilizado pelos estudantes estao

ilustradas na figura 2.1.
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Figura 2.1: cartas do jogo.



2.3 Primeiras aplicacoes do caderno 21

Os estudantes do CEP enfrentaram dificuldades para identificar os simbolos em comum
devido & fonte e a disposicao dos mesmos, uma dificuldade que raramente surgiu na
aplicacao feita nas turmas do IFBE. Em seguida, partimos para a aplicacao das tarefas,

obtendo os seguintes resultados.

1. O que vocé observa sobre a estrutura do jogo?
Essa pergunta ficou muito aberta e gerou certa dificuldade em relacao ao seu ob-
jetivo. Ela deverd ser retirada para uma préxima aplicagao. Era esperado que os
estudantes fizessem afirmacoes em relacao a estrutura do jogo com base em sua
experiéncia apos jogarem com seus colegas. Porém, surgiram as mais variadas res-
postas, desde a quantidade de cartas até as habilidades exigidas dos jogadores, como

agilidade e observagao.

2. Quantos simbolos ha por carta?
Nenhum aluno apresentou dificuldade, uma vez que é necessério realizar apenas uma

contagem simples.

3. Quantas cartas contém o mesmo simbolo?
Em ambas as escolas, alguns estudantes tiveram dificuldade em contar determinados
simbolos devido a sua disposicao na carta, a fonte e & cor, o que resultou em uma
contagem equivocada, porém facilmente corrigida. Na aplicacao realizada no IFBE,
em ambas as turmas, alguns alunos responderam fazendo uso de um simbolo fixo, o

que levou a respostas do tipo: “O 22 aparece 8 vezes” e “O 11 aparece 8 vezes’.

4. Quantos simbolos sao comuns a duas cartas?
Aqui, a maior dificuldade de alguns estudantes foi na redacao da resposta. Sempre
que pegavam duas cartas, conseguiam identificar que havia apenas um simbolo em
comum. No entanto, como isso acontecia repetidamente, alguns respondiam da se-
guinte forma: “Todas possuem um simbolo em comum”. Quando questionados sobre
qual seria esse simbolo presente em todas as cartas, ficavam confusos e pegavam va-
rios pares de cartas na tentativa de justificar o que haviam escrito, até identificarem

O seu erro.

Tarefa 2.2.2: sobre as jogadas.

1. Com base nas observagoes anteriores, da para afirmar que pelo menos um
jogador sempre vai poder continuar jogando até ele nao ter mais cartas
na mao?

Alguns poucos estudantes do CEP responderam que nao, pois em algum momento
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o jogo ficou travado, ja que ninguém conseguiu identificar um simbolo em comum.
Nesse momento, tive que retomar o jogo com eles. A maioria respondeu que sim,

pois foi o observado durante as partidas.

2. Podemos afirmar que todos os jogadores sempre terao condicao de jogar
na mesma rodada?
Em ambas as escolas, retornamos ao item 4 da tarefa anterior e questionei sobre
as respostas que haviam dado. Foi nesse momento que a maioria dos estudantes
compreendeu que qualquer jogador tinha chance de ganhar, bastando fazer uma
observacao cuidadosa e ter agilidade. Alguns grupos perceberam que todos os joga-
dores tinham condigoes de jogar na mesma rodada ainda na fase inicial, ao jogarem
com os colegas. Isso ocorreu porque havia entre eles um colega habilidoso que jogava
uma carta atras da outra e, além disso, varios jogadores queriam jogar as cartas na
mesma rodada. Isso os motivou a se perguntarem por que isso estava acontecendo.
Rapidamente perceberam que duas cartas quaisquer sempre tinham um simbolo em

comuim.

3. Em caso afirmativo, qual é a condicao que torna este dltimo fato verda-
deiro?
Nas duas escolas, alguns estudantes apresentaram dificuldade na hora de passar suas
conclusoes para o papel, surgindo respostas do tipo: “Duas cartas terao pelo menos
um simbolo em comum”, “duas cartas tém nimero em comum” e “todas as cartas
tém nameros iguais”, mesmo tendo respondido no item 4 da tarefa anterior que ha

apenas um simbolo comum a duas cartas.

Tarefa 2.2.3: construindo um mini-Dobble com 3 simbolos por carta.

Essa tarefa em especifico despertou interesse nos estudantes gerando discussao e co-
operagao entre eles. Acreditei que seria uma tarefa na qual desanimariam logo de inicio
devido a dificuldade. Mas, na pratica, o que observei foi o desafio, instigando os estudan-
tes a buscarem maneiras de se organizarem para completar a montagem do jogo. Com
excecao de uma minoria que, desde o inicio, imaginou que seriam muitas cartas e desa-
nimou, deixando a tarefa nesse ponto. A montagem do mini-Dobble nao é uma tarefa
simples; exige do professor mediador uma observacao constante do que os estudantes estao

produzindo.

1. Quais condigoes precisam ser levadas em consideragao na hora de montar
o mini-Dobble?
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Eu os incentivei a voltarem na primeira tarefa e encontrar as regras que precisavam
ser seguidas. Em geral, em ambas as escolas, os estudantes conseguiram identificar
as regras necessérias ao fazerem um paralelo com o jogo que utilizaram inicialmente.
Apenas um estudante do CEP respondeu que “seria necessario um ambiente calmo
e tranquilo”, entendendo a palavra “condi¢oes” como algo que seria necessario a ele

no momento da montagem e nao em relagao ao jogo.

2. Quantos simbolos diferentes sao necessarios? Quais sao os simbolos que
vocé escolheu?
A maioria dos estudantes em ambas as escolas errou inicialmente a quantidade de
simbolos por nao observar as regras. Precisei lembré-los o tempo todo quais regras
precisavam ser seguidas. Em geral, o que mais lhes deu trabalho foi a necessidade
de duas cartas quaisquer terem apenas um simbolo em comum. Foi bastante comum
a ocorréncia de cartas contendo dois simbolos em comum. A maioria, ao montar
uma nova carta, conferia apenas com a carta que havia feito imediatamente antes e
nao com todas as cartas ja produzidas. Como novos simbolos, utilizaram: ntmeros
aleatorios, letras e desenhos mais béasicos como coragao, estrela, sol, lua entre outros.

Os formatos de carta triangular, quadrangular e oval foram os mais comuns.

3. Quantas cartas compoem o mini-Dobble? Quais sao elas?
Aqui ocorreu o mesmo que na tarefa anterior: contagem errada devido a nao obser-

vancia das regras da montagem do jogo.

4. Quantas cartas contém um determinado simbolo?
Alguns responderam a essa questao, nao com base no que montaram anteriormente,
mas conforme a resposta ao primeiro item. Assim, responderam corretamente,
mesmo tendo respondido erroneamente as duas questoes anteriores. Os demais
estudantes responderam com base no jogo que haviam montado, tendo que ajustar

as suas respostas quando necessario.

5. Quantas vezes cada simbolo aparece no baralho?

O mesmo que ocorreu no item anterior ocorreu aqui.

Foram poucos os estudantes que conseguiram montar o jogo e responder as questoes
sem nenhum tipo de auxilio ou corre¢ao. No entanto, todos que se propuseram a fazer a

tarefa conseguiram conclui-la apés revisarem as regras e identificarem seus erros.
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Tarefa 2.2.4: representando o mini-Dobble.

1. Fagca uma representagao grafica de como vocé enxerga o mini-Dobble.
Os estudantes fizeram sua representacao na tarefa anterior desenhando suas cartas
e simbolos. Questionaram se deveriam refazer os seus desenhos aqui. Portanto, esse
item poderia ser retirado para uma proxima aplicagao. Alguns poucos estudantes
do IFBE tentaram montar algum tipo de grafico de fungao ou estatistico por conta
da palavra “grafica” no enunciado do item, mas nao conseguiram explicar o que

estavam fazendo.

2. Identifique cada simbolo que vocé escolheu na construcao das suas cartas
com os numeros 1,2,3,4,5,6,7.
Alguns estudantes nao precisaram fazer esse item, pois ja haviam utilizado exata-
mente esses nimeros na montagem do mini-Dobble; os demais realizaram a tarefa

sem problemas.

3. Represente as cartas como um conjunto de trés ntiimeros.
Esse comando nao fez sentido para os estudantes do CEP. Por outro lado, os estu-
dantes do IFBE do 1° ano conseguiram compreender e responder ao item correta-
mente, acredito que por estudarem o contetdo de conjuntos recentemente. Os do
32 ano fizeram um esforco para lembrar e, em seguida, eles mesmos responderam

corretamente.

4. Faga uma representacao grafica do mini-Dobble utilizando pontos para
representar simbolos (numere os pontos para facilitar a representagao) e
linhas para conectar os pontos que pertencem a uma mesma carta. No
entanto, atencao: nessa tarefa, vocé s6 pode escrever cada niimero uma
Gnica vez.

Em um primeiro momento, a maioria dos estudantes ficou sem saber como fazer a
representacao utilizando cada nimero apenas uma vez, mas, logo em seguida, eles
mesmos conseguiram compreender que vérias linhas passariam pelo mesmo ponto.
O fato de estar escrito “linha” no enunciado do item fez com que nao tivessem difi-
culdade em fazer a representacao, nao ficando presos a ideia de ser necessariamente
uma linha reta. Alguns ji comegaram com linhas em trajetérias aleatérias e ou-
tros comecgaram fazendo linhas retas. No entanto, mesmo esses estudantes, quando
perceberam que nao era possivel representar todas as cartas com linhas retas, nao
tiveram problemas em utilizar uma linha em outro formato. Acredito que o fato de

estar escrito “linha” e nao “reta” contribuiu para isso.
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Algumas das representagoes produzidas pelos estudantes estao ilustradas nas figuras 2.2
a 2.4:

Figura 2.2: representacao 1 do mini-Dobble.

Figura 2.4: representacao 3.
Figura 2.3: representacao 2.

Tarefa 2.2.5: paralelo com a geometria de incidéncia.

Essa foi a tarefa mais complicada para os estudantes. Um dos motivos é a falta de
familiaridade com alguns termos, como “axioma” e “incidéncia”. Outros motivos podem
ser citados, como a dificuldade na leitura e interpretacao. Foi necesséaria a constante re-

leitura dos axiomas com os alunos para as varias interpretagoes de reta, ponto e incidéncia.

A geometria euclidiana plana, que é amplamente estudada na educacao basica, tem como
base os termos indefinidos “ponto”, “reta”; “incidéncia”’, “ordem”, “congruéncia” e relagoes
entre esses termos indefinidos estabelecidas por axiomas.

Intuitivamente, um ponto é dito incidente com uma reta se ele esta sobre essa reta e

dizemos que uma reta incide com um ponto se o ponto esta sobre ela. Os axiomas que
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)

relacionam os termos indefinidos “ponto”, “reta” e “incidéncia”’ sao:

e Axioma de incidéncia 1: Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P, existe

uma Unica reta [ que incide com P e Q.

e Axioma de incidéncia 2: Para toda reta [, existem pelo menos dois pontos distintos

incidentes com .

e Axioma de incidéncia 3: Existem trés pontos distintos tais que nenhuma reta seja

incidente com os trés pontos.

Tarefa 2.2.5.1: interpretacao comum dos termos indefinidos.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:
“reta” é interpretada como sendo um trago qualquer, feito na folha de papel; “ponto” é
interpretado como sendo uma marca qualquer na folha de papel e “incidéncia” como “passa

por” ou “estar sobre”.

1. Usando essa interpretacgao, verifique se os axiomas de incidéncia acima
estao satisfeitos.
Em ambas as institui¢coes, nenhum dos estudantes fez um trago que nao fosse reto,
mesmo nao sendo especificado no enunciado, por uma falha na redacao, que deveriam
utilizar uma régua para isso. Alguns utilizaram o ponto como “marca qualquer”,
porém a grande maioria utilizou como marca um desenho que ja havia utilizado
nas cartas do mini-Dobble. Inicialmente, todos afirmavam que o axioma 1 era
satisfeito, mesmo tendo desenhado marcas grandes o suficiente para passarem varios
tracos pelas duas marcas. Entao, eles foram questionados sobre a possibilidade de
passar outros tragos por essas marcas. Somente apdés desenharem varios tragos
pelas duas marcas e voltarem ao axioma 1 é que perceberam que o mesmo nao
estava sendo satisfeito. Conseguiram verificar o axioma 2 sem dificuldades. Ja o
axioma 3 foi o mais complicado para eles, acredito que por conter a palavra “existe” e
“‘nenhuma’” na mesma frase. Insistiam que era falso, pois nao existia trago passando
pelas trés marcas. Isso aconteceu em todas as tarefas que envolviam o axioma 3.
Apos verificarem a validade dos axiomas 2 e 3, voltamos ao axioma 1 e, entao,
eles foram questionados sobre o motivo de ele nao ser satisfeito e qual modificacao
poderiam fazer para que ele também fosse satisfeito. Precisaram pensar um pouco,
mas conseguiram chegar a conclusao de que o problema era o tamanho das marcas

que haviam feito.
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Tarefa 2.2.5.2: outra interpretagao dos termos indefinidos.

Foi necessario reler os axiomas com os alunos para essa nova interpretacao e deixar
muito claro a mudanca que estava ocorrendo.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:
“ponto” é interpretado como sendo uma letra do conjunto {A, B, C, D}; “reta” é inter-
pretada como sendo um conjunto de duas dessas letras; “incidéncia” é interpretado como

“conter” ou “estar contido”.

1. Usando essa interpretacao, determine todas as retas possiveis.
Esse item foi realizado sem grandes dificuldades; precisaram apenas ser lembrados

de que os conjuntos {A, B} e {B, A} séo iguais.

2. Para essa interpretacao, verifique se os axiomas de incidéncia acima estao
satisfeitos.
Em ambas as instituigoes, os estudantes nao tiveram dificuldades na verificagao
dos axiomas 1 e 2, sendo necessaria apenas a releitura dos axiomas com as novas
interpretacoes para ponto e reta a cada verificagao. J& no axioma 3, eles tiveram a
mesma dificuldade na interpretagao anterior, insistindo que o axioma era falso, pois

nao havia um conjunto formado por trés letras.

3. Para essa interpretacao, ha retas paralelas?
Nenhum estudante do CEP soube definir retas paralelas quando questionados. Eles
nao conseguiam exemplificar com desenhos ou de outra forma, portanto nao fizeram
o item inicialmente, somente apds uma breve explicacao. Este fato nao aconteceu no
IFBE, onde os estudantes precisaram de um tempo para processarem a nova ideia

e, entao, conseguiram identificar as retas paralelas.

Tarefa 2.2.6: modelo do mini-Dobble.

Considere o mini-Dobble montado na tarefa 2.2.3 com a seguinte interpretagao: “pon-
tos” sao interpretados como “simbolos”; “retas” sao interpretadas como “cartas” e “inci-

déncia” é interpretado como “estar sobre” ou “conter”.

1. Verifique se os axiomas de incidéncia estao satisfeitos.
Voltamos a tarefa da montagem do mini-Dobble e fizemos a releitura dos axiomas
para essa nova interpretacao. Para o axioma 1, os estudantes fizeram a verificagao
para cada carta que haviam desenhado e conseguiram verificar a sua validade. Vali-

daram o axioma 2 sem dificuldades. No axioma 3, tiveram a mesma dificuldade das
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tarefas anteriores: inicialmente afirmavam que era falso por nao conseguirem exibir

uma carta contendo trés simbolos que eles escolheram.

2. A estrutura do jogo poderia ser considerada uma geometria? Justifique.
A maioria dos estudantes nao conseguiu responder a essa questao. Apenas afirma-
ram sim ou nao, sem conseguir justificar. Alguns que afirmaram que sim, quando
questionados sobre o motivo dessa resposta, afirmaram que envolvia formas geomé-

tricas. Alguns conseguiram responder e obtivemos as seguintes respostas:

“Sim, pois ha pontos e retas.”
e “Sim, pois ela tem a estrutura para ser uma geometria, os axiomas.”
e “Sim, pois a geometria ensinada nas escolas tem como base pontos e retas.”

e “Sim, a estrutura é geométrica, pois existem algumas regras (no caso, os axio-

mas) para que seja possivel uma logica dentro da criagao.”
e “Sim, pois nessa logica, todo o jogo é feito de retas e pontos, ligados entre si.”

e “Sim, porque mesmo trocando as retas e pontos, os axiomas continuam va-

lendo.”

e “Sim é uma geometria. Porque simbolos sao interpretados por pontos e cartas

sao interpretadas por retas.”

As resposta dadas pelos estudantes nos mostram que eles entenderam a pergunta de
forma superficial. Como nao houve tempo para entrevistar os alunos separadamente

a respeito dessa pergunta, optamos por retird-la da proxima aplicagao.

3. Nessa interpretacao, ha retas paralelas?
Os alunos responderam corretamente sem grandes dificuldades; tive apenas que

lembrar alguns deles o que eram retas paralelas.

Tarefa 2.2.7: sobre as retas.

Considere ainda o mini-Dobble montado no item 2 da tarefa 2.2.4 com a seguinte
interpretacao: pontos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como
cartas e incidéncia é interpretada como “estar sobre” ou “conter”. Nesse item 2, usamos

linhas para ligar entre si os pontos que pertencem a uma mesma carta.

1. Essas linhas que conectam os pontos que pertencem a uma mesma carta
podem ser estendidas? Justifique.

Em ambas as institui¢oes, os alunos responderam a este item sem precisar de nenhum
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tipo de mediacao. Deixei-os & vontade para darem as suas respostas. Algumas das

respostas obtidas foram:

“Pode, porque os pontos podem ser ultrapassados.”
e “Sim, pois se tivessem mais pontos ou nao as linhas poderiam ser estendidas.”

e “Nao, pois caso as linhas fossem estendidas, existiriam cartas com ntimero maior

de pontos.”
e “Nao, porque a linha podera ser estendida somente até o ponto.”

e “Sim, nao ha problema em estender a linha, caso ela continue representara o

mesmo grupo de pontos.”
e “Nao porque nao tem mais simbolos para estender as linhas.”

e “Nao, porque o jogo s6 pode ter 7 simbolos. Se for estender as linhas teria que

ter mais simbolos.”
e “Nao, pois nao tem mais pontos para interligar.”
e “Sim, pois estendendo a forma do jogo nao seréa alterada.”

e “Sim, mas precisaria criar mais pontos.”

As respostas obtidas acima mostram que a maior parte dos nossos estudantes com-
preendeu que as linhas nao representam as retas dessa interpretagao. Outra parte
confunde essas linhas com as retas, pois acreditam ser necessario haver mais pontos
para efetuar o prolongamento delas. No total, 65% dos estudantes responderam sim

para esta pergunta e 35% responderam nao.

2. Se a resposta for sim, existem mais pontos sobre essas linhas estendidas?
Justifique.
Independente da instituicao, todos os estudantes que responderam sim ao item an-
terior afirmaram que nao haveria mais pontos, em funcao da quantidade de simbolos

por carta.

3. Se a resposta for sim, quais seriam esses pontos?

Nenhum estudante respondeu a este item por ja responderem ‘“nao” ao item anterior.

2.4 Caderno reformulado

Apos analisarmos os resultados das primeiras aplicagoes do caderno, foram necessarias

algumas alteracoes. Isso incluiu a revisao de enunciados para tornar mais claro o objetivo
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de determinados itens, a exclusao do item 1 da tarefa 2.2.1 e do item 2 da tarefa 2.2.6, pois
consideramos que os estudantes nao estavam preparados para respondé-los, e a inclusao
de novos itens nas tarefas 2.2.3 e 2.2.7. Também adicionamos uma nova tarefa ao final a
fim de melhor compreendermos os pensamentos dos estudantes. A seguir esté o caderno,
com as devidas alteracoes, que foram aplicados nas turmas do 2° e 3° ano do ensino médio
do Centro Educacional 104(CED104), localizado no Recanto das Emas-DF.

2.4.1 Tarefa : sobre a estrutura do jogo.
1. Quantas cartas ha no jogo?
2. Quantos simbolos ha por carta?
3. Quantas cartas contém o mesmo simbolo?

4. Quantos simbolos sao comuns a duas cartas?

2.4.2 Tarefa: sobre as jogadas.

1. Com base nas observacgoes anteriores, d& para afirmar que pelo menos um jogador

sempre vai poder continuar jogando até ele nao ter mais cartas na mao?

2. Podemos afirmar que todos os jogadores sempre terao condicao de jogar na mesma
rodada?

3. Em caso afirmativo, qual é a condicao que torna este ultimo fato verdadeiro?

2.4.3 Tarefa: construindo um mini-Dobble com 3 simbolos por

carta.

1. Quais condigoes precisam ser levadas em consideracao na hora de montar o mini-

Dobble?

2. Monte o seu mini-Dobble conforme as condigoes levantadas no item anterior (vocé

podera utilizar os simbolos e formato de carta que preferir).

3. Quantos simbolos diferentes foram necessarios? Quais sao os simbolos que vocé

escolheu?
4. Quantas cartas compoem o mini-Dobble?

5. Quantas cartas contém um determinado simbolo?
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6. Quantas vezes cada simbolo aparece no baralho?

2.4.4 Tarefa: representando o mini-Dobble.

1. Identifique cada simbolo que vocé escolheu na construcao das suas cartas com os
numeros 1,2,3,4,5,6,7.

2. Represente as cartas como um conjunto de trés ntmeros.

3. Faca uma representagao grafica do mini-Dobble utilizando pontos para representar
simbolos (numere os pontos para facilitar a representacao) e linhas (utilize uma cor
diferente para cada linha) para conectar os pontos que pertencem a uma mesma
carta. No entanto, atencao: nessa tarefa, vocé s6 podera escrever cada nimero uma

Unica vez.

2.4.5 Tarefa: paralelo com a geometria de incidéncia.

A geometria euclidiana plana, que é amplamente estudada na educacao bésica, tem
como base os termos indefinidos “ponto”, ‘“reta”, “incidéncia’, “ordem”; “congruéncia” e
relacoes entre esses termos indefinidos estabelecidas por axiomas. No sistema de axiomas
de Hilbert [13], para a geometria euclidiana, hé cinco conjuntos de axiomas, a saber:
incidéncia, ordem, congruéncia, paralelismo e continuidade.

Intuitivamente, um ponto ¢é dito incidente com uma reta se ele esta sobre essa reta
e dizemos que uma reta incide com um ponto se o ponto esté sobre ela. Os axiomas de

LA

incidéncia que relacionam os termos indefinidos “ponto”, “reta” e “incidéncia’” sao:

e Axioma de incidéncia 1: Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P, existe

uma Unica reta [ que incide com P e Q.

e Axioma de incidéncia 2: Para toda reta [, existem pelo menos dois pontos distintos

incidentes com .

e Axioma de incidéncia 3: Existem trés pontos distintos tais que nenhuma reta seja

incidente com os trés pontos.

2.4.5.1 Tarefa: interpretacao comum dos termos indefinidos.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:
“reta” é interpretada como sendo um traco qualquer, feito com régua, na folha de papel;
“ponto” é interpretado como sendo uma marca qualquer na folha de papel e “incidén-

cia” como “passar por”’ ou “‘estar sobre”.
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1. Usando essa interpretagao, verifique se os axiomas de incidéncia acima estao satis-

feitos, justificando as suas afirmacoes para cada um deles.

2.4.5.2 Tarefa: outra interpretagao dos termos indefinidos.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:
“ponto” é interpretado como sendo uma letra do conjunto {A, B, C, D}; “reta” é inter-
pretada como sendo um conjunto de duas dessas letras; “incidéncia” é interpretado como

“conter” ou “estar contido”.
1. Usando essa interpretagao, determine todas as retas possiveis.
2. Para essa interpretagao, verifique se os axiomas de incidéncia acima esta satisfeito.

3. Para essa interpretacao, hé retas paralelas?

2.4.6 Tarefa: modelo do mini-Dobble.

Considere o mini-Dobble montado na tarefa 2.4.3 com a seguinte interpretacao: pon-
tos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como cartas e incidéncia é

interpretada como “estar sobre” ou "conter".

1. Verifique se os axiomas de incidéncia estao satisfeitos, justificando as suas afirmacoes

para cada um deles.

2. Nessa interpretacao, ha retas paralelas? Justifique.

2.4.7 Tarefa: sobre as retas.

Considere ainda o mini-Dobble, montado no item 2 da tarefa 2.4.3, com a seguinte
interpretacao: pontos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como
cartas e incidéncia é interpretada como “estar sobre” ou “conter”. Nesse item 2, usamos

linhas para ligar entre si os pontos que pertencem a uma mesma carta.

1. Essas linhas que conectam os pontos que pertencem a uma mesma carta podem ser

estendidas? Justifique.
2. Se a resposta for sim, existem mais pontos sobre essas linhas estendidas? Justifique.
3. Se a resposta for sim, quais seriam esses pontos?

4. Nessa interpretagao, linhas e retas sao a mesma coisa? Justifique.
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2.4.8 Tarefa: sobre interpretagoes.

1. Apés as varias interpretacoes de reta e ponto nas tarefas anteriores, explique se é

possivel definir o que é uma reta.

2.5 Aplicacao do caderno reformulado

2.5.1 Contexto geral

A aplicacao deste caderno ocorreu no Centro Educacional 104 (CED104), localizado
no Recanto das Emas-DF. Um total de 173 estudantes participou das tarefas, porém nem
todos concluiram. Alguns faltaram as aulas, outros nao gostaram das tarefas ou enfren-
taram dificuldades. Todos os estudantes tinham a opgao de deixar a tarefa a qualquer
momento e alguns optaram por fazé-lo.

Para concluir a aplicacao, foram necessarias sete aulas em cada turma. Todas as aulas
foram acompanhadas pelo professor das turmas, que me auxiliou em intmeros momen-
tos, principalmente com os estudantes que foram chegando ao longo da semana e que,
consequentemente, estavam em momentos distintos dos demais em relacao as tarefas.

Os estudantes ficaram bastante entusiasmados com o jogo e com a possibilidade de
participar de algo diferente do habitual. Foram bem receptivos e ficaram animados com
o fato das tarefas conterem o simbolo da UnB; alguns o utilizaram na confec¢ao dos
seus jogos. Algumas estudantes do terceiro ano questionaram-me sobre a universidade,
incluindo a forma de ingresso, o meu curso e meu trabalho. O entusiamo foi diminuindo
aos poucos conforme as dificuldades foram surgindo.

Durante o desenrolar da aplicacao, surgiram alguns empecilhos: auséncia de alguns
estudantes em determinadas etapas das tarefas, atrasos na entrada ocasionando perda do
tempo de aula e fotos das respostas de outras turmas. Um fator que me impressionou
foi a falta de autonomia dos estudantes, pois ficavam esperando que eu dissesse o que
fazer, mesmo em comandos simples que nao necessitavam de explicacoes mais detalhadas.
Outro fator que atrapalhou na analise dos resultados, que também ocorreu nas outras
aplicagoes, foi a quantidade de alunos que efetivamente desenvolveram as tarefas, apro-
ximadamente um terco dos alunos. Os demais apresentaram copias das respostas dos

colegas ou deixaram as tarefas.
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2.6 Resultados da aplicacao do caderno reformulado

Tarefa 2.4.1: sobre a estrutura do jogo.

Essa foi uma tarefa que nao apresentou grandes dificuldades para a maioria dos es-
tudantes, assim como foi observado nas aplicagoes anteriores. Inicialmente, o jogo foi
apresentado aos estudantes, juntamente com as suas regras, e foi concedido um tempo
para que jogassem entre si. Os estudantes enfrentaram dificuldades para identificar os
simbolos em comum, devido a fonte e disposicao dos mesmos, mas nada que tenha atra-

palhado o desenvolvimento da tarefa.

1. Quantas cartas ha no jogo?
Alguns poucos estudantes responderam incorretamente por nao contarem com as
cartas do centro. Dependendo do ntimero de jogadores nos grupos, a quantidade de
cartas a ser retirada para que cada participante ficasse com uma quantidade igual de
cartas era diferente, resultando em ntimeros diferentes nessa resposta. No entanto,

a maioria respondeu corretamente.

2. Quantos simbolos ha por carta?
Nenhum estudante apresentou dificuldades, uma vez que é necessario realizar apenas

uma contagem simples.

3. Quantas cartas contém o mesmo simbolo?
Aqui surgiu uma dificuldade com relagao a fonte, cor e tamanho dos simbolos.
Alguns grupos fixaram um determinado nimero e ndo encontraram todas as cartas
que o continham, ou entao contaram mais vezes do que o simbolo aparecia de fato.

No entanto, isso foi facilmente corrigido.

4. Quantos simbolos sao comuns a duas cartas?
O mesmo ocorreu nas aplicagoes anteriores: alguns estudantes responderam que
haveria pelo menos um simbolo em comum, ou entao que todas as cartas tinham
um simbolo em comum. Precisei questioné-los quanto a veracidade do que estavam

escrevendo para que corrigissem.

Tarefa 2.4.2: sobre as jogadas.

Os estudantes sentiram um pouco de dificuldade nesta tarefa, pois nao conseguiram

associar suas respostas na tarefa anterior com a pratica do jogo em si.
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1. Com base nas observagoes anteriores, da para afirmar que pelo menos um
jogador sempre vai poder continuar jogando até ele nao ter mais cartas
na mao?

Todos os estudantes responderam afirmativamente, pois foi o observado durante as

partidas.

2. Podemos afirmar que todos os jogadores sempre terao condigao de jogar
na mesma rodada?
A maioria respondeu inicialmente que nao. Foi necessario passar pelos grupos e
questioné-los sobre a resposta que haviam dado no item 4 da tarefa anterior e
0 que isso implicava na préatica. Permiti que jogassem algumas rodadas, sempre
lembrando do que haviam afirmado anteriormente. Entao, perceberam que todos
tinham condigbes de jogar na mesma rodada. Apesar disso, alguns grupos respon-
deram afirmativamente aos dois itens dessa tarefa e, antes mesmo do item 3, ja
justificaram corretamente esse fato, questionando se era correto manter a mesma

resposta neste item e no proximo.

3. Em caso afirmativo, qual é a condicao que torna este dltimo fato verda-
deiro?
Devido as respostas do item anterior, a maioria nao conseguiu responder correta-
mente inicialmente. Alguns sequer compreenderam a pergunta e deram respostas
sem sentido algum. Apos a mediagdo, conseguiram compreender o que estava acon-

tecendo no jogo e responder corretamente ao item.

Tarefa 2.4.3: construindo um mini-Dobble com 3 simbolos por

carta.

Os estudantes enfrentaram bastante dificuldade para encontrar uma forma de orga-
nizacao que lhes permitisse verificar mais facilmente se as cartas produzidas estavam de
acordo com as regras que eles estabeleceram. Enfrentei muita dificuldade para corrigir os
erros, pois cada estudante escolheu os seus proprios simbolos e sua propria maneira de
produzir as cartas. Nem sempre conseguiam identificar o que causou seu proprio erro e
levava um certo tempo para que eu conseguisse identificar. Isso causou a demora no aten-
dimento de alguns estudantes. No geral, a montagem do mini-Dobble os desafiou e eles
se interessaram bastante, mesmo diante das dificuldades. Poucos estudantes deixaram a
tarefa devido a dificuldade.

1. Quais condicoes precisam ser levadas em consideracao na hora de montar
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o mini-Dobble?
Retornamos a primeira tarefa e entao eles conseguiram listar as condi¢oes necessa-

rias.

2. Monte o seu mini-Dobble conforme as condicoes levantadas no item an-
terior (vocé podera utilizar os simbolos e formato de carta que preferir).
Inicialmente, a maioria comecou a desenhar varias cartas em branco, acreditando
que seriam necessarias muitas cartas, uma vez que o jogo que utilizaram tém 57.
Tentavam adivinhar a quantidade de cartas sem observar o que tinham acabado de
escrever no item anterior. Foi necessario passar pelos grupos, questionar sobre as
condigoes necessarias e incentivi-los a organizar sua construcao de alguma maneira,
além de orienté-los a revisar as condigoes necessérias constantemente para nao se
perderem durante o processo. A partir desse momento, tornou-se mais complicado
identificar rapidamente o erro em alguma montagem do mini-Dobble, pois os jogo
eram completamente diferente em relagdo aos simbolos e & maneira como cada um
iniciou sua montagem. No entanto, conseguimos terminar essa tarefa com éxito. As
cartas do mini-Dobble produzidas por alguns estudantes estao ilustradas nas figuras
2.5 a 2.7 abaixo:

Figura 2.5: cartas 1 do mini-Dobble.

Figura 2.6: cartas 2.

Figura 2.7: cartas 3.
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3. Quantos simbolos diferentes foram necessarios? Quais sao os simbolos
que vocé escolheu?
Uma vez superado o obstaculo da construcao do mini-Dobble, tanto este item como

os demais foram facilmente respondidos.

4. Quantas cartas compoem o mini-Dobble?
Nenhum estudante teve dificuldade para responder este item apds a montagem cor-

reta do jogo.

5. Quantas cartas contém um determinado simbolo?
Nenhum estudante teve dificuldade para responder este item apds a montagem cor-

reta do jogo.

6. Quantas vezes cada simbolo aparece no baralho?
Nenhum estudante teve dificuldade para responder este item apds a montagem cor-

reta do jogo.

Tarefa 2.4.4: representando o mini-Dobble.

Chamou-me a atencao a quantidade de alunos que ficaram esperando que eu dissesse
o que deveria ser feito, mesmo sendo uma tarefa relativamente simples. Acredito que isso
nao se deu pela redacao dos itens ou pela dificuldade das tarefas, mas sim pelo fato de
ser mais facil esperar que alguém diga o que fazer, do que ler e tentar interpretar o que
esta sendo pedido, ou por falta de familiaridade com tarefas desse tipo. Isso aconteceu ao
longo de toda a aplicacao, mas aqui foi onde mais me surpreendeu, pois alguns estudantes

nao fizeram sozinhos nem mesmo o primeiro item.

1. Identifique cada simbolo que vocé escolheu na construgao das suas cartas
com os numeros 1,2,3,4,5,6,7.
Alguns estudantes nao precisaram realizar esse item, pois ja haviam escolhido exa-
tamente esses numeros durante a confecgao de suas cartas. Os demais conseguiram

completa-lo.

2. Represente as cartas como um conjunto de trés ntiimeros.
Aqui, precisaram de um exemplo e de lembrar como representamos conjuntos; em

seguida, conseguiram responder.

3. Faca uma representagao grafica do mini-Dobble utilizando pontos para
representar simbolos (numere os pontos para facilitar a representagao) e

linhas (utilize uma cor diferente para cada linha) para conectar os pontos
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que pertencem a uma mesma carta. No entanto, atencao: nessa tarefa,
vocé s6 podera escrever cada niimero uma dnica vez.

A maioria conseguiu desenvolver esse item sem auxilio, porém alguns estudantes ti-
veram dificuldade. Acredito que o tamanho do enunciado do item tenha dificultado
a sua interpretacao. Apo6s uma breve explicacao, todos conseguiram fazer a sua
representacao. Alguns comecaram tentando tracar linhas retas, mas quando perce-
beram que nao seria possivel, passaram para curvas sem problema algum, enquanto
outros comecaram diretamente com uma curva qualquer. Acredito que o fato de

estar escrito “linha” fez com que nao ficassem presos aos tracgos retos.

A representacao do mini-Dobble feita por um dos estudantes esté ilustrada na figura

2.8 abaixo:

Figura 2.8: representacao 2 do mini-Dobble.

Tarefa 2.4.5: paralelo com a geometria de incidéncia.

A geometria euclidiana plana, que é amplamente estudada na educacao bésica, tem
como base os termos indefinidos “ponto”, “reta”, “incidéncia”, “ordem”, “congruéncia’ e
relagoes entre esses termos indefinidos estabelecidas por axiomas. No sistema de axiomas
de Hilbert [13], para a geometria euclidiana, h& cinco conjuntos de axiomas, a saber:
incidéncia, ordem, congruéncia, paralelismo e continuidade.

Intuitivamente, um ponto é dito incidente com uma reta se ele esta sobre essa reta
e dizemos que uma reta incide com um ponto se o ponto esta sobre ela. Os axiomas de

A

incidéncia que relacionam os termos indefinidos “ponto”, “reta” e “incidéncia” sao:

e Axioma de incidéncia 1: Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P, existe

uma tnica reta [ que incide com P e Q.

e Axioma de incidéncia 2: Para toda reta [, existem pelo menos dois pontos distintos

incidentes com .
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e Axioma de incidéncia 3: Existem trés pontos distintos tais que nenhuma reta seja

incidente com os trés pontos.

Tarefa 2.4.5.1: interpretacao comum dos termos indefinidos.

A partir dessa tarefa, surgiram mais dificuldades de leitura e interpretacao devido a
falta de familiaridade com esse tipo de tarefa e com essa linguagem. Os estudantes nao
conseguiam desenvolver quase nada por conta propria. A cada nova interpretacao, foi ne-
cessario reler os axiomas e fazer as devidas substitui¢coes para que conseguissem avangar
nas tarefas. Foi nessa etapa que a mediacao se tornou mais complicada, pois eram varios
grupos na mesma tarefa, necessitando de uma mediagao quase constante.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia: ‘“reta” é
interpretada como sendo um traco qualquer, feito com régua, na folha de papel; “ponto” é
interpretado como sendo uma marca qualquer na folha de papel e “incidéncia” como “pas-

sar por” ou “estar sobre”.

1. Usando essa interpretacao, verifique se os axiomas de incidéncia acima
estao satisfeitos, justificando as suas afirmacoes para cada um deles.
Apos a releitura dos axiomas e as devidas mudancas, os alunos conseguiram justifi-
car suas respostas com sucesso. Precisei corrigir alguns deles quanto a escrita, pois,
apesar de estarem trabalhando com uma nova interpretagao, escreviam as suas jus-
tificativas utilizando a interpretacao inicial. No axioma 1, fizeram as marcas muito
grandes, de modo que era possivel passar varios tragos por elas. Mesmo assim, afir-
mavam que o axioma estava sendo satisfeito. Precisaram ser questionados sobre a
possibilidade de passagem de mais tragos por essas marcas e incentivados a fazer
o desenho para que percebessem a sua nao validade para esse caso. Justificaram o
axioma 2 sem dificuldades. Como nas aplicacoes anteriores, o axioma 3 foi o mais
desafiador para eles, pois se fixavam na nao existéncia do trago e nao na existéncia
dos pontos. Apoés a verificagao da validade dos axiomas 2 e 3, voltamos ao axi-
oma 1 e entao eles foram questionados sobre a mudanca que poderiam efetuar em
suas marcas para que ele também fosse valido. Assim, conseguiram concluir que o

problema era o tamanho das marcas.

Tarefa 2.4.5.2: outra interpretacao dos termos indefinidos.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:

s .

“ponto” é interpretado como sendo uma letra do conjunto {A, B, C, D}; “reta” é inter-
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pretado como sendo um conjunto de duas dessas letras; “incidéncia” ¢ interpretado como

“conter” ou “estar contido”.

1. Usando essa interpretacao, determine todas as retas possiveis.
A maioria conseguiu responder corretamente este item, mas alguns encontraram um
nimero muito maior de retas por considerarem diferentes os conjuntos {A, B} e {B,

A}. Isso foi facilmente corrigido.

2. Para essa interpretagao, verifique se cada um dos axiomas de incidéncia
acima esta satisfeito.
A primeira coisa que os estudantes fizeram foi desenhar um trago cujas extremidades
eram duas letras, pois nao compreenderam inicialmente essa nova interpretagao. Foi
necessario retornar aos grupos, explicar essa nova interpretacao e reler os axiomas
com as devidas alteragoes para que conseguissem desenvolver a tarefa. Apoés isso,
conseguiram justificar os axiomas com mais facilidade do que na tarefa anterior,
tendo dificuldade apenas no axioma 3, pois se fixaram na nao existéncia do conjunto

em vez da existéncia das letras.

3. Para essa interpretacao, ha retas paralelas?
A maioria conseguiu: explicar o que seriam retas paralelas com suas proprias pa-
lavras, concluir que seriam conjuntos que nao tém nenhuma letra em comum e

encontrar um par de retas paralelas. Em geral, exibiam o par {A, B} e {C, D}.

Tarefa 2.4.6: modelo do mini-Dobble.

Considere o mini-Dobble montado na tarefa 2.4.3 com a seguinte interpretacao: pon-
tos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como cartas e incidéncia é

interpretada como “estar sobre” ou "conter".

1. Verifique se os axiomas de incidéncia estao satisfeitos, justificando as suas
afirmacoes para cada um deles.
Assim como nas aplicagoes anteriores, os estudantes voltaram para as cartas que
haviam desenhado e verificaram a validade do axioma 1. Fizeram a verificacao do
axioma 2 sem nenhuma dificuldade. O axioma 3, que é sempre o mais desafiador
para eles, nao foi tao facilmente verificado, pois os estudantes fixavam-se na nao

existéncia da carta e ndo na existéncia dos simbolos.

2. Nessa interpretacao, ha retas paralelas? Justifique.

A maioria conseguiu chegar a conclusao de que nao, devido & propriedade de que
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duas cartas sempre tém um simbolo em comum. Aqueles que responderam que sim,
foi solicitado que exibissem as retas paralelas. Apo6s tentarem encontrar tais retas

em seus jogos, conseguiram lembrar da propriedade que impedia essa existéncia.

Tarefa 2.4.7: sobre as retas.

Durante essa tarefa, dei liberdade aos estudantes para fornecerem suas respostas de

acordo com suas proprias impressoes.

Considere ainda o mini-Dobble montado no item 2 da tarefa 2.2.4 com a seguinte in-
terpretagao: pontos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como cartas
e incidéncia é interpretada como “estar sobre” ou “conter”. Nesse item 2, usamos linhas

para ligar entre si os pontos que pertencem a uma mesma carta.

1. Essas linhas que conectam os pontos que pertencem a uma mesma carta
podem ser estendidas? Justifique.
Os estudantes que responderam sim a este item, deram os seguintes tipos de res-

postas:

“Podem ser estendidas, pois nao muda nada no jogo.”

e “Sim, porque o que importa sao os niimeros e nao as linhas.”

e “Sim, pois nao ir4 mudar nada na carta.”

e “Sim, os pontos continuam se conectando, entao nao faz diferenca.”

e “Sim, pode estender porque nao muda nada na reta.”

e “Sim, porque as linhas nao interferem em nada.”
Os estudantes que responderam nao a este item, deram os seguintes tipos de res-
postas:

e “Nao, porque nao tem outros pontos para conectar.”

e “Nao, pois mudaria a reta.”

e “Nao, porque nao podem existir ligacoes diferentes fora dos ntumeros.”
No total, 83% dos alunos responderam sim para esta pergunta e 17% nao.

2. Se a resposta for sim, existem mais pontos sobre essas linhas estendidas?
Justifique.
Todos os estudantes que responderam sim ao item anterior afirmaram que nao ha-

veria mais pontos, devido & quantidade de simbolos por carta.
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3. Se a resposta for sim, quais seriam esses pontos?

Nenhum estudante precisou responder a este item.

4. Nessa interpretacao, linhas e retas sao a mesma coisa? Justifique.

Respostas obtidas:

“Nao, porque a reta é diferente da linha.”

“Sim, pois uma reta é uma linha.”

“Nao, retas sao os conjuntos.”

“Nao, pois as retas sao representadas pelas cartas.”

“Nao, a reta sao os numeros.”

“Nao, pois as retas sao as cartas, ela é finita nesse caso.”

“Nao, pois a linha serve para ligar os simbolos e a reta é a carta.”

“Nao sao a mesma coisa, a linha serve para ligar os simbolos e a reta é o

conjunto de simbolos.”

Aproximadamente 95% responderam nao a essa pergunta e 5% responderam sim.

Alguns estudantes afirmaram que a linha e a reta sao objetos diferentes, porém nao

conseguiram explicar essa diferenca; para outros, linha e reta sao a mesma coisa.

Tarefa 2.4.8: sobre interpretagoes.

1. Apobs as varias interpretacoes de reta e ponto nas tarefas anteriores, ex-

plique se é possivel definir o que é uma reta.

Algumas das respostas obtidas:

“Nao, pois a reta pode ser representada de diversas formas.”
“Nao, porque ficou mudando o significado do que é “reta”.”

“Nao, porque a reta pode ser varias coisas.”

“Depende do comando da questao.”

“A reta pode ser definida de varias formas, depende da situacao que ira usar.”
“Uma reta nao pode ser definida, sempre vai depender do contexto.”

“Sim, uma reta é uma linha continua.”

“Sim, reta é o que usamos para fazer a ligacao entre ntimeros.”

A maioria dos estudantes conseguiu entender que nao é possivel definir o termo

primitivo reta. No entanto, aproximadamente 16% arriscaram uma definicao.



Capitulo

3

Analise dos resultados

3.1 Contexto geral

As analises dos resultados, em ambas as aplicagoes, assim como as porcentagens men-
cionadas no texto, foram realizadas com base nas respostas dos estudantes que demons-
traram real disposicao para trabalhar nas tarefas. Excluimos respostas que consistiam
apenas em coOpias de outras e aquelas deixadas incompletas devido a auséncia dos alu-
nos. Aproximadamente um ter¢o dos estudantes de cada turma participou ativamente
das tarefas.

Em todas as escolas, as seguintes ocorréncias dificultaram o desenvolvimento das apli-
cagoes: a auséncia de alguns alunos durante a semana da aplicacao, a pratica de copiar
as respostas das tarefas dos colegas facilitada pelo uso de celulares em sala, a quantidade
de alunos por turma e a entrada de alunos na sala de aula em diversos momentos das
tarefas.

Um dos objetivos deste trabalho é compreender como os estudantes lidam com o termo
primitivo “reta” em um contexto de geometria nao-euclidiana. Seguindo Shlomo Vinner
[17], que afirma que a aquisigdo de um conceito significa formar uma imagem conceitual
para esse conceito, podemos reformular o nosso objetivo como sendo: investigar como
a imagem conceitual que os alunos tém do termo ‘reta” interfere na compreensao deste
termo em um novo contexto.

Segundo Hershkowitz [12]|, imagem conceitual deve ser entendida como o reflexo
mental individual de um conceito. Tall [16] utiliza o termo imagem conceitual para
descrever a estrutura cognitiva que é associada ao conceito, isso inclui todas as imagens

mentais, as propriedades e processos associados. Argumenta ainda que é algo que vai se
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desenvolvendo conforme os estimulos e o amadurecimento.

O processo de construgao e a apreensao de conceito sao detalhados por Duval [8],
na sua Teoria de Representacao Semidtica. Para esse autor, “nao ha noésis sem semio-
sis”, o que significa que a apreensao conceitual de um objeto matematico (noésis) passa
necessariamente pela formacao de uma representac¢ao semiotica (semiosis).

De acordo com Duval [8], para haver apreensao adequada de um objeto matemético,
¢ fundamental nao o confundir com a sua representacao, pois um mesmo objeto mate-
matico pode ser dado por meio de representacoes muito diferentes. Qualquer tipo de
confusao nesse sentido resulta em uma perda de compreensao. Para o autor, é a ativi-
dade de conversao que permite o reconhecimento de um mesmo objeto em suas diferentes
representacoes.

Assim, é necessario fornecer aos estudantes pelo menos dois sistemas semioticos distin-
tos para a representacao de um objeto e, além disso, permitir a coordenacao entre registros
diferentes no sentido de realizar a conversao de um sistema semibtico para outro.

No entanto, ele ressalta que:

“A passagem de um sistema de representacao a um outro ou
a mobilizacao simultanea de vérios sistemas de representacao
no decorrer do mesmo percurso, fenémenos tao familiares e tao
frequentes na atividade matematica, nao tem nada de evidente
e de espontaneo para a maior parte dos alunos e dos estudan-
tes. Estes, frequentemente nao reconhecem o mesmo objeto
através das representacoes que lhe podem ser dadas nos siste-

mas semioticos diferentes...” [8].

A conversao, que consiste em transformar a representacao de um objeto matematico
de um registro semio6tico para outra representacao em um sistema semiotico diferente, s6
é possivel quando hé o fenomeno da congruéncia. Segundo Duval [8], isso ocorre quando
ha possibilidade de uma correspondéncia seméantica dos elementos significantes nas duas
representagoes (cada unidade significante da representagao de partida corresponde a uma
s6 unidade significante na representacao de chegada) e quando ha uma ordem dentro da
organizacao das unidades compondo cada uma das duas representagoes.

O autor ressalta ainda que, para ter acesso a uma nova rede conceitual ou dominé-
la, s@o necessarias atividades centradas na conversao de registros. A conversao nao é
uma tarefa simples de realizar devido & sua diversidade e complexidade, porém auxilia na
diferenciacao entre representante e representado e proporciona acesso aos objetos mate-

méaticos que nao estao disponiveis diretamente a percepcao. Nesse sentido, quanto maior
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o nimero de representagoes distintas e maior for a habilidade de conversao entre elas,
maiores sao as chances de compreensao dos objetos matematicos.

Um conceito que permite por em pratica as observagoes anteriores é o conceito de
mudanga de quadros. Saddo [2] traz a defini¢ao de quadro como sendo constituido de
ferramentas de uma parte da matematica, de relagoes entre os objetos, de formulagoes
eventualmente diferentes e de imagens mentais associadas a essas ferramentas e relagoes.
Dessa forma, a mudanca de quadros consiste em uma mudanca de contexto. O que
geralmente implica na troca de registros. A sugestao de mudancas de quadros por parte
do professor pode facilitar a aprendizagem e o entendimento das relagoes entre os objetos
matemaéticos. Essa mudanca, segundo o autor, permite uma nova visao das dificuldades,

a mobilizacao de outras ferramentas e técnicas. Saddo defende que:

“Em sua dimensao epistemologica, |- - - | as mudangas de quadro
sao ferramentas de andlise que permitem diferentes leituras de
noc¢oes mateméaticas. As mudancas de quadro e as interacoes
entre diferentes quadros constituem um poderoso instrumento
para a criagao de novos conhecimentos em matematica a partir

de antigos.” [1]

Portanto, mudar de quadro ajuda a desenvolver a habilidade de conversao de registros.

3.2 Analise dos resultados das primeiras aplicacoes

Analisando as respostas fornecidas pelos estudantes nas tarefas 2.2.1 e 2.2.2, podemos
observar que a maior dificuldade encontrada foi relacionada ao dominio da propria lingua-
gem. Alguns alunos nao compreenderam o enunciado do item 4; outros foram capazes de
explicar corretamente o seu raciocinio verbalmente, mas ao redigirem suas respostas, aca-
baram escrevendo algo diferente do que afirmavam oralmente, como observado em frases
do tipo “todas possuem um simbolo em comum” ou “pelo menos um simbolo em comum”.
Eles nao estao habituados a escrever durante as aulas de matemaética e a refletir sobre o
que estao escrevendo. Alguns, inclusive, demonstraram irritagao diante da exigéncia de
respostas completas ou com a solicitagao de corregao dos seus registros.

Essa dificuldade com a linguagem também se evidenciou nas tarefas 2.2.5, especial-
mente no momento em que os estudantes precisavam justificar a validade do axioma 3
para as diversas interpretacoes. Isso, em funcao da ordem em que aparecem as palavras
“existem” e “nenhuma”. Além disso, a leitura e a interpretagao dos axiomas em cada uma
das interpretacoes propostas também representaram um desafio para eles, principalmente

devido a falta de familiaridade com esse tipo de linguagem.
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Durante o desenvolvimento da tarefa 2.2.3, os estudantes enunciaram as condic¢oes
necessarias para a construcao do mini-Dobble no item 1. Entretanto, ao confeccionarem
suas cartas, muitos deles abandonavam essas condigoes e s6 as retomavam, por sugestao da
professora, quando enfrentavam dificuldades para completar a tarefa. Conforme apontado
por Shlomo Vinner [17], isso ocorre porque, em nosso dia-a-dia, ndo costumamos recorrer
a defini¢oes. Naturalmente, como nossas agoes sao influenciadas pela vida cotidiana em
qualquer ambiente, os estudantes tendem a nao considerar as defini¢oes, e nem os axiomas,
ao realizarem uma tarefa matematica. Vinner [17] ressalta ainda que, como muitas vezes
eles tém sucesso em suas tarefas sem recorrer as definigoes, desenvolver o habito de fazé-
lo & um processo dificil. Além disso, ele argumenta que as defini¢oes ajudam a formar
a imagem conceitual e auxiliam na correcao de imagens conceituais equivocadas. Nos
parece plausivel estender as observagoes de Vinner [17] ao caso de axiomas para o grupo
analisado. Essas observagoes foram constatadas pela professora, pois apos reverem as
condicoes enunciadas, algumas ideias equivocadas sobre o jogo que ainda persistiam foram
abandonadas.

Parte desse problema também ¢é atribuida a falta de familiaridade dos estudantes com
tarefas que requerem retornar ao que foi desenvolvido anteriormente para dar continuidade
ao raciocinio. Para os alunos, as tarefas muitas vezes sao vistas como isoladas umas das
outras, o que faz com que sintam a necessidade de recomecar o raciocinio do zero a cada
nova etapa. Isso também dificulta a coordenagao de registros, pois os estudantes nao tém
a iniciativa de pensar nas conversoes, considerando que se trata de algo completamente
novo.

Ao observar a representacao do mini-Dobble feita pelos estudantes na tarefa 2.2.4,
parece que a imagem conceitual de linha a qual eles rapidamente recorrem é a de um
trago reto. Possivelmente, o fato da linha conectar os pontos os leva imediatamente a
imagem conceitual da reta euclidiana, como evidenciado pelos estudantes que comecaram
as suas representacoes utilizando tracos retos, o que corresponde a aproximadamente 65%
dos alunos. Por outro lado, correspondendo a um total de 35% dos alunos, temos um
segundo grupo que parece nao ter uma mesma imagem conceitual para “reta” e “linha”,
fazendo uma diferenciagao entre esses dois. Isto é observado nos alunos que iniciaram
suas representacoes usando qualquer tipo de curva.

Na tarefa 2.2.5.1, devido a um erro no enunciado, a indicacao do uso de régua foi
omitida. No entanto, mesmo assim, nenhum estudante fez um desenho diferente de um
traco reto, o que evidencia que a imagem conceitual de reta que possuem, como sendo um
traco continuo, estd bem enraizada.

Quanto a pergunta “A estrutura do jogo poderia ser considerada uma geometria?”,
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obtivemos algumas respostas afirmativas, nas quais os estudantes justificam esse fato
pela presenca de pontos, retas e figuras geométricas. Parece que a imagem de geometria
que possuem esta associada a algo visual, como as formas geométricas. Outra resposta
obtida foi a de que a estrutura do jogo seria uma geometria por satisfazer os axiomas de
incidéncia da geometria euclidiana. No nosso caso, o jogo satisfaz os axiomas de incidéncia,
porém nao é um modelo de geometria euclidiana, uma vez que nao ha retas paralelas.
Nesse sentido, acreditamos que essa resposta foi induzida pelo préprio enunciado vago
da questao. Apenas alunos que nao entenderam o enunciado deram respostas negativas,
mas nao conseguiram justificar. Diante dessas respostas inconclusivas e por nao termos
tempo suficiente para realizar entrevistas individuais com os alunos, optamos por retirar
essa pergunta na aplicagao seguinte.

Ao observar a representacao do mini-Dobble feita pelos estudantes na tarefa 2.2.7
e analisar suas respostas sobre a possibilidade de estender as linhas que conectam os
simbolos de uma mesma carta, notamos diferentes interpretacoes. Alguns estudantes
entenderam a linha como estando ali apenas para conectar os pontos, podendo estendé-la
tanto quanto desejarem, pois isso nao alteraria o jogo de forma alguma. Esses alunos
entenderam que a linha nao é a reta, mas esta ali somente para conectar os pontos dela.
Neste caso, a imagem conceitual de reta que eles possuem parece ser mais maleavel e
adaptavel ao contexto em que esta sendo utilizada. A maioria dos estudantes, representada
por esse primeiro grupo, compreendeu a reta como sendo um conjunto de pontos nao
necessariamente continuo.

Esses alunos parecem ter conseguido lidar com as mudangas de quadros e interpretar
a reta nesse novo contexto. Foram capazes de lidar com as varias interpretagoes de reta
sugeridas e, ao final, identificd-la em uma representacao com a qual nao estao acostu-
mados. Acredito que, se nao tivessem passado pelas varias conversoes de registros que
os fizeram se acostumarem com novas representacoes, teria sido mais dificil fazer esse
reconhecimento.

Outro grupo de estudantes respondeu que nao poderiamos estender a linha, pois nao
h& mais pontos, evidenciando que nao compreenderam que a linha esta ali apenas para
conectar os pontos. Esse segundo grupo nao conseguiu se desvencilhar da imagem concei-
tual de reta euclidiana, pois acreditam ser necessario mais pontos para que as linhas sejam
estendidas. Isso também evidencia que a compreensao do termo primitivo ‘“reta” passa
pela sua relagdo com o termo primitivo “ponto”, como afirmado por Strauss [15]. Fica
claro que, para esses alunos, nao houve a conversao do registro de reta continua para a
reta como sendo um conjunto finito de pontos.

A afirmagao de Duval [8] de que os estudantes confundem os objetos matematicos com
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as suas representacoes fica clara apos a anélise dos resultados. Alguns estudantes nao
foram capazes, ao final das tarefas, de reconhecer a reta em suas diversas representacoes.
Essa confusao parece ter prejudicado a compreensao desse novo modelo geométrico.

Apesar de oferecermos vérias representacoes para o termo indefinido “reta” e deixarmos
claras as formas de conversao de um registro para outro, nem todos conseguiram se livrar
dessa confusdo. Isso confirma a afirmagao de Duval [8] de que conversao nao é algo facil
para os estudantes.

Acreditamos que parte desse problema se deve ao proprio tempo disponivel para as-
similar as novas ideias. Segundo Tall [16], parte do sucesso da compreensao matematica
e, portanto, da formacao de conceitos, é devido ao trabalho arduo que estimula a tarefa
mental, seguido de um relaxamento para permitir que o processamento continue de forma
subconsciente. A formacao de um conceito esté sujeita a um tempo de amadurecimento
necessario. Muitas vezes isso nao é respeitado devido ao tempo disponivel e a quantidade
de estudantes em sala de aula.

Outro fator que pode ter contribuido, e é apontado por Saddo [1] como um gerador
de obstaculos a aprendizagem, é a aderéncia exclusiva a um tnico ponto de vista, uma
vez que a maioria dos estudantes s6 teve contato com a geometria euclidiana. O autor
destaca também os obstéculos psicolégicos que, no nosso caso, aparecem por estarmos
lidando com uma representacao que contradiz aquela que esta profundamente arraigada

em alguns estudantes e que pode ser inaceitavel para eles.

3.3 Analise do resultado da aplicacao do caderno refor-

mulado

Assim como nas aplicagoes anteriores, a maior dificuldade dos estudantes nas tarefas
2.4.1 e 2.4.2 foi a leitura e interpretacao dos enunciados, seguida da redagao de suas
respostas. Isso ocorreu devido a falta de familiaridade com textos que exigem uma leitura
mais atenta e reflexiva para alcancar a compreensao. Os alunos estao acostumados com
leituras dindmicas e de contetiddo mais direto, pois, nas aulas de matematica, os enunciados
geralmente sao mais diretos e as respostas sao fornecidas de maneira incompleta. Muitos
deles nao conseguiam perceber a necessidade de respostas completas ou identificar os
erros em suas afirmagoes escritas. Esse processo é importante pois, segundo Duval [9], a
expressao verbal abre caminho para o pensamento e, além disso, através dessa tarefa, os
estudantes mobilizam simultaneamente conhecimento, compreensao e conscientizagao.

Na tarefa de montagem do mini-Dobble, retornamos ao que foi observado inicialmente

no jogo e redigimos quais regras deveriam ser seguidas. Fu acreditava que os estudantes
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estariam atentos as regras que eles mesmos estabeleceram, mas, na prética, eles comeca-
ram a montar varias cartas com trés simbolos, sem considerar inicialmente a quantidade
de vezes que cada simbolo deveria aparecer e que, entre duas cartas do jogo, s6 poderia
ter um simbolo em comum. Isso talvez ocorreu pela falta de familiaridade com tarefas que
exigem olhar para o que foi produzido anteriormente. Grande parte das tarefas presentes
nos livros didaticos sao isoladas e, assim, os estudantes entendem que a cada nova etapa é
necessario recomegar o raciocinio. Novamente, citamos o fator apontado por Vinner [17]
que é o fato de nao recorrermos a definigdes (e axiomas) em situagoes cotidianas; esse
hébito faz com que os estudantes nao recorram ao que foi previamente estabelecido.

Novamente afirmamos que isso dificulta o reconhecimento de um mesmo objeto em
diferentes representagoes. Nao é possivel aos estudantes fazer a conversao de registros se
eles mantiverem uma visao isolada daquilo que estao desenvolvendo.

Com relagao a tarefa 2.4.4, de representacao do mini-Dobble, a maioria comecou sua
representacao sem dificuldade utilizando curvas, aproximadamente 55% dos alunos, en-
quanto outros estudantes comecaram com tragos retos, aproximadamente 45%. Diante
da impossibilidade de completar a representacao dessa maneira, eles também utilizaram
as curvas sem nenhuma dificuldade. Tal como na primeira aplicacao, nos parece que a
imagem conceitual de reta que possuem é um traco reto. Os demais parecem ter imagens
conceituais distintas para as palavras “linha” e “reta”, assim como ocorreu em aplicacoes
anteriores.

Na tarefa 2.4.5.2, conseguimos observar a influéncia da imagem conceitual de reta
euclidiana que os alunos possuem, uma vez que a maioria, em um primeiro momento,
desenhou um traco reto cujas extremidades eram duas letras. A ideia de reta como um
conjunto de duas letras lhes pareceu muito estranha. Nao houve inicialmente a conversao
entre a representacao de reta como um trago e a representagao de reta como um conjunto
de duas letras. Foi necessario passar nos grupos e explicar essa nova interpretacao. Como
nos alerta Duval [8] a conversdo de registros nao é algo espontaneo para a maioria dos
estudantes. Algo positivo foi que, ap6s o contato com essa representacao inicialmente
estranha, eles parecem ter compreendido mais facilmente a tarefa do modelo do mini-
Dobble.

Trabalhar as varias interpretagoes, consecutivamente, foi bastante cansativo para os
alunos por exigir muita conversao de representacoes. Nesse sentido, talvez o ideal seja
avancar gradualmente para um melhor aproveitamento. Cada estudante tem o seu tempo
de aprendizagem, e tentar fazer com que todos trabalhem no mesmo ritmo pode impedir
o processo de apreensao de novos conceitos por alguns alunos.

Com relagao a tarefa 2.4.7, a maioria dos estudantes conseguiu compreender que a
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funcao das linhas em suas representacoes era apenas conectar os pontos pertencentes a
uma mesma carta. Portanto, podemos estendé-las o quanto quisermos. Isso fica eviden-
ciado em reposta do tipo ‘retas sao os conjuntos de pontos” ou ainda “a reta é finita
nesse caso”. A imagem conceitual de reta continua nao os atrapalhou na compreensao da
tarefa. Através das mudancas de quadros sugeridas, parece que eles conseguiram realizar
as conversoes de registros necessérias e reconhecer a reta nessa nova interpretagao. Ao
final das tarefas, conseguiram fazer a conversao do registro de reta continua para a reta
como sendo um conjunto finito de pontos.

No entanto, parte dos alunos acredita nao ser possivel estender as linhas, pois nao ha
mais pontos, o que mostra que a influéncia da imagem conceitual de reta continua é bas-
tante rigida para eles. Além disso, como ocorreu nas aplicacoes anteriores, a necessidade
de mais pontos evidencia que a compreensao do termo primitivo “reta” passa pela sua
relagdo com o termo primitivo “ponto”, como afirmado por Strauss [15].

Apesar de terem passado por diversas mudancas de quadros e conversoes de registros,
por meio de vérias interpretacoes de reta, isso nao foi o suficiente para evitar a confusao
entre objeto e sua representacao. Esses estudantes nao conseguiram fazer a conversao de
registros da reta continua para a reta como sendo um conjunto finito de pontos.

Apo6s uma breve revisao do que foi desenvolvido ao longo das tarefas, a maioria dos
alunos conseguiu chegar a conclusao de que a reta nao pode ser definida. Isso fica claro
em respostas do tipo “reta, ¢ algo definido pelo contexto”. Ao que tudo indica, esses
estudantes tém uma imagem conceitual maleavel para a reta e conseguem reconhecé-la
em diferentes representagoes.

Como esperado, aqueles que nao conseguiram fazer essa diferenciacao arriscaram uma
definicao de reta, o que evidencia e reforga uma confusao entre termo primitivo e termo
definido.

Um dos obstaculos & aprendizagem apontado por Saddo [9] é a aderéncia exclusiva a
um unico ponto de vista. Na educacao bésica, em geral, os estudantes tém contato apena
com a geometria euclidiana, e raramente lhes é apresentada a nocao de termos primitivos
ou uma abordagem axiomaética da geometria, ou de qualquer outro contetdo. Isso pode
fazer com que desenvolvam a crenga de que tudo pode ser definido. O que foi observado
aqui é que, mesmo estudantes que pareciam ter compreendido as tarefas, tentaram definir
uma reta.

Ao final da aplicacao, pudemos perceber que alguns estudantes, mesmo apos o desen-
volvimento das tarefas, ainda confundem a reta com a sua representagao, assim como na
primeira aplicagao. Isso corrobora a afirmagao de Duval [8] de que a atividade de conversao

de representacoes, necessaria para evitar a confusao entre representante e representado, é
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algo dificil para os alunos.



Capitulo

4

Consideracoes finais

Foi elaborado um caderno visando investigar como a imagem conceitual que os alunos
tém do termo primitivo“reta” interfere na compreensao deste termo em um novo contexto.

Esse caderno utilizou parte das tarefas ja desenvolvidas no caderno do PIBID [10] e
foi centrado no jogo Dobble. Ao longo das tarefas, os estudantes exploraram a estrutura
matemaética por trés do jogo e trabalharam com varias interpretagoes do termo primitivo
“reta”.

O caderno foi aplicado em turmas da 1%, 2% e 3% séries do ensino médio, em escolas
publicas do Distrito Federal e Entorno, e duraram cerca de 7 aulas.

Em geral, os estudantes demonstraram dificuldades de leitura e interpretagao dos enun-
ciados, assim como para redigir claramente suas ideias. Foi observado que compreendiam
as tarefas de maneira isolada, iniciando o raciocinio a cada etapa.

Durante a representacao do mini-Dobble com pontos e linhas, observou-se que maioria
conseguiu compreender a reta como sendo apenas um conjunto finito de pontos. No
entanto, parte dos alunos nao conseguiu compreender que a funcao da linha era apenas
conectar os pontos que pertenciam a determinada reta, confundindo a linha com a reta.
Parece que a imagem conceitual de reta que esses alunos possuem, como um conjunto
continuo de pontos, os influencia a ponto de nao se desvencilharem dela em um novo
contexto.

Apos as tarefas envolvendo as varias interpretacoes do termo primitivo “reta”; a maioria
dos estudantes conseguiu chegar a conclusao de que o termo primitivo “reta” nao pode
ser definido e sim interpretado. Apesar de trabalharmos com mudancas de quadros e
conversao de registros, alguns estudantes nao conseguiram compreender essas mudangas

e realizar as conversoes, mesmo sendo indicadas pelo professor. Assim, alguns estudantes
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arriscaram uma definicao do termo primitivo “reta”. Possivelmente isso ocorreu devido a
crenca de que tudo precisa de uma definicao e também pela confusao que ainda fazem da
reta com a sua representacao.

Trabalhar as varias interpretagoes de reta consecutivamente foi algo cansativo para os
estudantes. Suponho que uma aplicagdo com um espaco de tempo maior entre as tarefas
seja mais eficiente de modo a respeitar a observagao de Tall [16].

A quantidade de alunos por turma tornou dificil a administracao das davidas e solici-
tacoes de ajuda, principalmente nas tarefas de construcao do mini-Dobble e interpretacao
dos axiomas, que demandavam mais auxilio do professor. Nesse sentido, a aplicacao em
turmas reduzidas pode trazer um melhor aproveitamento.

O trabalho desenvolvido junto aos estudantes nos permitiu entender como eles lidam
com o termo primitivo “reta” em um contexto de geometria finita. As conversoes de
registros e mudancas de quadros parecem ter auxiliado-os no entendimento de que, nesse
contexto, a reta é um conjunto finito de pontos. Ao final das tarefas, a maioria chegou a
conclusao de que a reta s6 pode ser interpretada e nao definida.

Com base nas observagoes acima, a introducao da geometria finita através do Jogo
Dobble pode servir de apoio ao professor, pois auxiliou os estudantes a chegarem a uma
compreensao melhor do objeto matematico reta. Isso, de certo modo, justifica varias
tentativas de introducdo de geometria finita no ensino médio (ver [6] e [5]), ndo s6 para
auxiliar na compreensao do conceito de reta, mas também para acostumar os alunos a
trabalharem em outro contexto.

Uma possivel continuidade deste trabalho seria realizar entrevistas com os estudantes
para confirmar as afirmagoes feitas na dissertacao. Com essas entrevistas, poderiamos
retomar a pergunta “A estrutura do jogo poderia ser considerada uma geometria?”’ e,

assim, compreender as respostas dos alunos.
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Anexo 1

Construcao dos quadrados latinos referentes aos termos as =2, a3 =3, a4 =4, a5 =5
e ag = 6.

Fixando as = 2, temos:

0+2-0=0]14+2-0=1(242-0=2{34+2-0=3]4+2-0=45+2-0=5|6+2-0=6
0+2-1=2|14+2-1=3|24+2-1=4|3+2-1=5[4+2-1=6|5+2-1=0|6+2-1=1
0+2-2=4|142-2=5]242-2=6(3+2-2=0|4+2-2=1|5+2-2=2|6+4+2-2=

0+2-3=6|14+2-3=0[24+2-3=1|34+2-3=2[4+2-3=3|5+2-3=4|6+2-3=

0+2-4=1|14+2-4=2[24+2-4=3[34+2-4=44+2-4=55+2-4=6|6+2-4=0
0+2-5=3|14+2-5=4[242-5=5|3+2:-5=6|4+2-5=0|54+2-5=1]6+2-5=2
0+2-6=5|14+2-6=6[24+2-6=0|3+2:-6=1|4+2-6=2|54+2-6=3|64+2-6=4

[0 24613 5]
1350246
2461350
Ly=13502 4 6 1
461350 2
5024613
6 1350 2 4

Fixando a3 = 3

0+3-0=0]14+3-0=1(243-0=2{34+3-0=3]4+3-0=45+3-0=5|6+3-0=6
0+3-1=3|14+3-1=4|24+3-1=5|3+3-1=6[4+3-1=0|5+3-1=1|6+3-1=

0+3-2=6|14+3-2=0|24+3-2=1|34+3-2=2]4+3-2=3|5+3-2=4|6+3-2=5
04+3-3=2|1+3-3=3|2+3-3=4|3+3-3=5|4+3-3=6|5+3-3=0|6+3-3=1
0+3-4=5|143-4=6[24+3-4=0|3+3-4=1|4+3-4=2|54+3-4=3|6+3-4=4
0+3:5=1|14+3-5=2|243-5=3|3+3-5=4]4+3-5=5|5+3:5=6|6+3-5=

0+3-6=4|1+3-6=5|2+3-6=6|3+3-6=0|4+3-6=1|5+3-6=2|6+3-6=3
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(036 25 1 4]
14036 25
25140 36
Ly=13 6 2 5140
4 0 36 2 51
5140 3 6 2
| 6 2 5 1 40 3|

Fixando a4, = 4
0+4-0=0]14+4-0=11244-0=2|344-0=3|444-0=4|5+4-0=5|6+4-0=
0+4-1=4]14+4-1=5244-1=6|34+4-1=0|44+4-1=1|5+4-1=2|6+4-1
0+4-2=1|144-2=2|2+44-2=3|34+4-2=4444-2=5|54+4-2=6|6+4-2
0+4-3=5|14+4-3=6|2+4-3=0[34+4-3=1[44+4-3=2|5+4-3=3|6+4-3=4
0+4-4=2]14+4-4=3244-4=4|344-4=5|44+4-4=6|5+4-4=0]6+4-4=1
0+4-5=6|14+4-5=0|244-5= 3+4-5=2|44+4-5=3|5+4-5=4]6+4-5=5
0+4-6=3|14+4-6=4|24+4-6=5[34+4-6=6[44+4-6=0|54+4-6=1|6+4-6=2

[0 415 26 3]
1526 3 0 4
26 30415
Ly=13 0415 26
41526 30
52 6 3 041
| 6 30415 2]

Fixando a5 = 5
0+5-0=0|145-0=1{245-0=2|34+5-0=3[44+5-0=4|54+45-0= 6+5-0=
0+5-1=5|14+5-1=6[2+4+5-1=0[3+5-1=1[445-1=2|5+5-1= 64+5-1
0+5-2=3|14+5-2=4[2+45-2=5]3+5-2=6[445-2=0|54+5-2= 6+5-2=
0+5-3=1|145-3=2|2+45-3=3|3+5:3=4445-3=5|54+5-3=6|6+5-3
0+5-4=6|1+5-4=0]2+5-4=1|34+5-4=2|4+5-4=3|5+5-4= 6+5-4
0+5-5=4|1+5-5=5]245-5=6|3+5-5=0[4+5-5=1|5+5-5= 6+5-5=
0+5-6=2]14+5-6=3[24+5:-6=4|34+5-6=5|44+5-6=6|5+5-6= 64+5-6=
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(05 316 4 2]
16 4205 3
205316 4
Ly=13 16 4 2 0 5
4 2 05 316
5316 4 20
| 6 4 2 0 5 3 1|
Fixando ag = 6
0+6-0=0|146-0=1[246-0=2346-0=3[44+6-0=4|54+6-0=5|6+6-0=6
0+6-1=6]14+6-1=0]24+6-1=1|346-1=2|44+6-1=3|5+6:-1=4|6+6-1=5
0+6-2=5|146-2=6|24+6-2=0[34+6-2=1[44+6-2=2|54+6-2=3|6+6-2=4
0+6-3=4]14+6-3=5]246-3=6|34+6-3=0{44+6-3=1|5+6-3=2|64+6-3=3
0+6-4=3|14+6-4=4|246-4=5[34+6-4=6[44+6-4=0|54+6-4=1|6+6-4=2
0+6-5=2|146-5=3|2+6-5= 3+6-5=5]44+6-5= 5+6-5=0|6+6-5=1
0+6-6=1|14+46-6=2|24+6-6=334+6:-6=4[44+6-6=5|54+6-6=6|6+6-6=0
[0 6 543 2 1]
1 06 54 3 2
2106 5 4 3
L¢=13 2106 5 4
4 3 2106 5
54 3 2106
| 6 5 4 3 2 1 0|
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A partir do quadrado latino L, determinamos os elementos Cag, Cas, Coy, Cas, Cog €

Cy; da matriz de incidéncia dada na Tabela 1.3:

(4.1)

(4.2)

(4.3)

0010000
0001O0O0O
0000100
000O0O0T10
000O0O0O01

1000000
0100000
0000100
000O0O0OT10@0
000O0O0O01

1 00 00O0O
01 000O0O0O

00100O0O00O0
0001O0O0O
000O0O0O01

1 00 00O0O
0100000
0010000
0001000
0000100
000O0O0OT10@0

5 <:>CQQ

0 <:>023

2 <:>CQ4

3

3

3

C22

C(23

C'24
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(4.4)

(4.5)

(4.6)

0100000
0010O0O00©O0
0001O0O0O
0000100
000O0O0OT1P@ 0
000O0O0O01

1000000
0001000
0000100
000O0O0OT1P@0
000O0O0O01

100 00O0O
0100000
0010O0O00¢O0
000O0O0OT1P@0
000O0O0O01
100 00O0O
0100000
0010000
0001000
0000100

4 <:,>025

6| < Coy

1 <:,>CQ7

3

3

3

Cas

Cag

Cor

A partir do quadrado latino L3 determinamos os elementos Cso, Cs3, Csy, Cs5, C36 € Csr

da matriz de incidéncia dada na tabela 1.3:

(4.7)

0001000
0000100
00 0O0O0OT1P@0
000O0O0O01

1000000
01 00O0O0O
0010000

6 <:>032

3

Cs2
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S — — YamS —
0 = o — ™
< <t — — —

S~— S~— S~—
_10000000000100010000000000100010000
O O O O O O +H O O O 4 O O o —H O O OO oo o o oo oo 4o o0 o A o0 oo oo
S O O O O +H4H O O O 4 O O o o O oo oo o -+ o o o +H o oo Ao oo o oo
O 00 O A 00 O+ 00000 OO0 000 A0 OO0 A0 000 OO0 00 oo
O OO0 H 000 HO0O OO0 000 OO0 00 H0 0 O A0 0000 OO0 0o O HO
O O H OO0 OO0 OO0 0000 H OO0 4000 4000000 OO0 0O H OO
O = O 0 0 00 OO0 000 -0 00 40000 000000 —H 000 A0 00

Il I I Il I

P 3 3 2 P

O Q O Q O
“60123452345601560123412345604560123

I I I Il I
“01234560123456012345601234560123456

Pl 3 3 2 P

QO Q QO Q QO
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A partir do quadrado latino L, determinamos os elementos Cys, Cy3, Cus, Cus, Cus € Cur

da matriz de incidéncia dada na Tabela 1.3:

~ — ~— ~—~ —

™ <t 0 © I~

i i — i i

<t <t <t <t <t

S~— S~— S~— ~—r S~—
O 0O H OO0 00 OO0 000 HO0O O HO0O0 000 OO0 00 HO0 4000 OO O
O H OO0 0 00 OO0 00 HO00 4000000 O 00 H000 00000 o A
— O 0 0 0 00 O 00 4000 000000 H OO0 0000 OO0 0o o O
O 00 00O H OO0 HO0O 000 OO0 000 40 O HOO0000 OO0 00 HO O
O 0O 0O 00 40O O H 00000 0000400 4000000 000 A0 OO
O 0O 0O 400 40O 00000 000 41000 OO0 0000 H OO0 00O O
O OO0 H O OO0 OO0 0000 H OO0 40000 O 0000 HO0 O HO 00O O

I I I I I

N [ar] < 0 O

S S S S S
<+ D O O A N M~ AN M D OO D OO A NMm T ANM D OO A OO~ N M <0

I I I I I
O 4 N MmO O O HANMmTF IO O~ NMm OO O AN MmO O~ N M 0 O

N 2] < 0 O

S S < S S
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(4.18)

0001000
000O01O0@0
0000O0OT1O0
000O0O0O01

1000000
0100000
0010000

6 <:,>C47

3

Car

A partir do quadrado latino L5 determinamos os elementos Cso, Cs3, Csy, Cs5, Cs6 € Cyr

da matriz de incidéncia dada na Tabela 1.3:

(4.19)

(4.20)

(4.21)

000O0O0OT10
000O0O0O01

1 00 00O0O
0100000
0010O0O0¢O0
0001O0O0O
0000100
0001O0O0O
0000100
000O0O0OT10@0
000O0O0O0T1

1 000000
0100000
0010000
0100000
0010000
0001000
0000100
000O0O0T1@O0
000O0O0O0T1

1000000

1 <:>C52

6 (:)’053

4 <:>C54

3

3

3

Cse

Cs3

Csa
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— —~ S

~ o -

< < <

S~— S~— S—
' o 0o ococoo oo 0 o0ococoococo—-o o
OO0 o0 o0 o0 o0 4 O HOO O OO0 o000 o0 oo
OO0 00 o0 40 4000000 00 0 o0 oo
000 400 OO0 0000 H O HOOO OO
OO0 0 4000 00000 A0 4000 o0 oo
OO0 A OO0 o0 0 OO0 0O A0 o0 000 oo o
SO H OO0 000 000 H0 00 00000 O

I I I

3 B =

QO QO )
O O~ N M < 0 0 O O~ N M AN ™ 0 O O

Il I I
O~ N 0 O O o N M 0 O O~ AN M D O

3 B =

QO QO QO

A partir do quadrado latino Lg determinamos os elementos Cgo, Cg3, Css, Cs, Cos € Cgr

da matriz de incidéncia dada na Tabela 1.3:

(4.25)

000O0O0O01

1000000
0100000
0010O0O00©O0
0001000
0000100
00 0O0O0OT1P@0

2 <:>CG2

3

Co2
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(4.26)

000O0O0OT1P@0
000O0O0O01
100 00O0O
0100000
00100O0O00O0
0001000
0000100
00001060
000O0O0OT1P@0
000O0O0O01

1 <:'>063
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(4.27)
(4.28)
(4.29)
(4.30)

1000000
01 00O0O0O
0010000
0001000
0001000
0000100
0000O0OT1O0
00 0O0O0O01
1000000
0100000
0010000
001000060
0001000
0000100
000O0O0OT1F@ 0
000O0O0O0T1
1000000
01 00¢O0O00O0
0100000
0010000
0001O0O0°O
0000100
000O0O0OT1@ 0
0100000
0010000

0| < Cgx
6| < Cégs
5| <= Cgs
4| <= Cyg7

3
3
3
3

Coa
C'65
C(66
C167
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O objetivo deste anexo é fornecer algumas sugestoes para os professores que desejam
aplicar a sequéncia didatica discutida nos capitulos anteriores. Estas sao apenas orienta-
¢oes e, portanto, o professor tem total liberdade para fazer os ajustes necessarios visando

uma melhor adaptacao a sua realidade.

Tarefa 2.4.1: sobre a estrutura do jogo.

Esta é uma tarefa na qual as dificuldades podem ser facilmente corrigidas. Reserve pelo
menos uma aula para que os alunos joguem entre si e tenham tempo para se familiarizarem

com o jogo. Isso os fard sentir-se mais confiantes para desenvolver as tarefas.

1. Quantas cartas ha no jogo?
Resposta esperada: No jogo, ha 57 cartas. Pode ser que alguns estudantes nao
considerem as cartas que devem ser retiradas conforme a quantidade de jogadores

nos grupos, o que pode levar a respostas diferentes.

2. Quantos simbolos ha por carta?

Resposta esperada: ha oito simbolos em cada carta.

3. Quantas cartas contém o mesmo simbolo?
Resposta esperada: héa oito cartas com o mesmo simbolo. Explique aos grupos
que todos os simbolos aparecem o mesmo nimero de vezes no baralho. Sugira que

escolham um simbolo e determinem juntos em quantas cartas ele aparece.

4. Quantos simbolos sao comuns a duas cartas?
Resposta esperada: um simbolo, e apenas um, ¢ comum a duas cartas. Certifique-
se de que esta resposta esteja correta em todos os grupos, pois é extremamente im-

portante nas proximas etapas. E comum aparecerem repostas como “pelo menos um
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simbolo em comum” ou “ha um simbolo comum a todas as cartas”, mas é importante

esclarecer que apenas um simbolo é compartilhado entre duas cartas.

Tarefa 2.4.2: sobre as jogadas.

Caso encontrem dificuldades para responder as questoes seguintes, sugira que voltem
ao item 4 da tarefa anterior e questionem-se sobre as implicagoes de suas respostas nas

partidas. Sugira que joguem algumas rodadas com isso em mente.

1. Com base nas observacoes anteriores, da para afirmar que pelo menos um jogador
sempre vai poder continuar jogando até ele nao ter mais cartas na mao?
Resposta esperada: sim, uma vez que duas cartas quaisquer sempre tém um

simbolo em comum.

2. Podemos afirmar que todos os jogadores sempre terao condi¢ao de jogar na mesma
rodada?
Resposta esperada: sim, uma vez que duas cartas quaisquer sempre tém um

simbolo em comum, todos os jogadores tém condi¢oes de jogar em qualquer rodada.

3. Em caso afirmativo, qual é a condicao que torna este ultimo fato verdadeiro?
Resposta esperada: a condicao de que duas cartas quaisquer sempre tém um

simbolo em comum.

Tarefa 2.4.3: construindo um mini-Dobble com 3 simbo-

los por carta.

Esta é uma tarefa que demanda bastante tempo e exige muita atencao do mediador.
Geralmente, os estudantes nao percebem que deixaram de satisfazer alguma regra na
montagem de suas cartas. Erro este que pode nao ser tao facil de identificar, pois cada
estudante desenvolve suas cartas a sua propria maneira e com seus proprios simbolos. E
extremamente importante verificar as cartas do mini-Dobble, pois uma montagem errada

das cartas implicard em respostas equivocadas nas proximas tarefas.

1. Quais condigoes precisam ser levadas em consideracao na hora de montar o mini-
Dobble?
Resposta esperada: cada carta deve conter trés simbolos, e cada simbolo deve

estar presente em trés cartas. Além disso, duas cartas quaisquer devem conter um
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simbolo, e apenas um, em comum. Certifique-se de que elencaram todas as regras

corretamente antes de iniciarem o proximo item.

2. Monte o seu mini-Dobble conforme as condigdes levantadas no item anterior (vocé
podera utilizar os simbolos e formato de carta que preferir).
Resposta esperada: os estudantes deverao desenhar as sete cartas que compoem
o mini-Dobble. Verifique constantemente a montagem das cartas, incentivando-os
a encontrar uma forma de organizagao que lhes permita verificar mais rapidamente

as regras que precisam ser seguidas.

3. Quantos simbolos diferentes foram necessarios? Quais sao os simbolos que vocé
escolheu?

Resposta esperada: sete simbolos diferentes.

4. Quantas cartas compoem o mini-Dobble?

Resposta esperada: sete cartas diferentes compoem o mini-Dobble.

5. Quantas cartas contém um determinado simbolo?

Resposta esperada: trés cartas diferentes contém determinado simbolo.

6. Quantas vezes cada simbolo aparece no baralho?

Resposta esperada: cada simbolo aparece trés vezes no baralho.

Tarefa 2.4.4: representando o mini-Dobble.

1. Identifique cada simbolo que vocé escolheu na construcao das suas cartas com os
numeros 1,2,3,4,5,6,7.
Resposta esperada: alguns estudantes nao precisarao responder a este item, pois

utilizarao exatamente esses nimeros na confeccao de seu mini-Dobble.

2. Represente as cartas como um conjunto de trés ntimeros.
Resposta esperada: geralmente, eles nao se lembram de como representar con-

juntos, mas apoés essa breve revisao serao capazes de responder.

3. Faca uma representagao grafica do mini-Dobble utilizando pontos para representar
simbolos (numere os pontos para facilitar a representacao) e linhas (utilize uma cor
diferente para cada linha) para conectar os pontos que pertencem a uma mesma
carta. No entanto, atengao: nessa tarefa, vocé s6 podera escrever cada niimero uma

Unica vez.
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Resposta esperada: os estudantes estao livres para fazer suas representagoes.
Verifique se eles realmente compreenderam que as linhas sdo apenas para conectar

os pontos e uma intersecao entre elas nao significa necessariamente um novo ponto.

Tarefa 2.4.5: paralelo com a geometria de incidéncia.

As tarefas que envolvem interpretagoes de reta, ponto e pertence sao as mais desafi-
adoras para os estudantes, pois envolvem uma linguagem e interpretacoes com as quais
nao estao familiarizados. O mediador precisa estar atento aos grupos e fazer a leitura dos
axiomas, com as devidas modificagoes, a cada nova interpretagao, juntamente com eles,

para conseguirem desenvolver as tarefas.

A geometria euclidiana plana, que é amplamente estudada na educagao basica, tem como
base os termos indefinidos “ponto”, “reta”, “incidéncia”, “ordem”, “congruéncia” e relagoes
entre esses termos indefinidos estabelecidas por axiomas. No sistema de axiomas de Hil-
bert [13], para a geometria euclidiana, ha cinco conjuntos de axiomas, a saber: incidéncia,
ordem, congruéncia, paralelismo e continuidade.

Intuitivamente, um ponto é dito pertencente a uma reta se ele esta sobre essa reta
e dizemos que uma reta contém um ponto se o ponto estd sobre ela. Os axiomas de

A

incidéncia que relacionam os termos indefinidos “ponto”, “reta” e “pertence” sao:

e Axioma de incidéncia 1: Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P, existe

uma Unica reta [ que contém P e Q.

e Axioma de incidéncia 2: Para toda reta [, existem pelo menos dois pontos distintos

pertencentes a .

e Axioma de incidéncia 3: Existem trés pontos distintos tais que nenhuma reta con-

tenha os trés pontos.

Tarefa 2.4.5.1: interpretacao comum dos termos indefinidos.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia:
“reta” € interpretada como sendo um trago qualquer, feito com régua, na folha de papel;
“ponto” é interpretado como sendo uma marca qualquer na folha de papel e “incidén-

cia” como “passar por”’ ou “estar sobre”.

1. Usando essa interpretacao, verifique se os axiomas de incidéncia acima sao satisfei-

tos, justificando as suas afirmagoes para cada um deles.
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Resposta esperada: a verificagao da validade de cada axioma de incidéncia. Ge-
ralmente, os alunos fazem marcas grandes no papel, desenham apenas um traco
passando pelas duas marcas e concluem que o axioma 1 é verdadeiro. Nesse caso,
questione-os sobre a possibilidade da passagem de mais tracos, incentivando-os a fa-
zerem o desenho. Em seguida, questione-os novamente sobre a validade do axioma
1 até que percebam que nao esta sendo satisfeito. Pergunte sobre o que poderia
ser feito com essas marcas para que o axioma seja verdadeiro, até que compreen-
dam que devem diminuir ao maximo as suas marcas. O axioma 2 é facilmente
verificado por eles. Fique atento a verificagao do axioma 3, pois geralmente eles se
fixam na nao existéncia do traco, ao invés da existéncia das marcas, e respondem

equivocadamente.

Tarefa 2.4.5.2: outra interpretacao dos termos indefinidos.

Explique aos estudantes essa nova interpretagao de reta, ponto e incidéncia. E comum
que queiram desenhar tracos cujas extremidades sao duas letras, mostrando que nao com-
preenderam que, nessa nova interpretacao, as retas seriam apenas um conjunto de duas

letras, por mais estranho que isso possa lhes parecer.

Considere a seguinte interpretacao dos termos indefinidos reta, ponto e incidéncia: “ponto” é
interpretado como sendo uma letra do conjunto {A, B, C, D}; “reta” é interpretado como
sendo um conjunto de duas dessas letras; “incidéncia” é interpretado como “conter” ou

“estar contido”.

1. Usando essa interpretacao, determine todas as retas possiveis.
Resposta esperada: a exibi¢ao dos seis subconjuntos de duas das letras de {A,
B, C, D}. Lembre-os de que os conjuntos {A, B} e {B, A} séo iguais.

2. Para essa interpretacao, verifique se cada um dos axiomas de incidéncia acima esté
sendo satisfeito.
Resposta esperada: a verificagao da validade de cada axioma de incidéncia. Os
axiomas 1 e 2 sao facilmente verificados. Fique atento ao axioma 3, pois geralmente
os alunos se fixam na nao existéncia do conjunto, em vez da existéncia das letras, e

respondem de maneira equivocada.

3. Para essa interpretacao, hé retas paralelas?
Resposta esperada: sim, hé retas paralelas. Por exemplo, {A, B} e {C, D}.
Certifique-se de que compreenderam o que seriam retas paralelas nessa nova inter-

pretacao.
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Tarefa 2.4.6: modelo do mini-Dobble.

Considere o mini-Dobble montado na tarefa 4 com a seguinte interpretagao: pon-
tos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como cartas e incidéncia é

interpretada como “estar sobre” ou "contém".

1. Verifique se os axiomas de incidéncia sao satisfeitos, justificando as suas afirmagoes
para cada um deles.
Resposta esperada: a verificagao da validade de cada axioma de incidéncia. Em
geral, os estudantes verificam facilmente a validade do axioma 1 e 2 se a montagem
do mini-Dobble esta correta. Fique atento ao axioma 3, pois eles tendem a se fixar

na nao existéncia das cartas, em vez da existéncia dos simbolos.

2. Nessa interpretacao, ha retas paralelas? Justifique.
Resposta esperada: nao ha retas paralelas, uma vez que duas cartas sempre
tém um simbolo em comum. Caso tenham dificuldade neste item, basta pedir que
procurem um par de retas paralelas em suas proprias cartas. Isso serd suficiente

para lembra-los da regra utilizada na montagem no mini-Dobble.

Tarefa 2.4.7: sobre as retas.

Considere ainda o mini-Dobble montado no item 2 da tarefa 4 com a seguinte inter-
pretagao: pontos sao interpretados como simbolos; retas sao interpretadas como cartas
e incidéncia é interpretada como “estar sobre” ou “conter”. Nesse item 2, usamos linhas

para ligar entre si os pontos que pertencem a uma mesma carta.

1. Essas linhas que conectam os pontos que pertencem a uma mesma carta podem ser
estendidas? Justifique.
Resposta esperada: sim, pois a linha serve apenas para conectar os pontos. E
necessaria a justificativa da resposta para entender os pensamentos dos estudantes.
O que precisa ficar claro é que a extensao de uma linha nao significa que sobre ela

incidam novos pontos.

2. Se a resposta for sim, existem mais pontos sobre essas linhas estendidas? Justifique.
Resposta esperada: que os estudantes que responderam, sim, ao item anterior

percebam que nao ha novos pontos na extensao dessas linhas.

3. Se a resposta for sim, quais seriam esses pontos?

Resposta esperada: que, com esse questionamento, os estudantes percebam que
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nao ha novos pontos nessa extensao de linha, uma vez que temos uma quantidade

finita de pontos e estes ja estao representados.

4. Nessa interpretacao, linhas e retas sao a mesma coisa? Justifique.
Resposta esperada: que os estudantes percebam que a linha serve apenas para
conectar os pontos que pertencem a uma determinada carta, e que a reta é apenas

o conjunto de pontos ligados por essa linha.

Tarefa 2.4.8: sobre interpretacoes.

1. Apoés as varias interpretagoes de reta e ponto nas tarefas anteriores, explique se é
possivel definir o que é uma reta.
Resposta esperada: que os estudantes percebam que o termo primitivo reta nao

pode ser definido, mas sim interpretado.



