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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo explorar o incentro como ponto critico de uma
funcdo, revisando contetdos de geometria plana e de fungdes reais relacionados. O estudo
apresentard uma proposta de atividade, uma sequéncia didatica a ser aplicada no Ensino Médio,
na tentativa de potencializar o estudo da Matematica. Foi desenvolvida por meio de uma
pesquisa bibliografica e com uma abordagem qualitativa. Reconhecendo a relevancia das
tecnologias no ensino, o GeoGebra foi utilizado como ferramenta para auxiliar o
desenvolvimento da atividade, onde a tecnologia se p6e a favor do aluno. A proposta busca
uma abordagem prética e visualmente estimulante para revisar conceitos oriundos da algebra e
da geometria, incentivando a participacdo ativa dos alunos. Ao destacar a importancia da
resolucdo de problemas, questbes e propostas no processo de ensino-aprendizagem utilizando
o software GeoGebra, percebe-se sua funcédo préatica por ser ludico e facilitar o aprendizado da
Matematica de maneira acessivel e envolvente, sem deixar de lado seus principios tedricos

fundamentais, para proporcionar uma aprendizagem significativa.

Palavras-chave: Geometria Plana; Extremos de Fun¢bes Reais; Maximos e Minimos;

Incentro e Ex-incentro; Ensino da Matematica; GeoGebra; Sequéncia Didética.



ABSTRACT

This dissertation aims to explore the incenter as a critical point of a function, reviewing
topics in plane geometry and related real functions. The study proposes an activity, a didactic
sequence intended for high school, to enhance Mathematics education. It was developed
through bibliographic research with a qualitative approach. Recognizing the importance of
technology in education, GeoGebra was used as a tool to aid in activity development, leveraging
technology in favor of student learning. The proposal adopts a practical and visually stimulating
approach to review concepts from algebra and geometry, encouraging active student
participation. By emphasizing the significance of problem-solving, questions, and proposals in
the teaching-learning process using GeoGebra software, its practical role is highlighted for its
ludic nature and ability to facilitate accessible and engaging Mathematics learning, while

retaining essential theoretical principles to provide meaningful learning.

Keywords: Plane Geometry; Extrema of Real Functions; Maxima and Minima; Incenter

and Excenter; Mathematics Education; GeoGebra; Didactic Sequence.
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INTRODUCAO

O ensino de Matematica e suas tecnologias no Ensino Médio vai além de
simplesmente transmitir formulas e teoremas. Ele desempenha um papel vital no
desenvolvimento intelectual dos alunos, promovendo o raciocinio 16gico, a resolucao de
problemas e a compreensdo da aplicagdo pratica da Matematica em diferentes contextos.
Ao revisitar e reforcar os conceitos fundamentais, promover o raciocinio l6gico e integrar
a Matematica de forma interdisciplinar, o ensino de Matematica no Ensino Médio prepara
os alunos para enfrentar os desafios do mundo moderno e contribuir de forma significativa

para a sociedade.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular - BNCC

[...] No Ensino Médio, na &rea de Matematica e suas Tecnologias, 0s estudantes
devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar
novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas mais
complexos, que exijam maior reflexdo e abstracdo. Também devem construir
uma visdo mais integrada da Matematica, da Matematica com outras areas do
conhecimento e da aplicacdo da Matemética a realidade. (BRASIL, 2018a, p.
471)

E em consonancia com a BNCC, o Curriculo em Movimento do Novo Ensino

Médio do Distrito Federal, traz que

A area de Matematica e suas Tecnologias visa, principalmente, possibilitar o
desenvolvimento do raciocinio l6gico-matematico e argumentativo do
estudante, a fim de mostrar que o processo do descobrimento matematico é
algo vivo e em desenvolvimento. Para tanto, é necessario tragar um conjunto
de objetivos que permitem colocar em pratica essa premissa e subsidiar um
planejamento interdisciplinar entre as &reas do conhecimento. (FEDERAL,
2020, p. 79).

Esta dissertacdo propGe uma didatica com estratégias que utilizam ferramentas
tecnoldgicas, visando auxiliar professores de Matematica do Ensino Médio na reviséo de
contetdos de geometria e fungdes reais, com foco no estudo do incentro como ponto
critico de uma funcdo. Inclui reflexdes sobre o ensino de matematica por meio da
resolucdo de problemas. Reconhecendo a importancia das ferramentas tecnoldgicas no
ensino, foi escolhido o uso do software GeoGebra, que integra geometria, algebra e

calculo de maneira dindmica e interativa.

Além disso, a motivacdo para desenvolver esta dissertagdo foi impulsionada pela
participacdo nas edigOes 212 e 222 do Curso de Difusdo de Conhecimento, intitulado

“Curso de GeoGebra”, oferecido pela Universidade Estadual do Parana. Durante o curso,
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foi possivel vivenciar o significativo potencial do software GeoGebra e sua capacidade

de transformar o ensino e a aprendizagem da Matematica.

Ao destacar a relevancia da resolugcdo de problemas, questdes e propostas no
processo de ensino-aprendizagem utilizando o software GeoGebra, percebe-se sua fungéo
pratica por ser ludico e assim facilitar o aprendizado da Matemaética de maneira acessivel

e envolvente, sem deixar de lado seus principios tedricos fundamentais.

Na literatura da &rea de Educacdo Matematica e em documentos oficiais, como e
0s Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (Brasil, 1998), (Lorenzato; Vila, 1993),
(Polya, 1978) e (Antunes, 1998), também destaca a resolucédo de problemas com essencial
no ensino-aprendizagem da matematica, pois promove o desenvolvimento do pensamento
critico e analitico, permitindo que os alunos compreendam e apliquem conceitos de forma
prética e significativa. Esta abordagem ativa incentiva a investigacdo, a criatividade e a
autonomia, ajudando os estudantes a desenvolverem habilidades para resolver problemas
complexos e reais. Além disso, ao enfrentar desafios e buscar solugdes, os alunos
reforcam seu entendimento tedrico e ganham confianga em suas capacidades

matematicas, preparando-se melhor para futuros estudos e situac6es do dia a dia.

Nessa perspectiva, para o Ensino da Matematica, e da revisdo continua dos
contetidos os alunos podem consolidar o que aprenderam e identificar areas que ainda
precisam de aprimoramento. A préatica regular ndo apenas fortalece a memaria dos alunos,

mas também ajuda a desenvolver sua capacidade de raciocinio légico.

A combinacgédo de uma abordagem interdisciplinar com o uso de tecnologias no
ensino de Matematica contribui significativamente para a compreensdo da disciplina.
Dado que a Matematica esta intrinsecamente relacionada a diversas outras areas do
conhecimento, integrar seus conceitos em contextos interdisciplinares ndo apenas
beneficia os alunos ao demonstrar a aplicacdo pratica da Matematica, mas também

destaca sua relevancia em diferentes campos de estudo.

O estudo pressupGe que a compreensao da linguagem matematica colabora para o
desenvolvimento da aprendizagem em matematica, ademais a metodologia escolhida
utiliza a tecnologia para aprimorar a interpretacdo desses dados matematicos pelos alunos.
Nesse sentido, foi realizada uma pesquisa bibliografica de abordagem qualitativa, que
argumenta os resultados do estudo por meio de analises e percepgdes, visando

compreender como os alunos assimilam a linguagem geometria plana e funcgdes reais
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estudadas no Ensino Medio. Logo, o instrumento utilizado na anélise seré a proposta de
uma sequéncia didatica, utilizando a resolucao do problema o incentro como ponto critico

de uma funcdo, analisando o problema resolvido dentro do software Geogebra.

Para que o leitor se prepare antecipadamente quanto ao uso do GeoGebra na
aplicacdo da sequéncia didatica proposta, serd incluido no apéndice um guia detalhado

passo a passo para a construgdo do problema.
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OBJETIVOS

Objetivo Geral: Explorar o incentro como ponto critico de uma funcéo, revisando

conteudos de geometria plana e de funces reais relacionados. O estudo apresentard uma

proposta a ser aplicada no Ensino Médio, com uma abordagem dindmica e interativa,

utilizando a plataforma GeoGebra para visualiza¢do dos conceitos geométricos.

Objetivos Especificos:

b)

Revisar conceitos tais como: o estudo de tridngulos e casos de congruéncia
de tridngulos; estudo da bissetriz; um dos pontos notaveis do triangulo, o
incentro; maximos e minimos de funcdes, em especial funcbes
quadréticas;

Solucionar um problema de extremos de uma funcdo relacionados ao
incentro e o ex-incentro de um triangulo;

Mostrar a importancia de se trabalhar com ferramentas tecnoldgicas,
softwares, em sala de aula;

Conhecer o GeoGebra, suas ferramentas e funcionalidades;

Apresentar uma Sequéncia Didatica a ser aplicada com alunos no Ensino
Médio.
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1 REFERENCIAL TEORICO

1.1  Geometria Significativa e Interativa no Ensino Médio

O estudo da geometria no ensino medio é uma etapa importante para o
desenvolvimento cognitivo dos estudantes, e autores renomados da literatura educacional
tém sublinhado a importancia de abordagens interativas e significativas para facilitar essa

aprendizagem.

Jean Piaget, um dos principais teéricos do desenvolvimento cognitivo, argumenta
que a aprendizagem € um processo ativo em que os alunos constroem conhecimento a
partir de suas experiéncias. No contexto da geometria, isso implica que os estudantes
devem ser incentivados a explorar conceitos geométricos por meio de atividades préaticas
e interativas. Piaget sugere que “o conhecimento nao ¢ uma copia da realidade, mas uma
construcdo do espirito humano” (Piaget, 1972). Portanto, o ensino da geometria deve ir
além da memorizacdo de férmulas e teoremas, promovendo um ambiente onde os alunos

possam descobrir e experimentar.

A aprendizagem interativa enfatiza a participacdo ativa dos alunos no processo
educacional, com atividades colaborativas e envolventes que incentivam a interagdo com
o0 conteldo, colegas e professores. Piaget também reconheceu a importancia da interacao,
embora seu foco fosse mais nas interagcbes com o ambiente do que com outras pessoas.
Ele acreditava que os alunos aprendem melhor através da descoberta e da exploracao
ativa, onde eles podem experimentar e testar suas hipéteses. Piaget sugeriu que “o
conhecimento ¢ uma constru¢do continua” e que os alunos devem estar ativamente
engajados no processo de aprendizagem para construir e reconstruir seus conhecimentos
(Piaget, 1972).

Lev Vygotsky, outro influente pensador, enfatiza a importancia da interagéo social
no processo de aprendizagem. Segundo Vygotsky, “o aprendizado desperta processos
internos de desenvolvimento que sdo capazes de operar somente quando a crianca esta
em interacdo com pessoas em seu ambiente e em cooperagdo com seus pares” (Vygotsky,

1978). No ensino da geometria, isso pode ser traduzido em atividades colaborativas, onde
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os alunos trabalham juntos para resolver problemas geométricos, compartilhando suas
ideias e estratégias. Esse tipo de aprendizagem interativa ajuda a consolidar o

entendimento e a aplicacdo dos conceitos geométricos.

Embora Vygotsky néo use explicitamente o termo "aprendizagem significativa”,
suas ideias sobre a Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) sdo compativeis com esse
conceito. Vygotsky sugere que a aprendizagem ¢é mais eficaz quando ocorre dentro da
ZDP, onde o aluno pode desenvolver novos conhecimentos e habilidades com a ajuda de
um mediador, como um professor ou colega mais experiente. Isso implica uma conex&o

com conhecimentos prévios e um processo de construcdo de significado.

David Ausubel, conhecido por sua teoria da aprendizagem significativa, afirma
que “a aprendizagem significativa ocorre quando a nova informagdo se relaciona de
maneira substantiva e n&o-arbitraria com o que o aprendiz ja sabe” (Ausubel, 1968).
Aplicando esse principio ao ensino da geometria, 0os professores devem conectar novos
conceitos geomeétricos ao conhecimento prévio dos alunos, tornando o contetdo relevante
e compreensivel. Por exemplo, ao revisar o estudo dos triangulos e das fungdes reais, 0s
professores podem associar esses conceitos a situagdes do cotidiano, como a construgao
de pontes e edificios, a navegacdo por GPS, o calculo de juros compostos, e a modelagem
de crescimento populacional, entre outros, o que facilita a compreensdo e a aplicacédo

pratica.

Bruner defendeu que a aprendizagem é um processo ativo e que a educacdo deve
ser estruturada de forma que o aluno seja levado a descobrir por si mesmo os fatos e
relacionamentos. Ele introduziu a ideia de aprendizagem por descoberta, onde os alunos
interagem com o material e entre si para construir seu proprio entendimento. Bruner disse

que “a educagdo € o processo de facilitar a descoberta” (Bruner, 1961).

Esses tedricos fornecem uma base solida para a implementacdo de métodos de
ensino interativos e significativos na geometria. Incorporando suas ideias, os educadores
podem criar um ambiente de aprendizagem onde os alunos se sentem motivados a
participar ativamente e a construir um entendimento profundo dos conceitos geometricos,

preparando-os melhor para desafios futuros tanto na academia quanto na vida cotidiana.
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1.2 O Uso de Tecnologias no Ensino da Matematica

No contexto educacional contemporaneo, a incorporagdo das tecnologias digitais
no ensino tem se destacado como uma ferramenta potente para promover uma educacao
mais dindmica. Com essa abordagem é possivel aprimorar as experiéncias matematicas
dos alunos e pode facilitar uma compreensdo mais abrangente dos conceitos matematicos,
outro aspecto relevante € a postura do professor em relacdo a tecnologia. Quando o
docente esta convencido de sua utilidade, tende a utiliza-la de maneira mais eficaz em
suas aulas, conforme destacado por Lavicza et al. (2020). Esse enfoque encontra-se
respaldo nos documentos oficiais de educagdo, no Plano Nacional de Educacéo (PNE),
uma das metas que menciona a incorporacgdo das tecnologias digitais no ensino é a Meta
7, que se refere a qualidade da educacdo basica. A estratégia 7.15 dessa meta

especificamente aborda a incluséo digital.

Garantir, no prazo de um ano de vigéncia deste PNE, a partir da publicagéo
deste documento, a implementacéo de programas de acesso a computadores e
internet de alta velocidade, para alunos e professores da rede publica de ensino
bésico, bem como a utilizacao de tecnologias da informag&o e da comunicagéo
na préatica pedagégica, como meio de promover a inclusdo digital. (Lei n®
13.005, 2014, Art. 7.15).

O uso das tecnologias no Ensino Médio pode contribuir significativamente para
aprimorar a experiéncia educacional dos estudantes. Em particular, a atencdo especial ao
software GeoGebra e a diversidade de suas ferramentas, as quais se revelam como
instrumentos facilitador para o ensino e aprendizagem de conceitos matematicos e

cientificos.

Hohenwarter et al. (2008) enfatiza o papel significativamente importante para o
ensino de matematica utilizando o GeoGebra, software de codigo aberto que pode ser
amplamente utilizado em ambientes educacionais ao redor do mundo, pois oferece uma
gama variada de recursos que possibilitam a exploracdo interativa de conceitos
matematicos e cientificos. Sua interface intuitiva e acessivel permite aos estudantes
manipular objetos geomeétricos, representacdes graficas e equacdes de forma dinadmica,

proporcionando uma compreensdo mais profunda e concreta dos conteudos abordados.

Entre as diversas ferramentas disponiveis no GeoGebra, destacam-se as
funcionalidades de geometria dindmica, célculo simbdlico, representacdo de funcdes,

estatistica e probabilidade, entre outras. Essa diversidade de recursos possibilita a
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adaptacédo do software a diferentes necessidades e contextos de ensino, tornando-o uma
ferramenta versatil e abrangente para o desenvolvimento de atividades pedagogicas

inovadoras.

Diante desse panorama, a proposta desta dissertacdo visa explorar o potencial do
Geogebra como uma ferramenta facilitadora do processo de ensino-aprendizagem no
Ensino Médio. Por meio da utilizacdo deste software, pretende-se ndo apenas revisitar e
consolidar os conceitos aqui discutidos, mas também proporcionar aos estudantes a
oportunidade de explorar, experimentar e construir conhecimentos de forma ativa e

autbnoma.

Assim, ao integrar o0 GeoGebra como recurso pedagogico, esta dissertacdo busca
ndo apenas enriquecer o processo de ensino-aprendizagem, mas também contribuir para

uma educacdo mais participativa e significativa para os estudantes do Ensino Médio.

1.2.1 O gque é 0 GeoGebra?

O termo "GeoGebra" é uma combinacdo de "Geo" que se refere a geometria e
"Gebra" que é uma abreviacdo de "Algebra". Este software educacional integra diversos
campos da Matematica em uma Unica plataforma interativa, desenvolvida para facilitar o
ensino e a aprendizagem de conceitos matematicos tanto para estudantes quanto para

professores, de maneira dinamica e intuitiva.

O GeoGebra é um software especifico de Matemaética voltado para o estudo de
Geometria, Algebra, Planilha de Célculo, Gréficos, Probabilidade e Estatistica.
Ele é conhecido como um software de Matematica dinAmica por proporcionar
movimentagdes e modificacdes do objeto matematico construido, permitindo,
assim, o desenvolvimento de processos investigativos nas diferentes frentes
estudadas, gragas a interconexao que possui entre geometria, algebra e planilha
de célculo. (BONJORNO, 2020b, p.183).

O software foi criado por Markus Hohenwarter, um professor de Matematica
austriaco, em 2001. Hohenwarter desenvolveu o GeoGebra com o objetivo de oferecer
uma ferramenta que pudesse integrar diferentes areas da Matematica, permitindo que os

usuarios explorassem conceitos e relacdes matematicas de maneira visual e interativa.

Desde sua criacdo, o0 GeoGebra vem ganhando popularidade em escolas e
instituigdes educacionais ao redor do mundo devido a sua versatilidade e capacidade de
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adaptacdo a diferentes niveis de ensino e conteudos matemaéticos. O software esta
disponivel gratuitamente para download em varias plataformas, incluindo computadores
desktop, dispositivos moveis e navegadores da web, tornando-o acessivel a uma ampla

gama de usuarios.

Ao longo dos anos, 0 GeoGebra passou por varias atualizacbes e aprimoramentos,
incorporando novos recursos e funcionalidades para atender as necessidades em constante
evolucdo de educadores e estudantes. Sua comunidade ativa de usuarios e
desenvolvedores continua a contribuir para o desenvolvimento e aperfeicoamento do
software, garantindo que ele permaneca como uma ferramenta relevante para o ensino e

aprendizagem da Matematica.

1.3  Sequéncia Didatica

Um dos desafios de um professor é planejar de modo a garantir um periodo de
aprendizado efetivo para a turma. Escolher quais conteidos abordar e como apresenta-los
é essencial para o sucesso do trabalho. Embora a tarefa possa ser complexa, algumas
orientagdes sdo fundamentais. Um bom planejamento deve estar alinhado com o projeto
politico-pedagdgico (PPP) da escola e a proposta curricular, proporcionando desafios que
permitam a progressao dos alunos de um conhecimento basico para um mais avangado.
Com as diretrizes anuais claras, o professor pode dividi-las em propostas bimestrais e
semanais, organizando-as para cumprir o planejado.

Esta dissertacdo propde uma sequéncia didatica. Segundo ZABALA (2010),

As sequéncias de ensino-aprendizagem ou sequéncias didaticas sdo a
maneira de encadear e articular as diferentes atividades ao longo de uma
unidade didatica. Assim, poderemos analisar as diferentes formas de
intervencdo segundo as atividades que se realizam e, sobretudo, pelo sentido
que adquirem sobre uma sequéncia orientada para a construcdo de objetivos
educacionais. As sequéncias podem fornecer pistas acerca da funcdo que cada
uma das atividades tem na constru¢éo do conhecimento ou da aprendizagem
de diferentes contelidos e, por seguinte, valorizar a pertinéncia ou ndo de cada
uma delas, a falta de outras ou a énfase que devemos lhes atribuir. (ZABALA,
2010, pég. 179).

A proposta estara estruturada nessa atividade de estudo, que permite organizar o
processo de ensino-aprendizagem de maneira coerente e progressiva, facilitando a

compreensdo e a assimilacdo de conteudos pelos alunos.
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2 METODOLOGIA

A metodologia desta dissertacdo foi fundamentada na pesquisa bibliografica. A
pesquisa bibliografica € uma abordagem essencial para a construcdo do conhecimento
cientifico, pois envolve a identificacdo, localizacdo, avaliacdo e sintese de informagdes
provenientes de fontes escritas. Este tipo de pesquisa permite uma compreensdo concreta

e contextualizada do tema em estudo.

A pesquisa bibliografica é um tipo de pesquisa cientifica, que, conforme Gil
(2002), "é desenvolvida a partir de material ja elaborado, constituido principalmente de
livros e artigos cientificos". A pesquisa cientifica, de maneira geral, busca produzir
conhecimento sistematico e organizado, utilizando métodos rigorosos para investigar
fendmenos e responder questdes especificas. Esta investigacdo pode ser empirica,
envolvendo a coleta e anélise de dados primarios, ou tedrica, como no caso da pesquisa

bibliogréafica, que se concentra na analise critica de fontes secundarias.

A pesquisa bibliografica, para Fonseca (2002), € realizada

[...] a partir do levantamento de referéncias tedricas ja analisadas, e publicadas
por meios escritos e eletronicos, como livros, artigos cientificos, paginas de
web sites. Qualquer trabalho cientifico inicia-se com uma pesquisa
bibliografica, que permite ao pesquisador conhecer o que ja se estudou sobre
0 assunto. Existem, porém, pesquisas cientificas que se baseiam unicamente
na pesquisa bibliografica, procurando referéncias tedricas publicadas com o
objetivo de recolher informag@es ou conhecimentos prévios sobre o problema
a respeito do qual se procura a resposta (FONSECA, 2002, p. 32).

Para a realizacdo desta pesquisa, foram consultadas diversas fontes, incluindo
livros, artigos cientificos, teses e dissertacbes, além de publicacdes eletrénicas de
renomadas bases de dados académicas. O processo de revisdo da literatura incluiu a
selecdo criteriosa de materiais relevantes, a leitura critica dos textos, e a sintese das
informacdes obtidas. Dessa forma, a pesquisa bibliografica proporcionou uma base solida

para o desenvolvimento das discussdes e conclusdes desta dissertacao.

Para Severino (2007), a pesquisa bibliogréafica realiza-se pelo:

[...] registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores, em documentos
impressos, como livros, artigos, teses etc. Utilizam-se dados de categorias
tedricas ja trabalhadas por outros pesquisadores e devidamente registrados. Os
textos tornam-se fontes dos temas a serem pesquisados. O pesquisador trabalha
a partir de contribuicdes dos autores dos estudos analiticos constantes dos
textos (SEVERINO, 2007, p. 122).
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Além de mapear o estado da arte sobre 0 tema, a pesquisa bibliografica permitiu
a identificacdo de metodologias e abordagens pedagdgicas previamente utilizadas no
ensino de conceitos matematicos e cientificos. Esta analise foi fundamental para a

elaboracdo de propostas inovadoras e para a contextualizacao das atividades sugeridas.

Segundo Marconi e Lakatos (2003), a pesquisa bibliogréfica "busca conhecer e
analisar as contribuicdes culturais ou cientificas do passado sobre um determinado
assunto, tema ou problema”. Assim, ao realizar um levantamento abrangente das
publicacGes relevantes, esta dissertagdo assegura que as propostas apresentadas sdo
fundamentadas em conhecimento so6lido e comprovado, e contribui para a continuidade

do desenvolvimento cientifico na area de ensino da matematica.
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3 CONHECIMENTOS PREVIOS

Com o intuito de situar o leitor no tocante ao que sera trabalhado nesta dissertacéo,
seguem algumas definicdes e teoremas prévios que serdo importantes para embasar o

projeto proposto.

3.1  Congruéncia de triangulos

Dizemos que dois triangulos sdo congruentes, com o simbolo =, se for possivel

mover um deles no espago, sem deformé-lo, até fazé-lo coincidir com o outro.

Assim, dois tridngulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes se, e somente se, for possivel
estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que os angulos e os lados

de um sejam ordenadamente congruentes aos angulos e aos lados do outro.

Conforme Dolce, et al. (2005), para verificar se dois tridngulos sdo congruentes

existem os seguintes critérios, chamados casos de congruéncias de triangulos:

a) Caso LAL: se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados
e 0 angulo compreendido entre eles;

b) Caso ALA: se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado e
os dois angulos a ele adjacente;

c) Caso LLL: se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés
lados;

d) Caso LAAo: se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes um lado,

um angulo adjacente e o angulo oposto a esse lado.
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3.2 Bissetriz de um angulo

Definico: (NETO, 2013) “Dado um angulo 2AOB, a bissetriz de £AOB ¢ a

semirreta OC que o divide em dois angulos iguais. Neste caso, dizemos que OC bissecta
£AOB. Assim,

0C bissecta LZAOB < AOC = BOC™.

3.3 Lei dos cossenos

(NETO, 2013) “Se ABC é um triangulo de lado AB = ¢, AC = b, BC = a, entio
a? = b? + ¢ — 2bc cos A.

A lei dos cossenos é amplamente empregada ao longo de toda a dissertacéo,

apresenta-se a seguir sua demonstragdo, como um adicional de curiosidade”.

Proposicdo: Seja H o pé da altura relativa ao lado AC e h seu comprimento.
Consideremos A < 90°, A = 90° e A > 90°:

a) A < 90°: neste caso (figura 1), 0 ponto H esta entre A e C , e sabendo que
AH =ccosA e h=csenA e aplicando o teorema de Pitagoras ao

triangulo BCH, obtemos:

Figura 1 - Lei dos Cossenos: caso A<90°
Fonte: Neto, 2013.

a? = h? + CH? = h? + (b — 4H)?

=(c senA)2 + (b — c cos A)?


https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%87%94&action=edit&redlink=1
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= b? + c*(sen? A + cos? A) — 2bc cos A
= b2 + ¢? — 2bc cos A,

onde, na penultima igualdade, utilizamos a relacdo fundamental da

trigonometria, sen? A + cos? A = 1.

b) A =90°: neste caso, cosA = 0 e segue do teorema de Pitagoras que

a? = b2 + c? = b% + ¢% — 2bc cos A.

c) A > 90°: neste caso (figura 2), o vértice de A pertence ao segmento CH,
lembrando que H é o pé da altura relativa ao vértice B sobre a reta suporte
de AC. Como BAH = 180° — A, sabendo que no tridngulo BHA, AH =
ccos(180°—A) = —ccosA e h=csen(180°—A) =csenA e

aplicando novamente o teorema de Pitagoras ao triangulo BCH, obtemos

a? = h? + CH? = h? + (b + AH)?
= (csenA)” + (b — c cos A)?
= b?% + c* — 2bc cos A

Figura 2 - Lei dos Cossenos: caso A>90°
Fonte: Neto, 2013.

Analogamente, podemos obter b? = a? + c? — 2accosB e ¢? =
a? + b% — 2ab cos C.
Portanto nos trés casos, em qualquer triangulo ABC, temos:
a? = b? + ¢*> — 2bccos A
b? = a? + c? — 2ac cos B

c?2=a?+ b%—-2abcosC.
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3.4  Incentro de um triangulo

(NETO, 2013) “As bissetrizes internas de todo tridngulo concorrem em um nico

ponto, que é o incentro do triangulo”.

Proposicédo: Sejam r, s e t, respectivamente, as bissetrizes internas dos angulos
A, 2B e £C do triangulo ABC (figura 3) e I o ponto de intersecdo das retas r e s. Como
I € r, segue da caracterizacdo das bissetrizes como Lugar Geométrico, que I equidista
dos lados AB e AC de ABC. Analogamente, I € s garante que I equidista de AB e BC e,
assim, concluimos que I equidista de AC e de BC. Entdo, usando novamente a referida
caracterizacdo das bissetrizes, concluimos que I pertence a bissetriz do angulo 2C, ou

seja, areta t. Assim, r, s e t concorrem em |.

A

Figura 3 - Incentro de um triangulo.
Fonte: Neto, 2013.

3.5  Ex-incentro de um triangulo

(NETO, 2013) “Em todo triangulo ABC, existe um Unico circulo tangente ao lado
BC e aos prolongamentos dos lados AB e AC. Tal circulo € o circulo ex-inscrito ao lado

BC e seu centro € o ex-incentro de ABC relativo a BC (ou ao vértice A) ™.

Proposicdo: Sejam (figura 4) r e s as bissetrizes externas dos veértices B e C do
triangulo ABC e I, seu ponto de interse¢do. Como I, € r e r é bissetriz do &ngulo externo

em B, segue que


https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
https://pt.wiktionary.org/w/index.php?title=%E2%88%A0&action=edit&redlink=1
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d(I, BC) = d(I,, AB).

Do mesmo modo, uma vez que I, € s, concluimos que d(Ia, E—C)) =d(l, f4—5).
Denotando por 7, a distdncia comum de I, as retas suportes dos lados de ABC, segue que

o circulo de centro I, e raio r, tangencia BC e os prolongamentos de AB e AC.

Figura 4 - Ex-Incentro relativo ao angulo A do triangulo ABC.
Fonte: Neto, 2013.

3.6 Ponto de Méximo e de Minimo

Os pontos de maximo e minimo de func¢des sdo conceitos fundamentais para o

desenvolvimento deste trabalho. VVamos definir cada um deles.

Um ponto de maximo (respectivamente (resp.) ponto de minimo) de uma funcédo
é um ponto onde o valor da funcdo é o maior (resp. menor) possivel em um determinado
intervalo ou em todo o dominio da fungdo. Um ponto (x, y) é um ponto de maximo (resp.
minimo) se y é maior (resp. menor) ou igual a qualquer outro valor de y no dominio de
x. Graficamente, um ponto de maximo (resp. ponto de minimo) pode ser visualizado

como o ponto mais alto (resp. ponto mais baixo) em um gréfico de uma funcéo.

Conforme destacado por Neto et al. (2022), para uma funcéo f(x), uma condicéo
necessaria, mas ndo suficiente, para que um ponto seja de maximo ou de minimo, é que
f'(x) = 0, ou seja, a derivada da funcdo € igual a zero, ou entdo f'(x) ndo existe. Esses

pontos sdo chamados de pontos criticos da fungéo.

Além disso, é importante notar que o0s pontos de maximo e minimo podem ser

locais ou globais:



27

Dada uma fungéo f: A — R, e dado um intervalo I contido em A, dizemos que ¢ €
I é ponto de maximo local (resp. minimo local), quando f(c) = f(x) (resp. f(c) <

f(x)), paratodo x € I.

Assim, maximos e minimos locais sdo pontos onde a funcdo alcanga um valor
extremo em um intervalo especifico, mas ndo necessariamente o valor maximo ou minimo

em todo o dominio da funcao.

J& maximos e minimos globais sdo pontos onde a funcéo alcanga o valor maximo

ou minimo em todo o seu dominio.


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%84%9D
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4 RESULTADOS E DISCURSSOES

Com o intuito de fortalecer e aplicar os conhecimentos adquiridos pelos alunos do
Ensino Médio na area de geometria plana e das funcgdes reais, o presente trabalho visa
ndo apenas estudar o teorema principal, a seguir, que aborda o ponto critico de uma funcao
definida geometricamente nos tridngulos, mas também apresentar uma Sequéncia

Didatica para esse estudo, utilizando o software GeoGebra.

4.1 O Incentro e 0 Ex-incentro como Solucdes para um Problema de Extremos

Teorema: Dado um tridangulo ABC e AT bissetriz do angulo 4, com o ponto X
. . ~_ BX -
sobre essa bissetriz AT, os valores extremos da razdo = ocorrem no incentro e no ex-

incentro de ABC.

Figura 5 -Triangulo ABC e a bissetriz AT.
Fonte: Bialostocki, A.; Bialostocki, D.,2011

Demonstracéo: usando a lei dos cossenos, temos que:

BX? = x%+¢? — 2.x.c.cos§ eCX?=x%+b?— 2.x.b.cos§.
VVamos definir a funcdo g(x) da seguinte forma:

@)

BXx2 x?+ c¢?— 2xc.cos

9 =7 =

> [09] 3>

x2 + b% — 2xb.cos=

N
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VVamos precisar do seguinte lema, para continuarmos a demonstracao.

Lema: Dada a funcédo f(x), tal que f(x) tem ponto de maximo em x, e se F(x)

é crescente, entdo a fungdo F(f(x)) também tem ponto de maximo em x,.

Demonstracdo: Como f(x) tem ponto de maximo em x,, entdo f(x,) = f(x),
Vv x do dominio de f, e como F(x) é crescente, entdo F(f(xy)) = F(f(x)), V x do

dominio de f.

Logo (Fof)(xy) = (Fof)(x) e ~ (Fof) tem méaximo em x,, COMO queriamos

demonstrar.

2
Agora se, g(x) = % e F(x) =+/x, com x > 0, e se x, & ponto de maximo de

BX? .. BX\% BXx .., L .
g(x) = — entdo F(g(xo)) = (C—X) = —, isto &, x, também ¢ ponto de méaximo de
BX , - . L.

—- O mesmo ocorre com o minimo. Sendo assim, para estudarmos os pontos criticos de

BX " BX\?
= basta estudarmos os pontos criticos de g(x) = (C—X) )

4.2  Valores Extremos da Fung¢éo g(x)

A derivada de g(x) em (1), usando a regra do quociente, € dada por:

2x — 2c.cos A/ (x? + b? — 2xb. cos A/
2 2

g'(x)= - 2
(x2 + b? — 2xb. cos A/Z)

(xz + ¢? — 2xc.cos A/Z) : (Zx — 2b cos A/z)

(x2 + b% — 2xb. cos A/Z)Z
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= g'(x)
2x3 + 2b%x — 2x%b.cos A/Z — 2x2%c.cos A/2 — 2b?%c. cos A/Z + 4bcx. cos? A/Z

x? + b? — 2xb. cos A/ i
2

(Zx3 — 2x?%b. cos A/Z + 2xc* — 2bc?. cos A/Z — 2x%c. cos A/Z + 4bcx. cos? A/Z)

N 2
(xz + b? — 2xb. cos A/z)
Simplificando os termos, somando e substituindo 2bcx, obtemos:

—2bx?. cos A/Z + 2b?%x + (2bcx) — 2b?c. cos A/z + 2cx?. cos A/Z

= g'(x) = —
(x2 + b% — 2xb. cos A/Z)

~

—(2bcx) — 2¢?x + 2bc?. cos A/Z
+

x? + b? — 2xb.cosA/ i
2

—2bx?. cos A/Z + 2b(b + ¢)x — 2b?c. cos A/Z + 2cx?. cos A/Z

= g'(x) = —
(xz + b? — 2xb. cos A/Z)

~

—2c(b + ¢)x + 2bc?. cos A/Z
+

x? + b? — 2xb. cos A/ i
2

—2b (xz. cos A/Z — (b + ¢)x + bc.cos A/Z)

= g'(x) = —
(xz + b2 — 2xb. cos A/Z)
. 2c (xz. cos A/2 — (b + ¢)x + bc.cos A/2)
A~ 2
(x2 + b% — 2xb. cos A/Z)
, —2(b —¢).[x2.cos A/Z — (b +c)x + bc.cos A/2] )
= g'(x) = > :

(x2 + b? — 2xb. cos A/2)

Como os pontos de maximo e de minimo da funcdo g(x), se dao quando g'(x) =

N 2
0 em (2) e temos que (x2+b2—2xb.cosA/2) # 0, pois tornaria a equacdo

impossivel.


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
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Assim, para g'(x) =0, temos —2(b—c¢) =0 ou [xz.cos A/2 —(b+co)x+

bc.cos A/Z] = 0.

)} Se —2(b —c¢) =0, entdo ';—i é constante.

Figura 6 - Triangulo ABC, com ¢ = b.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

Demonstracdo: Como b = c, entdo o tridngulo ABC é isosceles e B = C. Pelo

caso de congruéncia de triangulos LAL, sabendo que AT é bissetriz do angulo A e BAT =
CAT entdo temos que, BT = CT e BTX = CTX.

Por fim, pelo mesmo caso de congruéncia, BTX = CTX e BX = CX.
Assim, para qualquer ponto X em AT, a relacéo ﬁ—}f = 1, ou seja, é constante.

~ BX
Logo, para b = c os valores extremos da relacado - ocorrem em toda reta suporte

AT, em particular, no incentro e no ex-incentro do triangulo ABC, ja que o resultado é
uma constante.

ii) Se [xz.cosA/z —(b+o)x+ bc.cosA/Z] =0, entdo x = S_AC; ou x =
COoSs 2

S

+b+c , - , - A
7 emaues = === & 0 semiperimetro do triangulo ABC.
Cos 2

Demonstracao: Desenvolvendo a equacao do 2° grau, tem-se que:
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@)

(b+c)+ \/(b + ¢)? — 4bc. cosZA/z
X = - :
2£mAb

Como (b + ¢)? — 4bc. cos? A/z = b? + 2bc + ¢? — 4bc cos? A/Z =b% +c% -
2bc (2. cos? A/2 — 1) e sabendo que cos (A/Z + A/2) = 2.cos? A/2 — 1, temos que
b? + ¢ — 2bc (2. cos? A/Z — 1) = b% + c? — 2bc.cos A = a?, pela lei dos cossenos.

Assim, substituindo em (3)

_b+ci\/ﬁ_b+ci-a (4)

~

2.cos A/Z - 2.cos A/Z

~

Portanto, substituindo em (4)

at+b+c 5
_b+c—a T4 s—a ©)

!

~ ~

2.cos A/Z cos A/Z cos A/z

a+b+c 6
_b+c+a_T_ Ny ©)

1

~ ~ ~

2.cos A/z cos A/Z cos A/Z.

4.3  Incentro e Ex-incentro como Valores Extremos de g(x)

Agora, considere uma circunferéncia inscrita no triangulo ABC, com Y,Z e
W tangentes aos lados AC, AB e BC respectivamente, I 0 seu incentro e x = Al. (Ver

Figura 7)
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Figura 7 - O Incentro | e o Ex-incentro I,.
Fonte: Bialostocki, A.; Bialostocki, D.,2011

Sabendo que o perimetro é
a+b+c=(BW+WC) + (AZ + ZB) + (AY + YC) (7)

e por congruéncia de triangulos, LAA,, AZ = AY,YC = WC e ZB = BW. Logo

substituindo em (7),

S
a —_— (8)
S a+b+c
a+b+c=2{AY +WC +BW | > (T>=AY+0L=>
AY =s —a.

. . . . A n
Como na figura 7, e usando razdo trigonométrica, com 0 <> < g , no tridngulo

AIY, tem-se que:

A AY
cos A/Z = E ©)

Entdo, como Al = x e substituindo (8) em (9) tem-se que,

_ AY s—a
Al =x = — = —.
cos A/Z cos A/Z
Desse modo, o valor extremo da relagéo i—i = S_A‘} ocorre quando o ponto X
Cos 2

coincide com o incentro do triangulo ABC.


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
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Agora, vamos ao ex-incentro.

Tendo em vista a figura 7 e que os segmentos C1, e B1, séo bissetrizes dos a&ngulos
Z'BC e Y'CB, e considerando ainda x = Al, onde I, é ex-incentro de ABC relativo ao
lado BC e Y’, Z ¢ W’ 0s pontos de tangéncia do circulo ex-inscrito. Tem-se,
respectivamente, que BW' = BZ'e CY' = CW'.

Como,
b EEK: a
AZ' = AZ + BZ + BZ'
=>AY'+AZ' =a+b +c. (10)

Sabendo que os triangulos Al Y’ = Al,Z’, pelo caso de congruéncia LAA, entdo

AY' = AZ' e tem-se por (10) que AY' = AZ' = %b“ =s

Como na figura 7, e usando a razdo trigonométrica do cosseno anterior, tem-se

que cos A/z =

Desse modo, o valor extremo da relagao — =

ocorre quando o ponto X
cx cosA/z g P

coincide com o ex-incentro do triangulo ABC.

[ ]
Portanto, os valores extremos, —— e ——, da rela(;ao — ocorrem quando o
cos / cosA/
2 2
ponto X coincide com o incentro e 0 ex-incentro, respectivamente, de ABC.
BX
Note que em (1) g(x) = —, entdo podemos reescrever na forma /g(x) = =

Porém, substituindo x pelo valor de x de (5), que ocorre quando o ponto X coincide com


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
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. ~ _ s—a . s—a _
o incentro, temos 1/ g(x") = ’g <cosA/2>' Associando (1) e (5) temos que g <cosA/2> =
?' entao ’ COS 1 / faz e portanto g(x ) =—

De forma anéloga, para (1) e (6), que ocorre quando o ponto X coincide com o ex-

i [ = f s )= /&az_&
Incentro, temos que g(x = g(COSA/2>_ CL2 o ClL

4.4  Associacdo dos valores de Maximo e de Minimo da funcdo g(x) para o

Incentro ou o Ex-incentro do triangulo ABC

A seguir, vamos classificar esses dois valores extremos encontrados.

E importante notar (ver figura 8) que considerando AT, CZ e BY as bissetrizes do
tridngulo ABC, B e C os angulos ZBT e YCT, respectivamente, e que ZI e YI sio raios

da circunferéncia inscrita do mesmo triangulo, e usando novamente razédo trigonométrica,

B ¢
comO<5<§e0<5<§,tem-seque:

. ZI 11
B ZI BI = A (11)
A~ YI —_—
Sengzg Cl = = CI SenB/Z
2-¢c | sen€/,

Note também a relacéo a seguir para o ex-incentro. Com BI, e CI, bissetrizes dos

angulos Z'BT e Y'CT, respectivamente, e com Z'I,, e Y'I, raios da circunferéncia externa
tangente ao lado BC do triangulo ABC. Utilizando o arco complementar, sen (g — x) =

cos x, tem-se que:


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92

(180-B zl, ( B _Zl
4sen > _BIa:>4COSZ_BIa
180-C Y, ¢ Yl
Lsen > = CL, Lcos2 = Cl,
Bl, cost/,
Cla cosB/,

7,
BI, = —
cos B/Z
Y'l,
a - A
C
k cos /2

Figura 8 — Bissetrizes AT, CZ, BY, Bl, e Cl,.

Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

Agora, suponha que % > %, por (11) e (12), tem-se que:

sen€/2 cos€/2

sené/2

c B B c
COSB/Z:)sen /2.cos /z—sen /2.cos /2>0.
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(12)

Usando a adicdo de arcos do seno da diferenca, sen(a — b) = sena.cosbh —

senb.cos a, assim:

~ -~

A ) C—-B
:sen(C/Z—B/2)>0zsen< > >>0.

Logo,


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
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. ~ ~ BI , - ~
i) Se c¢> b, entdo a relagédo 5 €o valor de méximo da fungdo g(x) e

Bl, . .
consequentemente oL ¢ o valor de minimao,
a

. BI BI ~ . B-C
De forma analoga se C—I“ > — entdo, pelas mesmas condicdes, sen (T) > 0.
a

.. ~ ~ BI , - ~
i) Se ¢ < b, entdo a relagéo, C—I“ é o valor de maximo da funcdo g(x) e

a

BI , , .
consequentemente o é o0 valor de minimo.

45  Exemplos de Aplicacdo do problema proposto

Para elucidar os resultados anteriores do problema inicial, serdo encontrados 0s

- ;. ~ BX
valores de maximo e de minimo, da razéo 5 €m alguns exemplos.

Seguem os exemplos:

4.5.1 Considere o trianqulo ABC,comb =5,c=6eA = g (ver figura 9)

Figura 9 - Triangulo ABC,comb =5,c = 6e A = /3.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

Pela lei dos cossenos a? = 52 + 6% — 2.5.6.cos g assima = v31.
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Usando ainda a lei dos cossenos, tem-se que os valores de cos C e de cos B, pois

62 =52+ (V31) - 25.V31.cosC e 5% =62+ (vV31) —2.6.43L.cosB. Logo,
COSC ZEGCOSE = Lﬁ
31 62
Como ¢ > b entdo, pelos resultados ja obtidos, % > %, e assim,

senc/2 cosC/2 (13)

senB/2 cosé/z'

. . 1+ 1- .
Agora usando as identidades cos ¢/, = |=——e cos 4/, = / —==, assim,

2

P s P ;
Tem-se: cos = [—*= =~ 0,902391, sen— = % = (0,430918, cos- =
142038 ¢ 1231
% =~ (0,824382, ¢ sen— = % = 0,566034.

Desse modo, substituindo em (13)

0,566034 S 0,82438
0,430918 0,902391

= 1,3135 > 0,9135

Ou seja, % é 0 maximo da funcdo g(x) quando ¢ > b.

4.5.2 Considere o trianqulo ABC,comb =5,c =3eA = g (ver figura 10)

A

‘\ 60°

a C

Figura 10 - Triangulo ABC,comb = 5,c = 3 e A = /3.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
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. . A 719 = 19
De forma analoga ao exemplo anterior, sabendo que cosC = ;/—8_ cosB = E,

cos§ ~ 0746561, sen§ ~ 0665317, cosg ~ 0949462 ¢ seng ~ 0313883 tem-se

que:

0,313883 0,949462
0,665317 0,746561

= 0,47178 > 1,27178, Absurdo!

.  BI BI BI , ;- ~
Ou seja, — < C—I“ , logo = € o minimo da fungdo g(x) quando ¢ < b.
a

45.3 Considere a funcdo g(x) e os seus Pontos de Maximo e de Minimo

O grafico da Figura 11 mostra, através do GeoGebra com acesso pelo link:
https://www.geogebra.org/classic/hAgm7ddh, os pontos de méximo e de minimo da
fungdo g(x). Onde as abscissas x de cada um dos dois pontos séo os valor de x e x

(valores do tamanho dos segmentos Al e Al, respectivamente; ver na figura 7) que podem
S—a

s .
A/ e ——, como demonstrado anteriormente, e as
cost/,

cosA/Z’

ser obtidos pelas equacdes

ordenadas y de cada um dos pontos sdo os quadrados dos valores de maximo e minimo

da razdo 22 | uma vez que a funcio (x) = Bx*
cx'’ 9 €0 g cx?’

N f, OO L \.\. =2 g

k- I N c=° !
¥ b=5
Funcéo .
a=60°
) x2—2cxcos%)+c’§ L 2
x) = £ 4 AT
O g 2 —2bx cos(rz_\)+b2 B=(7.135, 1.617)
¥ —2-3x% cos(%)—lﬁz
T x2—2.5x cos(F) + 52
Ponto
Angulo
A=(2102 0223)
Ntimero 40 300 20 -10 0 10 20 30 40
+

Figura 11 - Pontos de Maximo e de Minimo da funcao g(x).
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.


https://pt.wiktionary.org/wiki/%E2%87%92
https://www.geogebra.org/classic/h4gm7ddh
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Note que o ponto A, por exemplo, é o ponto de minimo da fungdo g(x), a sua
abscissa € o valor ¥ = 2,1, como mostra a figura 10, e raiz quadrada da sua ordenada
\/} =~+/0,223 = 0,472 que é o valor de minimo, mostrado no exemplo anterior (item
2.4.2).

Observe que é possivel alterar os valores de b, ¢ e 0 angulo A no grafico da figura
11, elucidando as demonstracdes do item 2.3 secdes i) e ii) e também os exemplos
anteriores (itens 2.4.1 e 2.4.2).
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5 SEQUENCIADIDATICA PARA O ENSINO DO INCENTRO COMO PONTO
CRITICO DE UMA FUNCAO

5.1  Apresentacdo

Muitos alunos, especialmente aqueles no 3° ano do Ensino Médio, estdo se
preparando para ingressar no Ensino Superior e, consequentemente, alcancar seus
objetivos profissionais. Nesta etapa crucial da educacdo basica, € fundamental revisar e
reforcar os conhecimentos adquiridos ao longo dos anos de estudo. Essa revisdo visa
consolidar uma aprendizagem de forma mais significativa, preparando os alunos nédo
apenas para os desafios académicos imediatos, mas também para o sucesso futuro no
mercado de trabalho. E importante que os alunos estejam em contato constante com o
contetdo que provavelmente sera abordado nos exames vestibulares, garantindo assim

sua preparacao adequada para o ingresso nas universidades.

Além de despertar o interesse dos alunos pelas areas de estudo propostas, esse
processo pode orienta-los a descobrir areas de interesse que poderdo ser exploradas em

graduac0es futuras e, consequentemente, em suas futuras carreiras profissionais.

5.2 ldentificacéo

Autora: Ruthyelen Cristina Machado de Freitas
Disciplina: Matematica

Tema: Explorando valores de maximos e de minimos de uma funcéo dada, com

auxilio do GeoGebra
Série/Ano: 3° ano do Ensino Médio

Aulas previstas: 10 horas/aulas
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5.3  Objetivo Geral

Revisar e consolidar conceitos de geometria plana, com foco especifico no estudo
do triangulo. Pretende-se explorar os pontos notaveis do triangulo, em especifico o
incentro, além dos circulos inscrito e ex-inscrito. Além disso, busca-se compreender 0s

valores de maximo e minimo de funcdes.

A abordagem sera dinamica e interativa, empregando a plataforma GeoGebra para

visualizagdo dos conceitos geometricos.

54 Desenvolvimento

5.4.1 12 Etapa: Introducdo ao software GeoGebra

Objetivo  especifico:  Apresentar as funcionalidades do GeoGebra,
proporcionando aos alunos uma introducdo sobre como explorar conceitos geométricos,

como a construcgdo do tridngulo, suas medicGes e analises;
Tempo estimado: 2 horas/ aulas

Recursos Didéaticos: Computador com acesso a internet; Projetor ou tela para

demonstracéo.
Metodologia:

Apresentar o software GeoGebra, sua interface e, adicionalmente, exemplificar
algumas ferramentas por meio de construgdes simples, a fim de elucidar suas

funcionalidades e a maneira como facilita a visualizagcdo de conceitos matematicos.

a) Apresentacdo do software GeoGebra aos estudantes;
Mostrar que 0 GeoGebra é uma plataforma de software educacional
amplamente utilizada, projetada para oferecer uma abordagem interativa

e dindmica ao estudo da Matematica. A ferramenta é multifuncional
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permitindo a visualizacdo e manipulacdo de objetos matematicos, como
graficos, equacdes e figuras geométricas, proporcionando uma

compreensdo mais profunda e intuitiva dos conceitos.

E que através do GeoGebra, os usuarios tém a capacidade de
explorar relagfes matematicas complexas de forma interativa, observando
instantaneamente como as mudancas de parametros afetam as
representacdes visuais. 1sso ndo apenas facilita a compreensédo conceitual,
mas também promove a descoberta ativa e a experimentacao,
fundamentais para o desenvolvimento do pensamento critico e da

resolucdo de problemas.

Além disso, comentar que 0 GeoGebra é uma ferramenta versatil,
sendo amplamente utilizada em uma variedade de campos académicos e
profissionais, incluindo Matematica, ciéncias naturais, engenharia e
economia. Sua interface intuitiva e suas capacidades de visualizacdo
avancadas tornam-no uma escolha ideal para investigacbes matematicas,

modelagem de dados e anélise de fendmenos complexos.

Portanto, os estudantes devem entender que o GeoGebra ndo s
oferece uma maneira eficaz de estudar Matematica, mas também abre
portas para a exploracdo e aplicacdo de conceitos matematicos em

contextos do mundo real.

b) Apresentacgdo da interface e das funcionalidades do GeoGebra.
No Geogebra:

i) Mostrar as Janelas Bésicas Iniciais: Area de Algebra; Area de
Gréficos; Barra de Ferramentas; Entrada e Barra de Propriedades ou
Barra Lateral de Propriedades;

ii) Criar construcdes simples atraves da Barra de Ferramentas;

iii) Mostrar que as construcdes podem também ser feitas digitando o
comando no campo de Entrada;

iv) Mostrar que nas construcdes € possivel modificar cores, espessura
de linhas e transparéncia. Assim como retirar eixos do plano

cartesiano, retirar a malha de fundo, entre outros;
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v) Mostrar como criar e usar a ferramenta “Controle Deslizante”
mostrando a aplicacdo na visualizacdo de fungdes, em especifico nas

funces de 2° grau.

Avaliacdo: A avaliacdo serd realizada pelo docente por meio da observacéo da
interacdo e participacdo dos alunos durante a aula, além de considerar as anotagdes feitas

pelos discentes sobre a aula.

5.4.2 22 Etapa: Revisdo dos conceitos com o auxilio do GeoGebra

Objetivo especifico: Revisar e fortalecer conhecimentos sobre o triangulo e seus
pontos notaveis, com foco especial no incentro e no ex-incentro. Sera destacada a relacédo
entre esses pontos e algumas das propriedades trigonométricas correspondentes,
integrando-as ao estudo de maximos e minimos. Isso visa consolidar a compreenséo dos

alunos sobre esses importantes conceitos da geometria plana.
Tempo estimado: 4 horas/ aulas

Recursos Didaticos: Computador com acesso a internet; Projetor ou tela para

demonstragéo.
Metodologia:

a) Revisar conceitos de bissetriz, incentro e ex-incentro de um tridngulo,
circulo inscrito, pontos de maximos e de minimos de uma funcdo, com o

auxilio do GeoGebra:

i) Criar um triangulo ABC, criar suas bissetrizes e seu circulo inscrito.
Na ocasido cabe revisar e refletir sobre a definicdo desses conceitos
com ajuda da visualizacéo proporcionada pelo GeoGebra. Lembrando
ainda de observar a existéncia do incentro como ponto de unido das

bissetrizes e centro do circulo inscrito;

ii) Criar, a partir do triangulo ABC um circulo tangente ao lado BC e aos
prolongamentos dos lados AB e AC, relembrando que tal circulo é o

circulo ex-inscrito ao lado BC e que seu centro € o ex-incentro de ABC
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relativo a BC (ou ao vértice A). Assim como no item anterior é de
suma importancia, a medida que for criando cada passo da construgdo
ir revisando 0s seus respectivos conteudos e se possivel variar a
construcdo inicial ou utilizar a ferramenta “Controle Deslizante ”, para
alterar as medidas da figura e assim também alterar a sua posicdo e a

posicdo do ex-incentro.

Obs.: E interessante mostrar que o circulo tangente pode ser feito a

partir de qualquer lado do triangulo ABC.

iii) Criar equacOes quadréticas e equacOes senoidais para ilustrar de forma
gréfica os conceitos de valores e pontos de maximo e minimo de uma
funcdo. Podendo variar os valores de algumas constantes para facilitar

a compreensao das mudancas visuais que o software proporciona.
b) Explicar a problematica desta dissertacéo.

Explicar o teorema: dado um tridngulo ABC e AT bissetriz do

angulo A, com o ponto X sobre essa bissetriz AT, os valores extremos da
~  BX . .
relagdo = 0correm no incentro e no ex-incentro de ABC. Mostrando a
variacao do ponto X usando o GeoGebra.
Avaliacdo: A avaliacdo sera realizada pelo docente por meio da observacdo da

interacdo e participacdo dos alunos durante a aula, além de considerar as anotacgdes feitas

pelos discentes sobre a aula.

5.4.3 32 Etapa — Atividade de constatacdo de resultados

Objetivo especifico: Aplicar o conhecimento tedrico através de atividades
demonstrativas com o GeoGebra, onde os alunos serdo desafiados a resolver problemas
que envolvam os conteldos mencionados anteriormente. Essas atividades permitirdo que
os alunos visualizem conceitos discutidos em sala de aula, reforgando sua compreenséo

e habilidades de resolucédo de problemas;

Tempo estimado: 2 horas/ aulas
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Recursos Didéaticos: Computador com acesso a internet; Projetor ou tela para
demonstragéo.

Metodologia:

Os alunos irdo encontrar os valores de maximo e minimo (extremos), através das

¢ ¢
~ sen Cos
equagdes dadas E; = —3/2 eE, = —A/Z;
senB/, cosB/,

Avaliacdo: A avaliacdo se dara atraves da observacdo, pelo docente, da interagdo
e participacdo dos alunos durante a aula, bem como através da realizacdo da atividade

proposta.

5.4.4 42 Etapa - Correcao e interpretacdo dos resultados obtidos na atividade proposta

aos alunos, através do GeoGebra.

Objetivo especifico: Estimular a criatividade dos alunos, incentivando-os a
explorar diversas abordagens para resolver os problemas propostos e despertar o interesse

no software GeoGebra, para que, posteriormente, possam experimentar suas ferramentas.
Tempo estimado: 1 horas/ aulas

Recursos Didaticos: Computador com acesso a internet; Projetor ou tela para

demonstragéo.
Metodologia:

a) Mostrar, através da figura criada, que os valores de maximo de minimo
ocorrem quando 0 ponto X se encontra no incentro e o ex-incentro do
triangulo, com valores iguais aos encontrados pelos alunos nas equagoes
E; e Ey;

b) Mostrar que os valores de maximo e de minimo estdo associados ao
incentro ou ao ex-incentro, dependendo das medidas dos lados b e ¢ do

triangulo.
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Avaliacdo: A avaliacdo serd realizada pelo docente por meio da observacéo da
interacdo e participacdo dos alunos durante a aula, além de considerar as anotagdes feitas

pelos discentes sobre a aula.

5.4.5 5% Etapa: Avaliacdo Final

Objetivo especifico: Avaliar a eficacia do GeoGebra como ferramenta de estudo
em sala de aula, promovendo a compreensdo de conceitos matematicos e o engajamento

dos alunos no processo de aprendizagem.
Tempo estimado: 1 hora/ aula
Recursos Didaticos: Computadores com acesso a internet; Formuléario Online.

Metodologia:

Através de um formulario, coletar as opinides dos alunos sobre a atividade
proposta. Tais como:
a) Estava familiarizado com o GeoGebra? Qual é a sua opinido sobre ele?
b) Quais foram os principais conhecimentos adquiridos durante a sessao?
¢) Qual foi a sua impressao sobre a atividade apresentada?

d) Vocé considera 0 GeoGebra uma ferramenta Util para fins educacionais?

Avaliagdo: A avaliacdo se dard através de um formulario online, sobre as aulas

estudadas nesta sequéncia didatica.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao finalizar esta pesquisa, proponho aos colegas professores que repensem as
estratégias de ensino da Matematica diante dos desafios contemporaneos enfrentados no
ambiente escolar. Como professora ha bastante tempo em escolas publicas, tenho
testemunhado a crescente desmotivacdo dos alunos em relagdo aos estudos,
especialmente na disciplina de Matematica, que muitos consideram excessivamente
complexa. O advento e a proliferacdo dos dispositivos tecnoldgicos nas salas de aula se
tornaram uma realidade inegavel, e a distracdo causada pelas redes sociais durante as

aulas é um obstéaculo constante ao aprendizado.

A proibicdo do uso de celulares em sala de aula, embora tenha sido uma medida
adotada em muitas instituicGes de ensino, revela-se uma batalha continua e desgastante,
muitas vezes desviando o foco do ensino propriamente dito. E inegavel que estamos
diante de uma nova realidade educacional, na qual métodos tradicionais de ensino,
baseados exclusivamente em quadro e giz, sdo cada vez mais inadequados para captar a

atencdo de uma geragéo imersa na cultura digital.

Diante desse cenario, a utilizacao de recursos tecnologicos durante as aulas pode
emergir como uma alternativa promissora para engajar os alunos e tornar a Matematica
mais acessivel e menos intimidadora. O software GeoGebra, em particular, destaca-se
como uma ferramenta versatil que combina algebra e visualizacdo grafica, oferecendo
possibilidades que vdo desde a criacdo de jogos até a exploracdo de conceitos

matematicos complexos de forma interativa.

E importante ressaltar, no entanto, que o uso de aplicativos e recursos tecnol4gicos
nédo constitui uma solugéo isolada para os desafios educacionais enfrentados atualmente.
O papel fundamental do professor como facilitador do processo de ensino e aprendizagem
ndo pode ser subestimado. A escolha criteriosa das estratégias pedagogicas mais

adequadas, alinhadas aos objetivos educacionais, continua sendo crucial.

Ao associar 0 estudo do incentro como ponto critico de uma fungdo com o uso do
GeoGebra, este trabalho demonstrou a dinamicidade e uma proposta interessante de
atividade no intuito de uma abordagem interativa no ensino da matematica. E inegavel

que o potencial do GeoGebra vai muito além do escopo deste estudo, oferecendo
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oportunidades para explorar uma ampla gama de conteudos matematicos de forma

envolvente e eficaz.

Por fim, sugere-se que uma proposta mais abrangente para a aplicacdo deste
estudo no Novo Ensino Médio, dentro dos itinerarios formativos, seria a implementacdo
de uma disciplina eletiva dedicada a esse contexto, a ser realizada prioritariamente no
laboratério de informatica. Essa abordagem permitiria um tempo mais extenso para
explorar e integrar os conceitos discutidos anteriormente, utilizando as ferramentas do
GeoGebra. Durante essa disciplina, os alunos teriam a oportunidade de familiarizar-se
com o software, aprender a manipula-lo e aplicd-lo ndo apenas aos contetdos
mencionados anteriormente, mas também a outros temas de seu interesse, de forma
criativa e autbnoma. Isso ndo apenas reforcaria os conceitos aprendidos, mas também
incentivaria a exploracdo e a experimentacéo ativa, contribuindo para uma compreenséao

mais profunda e significativa dos conceitos matematicos e suas aplicagdes.

Em suma, o presente estudo reafirma a importancia de uma abordagem inovadora
e tecnologicamente orientada para o ensino da Matematica, visando ndo apenas a
compreensdo dos conceitos, mas também o desenvolvimento do pensamento critico e

criativo dos alunos, preparando-os para 0s desafios do mundo contemporaneo.

Por fim, como um tema para estudos futuros, a aplicacdo em sala de aula emerge
como uma continuidade natural desta pesquisa. Como educadores, é fundamental reservar
espaco em nossas aulas para a exploracdo do novo e do desafiador. Considerando que 0s
alunos estdo cercados por recursos tecnoldgicos, € oportuno aproveitar esse cenario para
enriquecer as experiéncias de aprendizagem. Integrar ferramentas como o GeoGebra pode
ndo apenas promover um entendimento mais profundo dos conceitos matematicos, mas
também estimular o engajamento e a interatividade em sala de aula. Assim, a adocao de
novas tecnologias pode ser uma estratégia eficaz para melhorar significativamente a

qualidade do ensino e aprendizagem.
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APENDICE: PASSOS PARA A VERIFICACAO DO INCENTRO COMO
PONTO CRITICO DE UMA FUNCAO NO GEOGEBRA

)] Cadastro e Login no GeoGebra

Para utilizar o GeoGebra, é necessario realizar um cadastro online. Acesse o site
do GeoGebra (https://www.geogebra.org/) em seu navegador preferido, a versao utilizada
nesta dissertacao foi a 6.0.840.0. Em seguida, clique em "Entrar no Sistema" e depois em
"Criar uma Conta". Preencha os campos obrigatérios, como e-mail, nome de usuario e
senha. Certifique-se de usar um e-mail valido, pois 0 GeoGebra enviard um e-mail de
confirmacdo. Apos aceitar os termos de servico e a politica de privacidade, cliqgue em
"Criar Conta". Confirme sua conta por meio do e-mail de confirmacéo recebido apds o

registro.

Depois de se registrar, para acessar o GeoGebra, volte a pagina inicial do
GeoGebra e clique em "Entrar no Sistema". Insira seu e-mail e senha cadastrados e clique

em "Entrar no Sistema" para acessar sua conta.

1)) Areas basicas do Geogebra

O software apresenta uma variedade de disposic¢des e janelas, conforme figura 12,

das quais destacaremos aquelas relevantes para este trabalho.

a) Barra de Ferramentas: esta barra contém icones representando diversas
ferramentas e comandos do GeoGebra, tais como criagao de pontos, retas,
funcdes e figuras. Oferece acesso rapido a muitas funcionalidades do
software;

b) Campo de Entrada: é onde os comandos podem ser digitados;

c) Areade Algebra: exibe coordenadas, equacdes, medidas e outros atributos
dos objetos construidos através do campo de entrada. O GeoGebra gera

automaticamente representacfes graficas para o que € inserido nessa area;
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d) Area de Graficos: esta é a secdo principal da interface, onde as
representacOes graficas de objetos matematicos sdo mostradas. Aqui, é
possivel desenhar, mover e interagir com objetos geométricos e fungdes;

e) Barrade Propriedades ou Barra Lateral de Propriedades: permite ajustar
e personalizar as propriedades dos objetos matemaéticos criados, incluindo
cores, estilos e nomes.

, AL OO & \ 22 & | O Barra de Ferramentas Q =
@ A=(43 P |£||:| A Cl[x| : @& [Bésico EixoX EixaY Malha X
_ . . I Dimensdes Barra de
@ 8=(2 : [:> Area de Algebra Propriedades o
4 xMin-  -5.69994 Py
® <=0
A 3 x Max:  2.0183 N
® tl = Poligona(A, B, C)
= 145 2 y Min:  -3.78135
Area|de Graficos
a = Segmento(B, C,t1) b y Max: 5.55891
@ 1
= 6.08 c
EixoX . EixoY
b = Segmento(C,A,t1) : -5 4 3 -2 -1 ]

H 1 1 1
o 7 N 5

® ¢ = Segmento(A,B,t1) B a ~ Eixos
2 -
=51 Exibir Eixos
+ IZ:> Campo de Entrada -3 a O negrito

Figura 12 - Areas bésicas do GeoGebra.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

As janelas apresentadas na Figura 12 podem ser modificadas em termos de
visualizacdo ou tamanho, adaptando-se ao estilo do trabalho desejado.

I11)  Construcdes basicas para o desenvolvimento do projeto

Cabe destacar que 0 GeoGebra oferece uma ampla gama de recursos e abordagens
para o desenvolvimento de um mesmo projeto. Neste contexto, serdo apresentados alguns
desses recursos relevantes para a aplicagdo desta dissertacdo, de maneira simplificada, a
fim de permitir que os alunos do Ensino Médio possam aprender de forma répida e,
facilitando assim a assimilacéo, reviséao e reforco dos contetdos desejados. Outro ponto

importante é que, além da criacdo de figuras, € possivel gerar pontos, retas, fungdes e
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outros elementos para auxiliar na construcao da figura desejada. Esses elementos podem
ser ocultados, se necessério, bastando clicar com o botdo direito sobre o objeto e

desmarcar a opcao "Exibir Objeto".

Construcdo de um Tridngulo

Na Barra de Ferramentas, clicar no quinto icone, da esquerda para direita, € em
seguida na opcdo Poligono (figura 13). A funcionalidade Poligono permite a construgédo
de poligonos utilizando pontos ja existentes na Area de Graficos ou criando novos pontos
durante o uso da ferramenta. Para criar um tridngulo, em especifico, basta selecionar a

ferramenta Poligono e clicar em trés pontos desejados na Area de Graficos. A construcio

é concluida ao clicar novamente no ponto inicial da construcao.

Caso queira criar pontos previamente, basta clicar no segundo icone da Barra de

Ferramentas, da esquerda para direita, e em seguida clicar na Area de Gréaficos.

Entre outras formas, ha a possibilidade de construir um triangulo digitando

comandos no Campo de Entrada. Para isso, utiliza-se a seguinte sintaxe:

Poligono(<Ponto>,<Ponto>,<Ponto>)

AP0 LN e

A=(14
(1.4 'L\:- Poligono

B =(-4-1) i:; Poligono Regular
C=(2-1) I\ Poligono Rigido 3

L,. Poligono Semideformavel
tl = Poligono| .C) 2

o @ @ @ &

o

=15

a = Segmento(B, C,t1)

@

=6

—4 -3 = =il 0 1 2
b = Segmento(C,A,t1) B C

= 51

¢ = Segmento(A, B,11)

= 7.07

Poligono

_ e = A o AJUDA
Selecione todos os vériices e, entao, o vertice inicial novamente sl o

Figura 13 - Tridngulo ABC.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.
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Quando criamos um objeto no GeoGebra, como um tridngulo, uma reta ou um
ponto, eles sdo exibidos na Area de Graficos com diferentes atributos, tais como cor,
espessura da linha e transparéncia, que s@o definidos automaticamente pelo programa. No
entanto, o usuario tem a opcdo de modificar essas caracteristicas de acordo com suas
preferéncias, através da Barra de Propriedades. Também é possivel, ocultar os eixos de
plano cartesiano e a malha da Area de Gréficos.

Construcio de uma Bissetriz no Triangulo ABC

Para construir uma bissetriz no triangulo ABC, na Barra de Ferramentas, clicar no
quarto icone, da esquerda para direita, e em seguida na opcdo Bissetriz. Ao selecionar
esse icone, cligue nos dois lados adjacentes ao angulo que deseja bissecta, seja 0 angulo
A ou qualquer outro. E relevante destacar que o software criara duas retas, uma bissetriz
e uma perpendicular a essa, passando pelo respectivo vértice, conforme ilustrado na figura
14,

AL OO &N 2

¢ = Segt % Reta Perpendicular \

=

@

=17 ~*__Reta Paralela

Bissetriz( > Mediatriz
= £-02 _Z Bissetriz

g 0.9 (O Reta Tangente
Bissetriz( .Q Reta Polar ou Diametral

.
= h: 0.9 e Reta de Regress#&o Linear

e e @ o o

Bissetriz(a, b)

= j:-0.77x + 0.63y = -2.18

k: -0.63x - 0.77y = -0.4%

Bissetriz

Selecione rés ponios ou duas retas SR

Figura 14 - Bissetrizes no tridngulo ABC.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

Como o incentro do triangulo ABC é a interse¢do das suas bissetrizes internas,
para marcé-lo, no segundo icone da Barra de Ferramentas, selecione a opcao Intersecao

de dois objetos e em seguida clique em quaisquer duas bissetrizes internas. Repetir esse
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processo a partir do angulo escolhido para marcar o ex-incentro do triangulo ABC, a partir

de suas respectivas bissetrizes.

Para manter a figura organizada, utilize a op¢do Segmento de Retas disponivel no
terceiro icone da Barra de Ferramentas. A partir dos veértices do tridngulo ABC, construa
segmentos até 0 seu incentro e 0 seu ex-incentro. Em seguida, desmarque todas as
bissetrizes na Janela de Algebra. Isso ajudara a manter a clareza da figura, como mostrado
na figura 15.

B>~ 4> 004N =
@ A=1(12300) i 3 A

B=(4-2) : 2

tl = Poligono(A,B,C)

@
@ <=02-2 : - :
@

= 1517

a = Segmento(B, C,t1) I

@

=6

b = Segmento(C, A, t1) :

= 512

¢ = Segmento(A,B,tl) }

= 7.25

Bissetriz(c, b)

»

Figura 15 - Incentro e ex-incentro no tridngulo ABC.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

Construcdo do Circulo inscrito e do Circulo externo ao lado BC do tridngulo ABC

Para construcdo do circulo inscrito no tridngulo ABC pode-se construir uma reta
perpendicular a qualquer um dos lados do tridngulo. Se desejar, também pode construir
as trés retas perpendiculares aos lados a, b e ¢ que passam pelo incentro do triangulo ABC.
Para fazer isso, selecione o quarto icone da Barra de Ferramentas, da esquerda para
direita, em seguida clicar na opcao Reta Perpendicular. Ao selecionar esse icone clique
no ponto que sera o centro do circulo, que neste caso é o incentro do triangulo ABC e em

seguida clique na reta a qual deseja adicionar a reta perpendicular.
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Apos construir a reta perpendicular, marque o ponto de intersecdo entre essa reta
e 0 lado selecionado do triangulo ABC. Em seguida, na Area de Algebra, desmarque a
reta perpendicular e crie um circulo usando o sexto icone da Barra de Ferramentas,
selecionando a opcdo "Circulo dados Centro e Um de seus Pontos”. O centro desse
circulo seré o incentro do tridangulo ABC, e 0 outro ponto sera o ponto ja criado pela

intersecdo da reta perpendicular com o lado do triangulo, conforme ilustrado na figura 16.

DS P B SIoIPANEE:

S &)k s A
Conica
Reta ¢ b
Ponto
Segmento B D C
a
Triangulo
la

Figura 16 - Circulo inscrito no triangulo ABC.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

A construgdo do circulo externo tangente ao lado BC do triangulo ABC segue um

processo analogo, bastando escolher o lado do triangulo onde deseja posiciona-lo. Isso é

feito de maneira semelhante ao método utilizado para o circulo inscrito. (Ver figura 17)

(R]> 2> N0 &N = e
()—l& : =
Cénica
Reta
Ponto
Segmento

Tridgngulo

Figura 17 - Circulo inscrito e circulo externo tangente ao lado BC do triangulo ABC.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.
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Vale destacar que é possivel organizar a Area de Algebra conforme a necessidade,
utilizando seus icones. No exemplo da figura anterior, figura 17, a Area de Algebra foi

organizada por "Tipo de Objeto".

Por fim, uma sugestdo interessante para aprimorar a visualizacdo da figura 18 seria
prolongar os segmentos AB e AC do triangulo ABC de modo que eles tangenciem o
circulo externo, que € tangente ao lado BC. A partir desses pontos de tangéncia, criar um
arco e ocultar o circulo externo. Em seguida, criar segmentos, que sdo exatamente raios

do circulo externo, para completar o setor circular.

X oL A0 LN 2
Wol% : N
Cénica
Semirreta
Reta
Ponto
Segmento

Tridngulo

Figura 18 - Circulos inscrito e ex-inscrito do triangulo ABC.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

Utilizacdo da ferramenta Texto para visualizacdo dos resultados

Na Barra de Ferramentas, clique no décimo icone, da esquerda para direita, e em
seguida selecione a ferramenta "Texto". Essa fungdo possibilita a criagdo de uma caixa de
texto para inserir observaces ou exibir resultados da Area de Algebra na Area de

Graficos do GeoGebra.

Para visualizacdo do projeto deste trabalho, podemos construir uma semirreta Al,
Figura 19, e um ponto X sobre essa mesma reta, de forma que o ponto X se desloque pela

semirreta criada com o arrastar do mouse.
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Apos criar os segmentos BX e CX, na Area de Algebra podemos agora construir a
~ . ~  BX - . . N
funcdo que dara o valor da razao 5 € ira variar de acordo com a posi¢éo do ponto X.

sené/2 e cosé/2
senﬁ/2 cosg/2

Podemos criar as equacdes para calcular os valores .que nos dardo a razédo

BX . . . .
X quando 0 ponto X coincide, respectivamente, com 0 Incentro e com ex-incentro do

triangulo ABC, vistos que sao os valores de maximo ou minimo da razéo.

Entdo, utilizando a ferramenta “texto” colocamos o resultado das equagdes na

Area de Graficos onde podemos visualizar e interagir com os resultados.

AL DO LN 2

- I Ao
BX -
Texto v - L 81 —=0.64
CX I
Angulo
Canica BI,
=1.16
Cl,
Numero
Semirreta
Reta
7
Ponto
AY
Segmento
Tridangulo

Figura 19 - Valores Maximos e Minimos.
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

Assim podemos interagir com os resultados para diversas posi¢fes do ponto X,

podendo ser verificado através do link: https://www.geogebra.org/classic/k44ruvv8.

Permitindo a visualizacdo dos resultados obtidos no estudo do projeto.

Para facilitar o posicionamento dos pontos A, B e C na Area de Gréficos é possivel
criar “Controles Deslizantes ” para alterar com mais facilidade as coordenas x e y de cada

ponto.

Na Barra de Ferramentas, clique no décimo icone, contando da esquerda para a
direita, e em seguida selecione a ferramenta "Controle Deslizante". Para utiliza-la, basta
clicar em qualquer lugar na Area de Graficos para criar o Controle Deslizante. Esta
funcionalidade permite a criacdo de Controles Deslizantes que podem variar valores em

uma determinada faixa. VVocé pode definir o intervalo e o valor inicial do Controle


https://www.geogebra.org/classic/k44ruvv8
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Deslizante nas suas opgdes. Uma vez criado, o Controle Deslizante pode ser movido para
alterar os valores e observar as mudancas em tempo real nos objetos dependentes.
Experimente criar um Controle Deslizante para variar 0s parametros de uma equacao ou
para controlar o tamanho de uma figura geométrica. A versatilidade desta ferramenta

torna-a uma valiosa aliada na exploracdo e compreensdo de conceitos matematicos.

No exemplo representado na figura 20, foram criados seis Controles Deslizantes
para serem aplicados nas coordenadas dos trés pontos A, B e C do triangulo ABC. Este
método oferece uma alternativa para a construcdo de triangulos, permitindo ajustar as

posicdes dos vértices de forma dindmica e interativa.

NG IPANNEE
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Figura 20 - Controles Deslizantes que reposicionam o Tridngulo ABC
Fonte: Elaborado pela autora, 2024.

A construcdo  anterior pode ser acessada através do  link

https://www.geogebra.org/classic/nrxczx43.

E importante ressaltar que, ao construir a figura, o professor pode explorar e
revisar todos os conceitos matematicos mencionados nos objetivos de maneira dinamica,
aproveitando as funcionalidades que o GeoGebra oferece aos seus alunos. Através dessa
abordagem interativa, os alunos podem n&o apenas melhorar a compreensdo dos
conceitos, mas também aprofundar seu entendimento e consolidar seu aprendizado. Além
disso, a experiéncia proporcionada pelo GeoGebra permite que os alunos explorem
diferentes abordagens e desenvolvam habilidades de resolucdo de problemas,
incentivando-0s a criar varias outras atividades para enriquecer ainda mais sua

aprendizagem.


https://www.geogebra.org/classic/nrxczx43

