UNIVERSIDADE ESTADUAL DO CEARA
SABRINA DA COSTA QUEIROZ

O NUMERO DE OURO: HISTORIA, MITOS E
VERDADES E SUAS APLICAGCOES NA EDUCACAO
BASICA

FORTALEZA- CEARA
2013



SABRINA DA COSTA QUEIROZ

O NUMERO DE OURO: HISTORIA, MITOS E VERDADES E SUAS
APLICACOES NA EDUCACAO BASICA

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional-PROFMAT do Centro de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade Estadual do Ceara,
como requisito parcial para a obtengcdo do grau de Mestre
em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Guilherme Lincoln Aguiar Ellery

Fortaleza-Ceara
2013



Dados Internacionais de Catalogacao na Publicagao
Universidade Estadual do Ceara

Biblioteca Central Prof. Antonio Martins Filho

Bibliotecario (a) Leila Cavalcante Satiro — CRB-3 / 544

Q3n Queiroz, Sabrina da Costa.

O numero de ouro: histéria, mitos e verdades e suas aplicagdes na educagao
bésica / Sabrina da Costa Queiroz. — 2013.

CD-ROM 90f. : il. (algumas color.) ; 4 % pol.

“CD-ROM contendo o arquivo no formato PDF do trabalho académico,
acondicionado em caixa de DVD Slin (19 x 14 cm x 7 mm)”.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Estadual do Ceara, Centro de Ciéncias e
Tecnologia, Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Fortaleza, 2013.

Area de Concentracdo: Matematica.

Orientacdo: Prof. Dr. Guilherme Lincoln Aguiar Ellery.

1. Numero de ouro. 2. Mitos e verdades. 3. Educacdo basica - Aplicalidade. |.

Titulo.
CDD: 510




SABRINA DA COSTA QUEIROZ

O NUMERO DE OURO: HISTORIA, MITOS E VERDADES E SUAS APLICACOES NA
EDUCACAO BASICA

Dissertagcdao apresentada ao Curso de
Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional do Centro de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Estadual do
Ceara, como requisito parcial para
obtencdo do Titulo de Mestre em
Matematica.

Area de Concentracdo: Matematica.

Aprovada em: 23 /08 / 2013.

BANCA EXAMINADORA

) A
\? s 3 : / ,/; “3
, } -3/ Lu . Sé'“ { 7484
7yt d g § A WL D Jomemm AR N

Prof. Dr. Marcelo Pinheiro Klein
Professor Emérito Universidade Federal do Ceara - UFC




AGRADECIMENTOS

A Deus por ter me dado a oportunidade de realizar meus sonhos.

Ao meu filho Jodo Eric e ao meu marido Célio por terem sido compreensivos estando ao

meu lado em todos os momentos.

Aos meus pais Falcao e Lourdes, e a minha irma Jackeline pelo o apoio incondicional.

A diretora Gerline e as coordenadoras lara e Amélia pelo apoio e por confiarem no meu

trabalho.

Ao professor Guilhnerme Ellery pela sua dedicagdo e apoio para que esse trabalho fosse

realizado.

Aos professores Jodo Montenegro, Jodao Marques, Cleiton e Othon pela contribuicao nos

ensinamentos das disciplinas desenvolvidas ao longo do curso.

Aos meus colegas de mestrado pela amizade e pela ajuda que me deram nessa caminhada.

Aos demais que contribuiram de forma significativa para a elaboracao desse trabalho.



RESUMO

Esta dissertagdo trata do numero de ouro, sua histéria, suas verdades e mitos e algumas aplicagdes
desse numero na Educacdo Basica. As pesquisas sobre o surgimento do niumero de ouro revelam
que sua histéria esta intimamente ligada ao possivel uso desse numero nas artes e nos projetos
arquiteténicos criados desde a antiguidade. Alguns desses fatos sdo discutiveis e serdo analisados
ao longo do trabalho fazendo com que se tenha uma visao critica do nimero de ouro a ser trabalhada
com os alunos da Educacdo Basica. Para verificagdo ou questionamento de alguns fatos que
envolvem o numero de ouro sdo usados recursos computacionais simples que podem ser trabalhados
faciimente com alunos, o que torna até mais atrativo o processo de ensino-aprendizagem dos
conteudos envolvidos. Assim percebe-se que a matematica pode ser uma disciplina critica fazendo
com que o aluno apresente indagacdes e procure por respostas levando-o a despertar para a

pesquisa.

Palavras-chave: Numero de Ouro; Mitos e Verdades; Aplicabilidade na Educacgao Basica.

Abstract

This thesis concerns the golden number, its history, its myths and truths and some
applications of that number in Basic Education. Research on the rise in the golden number
reveals that its history is closely linked to the possible use of this number in arts and
architectural projects created since antiquity. Some of these facts are debatable and will be
analyzed in this work thus generating, a critical view of the golden number to be crafted in
Basic Education by students. For verification or arguing about some facts related to the
golden number simple computational resources are used that can be easily worked with
students, which makes even more attractive, the teaching-learning process of the content
involved. Thus, realize that mathematics can be a critical discipline, causing the student to

make questions and search for answers, leading them to wake up to survey.

Keywords: Golden Number; Myths and Truths; Applicability in Basic Education.
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INTRODUCAO

O presente trabalho sobre o nimero de ouro apresenta uma descrigdo de como
se deu seu surgimento, onde ele realmente é encontrado e algumas aplicagbes em

conteudos da Educacao Basica.

O numero de ouro, proporgdo aurea, numero aureo ou proporcdo de ouro é

uma constante real algébrica irracional denotada pela letra grega @ (PHI), em homenagem
ao escultor Phidias, com o valor arredondado a trés casas decimais de 1,618. Também é
conhecido por razdo aurea, razdo de ouro, se¢ao aurea, média e extrema razao, divina
proporc¢ao, divina seg¢ao, divisdo de extrema razao, propor¢cdo em extrema razao ou aurea

exceléncia. O numero de ouro é ainda frequentemente nomeado razao de Phidias.

Ao longo do estudo sobre sua histéria, depara-se com o numero de ouro em
varias obras artisticas e arquitetbnicas, além de suas inumeras aparicbes também na
natureza. Um dos objetivos do trabalho é investigar se o numero de ouro realmente esta
presente nos objetos dos quais muitas vezes é referida a sua presenga. Para algumas
dessas investigagdes € usado um recurso computacional conhecido por Geogebra. Criado
por Markus Hohenwarter, o Geogebra € um software de matematica dindmica criado para o
ensino e aprendizagem da matematica nos varios niveis de ensino. Agrupa recursos de
geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e calculos simbdlicos em um
mesmo ambiente. Assim, o Geogebra tem a vantagem didatica de apresentar

representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si.

Sendo assim o trabalho apresenta cinco capitulos no seu desenvolvimento. O
primeiro capitulo trata da histéria do numero de ouro como é comumente divulgada. No
segundo capitulo é feita uma explanacdo dos ambientes, objetos e seres nos quais se
costuma afirmar que o numero de ouro aparece. No terceiro capitulo sdo apresentados e
analisados mitos e verdades sobre o numero de ouro utilizando o Geogebra para algumas
demonstracdes necessarias de contestacbes do que foi exposto nos dois capitulos
anteriores. No quarto capitulo sdo mostrados alguns aspectos algébricos e geométricos
desse numero. No quinto capitulo sdo trabalhados alguns conteldos da Educacio Basica

gue envolvem o numero de ouro.
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Vale ressaltar que o trabalho é resultado da leitura de inumeros registros sobre a
Historia da Matematica e sobre o seu uso desde a antiguidade, sendo acrescentados alguns

desenvolvimentos elementares de matematica basica na composigao do texto final.
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1. HISTORIA DO NUMERO DE OURO

Vrias sdo as versdes sobre o surgimento do nimero de ouro. E um ndmero
irracional de histéria enigmatica, visto em varios elementos da natureza, assim como em
estatuas e projetos arquitetdnicos da Antiguidade. E representado pela letra grega ® (Phi),
devido ao fato de que o escultor grego Fidias (Phidias) utilizou-o em muitos de seus

trabalhos.
1.1 Definicao do Numero de Ouro

O Numero de Ouro € um numero irracional que surge numa infinidade de
elementos da natureza em forma de uma razao, sendo considerado por muitos como uma

oferta de Deus ao mundo. Possui a seguinte definicao algébrica:
PTA_P_ o
P q
onde p e q sao numeros reais positivos.

A igualdade nos da p=q*® que substituindo na parte esquerda obtém-se:

@+ 4 _ 9@

qQ q

Cancelando g e multiplicando @ em ambos os lados tem-se:

d?-d-1=0

que é uma equagdo quadratica da forma : ax’+bx+c=0 em que a=1, b=-1 e c=-1. Agora,
resolvendo essa equagao quadratica se obtém como solugao positiva 0 numero:
1+v5
T‘f ~ 1, 618003398875

que é o numero de ouro ( ® ).
15



1.2 O Numero de Ouro e sua Historia

O numero de ouro, também conhecido por “razdo aurea”, possui uma historia
que perde-se na antiguidade. No Egito, as Piramides de Gizé foram construidas levando em
conta essa razdo. O Papiro de Rhind (egipcio) datado aproximadamente no ano 1650 a.C.
refere-se a uma “razdo sagrada” que se acredita ser o numero de ouro. Esta razdo surge em

muitas estatuas da antiguidade.

Entre os anos de 447 e 433 a. C., foi construido na Grécia o Parthenon Grego,
uma das estruturas mais famosas do mundo antigo. Quando seu frontao triangular ainda
estava intacto, suas dimensdes podiam ser encaixadas quase exatamente em um retangulo
aureo (HUNTLEY,1970, p. 69). Nesse retangulo, ao dividir-se a sua base pela sua altura

obtém-se o numero de ouro.

3 " J JAL L
LB iro i, RN A,
T e I R T T el i o "’.% ﬂ‘“ﬂ
el =t S SR RS R . A

T lmely s A LE

Figura 2: Parthenon Grego
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Algumas versdes sobre o0 surgimento do niumero de ouro afirmam que ele surgiu
por acaso quando o matematico grego Euclides (370 a.C. a 275 a.C.) tentava descobrir a
melhor maneira de dividir um segmento de reta em dois segmentos ndo congruentes, ou
seja, que ndo possuem mesma medida. Depois de diversas tentativas, Euclides encontrou
uma divisdo, que classificou como a mais harménica, dando a seguinte definigdo: “Um
segmento de reta se diz dividido em média e extrema razao, se a razao entre as medidas do
maior trecho e do menor é igual a razdo entre a medida do segmento todo e do trecho

maior”.

O numero aureo também esta presente no pentagrama, simbolo da Irmandade
Pitagdrica. Pitagoras foi um fildsofo e matematico grego que nasceu em Samos por volta de
de 571 a.C. e morreu em Metaponto em torno de 497 a.C. . Pitagoras foi o fundador de uma
escola de pensamento denominada em sua homenagem de Escola Pitagérica. Segundo o
pitagorismo, a esséncia, principio fundamental que forma todas as coisas &€ o numero.
Assim, Pitagoras e os pitagodricos investigaram as relagdes matematicas e descobriram
varios fundamentos da Fisica e da Matematica. O simbolo utilizado por essa escola foi
0 pentagrama, que, como descobriu Pitdgoras, possui algumas propriedades interessantes.
Uma dessas propriedades seria que o pentagrama €& obtido tracando-se as diagonais de
um pentagono regular; pelas interse¢cdes dos segmentos destas diagonais, € obtido um novo
pentagono regular, que é proporcional ao original exatamente pelarazdo aurea (Gulberg,
1997).

Figura 3: Pentagrama
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1.3 Leonardo Da Vinci e o Numero de Ouro

Leonardo di Ser Pieroda Vinci nasceu em 1452, numa pequena cidade
chamada Vinci. O seu talento artistico se revelou cedo, expondo sua excepcional habilidade
para geometria, musica e expressao artistica. Reconhecendo suas capacidades, o0 seu pai,
Ser Piero da Vinci, mostrou os desenhos do filho para Andrea del Verrocchio, grande mestre

da renascenca que ficou encantado com o talento de Leonardo e o tornou seu aprendiz.

Os pintores da época do Renascimento, e em particular Da Vinci, como ficou
conhecido, recorreram a conceitos de Geometria Projetiva para criar seus quadros com um

aspecto tridimensional. A obra prima “A Ultima Ceia” € um bom exemplo.

A nobreza dos desenhos de Leonardo da Vinci revela seus conhecimentos
matematicos, assim como a utilizagéo da razdo aurea como garantia de perfeigéo e beleza.
E lembrado como matematico, apesar de ndo se concentrar na aritmética, algebra ou

geometria o tempo suficiente para fazer uma contribuigao expressiva.

Entre as pinturas do renascimento destaca-se um dos quadros mais ilustres de
Leonardo da Vinci: a Mona Lisa, onde pode-se observar a propor¢do aurea em diversas
situagdes. Como por exemplo, ao se construir um retangulo em torno de seu rosto, vé-se
que € um retangulo de ouro. Pode-se também subdividir este retdngulo usando a linha dos
olhos para tragar uma reta horizontal e tem-se novamente um retdangulo de ouro. As

dimensdes do quadro formam igualmente um retangulo de ouro.
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Figura 4: Mona Lisa e Retangulos Aureos

A Mona Lisa possivelmente é o retrato de Madona Lisa Gherardini, mulher de
Francesco del Giocondo, um rico cidaddo de Veneza, que o encomendou ao pintor. Por
esse motivo o quadro também é chamado de A Gioconda. Suspeita-se, no entanto, que
Leonardo tenha comegado a pintura como um retrato da mulher do nobre, mas que depois 0

tornou na imagem que o pintor fazia da beleza perfeita.

A razdo de ouro encontra-se também presente num trabalho inacabado de Da
Vinci, S. Gerolamo, pintado por volta de 1483. A figura de S. Gerolamo inscreve-se
perfeitamente num retangulo aureo que pode ser sobreposto ao desenho. Assume-se que
tal fato ndo tenha acontecido por acaso, mas porque Leonardo construiu a figura de acordo
com a secao de ouro, devido ao seu enorme interesse pela matematica e pela utilizacédo

desta em muitos dos seus trabalhos.

Figura 5: S. Gerolamo
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1.4 Fibonacci e o Numero de Ouro

O matematico italiano Leonardo de Pisa nasceu por volta de 1175 e ficou
conhecido como Fibonacci (filho de Bonaccio). A partir da divulgagéo do livro Liber Abacci ,
em 1202, Fibonacci tornou-se famoso, principalmente devido aos diversos temas numéricos
desenvolvidos nesse trabalho. Este livro contém uma grande quantidade de assuntos
relacionados com a Aritmética e Algebra da época e realizou papel fundamental no
desenvolvimento matematico na Europa nos séculos seguintes, pois por meio deste livro os
europeus vieram a conhecer os algarismos hindus, também denominados arabicos. Em
varias pesquisas relacionadas ao numero de ouro observou-se que nesse livro encontra-se
o problema dos pares de coelhos: “Quantos pares de coelhos é que vao existir daqui a um

ano?”. O obijetivo era responder a questao, respeitando as seguintes condicdes:

. No primeiro més tem-se um coelho e uma coelha. Estes dois coelhos acabaram de
nascer.

. Um coelho sé atinge a maturidade sexual ao final de um més.

. O periodo de gestagao de um coelho € de um més.

o Ao atingirem a maturidade sexual, a fémea ira dar a luz todos os meses a um novo
casal.

. Os coelhos nunca morrem.

A resposta deste problema envolve a série de numeros 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34,... no qual cada numero a partir do terceiro se obtém adicionando os dois nimeros que

Ihe sdo imediatamente anteriores.

Be 1
0E 1
aha

s8s 85 .
o Beae Ty

Figura 6: Esquema do Problema dos Coelhos.
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Pode-se tomar de forma recorrente a definicdo desta sequéncia, para todo n
natural, como segue:

u(1)=1,u(2)=1eu(n+1)=u(n-1)+u(n).

Esta sequéncia ndo é limitada superiormente, mas existe algo interessante;
tomando as razdes de cada termo pelo seu antecessor, obtém-se outra sequéncia numérica

cujo termo geral é dado por:

F(n) = u (n+1)/ u(n).

que é uma sequéncia limitada. Se considerarmos a sequéncia de Fibonacci como um
conjunto da forma {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...} e a razdo de cada numero pelo seu antecessor,

obteremos a sequéncia:

11=1,2/1=2,3/2=1.5,5/3 =1.666..., 8/5=1.6,...

Percebe-se o que ocorre quando se coloca estas razdes sucessivas em um

grafico onde o eixo horizontal indica os elementos da sequéncia F,.

ED

- n
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?
4
m
9
B
[
@

Grafico 1: Distribuicao relativa das razdes sucessivas de cada numero da sequéncia de

Fibonacci pelo seu antecessor.
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As razbes vao se aproximando do numero de ouro. Ou seja, quando n tende a

infinito, o limite é exatamente o niumero de ouro.

1.5 Le Corbusier e o Numero de Ouro

Charles-Edouard, mais conhecido por Le Corbusier, natural da Suica, passou a
maior parte da sua vida na Franga. Como arquiteto teve grande influéncia na arquitetura

moderna.

Entre os anos de 1942 e 1948, Le Corbusier desenvolveu um sistema de
medi¢cao que ficou conhecido por Modulor. O sistema surgiu do desejo de ndo converter
ao sistema meétrico decimal as unidades como pés e polegadas. Ao invés disso, Le
Corbusier passou a usar como referéncia as medidas modulares baseadas nas proporgcdes
de um individuo imaginario (inicialmente com 1,75 m e mais tarde com 1,83 m de altura). O
sistema foi mais tarde elaborado baseando-se na propor¢do aurea e na sequéncia de

Fibonacci.

A criagdo do Modulor foi de suma importancia nos periodos pds-guerra, ja que
na época havia uma grande necessidade de abrigar um numero consideravel de pessoas no

menor espago possivel, e a existéncia do Modulor tornou viavel a construgcdo de grandes

blocos habitacionais na Europa.

Figura 7: Modulor
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O sistema Modulor pode ser observado em muitos dos edificios projetados por
Le Corbusier, especialmente na Chapel de Notre Dame du Haut, santuario para a lgreja

Catolica Romana em Ronchamp.

Figura 8: Chapel de Notre Dame du Haut
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2. ONDE SE PODE ENCONTRAR O NUMERO DE OURO

Apesar da origem do numero de ouro ter se perdido na antiguidade, tem-se
exemplos da razdo aurea no antigo Egito, na Grécia, nas obras de Leonardo da Vinci, na
sequéncia desvendada por Fibonacci, e em muitas outras situacbes e citagdes. Pode-se

observar sua presenca na natureza, na arte, na literatura, na musica e na arquitetura.

O nuamero de ouro é rotulado por muitos estudiosos como simbolo da harmonia e

pode ser encontrado em nosso cotidiano.

O retangulo de ouro, que expressa movimento e beleza, foi utilizado por varios
artistas, entre eles, Leonardo da Vinci € mais recentemente por Le Corbusier, como ja

registrado nesse trabalho.

2.1 O Numero de Ouro na Arte

A proporgao aurea foi usada em muitas obras de arte. O quadro “O Nascimento
de Vénus” é uma pintura de Sandro Botticelli que representa a deusa Vénus surgindo
do mar como mulher adulta. Nesse quadro, Vénus esta na proporcéo aurea. Esta proporgao

estaria ali empregada com a intengédo do autor de representar a perfeigao da beleza.

Figura 9: O Nascimento de Vénus
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Em “O Sacramento da Ultima Ceia”, pintura realizada por Salvador
Dali em 1955, as dimensdes do quadro estdo numa razdo aurea. Salvador Dali construiu
este quadro surrealista baseando-se nos estudos de Leonardo da Vinci (que pintou uma das
mais famosas Santas Ceias). Esta obra é uma representacdo moderna da famosa “A Ultima

Ceia” de Leonardo da Vinci.

Figura 10: O Sacramento da Ultima Ceia por Salvador Dali

2.2 O Numero de Ouro na Literatura

Na literatura, o nimero de ouro encontra uma aplicagao extraordinaria no poema
épico grego “lliada”, de Homero, que narra os acontecimentos ocorridos no periodo de
pouco mais de 50 dias durante o décimo e ultimo ano da Guerra de Troia. A proporgao
entre as estrofes maiores e menores dessa obra da um ndamero préximo a 1,618, o niumero

de ouro.

Pode-se citar também a obra poética do escritor Luis Vaz de Camdes, “Os
Lusiadas”. Considerada a epopeia portuguesa por exceléncia foi publicada pela primeira vez
em 1572 no periodo literario do classicismo, tendo como agdo central a descoberta do
caminho maritimo para a india por Vasco da Gama. Luis de Camdes colocou a chegada a
india no ponto que divide a obra na raz&o de ouro, ou seja, faz uma relagéo ideal entre as

partes e o todo, numa perfeita proporgao.
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Na obra Eneida, poema épico latino que conta a saga de Eneias, um troiano que
€ salvo pelos gregos em Troia, o seu escritor Virgilio construiu a razdo aurea com as

estrofes maiores e menores.

2.3 O Numero de Ouro na Musica

Na musica, encontra-se a razao aurea em composicoes de Mozart, Bethoveen
(Quinta e Nona Sinfonia), Schubert e outros. Pode-se verificar a utilizagdo da proporgéo

aurea até mesmo na construgao de instrumentos, como o violino.

Os violinos Stradivarius, produzidos pelo mestre Antdnio Stradivari, sdo os mais
famosos e valiosos do mundo. Um Violino Stradivarius de 1720 foi comprado num leildo em

Novembro de 1990 por 1,7 milhdo de ddlares.

Um dos segredos da qualidade dos Violinos Stradivarius é que Stradivari
construia-os em simetria perfeita segundo o numero de ouro. Ele se baseava no conceito de
que quando uma linha segmento é dividida em duas partes de tal modo que a razéao entre o
segmento inteiro e a parte maior é igual a razao entre a parte maior e a parte menor, essa

relacdo é a chamada relagao aurea, e o numero obtido € o niumero de ouro.

Figura 11: Violino Strativarius de Cremonese
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2.4 O Numero de Ouro na Arquitetura

Além de pintores renomados, arquitetos famosos também tomaram a razéo
aurea como parametro para a construcdo de suas obras. Tal recurso foi usado nas obras do

grego Phidias e do suigo Le Corbusier, como ja foi mencionado neste trabalho.

Mesmo em projetos arquitetdbnicos mais recentes, ainda se encontram artistas e
arquitetos que utilizam o retédngulo aureo. Por exemplo, o edificio-sede da Organizagdo das
Nagbes Unidas (ONU), em Nova lorque, na qual ha trés retangulos aureos dispostos

horizontalmente.

Figura 12: Sede da ONU

2.5 O Numero de Ouro na Natureza
O numero de ouro e a espiral aurea aparecem na natureza, no comportamento

da refragdo da luz, no crescimento das plantas, nas espirais das galaxias, nos atomos, nos

marfins de elefantes, nas ondas do oceano, furacoes e em outros fendbmenos.
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Espiral logaritmica € uma curva que forma com todas as retas, situadas no seu
plano e passando por um ponto fixo desse plano, um angulo constante. Seu nome vem da

expressdo de uma de suas equacgoes:

B=logy, (r/a)

onde r é o raio da espiral , a é o raio associado para 6 = 0 e b fator de crescimento.

Uma espiral aurea, também conhecida como espiral dourada, € uma espiral
logaritmica com valor especifico para o fator de crescimento b. Seu nome vem do principio
que o raio da espiral aumenta entre os rolamentos conforme ocorra o afastamento do centro

sem alterar sua forma.

b=In 1 /90, se 8 é medido em graus

b=In 1/ (11/2), se 6 € medido em radianos.

Figura 13: Espiral Logaritmica Feita no Geogebra
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Figura 14: Espiral Aurea Dentro do Retangulo de Ouro

Figura 15: Via Lactea

Pode-se afirmar que o modelo de desenvolvimento de muitas plantas e os
numeros de Fibonacci se relacionam. Um exemplo é a planta Achillea ptarmica,
uma espécie de planta com flores brancas que desabrocham de junho a agosto nas regides
alpinas do norte da Alemanha e onde a razdo do crescimento de seus galhos segue a
sequéncia de Fibonacci (Livio 2007, p.79-145).
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Figura 16: Achillea ptarmica e sua Razao de Crescimento.

A proporgao de abelhas fémeas em comparagdo com abelhas machos
numa colmeia € de 1,618.

Nos girassois da familia Compositae as sementes formam dois conjuntos de
espirais logaritmicas que tanto curvam para a esquerda como para a direita. O curioso é que
0s numeros de espirais em cada direcdo sao (quase sempre) numeros vizinhos na
sequéncia de Fibonacci. Da mesma forma ocorre com as pinhas (atas).

Figura 17: Esquema das Espirais de uma Pinha
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Também se deve citar os Nautilos, animais que vivem no sudoeste do Oceano
Pacifico. A propor¢do em que cresce o raio do interior da concha do Caramujo Nautilos é

uma razao aurea.

Ml G
S

Figura 18: Moluscos Nautilos Vistos em Sec¢ao

2.6 O Numero de Ouro no Corpo Humano

As proporgdes aureas presentes no corpo humano foram representadas pelo

“Homem Vitruviano”, obra de Leonardo Da Vinci.

O Homem Vitruviano € um desenho famoso que acompanhava as notas que
Leonardo da Vinci fez por volta de 1490 em um de seus diarios. Descreve uma figura
masculina desnuda separadamente e simultaneamente em duas posi¢des sobrepostas com
os bragos inscritos num circulo e num quadrado. A cabega é calculada como sendo um
oitavo da altura total. Algumas vezes, o desenho e o texto sdo chamados de Canone das

Proporcdes.
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Figura 19: Representagdo do Homem por Leonardo Da Vinci.

Proporgdes aureas no corpo humano':

* A altura do cranio e a medida da mandibula até o alto da cabeca.

* A altura do corpo humano e a medida do umbigo até o chéo.

* A medida da cintura até a cabecga e o tamanho do térax.

* A medida do ombro a ponta do dedo e a medida do cotovelo a ponta do dedo.

* A medida da dobra central até a ponta dividido e da segunda dobra até a ponta.
* A medida do seu quadril até o chdo e a medida do seu joelho até o chao.

* O tamanho dos dedos e a medida da dobra central até a ponta.

1Disponl’vel em < http://pt.wikipedia.org/wiki/Propor%C3%A7%C3%A30_%C3%A1urea>. Acesso em janeiro de
2013.

32



3. NUMERO DE OURO: MITO OU VERDADE?

Nao ha duvida de que o numero de ouro tem algumas propriedades matematicas
interessantes. Ele surge nas medigcbes do pentagrama, nos cinco solidos platbnicos
(tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro) e em outros conteludos da matematica.
A afirmacgao de que as razdes dos termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci tendem a

razao aurea também é matematicamente correta.

Passando da Matematica para a Natureza, tudo o que se diz sobre o papel

desempenhado pela razao de ouro no crescimento das plantas tem sido verificado correto.

A natureza parece favorecer a proporcdo aurea. Mas nio exclusivamente. O
Nautilo faz crescer a sua concha de uma forma que se segue uma espiral logaritmica, mas

sera que essa espiral é aurea?

Existe a hipotese de que Leonardo Da Vinci tenha usado a proporgao aurea em
algumas de suas obras. Embora n&o haja prova concreta contra tal hipétese, ndo se
observam evidéncias para que seja verdadeira. O mesmo ocorre em outras obras
conhecidas, como a pintura La Parade de Cirque do francés Georges Pierre Seurat e no

quadro “O Nascimento de Vénus” de Sandro Botticelli.

Ha alegacgbes de que as piramides egipcias e algumas tumbas egipcias foram
construidas usando a proporgao aurea. Mas sera que existem evidéncias para apoiar estas
alegacoes? Da mesma forma sera que existe alguma evidéncia para apoiar a alegacao de
que algumas tabuas de argila e pedra indicam que os babilénios sabiam sobre a razao de

ouro?

Para fazer algumas verificagées acerca do numero de ouro pode-se utilizar um

software matematico bastante conhecido e divulgado, o Geogebra.

O Geogebra é uma aplicacdo que permite trabalhar a geometria, a algebra e o
calculo. A principal diferenga entre esta aplicagdo e outras de geometria dinamica é a
possibilidade de se poder introduzir varios comandos de modo rapido e eficiente. Tem a
capacidade de usar variaveis para numeros, vetores e pontos, achar derivadas e integrais

de fungbes. Professores e alunos podem usar o Geogebra para demonstrar teoremas
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geomeétricos. Nos projetos de educagado € muito utilizado como uma TIC (Tecnologia da
Informagdo e Comunicagao). Recebeu varios prémios de software educacional na Europa e
nos EUA como: Prémio Nacional de Liderangca em Tecnologia 2010 (Washington DC, EUA),
Prémio Internacional de Software Livre categoria Educacéo (Soisson, Franga), Prémio
Europeu de Software Académico (Ronneby, Suécia), Prémio Tecnologia 2009 (San Jose,

Califérnia, EUA) e tantos outros.

3.1 O Numero de Ouro em Desenhos e Pinturas: Verdade ou Mentira?

Desde a antiguidade o numero de ouro é aplicado na arte. Ele traduz uma das
propor¢gdes geométricas mais conhecidas e utilizadas nas pinturas, esculturas e arquitetura.

A seguir, s&o verificadas algumas dessas utiliza¢cdes do numero de ouro.

3.1.1 Mona Lisa

Tendo como objetivo a perfeigdo em seus quadros, da Vinci esbanjou harmonia
através de retangulos aureos em sua famosa criagéo. Ao observar na figura 20 o retangulo
inserido em torno do rosto de Mona Lisa, com dimensdes 4,1 cm por 2,533 cm é obtido
como razdo o numero 1,618, sendo, portanto, um retdngulo aureo. Ainda no mesmo
retdngulo, se pode tragar uma linha horizontal na altura do eixo dos olhos da imagem,
subdividindo-a em um quadrado e um retangulo aureo. Sao percebidas propor¢des aureas
em outras partes do corpo de Mona Lisa, como da altura do pescogo até o final do busto, e

da altura deste, até o umbigo, além das préprias dimensodes da tela.

Observando novamente a figura 20 onde estdo indicados alguns retangulos
aureos no quadro de Mona Lisa pode-se notar que eles estao dispostos de maneira que nao
marcam regides de interesse especifico especial. Além disso, ndo se observam registros

indicando que Leonardo da Vinci tenha usado o nimero de ouro ao pintar a Mona Lisa.
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Figura 20: Mona Lisa e Retangulos Aureos

3.1.2 O Homem Vitruviano

O Homem Vitruviano € um conceito apresentado numa famosa passagem do
arquiteto romano Marcus Vitruvius na sua série de dez livros intitulados de De Architectura,
um tratado de arquitetura em que, no terceiro livro, ele descreve as proporgdes do corpo
humano masculino. Tal conceito é considerado um conjunto de regras (canone) das

proporc¢des do corpo humano masculino.

Vitruvius apresentou o cénone tanto de forma textual quanto através de
desenhos. Porém, durante a Idade Média, a medida que os documentos originais perdiam-
se e a obra passava a ser copiada, a descricao grafica se perdeu. Durante o Renascimento,
com a redescoberta dos textos classicos, uma série de tratadistas, artistas e arquitetos se
colocaram a dispor para interpretar os textos vitruvianos com a finalidade de reproduzirem
novas representagbes graficas. Dentre elas, a mais famosa e hoje propagada é a

de Leonardo Da Vinci.
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Na figura 21, onde tem-se a ilustracdo “O Homem Vitruviano” de Leonardo Da
Vinci, sdo indicados dois segmentos que quando divididos tem-se como resultado a razio
aurea. Mas, observe que, como o umbigo é desenhado como uma pequena regiao circular e
nao um ponto, outras divisbes proximas a razdo aurea poderiam ser utilizadas. Também é
importante salientar que Leonardo da Vinci criou O Homem Vitruviano para ilustrar suas
notas sobre o trabalho do arquiteto romano Marcus Vitruvius e o nimero de ouro nao esta
presente nestas notas.
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Figura 21: O Homem Vitruviano por Leonardo da Vinci
A seguir é calculada a razdo k = CD/AB nos casos considerados por Vitruvius,

que estao descritos na tabela a seguir. Para o calculo do valor de k, é utilizado o Geogebra

COMO recurso.
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CcDh

AB

Altura. Comprimento dos bragos estendidos.

Altura. Distancia entre a raiz do cabelo e a linha do queixo.

Altura. Largura maxima dos ombros.

Altura. Distancia do topo da cabecga para a linha inferior do
queixo.

Altura. Distancia do topo da cabecga para a linha dos mamilos.

Altura. Distancia do cotovelo para a axila.

Altura. Distancia do cotovelo para a ponta da mao.

Altura da cabeca.

Distancia da linha do queixo para o nariz.

Altura.

Comprimento da méo.

Altura da face.

Distancia da raiz do cabelo para a linha das
sobrancelhas.

Altura.

Distancia do topo da cabecga até a linha inferior do
pescogo.

Quadro 1: Distribuigdo dos elementos anatémicos considerados por Vitruvius.
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O comprimento dos bracos estendidos de um homem ¢ igual a sua altura.

1
AB=7-CD

Figura 22: Razado entre Altura e Comprimento dos Bragos Estendidos. Disponivel em:
< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

A distancia entre a raiz do cabelo e a linha do queixo € um décimo da altura de um
homem.

1
AE—-E*GD

Figura 23: Razéo entre a Altura e a Distancia da Raiz do Cabelo até a Linha do Queixo.
Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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. A largura maxima dos ombros € um quarto da altura de um homem.

Figura 24: Raz&o entre a Altura e a Largura Maxima entre os Ombros. Disponivel em:
< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

° A distancia do topo da cabeca para a linha do queixo € um oitavo da altura de um

homem.

AB=-CD

Figura 25: Razao entre a Altura e a Distancia do Topo da Cabeca para a Linha do Queixo.

Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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A distancia do topo da cabeca para a linha dos mamilos € um quarto da altura de um

homem.

1
ﬁa—’g-(q’ﬁ

Figura 26: Razdo entre a Altura e a Distancia do Topo da Cabega para a Linha dos

Mamilos. Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

. A distancia do cotovelo para a axila € um oitavo da altura de um homem.

1
ﬁE—‘EWQD

Figura 27: Razao entre a Altura e a Distancia do Cotovelo para as Axilas. Disponivel em:

< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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. A distancia do cotovelo para a ponta da mao € um quarto da altura de um homem.

1 A
AB=1-CD

Figura 28: Razao entre a Altura e a Distancia do Cotovelo para a Ponta da Mao. Disponivel
em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

° A distancia da linha do queixo para o nariz € um tergo da altura da cabeca.

AB=;--CD

Figura 29: Razao entre a Altura da Cabeca e a Distancia da Linha do Queixo para o Nariz.

Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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. O comprimento da mao é um décimo da altura de um homem.

i
ng@D

Figura 30: Razdo entre a Altura e o Comprimento da Mao. Disponivel em:

< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

. A distancia da raiz do cabelo para a linha das sobrancelhas ¢ um tergo da altura da
face.

Figura 31: Razao entre a Altura da Face e a Distancia da Raiz do Cabelo para a Linha das

Sobrancelhas. Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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. A distancia do topo da cabeca até a linha inferior do pescoco € um sexto da altura de

um homem.

Figura 32: Razao entre a Altura e a Distancia do Topo da Cabega até a Linha Inferior do

Pescoco. Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

3.1.3 San Gerolamo

Outra obra também muito conhecida de Leonardo Da Vince em que supostamente
aparece o0 numero de ouro € a pintura San Gerolamo, uma pintura (ndo concluida)

em oleo sobre painel (103 x 75 cm) mantida na Pinacoteca do Vaticano.

Supostamente ndo existe nenhum registro que indique que Da Vince tenha usado o
namero de ouro nessa obra. Na figura 33 esta indicado o retangulo aureo que
presumidamente San Gerolamo possui. Observe que o brago de San Gerolamo teve que

ficar de fora do retangulo.
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Figura 33: San Gerolamo

3.1.4 La Parade de Cirque

Mais uma das obras citadas em conter o nimero de ouro é a pintura La Parade
de Cirque do francés Georges Pierre Seurat. Na figura 34 estdo indicados dois retangulos
aureos que supostamente fazem parte da pintura La Parade de Cirque. Eles parecem
delimitar duas regides de interesse, mas suas posi¢des sao imprecisas, outros retangulos
nao aureos poderiam limitar estas regides e além do mais, parecem nao existem inscricbes
que indiguem que Georges Pierre Seurat tenha usado o numero de ouro ao pintar La
Parade de Cirque.
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Figura 34: La Parade de Cirque

3.1.5 Der Mensch das Mass aller Dinge

Na ilustracdo Der Mensch das Mass aller Dinge contida no
livro Bauordnungslehre de Ernst Neufert, o nimero de ouro realmente esta presente. Pode-
se observar exemplos nas figuras 35, 36, 37 e 38. Nelas esta representado o segmento AB
e o ponto X que divide esse segmento na razao aurea. Tais representacdes foram feitas

com auxilio do Geogebra.
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Figura 35: Raz&o Aurea por Ernst Neufert. Disponivel em:

< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

Figura 36: Raz&o Aurea por Ernst Neufert (2). Disponivel em:

< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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Figura 37: Raz&o Aurea por Ernst Neufert (3). Disponivel em:

< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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Figura 38: Raz&o Aurea por Ernst Neufert (4). Disponivel em:

< http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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3.2 O Numero de Ouro em Conchas de Nautilos: Verdade ou Mentira?

Um dos exemplos de seres vivos no qual supostamente esta presente o nimero
de ouro sdo os nautilos, onde se afirma que sua concha tem o formato de uma espiral

aurea.

Com a ajuda do Geogebra, pode-se fazer um teste simples, utilizando varias
conchas de nautilos. Na figura 39, a espiral laranja € uma espiral aurea. Pode-se tentar
mover os pontos A e B parar ajustar o seu formato ao formato da concha. Mas isso néo é
possivel. Para se obter melhores aproximac¢des do formato da concha, é necessario usar

fatores de crescimento b diferentes daquele que define uma espiral aurea.

Figura 39: Concha de Nautilo e a Espiral Aurea (feita com auxilio do Geogebra). Disponivel
em: < http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>
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4. ASPECTOS ALGEBRICOS E GEOMETRICOS DO NUMERO DE
OURO

O numero de ouro atrai a atengdo de muitos nao sé por fazer parte de diversos
elementos da natureza, arquitetura, pinturas e outras aplicagcdes. Esse numero apresenta
propriedades matematicas bastante curiosas, fazendo com que se torne um numero ainda

mais interessante.
4.1 Média e Extrema Razao

Segundo o gebmetra Euclides, um segmento de reta (parte da reta
compreendida entre dois de seus pontos que sdao chamados extremos) esta dividido em
média e extrema razdo se a razao entre o menor e maior dos segmentos for igual a razéo
entre o maior e 0 segmento todo (onde razdo é uma relagédo de duas grandezas de um

mesmo tipo).

A C B

Figura 40: Ponto C Dividindo o Segmento AB em Média e Extrema Razé&o.

A construgcao da razao aurea equivale a resolugdo de uma equagao quadratica.

Observando a figura 40, pela propriedade da razao aurea tem-se que:
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Multiplicando médios e extremos tem-se a equagao:

x*= a* ax,

que é uma equagao de segundo grau, cuja raiz positiva &

Logo,

gue é o numero de ouro.

Provavelmente os pitagoéricos utilizaram algum processo geomeétrico para
descobrir a construgéo da razdo aurea. A forma de resolugdo geométrica dessa proporgéao
encontrada no livro Os Elementos de Euclides, mostra que, dado um segmento AB, constréi-
se o quadrado ABA'B' e em seguida, marca-se o ponto médio M de AA'. Prolonga-se o
segmento AA' e constroi-se a circunferéncia com centro em M e raio MB'. Marca-se o ponto
C que ¢é a intersegao da circunferéncia com a semirreta AA' e constréi-se 0 quadrado de
lado A'C. O prolongamento do lado DD' determina o ponto X em AB que divide o segmento

na razio desejada.
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Figura 41: Construgdo geométrica do Segmento Aureo

A justificativa desta construcdo € baseada na aplicagdo do Teorema de
Pitagoras ao triangulo MA'B'. Fazendo AB = a e MC = d e aplicando o Teorema de Pitagoras
tem-se: ( observando que MC=MB’)
&

= . O
‘mé@ ; =

Dai obtém-se:

c-Yoa_a_alfs-1)
AC=""35=">
Fazendo, a=1:
A'C=%=AX
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Assim,

. 45—1)_34!5
XB=1 (2 ==
Portanto,
AX _ Y51
XB 2

gue é o numero de ouro.

4.2 Propriedades do Numero de Ouro

Para encontrar o valor para o numero de ouro (®,) toma-se o segmento CB = x e

AC = 1 (figura 40). Desta forma, usando a definicdo de razdo extrema e média, tem-se:

= x%-x-1=0.

As duas solugdes para a equacéo sao:

ﬁ

5 1-+5

=120 _ 4 6180339887 ex" = —— =—0,6180339887..

X = 2

A solugdo positiva desta equacdo é a Razdo Aurea, denominada por [ e a

solucdo negativa sera denominada por .

Agora observe que elevando [ ao quadrado temos 1 2 = 2,6180339887... e o
seu inverso [ ' = 0,6180339887..., ou seja, o numero de ouro tem as propriedades de

produzir seu quadrado somente somando 1 e o seu reciproco subtraindo 1. Ou seja:

02=1 +1
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0D'=0-1.

Usando as propriedades das raizes da equagao quadratica tem-se o produto e a

soma das raizes, entao:

' 11_1-{5 1—ﬁ_1_5__4—_
XX'=——— =7 -7 -1

ou seja, [1. ¢ =-1.

Dai tem-se que —¢ € inverso de (1 e também que:

1+¥6 1-Y6 _2
2 2 2

XI+X"=

ou seja, [ + ¢ =1.

O Numero de Ouro possui ainda outras propriedades curiosas:

a) Somando-se duas poténcias inteiras consecutivas de [J tem-se como resultado a préxima

poténcia de . Como [J =1+ [ ™

, entdo (12 =1+ (1. Dai segue-se:
D+02=0.(1+0)=0.0%=0%

2+ 1P =0%.(1+ D)
P+ 0t=0%. (1+ D)

0% = 0%
2= 5 -
™= (1+ ) =0 2= 0™

Portanto, 0" + 0"™'= ™2

DZ
D3

b) O mesmo acontece com as poténcias de expoente inteiro negativo. Como
0 =1+ 0 ' segue-se:

D2+t =0 1+ Y=o 0=0%

O3+ 2=, 1+ 0Yy=02.0=0";

0+t =0C (v 0y =00 0= 0%
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Dn + Dn+1 = Dn+1 . (1+ D-1) = Dn+1 L= Dn+2

Portanto, 0" + 0™'= ™2

c) A soma de todas as poténcias com expoentes inteiros negativos e base [1 produz o
proprio [1. Considerando n 1 N, onde N é o conjunto dos numeros naturais incluindo o zero,

tem-se:
(0402 + (0°+0%) + (0°+0°) +... , de onde,

=% 0240 00+ 402 =1+ D2 (004020 ).

Substituindo a expressao [1%+12+*+... pela letra k, obtemos:

k=1+ %k = k-1=¢% =42 K =1 s ¢2=K1 L2941 o
k-1 k k
S02=4200- 2 ¢'= 1 ket

-4

Sendo 0%+ 02+ 0%+ .. =k=1], tem-se:

CT+0H)+O3+0H+ O +0%+.. =

0%+ 02+0%+ 0

+ .=

1+030%+02+0%+ )=

=1+072 =

1+0 7" =

-6

Portanto, 0 '+ 02+ 03+ 04+ 0%+ 0%+ .. =1

Ou seja, a soma infinita dos termos de uma Progressédo Geométrica de razéo 1~
el
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d) Considerando-se a sequencia crescente das poténcias inteiras positivas do numero de
ouro tem-se como resultado outra sequéncia cujos coeficientes do termo irracional 5

formam a sequéncia de Fibonacci (Gulberg,1997).

=3 (E+1) 4= 2BVE+T) 07= 2(13V5+209)
223 (V5+3) (5= 3(65VE+11) (8= 3(21VB+4T)
325 (2V5+4) os 3(8VE+18) Jo= 3(34VE+76)

4.2.1 Outras Aplicagbes Matematicas do Numero de Ouro

Pode-se também encontrar o numero de ouro determinando o valor da

1+Y1+V1+..

expressao " . Para determinar o valor desta expresséo considere que o seu

valor é igual a x (x € um numero real, pois a expressdo com radicais indica que x € o limite

de uma sequéncia positiva crescente e limitada, portanto, convergente).

X=VY1+y1+Vi+..

Elevando os dois membros ao quadrado, obtém-se:

2=t Ve

Substituindo R RS AR por x temos a equagao:

X¥=1+x=>x-x-1=0

Mas esta € exatamente a equacido que define o niumero de ouro, portanto,

conclui-se que como x >1, o valor de x é igual a [.
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Outra maneira de representar o numero [J, desta vez envolvendo fracdo, é

através de fragao continua. Considere a expressao:

1+

Denotando o seu valor por x, tem-se:

Nota-se que o denominador da segunda parcela & o proprio x, portanto:

_ 1
x—1+x

Ao multiplicar os dois membros por x, obtém-se:
X¥=x+1=2x*-x-1=0.

Novamente é encontrada a equagado que define o numero de ouro. Logo, como a fragao

continua é maior do que 1, ela é igual a [].
4.3 Sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro

No Livro Liber Abacci de Fibonacci, € apresentado no capitulo 12, De
solutionibus multarum positarum questionum quas erraticas appellamus (A solugdo de
problemas diversos), o problema dos pares de coelhos que ja foi citado neste trabalho, no
capitulo 1. Foi visto também que a razdo entre dois termos consecutivos da sequéncia de
Fibonacci tende ao numero de ouro quando n vai para o infinito. A seguir, tem-se a

justificativa de tal fato.
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Proposicao: A razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci tende ao

numero de ouro quando n vai para o infinito, ou seja:

lim Fn+1 - 1+\/g=¢
n—oo F), 2

Demonstragéo:

) o Foai - o
Considere a sequéncia r;%ﬂ com n>1 em que F, sdo termos da sequéncia
de Fibonacci.

Teorema: Tem-se que r,, com n > 1, é dada recursivamente por:
ri=1e r——1 +1, n>2
1= n— y T
Fpa

Demonstracdo: A partir da sequéncia anterior, dada por:

g’:ﬁ@*i
= "5 E;g
lembrando que: F,.,=F,+F,;segue-se:
F%@s%i ﬁ%‘%ﬁﬁsi o eﬁ a1 1
S L B — [ - S _1+
§%=Iﬁ.

Por meio da relacéo anterior, nota-se que o limite r da sequéncia r,, caso exista,

€ solugdo da equacgao r*- r - 1 = 0, que tem uma unica raiz positiva.

De fato, do Teorema anterior sabe-se que r,= §+1 logo,
/]

f1l 4
7 |
1=§Il "n ?%1 LT ?i%*=‘imr1 ou seja,

r=L1 +1, em que r’+r+1=0.

e
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Como r, > 0, para todo n, conclui-se que:

r=17¥5 = 1618..

1445
5

Como a sequéncia r, € convergente, entao seu limite é
4.4 Triangulo Aureo

Um tridngulo é dito aureo quando é um tridngulo isdsceles (triangulo que possui
dois lados com mesma medida) no qual a divisdo do comprimento de um dos lados iguais

pelo da base é o numero de ouro. Os angulos de um tridangulo aureo medem 36°, 72° e 72°.

Demonstragao:

A razao do raio do circulo circunscrito de um decagono regular para um dos

lados desse decagono ¢ a razao aurea (fato este demonstrado no subcapitulo 4.7).

decagono regular

¢

Xz
a

C

Figura 42: Decagono Regular e o Triangulo Aureo ABC

Observando-se a figura 42, vé-se que o angulo C mede 36°, pois como a figura &
dividida em 10 tridngulos congruentes e a soma dos angulos centrais é 360°, tem-se que
cada um mede 36°. Observa-se também que o triangulo ABC é isésceles, logo os angulos

da base medem 72° cada.
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Tracando-se uma bissetriz num de seus dois angulos de 72°, surge um novo
tridangulo, semelhante ao maior, e repetindo a operagao, isso acontece infinitas vezes e esta
mesma bissetriz divide o lado oposto em média e extrema razdo. Vale ressaltar que dois
triangulos sdo semelhantes se os trés angulos sdo ordenadamente congruentes e se os

lados homologos sao proporcionais.

A

Figura 43: Triangulo Aureo

Considere o triangulo ABC da figura 43, se tem que AB=AC. Seja D a intersecao
da bissetriz do angulo B com o lado AC. O ponto D divide o segmento AC em média e

extrema razao.

Demonstracgéo:

Sejam AB=AC=a e BC=b. Se BD ¢ bissetriz do angulo B = 72°, entdo se obtém

dois novos triangulos isésceles, AABD e ABDC, este por sua vez € semelhante ao AABC.

Do ABDC (is6sceles) temos BD=AD=b, logo AC=a=AD+DC =DC=AC-DC =
DC=a-b.

Da semelhanca entre os triangulos ABD e BDC tem-se:
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b
Fazendo m = = obtém-se m? +m — 1= 0. De onde tem-se que:

e ha
2

Portanto,

Conclui-se entdo que o ponto D divide o segmento AC em média e extrema

razao.

4.5 Retangulo Aureo

B a F b C
I\\
SN
7 \
7 N
7 N
5
/, v |3
7 L
7 L
b \
4
'4
'4
A a G a E D

Figura 44: Retangulo Aureo ABCD
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Em geometria, o retdngulo de ouro surge do processo de divisdo em média e
extrema razdo, de Euclides. Ele é assim chamado porque ao dividir-se a base desse

retangulo pela sua altura, obtém-se o niumero de ouro.

Qualquer retéangulo ABCD, como o da figura 44 é aureo se satisfizer a
propriedade seguinte: se dele estabelecer um quadrado, como ABFE, o retangulo restante
CDEF, sera semelhante ao retangulo original. Pode-se explicar esta semelhanca pela

relagéo:

a—bzg
a b

Multiplicando os dois lados da equagéao por (a.b) tem-se:

la+b).a.b _a.a.b

a
a b

a.b +b*=a2

b’= a.(a-b)

=L

a
b a-b
Pela relacdo anteriormente descrita, nota-se que ao destacar o retadngulo menor

da figura 44 e dele estabelecer um quadrado, como CIFJ, como mostrado na figura 45, este

sera semelhante ao retangulo CDEF. Vé-se entdo que a semelhanga se mantém:

=0

a
b a-b
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Figura 45: Retangulo Aureo CDEF

4.6 O Pentagono Regular e o Numero de Ouro

O numero de ouro esta presente em alguns poligonos regulares. Considerando-
se um pentagono regular, a razao entre a diagonal D e o lado L do pentagono é o numero

de ouro.

Para demonstrar essa razdo é necessario mostrar dois resultados (fatos) a

seguir descritos:

Fato 1- O tridngulo ABE’ e ACD sao semelhantes.

Para provar que os triangulos ABE" e ACD sao semelhantes, sera provado que

seus angulos sao iguais. Para isso é tragada uma sequéncia de figuras:
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Figura 47: Pentagono Regular e suas Diagonais.

Primeiro, calcula-se os angulos a, b, x marcados na figura 47:

()  x+x+108°=180°

x=36°

(1 a=108°-36°
a=72°

(1) b+72°+72°=180°
b= 36°
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Figura 48: Pentagonos Regulares ABCDE e AB’'C'D’E’

Calculando o &ngulo Y marcado na figura 48 é visto que: y+36°+36°=108°, logo

y= 36°. Este é o angulo entre qualquer um dos lados e a diagonal.

Figura 49: Pentagono ABCDE e Tridngulo ABE’

Calculando o angulo Z marcado na figura 49 tem-se: Z =180 — 72 — 36 = 72°.
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Constata-se que os tridngulos ABE’ e ACD sao semelhantes, pois os trés

angulos sao congruentes.

Figura 50: Pentagono ABCDE e os Tridngulos Semelhantes ABE’ e ACD

Fato 2- DE’= AB = L (lado do pentagono)

Ja foi mostrado que o triangulo ABE’ ¢ isdsceles e é de facil constatagéo que o

triangulo BDE’ também é isdsceles.

Figura 51: Tridngulos Isésceles BDE' e ABE'.
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Logo DE'=BE'=AB = L.

Agora é possivel mostrar que a razdo entre a diagonal D e o lado

pentagono & o niumero de ouro.

Do resultado 1, obtém-se a seguinte relagao de proporcionalidade:

]>IJ>
LIO
||IO
O

>
2.

L do

Pelo resultado 2 é observado que: AB=CD=L,AC=D,AE'=AD-DE=D -L.

Ou segja,

|.—

O
O

|
L

Consequentemente:

L?= D?-DL.

Fazendo:

(ol @]
I
>

obtém-se:

X*—x—-1=0.

A raiz positiva desta equacéo € o numero

%‘5 =1, 16180399..

gue é o numero de ouro.
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4.7 Decagono Regular e o Numero de Ouro

Decagono é um poligono de dez vértices, dez lados e dez angulos. Um fato de
conhecimento dos antigos gedbmetras era que a raz&o do raio do circulo circunscrito de um

decagono regular para um dos lados desse decagono € a razdo aurea.

Observe a seguir o calculo do lado de um decagono regular em fungéo do raio

da circunferéncia circunscrita ao poligono.

Seja AB o lado de um decagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio

Figura 52: Tridngulo ABO onde Segmento AB é Lado do Decagono Regular Inscrito numa

Circunferéncia de Centro O e Raio R

O angulo central AOB é tal que:

No triangulo isésceles AOB, o angulo A e o0 angulo B de medidas a e (r + s)

valem cada um:

67



180°-36° _

0
> 72

Tracando a bissetriz BC do angulo B, temos:

entéo, o tridngulo OBC é isésceles e 0 segmento OC=BC

No A ABC temos que b = 180° — 36° - 72° = 72° = ABC ¢ isosceles =
AB=BC=0C=Ll;,
Usando o Teorema da bissetriz interna que diz que em qualquer tridngulo a

bissetriz de um tridngulo interno estabelece no seu lado oposto os dois segmentos

proporcionais aos lados desse mesmo angulo, tem-se:

Portanto a razao entre R e 40 € 0 niumero de ouro.
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4.8 Icosaedro Regular e o Namero de Ouro

Como foi visto, o retangulo de ouro e o pentagono séo dois objetos geométricos
onde aparece o numero de ouro. Estes dois objetos estdo também presentes de uma forma
surpreendente no icosaedro regular. O icosaedro € um poliedro regular com 20 faces, cada

uma das quais é um triangulo equilatero.

Se trés retangulos de ouro se intersectam simetricamente, e cada um deles,
perpendicularmente aos outros dois, os seus 12 vértices formam os vértices de um

icosaedro regular.

Figura 53: Trés Retangulos Aureos Inscritos no Icosaedro Regular, Disponivel em: <

http://www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-br.html>

As seguintes coordenadas cartesianas definem os vértices de um icosaedro

centrado na origem:

(0, 1, £ 1)

(#1, £, 0)

€ arazao aurea.
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5. O NUMERO DE OURO E ALGUMAS APLICACOES NA
EDUCAGAO BASICA

No processo de ensino-aprendizagem, uma questdo relevante, que merece
atencao, é a relacao entre a teoria e a pratica. O niumero de ouro € um assunto complexo,
que pode ser vistos em varios conteudos da educacido basica e de diversos aspectos,
podendo ser tratado de forma dindmica, aumentando o interesse dos alunos pelo contetudo

abordado.
5.1 O Surgimento dos Numeros Irracionais

Numero irracional € um numero real que ndo pode ser obtido pela divisdao de
dois numeros inteiros, ou seja, sdo numeros reais, mas nao racionais. O conjunto dos

numeros irracionais é representado pelo simbolo L.

Existem dois tipos de numeros irracionais, os numeros reais algébricos

irracionais e os numeros reais transcendentes.

Os numeros reais algébricos irracionais sao raizes de polindmios com

coeficientes inteiros. Exemplos:

’ 7

V5 3 115
3

Os primeiros vestigios do conceito de numero irracional remontam ao conceito
de incomensurabilidade. Dois segmentos sdao comensuraveis quando existe uma unidade

comum na qual podem ser medidos de forma exata.

A primeira descoberta de um numero irracional € comumente atribuida a Hipaso
de Metaponto, um seguidor de Pitagoras. Ele teria criado uma demonstragcdo de que a raiz
de 2 é um numero irracional. Contudo, Pitagoras considerava que a raiz de 2
"desacreditava" a perfeicdo dos numeros, e dessa forma, ndo poderia existir. Mas ele nao
conseguiu contestar os argumentos de Hipaso com a logica, e a lenda diz que Pitagoras

condenou seu seguidor ao afogamento.
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A partir de entdo os numeros irracionais entraram no anonimato e foi sé6 com
Eudoxo de Cnido que eles voltaram a ser estudados pelos gregos. O décimo livro da série

Os elementos de Euclides é dedicado a classificagcdo de numeros irracionais.

Somente em 1872 o matematico alemao Dedekind (de 1831 a 1916) fez entrar
na Aritmética, em termos rigorosos, 0s numeros irracionais, os quais a geometria sugerira

ha mais de vinte séculos.

Dentre os numeros irracionais, podemos destacar o numero de ouro, que possui

diversas versdes a respeito do seu surgimento, como foi destacado no capitulo 1.

5.2 Segmentos e Constru¢cées Geométricas

Na geometria, um segmento deretaé o conjunto dos pontos da reta que

ficam entre dois outros pontos chamados de extremos.

A palavra segmento quer dizer parte, pedago. Vem do latim "segmentum”, que
significa "corte". Na linguagem comum costuma-se dizer que segmento € uma parte da reta

que tem comeco e fim.

Figura 54: Segmento de reta AB

5.2.1 Construindo o Segmento Aureo por Meio de Régua e Compasso

Segmento aureo é o segmento resultante da divisdo de outro segmento AB em

média e extrema razao.
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Dado um segmento AB qualquer, obtém-se o ponto médio de AB da seguinte

forma:

1. Com centro do compasso em A e em B tragcam-se circunferéncias de mesmo raio que se
interceptam como mostra a figura 55, ligando os pontos onde os arcos se interceptam se

obtém um novo segmento cuja intersegdo com o segmento AB é o ponto médio deste.

X

-
o

Figura 55: Divisdo do Segmento AB em Duas Partes Congruentes.

2. Usando régua e compasso, se esbog¢a uma reta perpendicular a AB, pelo ponto B com

metade do comprimento de AB;

A M B A M B
Figura 56: Construgao de Reta Perpendicular no Ponto B do Segmento AB.

3. Com o compasso traga-se uma circunferéncia com centro em B e raio BM que intercepta

a perpendicular no ponto C.
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Figura 57: Traco da Circunferéncia de Centro B e Raio BM.

4. O novo segmento BC é metade do segmento AB e perpendicular ao mesmo. Unindo os

pontos A e C obtemos um triangulo ABC;

ﬂ

Figura 58: Construcéo do Tridngulo ABC

5. Com o centro do compasso em C abrindo até B, marca-se um novo ponto (D) em AC

(hipotenusa do tridngulo);

Figura 59: Marcagéo do Ponto D sobre Hipotenusa AC
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6. Com o centro do compasso no vértice A, abrindo até D marca-se em AB o ponto E. Este é

o ponto que divide o0 segmento AB em média e extrema razao.

Figura 60: Marcacdo do Ponto E que divide o segmento AB em Média e Extrema Raz&o.

Verificacao:

De fato, sendo AB=1, temos:

+

Figura 61: Tridngulo ABC de Catetos de 1 cm e 2 cm.

Como o triangulo ABC é retangulo, pelo Teorema de Pitagoras obtemos:
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- 1 1
‘Xt =——1—==
X“tx+y 1 2

xX*+x-1=0

-1++5

Cuja solugéao positiva & >

Dai obtém-se que a raz&o entre os segmentos AD e DB € o numero de ouro.

5.3 Razoes e Proporgoes

Em matematica, raz&o € uma relagédo entre duas grandezas de um mesmo tipo
expressa geralmente como "a para b", a: b ou a/b, e algumas vezes é representada
aritmeticamente como um quociente adimensional das duas quantidades que indica quantas

vezes o primeiro numero contém o segundo.
5.3.1 Notagcado e Terminologia

A razao entre os dois niumeros A e B pode ser expressa como:

A razdo de AparaB

A esta para B

Um numero racional que € o quociente da divisao de A por B

Os numeros A e B sdo algumas vezes chamados de termos, sendo A o

antecedente e B o consequente.
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5.3.2.Razao de Duas Grandezas

A razdo de duas ou mais grandezas de mesma espécie € o quociente dos
nameros que expressam as suas medidas numa mesma unidade. Grandezas séao
caracteristicas dos objetos possiveis de serem comparadas e cujas medidas podem ser

adicionadas, subtraidas ou divididas uma pela outra.

Assim, o conceito de razao nos permite fazer comparagdes de grandezas entre

dois numeros.

5.3.3 Proporgao

A igualdade entre razées denomina-se proporgao.

Os numeros a, b, ¢ e d, todos diferentes de zero, formam nesta ordem, uma

proporcgao se, e somente se, arazao a: b for igual a razdo c : d.

Indicamos esta proporg¢éo por:

olo
alo

Os termos a e d sdo chamados de extremos e os termos b e ¢ de meios.

5.3.4 Proporgao entre Segmentos

Dois segmentos sdo proporcionais a outros dois segmentos se a razao dos dois

primeiros segmentos € igual & razdo dos outros dois.

>

B_AB

A C'D-

Exemplo:

O
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5.3.5 Razéo Aurea
A razao aurea é definida algebricamente como:

a+bd a 1
a Egg@“

A partir da definicdo obtemos o seguinte resultado (positivo):

ﬁ

1+V5

~1,618003398875

r\)|

que € o numero de ouro.

5.4 Fungao Quadratica

Fungao quadratica, ou fungéo polinomial do 2° grau, é qualquer fungao fde IR
em IR dada por uma lei da formaf(x) = ax’*+ bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais

constantes e a # 0.

Sao exemplos de fungdes quadraticas:

1. f(x)=3x*-4x +1,ondea=3,b=-4ec=1

2. f(x)=x*-1,ondea=1,b=0ec=-1

3. f(x)=x*-x-1,ondea=1,b=-1ec=-1

5.4.1 Zeros de uma Funcao Quadratica
Chama-se zeros ou raizes da fungao polinomial do 2° grau

f(x)=ax®*+bx+c,a#0,
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0s numeros reais x tais que f(x) = 0.

Entdo as raizes da funcdo f(x) = ax? + bx + ¢ sdo as solugdes da equacdo do

2° grau ax? + bx + ¢ = 0, as quais podem ser obtidas utilizando-se a férmula de Bhaskara:

Dada a fungéo quadratica f(x) = x*- x-1,ondea=1,b =-1e ¢ = -1, ao calcular

suas raizes, tem-se que:

= 12V1-41.(-1)
2
_ 145
X=72
) ” 1+Y5 ,
onde a solugao positiva x = > € 0 numero de ouro.

5.4.2 Grafico da Fungao Quadratica

A parabola representa o grafico da fungéo quadratica. Mas este grafico pode ter

algumas variagdes.

o Concavidade
A concavidade é a abertura da parabola. O sentido da concavidade depende do

coeficiente a, se este for superior a 0, ou seja, positivo, ela é voltada para cima, caso seja

negativo ela é voltada para baixo.
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a>0

Grafico 2: Representagcido da Concavidade de Parabola Voltada para Cima.

Ya

a<0

Grafico 3: Representagcédo da Concavidade de Parabola Voltada para Baixo.

° Intersec¢do da parabola com os eixos x

Sabendo-se que A=b*4ac, o estudo do sinal de A determina a intersecgédo com

0 eixo dos Xx.

Esta interseccdo se da quando o f(x)=y=0. Logo, os pontos no eixo x sédo as

raizes da fungao.

Quando o A> 0, existem duas raizes reais distintas e havera dois pontos de

intersec¢cdo com o eixo X.

Para A=0, a fungao tem duas raizes reais iguais e tangencia o eixo do x.
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E finalmente com A<Q, a fungdo nao possui raizes reais e a parabola ndo tem

intersegdo com o eixo X.

. Coordenadas do vértice

O vértice da parabola corresponde ao ponto mais extremo dela. E definido pelas

seguintes coordenadas:

;%;,C‘mg} e ys”—‘ﬁ
T dg

Finalmente com as coordenadas do vértice e as regras acima descritas a

confecgéo do grafico se torna facil.

Vejamos agora o grafico da fungao f(x)= x*-x-1

1° passo: Concavidade para cima, pois a>0.
2° passo: Possui duas raizes reais distintas pois, A> 0.

3° passo: Suas raizes sao: 1-[1 e [.
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Grafico 4: Fungao f(x)= x*-x-1

5.5 Tridangulos

Triangulo é uma a figura geométrica plana que ocupa o espaco interno limitado
por trés linhas retas que concorrem, duas a duas, em trés pontos diferentes formando trés
lados e trés angulos internos que somam 180°. Podemos também definir triangulo como
sendo a uniao de trés pontos nao colineares (pertencente a um plano, em decorréncia da

definigdo dos mesmos), por trés segmentos de reta.

O tridngulo é o unico poligono que nao possui diagonal e cada um de seus

angulos externos é suplementar do angulo interno adjacente.

Os triangulos mais simples s&o classificados de acordo com os limites das

proporgdes relativas de seus lados e de seus angulos internos:
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Um tridngulo equilatero possui todos os lados congruentes, é também equidngulo, todos
0s seus angulos internos sado congruentes sendo, portanto, classificado como um

poligono regular.

Um tridngulo isésceles possui pelo menos dois lados com mesma medida e dois
angulos congruentes. Num tridngulo isdsceles, o angulo formado pelos lados
congruentes é chamado angulo do vértice. Os demais angulos denominam-se angulos

da base e s&o congruentes.

Em um tridngulo escaleno, as medidas dos trés lados sdo diferentes. Os angulos

internos de um tridngulo escaleno também possuem medidas diferentes.

60°

60° 60°

a

Tridngulo equilatero Tridngulo isdsceles Tridngulo escaleno

Figura 62: Tipos de Triangulos

5.5.1 Triangulo Aureo

Um tridngulo é dito tridngulo de ouro, ou tridngulo aureo, quando é um tridngulo

isdsceles no qual a divisdo do comprimento de um dos lados iguais pelo da base € o numero

de ouro. Os angulos de um tridngulo de ouro medem 36°, 72° e 72°.

A partir desta definicdo, temos o seguinte teorema: Em um tridngulo isésceles

com angulos de 72°,72° e 36° , a bissetriz interna de um dos angulos de 72° divide o lado

oposto em média e extrema razao.
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Demonstragao:

Considere o triangulo ABC com tais propriedades, de forma que os angulos B e

C megam 72°, entdo temos que AB=AC.

Seja D a bissetriz do angulo B com o lado AC. Afirma-se que o ponto D divide o

lado AC em média e extrema razio.

De fato, sejam AB=AC=a e BC=b. Se BD ¢ bissetriz do angulo B, entdo se tem

dois novos tridngulos isdsceles AABD e ABDC que por sua vez é semelhante ao AABC,

observe que os angulos internos e correspondentes sdo respectivamente congruentes.

Do ABDC tem-se BD=BC=b. Como o ponto D pertence ao lado AC, entdo pode-

se dizer que AC=AD+DC.

Do AABD tem-se BD=AD=b, portanto AC=a=AD+DC, logo DC=a-b.

Das semelhancgas entre os tridangulos ABD e BDC tem-se:

“=a‘-ab
& -1-2

Fazendo m=% obtém-se: m?+m-1=0. Cuja raiz positiva é:

Loo,é = .
9B

Conclui-se entdao que o ponto D divide o segmento AC em média e extrema

razao.
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&
A

b

Figura 63: Triangulo Aureo

5.6 Retangulo

Um retadngulo € um paralelogramo cujos lados formam angulos retos entre si e
que, por esse motivo, possui dois lados paralelos verticalmente e os outros dois paralelos

horizontalmente.

-

Figura 64: Retangulo

5.6.1 Retangulo Aureo

O retangulo aureo surge do processo de divisdo em média e extrema razao,

de Euclides. Ele é assim denominado visto que ao dividir-se a base desse retangulo pela
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sua altura, obtém-se o numero de ouro. Possui a seguinte propriedade: se o dividir em um

quadrado e em outro retangulo, o novo retangulo sera semelhante ao original.

B c F

A

e

A M D E Y
- 10 ol 618 |
- 16,18 u

Figura 65: Processo de Construgdo do Retangulo de Ouro com Medidas.

5.6.2 O Retangulo Aureo e sua Construcéo

1. Constroi-se um quadrado qualquer ABCD, de tal modo que AB corresponda a sua
base. Este quadrado tem lado de medida a.
Marca-se o ponto médio M de AB.
Traca-se uma reta perpendicular a M, dividindo o quadrado em dois retangulos.
Escolhe-se um desses retangulos, nesse caso, diga-se aquele com base AM. Traca-
se sua diagonal, passando por M.
Constroi-se uma semirreta a partir de M, contendo o segmento AM.
Constréi-se uma circunferéncia com centro em M e raio MD. Nomeia-se de E a
intersec¢ao da circunferéncia com a semirreta.

7. Constréi-se um novo retangulo, utilizando os pontos C,B,E como vértices.
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Figura 66: Construcdo do Retangulo Aureo

5.7 Triangulo Retdngulo e Progressdoes Geomeétricas

Triangulo retangulo é um tridngulo que possui um angulo reto, ou seja, um
angulo que mede 90°. E composto por quatro principais elementos:
o Catetos;
¢ Hipotenusa;
e Altura relativa a hipotenusa;

o Projecdes dos catetos.
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b e ¢ sdo os catetos

a é a hipotenusa

h é a altura

m e n sdo as projecoes dos catetosbe c
respectivamentes

Figura 67: Tridngulo Retangulo

Neste tridangulo é valido o Teorema de Pitagoras que diz que o quadrado da

hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados dos catetos.

Uma progressao geométrica (P.G.) € uma sequéncia numéricaem que cada
termo, a partir do segundo, é igual ao produto do termo anterior por uma constante,

chamada de razao da progressao geométrica.

Assim, sera verificado que um triangulo retadngulo pode ter os lados em

progressao geomeétrica e qual é o valor da razédo (q>1) dessa progressao.

Observando-se a figura 68, tem-se o triangulo retangulo ABC de lados x, x.q e

x.g° termos de uma P.G. de razdo q >1.

C

Figura 68: Tridngulo Retédngulo com lados em P.G.

Pelo Teorema de Pitagoras tem-se:
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x*+(x.q)*=(x.q°)’
X+x2.q?=x2.q’
q*-q*1=0
Resolvendo a equacao obtida (biquadrada), tem-se:
2_1+5
= e— =[]
T

Ou seja, a razdo q=V[..

Agora, veja-se o valor da altura h relativa a hipotenusa.

Uma das relagbes métricas do tridngulo retadngulo afirma que o produto entre a
hipotenusa e a altura relativa a ela é igual ao produto dos catetos. Logo:

ah=bc
h=bc/a

Sendo b=x, c=x.q e a=x.q” tem-se que:

Portanto, conclui-se que h,b,c,a (elementos do triangulo ABC) sao termos de

uma P.G de razéo q=.\a
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CONSIDERAGOES FINAIS

No momento em que foi proposto conhecer um pouco mais sobre o
numero de ouro, ndo era conhecido exatamente o tamanho do desafio, visto que o

numero de ouro € apresentado em muitos contextos.

A sua histoéria € um pouco confusa, ndo se sabe ao certo quando ocorreu
seu surgimento ou sua descoberta, talvez o que torne esse numero mais atraente.
Pode-se perceber que a razdo aurea nado é somente uma forma de relacionar a
matematica ao mundo real, mas também ¢é a representacdo da vida através de um

numero.

Fato interessante sdo as contestacdes feitas em torno das situagdes onde
supostamente o numero de ouro esta presente, trazendo assim um estimulo para a

pesquisa em torno do assunto.

Sua ligagdo com a natureza traz uma interdisciplinaridade para o tema,
podendo o mesmo ser trabalhado na Educacédo Basica por varias disciplinas e de

varias formas..

Assim fica a certeza de que na natureza e em muitas situacdes
matematicas estardo presentes envolvimentos do numero de ouro, além das
abordadas neste trabalho, visto que o alvo do mesmo nao foi analisar o assunto até

a exaustao.
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