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RESUMO
O trabalho em apreco apresenta um estudo minucioso das funcdes hiperbodlicas, suas possiveis
aplicagdes no ensino basico e no ensino de Calculo 1, além de diversas construcdes graficas
realizadas com o auxilio do software GeoGebra. Para tanto, fez-se primeiramente, um estudo
sobre as funcoes trigonomeétricas circulares (classicas), com uma visdo historica, integradora e
interdisciplinar. Buscou-se obter uma relagdo intrinseca entre a exponencial natural, o logaritmo
neperiano, as fungdes hiperbolicas e a trigonometria circular. Tanto a argumentacdo, quanto as
construcdes referentes a geometria hiperbolica apresentadas aqui, priorizaram os conhecimentos
basicos correlatos a este tema, e que sdo amplamente estudados na educagdo basica. Este fato no
entanto, apenas direcionou o desenvolvimento deste trabalho trazendo mais leveza ao texto sem
limita-lo. Nossa abordagem, perpassou por defini¢des oriundas de uma abordagem geométrica,
para a fun¢do exponencial natural, e para o calculo da area sob a faixa da hipérbole equilatera,
seguida de uma abordagem algébrica, na qual aplicaram-se algumas estruturas do Calculo com
a finalidade de averiguar a validade dos argumentos propostos, bem como do uso das proprie-
dades das fungdes reais para compor e estruturar nossa linha de raciocinio. O que nos permitiu
evidenciar algumas das principais relacdes entre as fungdes circulares, as fungdes hiperbolicas
e suas representagdes graficas por meio do software GeoGebra. Durante o desenvolvimento
deste estudo, destacou-se a real possibilidade de se ensinar sobre as fungdes hiperbdlicas desde
o ensino médio, logo apos o estudo de fungdes, dado que estas, por sua vez, ou sdo combinagdes
de fun¢des exponenciais naturais, ou sao combinagoes de fungdes logaritmicas naturais com
certas fungdes polinomiais. Cabe ressaltar, que as matrizes do grupo de Lorentz tém parametri-
zagOes que permitem escrever suas entradas como certas func¢oes hiperbdlicas e, além disso, as
hipérboles aparecem naturalmente, como se¢des conicas na Geometria Analitica. Por fim, apos
a verifica¢do das grandes semelhancas entre a trigonometria circular e a hiperbolica, suas simi-
laridades quanto as suas propriedades elementares, e suas derivadas, entre outras, utilizou-se o
software GeoGebra para dar uma construcdo capaz de diferenciar a catenaria de uma hipérbole
equilatera e de uma parabola com os mesmos vértices, o que foi realizado de um modo didatico

e acessivel ao piblico do ensino médio e/ou graduacao.

Palavras-chave: Trigonometria circular; trigonometria hiperbdlica; exponencial natural; loga-

ritmo natural; GeoGebra; ensino médio.
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ABSTRACT
The present work demonstrates a detailed study of hyperbolic functions, their possible applicati-
ons in basic education and the teaching of Calculus 1, in addition to various graphical constructi-
ons carried out with the aid of GeoGebra software. For this purpose, a study was first conducted
on circular (classical) trigonometric functions, with a historical, integrative, and interdiscipli-
nary vision. The aim was to obtain an intrinsic relationship between the natural exponential,
the natural logarithm, hyperbolic functions and circular trigonometry. Both the argumentation
and the constructions related to hyperbolic geometry presented here prioritized the basic kno-
wledge related to this theme, which is widely studied in basic education. This fact, however,
only directed the development of this work, bringing more lightness to the text without limiting
it. Our approach included definitions originating from a geometric approach, for the natural
exponential function, and for calculating the area under the range of the equilateral hyperbola,
followed by an algebraic approach, in which some structure of Calculus structures were applied
with the purpose of verify the validity of the proposed arguments, as well as the use of the pro-
perties of real functions to compose and structure our line of reasoning. This allowed us to
highlight some of the main relationships between circular functions, hyperbolic functions, and
their graphical representations using GeoGebra software. During the development of this study,
the real possibility of teaching about hyperbolic functions from high school onwards, right af-
ter the analysis of functions, was highlighted, given that these, in turn, are either combinations
of natural exponential functions or combinations of natural logarithmic functions with certain
polynomial functions. It is worth mentioning that the matrices of the Lorentz group have parame-
terization that allow their entries to be written as certain hyperbolic functions and, furthermore,
hyperbolas naturally appear as conic sections in Analytical Geometry. Finally, after verifying
the great similarities between circular and hyperbolic trigonometry, their similarities in terms of
their elementary properties, and their derivatives, among others, software GeoGebra was used
to provide a construction capable of differentiating the catenary of an equilateral hyperbola and
a parabola with the same vertices, which was carried out in a didactic way and accessible to high

school and/or undergraduate audiences.

Keywords: Circular trigonometry; hyperbolic trigonometry; natural exponential; natural

logarithm; GeoGebra; high school education.
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1 INTRODUCAO

Antes de iniciar uma discussdo sobre o tema abordado neste trabalho, fazem-se ne-
cessarias algumas observagdes pertinentes que poderdo direcionar o leitor a formular juizos de
valor que estejam de acordo com a proposta apresentada nele. O trabalho aqui delineado, ¢ o
resultado de um didlogo continuo com meu orientador, o professor Anderson L. P. Porto I sobre
o tema que deveria ser desenvolvido. O qual foi concebido, inicialmente, visando a aplicacao
direta em sala de aula pelo autor. Entretanto, dadas as dificuldades, de ordem cronologica, que
foram enfrentadas neste periodo, optou-se no fim, pela conclusdo deste mediante a realizacao
de uma pesquisa bibliografica, salientando que o autor assume o compromisso com a discussao
dos temas e suas possiveis implementagdes a posteriori, além da divulgag¢do de seus resultados.
Durante as reunides e discussdes com a finalidade de delimitar o tema a ser desenvolvido e a
amplitude de sua abrangéncia, optou-se por escolher algo que contemplasse tanto a possibili-
dade real de aplicagdo e intervencdo diretas junto aos discentes da educagdo basica do ensino
médio da Bahia, por ser a realidade com a qual o autor trabalha desde julho de 2002, como
também por alcangar os objetivos do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacio-
nal - PROFMAT, o qual visa atender prioritariamente professores de Matemadtica em exercicio
na Educagdo Basica, especialmente, de escolas puiblicas, que busquem aprimoramento em sua
formacao profissional, com énfase no dominio aprofundado de conteido matematico relevante
para sua docéncia. Assim, considerando estes balizadores e amparados nos livros didaticos re-
cebidos do Programa Nacional do Livro Didatico do Ensino Médio - PNLEM de 2005-2008 e
de 2018-2019 dos autores Iezzi ef al. (2004) 2 ¢ Dante (2016) 3 respectivamente, é que surge
entdo a proposta de trabalho com as fungdes hiperbodlicas, dadas as grandes contribui¢des que
esta poderia trazer para o nosso publico alvo. Deste modo, ressalta-se que nossa abordagem,
em varias partes do texto, esta voltada para um professor/estudante de nivel médio, podendo ser
fundamental, ou para um aluno de Pré-Célculo ou Célculo I, que busca alternativas para com-
preender de forma mais elementar e embasada a teoria que envolve a descoberta e o estudo das
fungdes hiperbolicas, incluindo topicos sobre limites e derivadas. Assim, nao serdo abordados
topicos mais avangados da geometria hiperbodlica, tais como a existéncia de tridngulos cuja soma
de seus angulos internos seja menor do que 180° nem da existéncia de outras geometrias nao-
euclidianas nas quais a soma dos angulos internos de um triangulo € maior que 180°, a exemplo

da geometria esférica 4

, uma vez que este estudo ainda se configura como uma possibilidade
a ser desenvolvida em trabalhos futuros na educag@o basica, podendo ser complementada em

qualquer tempo por aqueles que juntamente conosco quiserem implementar esta proposta e com-

' Prof. Dr. lotado no ICT - Diamantina - UFVIM e docente do PROFMAT do Campus de Teéfilo Otoni - MG.
2 Nesta obra os temas aqui abordados podem ser encontrados no capitulo 6: Fungdo Exponencial. p. 178-185,
235 e no capitulo 7: Fun¢do Logaritmica. p. 200, 201-218-224, 229, 230.

A mesma proposta pode ser encontra aqui no capitulo 4: Fun¢do Quadratica. p. 120, 121, 138, 139, no capitulo
5: Fungdo Exponencial. p. 159-163, 167-171 e no capitulo 6: Fung¢do Logaritmica. p. 189-196.

Um bom exemplo da abordagem sobre as Geometrias ndo-euclidianas com uma abordagem voltada ao nivel da
educagdo basica pode ser encontrada em (THOMAZ; FRANCO, 2007) na qual os autores realizam o estudo da
geometria esférica riemanniana a partir da geometria euclidiana.
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partilhar seus resultados, bem como, a superagao de seus obstaculos que, por enquanto, fogem
ao espectro de uma pesquisa de cunho bibliografico, mesmo que esta conte com uma visao pau-
tada no chdo da escola, posto que a pratica sempre apresenta uma dindmica préopria e peculiar,
advinda da agdo conjunta de fatores imprevisiveis que interferem diretamente nas relagdes entre
o professor, como mediador do conhecimento e os educares, como protagonistas da sua propria
aprendizagem.

Nossa abordagem, consiste num esfor¢o semelhante ao do grande matematico Vin-
cenzo Riccati (1707-1757), que segundo Maor (2008, p. 189), era intrigado pela semelhanca
entre as equacdes: x> —y? = 1 e x> +y”> = 1. As quais representam a hipérbole ¢ o circulo unit-
rio, respectivamente. Ele desenvolveu sua teoria das fungdes hiperbolicas inteiramente a partir
da geometria da hipérbole, e mesmo assim, desde os primérdios do desenvolvimento dessa te-
oria, encontrou tantas semelhancas de defini¢cdo, de usos, de propriedades e de notacdo com as
fungdes trigonométricas circulares sen(x) e cos(x), para as quais de acordo com Eves (2004)
usava as notagdes Sc e Cc, respectivamente, que o levaram também, em 1957, segundo Maor
(2008, p. 188) a introduzir a notacdo Ch e Sh para as fungdes cosseno e seno hiperbolicos. En-
tretanto, de acordo com este autor e com Alhadas (2013, p. 8-9), o primeiro desenvolvimento
sistematico da teoria das func¢des hiperbolicas, “incluindo a notagdo atual para essas fungdes”
foi feito por Johann Heinrich Lambert, mais conhecido por Lambert, de modo analogo ao que
fez Leonard Euler (1707-1783) para as fungdes circulares.

Atualmente, em notagdo moderna, escrevemos senh (x) e cosh (x) para especificar
que estes elementos foram originados da representacdo grafica da hipérbole de semi-eixo focal
medindo 1 e centrada na origem do sistema cartesiano ortogonal, ao qual hoje chamamos de
hipérbole unitaria em referéncia direta ao sen (x) e ao cos (x) empregados desde os trabalhos de
Euler como as fungdes circulares. Vale lembrar que estas tltimas notagdes ja foram recompila-
das para agregar a representacdo moderna destes conceitos.

O presente trabalho foi estruturado em sete capitulos, de modo que, no capitulo 1,
delineamos as motivagdes e as principais estratégias que utilizamos na constru¢do de uma vi-
sdo panoramica acerca da teoria das fung¢des hiperbdlicas, possibilitando ao professor/estudante,
aprender/ensinar sobre este tema, delimitando assim o nosso publico alvo. E, inserindo o debate,
na forma de questionamentos, sobre o tipo de relagdo existente entre a hipérbole equilatera e a
exponencial natural. Direcionando assim, o caminho da (re)constru¢do, do nossos conhecimen-
tos sobre as fungdes hiperbolicas, através da andlise comparativa de suas relagdes com as das
fungdes circulares elementares.

No capitulo 2, nosso foco concentrou-se na compreensdo dos fatos e personagens
histéricos que contribuiram diretamente para o desenvolvimento teorico, sobre as fungdes hiper-
bolicas, buscando destacar o papel, alavancador, das descobertas matematicas, enquanto conhe-
cimentos construidos social e culturalmente. De modo que, estes podem ser lapidados enquanto
sdo construidos. Assim, iniciamos o estudo analisando o contexto historico no qual se encon-

tram imbricados tanto a origem e o desenvolvimento das funcdes hiperbolicas quanto os das
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funcdes circulares elementares. E estes, por sua vez, quando realizados de modo comparativo
evidenciam importantes nuances da teoria das fung¢des hiperbolicas que surgem, geralmente, de
modo implicito no desenvolvimento tedrico, salientando ainda, como estas se relacionam com
a exponencial natural. Por outro lado, destacamos alguns dos conceitos matematicos fundamen-
tais referentes a estas funcdes, passando por uma discussao minuciosa de algumas propriedades
das fungdes hiperbodlicas, como vemos no capitulo 3, onde abordamos de forma concisa alguns
dos principais topicos da trigonometria elementar circular, destacando propriedades que serdo
utilizadas na abordagem da trigonometria hiperbolica. Enquanto no capitulo 4 abordamos, sob a
oOtica das geometrias euclidiana e cartesiana, a constru¢ao geométrica com régua e compasso da
hipérbole e sua forma algébrica canonica derivada da geometria analitica, baseada numa abor-
dagem focal, enfatizando a possibilidade de sua constru¢do com régua e compasso, bem como
das relacdes existentes entre as formulas da hipérbole equilatera e da circunferéncia unitaria e
das derivadas destas fung¢des. Explicitando ainda como principal caracteristica sua relagdo com
as fungdes exponencial natural e logaritmica neperiana, e a relagdes inversas entre as fungdes e*
e In(x) . Para tanto, definimos, em termos geométricos, o valor de e* , destacando como ponto
importante o estudo da paridade destas fungdes.

Por sua vez, no capitulo 5, abordamos a constru¢do das fungdes hiperbolicas ele-
mentares ¢ de suas inversas ressaltando, tanto as relagdes construtivas destas em fungao da
exponencial natural e do logaritmo neperiano, quanto as comparativas com as fungdes trigono-
métricas circulares elementares, asseverando suas semelhangas quanto as defini¢des, contudo,
destacando as diferencas que expressam quanto a seus resultados. Ainda neste capitulo apresen-
tamos o software GeoGebra como uma ferramenta tecnoldgica e pedagdgica essencial para o
desenvolvimento do trabalho com as funcdes hiperbdlicas, em sala de aula, descrevendo rapida-
mente sua interface ¢ utilizagao.

Por conseguinte, no capitulo 6 desenvolvemos uma atividade didatica na qual o
software GeoGebra constitui-se como principal ferramenta tecnologica de uso pedagdgico com
grande potencial dinamizador para o ensino de matematica através da resolucao da conjectura
de Galileu sobre a catenaria, curva que ele pensava ser uma parabola, na qual priorizam-se as
representacdes graficas e as estruturas algébricas destas curvas representadas com o referido
software. Neste contexto, utilizamos a equagao geral das conicas e a equacao da catendria para
demonstrar que esta ndo pode ser uma parabola. E de modo andlogo, utilizamos a equagdo da
hipérbole translada com eixo real sobre o eixo das ordenadas para demonstrar que a hipérbole
também ndo pode ser confundida com uma parébola.

E por fim, no capitulo 7, apresento como conclusdo deste trabalho as limitagdes
e possibilidades identificadas para que o estudo das fungdes hiperbolicas seja uma realidade
em nossas escolas de nivel médio, destacando o papel central do conhecimento matematico
construido historicamente ¢ de modo contextualizado. Algumas das discussdes presentes no

texto encontram justificativas mais aprofundadas, descritas e/ou indicadas, no Apéndice A, que
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trata das ideias relacionadas aos conceitos de angulos, de rotagdo de eixos, e de area oriundos
da hipérbole unitaria.
1.1 Uma breve abordagem histdrica

Desde os tempos mais remotos da humanidade o homem tem desenvolvido técnicas
de produgdo e de armazenamento de alimentos cada vez mais sofisticados, visando tanto a sua
sobrevivéncia quanto a melhoria de sua qualidade de vida. E ¢ na busca da melhoria destes
padrdes que ele se envolve com o desenvolvimento de técnicas de cultivo, de produgado de expli-
cacdo de fendmenos naturais ou ndo, com a criacao de ferramentas cada vez mais tecnologicas
como vemos em Eves (2004), o que nos leva a produzir de modo interligado tanto a sua cultura
como o seu conhecimento ancestral.

Conhecimento este que pode ser identificado de forma particular reconhecendo-o
como conhecimento egipcio, maia, inca, romano, grego, etc, de acordo com D’ Ambrosio (1998).
Tais ensinamentos estdo carregados de simbologia e de significados bem como de técnicas das
mais variadas. O que nos mostra que se pode falar da etnomatematica remanescente destes po-
vos. A matematica que se conhece e estuda-se esta repleta de contribuigdes significativas destes
diversos etnos que devido as estruturas de poder, e das necessidades do comércio chegaram até
nossos dias. Muitas técnicas foram desenvolvidas desde entdo, entretanto as demandas de cada
€poca tais como a revolugao agricola, o renascimento, o iluminismo também chamado de 4 era
da razdo, o periodo das grandes navegacdes, e as revolugdes industriais e tecnoldgicas junta-
mente com a globaliza¢do acabaram por selecionar e cristalizar algumas formas de se conhecer,
trabalhar e pensar. E neste cenario, desde a antiguidade, a matematica vem se configurando
como grande ferramenta de trabalho, uma vez que segundo D’Ambrosio (1998) “o proximo
passo necessario deste desenvolvimento consiste na busca de uma fundamentagao teorica, de
um substrato conceitual no qual essas técnicas, habilidades e praticas se apoiam” e € justamente
ai que a analise historica nos ajuda muito, pois aproxima e indica convergéncias salutares entre
a etnomatematica e a historia das ciéncias de um modo geral. Deste modo, ao abordar a origem
histdrica desse corpo de conhecimentos estruturado de forma logica e axiomatica que se chama
Matematica, cabe situa-la ndo no mundo platonico ideal, nem tdo pouco no mundo limitado
da necessidade, ou da utilidade imediatista, mas sim no plano das possibilidades onde o que
governa o mundo ndo ¢ o nimero, mas sim a acdo, a engenhosidade, a criatividade baseada
naquilo que D’ Ambrosio (1986) chamou de realidade - acdo - reflexdo, que coloca a historia
do nosso desenvolvimento racional, e porque ndo dizer matematico, como ponto alavancador e
integrador que ¢ capaz de gerar mais engajamento, significado ¢ valor trazendo assim uma maior
compreensdo sobre aquilo que se esta tentando ensinar, do que aquela gerada pela apresentacdo
de algo pronto acabado e asséptico. Como algo alheio a realidade, mas que deve ser interna-
lizado e compreendido como essencial € sumamente importante. Tal pratica carece de revisao,
pois como nos ensina Epstein (1991) ha uma diferenca gigantesca entre o signo, ou o super signho
idealizado por Descartes, em suas “Regras para a dire¢do do espirito” onde ele se refere a um

método que “aliviaria a memoria, diminuiria a lentiddo de nosso pensamento e ampliaria a



19

nossa capacidade mental” ¢ o seu significado, assim como entre a técnica ¢ a historicidade que
a justifica, que a elabora, que a transforma, que a lapida e que a axiomatiza, a fim de utiliza-la
em contextos diversos. Mas ainda neste caso, a historicidade da técnica, seja ela algoritmica
ou de qualquer outro tipo, ainda lhe possibilitard uma transposi¢do didatica menos traumatica
€ mais assertiva, uma vez que leva em si a possibilidade do refinamento, de um raciocinio que
considera o erro, € a comparagao como partes importantes do processo de ensino-aprendizagem.
Desta forma, munidos deste pensamento, ¢ que buscamos as raizes e as motivagdes que levaram
as descobertas sobre o que conhecemos hoje sob a efigie das func¢des hiperbolicas.

De acordo com Goémez, Frensel e Santo (2010) a primeira referéncia histérica que
encontramos sobre o uso de fungdes hiperbolicas ¢ no trabalho de um ex-aluno de Eudoxio
na academia de Platdo: Menaecmus (380-320 a.C., aproximadamente). Tais fungdes surgiram
naturalmente enquanto ele buscava resolver trés problemas famosos da Geometria grega: a tris-
sec¢ao do angulo, a duplicagdo do cubo e a quadratura do circulo. Ele foi o primeiro a mostrar
que ao seccionar-se um cone com um plano ndo paralelo a sua base poder-se-iam obter elipses,
parabolas e hipérboles.

Ainda de acordo com este autor, encontramos nos escritos do matematico grego
Pappus de Alexandria (290-350 a.C.) a indicagdo de que o primeiro tratado sobre as secgoes
cOnicas que apresentava um estudo cuidadoso sobre as curvas conicas e suas propriedades fora
claborado pelo gedmetra grego Aristeu: “o Ancido” (370-300 a.C.). Esta obra era conhecida
pelo matematico grego Euclides de Alexandria (325-265 a.C.), que nao se aprofundou nesse
tema ao elaborar a sua obra: Os elementos, deixando aos interessados no assunto a necessidade
de consultar a obra original de Aristeu.

Os escritos de Aristeu permaneceram inalterados por duzentos anos até que outro
matematico grego: Apolonio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e aprimorou tanto os resulta-
dos de Aristeu quanto os de Euclides nos oito exemplares de sua obra: Sec¢oes Conicas.

Nesse interim, Galileu Galilei (1564 - 1642) conjecturou que a curva formada por
uma corrente suspensa, fixada por dois pontos e, sujeita apenas a a¢do da gravidade, era uma
parabola. Entretanto, muitos anos depois, Christian Huygens (1629-1695) mostrou que a con-
jectura ndo era verdadeira. O tempo passa, € a conjectura de Galileu é esquecida, até que, em
maio de 1960, Jakob Bernoulli (1654 -1705), publica a conjectura Galileu no “Acta erudito-
rium”, jornal que Leibniz havia fundado oito anos antes, onde a demonstra¢do da conjectura
foi proposta como desafio, para toda a comunidade cientifica da época. Contudo, somente em
junho de 1961, um ano depois de Jackob Bernoulli ter proposto o desafio, foi que o Acta publi-
cou as trés solugdes corretas que foram apresentadas, por Huygens , Leibniz e Johann Bernoulli.
Ap6s estes eventos, de acordo com Alhadas (2013), ja em 1761, na obra “Mémoire Sur Quel-
ques Propriétés Remarquables Des Quantités Transcendantes Circulaires et Logarithmiques”,
¢ que Lambert (1728 — 1777), apresenta as fungdes hiperbolicas. Entretanto, somente em 1768
em sua “Observations Trigonométriques” é que ele introduz as notagdes senh (¢), cosh (@) e

tgh(¢) ao realizar uma comparagéo entre os quocientes das fun¢des trigonométricas circulares
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¢ hiperbolicas comparando-as as fungdes transcendentes circulares sen (1) ¢ cos (u) e suas ex-

pressoes analogas, definindo assim as “Quantitiés Transcendantes Logarithmiques™: M e
fe? As quais ele tratou explicitamente, na sua forma funcional
) ( 1 ) =
e=lim(1+4+—-) = —
3 n n= !
e como a série de poténcias,
2 3 n o N
X< x X X
f(x):1+x+5+§+...+m_|_...: Om (D
P
obtendo entdo,
¢ _ ¢
e’ —e
senh (¢) = ——— 2
© -
er e
cosh(¢) = — 3)

fornecendo assim, os conceitos e as notagdes modernas que utilizam-se atualmente e todas as

demais relacdes que derivam da interagdo entre o seno e o cosseno hiperbolicos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Ao estudar as fungdes hiperbdlicas deparamo-nos com uma série de conceitos que
foram construidos em momentos distintos na histéria da humanidade, assim como em nossa vida
escolar. Desta forma, com o objetivo de rememorar, aglutinar e consolidar os conhecimentos ja
adquiridos, sera feita uma revisdo panoramica, e simplificada sobre alguns dos temas que fun-
damentardo o enfoque aqui sugerido. Espero que essa abordagem seja rica o suficiente, para dar
uma nova roupagem ao estudo destes temas, e que seja capaz de inspirar estudantes e professores
a fortalecerem tanto as suas aprendizagens quanto a sua praxis, com uma abordagem cunhada
na forga da historicidade de cada povo que forma a nossa matriz matematica cultural geral e no
desenvolvimento do rigor matematico necessario, introduzido pelo método axiomatico que rege
atualmente a area de Matematica e suas tecnologias.

Neste trabalho, considerou-se como fator decisivo e preponderante, a descri¢ao pre-
sente na introdugdo da Base Nacional Comum Curricular - BNCC, ao referir-se a estrutura for-
mal do novo ensino médio e a implantacdo do protagonismo juvenil mediado pelo desenvolvi-
mento ¢ acompanhamento do projeto de vida pessoal dos educares, como estratégia de ensino
ao afirmar que, a escola que acolhe as juventudes deve “favorecer a atribuicdo de sentido as
aprendizagens, por sua vinculagdo aos desafios da realidade e pela explicitacdo dos contextos
de produgdo e circulagdo dos conhecimentos” (BRASIL, 2018, pag. 465), o que certamente
engloba o contexto historico como necessario e relevante.

Neste aspecto, segundo Eves (2004), podemos ver claramente, que os conhecimen-
tos sobre as propriedades do tridngulo retangulo, tais como: possuir um angulo reto, e de ter
lados que apresentam a relagdo: a® = b? + ¢ ; conter dois angulos complementares; possuir to-
dos os lados formados por linhas retas e ser tal que, a soma da medida de todos os seus angulos
internos seja igual 180°, refletem a evolucdo de um conceito que permeou toda a antiguidade
classica de forma pratica em diversos povos, o que situa essa figura geométrica no corpo de
conhecimento desenvolvido simultancamente, em alguns casos, ¢ inicialmente em outros, pe-
los egipcios, com os estiradores de cordas, pelos gregos, com a geometria plana euclidiana,
pelos platonicos e pitagoricos, com o mundo matematico ideal e, pela geometria analitica carte-
siana. Sendo que este Ultimo, se configura como importante fulcro axiomatico que possibilitou,
segundo o referido autor, o desenvolvimento de novos tipos de geometria a partir dos questiona-
mentos de seus fundamentos, tais como o do quinto postulado de Euclides. E, estes desenvolvi-
mentos, de acordo com Alhadas (2013) levaram a descoberta de novas geometrias, mais gerais, e
das quais a geometria euclidiana ¢ apenas um caso particular. Dentre estas, estd a Geometria Hi-
perbolica, a qual se origina a partir dos estudos independentes de sua propria geometria, mas que,
desde o inicio de seu desenvolvimento, vem sendo comparada com o desenvolvimento da geo-
metria euclidiana que rege as fungdes circulares basicas chamadas de seno, cosseno e tangente
e de suas inversas. Isto se da, principalmente, devido a similaridade das férmulas encontradas

nos dois contextos.
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2.1 A funcio exponencial natural

Durante a educag¢ao basica trabalha-se com a ideia de fungao, ¢ muitas vezes, obtém-
se uma melhor compreensdo do seu significado, quando aplicam-se estes conceitos a situagdes
reais, ou mais proximas da realidade dos nossos educandos. Esta pratica se processa de diversas
formas, principalmente, ao se estudar as fun¢des afins e as fun¢des quadraticas. E seguindo
esta abordagem, encontra-se em Dante (2016) que a base de uma fun¢do exponencial y=a" é o
namero a, que deve ser positivo ¢ ndo pode ser igual a 1. O que evidéncia a existéncia de uma
infinidade de func¢des exponenciais, de acordo com as mudancas de suas bases. Entretanto, para
a educacao basica, ¢ mais compreensivel que as fungdes exponenciais contenham bases naturais
e racionais, nao sendo comum o uso de exemplos de fungdes com bases irracionais. Assim, ¢ em
busca de fun¢des exponenciais, cuja base ainda ndo ¢ familiar no ensino de nivel fundamental e
médio, mas que apresentam propriedades importantes, que surge a funcdo exponencial natural
y=-e¢", onde, e =2,718281828... € um nimero irracional.

Inicialmente, a funcao exponencial natural surge a partir da matematica financeira,
quando Jacob Bernoulli, ao trabalhar com juros compostos, imaginou um problema curioso que
envolvia este cenario. O raciocinio utilizado por Jacob consistia basicamente em se perceber
que, ao trabalhar com este sistema de capitalizagdo, notamos que, quando um capital C sofre
um aumento de uma porcentagem i, entdo, o novo valor deste capital serd dado por C + Ci, ou
seja, ¢ igual a C(1+1). Imagine agora que este capital C sofra n aumentos sucessivos da mesma
porcentagem i, e que cada aumento incida sobre o valor anterior atualizado, entdo, o valor final
do capital inicial C é igual a C(1+i)" que ¢ a formula dos juros compostos J :=C - (1+1i)". E
de acordo com Eves (2004), os povos da mesopotamia ja usavam este método de forma bastante
aproximada ha mais de 3.000 anos em suas transacdes comerciais. Entretanto, o raciocinio
utilizado por Jacob consistia numa pequena inversao.

Ao considerar que o empréstimo de um valor igual a 1, fosse feito por um banco,
cobrando-se juros de 100% ao ano. O que logicamente, em notag¢do atual, nos mostra que a
pessoa deveria pagar o dobro do valor tomado como empréstimo depois de decorrido 1 ano, uma
vez que uma taxa de 100% significa que i = 100% = % = 1, como representado na Tabela 1.
Entretanto, Jacob comecgou a pensar em uma forma de manter, aparentemente, o mesmo contrato
de empréstimo, todavia ganhando mais. Ele pensou entdo em dividir o juro pela metade, mas
cobrar a cada semestre. E entdo, aplicando a formula dos juros compostos percebe-se que a
pessoa X deveria pagar pelo mesmo empréstimo, (1 + %)2 = 2,5 depois de decorrido 1 ano do
empréstimo. E, dando continuidade a esta ideia, o juros de 100% ao ano poderia ser dividido
em partes cada vez menores, sendo cobrados em periodos de tempo também menores, como
pode-se ver na Tabela 1.

Observando os resultados constantes nesta tabela, na qual se expressa a relagdo entre
o periodo de incidéncia dos juros e o valor a ser pago durante 1 ano, para alguns valores de n,

notamos que o Ultimo niimero a surgir, quando consideramos que n — oo (isto ¢, quando n ¢ muito
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Tabela 1 — A funcio exponencial natural a partir da matematica financeira

Periodo de incidéncia de juros Formula Valor a ser pago depois de 1 ano

Ano (1+1)! 2

Semestre (1+ )2 2,5
Més (1+ )1 2,613...
Dia (1+ 565)36 2,71457...
Hora (1+#0)8760 2,718126...

Minuto (14 53355 260 2,7182792...

Infinitamente pequeno (1+ ,—1) ",n— oo 2,718281828459...

Fonte: Dante (2016, p. 169).

grande), ¢ o numero 2,718281828459..., que ficou conhecido como o “numero €” ou “numero
de Euler”. Este nimero representa o valor a ser pago pelo juros decorrente de um empréstimo
de 1 unidade de dinheiro a juros de 100%, contabilizados continuamente, ou seja, em periodos
de tempo “infinitesimais” (minusculos e cada vez menores). Esta, ¢ uma abordagem rica em
aplicacdes e com significados que podem ser trabalhados por toda a educagao basica, uma vez
que apresenta um contexto historico de simples compreensdo , cujo contetido ja ¢ trabalhado
desde o Fundamental II. O que acaba enriquecendo ¢ trazendo um pouco de familiaridade ao
processo que origina o numero e. Note que este numero supre os requisitos da defini¢cdo de
fungdo exponencial, uma vez que ¢ um namero real, diferente de um e é positivo. Assim, fazendo
a=72,718281828459... = ¢ , na fungdo y = a* obtemos a fungdo y = ¢*, também conhecida
como “fun¢do exponencial natural”.

E claro que existem outras formas de se introduzir o niimero e, também conhecido
por numero de Euler, nos estudos da educagdo basica. E isto, claramente ira depender dos anos
nos quais se esta trabalhando, mas acredita-se que esta abordagem, possa ser eficiente para todas
as turmas que ja tiveram algum contato com a matematica financeira.

A abordagem acima, abrange conceitos que ainda nao estdo plenamente desenvolvi-
dos, durante os primordios da educagdo, embora estejam presentes nos curriculos da educacao
basica desde sempre, o que nos mostra a possibilidade de trata-los aqui, mesmo que de forma
simplista, utilizando-se a didatica da exposicao e¢ apresentagdo, da qual sempre langa-se mao,
em nossas salas de aula, quando precisamos ensinar algo, que ndo ¢ parte do senso comum dos
nossos educandos.

Agora que ja discutimos um pouco, sobre a origem do niimero e, € consequente-
mente da funcdo y = e*. A seguir, neste texto, buscaremos explicitar a conexao entre este
numero, ¢ a area sob a faixa da hipérbole equilatera, uma vez que o angulo 6, representado na
hipérbole da Figura 47, apresentada a posteriori, serd definido em termos da area sob esta curva,

cuja demonstragdo consta do Apéndice A. Desta forma, quando tratarmos o assunto relativo a
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hipérbole, sera feita uma abordagem que estara de acordo com o textos de Santos et al. (2015),
Freitas et al. (2015) , Santos (2022), Rodrigues (2014), Silva (2019a) e Vasconcelos et al. (2013)
que utilizam a comparagdo grafica entre as areas das figuras planas que podem ser formadas na
hipérbole a partir de seu eixo de simetria, especialmente porque durante a educacdo bdasica ¢

comum no desenvolvimento dos temas deste nivel o trabalho que contempla estes conceitos.

2.2 Funcoes Circulares

Nosso foco nesta se¢do ¢ trabalhar de modo breve algumas das principais estraté-
gias e formas de abordagem utilizadas, rotineiramente, no desenvolvimento dos estudos sobre
as fungdes circulares, levando em conta que o estudo mais detalhado j& acontece de forma regu-
lar durante o ensino médio. Entrementes, o estudo das fung¢des hiperbolicas dar-se-a de forma
comparativa a abordagem utilizada para o estudo das fungdes circulares, logo, serdo apresen-
tados apenas alguns resultados oriundos deste estudo. Tal abordagem nos ajudara a delinear,
com maior assertividade e clareza, um caminho para o estudo das fung¢des hiperbolicas, desde
o ensino médio até uma turma de Célculo I, que contemple e potencialize os conhecimentos ja
consolidados sobre as fungdes circulares de modo a desenvolver o conhecimento mais amplo
sobre as fungdes hiperbolicas de forma integrada e complementar. Deste modo, apenas alguns
trechos da teoria serdo abordados aqui, sempre que contribuirem para dinamizar nossa compre-
ensdo sobre as fungdes hiperbolicas.

As fungdes circulares sdo fungdes originadas da anélise feita sobre a circunferéncia
unitaria cuja representacao grafica possui um centro C coincidente com a origem & do sistema
cartesiano ortogonal, ou seja, C = & = (x,y) = (0,0). O estudo dessas estruturas ja considera a
aplicacdo dos conceitos e propriedades do tridngulo retangulo ¢ das relagdes existentes entre os
seus lados e angulos. Assim, considere um tridangulo retangulo representado conforme a Figura
1, na qual o Teorema de Pitagoras expressa a relagdo entre os lados do tridngulo e as areas das
figuras que podem ser construidas utilizando cada um deles como base. Esta relagdo ¢ expressa

genericamente da seguinte forma:
(AC)* = (AB)* + (BC)? @)

Na qual os lados representados pelos segmentos AB e BC de vértice comum B e angulo ABC =
o = 90° sdo chamados de catetos (do grego kdthetos) que quer dizer: baixado ou perpendicular.
Enquanto o segmento AC recebeu o nome de hipotenusa, (do grego hypotenusa) caracterizando-
se por ser oposto ao angulo reto no tridngulo retdngulo como vemos em Cardoso (2001). As
relagdes entre as medidas dos lados do triangulo retangulo ABC recebem nomes especificos.
Assim, considerando-se A como angulo de referéncia na Figura 1 , dizemos que,

send = 5¢ (5)

AC

AB

cosA = —
AC

(6)
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BC
lA:: 7
8A === (7)

Figura 1 — Tridngulo Retangulo Euclidiano

C

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com o desenvolvimento da geometria analitica cartesiana, os vértices do tridngulo
retangulo passaram a ser representados no plano cartesiano ortogonal por pares ordenados do
tipo P(x,y) e os conceitos de seno e cosseno de um angulo agora passaram a ser expressos como
os valores representados nos eixos coordenados Ox e Oy. No caso particular em que o lado
BC mede uma unidade, o valor de cos B corresponde a abcissa do ponto A do tridngulo abaixo,
enquanto que o valor do sen B serd o valor da ordenada do ponto C do tridngulo abaixo, que
poderia estar localizado em qualquer um dos 4 quadrantes do plano cartesiano. Assim, percebe-
se que o tridngulo retangulo da Figura 1, foi colocado no plano cartesiano de forma que o vértice
B esteja na origem do sistema, ou seja, B = (0,0) e que os segmentos AB e BC sejam paralelos

e coincidentes com os eixos Ox e Oy, respectivamente, conforme a Figura 2.

Figura 2 — Tridngulo Retingulo no Plano Cartesiano

=1

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As primeiras ideias sobre as fung¢des circulares, como a maioria das ideias matema-
ticas, ndo podem ser atribuidas unicamente a algum dos grandes matematicos da nossa histéria
uma vez que tais ideias podem ser percebidas através de nossos registros histéricos como cons-
truidas em diversos momentos de nossa historia comum, e até mesmo antes destes registros em
diversos lugares e civilizagdes. Entretanto, pode-se falar das pessoas que conseguiram siste-
matizar ¢ organizar o conhecimento empirico acumulado ¢ disseminado pelas tradigdes orais
e escritas, colocando-os sobre uma base teorica firme, compreensivel e utilizavel. Um bom
exemplo disso, ¢ a obra de Euclides chamada de “Os Elementos”. Esta forma de ver o mundo,
nos mostra a evolucao do conhecimento matematico situando-o inicialmente, no mundo empi-
rico da matematica sincrética e, desenvolvendo-se, até generalizar-se no universo da matematica
axiomatica e analitica idealizado por René Descartes, por exemplo.

Seguindo esta linha de pensamento encontramos na histéria da Matematica, de
acordo com Alhadas (2013), que Leonard Euler (1707 - 1783) foi o personagem principal no
estabelecimento do conhecimento formal, axiomatico e analitico que colocou as fungdes circu-
lares no patamar de conhecimento estruturado como se conhece, hoje em dia. E, de acordo com
Eves (2004), as raizes etimologicas, e os significados dos nomes atuais das fungdes trigonomé-
tricas, com exce¢do do seno, ficam claros a partir de sua interpretagao geométrica, quando se
coloca o angulo 6 no centro de um circulo de raio unitario.

Assim, na Figura 3, se o raio do circulo ¢ uma unidade, os valores de tg 6 ¢ sec 0,
sdo dados pelos comprimentos do segmento de tangente MC e pelo segmento de secante OC,

notando-se que o angulo OMC é reto.

Figura 3 — O Tridngulo Retangulo no Ciclo Trigonométrico

y

Fonte: Elaborado pelo autor.

E assim, de acordo com Eves (2004) pode-se notar que, co-tangente significa, sim-
plesmente, “tangente do complemento” e assim por diante. Este fato também pode ser percebido
ao observarmos as seis fungdes trigonométricas conjuntamente na Figura 4.

E ainda de acordo com este autor, as fungdes tangente, co-tangente, secante € co-
secante foram conhecidas por varios outros nomes, surgindo estes particulares, no maximo, até

o fim do século XVII. Ja a origem da palavra seno ¢ curiosa.
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Arybhata usava ardba- jya (semi corda) e também jya-ardba (corda metade)
e por brevidade escrevia apenas jya (corda). Partindo de jya os arabes foneti-
camente derivaram jiba que, devido a prética entre eles de se omitir as vogais,
se escrevia jb. Afora o seu significado técnico, hoje jiba ¢ uma palavra que
ndo tem sentido em arabe. Posteriormente, escritores que se depararam com
jb como abreviagio da palavra sem sentido jiba passaram a usar jaib que faz
parte do vocabulario arabe e que significa “enseada” ou “baia”. Mais tarde
ainda, ao fazer a traducdo de jaib para o latim, Gerardo de Cremona empregou
o equivalente latino sinus, de onde vem a nossa palavra seno (EVES, 2004, p.
267).

Figura 4 — As seis funcdes trigonométricas no circulo
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E, apesar de existirem outras unidades de medida de angulos, numa circunferéncia
trigonométrica, a abordagem mais comum das fungdes circulares no ensino médio, prioriza a
apresentacao da noc¢do de angulo expresso em radianos ou em graus. No entanto, como nosso
objetivo é relacionar o conhecimento ja consolidado referente as fungdes circulares, com aqueles
provenientes das fungdes hiperbolicas, ¢ conveniente definir este angulo em termos de unidades
de area, expandindo assim o conceito de angulo, de modo a equipara-lo com o angulo hiperbolico
como vemos em Freitas ef al. (2015), Santos et al. (2015), Alhadas (2013), Vasconcelos ef al.
(2013) e Silva (2019b). Para tanto, considere a representagao apresentada na Figura 5.

Sabe-se que a area do setor circular ¢ dada por: Agc = 97’2 , sendo O o arco dado
em radianos. Como temos r» = 1, entdo, Agc = %. E deste modo, vemos que o angulo do setor
circular pode também ser expresso em unidades de area. Donde segue que 6 corresponde ao
dobro da area da regido circular delimitada pelos pontos A e B visto que 6 = 2Agc.

Ao se considerar a circunferéncia trigonométrica unitaria, consegue-se escrever to-
dos os valores do sen(x) e do cos(x) que figuram na primeira volta. Entretanto, para garantir que
esta relacdo vale para todo x real, precisa-se definir: o que sdo arcos congruos? E lancar mao
da funcdo de Euler para encontrar a expressdao geral de todos os arcos que possuem a mesma

extremidade.
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Figura 5 — A area do setor circular

y

Fonte: Elaborado pelo autor.

“Podemos imaginar que a fungdo de Euler consiste em “enrolar” a reta R ao
redor da circunferéncia trigonométrica de modo que o zero da reta coincida
com o ponto B = (1,0) e que o sentido positivo da “reta enrolada” seja o
sentido anti-horario. A fungdo de Euler ¢ periddica, de periodo 27, ou seja,
E(t) = E(t+2km), com k € Z (MODERNA, 2020, p. 78-81).

E, para um estudo mais aprofundado sobre a fun¢do de Euler, podemos destacar o
trabalho de Lima (2013)!, no qual é feita uma abordagem bastante interessante sobre “a fungio
de Euler e a medida de angulos”, até suas aplicagdes nas fungdes trigonométricas. Entretanto,
um estudo mais acurado sobre esta funcao fica a critério do leitor, conforme esteja mais ou

menos familiarizado com esta abordagem.

2.2.1 Funcdo seno

Agora, temos subsidio para trabalhar com as fungdes circulares. Ressalto ainda, que
faremos um estudo das funcdes circulares a partir de sua representagdo gréfica, priorizando uma
abordagem que apresente muitos pontos em comum com a realizada no ensino médio, mas que
seja capaz de realcar algumas partes essenciais da teoria. Em especial aquelas que representam

o elo de ligagdo entre partes aparentemente desconexas do contetido em estudo.

Definicao 3.2.1: A funcdo seno € a fungdo f : R — R, que associa cada niimero real x ao
numero real sen (x), ou seja, f(x) = sen (x). Esta fungdo apresenta o comportamento grafico
representado na Figura 6.

Da observacdo direta de seu grafico, na Figura 6, notamos que ela ¢ limitada, pois

os valores de sen (x) estdo todos contidos no intervalo [—1,1], logo seu conjunto imagem ¢é

1" LIMA, Elon Lages. Numeros e Fun¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013. (COLECAO PROFMAT). H4
uma abordagem concisa ¢ clara sobre a Fungio de Euler e o fato de as fung¢des trigonométricas circulares serem
periodicas no Capitulo 9.
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Im(f) = [—1,1]. O dominio e contradominio dessa fun¢do, sdo iguais a R, uma vez que ndo
ha restri¢des para os valores de sen (x) no conjunto de partida (Dominio) nem no conjunto de
chegada (Contradominio). Ela ¢ periddica, e seu periodo ¢é igual a 27, ou seja sen (x) = sen (x+
27) = sen(x+4m) =--- = sen(x+2km),Vk € Z. Por isso, a curva obtida no intervalo [0,27],
repete-se para x > 27 e para x < 0. Assim, o grafico da funcdo seno estende-se por todo o eixo
x. Além disso, possui amplitude igual a 1.

Considerando agora, que P, seja a extremidade de um arco no ciclo trigonométrico
correspondente ao numero real x, conforme definido na funcdo de Euler, entdo a projecdo orto-
gonal de P, no eixo vertical, que corresponde a ordenada do ponto P, € o seno do arco de medida

x. Esta funcao apresenta o comportamento grafico descrito pela Figura 6.

Figura 6 — Grafico da fun¢io: f(x) = sen (x)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Outra caracteristica importante ¢ que a fungdo f, que satisfaz f(x) = sen (x), é uma
fun¢do impar, uma vez que f(—x) = — f(x) para todo x real. Sendo suficiente para tal conclusio,
verificar que ao admitir-se que x e —x, sejam valores obtidos de arcos no sentido horario ¢ anti-
horario, respectivamente, ou seja, para f(x) = sen (x), pode-se ver que: f(—x) = sen (—x) =
—sen (x) = — f(x),Vx € R. Isto pode ser analisado, intuitivamente, considerando o tridngulo da

Figura 2 rotacionado de 90° em torno do eixo x.

2.2.2 Funcdo cosseno
A funcdo cosseno pode ser estudada de modo andlogo ao estudo da fungdo seno,

sendo necessaria apenas defini-la adequadamente. Assim,

Definicao 3.2.2: A fungdo cosseno, ¢ a fung¢ao g : R— R, que associa cada niumero real x ao
namero real cos (x), ou seja, g(x) = cos (x).

Considerando agora, que P seja a extremidade de um arco, no ciclo trigonométrico
correspondente ao nimero real x, nos moldes da Figura 2, e conforme definido na fungado de
Euler, entdo, a projecdo ortogonal de P, no eixo horizontal, que corresponde a abscissa do ponto
P, é o cosseno do arco de medida x. Esta fungdo apresenta o comportamento grafico descrito

pela Figura 7.
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Observando a representagdo grafica desta funcao, nota-se que ela também ¢ limitada,
pois os valores de cos (x) estdo todos contidos no intervalo [—1, 1], o que nos mostra que seu
conjunto imagem também ¢é Im(g) = [—1, 1]. Ela apresenta dominio e contradominio iguais a
R. Esta funcdo, a exemplo da anterior, também ¢ periodica de periodo igual a 2z. E devido a
isso, a curva obtida no intervalo [0, 27] repete-se para x > 27 ¢ para x < 0. Assim, o grafico da

fungdo cosseno estende-se por todo o eixo x. Apresentando também amplitude igual a 1.

Figura 7 — Grafico da fung¢iio: g(x) = cos (x)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Entretanto, ao considerarmos as imagens dos valores de x € —x, no sentido horario
e anti-horario, respectivamente, verificamos que g(—x) = g(x) donde concluimos que g(x) =

cos (x) € uma fungao par, uma vez que, g(x) = cos (x) e g(—x) = cos (—x) = cos (x).

2.2.3 Funcao Tangente

Observa-se que a tangente, representada na Equacdo 7, quando colocada na circun-

feréncia unitéria, onde os valores de seno e cosseno figuram nos eixos Oy e Ox respectivamente,
sen(x)
cos(x)
a tangente representa o comprimento DE, onde E ¢ o ponto de intersecc¢ao da reta que passa pelo

passa a ter a seguinte configuragio: rg(x) = . Neste caso, conforme a Figura 4 nos mostra,

centro da circunferéncia, e pela extremidade B do arco em estudo, com a reta ¢, das tangentes.

Assim, enquanto houver interseccao entre as retas g e ¢, havera valor definido para a tangente.

Figura 8 — Grifico da funciio: /(x) =g (x)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Note também que por defini¢do, advinda da geometria euclidiana, quando g for pa-
ralela a ¢, ndo havera interseccao entre elas. E neste caso, a tangente ndo estard definida. Tal
caso sO acontece quando cos (x) = 0, uma vez que, somente assim, teremos uma reta paralela
ao eixo da reta tangente. Esta condigdo também pode ser abordada numericamente, pois ao con-
siderar que o cosseno estd no denominador da fracdo entdo, a Unica restricdo para o dominio
dessa fungdo seria para cos (x) = 0, mas isso s6 acontece quando temos x = J 4 kx. Assim, a0
se definir a fun¢do tangente é necessario deixar esta informagao clara. E levando em conta a

discussdo acima, pode-se definir esta fungdo da seguinte forma.

Defini¢do 3.2.3: A fungdo tangente, é a fungdo h: R — {5 +km, comk € Z} — R, que associa
)

%. O compor-

tamento grafico desta fungao esta representado na Figura 8. Observe que o dominio de definicao

cada nimero real x, do dominio, ao numero real zg (x), ou seja, h(x) =1g (x) =

desta fungo retira os miltiplos de 7 somados de 7, justamente pelo fato de que, nestes pontos,

o cosseno ¢ igual a 0. Note que a funcdo tangente ¢ impar, pois

_ sen(—x) _ _ sen(x)
cos(—x) cos(x)

tg(—x) = —tg(x),Vx € Dom(h).

A partir daqui, as fungdes: cotg (x), sec (x) e cossec (x) sao obtidas das relagdes entre
0 seno e o cosseno na circunferéncia trigonométrica como vemos na Figura 4. Suas férmulas
podem ser definidas a partir desta figura.

2.2.4 Funcgdao Cotangente

A fung@o cotangente, ¢ a fungdo ¢t : R — {k7, com k € Z} — R, que associa cada
numero real x, do dominio, ao niimero real cotg (x), ou seja, t(x) = cotg (x) = % Note que

o dominio de defini¢do desta fun¢do retira os multiplos de & justamente pelo fato que nestes

pontos o seno € igual a 0. O comportamento grafico desta funcao esta representado na Figura 9.

Figura 9 — Grafico da funcio: ¢(x) = cotg (x)
h(x) = cotg (x)
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tal fungdo recebe este nome por ser a tangente do angulo complementar ao angulo
formado com a tangente do angulo de referéncia, como podemos ver na Figura 4. O conjunto

imagem de 7, é Im(t) = R. Note que a fungio cotangente ¢ impar pois,

~—

cos(—x) _ cos(x

cotg(—x) = = —cotg(x),Vx € Dom(t).

sen(—x)  sen(x)

2.2.5 Funcdo Secante

A fungio secante, é a fungdo f: R — {5 + k7, com k € Z} — R, que associa cada

1

o) Note que o

ntmero real x, do dominio, ao niimero real sec (x), ou seja, f(x) = sec (x) =
dominio de definigao desta fungdo retira os miltiplos de 7 somados de 7, justamente pelo fato
que nestes pontos o cosseno € igual a 0. O comportamento grafico desta fungao esta representado

na Figural0.

Figura 10 — Grafico da fun¢io: f(x) = sec (x)

Fonte: Elaborado pelo auto.

A secante ¢ uma reta que corta ou secciona a circunferéncia unitaria, veja sua inter-
pretagdo geométrica na Figura 4. Observe que |sec(x)| > 1. Como cosseno é uma fungéo par, o

mesmo ocorre com a fungdo secante. Seu conjunto imagem & Im(f) = (—oo, —1]U[1, o).
2.2.6 Funcdo Cossecante

A fung@o csc, ou cossecante, ¢ a fungdo g : R — {km, com k € Z} — R, que associa

1

cada ntimero real x, do dominio ao numero real csc (x), ou seja, g(x) = csc (x) = TICR

Note que, o dominio de defini¢do desta fun¢do retira os multiplos de 7, justamente
pelo fato que, nestes pontos o seno € igual a 0. O comportamento grafico desta fun¢do esta
representado na Figurall.

A csc € uma reta que corta, ou secciona, a circunferéncia unitaria. Veja sua interpre-
tacdo geométrica na Figura 4. Observe que |csc(x)| > 1. E como o seno é uma fungdo impar,

0 mesmo ocorre com a fungdo csc. Seu conjunto imagem € Im(g) = (—oo, —1]U[1,e0).



33

Figura 11 — Grafico da funcio: g(x) = csc (x)
g(x) = csc(x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Até aqui, discorreu-se sobre os fundamentos que envolvem as fungdes circulares,
posto que, uma comparagao bem sucedida entre as fungdes circulares e as funcdes hiperbolicas,
pressupde conhecimento adequado sobre as propriedades dos objetos em analise visando uma
abordagem coerente e promissora entre suas propriedades, defini¢cdes e formulas como veremos

mais adiante.

2.3 A Hiperbole

Ao buscar conhecer as propriedades das fung¢des circulares, pode-se voltar o nosso
olhar para as propriedades do objeto matematico do qual derivam todas aquelas fun¢des e suas
relagdes, digamos, a circunferéncia unitaria. Agora, para conhecer as propriedades e relagdes
que regem as funcdes hiperbodlicas, precisaremos analisar o comportamento de um novo objeto
matematico: A hipérbole.

A hipérbole, como vimos, é uma curva ja descrita e tratada de forma rigorosa nos
trabalhos de Menaecmos, de Apolonio de Perga e de D’Alambert, como podendo ser obtida a
partir da seccdo de um cone, utilizando-se um plano nio paralelo a sua base. Uma abordagem
mais detalhada sobre este fato pode ser encontrada em Siqueira (2019), onde o autor destaca
que para “Apolonio”, a conica formada pela seccao do cone por um plano qualquer, depene do
angulo de inclinacao que o plano secante forma com o eixo do cone e que,

“se os angulos & ¢ B - o primeiro sendo formado pela geratriz g, com o eixo
da superficie conica r, ¢ o segundo, pelo plano de se¢do () e 0 eixo r - ¢, da
posi¢do do plano secante com relagdo ao vértice V (se este pertence ou ndo ao
plano)”. Desta forma Quando 0 < 8 < «, o plano 7 seré obliquo, ou paralelo
a reta r, seccionando as duas folhas da superficie conica, e neste caso teremos

uma hipérbole, que é constituida por dois ramos, cada um, em uma das folhas
da superficie (SIQUEIRA, 2019, p. 50-53).

Encontra-se na Wikipédia (2023), que o cone simples ja era usado como unidade
de medida de tempo nos relogios de dgua, desde a antiguidade egipcia. Eles também usavam
recipientes cilindricos ou em forma de paralelepipedo, mas como a pressao do fluxo de agua

ndo era constante, entdo eles desenvolveram reldgios de d4gua usando o cone, na tentativa de
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minimizar esta dificuldade. O relogio de agua na forma de cone recebeu o nome de clepsidra

como podemos ver na Figura 12.

Figura 12 — Clepsidra

Fonte: http://blog.pedrasriscas.pt/bastidores/relogios-origem-evolucao/.

E posteriormente, evoluiu-se para a ampulheta de areia, que nada mais é do que
um cone duplo que mede o tempo devido ao escoamento de certo volume de areia contido no
mesmo. Aparentemente, estas ideias se conectam nos trabalhos de Arquimedes quando ele
descobre, utilizando o seu principio da alavanca, que o volume de um cilindro de altura 2H ¢
igual ao volume de um “cone duplo” de altura H, mais o de uma esfera de raio r. Fato este bem
discutido e ilustrado no excelente artigo de Avila (1986). Desta forma, o volume do cone duplo
também ¢ chamado de o volume da clepsidra e o volume restante do cilindro, uma vez retirada
a clepsidra, ¢ chamado de volume da ante clepsidra e este corresponde ao volume da esfera de
raio 7.

A inclusdo desta discussdo € importante, pois conecta termos e conceitos aparen-
temente desconexos da teoria. O surgimento do cone duplo com a ideia de volume ¢ com a
nomenclatura apresentada neste contexto, ou sejam, clepsidra e ante clepsidra. Entretanto, as
relagdes entre os volumes do cone duplo (clepsidra), da esfera e do cilindro nao sdo alvo de
nosso estudo no momento, mas ¢ possivel encontrar informagdes detalhadas em Eves (2004) e
em Avila (1986), caso o leitor tenha interesse no assunto.

E, possivelmente, neste contexto, anterior ao surgimento do segundo ramo da hipér-
bole, que surge a grande dificuldade encontrada por Galileu, em perceber, que a curva produzida
por uma corrente suspensa apenas por suas extremidades, € sob a agao unica de seu proprio peso,
onde essas extremidades estdo fixas, ndo era uma parabola, mas sim, uma das fungdes hiperbo-
licas que ficou conhecida como: catenaria (de catena ou cadeia).

Certamente, ao estudar a catenaria, fungao modelada pelo cosseno hiperbolico,
analisando-a através da otica do seu comportamento grafico, a exemplo do realizado em Lima e
Miranda (2021), onde se utiliza a catendria para modelar a referida curva, essa davida nao existi-
ria, pois mesmo numa analise preliminar simplista podemos verificar, facilmente, que as figuras
formadas ndo sdo congruentes. E que, apesar de poderem apresentar alguns pontos em comum,
como o vértice, no exemplo considerado, observa-se que as suas extremidades sdo divergentes.

Fato este, que também pode ser verificado caso nossa comparacao, utilizando o software Geo-
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Gebra, estivesse limitada a andlise do grafico da parabola em oposi¢do ao da catenaria, como
apresentado nas atividades propostas por Barbosa ez al. (2021) 2, seria facilmente percebido que
eles ndo sdo coincidentes, apesar de poderem apresentar alguns pontos em comum, 0 que poria
um ponto final 3 na questao.

O “segundo ramo” da hipérbole, surge neste cenario, somente quando Apolonio
utilizou uma reta, um ponto fixo e uma circunferéncia ndo coplanar com o plano que contém

este ponto para realizar o seguinte experimento:

“Se fizermos uma reta de comprimento indefinido que passe sempre por um
ponto fixo, fazendo-a mover-se sobre uma circunferéncia de um circulo que
ndo é coplanar ao ponto de origem, passando por todos os pontos dessa circun-
feréncia a reta movel descrevera a superficie de um cone duplo”. (BOYER;
MERZBACH, 2019, p.109).

Por outro lado, caso esta comparacao fosse realizada com a hipérbole notariamos
com facilidade, ao considerarmos o cone duplo, que esta representagdo diferiria daquela, inici-
almente, por apresentar um outro ramo. E caso fosse considerado apenas o ramo que apresenta
ordenadas positivas, afim de realizar a comparagao, chegariamos a mesma conclusdo: de que
elas nao representam a mesma curva.

Entretanto, sua representacdo cartesiana, como utilizada hoje, s6 surgird no final
do século XVII. Atualmente, ¢ comum que este cone duplo, também seja chamado de cone de
duas folhas, onde cada folha representa um dos ramos da hipérbole. Podemos encontrar uma
visualizagdo aproximada da ideia de Apolénio nas aulas de MELLO (2019). 4 Ademais, segundo
Boyer e Merzbach (2019), as conicas eram conhecidas como /ugares solidos, pois as conicas ndo
eram definidas como se¢des planas, mas sim como se¢des de figuras tridimensionais. E desde
entdo, a sec¢ao do cone duplo, por um plano ndo paralelo a sua base d4 origem ao segundo
ramo da hipérbole como resultante da intersec¢do do plano secante ao cone de duas folhas com
a superficie deste. Ha uma discussdo mais detalhada sobre este fato na obra do referido autor
que conta com uma explanacio mais aprofundada sobre o dngulo de inclinagao do plano secante
ao cone duplo representado na Figura 13.

Pode ser interessante inicialmente, ver o material desenvolvido pelo professor Wil-
liam da UNEMAT (GONCALVES, 2019) >, a fim de alavancar ideias preliminares, mas sufici-

entes para compreender como o angulo de inclinagcdo do plano secante pode produzir as conicas

2 A autora apresenta uma proposta de atividade de comparacio entre as representagdes graficas da parabola e da

catenaria utilizando o software GeoGebra que pode ser bastante elucidativa sobre a dificuldade enfrentada por
Galileu e seus contemporaneos.

Na secdo 5.8.2 que trata da comparacdo entre a parabola e a catendria para o ensino médio utilizando o Ge-
oGebra, e deixo-a, como possibilidade para uma boa aula sobre o tema, expandindo um pouco as ideias de
comparagdo grafica destas fun¢des através do software GeoGebra.

No video do professor Vinicius Mello no curso GeoGebra para professores, ha uma excelente abordagem que
ilustra como deve ter sido o raciocinio de Apolénio, embora nesta construgdo, ele esteja usando uma esfera para
fazer a movimentagdo da reta que gera os dois ramos da hipérbole.

Na pagina de O GeoGebra, encontramos o Professor William, da UNEMAT - Campus de Barra do Bugres,
fazendo uma explanagdo interessante sobre a influéncia do angulo com o qual o plano secciona o cone duplo
para formar as conicas, numa aula de GeoGebra Aplicado.
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Figura 13 — Hipérbole no cone duplo ou de duas folhas

Fonte: Retirado de Thomas, Weir e Hass (2012a, p. 106).

através do uso do GeoGebra . E para aqueles mais exigentes, uma consulta mais detida a obra de
Boyer e Merzbach (2019) sobre este assunto, pode ser encontrada nos capitulos 6 a 9 da referida
obra.

Embora esta seja uma visao inicial, acredito que seja suficiente, para dar ao profes-
sor/estudante uma visao panoramica ampla e significativa sobre o tema em estudo. O que nos
possibilita prosseguir em nossa empreitada, considerando que, assim como Arquimedes, utilizou
uma figura limitada na concepgdo deste conceito, no caso o cilindro, como descrito em Avila
(1986), trilaremos o mesmo caminho para nos aproximarmos, com mais assertividade, das ba-
ses conceituais que podem nos proporcionar uma compreensao mais clara e objetiva sobre as
propriedades da hipérbole e suas relagdes com as propriedades das funcgdes hiperbolicas a seguir.

Em sua obra Apolonio utilizou a sec¢ao plana do cone simples para obter as conicas,

como pode ser visto na Figura 14.

Figura 14 — Cortes no Cone simples para gerar as Conicas

Fonte: Retirado de Habib (2013, p. 16).

Entretanto, esta estratégia foi abandonada assim que ele desenvolveu, a partir do
cone simples a symptome, uma propriedade plana fundamental para a sec¢do que possibilitava o
encontro das conicas tomando como base, apenas a sec¢do, sem o uso do cone, o que contribuiu
para que ele iniciasse um fecundo estudo das conicas baseado nesta propriedade, totalmente

“centrado” no plano.
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Ainda de acordo com Thomas, Weir ¢ Hass (2012a), com a ascensao da geometria
analitica cartesiana a partir do século XVII, as curvas passaram a ser representadas por suas
equacdes, nas quais, todos os seus pontos gozam das propriedades geométricas da curva a ser
representada. E, a partir de entdo, a caracterizacao bifocal, que permite a construcao das cOnicas
comegca a ganhar for¢a, impulsionada pelos trabalhos de Kepler, Descartes e Van Shooten, que
utilizavam constru¢des mecanicas dessas curvas. Ademais, no bojo dessas mudangas, surgem
também outras caracterizacdes feitas tanto por meio de retas, da geometria projetiva, quanto por
meio de equagdes analiticas.

Atualmente, os métodos de ensino mais utilizados, sobre as conicas englobam a
caracterizagdo analitica e o uso dos focos, além da usual, obtida por meio da sec¢do do cone.
H4 ainda, uma abordagem que investiga e¢ destaca as propriedades, semelhancas e diferengas
entre a parabola, a elipse e a hipérbole, a partir de sua equacio geral Ax*> + Bxy + Cy> + Dx +
Ey+F =0 e, considerando as condi¢gdes de variabilidade dos parametros reais A,B,C,D.E e
F. Entretanto, esta ndo ¢ a abordagem muito comum no Ensino Médio, e por isso, estaremos
fazendo apenas alguns comentarios sobre a mesma, sob a perspectiva da educagdo basica. E
certamente, aqueles que buscam uma boa abordagem sobre esta visdo complementar, que surge
da tentativa da quadratura da hipérbole, poderdao encontrar em Delgado, Frensel e Crissaff (2017)
boas referéncias.

Neste caso, para desenvolver uma abordagem focal, capaz de aglutinar e eviden-
ciar conceitos, considerados a priori, como essenciais para uma boa compreensao da teoria,
serdo utilizadas as informacdes encontradas tanto nesta referéncia quanto em Vasconcelos ef al.
(2013).Nas quais, encontra-se que as hipérboles, ficam evidenciadas nos fendmenos do dia a

dia, como por exemplo, no choque entre duas ondas circulares. Fato representado na Figura 15.

Figura 15 — Choque entre ondas de radio formam hipérboles

Fonte: Retirado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017, p. 138).

Segundo Delgado, Frensel e Crissaff (2017), esta informacao, é a base do sistema de
localizagdo LORAN (LOng RAnge Navigation), onde os circulos concéntricos sdo sinais de ra-
dio. Neste caso, as hipérboles se formam naturalmente, tais como nas ondas formadas por duas
gotas que agitem a superficie das dguas, em posi¢des proximas. De posse desta informacao,
agora podemos construir a nossa hipérbole, ao modo euclidiano, sem um sistema de referéncias,

e utilizando uma reta qualquer como eixo, ou ao modo cartesiano, utilizando para isto, o plano
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cartesiano ortogonal. Assim, ao desenvolver ¢ ampliar o procedimento utilizado por Vasconce-
los et al. (2013) para construir uma hipérbole ®, buscamos nos aproximar da realidade vivenciada
na educagao basica.

Para tal, sera utilizada uma abordagem cartesiana, na qual considera-se que a hipér-
bole em analise esteja centrada na origem do sistema cartesiano ortogonal e, que a reta suporte
que contém os focos ¢ os vértices desta hipérbole, estejam sobre o eixo Ox. Assim, adotando o
GeoGebra como software de suporte, deve-se realizar as seguintes etapas de construgdo, onde

d(X,Y) representara a distancia entre X e Y:

1. Construa sobre o eixo das abscissas um segmento MN, simétrico em relagdo a origem;

2. Utilizando uma abertura qualquer no compasso, desenhe um circulo C; (circunferéncia)
de raio r, ou seja, r = a , centrado na origem;

3. Marque os pontos de interseccdo entre MN e a circunferéncia Cy, denotando tais pontos
de interse¢do como sendo A ¢ A;. Deste modo d(A1,Az) = 2a;

4. Insira outra circunferéncia C;, centrada na origem, de raio R = ¢ , com ¢ > a, donde
teremos que 2¢ > 2a;

5. Marque os pontos de intersec¢do entre C> ¢ MN, nomeando-os como Fj e F», de modo
que d(F1,F,) = 2c. Note que, neste caso, devemos ter OV; < OF, e, OV, < OF;,, donde

por construgio temos que OF, = OF, =R, ¢,0V; =0V, =r, comr < R;

6. Oculte as circunferéncias (objetos), usando o comando exibir/esconder objetos (do Geo-
Gebra) e clicando nas circunferéncias construidas;

7. Marque os pontos K1 , K> , K3, ---, K, , em MN, de modo que eles sejam exteriores a
m, comK| <Ky <Kz <...<Ky;

A partir daqui, use a ferramenta compasso da seguinte forma:

i) Tomando a med(KA1) no compasso, desenhe uma circunferéncia de raio r; = med (KA1 ),
com centro em Fj, e outra, com mesmo raio, mas centrada em £3;

ii) Tomando a med(KjA>) no compasso, desenhe uma circunferéncia de raio r, = (KjA,),
com centro em Fi, e outra com mesmo raio, mas centrada em F3;

111) Marque os pontos de intersec¢@o entre as circunferéncias e oculte-as;

iv) Repita o processo variando apenas os pontos de Ki, para K>, K3, ..., K,, tragando novas
circunferéncias, centradas ora em Fj, ora em F; até obter as hipérboles desejadas conforme
pode-se ver na Figura 16 e na Figura 17.

Caso nio tenha conseguido obter as figuras indicadas, verifique se executou os co-
mandos de forma correta e, tente novamente. Se ainda persistir a diivida, o leitor podera encon-
trar esta atividade de constru¢ao da hipérbole realizada com o GeoGebra, em Souza (2024b), na

pagina de atividades do autor, sob o titulo: “Hipérbole com régua e compasso”.

® Em nossa abordagem, optou-se por apresentar um detalhamento maior do que o encontrado no trabalho de

Vasconcelos ef al. (2013) para a construg@o de uma hipérbole utilizando instrumentos euclidianos basicos como
régua e compasso, embora tenha-se utilizado o GeoGebra como base.
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Figura 16 — Construcio de hipérbole com régua e compasso

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 — Hipérbole formada na interseccio das ondas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Algo que deve ser enfatizado, neste momento, ¢ que esta constru¢do, independe do
eixo escolhido, embora para fins didaticos e utilizagdo do software GeoGebra e vinculagdo com
a representagdo cartesiana do grafico de uma funcdo, tenhamos realizado esta constru¢do de
modo que o eixo Ox, seja coincidente com o eixo focal da hipérbole construida.

A atividade de construgdo esta disponivel para acesso, e nela o autor descreve com
detalhes o passo a passo dessa construcdo, que podera ser realizada tanto com o auxilio do
referido sofiware, quanto com régua e compasso numa folha de papel. Nesta atividade hé ainda
a possibilidade de clicar no botdo do play para animar a construcdo, trazendo outra dindmica ao

processo de construcao.
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2.3.1 Forma Canoénica da hipérbole

De acordo com Lima (2013), para obter a forma candnica de uma hipérbole devemos
obter a equacdo dessa hipérbole em relagcdo a um sistema de eixos ortogonais OXY, nos casos
em que a reta focal ¢ o eixo Ox, ou o eixo Oy. Deste modo, de acordo com Thomas, Weir e Hass

(2012a), tem-se a seguinte defini¢do para uma hipérbole.

Definicao 4.1: Uma hipérbole € o conjunto dos pontos em um plano cujas distancias a partir de
dois pontos fixos, nesse plano, t€m uma diferenga constante. Os dois pontos fixos sdo os focos
da hipérbole.

A reta que passa pelos focos de uma hipérbole ¢ dita, o eixo focal. E o ponto no
eixo, na metade do trajeto entre os focos, € o centro da hipérbole. Sendo que, os pontos onde o
eixo focal e a hipérbole se cruzam sao chamados de vértices. Na Figura 18, tem-se o eixo focal
sobre o eixo das abscissas, deste modo, os focos sdo F; = (—c¢,0) e F, = (¢,0),onde ¢ >0, e a
medida 2¢ € conhecida como a distancia focal.

Figura 18 — Hipérbole com eixo focal em Ox

Fonte: Elaborada pelo autor.

Entdo, diz-se que, um ponto genérico P = (x,y) esta na hipérbole, como na Figura
18, se e somente se, d(P,Fy) —d(P,F;) = £2a, donde aplicando a formula da distancia entre

dois pontos no plano, obtém-se que:

Va2 +6=02 = ((x=)?+ (- 0)? = +2a

\/(x+c)2 +y?— \/(x—c)2+y2 =+2q
Donde, somando 1/ (x — ¢)? + y? a ambos os membros da equagdo obtém-se:

e+ 42 =204\ /x—cp 4y

Agora elevando ambos os membros ao quadrado obtém-se:

(x+¢)?+y* =4a’> +4a\/ (x— )2 +y2+ (x—c)> +?
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Isolando o termo com radical, chega-se em:

(x+c)2—|—y2— [(x—c)2+y2+4a2] = +day/ (x — )2 +?

Donde, desenvolvendo o quadrado tem-se:

¥4 2ex+c?+y* — [x2—20x+cz+y2—|—4a2] = tday/(x—c)? +y?,
x2+2cx+62+y2—x2+26x—cz—y2—4a2 = +day/(x—c)? +y?,

que depois de simplificagdes, resulta em:
dex —da® = +day/ (x—c)2 +y2.
Assim, multiplicando ambos os membros por 411’ obtém-se,

+ay/(x—c)2+y? =cx—d’.

E, elevando novamente, ambos os membros ao quadrado, vem que,

Pl(x— )2+ = (ex—a?)?,
a’x* —2a*cx+ad*P + azy2 =22 —2d°cx+a*.

Donde, cancelando-se os termos iguais, resulta,

x> +a*c? + azy2 =’ +da*.

Por fim, isolando as varidveis x e y, obtém-se

CIZCZ — 614 = c2x2 — a2x2 — a2y2 = c2x2 — a2x2 — a2y2 = a262 — a4.
Depois, colocando os fatores comuns em evidéncia, tem-se como resultado a se-

guinte equagao:

(¢ —ad®)x* —a*y* = (? —a*)a”. (8)

Mais adiante, o resultado obtido acima, serd usado para fechar o raciocinio e definir
a equagao canodnica da hipérbole. Por enquanto, observe que na Figura 18, destacamos o fato de
que uma circunferéncia foi utilizada para definir, por construcéo, o ponto C = & = (0,0), como
sendo o ponto médio dos segmentos 1> e V;V>. O que implica dizer, que a reta contendo os
segmentos anteriores € paralela ao eixo focal Ox, e neste caso, o eixo imaginario € o eixo Oy,
que ¢ perpendicular a reta contendo os pontos mencionados anteriormente, note também, que o

eixo Oy é a mediatriz deste segmento.
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Por outro lado, como a hipérbole apresenta uma simetria entre os ramos entdo, a
mediatriz serd também chamada de eixo de simetria da hipérbole, onde pode-se ver, geometri-
camente, que o segundo ramo da hipérbole pode ser obtido por uma transformagao geométrica,
chamada de reflexao de meia volta, em torno do centro e do eixo Oy.

Outra caracteristica notavel da hipérbole equilatera centrada na origem do sistema
cartesiano ortogonal, ¢ que seus ramos apresentam um comportamento assintdtico, em relagao
as retas y = x e y = —x. Comportamento este que também pode ser percebido algebricamente,
analisando o dominio dessa fun¢do, ou numericamente ao atribuirmos valores na equacio da
hipérbole xy = 1 ( equivalentemente y = %), para notar que quanto maior for o valor da variavel
x, menor serd o valor de y. E, mais proximo da sua assintota estara o ramo da hipérbole analisada.

Este fato, segundo Maor (2008) indica que os ramos da hipérbole “tendem a tangen-
ciar essas retas no infinito”. E ao destacar que assintota, cujo significado em grego €: “ndo se
encontrando” ¢ o nome dado as retas que possuem esta caracteristica, destaca que: “Quando
nos movemos ao longo de cada ramo, afastando-se do centro, aproxima-se cada vez mais dessas
linhas mas, nunca as alcancamos. Essas linhas sdo as assintotas da hipérbole”. E de um modo
mais geral, estas retas apresentam a inclinagao j:g , OU seja, as retas que representam estas as-
sintotas’ apresentam equagdes cartesianas do tipo ax — by = 0 e ax+ by = 0. Como podemos

observar na Figura 19.

Figura 19 — Assintotas da hipérbole equilatera

Fonte: Elaborada pelo.

Outra forma de pensar sobre esta relagdo entre um ponto P, qualquer da hipérbole, e
suas assintotas pode ser depreendida a partir da construgdo Arquimediana apresentada por Avila
(1986), do cone duplo, ou de duas folhas, representada em 3D na Figura 13, ¢ que apresenta
a hipérbole, como a intersec¢@o entre a superficie do cone duplo de revolugdo e o plano que

o secciona. Deste modo, podemos notar claramente, que se o ponto P estiver sobre o eixo

7 Definiremos formalmente o conceito de assintotas apresentado por Maor (2008) e delineado nos trabalhos de
Arquimedes ao longo do texto.
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imaginario entdo, ele ndo estard sobre a superficie do cone de duas folhas, o que nos mostra que
este ponto ndo ultrapassa as assintotas em dire¢@o ao eixo nao focal. E apesar de entender as
defini¢des e suas implicacdes de forma clara, torna-se necessaria aqui, uma justificativa mais
robusta sobre as mesmas, e que seja capaz de transportar estd discussdo do campo empirico
para o campo axiomatico analitico, onde estas mesmas impressoes podem ser confrontadas, e
demonstradas algebricamente. Assim, logo ap6s a defini¢dao das formas canodnicas da hipérbole,
pretende-se voltar a estas ideias.

N3ao obstante, outro fato relevante destacado por Maor (2008) é que estas constru-
¢oes nos remetem as primeiras manifestagdes do conceito de limite, ainda que abordadas apenas
de modo geométrico. E ele acrescenta que “como as assintotas sdo perpendiculares entre si, este
tipo particular de hipérbole ¢ conhecido como hipérbole retangular”.

Note que, o fato de ser retangular, implica na existéncia de um retangulo que ¢
capaz de definir a hipérbole a partir de suas assintotas. Neste caso, se a = b entdo, a hipérbole ¢
chamada de equilatera, e o retdngulo que surge, na verdade ¢ um quadrado. Assim, voltando a
observar a Figura 19, nota-se que ao utilizar uma circunferéncia de centro C = (0,0), e de raio
r, com r =d(C,F) = d(C,F,) = c, para definir os focos, ¢ destacando as assintotas y = x e
y = —x, podemos definir A, D, E, F como sendo os pontos de intersec¢do entre a circunferéncia
usada para definir os focos F; e F»>, com as assintotas da hipérbole. Donde, ao se tragar os
segmentos AF e DE paralelos ao eixo focal, pode-se definir By ¢ B, como sendo os pontos
de intersec¢dio entre AF e DE com o eixo das ordenadas, respectivamente, sendo este o eixo
imaginario da hipérbole. E assim, ao tragar os segmentos AD passando por V; e, EF passando
por V,, ambos perpendiculares ao eixo das abscissas, vé-se surgir o retdngulo ao qual Maor
(2008) faz referéncia.

A este retangulo podemos chamar, segundo PORTO® (2023) de retdngulo virtual,
uma vez que a sua existéncia nao ¢ percebida de imediato, quando a construcao da hipérbole nao
se processa como realizada na introducao deste capitulo. E, apesar deste retdangulo virtual, s6
ficar evidente quando a abordagem utilizada seja capaz de destacar algumas das partes implicitas
desta construcdo, o reconhecimento de sua existéncia ¢ de extrema importancia no estudo da
hipérbole. Uma vez que ¢ a partir dele que definiremos a existéncia de um outro parametro que
surge nas equagoes que definem uma hipérbole: o parametro b.

Assim, considerando o tridngulo retingulo CV»F, tal que as medidas de seus lados
sdo dadas por d(C,V,) =a epor d(C,E)=d(C,F,)=r=c,donde fazendo a d(V»,E) = b,
obtém-se entdo um tridngulo retdngulo de “catetos” medindo a e b com “hipotenusa” medindo

2

¢, e portanto vale a relagdo de Pitdgoras tal que, ¢* = a*+ b?, ou ainda que,

F—a’ =D ©)

8 Informagdo verbal que representa a opinido e nomenclaturas utilizadas pelo professor Anderson Porto para se

referir a este retdngulo ao qual se referiu Maor (2008).
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Retomando entdo a discussao pausada sobre o desfecho da Equagao (8), pode-se

escrever b> = ¢> —a” e assim a Equagao (8) se torna igual a:

b>x? — a?y? = b*d®. (10)

E como por construcio 0 < a < ¢, entdo ¢ —a? > 0, donde b > 0. Deste modo,

pode-se dividir ambos os membros da equagio anterior por b” - a* para se obter

x2 y2

i 1. (11)
A Equacido (11) ¢ a equagdo canonica da hipérbole centrada na origem do sistema
cartesiano ortogonal com eixo focal coincidente com o eixo das abscissas.
E no caso em que os focos estejam sobre o eixo das ordenadas, utilizando-se um
procedimento analogo, ¢ considerando os pontos F; = (0,—c), F, = (0, ¢), V1 = (0,—a), V5 =
(0, a), By = (—b, 0) e B, = (b, 0) e com b* = c* — a?, obtém-se a seguinte equagdo candnica

(ou reduzida) para a hipérbole:
2,2
yoox
I

Note que os parametros a ¢ b representam as medidas dos seguimentos sobre 0 “eixo

1. (12)

focal”, também chamado de “eixo real” e o “eixo imaginario”, respectivamente, e desta forma
percebemos que a alternancia entre os valores dos numeradores das fragdes, do primeiro membro

das equacdes, cujo denominador é a?

, representa o “eixo focal” sobre o qual a hipérbole foi
construida, sendo a fragdo de denominador a? sempre positiva. Existe ainda um outro parimetro
relacionado a hipérbole que precisa ser destacado: a “excentricidade”, representada por e = <.
De acordo com Thomas, Weir e Hass (2012a, p. 113), a excentricidade, revela o tipo
de secg¢do conica (circulo, elipse, parabola ou hipérbole) que se esta estudando, bem como o grau

ao qual ela esta “achatada” ou “aplanada”. Tanto na elipse quanto na hipérbole, a excentricidade

¢ arazdo da distancia entre os focos, e a distancia entre os vértices, uma vez que e = g = %—Z
Desta forma, como na hipérbole ¢ = v/a? + b? , entdo a excentricidade de uma hi-
. . VaZip? . .
pérbole ¢ dada por e = “TH’ . E finalmente se considerarmos @ = b = 1 , entdo obteremos a
hipérbole equilatera e unitaria cuja equagao ¢ dada por,
X =y =1. (13)

Uma vez definidas as equagdes basicas que representam uma hipérbole, precisa-se
analisar o papel de outros elementos que surgiram na constru¢do anterior, a exemplo das retas
y= j:i—j -x, também chamadas de assintotas da hipérbole equilatera.

Com este objetivo em mente, cabe retomar a discussdo sobre as “assintotas’ iniciada
pela abordagem de Maor (2008) ¢ para isto, observe que se P(x,y) ¢ um ponto da hipérbole
como representada na Figura 19, entdo, podemos dizer que ele nunca ultrapassara a reta y =
x, representada na Figura 19, uma vez que esta ¢ uma assintota da hipérbole representada no

primeiro e terceiro quadrantes. Esta ¢ uma conclusdo que fica evidente quando observa-se a
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construgdo geométrica da hipérbole. E observando ainda que do fato de o tridngulo CV5F ser
retingulo, entdo pela desigualdade triangular conclui-se que a d(VoF) = b > 0, e que P nunca
estara sobre o eixo imagindrio da hipérbole. De fato, sobre esta particularidade vemos em Lima
(2013), que ha uma preferéncia em utilizar-se o triangulo B;CV; para demonstrar que se P(x,y)
¢ ponto da hipérbole, entdo, P nao pode pertencer ao eixo imaginario da hipérbole, pois, neste
caso, teriamos uma contradicdo em relacdo a definigdo de hipérbole, uma vez que teriamos
|d(P,F1) —d(P,F;)| = 0 # 2a > 0. Estes autores também preferem utilizar este tridngulo para
definir o retdngulo virtual ao qual chamam de “retdngulo de base da hipérbole”.

Esta forma de ver o “retangulo virtual” leva em conta que o tridngulo B;CVatem dois
lados com medidas conhecidas a e c. Desta forma, como um deles € a hipotenusa, representada
por ¢ entdao, ao nomear o lado desconhecido de b e aplicar o teorema de Pitdgoras chega-se ao
mesmo resultado obtido acima.

Como vé-se, hd uma necessidade urgente de estabelecer critérios formais para averi-
guar a veracidade destas afirmacdes. E para tal, serd abordado a relagdo entre a hipérbole e suas
assintotas, sob a otica de Lima (2013), que apresenta uma demonstra¢ao capaz de confirmar o

que nossa intuicao e construgdes geométricas apontam como uma possivel verdade.

2.3.2 Estudo analitico das assintotas de uma hipérbole

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais ¢ H uma hipérbole, de centro O e reta
focal sobre o eixo OX. Nesse sistema, a equagdo de H ¢ a Equagdo (12) e dessa equagdo obtém-
se:

b
y=+-Vx*—a? (14)
a
Comx>a ou x< —a.

Considere agora a fungdo f : [a,+o0) — R, tal que

xr—>f(x):y:§\/x2—a2

cujo grafico ¢ a parte de H situada no primeiro quadrante conforme Figura 16. Observe que para
x=a,temos f(a) = 0. Pode-se reorganizar a fungdo f para obter a forma:
b 5 a1
fx)=—-(x"—a")>. (15)

a
Na qual ao executar o teste da primeira derivada percebe-se que

/ b 1 b1 b 1
f(x):;5-(x2—a2)%71-(x2—a2) :a.z.(f_az) 3 2x:;x'—x2—a27 e portanto,
/ b
)= ——2 >0, (16)
a-Vx*—a?

Logo, f(x) ¢é crescente. E, ainda no teste da segunda derivada nota-se que
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" ba
fo)=——F—7 (17)
(2 —a?)?
Donde, f"(x) <0, e assim conclui-se que, f(x) & concava para baixo.
De posse destas informagdes e a demonstracdo encontrada em Delgado, Frensel e

Crissaff (2017, p. 127), considere um ponto P (x,y) € H, isto é, tal que satisfaga
D22 — a2y = 1P

Entdo sera verificada que a reta

rTibx—ay=0
¢ uma assintota de H, de fato tem-s¢
L |bx—ay|  |px—ay| |bx+ay| |b*x*—a?y?| 1
d(P,r") = = : = . , donde ,
V2+a2 Vb2 +a? |bx+ayl Vb2 +a?  |bx+ayl
2p? 1
d(P,r) = —

Vit |bx+ayl
Logo, d(P, r™) — 0, quando x — o0 € y — o ou quando x — —oo, €y — —co. E
de modo analogo, podemos verificar que d(P, r~) — 0, quando x — o0, € y — —oo, ou quando
X — —oo, ey — oo, onde P (x,y) € Her™ :bx+ay=0,¢aoutra assintota da hipérbole. Donde

conclui-se que a hipérbole ndo intercepta as assintotas, o que fecha a demonstragao.

2.3.3 A equacgdo canénica da hipérbole transladada

Até o momento, consideramos apenas a hipérbole centrada na origem do sistema
cartesiano ortogonal, mas também pode-se considerar que ela pode ser translada tanto verti-
cal quanto horizontalmente, ou ainda sofrer uma rotacdo para um eixo obliquo em relacdo ao
plano cartesiano ortogonal. As trés possibilidades serdo abordadas aqui em momentos distintos,
mas de forma complementar durante este estudo. Por enquanto, sera utilizada a abordagem de
Delgado, Frensel e Crissaff (2017) para o estudo da translagdo da hipérbole.

Desta forma, considere a Hipérbole com centro no ponto (xo, yo) e reta focal paralela
ao eixo OX. Considere ainda que esta hipérbole estd centrada num ponto O = (x¢, ¥o), logo
por construcdo este ponto pertence a reta focal. Neste caso considere que ¢ : y = yy seja a
equacio cartesiana da reta focal. Além disso, como d(F;,0) = d(F>,0) = c, entdo resulta que
Fi = (xo—c¢,y0) e F, = (xo+c¢, o), onde F e F> sdo os focos da hipérbole.

Assim, seja P (X + xo, ¥+ yo) um ponto pertencente a hipérbole onde, x = X+ x e
y =y ygo sdo as suas coordenadas no sistema OXY e X, ¥ sdo as suas coordenadas no sistema
OXY obtido transladando-se o sistema OXY para a nova origem O = (xp, yp). Como vemos na
Figura 20. Como a hipérbole com centro na origem sofre uma translagao tem-se a conclusao

abaixo.
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A forma candnica da hipérbole com centro no ponto (x, yo) ¢ reta focal paralela ao

eixo OX ¢: 5 5
(X—XO) . (y_y()) -1 (18)
a? 7
onde b* = ¢ — a®. E neste caso os elementos da hipérbole sdo:

 Focos: Fi = (xo—¢, yo) € F» = (xo+¢, y0);

» Reta focal: ¢ :y = yjq;

 Vértices: Aj = (xo—a, yo) ¢ Ay = (xo+a, yo);

« Reta ndo focal: ¢ : x = X0;

* Vértices imaginarios: By = (xo, yo —b) € By = (x0, Yo + b);

* Assintotas: y —yp = j:g -(x—xp) ,ouseja,b(x—xp)—a(y—yo) =0eb(x—xp)+aly—
yo) = 0.

Figura 20 — A hipérbole transladada

Yo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analogamente ao caso anterior, verifica-se que a forma candnica da equagdo da
hipérbole transladada, com centro no ponto (xp, yo) e reta paralela ao eixo OY é dada por,
(y=y0)*  (x—xp)*

=1 (19)

2.3.4 As fungoes hiperbolicas

Antes de falar das func¢des hiperbdlicas propriamente ditas, sera discutido a parame-
trizagdo hiperbolica, em contraste com as coordenadas polares do Célculo de varias varidveis,
ver Thomas, Weir e Hass (2012a). Além disso, uma discussao sobre as coordenadas circulares

ou polares também seré feita.
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2.4 A parametrizacio de um disco centrado na origem

Quando aborda-se os temas fungdes circulares ja busca-se expressar nossas percep-
¢oes de acordo com a abordagem mais comumente encontrada nos materiais de nivel médio, e
até de niveis mais avangados, relacionando a equagdo da circunferéncia unitaria com o triangulo
retangulo construido sobre o plano cartesiano ortogonal e centrada na origem, para obter as re-
lagdes, ou razdes entre os lados comumente nomeados de seno, cosseno e tangente, bem como
as de suas relacdes inversas. E nesta abordagem, buscou-se destacar que se poderia relacionar
as medidas dos lados do tridngulo retdngulo formado com o adngulo 6, e que este, por sua vez,
poderia ser expresso tanto em graus, quanto em radianos ou em unidades de area. Isto foi feito
com o intuito de certificar as comparagdes na definicdo de angulo circular com a defini¢do de
angulo hiperbdlico, uma vez que, tanto este quanto aquele, podem ser expressos em termos de
area sob uma curva. Entretanto, o que nao foi comentado naquela breve introdugdo ¢ que to-
dos os resultados obtidos podem ser completamente diferentes, a depender da escolha para o
parametro a ser utilizado.

Em nossa abordagem sobre as funcdes circulares, de modo a ser possivel uma abor-
dagem comparativa com as fungdes hiperbolicas, utilizou-se o parametro 6 redefinido-o como
sendo equivalente a metade da area do setor circular representado no sistema cartesiano ortogo-

nal pelo arco AB, como pode ser observado na Figura 21.

Figura 21 — A Parametrizacao do circulo

sen (8)

Fonte: Elaboradas pelo auto.

Desta forma como o tridngulo ACO ¢ retangulo, de acordo com a discussao no topico

fungdes circulares, temos

sen(0) = X, logo, y =y(0) =r-sen(0)
r

cos(0) = );C, e assim, x =x(0) =r-cos(0).
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Donde, fazendo 6 percorrer todos os valores do intervalo [0, 27), obtemos todos
os pontos do circulo. Assim, considerando que 8 possa percorrer todos os valores reais, entao
podemos dizer que estaremos realizando um nimero infinito de voltas sobre o circulo ?, a exem-
plo do que discutiu-se com a fungdo de Euler. E, por conseguinte, a equagdo paramétrica de um

circulo C de raio r e centrado na origem, ¢ dada por:

—7r. 0
c: {7 rcos();GGR.
y =r-sen(0)
Note que, quando se utiliza uma parametrizacao, ao considerar-se » = 1 entao obtém-
se:
= 0
C: x cos(8) ;0 e R.

y =sen(0)

Agora substituindo estes valores na equacao da circunferéncia centrada na origem
do sistema cartesiano ortogonal
X4y =r (20)
vem que,
cos*(0) +sen’(0) =12 = 1. 21

Que ¢ a relagdo fundamental da trigonometria circular. E aplicando as relagdes
trigonomeétricas entre os lados deste tridangulo obtemos as demais relagdes fundamentais da tri-

gonometria circular, e que ja foram comentadas nas se¢des anteriores:

_ sen(x)
l’g(X) - COS()C) (22)
cotg(x) = zz;g; (23)
1
sec(x) = cos0) (24)
e
cossec(x) = ﬁ, (25)

desde que os denominadores nao se anulem, conforme discutido nas se¢des antecedentes. Ante-
riormente, foram definidas as fungdes seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante,
considerando apenas uma abordagem geométrica a partir da Figura 4, ¢ o fato dos tridngulos em
destaque nela serem todos triangulos retdngulos. E, caso ainda reste alguma davida sobre esta
etapa basta analisar a Figura 4, para verificar a validade desta argumentagdo. Outrossim, agora
com a defini¢do de uma equagdo paramétrica para o circulo verifica-se que aquelas relagdes
permanecem validas. E assim, podem satisfazer as necessidades de rigor e de generalizacdo

necessarias ao bom desenvolvimento do conhecimento matematico.

9 Uma abordagem mais detalhada sobre a parametrizagdo do circulo e da hipérbole pode ser encontrada em

Delgado, Frensel e Crissaff (2017).
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2.4.1 As fungoes hiperbdlicas e algumas parametrizagcoes

Encontra-se em Alhadas (2013), que em 1871, na obra “Mémoire Sur Quelques Pro-
priétés Remarquables Des Quantités Transcendantes Circulaires et Logarithmiques”, Lambert
apresenta as funcgoes hiperbolicas, fornecendo os conceitos ¢ as notagdes modernas que usam-se
atualmente. Ademais, ele foi a primeira pessoa a comparar as fungdes transcendentes circula-
res sen (u) e cos (u), com suas expressdes analogas, definindo as “Quantitiés Transcendantes

o 01e=0 o0 3 : iy A
Logarithmiques”, ““— ¢ “=—. As quais cle tratou inicialmente, como séries de poténcias.

Entretanto, somente em 1768 em sua “Observations Trigonométriques” € que ele introduziu
as notagdes senh (@), cosh (¢) e tgh (¢) ao realizar uma comparagdo entre os quocientes das
fungdes trigonométricas circulares e hiperbolicas, definindo entdo as seguintes relagdes para as
razdes trigonométricas na hipérbole:

e¢ — ef¢

senh (@) := — ¢ € R ( seno hiperbolico ), (26)

o e? +e?

5 ,¢ € R ( cosseno hiperbolico ), (27)

cosh (9) :

¥ —e?  senh(9)
e +e?  cosh(9)

bem como todas as demais relagdes que derivam da interagdo entre o seno e o cosseno hiperbd-

tgh(9): ,¢ € R( tangente hiperbdlico ), (28)

licos, onde e = 2,718281828.. ., segundo Kaplan (1972), ¢ o nimero transcendental de Euler.
Note primeiramente que, como e*? > 0, para qualquer ¢, tem-se imediatamente
que a funcdo tangente hiperbolica estd bem definida para qualquer ¢, ja que, pelo menos

cosh(¢) > 0 (mais adiante sera discutido que é maior ou igual a 1). Observe que

e? e ¢ g ed —em0\? 42420 20 4220

cosh?(¢) —senh?(¢) = (
(29)
A equacdo acima, similarmente a equagao fundamental da trigonometria, sera dita

a Equacdo Fundamental Hiperbolica.
Outras funcdes hiperbdlicas, tais como as fungdes cotangente, secante ¢ cossecante
hiperbolicas, podem ser definidas da mesma maneira que as das fungdes circulares correspon-
dentes. E, estas existem desde que o seno hiperbolico ndo seja nulo (os dominios de definicao,

etc, serdo estudados mais precisamente a seguir):

_cosh(8) 1
coigh(0) = senh(0)  tgh(0)’ 30)
1
sech (0) = cosh(8)’ (31)
e
csch(0) = cossech (0) = : (32)

senh(0)
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Neste momento, até parece que posso ouvir o grito de alarme triunfante de Johann
Bernoulli, o membro mais novo da familia Bernoulli, e que ao resolver um problema que de-
safiara Galileu, e que fora proposto como desafio aos matematicos e pesquisadores da época,
pelo renomado Jakob Bernoulli, em maio de 1960, no jornal que Leibniz havia fundado oito
anos antes, o “Acta eruditorium”, para toda a comunidade cientifica da época. Problema este,
que nos desafia agora igualmente, de forma parafraseada, claro, uma vez que nos encontramos
na mesma encruzilhada do caminho. Entretanto, para entender como este desafio nos coloca na
mesma situagdo de Galileu, precisamos conhecer o problema e a historia de sua resolugao.

O problema consistia, basicamente, em provar que a curva formada por uma cor-
rente suspensa pelas suas extremidades e sujeita apenas a acao de seu proprio peso era uma
parabola e envolvia apenas uma das fun¢des abordadas aqui, o cosseno hiperbolico. E devido
a este problema especifico, e sua repercussao no mundo académico de entdo, esta curva ficou
conhecida como catendria (do latim catena, que significa: uma corrente).

Nao parece ser 0bvio ainda, mas as consideragdes apresentadas por Johann Ber-
noulli forneceram-nos um caminho que levou-nos a compreender porque o seno € o cosseno
hiperbolicos sao expressos na forma de exponenciais, € nos ajudaram a recompor o raciocinio
que levou Lambert a definir estas razdes em termos de exponenciais.

Pode-se ver em Maor (2008), que depois de uma longa noite de tentativas frustradas,
Johann Bernoulli encontrou a solu¢do do problema. E ao comunicar, com ar triunfante, a solugao

do problema ao seu irmao Jakob, disse:

“Pare! Pare! Eu disse a ele, ndo se torture mais tentando provar a identidade da
catenaria com a parabola, por que ela ¢ inteiramente falsa..., pois, a parabola

¢ algébrica enquanto a catenaria € transcendental”. A catenaria revelou-se a

. ~ ~ , oM | pax ,
curva cuja equagdo em notagdo moderna ¢ y = “—5—, onde a ¢ uma constante

cujo valor depende dos parametros fisicos da corrente — sua densidade linear
(massa por unidade de comprimento) e a tensdo com a qual é segura. (MAOR,
2008, p. 185).

Cabe-nos entdo buscar compreender o que seriam estas fungdes transcendentes e as
fungdes algébricas e como diferencia-las?

Podemos verificar em Kaplan (1972), que esta ¢ uma defini¢do oriunda da algebra.
De um modo geral, um “nimero ¢ transcendente” (do inglés: “franscendental”) se € um nimero
que nao satisfaz uma equacao polinomial nao constante ¢ cujos coeficientes sdo inteiros. Uma
fungdo ¢ dita transcendental quando ela ndo pode ser expressa por uma combinag¢ao finita de
expressoes algébricas, ou que ndo pode ser expressa como um polindmio. E aqui reside a difi-
culdade de Galileu e de Jakob, uma vez que para tentar provar a identidade da catendria com
uma parabola, isso consistia, basicamente, em mostrar que a catendria seria uma fungao polino-
mial, o que Johann provou ser improcedente ao asseverar a existéncia de uma grande distin¢cao
entre elas: “a pardbola é algébrica enquanto a catendria é transcendental”, bradava ele ao seu

irmao Jakob!
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Assim, para o referido autor, a fungdo exponencial ¢ “transcendente”, pois ela ¢ ex-
pressa por uma combinag¢ao infinita de poténcias da variavel independente que a expressa como
podemos ver na Equacdo (1). Uma outra forma de dizer isto seria considerar que uma fun¢ao de
uma variavel, tal como a fun¢do exponencial e”, é transcendente se ela ¢ algebricamente inde-
pendente desta varidvel, fato que pode ser verificado com facilidade posto que, como sabemos
a base de uma exponencial ndo depende do seu expoente, que sera a variavel independente da
funcao, o que fecha esta discussdo no que diz respeito ao nivel de estudo proposto neste traba-
lho, que ¢ a educagdo bésica. Informagdes adicionais podem ser obtidos em livros de célculo
avancado, como o do autor citado aqui, e os interessados podem se aprofundar nessa tematica
consultando estes materiais. O referido autor ainda acrescenta que, “as fungdes sen (x), cos (x)
e e*, costuma-se dar o nome de funcdes transcendentes elementares” (KAPLAN, 1972, p. 16).

Encontra-se em Freitas ef al. (2015) uma andlise da Figura 22 que sera util para
a definicdo das coordenadas hiperbolicas ou parametrizagdo hiperbolica que sera realizada a

seguir, bem como das fungdes hiperbolicas.

Figura 22 — Hipérbole x> —y> = 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 22, tem-se que PF5 é perpendicular ao eixo das abscissas cuja intersec¢io
com este ¢ o ponto F> (OF, é a abscissa de P). E ainda, que a reta s foi construida de modo a ser
perpendicular ao eixo Ox e tangente ao ramo direito da hipérbole, de modo que esta intersecta
o OP no ponto H.

Deste modo, como o senh(0), 0 cosh(0) eatgh(0) correspondem, respectivamente,

os comprimentos dos segmentos PF,, OF; e VoH,. Entdo, obtém-se que
senh(0) := PFy, cosh(0):= OF,, eque tgh(0):=V,H.

De fato, tem-se OF;" — PFy” = 1 = cosh*(0) — senh*(8) pela Equacio (29), o que

mostra que, de fato os pontos (cosh(0),senh(0)) pertencem a hipérbole.
2.4.2 Parametrizacoes

Agora pretende-se parametrizar os dois ramos da hipérbole dada abaixo, isto ¢é, para-

metrizar as duas folhas a esquerda e a direita da hipérbole, para tanto pretende-se seguir o texto
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de Delgado, Frensel e Crissaff (2017) como base, contudo destaca-se que o que ¢ feito a seguir,
generaliza as ideias contidas no texto supracitado e corrige-se alguns erros 14 cometidos.
Relembre que a equagdo canonica da hipérbole cujo eixo focal esta sobre o eixo Ox
e esta representada na Figura 18 ¢ dada pela equacao
2 2

X y

S, (33)
além disso, considere também a equagdo da reta assintota desta parabola nos primeiro e quarto
quadrantes, isto é, a reta vt : bx —ay = 0. Pode-se definir as coordenadas hiperbolicas da folha

da hipérbole localizada nos primeiro e quarto quadrantes, diga-se H ™", como sendo as seguintes:

+ | x =a-cosh(0)
H™:
y =b-senh(0); a,b>0,0 € (— arctg (g) , arctg (g)),

onde
x> y*  a*cosh*(0) b*senh*(6)
o

pela Equacdo (29). Similarmente pode-se parametrizar a outra folha da hiperbdle H~ com uma

(34)

parametrizacao similar porém percorrida num sentido contrario a da hipérbole a direita, como
segue
- { x = —a-cosh(0)
y =b-senh(0); a,b>0,0 € (— arctg (%), arctg (2)).

Cabe-nos perguntar: é possivel que os valores de sen(x) e cos(x) ndo guardem si-
milaridade com o senh (x) e o cosh (x) quanto a valores, salvo possivelmente a sua estrutura?
Neste caso, o que justifica a nomenclatura similar? Nao ¢ o foco de nosso estudo tratar destes
questionamentos de forma cabal, de modo que ndo serdo abordados aqui com profundidade, en-
tretanto, como nossa proposta exige algo mais que a trivialidade, serdo tratados alguns destes
aspectos, com uma profundidade suficiente, para que fique um pouco abaixo da linha de tensao
da superficialidade, posto que representam fulcros axiomaticos importantes para uma boa com-
preensao da teoria subjacente ao tema em estudo. E neste sentido, podemos ainda, asseverar
que, um outro fato interessante sobre a correlacdo entre as funcdes seno e cosseno e suas res-
pectivas fungdes hiperbolicas, esta associado as suas derivadas. Neste ponto, pode-se fugir um
pouco do que o leitor pretende encontrar neste texto, mas para os interessados recomenda-se um
livro de Célculo diferencial e Integral, por exemplo, Leithold (2002) ou Kaplan (1972). Sabe-se
que as derivadas de cos(x) e sen(x), sdo respectivamente iguais a —sen(x) e cos(x). No caso
das fungdes hiperbdlicas, note que (senh)’(x) = cohs(x) € (cosh) (x) = senh(x), e esta é uma
das similaridades entre o caso circular ¢ o caso hiperbdlico, que também pode ser constatado
usando-se expansdes em séries de Taylor, note que ndo ha troca de sinais na derivada do cosseno

hiperbolico ao contrario da fungdo cosseno. De fato, tem-se pelas propriedades de derivadas que

(senh) (x) = (%)/ - (%) = cosh(x)
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(cosh) (x) = (%)/ _ (%) _ senh(x)

Tem-se agora uma representagdo na forma de figura, que ilustra os tragos das parame-
trizagdes da faixas H' ¢ H~ da hipérbole unitéria equilatera (a = b = 1), que foram discutidas
anteriormente.

Figura 23 — A Parametrizacao da Hipérbole Equilitera

Y

(—cosh 0, senh 6) (cosh 6, senh 0)

(—cosh(—8), senh(—0)) | (cosh(—6),senh(—6))

Fonte: Retirado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017, p. 198).

Considere agora uma hipérbole Hy cuja reta focal € paralela ao eixo OX e centrada
em (xg, yo). Como discutido anteriormente sua equagdo na forma canénica ¢ dada por
(x—x0)> (y—y0)*

Hy: — =1. 35
0 a2 b2 ( )

Oponto (o, B) = (’%, y_%) pertence a hipérbole Hy e assim as parametrizagdes de suas folhas
a esquerda e a direita, H; e H, , respectivamente, sdo dadas por

=a-cosh (0 b b
Hi : o =a-cosh(6) ,a,b>0,0¢ (— arctg (—),arctg <—>)),
B =b-senh(0) a a

o =—a-cosh(0 b b
Hy : a-cosh(9) ,a,b>0,0 ¢ (— arctg <—>,arctg (—)),
B =b-senh(0) a a

X =xo*xa-cosh(0 b b
HSE: 0 (0) ,a,b>0,0 ¢ <— arctg (—),arctg (—))
y =yo+b-senh(0) a a
As defini¢des apresentadas até o momento, podem parecer, estar um pouco além,
do nivel educacional proposto neste trabalho, tendo em vista a grande variabilidade tanto no
desenvolvimento de cada turma, em particular, quanto no conhecimento matematico necessario

para tal desenvolvimento, assim como, no tempo disponivel, em cada escola para este estudo.

Entretanto, a construcao de solugdes adequadas aos nossos questionamentos, muitas vezes, dao
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saltos, e criam insights que perpassam as fronteiras da necessidade e do utilitarismo pragma-
tico, que nos rodeia de forma incisiva, para alcangar novos ares, novos mundos, e, até para
fazer uma releitura necessaria, sobre aquilo que ja perdeu o dinamismo , o entusiasmo, € a espe-
ranga de aprender. Esta € a convic¢do que norteou este trabalho acerca das fungdes hiperbodlicas
ininterruptamente. Desta forma, acreditando nas possibilidades de superagao que o professor/es-
tudante pode encontrar aqui, ¢ que apresento as mesmas conclusodes ja obtidas, utilizando uma

das propriedades das funcdes reais: A paridade.

2.5 A Paridade das funcoes hiperbdlicas

Ao introduzir as nog¢des sobre as fungdes circulares f(x) = sen (x) e g(x) = cos (x)
argumentou-se que a fungdo f era impar, ja que satisfaz f(—x) = —f(x),Vx € R, como pode-
se ver intuitivamente na Figura 6, ¢ que a funcdo g era par, pois, g(—x) = g(x),Vx € R. Fato
este, que pode ser comprovado intuitivamente com uma analise rapida de seu grafico na Figura
7. Entretanto, com o intuito de aprofundar um pouco mais a no¢do de paridade que ird nos
ajudar a simplificar algumas ideias, ¢ necessario uma defini¢do formal. Assim, encontramos
que na obra de Demana ef al. (2013)!° ha uma extensa abordagem sobre a defini¢do de paridade
através da representagdo grafica de uma fungao que embasa os resultados algébricos utilizados

neste trabalho.

Defini¢iio 5.1.3: Uma fungdo f:J — R, ¢éparsesatisfaz: f(—x) = f(x),Vx € J. E, sera impar,
se f(—x) =—f(x),Vx e Jtalque J C R.
Assim, encontramos em Demana et al. (2013, p. 81-85), que as fungdes g(x) = x*",

onde (n=1,2,3,--+), sdo pares pois,

g(—x) = (—x)" =x"" = g(x)

= x?"*1 sdo0 impares, pois,

enquanto que as fung¢des g(x)
g(_x) — (_x)2n+1 — _x2n+1 — _g(x).

Agora note que se f: R — R, ¢ uma fungdo real arbitraria, entdo, tal fungao ¢ uma

combinacdo linear de uma funcao par, e outra fungdo impar. Antes disso, note que

r(x) = w € par; (36)
e
k(x) = ) _Zf(_ ) ¢ impar. (37)

De fato, tem-se que

r(_x) _ f(—X) —|—_§(—(—X)) _ f(—X)2+f(X) — r(x), Yy € R,

10" Os interessados em aprofundar-se neste tema podem encontrar um rico material de apoio em (DEMANA et al.,
2013).
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além disso, note que

k) = LN TEE) D10 () —f(-2)

7 = 7 = > = —k(x), Vx e R.
E por fim, observe que,
() 4+ k() = L) +2f (=) /&) _2f (=) _ 2/ 2(’“) — f(x),Vx €R. (38)

Do exposto acima, pode-se concluir que toda funcdo real pode ser escrita, como
sendo a soma de uma fungdo par, com uma fungdo impar. E, portanto, se f(x) = e*, entdo
aplicando as propriedades que resultam na Equagao (38), a fun¢dao f, podemos reescrevé-la

como

et =r(x)+k(x),Vx e R. (39)
Mas antes fazé-lo, precisamos definir: quem é f(—x)? Note que f(—x) = e ~*, donde pode-se
calcular as fung¢oes r e k como abaixo:
e—x+ex B ex+e—x

2 2

cosh(—x) =r(—x) = = r(x) = cosh(x) (40)

senh(—x) = k(—x) = _ - = ) —k(x) = —senh(x). (41)

O que nos revela que Lambert foi muito perspicaz ao concluir, ja naquela época,
que o senh (x) e o cosh (x) mantinham uma relagdo intrinseca com a exponencial natural e que
poderiam ser expressos nas formas das Equagdes (2) e (3), respectivamente. O que mostrou-se
anteriormente, ¢ que assim como a fun¢do cosseno € par, tem-se que a fungdo cosseno hiper-
bolico também ¢ par, enquanto que a fungdo seno ¢ impar e similarmente para a funcao seno
hiperbolico. Além do mais, pode-se compreender a satisfacdo com que Johann Bernoulli afir-
mou que a catendria, que corresponde ao cosh (x), era uma curva transcendental nos moldes
apresentados por Kaplan (1972). Este ¢ um fato importante e impulsionador, que nos leva a sair
do lugar comum no qual se encontrava Carvalho (2017) quando disse: “Achei muito engragado
ao se pensar em juntar-se duas palavras como seno e hipérbole para nomear um %” ao es-
tudar a disciplina de Calculo I na graduacdo. E movidos, talvez, pela mesma “estranheza” ¢
que buscou-se, assim como esta autora, alternativas para lancar alguma luz sobre este tema. Al-
mejando uma possivel abordagem deste, ja na educagdo basica, uma vez que nos materiais que
tratam deste assunto, seus autores ja consideram estes conhecimentos a priori, como parte do
arcabouco “trivial” da teoria. Esta postura pode ser observada sob a mesma 6tica que discutiu-
se até este momento também no trabalho de Freitas et al. (2015), onde a autora destaca que,
dentre os dez livros texto mais utilizados como referenciais e norteadores dos projetos instituci-
onais das disciplinas de Pré-Calculo, ou de Calculo I, ou ainda de Calculo Avancado, a principal
forma de abordagem do tema fungdes hiperbolicas, em nossas salas de aula, ja iniciam o assunto

considerando que as Equacgdes (3) e (2) sdo validas, sem qualquer indicacao do porqué?
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2.6 Algumas derivadas e propriedades das funcdes hiperbdlicas

Com o objetivo de construir os graficos das funcdes hiperbdlicas, serdo desenvolvi-
dos alguns célculos das principais identidades e derivadas das fungdes hiperbdlicas. E portanto,
esta sec¢do € aconselhada somente para o leitor que tem familiaridade com Calculo, em especial,
com as regras de derivagdo. Nas derivadas a seguir, considere que os quocientes sempre estardo
bem definidos, os dominios de defini¢do serdo discutidos no capitulo posterior. Por conseguinte,

ao calcularmos a derivada da tgh (x) devemos fazer,

senh(x)\'  cosh®(x) — senh®(x
(gh@))/;(ﬂ): h*(x) — senh”(x) 1

— _ 2
cosh(x) cosh?(x) ~ cosh?(x) sech” (x). (42)

A segunda relagdo fundamental da trigonometria hiperbolica serd demonstrada a
seguir.

=sech®*(x)  (43)

1 —l‘ghz(x) =1- (M) _ COShz(x) —Senhz(x) B 1

cosh?(x) cosh?(x)  cosh(x)

Por conseguinte, pode-se verificar com facilidade na Tabela 2, as grandes similarida-
des existentes entre as derivadas das fungdes circulares elementares e as das fungdes hiperbolicas.
Fato que motiva, impulsiona e reforca nossas motivacdes, na busca de uma pratica escolar que
seja capaz de aglutinar e desenvolver estes conceitos de forma conjunta, aplicando os conheci-
mentos oriundos da trigonometria circular para desenvolver aqueles referentes a trigonometria
hiperbolica.

Tabela 2 — Derivadas de funcdes Circulares e Hiperbdlicas

Fungao Circunferéncia Hipérbole

SENO ( (

COSSENO ( (

TANGENTE (g (x) (

COTANGENTE (cotg (x)) = —csc? (x) (cotgh (x)) = —csch? (x)

SECANTE ( ( (x)) = —sech (x)-tgh(x)
( (esch (x))

sec (x)) = sec (x) -1g (x)
COSSECANTE (x) = —csch (x) - cotgh (x)

), = —csc(x) - corg (x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ademais, observe que,

cosh (x) + senh (x) = (#) + (?) = (44)

cosh (x) — senh (x) = (#) - (#) =e (45)
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As Equacdes (44) e (45), figuram entre as principais propriedades das fungdes seno
e cosseno hiperbolicos, e podem ser usadas para destacar também as semelhangas entre as iden-
tidades de somas e diferengas de senos e cossenos hiperbolicos, de dois nimeros reais (podendo
ser complexos, mas que nao serdo abordados neste texto), bem como as do seno e cosseno hi-
perbolicos do dobro de um niimero, uma vez que sdo analogas as identidades trigonométricas
circulares correspondentes.

Assim pode-se aplicar estas propriedades, para demonstrar a seguinte identidade da
soma:

senh (x+y) = senh (x) - cosh (y) + cosh(x)-senh (y),Vx,y € R (46)
De fato, tem-se
ety — o= (xty) efeY — e YoV

h - —=
senh (x+y) 3 7

donde aplicando os resultados das Equagdes (44) e (45), chega-se em

senh (x+y) = % [(cosh (x) + senh (x))(cosh(y) + senh (y))+
—(cosh (x) — senh (x))(cosh(y) — senh(y))],
multiplicando os termos, obtém-se a seguinte expressao,
cosh(x)cosh(y) + cosh(x)senh(y) + senh(x)senh(y) + senh(x)cosh(y)+
—cosh(x)cosh(y) + cosh(x)senh(y) + cosh(y)senh(x) — senh(x)senh(y),
donde segue que
senh (x+y) = % [2senh (x) - cosh (y) + 2cosh (x) - senh (y)] =
= senh (x) - cosh (y) + cosh (x) - senh (y)
E de modo analogo, pode-se demonstrar que,
cosh(x+y) = cosh (x) - cosh (y) + senh (x)-senh (y),Vx,y € R (47)

Note que, se nas Equacdes (46) e (47), substituirmos y por x (y = x), serdo obtidas as seguintes

formulas do arco duplo hiperbolico:
senh(2x) = 2senh (x)cosh (x) (48)

cosh(2x) = cosh? (x) + senh? (x) (49)

A Tabela 3 confirma, de certa maneira, uma similaridade entre as funcdes circulares
e as hiperbolicas.
Virias outras identidades podem ser encontradas no texto de Leithold (2002), muitas

delas sem demonstragdo, e que podem ser 6timos exercicios para a compreensao dos diversos
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Tabela 3 — Identidades de adicio e subtragao na circunferéncia unitaria e na hipérbole equilitera

Funcéo Identidades na Circunferéncia Identidades na Hipérbole

sen(x +y)  sen(x)-cos(y) + sen(y)-cos(x) senh (x) - cosh (y) + senh (y) - cosh (x)
cos(x+y)  cos(x)-cos(y) — sen(x)-sen(y) cosh (x) - cosh (y) + senh (x) - senh (y)
sen(x —y)  sen(x)-cos(y) — sen(y)-cos(x) senh (x) - cosh (y) — senh (y) - cosh (x)
cos(x —y)  cos(x)-cos(y) + sen(x)-sen(y) cosh (x)-cosh (y) — senh (x) - senh (y)
sen (2x) 2-sen (x) - cos (x) 2-senh (x) - cosh (x)

cos (2x) cos? (x) — sen? (x) cosh? (x) + senh? (x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

topicos aqui discutidos. E, em algumas delas, as equagdes resultantes, ndo apresentam resultados

intuitivos.

2
x*—1  1+1gh(x) 2
= = 0 50
211 ¢ 1 —tgh(x) chxe (59)

Da primeira, segue pois, que a seguinte identidade entre o logaritmo e a exponencial € valida:

tgh(In(x))

ek In(@) = gIn() = 7k ( desde que esteja bem definido ), assim tém-se que

senh(In(x)) eny) _o=in(x)  x )—IC B ¥ -1

tgh(ln(-x)) - Cosh(ln(x)) = eln(x) +efln<x) = x_'_)—lc - x2+ 17

a segunda segue das Formula 44 ¢ 45, ou seja,

h(x) h(x)+senh(x)
L+rgh(x) ot _ T i) _ € _ o
l—tgh(x) o 1— senh(x) — cosh(x)—senh(x) ~— =X €
cosh(x) cosh(x)

Do que foi exposto, pode-se considerar que ¢ extremamente salutar, o estudo com-
parado entre as fungdes trigonométricas circulares e as fungdes hiperbolicas, tendo em vista
as grandes similaridades entre as suas defini¢cdes, férmulas e propriedades, contudo sera dis-
cutido a seguir que as fungdes hiperbolicas perdem uma propriedade fundamental de varios
objetos fisicos interessantes como ondas numa corda, sonora e eletromagnéticas, que € a pe-
riodicidade Freitas et al. (2015, p. 33, 34). Contudo estas conexdes podem trazer grandes
possibilidades de trabalhos que poderao ser desenvolvidos e que podem servir para dinamizar o

ensino-aprendizagem destes conceitos, de forma integrada, desde a educacao basica.
2.7 Matrizes e funcdes hiperbdlicas

Considere o conjunto de matrizes

B | cosh(z) —senh(z)
<= {L(Z) B [ —senh(z)  cosh(z) ] [2€ R} '
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Note que, L(0) = Id, pois , senh(0) = "0_2670 =0 e cosh(0) = % = 1. O determinante de
L(z) é cosh?(z) — senh*(z) = 1.
cosh(w) —senh(w)

Seja L(w) = ] uma outra matriz de .. Entdo, vale a se-

—senh(w)  cosh(w)
guinte relagdo: L(z)-L(w) = L(z+w). De fato,

cosh(z) —senh(z) ] ‘ [ cosh(w) —senh(w) ] _

L(z)-L(w) = [ —senh(z) cosh(z)

—senh(w)  cosh(w)

_ [ cosh(z).cosh(w) + senh(z).senh(w) —cosh(z).senh(w) — senh(z).
)

osh(w) ]
—senh(z).cosh(w) — cosh(z).senh(w)  senh(z).senh(w) + cosh(z). ’

c
cosh(w)
portanto, segue das identidades (46) e (47), que

cosh(z+w) —senh(z+w)

=L(z+w).
—senh(z+w)  cosh(z+w) ( )

L(z)-L(w) = [

Logo, a inversa da matriz L(z) € igual a matriz L(—z) pois L(z) - L(—z) = L(z—z) = L(0) = Id,
donde segue que (L(z))~' = L(—2).

O conjunto .Z é chamado de Grupo de Lorentz relativistico, e descreve as famo-
sas transformacdes da Teoria da Relatividade de Einstein. Um leitor mais interessado nestes

aspectos pode procurar o livro texto Barata (2023).
2.8 As razdes trigonométricas na hipérbole

Ao estudar as razdes trigonométricas na hipérbole, a partir de sua representagdo
plana, percebe-se as semelhangas existentes na definicdo do seno e do cosseno hiperbolicos,
com aquela realizada na circunferéncia, posto que ambas os definem a partir da medida de um
segmento de reta no plano cartesiano. Além disso, discutiu-se no capitulo anterior, que as deri-
vadas e também as questdes de paridade dao substancia capaz de indicar, que as nomenclaturas
hiperbolicas sdao boas para as funcdes supracitadas. E, desta forma, vé-se emergir numa ‘“geo-
metria ndo-cuclidiana”, como a da hipérbole, o mesmo padrao conceitual daqueles encontrados
na geometria circular, o que nos leva a consecucao de uma comparacdo bastante proficua, en-
tre os resultados obtidos em ambas as abordagens. Entrementes, ao direcionar nosso foco para
o estudo das fungdes hiperbolicas, nos deparamos com definigdes que expressam os valores

do senh (x) e suas relagdes como derivadas das fungdes exponencial natural e* e e~ *

, 0 que
confirma as defini¢des dadas por Lambert, redescobertas, alegremente, por Johann Bernoulli,
e mais recentemente, por cada um de nods através deste estudo. Ademais, apds nossa breve e
necessaria explanacao dos fatos relevantes que se encontravam implicitos dentro do “pacote
da trivialidade”, através do qual se desenvolvem os estudos deste tema na atualidade, pode-
mos debrugar-nos com seguranga, sobre as defini¢des apresentadas por Freitas et al. (2015), e
que resultam de sua pesquisa sobre, a quase unanimidade, das abordagens desta tematica em

alguns de nossos principais livros textos!'! que versam sobre o assunto, notando que apesar de

11 Para conhecer melhor quais sdo estes materiais e sua caracteristicas peculiares sugere-se uma analise mais
acurada do trabalho de (FREITAS et al., 2015).



61

todos eles ja iniciarem o estudo das fungdes hiperboélicas afirmando a validade as Equagdes (2)
e (3), nenhuma destas obras apresenta uma justificativa clara para este fato. Entrementes, dire-
cionados e amparados, mesmo que minimamente, pelas (re)descobertas e conclusdes, advindas
de nosso estudo inicial, podemos nos aventurar, com alguma esperanga, no universo das fun-
¢oes hiperbodlicas, buscando conhecer e evidenciar cada vez mais propriedades desta importante
classe de fungdes que podem nos levar a uma compreensao melhor sobre uma das geometrias

12 0 que nos traz a possibilidade

nao-euclidianas, construida sob a 6tica “de onde os pés pisam
de avancar de forma gradativa e continua, sempre avaliando a necessidade de retorno as bases
conceituais, a fim de produzir um conhecimento consistente e fecundo. Este deve ser o tom das
analises realizadas a partir do momento em que serdo construidos com o auxilio do software
GeoGebra, as representagdes graficas das funcdes hiperbolicas no proximo topico. A partir de
agora, tais fungdes serdo estudadas de forma mais rigorosa e, algumas de suas principais propri-
edades deverdo ser analisadas. Alguns dos textos a seguir sdo adaptagdes, e/ou complemento,s

dos textos encontrados em Leithold (2002).
2.8.1 A funcdao cosseno hiperbdlico

Nossa analise inicial, considera que o publico alvo deste estudo ¢ uma turma da
educagdo basica, ou de Pré-Calculo, ou de Calculo I, incluindo claro, todo professor que leciona
nestes niveis, € que esta em busca de alternativas que contemplem uma linguagem modesta,
mas, fundamentada e compreensivel, voltada para este publico, o que justifica a abordagem
mais rudimentar, do ponto de vista tedrico. Nossa estratégia busca aproveitar ao maximo todo

o arcabougo conceitual desenvolvido neste nivel de ensino.

Defini¢ao 6.1: A funcdo cosseno hiperbdlico, é a fungdo g : R— R, que associa cada nimero

real x, ao numero real cosh(x) = %, ou seja, g(x) = cosh (x).
Voltando agora nosso olhar para a fungdo g(x) = cosh (x) = % , pode-se cons-

tatar que ndo existem restrigdes para o seu dominio, logo, D(g) = R. O mesmo ocorrendo para
o seu contradominio, donde CD(g) = R. Sua imagem sera dada ao final da construgdo do seu
respectivo grafico. Portanto, o texto ¢ adequado para alunos de Célculo, e/ou que tenham co-
nhecimentos dos testes das derivadas primeira e segunda, entre outros. Enquanto para alunos
da educagdo basica, recomenda-se fazer a constru¢ao do grafico através de um sofiware como
0 GeoGebra, ou plotando-se pontos. As referéncias para os resultados de Calculo podem ser
encontradas em Thomas, Weir e Hass (2012b), e Leithold (2002). Algumas propriedades podem

ser obtidas como segue.
Propriedades

i) Ja discutiu-se que (cosh(x)) = senh(x) e (senh(x))" = cosh(x) , como podemos ver na
Tabela 2;

12 Como descrito por Lenardo Boff.



62

Figura 24 — Funcao cosseno hiperbélico

e—x

Fonte: Elaborado pelo autor.

ii) Para x = 0 verifica-se que

f+e ¥ 141
2 2

cosh (0) =

1,

logo, o ponto A = (0, 1), pertence ao grafico desta fungao;

iii) Note ainda que g'(x) = senh(x) >0, se x>0, e g'(x) = senh(x) <0, se x<0,o0
que implica que x =0 ¢ um ponto de critico da fungao, isto é, um ponto que ¢ candidato
a ponto de maximo, ou minimo da fun¢do g. De fato, quando x > 0, percebe-se que 0s
valores de ei" diminuem, quando x — 4o, ¢ 0s valores de e* aumentam, entdo, e~ * — 0 e,
e* — oo, Contudo, se x < 0, tem-se parax — —oo, entdo, e * — oo e, e¢*— 0. Portanto,
g'(x) >0, se x>0.E g'(x) <0 se x <0, donde conclui-se, que a fun¢io é decrescente
para valores negativos, e crescente para valores positivos do dominio da fung¢do estudada,
sendox =0, o seutnico ponto de minimo global. De fato, se g'(x) =0, entdo, &' =¢~,
0 que ocorre somente no ponto de interse¢do entre as duas fungdes, isto €, no ponto x =0,
como pode-se ver no grafico da Figura 24.

iv) Como discutido anteriormente, g”(x) = cosh(x) > 0,Vx € R, logo tem-se que f(x) =
cosh(x), tem um grafico, cuja concavidade, ¢ sempre para cima ¢ ndo possui um ponto de
inflexdo, pois, caso contrario, se cosh(x) = # =0, entdo, ¢* = —e*, 0 que é um

absurdo, pois, o lado esquerdo € positivo, enquanto que, o lado direito € negativo.

Resume-se, a discussao das propriedades anteriores, através do grafico abaixo, cons-
truido com o apoio do software GeoGebra e observa-se que, Im(f) = [1,0), donde segue que
cosh(x) > 1, para qualquer x real. Donde resulta que a fungio cosh (x) ndo é uma fungéo perio-

dica.

2.8.2 A funcgao seno hiperbdlico

Definicao 6.1.1: A funcdo seno hiperbdlico, ¢ a funcao f : R— R, que associa cada nimero

real x, ao numero real senh (x) = ek_zefx, ou seja, f(x) = senh (x).
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Propriedades.

i) Ja discutiu-se que (cosh(x)) = senh(x) e (senh(x))" = cosh(x), ver Tabela 2;

i1) Para x = 0, verifica-se que ,

senh(0) = = =0,

logo , o ponto B = (0,0), pertence ao grafico desta fungdo;
iii) Como f'(x) = cosh(x) > 1,Vx € R, tem-se que, f(x) = senh(x) é sempre crescente em
seu dominio, € ndo contém pontos criticos nem maximos € minimos locais;
iv) Note ainda, que f”(x) = senh(x) >0, se x>0, e f”(x) = senh(x) <0, se x <0,
o que implica que x = 0, ¢ um ponto de inflexdo da fun¢io, isto ¢, um ponto em que a
concavidade ¢ modificada ao se passar por ele. De fato, quando x > 0, percebe-se que os
valores de elx diminuem quando x — +oo, ¢ o0s valores de ¢* aumentam, entdo, e * — 0,
e e — oo, Contudo, se x <0, tem-se que para x — —oo, entdo, e * — oo, ¢ €' — 0.
Portanto, f(x) >0, se x>0, e f”/(x) <0, se x <0, donde conclui-se que a concavidade
do grafico de f ¢ para cima, se x > 0, e para baixo se x < 0. Sendo x =0 o seu unico
ponto de inflexdo. De fato, se f”'(x) = 0 entdo, ¢*= e, 0 que ocorre somente no ponto
de intersecao entre as duas fung¢des, isto €, no ponto x = 0, como pode-se ver no grafico
da Figura 25.
Resume-se a discussdo das propriedades anteriores através do grafico abaixo construido com o
apoio do software GeoGebra e observa-se que, D(f) = R e Im(f) = R. Donde resulta que a

fun¢do senh (x) ndo é uma funcao periddica.

Figura 25 — Grafico da funcio seno hiperbélico

X -X

ot f(x) =senh (x) = —2e

y=7 -7 e

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.8.3

A fungdo tangente hiperbdlica.

A funcao tangente hiperbolica, ¢ a funcdo h : R— R, que associa cada niimero real

X, a0 numero real

_ senh(x) e —e™*

rgh (x) = cosh(x) e +e ¥’ 51

ou seja, h(x) =tgh(x). Como o numerador ¢ a fungdo cosseno hiperbdlico ndo ha restrigdes

para o dominio desta fun¢do, mesmo que haja um quociente, visto que cosh(x) > 1.

Figura 26 — Funcio tangente hiperbdlica

X_ g%

eXy e

' h(x) =tgh(x) =
1

-1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Propriedades

i)

iii)

senh(0) 0
tgh(0)= ——==-=0
gh(0) cosh(0) 1 ’
logo, o ponto C = (0,0) pertence ao grafico desta fungio.
Dividindo o numerador e denominador da fung¢do em questdo por e*, e também por e,

obtém-se:

eX—e ¢ e eF—e N ¥ |—e X
tgh (x) = x “x x = 2x = X X —x = —2x’
e+ e e e +1 eXde e 1+e

donde pode-se perceber que quando x — oo, entdo, e~ > — 0, o que faz com que a
tgh(x) ~ 1, ou melhor, tenda a 1 pela esquerda. Por outro lado, quando x — —oo, entdo,
e — 0, fazendo assim, com que a tgh (x) ~ —1, isto é, a fungao tenderd a —1 pela

direita, desde que o x, seja muito pequeno. Isso define as assintotas horizontais do grafico

da fungdo aqui estudada, ou seja, as retas y = 1 e y = — 1 sflo assintotas horizontais '3 da
funcao ranh (x).

A derivada primeira é dada por (tgh(x))’ = sech?(x) = m, veja a Equagdo (42). As-
sim, A’ (x) > 0 e a fungéo & ¢ crescente;

A derivada segunda ¢ dada por (1gh(x))” = —25‘5:‘:3(8), e pode ser deduzida, facilmente,

a partir da Equacao (42). Como ja foi discutido o seno hiperbdlico, é sempre positivo se

x > 0, e negativo no caso contrario. Assim, &’ (x) <0 se x >0, e h”(x) > 0 caso x < 0,

13" Se necessario reveja a defini¢io de assintotas no livro Thomas, Weir e Hass (2012b)
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entdo a funcdo tangente hiperbdlica tem concavidade para baixo se x ¢ positivo, ¢ para
cima, no caso contrario. Além disso, o tnico ponto de inflexdo, é o ponto x = 0, pois, se
(tgh(x))” = 0, entdo, senh(x) = 0, se, e somente se, x = 0.

v) Do exposto nos itens anteriores, verifica-se que o D(7gh(x)) = R, enquanto que a

Im(tgh(x)) = (—1,1), como pode-se constatar na Figura 26.
2.8.4 A funcao secante hiperbdlica

A fungdo secante hiperbolica, € a fungdo k : R— R, que associa cada nimero real x,

ao namero real sech (x) = 7 Ou seja, k(x) = sech(x). Como o numerador ¢é a fun¢do cosseno

1
cosh(x
hiperbolico, ndo ha restri¢des para o dominio desta fun¢do, mesmo que haja um quociente visto
que cosh(x) > 1.

Note que pode-se reescrever essa fungdo como segue

sech (x) = L1 - = 2 : (52)

cosh(x) €42 eX e

Assim, conclui-se que,

XETDO sech(x) =0, e que, ngoo sech(x) =0

Propriedades

i) O D(k(x)) =R, e a Im(sech (x)) = (0, 1], como sera visto na Figura 27 a seguir, onde
sech(0) = m = % =1
i1) O eixo das abscissas ¢ uma assintota horizontal desta fungao.

iii) A derivada primeira ¢ dada por (sech(x))’ = —sech(x) - tgh(x), veja a Formula constante
da Tabela (2). Como o cosseno hiperbolico ¢ sempre positivo basta estudar o sinal da
funcdo tgh(x), mas esta fungdo ¢é positiva para valores positivos de x ¢ negativa no caso
contrario, ver a Figura 26. Assim, k’(x) >0, se x < 0, e positiva caso contrario, o que
implica que a fungdo sech(x) é crescente para x < 0, e decrescente para x > 0, tal que
seu tnico ponto de maximo local ¢ x =0, de fato se k' (x) =0, entdo tgh(x) =0, que s6
ocorre quando x = 0, ver a Figura 27.

iv) A derivada segunda, que pode ser deduzida a partir da (sech (x))’, constante da Tabela
2, é dada por, (sech(x))” = —sech(x) - (1 —2tgh*(x)). Como ja foi discutido, a secante
hiperbolica € sempre positiva, ja que ela € o inverso do cosseno hiperbdlico, que € positivo
para qualquer ponto de seu dominio. Assim, para estudar o sinal da derivada segunda
basta estudar o que ocorre com a sentenga em parénteses na expressao acima, trocando-
se o sinal depois de feito isso, pois, o lado esquerdo da expressdo da derivada segunda
contém um sinal —. Os pontos de inflexdo devem anular k”(x), assim, devem satisfazer

a equacdo 1 —2¢gh’(x) = 0, que resulta em rgh(x) = £—,. E, como esta sentenca tem

1
V2
duas solugdes distintas, x; < 0, e , 0 < x no dominio da fungdo bijetora 7gh(x), segue
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que estes sdao os dois pontos distintos de inflexdo da curva. Um célculo rapido verifica
que 1 —2¢gh?(x) > 0 se, e somente se, —% <tgh(x) < %, se, € somente se, x| < x < X».
Portanto, trocando-se os sinais tem-se que k”(x) < 0, se , x| < x < xp, regido do grafico
que € concava para baixo, e nas duas outras regides complementares tém-se concavidade
para cima.

Estes fatos podem ser evidenciados ao analisar o grafico desta funcao representado

na Figura 27.

Figura 27 — Funcao secante hiperbdlica

y

0

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.8.5 A funcgao cossecante hiperbdlica

De modo completamente analogo ao realizado para a fun¢do secante hiperbolica,

pode-se definir a fungao cossecante hiperboélica da seguinte forma.

Definicio 6.1.4: A fungdo cossecante hiperbolica, ¢é a fungdo r : R\{0}—R, que associa cada

ntmero real x, a0 numero real csch(x) = cossech (x) = , ou seja, r(x) = cscch (x). Como

1
senh(x)
o numerador € a funcdo seno hiperbolico, had uma Unica restri¢do para o dominio desta func¢ao,
ja que ndo se pode ter sech(x) = 0, que s6 ocorre quando x = 0.

Aplicando agora a defini¢do dada pela Equacao 2, obtém-se que

1 1 2
csch (x) = senh (x) CET P 53)

Figura 28 — Func¢ao cossecante hiperbdlica

1

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Note que, neste caso, a fungdo csch (x), ndo esta definida em x = 0, como nos mos-
tra a sua representacdo grafica na Figura 28, embora possa aproximar-se deste valor indefini-
damente, tanto pela esquerda quanto pela direita. Neste caso, os eixos Ox e Oy constituem-
se respectivamente, nas assintotas horizontal e vertical para esta funcdo. Este fato pode ser,
claramente, observado em sua representagao grafica na Figura 28. Além disso, tem-se que
D(r(x)) = (—o0,0) U (0,+4c0), ¢ sua imagem ¢ dada por: Im(r(x)) = (—c0,0) U (0,4+e0). Os
limites, sdo intuitivamente, obtidos pela analise do mesmo grafico ou aplicando-se calculos de

modo semelhante ao que foi feito para a secante hiperbolica, ou seja, tem-se lim csch (x) = —oo,
x—0~

¢ analogamente, 1im+csch (x) = oo, dentre outras analises que serdo deixadas para o leitor.
x—0
2.8.6 A fungdo Cotangente hiperbolica

Definicio 6.1.5.1: A fungdo cotangente hiperbolica, ¢ a fungdo s : R\{0}—R, que associa cada
cosh(x)
senh(x)
¢ a fungdo seno hiperbolico, ha uma Unica restricdo para o dominio desta funcao, ja que nao se

numero real x, ao niimero real corgh (x) = ,ouseja, s(x) = cotgh(x). Como o denominador

pode ter senh(x) = 0, que s6 ocorre quando x = 0.
Aplicando agora, a definicdo dada pela Equacdo 51, obtém-se que,
1 1 X —X
cotgh (x) = = _e te

X—e X T X _ ,—X
tgh (x) e er-e

(54)

Propriedades

i) Dividindo o numerador e denominador da fungdo em questao por e*, obtém-se:

ex+e—x &~ B 82x+1 B er_(1+e—2x) B (1_'_6—2)\')
eX — =X X - e — 1 - er_<1_|_e—2x) - (1_|_e—2x)’

cotgh(x) =

donde, pode-se perceber que, quando x — oo, entdo, a corgh(x) — 17. Por outro lado,
quando x — —oo, entdo, a cotgh(x) — —17. Isso define as assintotas horizontais do
grafico da funcao aqui estudada, ou seja, as retas y = 1 e y = —1, s@o assintotas horizontais
desta fungdo e, como 0 ¢ D(s), tem-se que a reta x = 0, ¢ uma assintota vertical desta
fungao;

ii) A derivada primeira ¢ dada por (cotgh(x))’ = —cossech?(x) = , veja a Formula

~
constante da Tabela 2. Assim, s'(x) < 0, Vx # 0, e a fungdo s &€ sempre decrescente, ndo
possuindo pontos de maximo ou minimo, posto que, se s'(x) = 0, tem-se que —1 = 0,
um absurdo, ¢ além disso, pelo item i), é claro que em x = 0 ndo temos um maximo ou
minimo global;
iii) A fungdo s € impar. De fato,
_cosh(—x) _ cosh(x)  cosh(x)
senh(—x)  —senh(x) senh(x)

s(—x) = cotgh(—x) = —s(x), Vx # 0.

Portanto, para se construir o grafico desta funcao, bastara estuda-la do lado positivo do

eixo x, e depois usar a anti simetria da fungdo para construir um esbogo do grafico na
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iv)

sua parte negativa (ou seja, basta tomar o simétrico da parte positiva da funcao s e depois
mudar o sinal das suas imagens).

A derivada segunda, que pode ser obtida a partir de (corgh (x))/ constante da Tabela 2,
P cosh(x

¢ dada por (cotgh(x))" = Zﬁ.
positivo se x > 0, e negativo no caso contrario. Assim, s”(x) >0, se x>0, e s”(x) <0,

Como ja foi discutido, o seno hiperbdlico ¢ sempre

caso x < 0, entdo, a fungdo cotangente hiperbolica, tem concavidade para cima, se x ¢

positivo, e para baixo, no caso contrario. Além disso, ndo ha pontos de inflexao, pois, se

(cotgh(x))" =

v) Do exposto nos itens anteriores, verifica-se que o D(cotgh(x))

(_°°7 _1) U

Im(cotgh(x)) =

0, entdo, cosh(x)

=0, um absurdo.

(1,00), como pode-se constatar na Figura 29.

Figura 29 — Funcio cotangente hiperbdlica

Fonte: Elaborado pelo autor.

= R\{0}, enquanto que a

Agora que ja se conhece o comportamento grafico e as relagdes algébricas entre as
defini¢des do senoe do cosseno hiperbolicos, entre outras, com as fungdes exponenciais naturais,

pode-se ver como estas se assemelham aquelas oriundas da circunferéncia na Tabela 4.

Tabela 4 — Razoes trigonométricas na circunferéncia unitaria e na hipérbole equilitera

Nome Circunferéncia Unitaria Hipérbole equilatera
SENO sen(x),comx € R senh (x), comx € R
COSSENO cos (x) ,comx € R cosh(x) ,comx € R
EQUACAO GERAL ¥ +y?=1 P—yr=1
RELACAO FUNDAMENTAL cos® (x) + sen® (x) = 1 cosh? (x) — senh® (x) = 1
h
TANGENTE g (x) = 22 gh (x) = 2t
COTANGENTE corg (x) = 8; cotgh (x) = feOZZ 6
SECANTE sec (x) = m sech (x) = m
COSSECANTE cossec (x) = Senl(x) cossech (x) = m

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Cabe ressaltar, que pode-se determinar também as fungdes inversas das fungdes hi-
perbolicas, desde que, quando necessario for, se escolham regides do dominio destas fungdes,
tais que ela se torne uma fungdo bijetora. Na trigonometria circular, estas fungdes inversas
sdo precedidas dos termos arco ou arc seguidos do nome da fun¢ao em estudo, obtendo-se o
arco sen(x) ou arc sen(x) ou sen™'(x) como pode ser visto em Leithold (2002, p. 496-502),
por exemplo, no qual o autor faz referéncia direta ao arco de circunferéncia que o contém, ou
ainda que determina o angulo ao qual se esta estudando. Entretanto, na geometria hiperbodlica
sera utilizado a notago arg, como definido por Santos ef al. (2015) e Vasconcelos et al. (2013),
(oriundo da palavra argumento) e portanto, a fung¢do inversa da fungdo seno hiperbolico, como
exemplo, sera denotada como argsenh(x) ou senh ™! (x). Esta notagdo, também nos remete, ana-
logamente, a defini¢do do argumento de um nimero complexo, segundo a forma polar destes
nameros, que podem ser desenhados no plano de Argand-Gauss, isso traz alguma proximidade
para os estudantes dos tltimos anos do ensino médio, ou das turmas de Pré-Calculo e de Célculo
I, como pode-se ver em OBMEP (2022). Existem relagdes interessantes entre fungdes circulares

¢ hiperbolicas com os nimeros complexos, por exemplo, na formula de Euler onde
¢® = cos(0) +isen(8).

Desta forma, apesar de se ter chegado a um bom tema para discuss@o e analise, este ndo sera
abordado de modo detalhado aqui, posto que esta para além dos temas de estudo de nosso publico
alvo. Entretanto, para aqueles que buscam um aprofundamento sobre esta relagao a consulta ao
trabalho de Aguiar (2018) pode ser bastante proveitosa.

Entrementes, ndo ¢ incomum encontrar-se outra notacao para referir-se as fungoes
hiperbolicas inversas, que por sua vez guardem similaridade com a defini¢do de angulo hiper-
bélico, a saber: o prefixo ar (abreviacio de drea), donde obtém-se arsenh (x) = senh ~!(x)
como resposta a pergunta: “qual a area do seno hiperbolico de x que apresenta este resultado?”
Enquanto a forma equivalente a argsenh (x) = senh ~!(x), responderia a pergunta: “Para qual

argumento x obtém-se este resultado?”.
2.9 Funcoes hiperbdlicas inversas

Antes de considerar todo o leque de funcdes hiperbolicas inversas, precisa-se lem-
brar que uma fungdo vai admitir inversa, se ela for bijetiva, isto ¢, sobrejetora ¢ injetora. Se

f:X — Y ébijetora, entdo a inversa g = f~! é uma funcdo f~' : ¥ — X que satisfaz

(gof)(x) =g(f (x)) =x,Yx X, e (fog)y) = flg(v) =y VyeY. (55)

Por outro lado, como tem-se interesse em representar estas fungdes de maneira gra-
fica, entdo ser-nos-4 muito proveitoso destacar que estas identidades sao dadas pela bissetriz
dos quadrantes impares, ou seja, pela reta y = x, grosso modo, a funcdo e sua inversa podem

ser determinadas graficamente como o espelhamento uma da outra em torno da reta supracitada.



70

Assim, munidos destes conceitos, cabe-nos passar para o estudo propriamente dito das fungdes

hiperbolicas inversas.
2.9.1 A inversa da fungdo seno hiperbolico

Antes de analisar a representagdo grafica desta funcdo deve-se ressaltar que para
f(x) = senh (x) ainversa da fungao seno hiperbolico pode ser representada por uma das seguin-
tes formas:
i) f~1(x) = senh™!(x). Esta seria a forma mais préxima do contexto da educagdo bésica;
ii) f~!(x) = argsenh (x). Esta sera a forma utilizada neste trabalho. Neste caso, a inversa
do senh (x) é chamada de argumento hiperbélico de x;

iii) f~!(x) = arsenh (x). Esta forma pode ser interessante por manter um vinculo com a de-
fini¢do do angulo hiperbdlico como sendo uma area. Assim, ao utilizarmos desta forma,
estaremos nomeando a inversa do seno hiperbdlico como sendo a funcdo “drea-seno hi-
perbélico de x”. 14

Destaque-se contudo, que a utilizacdo de uma das formas ndo inviabiliza as outras, podendo
haver situagdes as quais seja conveniente a utilizagdo de mais de uma destas representagoes.
Note entdo que o contexto, o nivel de ensino, bem como, a conveniéncia, podem ser os fatores
que norteardo a escolha de uma destas representagdes para o estudo.

Analisando agora a fungdo seno hiperbdlico, f : R — R, que satisfaz f(x) =
senh (x), pode-se verificar que a partir de sua representacdo grafica na Figura 25, se tem que
tal funcdo é bijetora. E, portanto, esta possui uma inversa f~! : R — R, que ser4 denotada por

y= f~1(x) = argsenh(x), Vx € R. Portanto, tem-se

senh(y) = senh(argsenh (x)) = x

argsenh (senh (y)) = y.

A representacao grafica desta fungao € dada pela Figura 30.

Figura 30 — Func¢éo y = argsenh(x)

y

Fonte: Elaborado pelo autor.

14 Uma abordagem mais detalhada sobre 4reas, hipérboles, angulo hiperbélico e rotacdes, pode ser vistas no Apén-
dice A.
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Por outro lado, como a fungdo argsenh (x) é a inversa da fungéo senh (x) = %,
que estd definida em termos da exponencial natural, ¢ cuja inversa ¢ o logaritmo natural, digo

In(x) = log.(x), pode-se expressar esta fungdo em termos de polindmios e logaritmos da forma
argsenh (x) = In(x+V/x*+1),Vx € R.

Entretanto, como este resultado nao € evidente a primeira vista, precisa-se prova-lo.

Prova

Faga y = argsenh (x) < senh (y) = senh (argsen (x)) = x, donde se obtém que

. Y_e Y ~ Yy _e Y
senh (y) = x. E assim, como senh (y) = “=—, entdo vem que x = “=*—. Logo,

: 1
el —e V=2 & e — — =12,
ey

donde, multiplicando ambos os membros da igualdade por e”, e igualando a zero, vem que
e —2xe’ —1=0.

Deste modo, fazendo agora w = e¢” obtém-se, w2—2xw—1=0, tal que

VA4 £ 2V

) 5 =x+ Vx2+1.

w

Assim,
w=e'=x+ Vx*+1 = In(e’)=y-In(e) =y=In(x £ Vx*+1).

Observe, entretanto que:
1) Sex <0, entdo x — m<0;
ii) Como vx2Z+1 > V2, entdo se x > 0, vem que , Vx2+1>x, donde segue que
x — vx2 41 < 0. E, para quaisquer dos itens (i) ¢ (ii), o logaritmo In (x — v/x2 4 1) ndo

existe, pois, o logaritmando € negativo. Donde resulta que

argsenh (x) = In(x + Vx*+1), com x € R. (56)

2.9.2 A inversa da fungdo cosseno hiperbdlico

A fungdo cosseno hiperbolico ¢ uma fungao par, como ja foi discutido nas segdes
anteriores. Note que, cosh(1) = cosh(—1), e portanto, a fun¢do ndo é injetora, logo ndo é bijetora.
Portanto, afim de se obter uma parte injetora para esta fungao, deve-se restringir o seu dominio
para que a fun¢do se torne bijetora. Considere entdo, que para x > 0, a restricdo cosh (x) :
[0,00) — [1,+00), é uma funcdo bijetiva que restringe o cosh (x), assim para esta fungdo, pode-
se definir a sua inversa, como sendo a fungiio cosh™ ! = argcosh : [1,+o0) — [0,00), que satisfaz
cosh™ ! (x) = argcosh(x), Vx € [1,+o0).

Veja o grafico desta fungdo representado na Figura 31, junto com o de sua inversa.
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Figura 31 — Fungdo y = argcosh(x)

y
|y = cosh (x)

y = argcosh (x)

X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entrementes, de modo analogo ao realizado para a funcdo senh (x), sabe-se que a

~ r . ~ x -X 4 .
fungdo argcosh (x) é a inversa da fungdo cosh (x) = <5¢—, que estd definida em termos da
exponencial natural. E neste caso, pode-se, similarmente ao que foi feito na secdo anterior,

mostrar que,

argscosh (x) = In(x+v/x*—1), parax > 1. (57)
A prova deste fato esta feita em (LEITHOLD, 2002, p. 405-406).

2.9.3 A inversa da funcdo tangente hiperbdlica

Observando o grafico da rgh (x) na Figura 26, note que podemos restringir a fungdo
h, para que a mesma seja bijetora e, por conseguinte, tenha inversa. Assim, tomando CD(h) =
Im(h) = (—1,1), conclui-se que a fungdo tangente hiperbolica ¢ bijetora e definida como i =
tgh:R — (—1,1), que satisfaz h(x) = tgh(x). Logo, atgh (x) admite inversa. Sejay =rgh ! =
argtgh: (—1,1) — R, a sua fungdo inversa. Tem-se a seguinte representacdo logaritmica e seu

respectivo grafico:

1 1
argtgh(x):i-ln<]i—i),com—l<x<l. (58)

Prova da ultima identidade logaritmica

Fagay =argtgh(x) < tgh(y) =tgh(argtgh(x)) = x, donde obtém-se que rgh (y) =

x. Agora note que
_ senh(y) e¥—e”

~cosh(y) e¥+e

e multiplicando-se o numerador e denominador por e¢” chega-se em

tgh(y)

ed(eY —e ) e —1

e¥(e¥ 4+ e V) VRS

tgh (y) = (59)
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Figura 32 — Fungio y = argtgh(x)

y y=x

y = argtgh (x) y =tgh ()

Fonte: Elaborado pelo autor.

ou seja,

e — 1

Ty

= xeP4x=e? — 1= l+x=e? —xe? = 14x=(1—x)e?

Y

donde segue que
1+x

1—x

—e¢? desdeque —1 <x< 1

. Assim, aplicando o logaritmo natural em ambos os lados, conclui-se que

1 1 1
Ine® =In X =2y-Ilne=In x =2y=In X
I—x I—x 1—x

donde, aplicando as propriedades dos logaritmos vem que,

In(1 —In(1— 1 1
2y=In(1+x) —In(1—x)=y= n{l+x) — In( x):>y:—-ln X )
2 2 1—x
agora como y = argtgh (x), resulta que:

1 1
argtgh (x) = 3 -In (1—3) , desde que —1 <x<1. (60)

2.9.4 A inversa da funcdo cotangente hiperbdlica

Analisando a Figura 29, percebe-se que a fungdo cotangente hiperbolica,
dada por s : R\{0}—R, tal que, s(x) = corgh (x) = <M ¢ injetora. E, afim

senh(x)”’

de que a mesma seja bijetora, resta restringir o seu contra-dominio para (—eco,—1) U
(I,00) = Im(s). Logo, tal funcdo admite uma inversa. E assim, pode-se defini-la da se-
guinte forma: s~ ! =cotgh~!:R\[~1,1] = R\{0}, que associa cada x € R\[—1,1] em
cotgh™!(x) = argtgh(x) € R\{0}. Seu grafico e representacio logaritmicas seguem abaixo na
Figura 33.
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Figura 33 — Funcéo y = argcotgh(x)
y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sendo assim, faga y = cotgh ! (x) = argcotgh (x), donde obtém-se que

1 1
argcotgh (x) = E-ln (ii— 1) , desde que |x| > 1. (61)

Prova da identidade logaritmica

Faga y = argcotgh (x) < cotgh (y) = cotgh (argcotgh (x)) = x , donde chega-se em

cotgh (y) = x. Como
cosh(y) e'+e”

senh(y) e¥ —e Y’

cotgh(y) =
pode-se multiplicar o numerador e o denominador da expressao anterior por e¢”, obtendo-se,

e +eY) eP 41
cotgh (y) = @ —e) DT (62)

portanto, chega-se em:

e + 1 2y 2 n_ 2 2
X= o T Xe Y—x=eV+l=xe?—eV=14+x=e?(x—1)=x+1, |x| > 1,
e —_—

donde obtém-se que
o — )il,
x—1
e aplicando o logaritmo natural a ambos os lados da igualdade vem que,

1 1 | / 1)—In(x—1

x> 1,

— — x—1 2

ou seja,

1 1
argcotgh (x) =y = 5 -In (ij 1) , com |x| > 1. (63)
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2.9.5 Ainversa da fungdo secante hiperbolica

Ao analisar o grafico da secante hiperbdlica na Figura 27, nota-se que ela ¢ definida
nos reais e ¢ uma fungao par, logo ndo € injetiva. Neste caso, precisa-se estabelecer uma restri¢ao
no seu dominio e contra-dominio, a fim de obter-se uma fung¢ao injetiva e também sobrejetiva.
Assim, se considerarmos a fun¢io sech (x), definida de modo que sech (x) : [0,+o0) — (0,1],
entdo, tal funcao passara a ser bijetora. Assim tal fun¢ao admitird uma inversa, que devera ser
definida de modo que sech™! = argsech (x) : (0,1] — [0, +0), que satisfaz y = argsech(x). Seu
grafico e identidade logaritmica seguem representados abaixo na Figura 34.

Prova da identidade logaritmica

Faca agora y = argsech (x) < sech (y) = sech(argsech (x)) = x. E assim, como

h(y) 1 2
sec = =
Y= cosh (y) e+eV
vem que,
2
—y—— = eV dhx.e Y =
sech(y)—x—ey+efy:>x e’ +x-e 2,

donde, multiplicando ambos os membros da igualdade por e¢”, vem que,
e(xe’+xe V) =2e" = xeP +x=2e"=xe? -2’ +x=0=x(e")? —2¢" +x=0,
e assim, fazendo v = ¢” obtém-se
xv?—2v+4x= 0,

e, resolvendo a equagdo do segundo grau, chega-se em

B 24+ /4 —4x? B 2421 —x2 B 1+v1—x2

Y 2x 2x X

,x € (0,1],

logo,

e”

1+£vV1—x2
S

. Donde, aplicando o logaritmo natural a ambos membros da igualdade chega-se em

1+v1—x2 1+v1—x2 1+v1—x2
Ine”=In| — | =y-lne=ln| — | =y=In | — | .
X X

X

Cabe notar que se x — 07, entdo (1_— Vxl_xz) — 0T, pelaregra de L ’Hospital. De
fato, como a primeira aplicagao do limite a seguir da uma indeterminagao do tipo g, aplicando-se

aregra de L’Hospital ¢ aregra da cadeia, para a fungdo na forma de radical, obtém-se o seguinte:

1—+v1—x2 ot
1m<_1_i):mngi;):_:m

x—0t X
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— —oo, pela analise direta do grafico de 7(x) = In(x), o que esta

. Portanto, o In <1_— Vxl_x?>

em desacordo com a Figura 34. Desta forma, conclui-se que

1+v1—x?
y=argsech(x)=In | ————
x

> , desde que 0 <x < 1. (64)
O grafico € como segue.

Figura 34 — Func¢io y = argsech(x)

y = argsech (x)

y=x

y = sech (x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.9.6 A inversa da funcdo cossecante hiperbdlica

Observando o grafico da fun¢do cossecante hiperbolica, representado na Figura 28,

pode-se concluir que a fungio r : R\{0} — R, dada por r(x) = csch(x) = -t~ = 2 ¢

senh(x) — e*—e X’

injetora. Para que se possa obter uma inversa para esta fun¢ao, deve-se restringir o seu contra-
dominio para o seu conjunto imagem, isto ¢, deve considerar a fun¢do cossecante dada por
r: R\{0} — R\{0}, dada por r(x) = csch(x) € R\{0}, sempre que x € R\{0}. Assim, tal
fungdo torna-se bijetora, e terd uma inversa r—! = csch™! = argesch : R\{0} — R\ {0}, tal
que y = r~ ! (x) = argesch(x), para todo x € R\ {0}.

Note que a fung¢do cossecante hiperbolica ¢ impar, de fato tem-se que,

2 2 2
csch(—x) = ~ = — = —, donde,
=X — = (=% e—X — gX _(ex —e x)

esch(—x) == ————— = —csch(x), Vx € R\{0}.
Segue o grafico bem como sua representacdo logaritmica logo a baixo na Figura 35.
Prova da identidade logaritmica

Fagay = argcsch (x) < csch (y) = csch (argesch (x)) = x. Como

1 2
csch (v) = senh(y) e —e

vem que

2 _
X=———=xe’—xe V=2,
ey —e Y



Figura 35 — Fungiio y = argcsch(x)

y = argcsch (x)

y = csch (x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

donde, multiplicando ambos os membros da igualdade por ¥, vem que
el(xe? —xe V) =2e" = xe? —x=2e" = xe? —2¢" —x=0=x(e’)>—2¢’ —x=0,
e assim fazendo u = e¢” obtemos
xu?—2u—x= 0,
e resolvendo a equacdo do segundo grau chega-se em

L2+ VA+4x2 242V +x2 0 1EVXE+1
u=e = = = ,x 7 0.

2x 2x X

Agora aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da igualdade, obtém-se que

<1:i:\/x2+1> <I:I:\/x2+1> <I:I:\/x2+1>

Ine” =In =y-lne=In =y=lIn
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,x# 0.

(65)

Deste modo tem-se duas situagdes para se analisar:

H—\/x +1

1) Parax >0, Vem que

> (0 e o logaritmo na Formula 65 existe. Entretanto, a

Expressao —="—— 1=vardl pao pode ser o logaritmando da Expressdo 65, uma vez que v/ x2 + 1 >
1 entdo , @ <0.

ii) Note que v/x2+ 1 > 1 independente dox # 0. Se x < 0, entio 1=Y+1 Vxx2+1 > 0, 0 que garante a
existéncia do logaritmo na Expressio 65. Jaque vxZ+1 > 1, tem-se que 1 —vx2+1 <0,

\/7

entretanto, a fragio > 0, pois, x < 0, e portanto, este logarltmando existe

Formula 65. Por outro lado observe que neste caso, a expressao 1+ Svr Tl
x < 0, o que implica na ndo existéncia do logaritmando na Férmula 65.

Deste forma, conclui-se que:

—_
—

+Vo+

In se x > 0;

=

argcesch (x) =

—

_ 2
I=vertl) ge x < 0.

In

=

na

L <0, ja que

(66)
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Por fim, note que quando x’ < 0, a expressdo —% >0, esex’ >0, aexpressio % > 0, portanto

a Foérmula 66 pode ser reescrita, simplesmente, como

1+vx2+1

X

argesch (x) = In , sex #0. (67)

Assim, apos estas analises pode-se representar, de modo andlogo ao que foi realizado
nas secoes anteriores, as funcdes inversas obtidas na circunferéncia com as obtidas a partir da

hipérbole equilatera, na Tabela 5 a seguir.

Tabela S — Fun¢oes trigonométricas inversas

Fungdes Inversas Circunferéncia Unitaria Respcetivas fungdes para a Hi-
pérbole equilatera

sen™!(x) arcsen (x), com x = sen(y) argsenh (x), se x = senh(y)
cos™ ' (x) arccos (x), com x = cos(y) argcosh (x), se x = cosh(y)
tg~1(x) arctg (x), com x =tg(y) argtgh (x), se x = tgh(y)
cotg™ ' (x) arccotg(x), com x = cotg(y) argcotgh (x), se x = cotgh(y)
sec™(x) arcsec(x), com x = sec(y) argsech (x), se x = sech(y)
ese 1(x) arcsc(x), com x = c¢sc(y) argesch (x), se x = csch(y)

Fonte:Elaborada pelo autor.

Donde verifica-se a grande similaridade nas defini¢des entre as funcdes trigonomé-
tricas inversas circulares, quanto nas trigonométricas inversas hiperbolicas. O que nos leva a
perceber que existem grandes vantagens no estudo comparativo entre as razdes, posto que o
mesmo pode agregar significado e ampliar, grandemente, o espectro da aprendizagem destes
conceitos por parte do docente/estudante, possibilitando uma aprendizagem mais abrangente e

aprofundada dos temas em estudo.
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3 GEOGEBRA: UMA FERRAMENTA TECNOLOGICA A SERVICO DA APRENDI-
ZAGEM EM MATEMATICA

Durante a minha caminhada académica e estudantil sempre me deparei com as difi-
culdades para entender algumas das propriedades geométricas de figuras planas e espaciais, bem
como compreender e “visualizar mentalmente” tanto estas propriedades, quanto os movimentos
das retas no plano e no espaco. Do que me lembro, as estratégias de ensino utilizadas por meus
professores consistiam na aplicacdo quase mdantrica da expressdo: “imagine que...”. E do dese-
nho de varias posi¢des da figura, o que tomava muito tempo da aula, ou do desenho de vérias
retas num mesmo plano onde ele tentava nos inculcar, sem muito €xito, que eram representagoes
diferentes da mesma reta.

E certamente, ao analisar todo o contexto tecnologico da minha educagao, posso
entender que a melhor ferramenta de ensino ¢ aquela da qual dispomos e manejamos bem, posto
que mesmo com ferramentas mais rudimentares, ou menos “tecnologicas” - considerando os
desdobramentos que esta palavra adquiriu na atualidade - sempre € possivel, obter-se bons resul-
tados. O que qualquer um de nés pode constatar com facilidade, mesmo considerando apenas
uma andlise breve, panoramica e superficial, da historia das Ciéncias ou da Matematica. En-
trementes, como podemos observar em nossos dias, novos tempos costumam trazer em seu
bojo novas ferramentas de trabalho, novos insights, novas necessidades e novas prioridades,
principalmente aquelas oriundas do desenvolvimento técnico e/ou tecnoldgico e, ¢ claro novas
conquistas.

Uma destas felizes inovagdes, o GeoGebra, que esta diretamente relacionada com
o aumento do desenvolvimento tecnolégico, bem como, com seu impacto na educagdo e nas
formas de ensinar e aprender em matematica, de acordo com Brasil (2017) foi idealizada por
Markus Hohenwarter, entre 2001 e 2002, durante o seu projeto de mestrado e, posteriormente,
tese de doutorado em Educacao Matematica na Universitdt Salzburg. De 2006 a 2008, o seu
trabalho foi apoiado por um projeto de parceria NSF' Matemadtica e Ciéncia da Florida Atlan-
tic University e Escolas do Condado de Broward, na Florida. E, de acordo com Wikipedia.
(2023), o projeto foi pensado para ser utilizado em sala de aula e recebeu o nome de GeoGebra.
O mesmo consiste num programa de geometria dinimica que vincula Geometria ¢ Algebra, e
cuja distribuicao ¢ feita através de uma plataforma open source, ou seja, de codigo aberto e li-
vre, de acordo com os termos da licenga GNU General Public License. Atualmente, Markus
Hohenwarter continua a liderar o projeto GeoGebra no Centro de Pesquisa em Ciéncia, Tecno-
logia, Engenharia e Educag¢do Matematica (FCR-STEM) na Universidade Estadual da Florida
em Tallahassee, nos EUA, (BRASIL, 2017, p. 19-20).

O GeoGebra ¢ um programa de interface simples e auto-instrucional uma vez que
para sua utilizagdo, dentro de um planejamento didatico adequado, a curva de aprendizagem ¢
bastante suave, o que possibilita sua utilizagdo desde o inicio, pelos estudantes sendo necessarias
apenas informagdes bésicas sobre sua interface e formas de utilizagdo, a exemplo do que sera

feito com a atividade proposta aqui.
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Neste sentido, verifica-se que a utilizagdo de um recurso deste porte, ¢ relevante
e ja se encontra prevista desde a Constitui¢do Federal de 1988 em seu artigo 218, ressaltando
como estratégia de estado o desenvolvimento cientifico, a pesquisa e a capacitacdo tecnologicas,
bem como a inovagao de acordo com STF (2015), e que foi implementada, inicialmente, como
descrito no art. 39 da Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educacao Nacional - LDB/9.394 de 1996,
onde “a educagdo profissional e tecnologica, no cumprimento dos objetivos da educacao nacio-
nal, integra-se aos diferentes niveis e modalidades de educagdo e as dimensdes do trabalho, da
ciéncia e da tecnologia” (BRASIL, 1996). Esta por sua vez, foi reformulada e ampliada, recen-
temente, para chegar a todas as nossas escolas da educacdo bésica através da implementagdo
da nova Base Nacional Comum Curricular - BNCC, como podemos observar na descri¢ao da
competéncia 5, na qual “o educando” deve:
Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e comunicacao
de forma critica, significativa, reflexiva e €tica nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar ¢ disseminar informagdes,

produzir conhecimentos, resolver problemas, exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva (BRASIL, 2018, p. 9).

Assim, esta relacdo transversal, interdisciplinar e integradora entre vida pessoal, co-
letiva e escolar passa a compor, de forma preponderante, todas as concepgdes de curriculo para
a educacdo basica. E deste modo, munidos desta nova concepcao de educagdo explicitada pela
BNCC, ¢ que apresentamos o GeoGebra, como uma possivel resposta aos anseios daqueles que
buscam adaptar e melhorar tanto sua praxis, como suas aprendizagens ¢ as de seus educares,
potencializando-as através da utilizagdo desta inovadora e promissora ferramenta de ensino e de
aprendizagem. Mormente, parafraseando Brasil (1997), pode-se dizer que, a utilizacdo de um
recurso tecnoldgico para resolver um problema matematico, ou desenvolver um estudo em ma-
tematica, ¢ uma situa¢ao que demanda a realizacdo de uma sequéncia, mesmo que simples, de
acodes ou operagdes para obter o resultado que pode ser o idealizado, ou representar, apenas uma
simulagdo provisdria. Ou seja, a solugdo ndo esta disponivel de inicio, mas € possivel construi-la.
Donde, a aprendizagem surge como produto da interag¢@o entre o usuario, a situagao problema, e
a ferramenta pedagogica utilizada, no caso o GeoGebra, através do processo de “modelagdo”!
afim de promover conhecimento ao aluno, utilizando-se de uma busca de solugdes otimizadas
para cada problema em estudo.

Como nosso foco aqui ¢ apresentar uma proposta de utilizagdo do GeoGebra, apre-
sentaremos apenas algumas informagdes necessarias sobre a sua interface e funcionamento, de
modo que, desde o inicio, o educando consiga utilizar o software e realizar as construgdes ne-
cessérias. Informacdes adicionais podem ser encontradas na pagina do GeoGebra 2 incluindo
materiais introdutoérios, tutoriais ¢ um forum de discussdes®. Também é possivel encontrar re-

cursos em lingua portuguesa nos sitios dos dois Institutos GeoGebra no Brasil sediados, um
1

Uma boa defini¢do de Modelagdo baseada nos trabalhos Biembengut, 2004 de pode ser encontrada em Souza.
(2009, p. 38).

http://www.geogebra.org/

http://www.geogebra.org/forum/

(38}
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na UFF 4 ¢ o outro na PUC-SP>, bem como nas paginas de Goncalves (2019) e do curso para
professores de MELLO (2019), ou no trabalho de Brasil (2017) entre outros. E, por isso , ndo

nos aprofundaremos nas descri¢des das funcionalidades do sofiware.
3.1 Interface e versio

Inicialmente, precisa-se saber que existem diversas versdes disponiveis do
GeoGebra, e cada uma delas pode apresentar uma interface diferente, a depender do suporte
utilizado, seja PC, Tablet, celular ou ainda do pacote instalado que pode ser total ou parcial. A
versdo a qual faremos referéncia ¢ a versao 6.0.820.0 do GeoGebra Classic, por ser a mais atual,
e por incluir a op¢do de realizacdo de atividades com foco na aprendizagem e na aplicagdo de
exames online, de modo que, o professor possa receber o feedback, tanto da atividade quanto
do exame de modo agil e seguro.

Ao ser inicializado, 0 GeoGebra apresenta a interface reproduzida pela Figura 36:

Figura 36 — Interface do software GeoGebra

| € ceogetra Cussic
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©

Fonte: Elaboradas pelo autor.

As opgoes destacadas na Figura 36 representam, respectivamente:

1) Janela de Algebra
Nesta regido sdo exibidas as informagdes referentes as construgdes realizadas de modo
organizado, bem como as propriedades dos objetos construidos, tais como coordenadas,

medidas, segmentos, etc.

2) Janela de Visualizacio
E a 4rea de visualizagdo grafica dos objetos que possuem representacio geométrica, ¢
que podem ser desenhados com o mouse usando os icones da barra de ferramentas ou
comandos digitados diretamente na Entrada.

3) Entrada

Campo de entrada para a digitacao direta de comandos.

http://www.geogebra.im-uff.mat.br/

> http://www.pucsp.br/geogebrasp/
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4) Barra de Ferramentas
De modo analogo ao que acontece em outros softwares computacionais, na Barra de
Ferramentas ficam disponiveis as principais ferramentas que sao utilizadas no processo de
construcdo dos objetos matematicos, tais como pontos, retas, figuras geométricas e suas
medidas, entre outros. Cada icone a ser selecionado, apresenta outras possibilidades em

cascata prontas para utilizagao ao clicar no canto inferior direito com o mouse.

5) Barras de Menu, de configuracoes e de pesquisa
Os itens de nimero 5 a 8, apresentam os menus para salvar o projeto em diversos formatos
online ¢ offline. Para exportar a imagem diretamente para um documento, para acessar a

ajuda, os tutoriais e o modo Exame, entre outras coisas.
Sequéncia Didatica

Professor: Antonio A. P. de Souza

Disciplina: Matematica Turma/Turno: 1° ao 3° anos

Etapas: 03 Duragdao: Um més

Tema: DESCOBRINDO AS FUNCOES HIPERBOLICAS NO ENSINO MEDIO

Justificativa

Ao desenvolver esta Sequéncia Didatica (SD), nossa principal intencdo foi a de po-
tencializar o trabalho docente, através de um planejamento significativo e interessante, que fosse
capaz de envolver os estudantes, desenvolver habilidades que envolvam o mundo tecnologico,
e que possibilitem o desenvolvimento matematico de nossos educares, de forma agregada, ao
desenvolvimento da tecnologia. Para tanto, nosso planejamento considerou que, os conteudos
trabalhados podem ser desenvolvidos em desde o primeiro ano do ensino médio, a depender dos
objetivos do professor e, da turma com a qual esteja trabalhando.

Nossa abordagem ndo foca numa série especifica, mas em formas de se introduzir,
discutir, validar, ressignificar e ampliar o conhecimento dos educandos, através do suporte que a
tecnologia pode, atualmente, nos proporcionar. Nesta proposta utilizamos o software GeoGebra

como suporte tecnologico para o desenvolvimento das atividades.
Objetos do conhecimento trabalhados

* Equagdo geral das Conicas;

* Equacao geral de uma parabola;

» Equacgdo da hipérbole com eixo focal sob o eixo Oy;
» Equagdo geral de uma hipérbole transladada;

* A equacdo da catendria,

» Construgdo e analise grafica da hipérbole, da catenaria e da pardbola;
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* Uso do computador ¢ dos recursos tecnoldgicos de codigo aberto para ressignificar a
aprendizagem em matematica.

* Prova empirica da falsidade da conjectura da Galileu.
Moédulo (Data)
Definida pelo docente no planejamento.
Objetivo Dentre os principais objetivos desta SD podemos destacar:

» Apresentar o conteudo de Fungdes Hiperbdlicas, de forma ludica e atrativa, ao publico do
ensino médio, através do uso do software GeoGebra;

* Inserir o uso das tecnologicas de forma didatica e planejada, como ferramenta de apoio
ao ensino-aprendizagem;

* Inserir a utilizacdo do GeoGebra para investigar o comportamento de fungdes e de suas
representacdes graficas;

 Utilizar o GeoGebra para confirmar, e/ou refutar hipoteses, sobre o comportamento gra-
fico de fungdes reais, a exemplo da conjectura de Galileu sobre a catenaria;

* Desenvolver habilidades referentes ao mundo das Tecnologias da Informagao e Comuni-
cacdo (TDIC’s);

Competéncias Gerais BNCC

* CG 01 Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo
fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar aprendendo
e colaborar para a constru¢ao de uma sociedade justa, democratica ¢ inclusiva.

* CG 05 Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informag¢@o e comunicagao
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as
escolares) para se comunicar, acessar € disseminar informagdes, produzir conhecimentos,

resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.
Habilidades

« EM13MAT302 Construir modelos empregando as fung¢des polinomiais de 1° ou 2° graus,
para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais;

« EM13MAT402 Converter representagdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau
em representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a softwares
ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre outros materiais;

« EM13MAT403 Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias digi-

tais, entre as representagoes de fungdes exponencial e logaritmica expressas em tabelas e
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em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,
crescimento) de cada fungao;

« EMI13MATS502 Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representé-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizagdo, reconhecendo quando essa representacao ¢

de funcio polinomial de 2° grau do tipo y = ax?.

Etapas de desenvolvimento

As atividades estardo divididas em trés momentos distintos, sendo eles:

» Exploragdo didatica do Software GeoGebra objetivando o reconhecimento de sua inter-
face e principais ferramentas que serdo utilizadas nas construgoes;

* Analise do comportamento grafico das fungdes, referentes a equagao geral da hipérbole
com eixo focal sob o eixo das ordenadas, a Equacao Geral das conicas, e a equagdo geral
da catenaria descritas pelas Equagdes (19), (70), e (71), respectivamente.

» Analise e comparagdo entre as representagoes graficas da catendria e da pardbola num
mesmo sistema de coordenadas;

+ Anélise e comparacdo entre os graficos da hipérbole e da parabola fechando a demonstra-
¢do empirica da falsidade de conjectura de Galileu sobre a catendria e a parabola.

Sendo que, o terceiro e o quarto momentos estdo imbricados nas suas etapas de

aplicagdo, e de realizacao.
Descricao das atividades
Aula - 1 (duracio 50 minutos)
Objetivos da aula

Apresentacao e exploracao didatica do Software GeoGebra objetivando o reconhe-
cimento de sua interface e principais ferramentas que serao utilizadas nas construg¢des, em aulas
posteriores. Devem ser trabalhadas a insercao de pontos, de retas, a utilizagdo da caixa de En-
trada, das janelas de Algebra e de visualizagdo grafica. Nos moldes apresentados na se¢do 3.1,
onde definimos qual a versdo do software que utilizamos e mostramos uma prévia de sua inter-

face.
Acao do professor

Apresentar a plataforma do GeoGebra, disponivel em GoeGebra.org, e o video de
apresentacao do GoeGebra para aprender matemdtica, elaborado por Team (2023), elencando

as principais vantagens advindas da utilizacdo do referido software.
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Na sequéncia, exibe a aula do professor Goncalves (2018), com o objetivo de inse-
rir, através de exemplos praticos, tanto o reconhecimento da interface do programa, quanto a
definicdo e a utilizagdo dos “controles deslizantes” de forma visual. O que agregara sentido
as atividades, ao mesmo tempo em que possibilitard a compreensao deste importante conceito,
que sera utilizado, posteriormente, na constru¢do dos graficos da hipérbole, da pardbola e da
catenaria, a fim de compara-los.

Nesta etapa, o aprendiz deve ter liberdade para realizar testagens exploratdrias, sem

o compromisso de precisar dar conta de tudo até o final da aula.
Acio do aluno

Ficar atento as informacgdes veiculadas nos materiais apresentados, registrando em
seu caderno, dicas, conceitos, formas de constru¢do dos objetos matematicos trabalhados,
incluindo formas geomeétricas, retas e curvas, utilizando as ferramentas disponiveis e a caixa
de Entrada. Pode ser necessario o replay do video, ou de partes do mesmo, para uma melhor
compreensdo dos conceitos abordados nele. Este fato deve ser considerado ao se planejar a aula.
E espera-se, que nesta etapa, os alunos expressem suas duvidas, antes de reapresentar o material.

Ele deve testar, seja no computador, no celular, no fablet, ou em qualquer outro
aparelho disponibilizado pela instituigdo de ensino, ou outro qualquer, no qual o discente tenha
acesso a internet € que suporte a execugdo do software. Esta ¢ uma “Conditio sine qua non”,

para que este trabalho alcance o éxito almejado.
Material utilizado

Para o bom desenvolvimento da atividade sera necessario dispor de:
» Acesso a internet banda larga;
 Sala de Computagdo ou Sala de multimeios;
» Computador, ou tablet, ou notebook, ou chromebook, ou celular;
* Retroprojetor;

* Pincel atémico e, quadro branco;
Referéncias

GONCALVES, W. V. Interface do GeoGebra e Construcgdes iniciais. 2018. Disponivel em:
<https://l1nq.com/GeoGebra>. Acesso em: 05/10/2023.

MODERNA, O. E. Conexodes: matematica e suas tecnologias: Trigonometria. 1°. ed. pa-
gina 80-81: Sao Paulo: Moderna, 2020. v. 4. (Manual do professor, v. 4). Obra coletiva
concebida, desenvolvida e produzida pela Editora Moderna. Editor responsavel: Fabio Martins

de Leonardo.
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TEAM, G. GeoGebra.org. 2023. Disponivel em: <https://www.geogebra.org/download>.
Acesso em: 05/10/2023.

VASCONCELOS, J. G. S. F. et al. Fungdes hiperbdlicas: histéria, conceito e aplicacdo. UNI-
VERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS, 2013.

Avaliacao

A avaliacdo, neste momento inicial, devera ser realizada através da coleta de relatos
sobre as expectativas, as dificuldades e as experiéncias de interagdo entre os discentes e a tecno-
logia através do uso do GeoGebra como recurso didatico para o ensino de matematica. E seus

resultados, devem nortear o desenvolvimento das outras etapas.
Aulas - 2 e 3 (durag¢io 50 minutos cada)
Objetivos da aula

Criar, e utilizar os “controles deslizantes”, abordados na aula anterior, aplicando-
os a Equacao Geral das conicas (ver Equagao 70), a fim de analisar as representacdes graficas
obtidas através da variagdo de seus parametros A, B, C, D, E e F, classificando-as como reta,
parabola, elipse, hipérbole ou circulo. Estas, por sua vez, ainda devem apresentar um carater
apenas exploratdrio sobre estes temas e propriedades, uma vez que o foco aqui sera direcionado
para a compreensdo do uso da ferramenta tecnoldgica para comparar as representacdes graficas

da parabola com as da hipérbole e a da catenaria.
Acao do professor

Revisar os topicos da aula anterior sobre a criagdo dos controles deslizantes bus-
cando proceder, de modo analogo, para criar e explorar as variagdes dos controles deslizantes,
de modo pratico, aplicando-os também, tanto a equacdo geral da hipérbole transladada, com
eixo focal sobre o eixo das ordenadas, como descrita pela Equagao (19), quanto a Equacéo (71),
que ¢ a equagao geral da catenaria. Para tanto, deve-se seguir as etapas descrita na se¢do 4.1,
até o passo de numero 4.

Este processo também foi desenvolvido numa atividade pelo autor e se encontra
disponivel no repositorio do GeoGebra sob o titulo de hipérbole com régua e compasso. Ao
utilizar este material, deve-se clicar nos pequenos circulos que aparecem na Janela de Algebra,
para que a construgao seja apresentada na tela. Havendo ainda a possibilidade de clicar no play,
que aparece ao lado do primeiro pequeno circulo, logo apds a habilitacdo dos controles, para
realizar a constru¢ao de forma automatica (ou animada).

A revisao sobre: Como criar controles deslizantes? Deve ser realizada pelo profes-

sor na tela do retroprojetor, visando minimizar as duvidas durante sua construcdo na atividade.
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E o professor deve fornecer tempo para a exploragcdo da ferramenta por parte dos educandos
valorizando os erros mais comuns dos educandos comentando-os na lousa de forma didatica e
propondo solugdes encontradas pelos proprios colegas, o que pode enriquecer a experiéncia atra-
vés da colaboracdo entre os pares, fortalecendo assim, a aprendizagem de modo significativo.
O professor pode encontrar um bom suporte escrito, € que pode ser compartilhado
com os alunos, no material de Brasil (2017), ¢ ainda pode utilizar o material em video desen-
volvido por Goncalves (2019), com o objetivo de inserir, através de exemplos praticos, tanto o
reconhecimento da interface do programa, quanto a defini¢do e a utilizagdo dos “controles des-
lizantes”” de forma visual. Nesta etapa a experimentagao, o erro e a relevancia didatica atribuida
a estes fatores, associada ao incentivo a continuidade das atividades, pode ser decisiva para o
&xito da mesma, em etapas onde a construcdo e a analise andardo juntas, afim de se alcangar o
conhecimento desejado, possibilitando o surgimento de novos insights tanto por parte do aluno

quanto do professor.
Acao do aluno

Desenvolver as atividades de forma proativa e colaborativa, buscando compreender
de forma global o tema em estudo, utilizando-se das ferramentas tecnologicas disponiveis para
fomentar o desenvolvimento de suas habilidades de andlise, de colaborag@o e de investigagao

associadas a TIDC’s utilizadas na execugao desta atividade.
Material utilizado

Para o bom desenvolvimento da atividade sera necessario dispor de:
* Acesso 4 internet banda larga;
» Sala de Computagao ou Sala de multimeios;
» Computador, ou tablet, ou notebook, ou chromebook, ou celular;
* Retroprojetor;

* Pincel atémico e, quadro branco;
Referéncias
DANTE, L. R. Matematica: Contexto & aplicacdes: ensino médio. 3*. ed. [S.1.]: Sdo Paulo:
Atica, 2016. v. 1.

BRASIL, M. M. d. F. Explorando o software GeoGebra no processo de ensino e aprendiza-

gem da geometria espacial. Mestrado Profissional em Matemaética - UESC, 2017.

GONCALVES, W. V. O GeoGbra: Reconhecendo Secoes Conicas com o GeoGebra. 2019.
Disponivel em: <http://https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=gY A eQhtmr4>.
Acesso em: 05/03/2023
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MODERNA, O. E. Conexdes: matematica e suas tecnologias: Trigonometria. 1°. ed. pa-
gina 80-81: Sdo Paulo: Moderna, 2020. v. 4. (Manual do professor, v. 4). Obra coletiva
concebida, desenvolvida e produzida pela Editora Moderna. Editor responsavel: Fabio Martins

de Leonardo.

TEAM, G. GeoGebra.org. 2023. Disponivel em: <https://www.geogebra.org/download>.
Acesso em: 05/10/2023.

VASCONCELOS, J. G. S. F. et al. Fungdes hiperbdlicas: histdria, conceito e aplicacdo. UNI-
VERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS, 2013.

Avaliacao

A exemplo da avaliacdo inicial, deve-se adotar que a realizacdo da coleta de rela-
tos sobre as expectativas, as dificuldades e as experiéncias de interagdo entre os discentes e a
tecnologia através do uso do GeoGebra, como recurso didatico, para o ensino de matematica,
representa uma das principais estratégias de avaliagdo e, esta voltada para a afericdo do grau de
motivagao e de eficacia desta SD.

Nesta etapa, busca-se averiguar o grau de assertividade, por parte do educando, na
realizacdo de atividades de constru¢do de uma hipérbole utilizando o sofiware GeoGebra, como
ferramenta de suporte tecnoldgico, seguindo as instrugdes apresentadas na atividade de cons-
trucao da hipérbole com o software GeoGebra. Esta atividade, esta disponivel na pagina de
atividades do autor, sob o titulo: “Hipérbole com régua e compasso”. E deve servir de para-
metro para a (re)elaboragdo de estratégias, afim de tornar, tanto a execugao desta SD, quanto a
utilizacdo didatica da tecnologia, nas aulas de matematica, exitosas, quanto produtivas.

Outro fator importante a ser considerado, nesta segunda etapa de avaliag¢do, consiste
na realizagdo das atividades propostas que envolvam a plotagem de graficos através da janela
de Entrada do software GeoGebra, e da construgdo de controles deslizantes que possibilitem,
a analise das propriedades dos graficos de fungdes, através das variagdes destes controles; Ex-
plorando, assim, os possiveis resultados da variacdo dos valores destes controles deslizantes, na
Equacdo Geral das conicas, representadas pela Equacdo 70, pela equacdo geral da catenaria,
representada pela Equagdo 71 e pela equagdo da hipérbole unitaria de eixo focal sobre o eixo

das abscissas, representada pela Equacao 19.

Aula 4 - (duragio 50 minutos)

Etapas de desenvolvimento

Nesta etapa, todos os esfor¢os devem se concentrar, na utilizagdo coordenada dos

conhecimentos e estratégias trabalhados anteriormente, tais como, a utilizacdo da Caixa de En-
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trada para se inserir as equagdes nas janelas de Algebra e de Visualizagio, bem como, a constru-
¢do e configuracao dos controles deslizantes que estaremos utilizando. Assim, ao utilizar estas
estratégias e ferramentas os educares, ja devem ser capazes, de realizar uma:
* Analise comparativa, entre os graficos da hipérbole e da pardbola, através de suas repre-
sentacoes graficas, num mesmo sistema de coordenadas; E, uma;
» Analise comparativa, entre as representacdes graficas da catendria ¢ da paradbola, num
mesmo sistema de coordenadas, fechando assim, a demonstragdo empirica, da falsidade

de conjectura de Galileu sobre a catendria, a qual ele pensava ser uma parabola.
Descricao das atividades

Para os educandos que participaram, ativamente das aulas anteriores, acredita-se
que, ndo sejam necessarias grandes intervencdes para a execucdo, adequada das comparagdes,
entre as representacoes graficas da parabola com a hipérbole, e da pardbola com a catendria.
Entretanto, caso isto venha a acontecer, o professor pode realocar os alunos com dificuldades
num mesmo lugar, para facilitar a interven¢@o, buscando inclusive, a ajuda dos colegas que ja
superaram estas dificuldades.

A seguir deve orienta-los a construir, num mesmo plano cartesiano, a representagao
grafica da equacao geral das conicas e a equagao geral da hipérbole de eixo real sobre o eixo das
ordenadas, destacando, sempre o papel fundamental, da regulagem dos controles deslizantes,
para a obten¢@o de uma boa comparacao.

O procedimentos necessarios para tal comparacdo, podem ser descritos a partir do
quinto passo da se¢do 4.1. O professor deve permitir que os discentes tentem realizar a atividade
de modo independente, no primeiro momento, acompanhando os procedimentos descritos
no passo cinco, para so depois fazer as intervencdes necessarias, apresentando a construgdo
realizada pelo autor para esta comparagdo que pode ser encontrada AQUI, ou opcionalmente,
em https://www.geogebra.org/m/fj9xfu6x, bastando para isso digitar o endereco na barra de pes-
quisas do navegador.

E, de modo completamente analogo, deve permitir que os educares explorem
a comparagdo entre a pardbola e a hipérbole. Neste caso, a solucdo elaborada pelo au-
tor pode ser acessada AQUI, ou através da digitacdo na barra de enderegos do endereco:

https://www.geogebra.org/m/d3antshk.
Objetivos da aula

Consolidar o conhecimento matematico através da utilizagao, didatica, do software
de geometria dindmica GeoGebra, alavancando assim, o ensino e a aprendizagem em matema-

tica.
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Utilizar o software GeoGebra para, de modo empirico, demonstrar a falsidade da
conjectura de Galilei, que acreditava que a curva formada por uma corrente suspensa, sob a
acdo Unica de seu peso, era uma parabola.

Iniciar o estudo sobre a hipérbole ,e sobre as fung¢des hiperbolicas, desde a educacao
basica, de nivel médio, destacando o papel central da tecnologia nesta empreitada. E apontando
um possivel caminho, para que esta possibilidade venha ma ser uma realidade em nossas escolas

nesta etapa de ensino.
Acao do professor

Especificamente, a partir deste momento, o professor deve ser apanas um facilitador
do processo de ensino e de aprendizagem mediado pela intervengao tecnologica em sala de aula
devendo estar atento a constru¢ao dos lagos de comunicagdo e colaboragao ativas que devem
ser desenvolvidos durante a execucao das atividades, posto que este pode ser um rico momento
para o desenvolvimento conjunto dessas habilidades. Ele deve estar atento as dificuldades pro-
cedimentais e conceituais presentes na atividade sob pena de perder uma boa oportunidade de
motivar, e de incentivar o desenvolvimento critico de seus educares. E deve conhecer, de modo
antecipado, as atividades, seus objetivos ¢ o conteudo a ser ministrado, para que nao venha a
ficar perdido durante as aulas. E neste sentido, um estudo mais acurado deste trabalho podera
ser bastante util.

O professor pode seguir o cronograma indicado aqui, ou pode fazer as alteragdes
que achar necessarias, a depender da turma com a qual estara trabalhando e, do seu grau de
conhecimento tecnologico da mesma. O que pode ser salutar para que o professor alcance seus

objetivos com a aplicag¢do desta SD.
Acao do aluno

Espera-se que nesta fase os educandos ja se encontrem a vontade com a utilizagao
da tecnologia e familiarizados com o software sugerido para as atividades. E portanto, eles
devem estar atentos as informacdes e dicas apresentadas pelo professor ou pelos colegas mais
avangados, agindo de modo empatico e colaborativo com todos os envolvidos na atividade. E
que possam receber a intervencao tecnologica ou o uso didatico-pedagdgico da tecnologia como
uma estratégia de ensino e aprendizagem que pode possibilitar novas formas de se compreender
o mundo em que vivemos, constituindo-se num rico ambiente para a experimentacao em ciéncias

€ em matematica.
Material utilizado

Para o bom desenvolvimento da atividade sera necessario dispor de:

* Acesso a internet banda larga;
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Sala de Computacao ou Sala de multimeios;
» Computador, ou tablet, ou notebook, ou chromebook, ou celular;
* Retroprojetor;

* Pincel atémico e, quadro branco;
Referéncias

DANTE, L. R. Matematica: Contexto & aplica¢des: ensino médio. 3*. ed. [S.1.]: Sao Paulo:
Atica, 2016. v. 1.

BRASIL, M. M. d. F. Explorando o software GeoGebra no processo de ensino e aprendiza-
gem da geometria espacial. Mestrado Profissional em Matematica - UESC, 2017.

GONCALVES, W. V. O GeoGbra: Reconhecendo Se¢coes Conicas com o GeoGebra. 2019.
Disponivel em: <http://https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=gYA_ eQhtmr4>.
Acesso em: 05/03/2023

MODERNA, O. E. Conexodes: matematica e suas tecnologias: Trigonometria. 1°. ed. pa-
gina 80-81: Sao Paulo: Moderna, 2020. v. 4. (Manual do professor, v. 4). Obra coletiva
concebida, desenvolvida e produzida pela Editora Moderna. Editor responsavel: Fabio Martins

de Leonardo.

TEAM, G. GeoGebra.org. 2023. Disponivel em: <https://www.geogebra.org/download>.
Acesso em: 05/10/2023.

VASCONCELOS, J. G. S. F. et al. Fungoes hiperbdélicas: histéria, conceito e aplicacdo. UNI-
VERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS, 2013.

Avaliacao

A avaliacao da impressdes, expectativas, frustracdes, necessidades e/ou possibilida-
des para o ensino de matematica com a utilizacao das TIDC’s, e mais especificamente, do uso do
software GeoGebra pode, e deve ser feita, em todas as aulas. Enquanto a avaliagdo da atividade
em si, pode ser realizada a partir do grau de participagdo ativa da turma associada ao quantita-
tivo de atividades realizadas com éxito sempre levando em conta as nuances da incompletude
do planejamento, uma vez que este sempre apresenta a adaptabilidade como sua principal marca
e estratégia de agao.

Por outro lado, sugere-se que a avaliacdo deste ndo seja unilateral, mas que todas
as partes envolvidas no processo de ensino e aprendizagem tenham a possibilidade de avaliar o
processo, mesmo que para isso seja necessario criar uma estratégia para validar esta avaliagdo

compartilhada.
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E neste sentido a elaboragdo de Rubricas de avaliagdo pelos envolvidos neste pro-
cesso pode ser uma alternativa eficaz e conciliadora que pode revelar uma avaliacdo multifocal
pautada na realidade de quem participou diretamente da atividade. Fato que merece ser, ao

menos estudado no planejamento de qualquer atividade deste porte.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A historia das fungdes hiperbolicas € repleta de nuances que podem ser melhor com-
preendidas hoje, devido ao grande avango tecnoldgico que nos possibilitou analisar o grafico
de uma funcdo com maior assertividade e seguranga, uma vez que a construc¢do via software
computacional, nos apresenta um grafico construido sem os vicios e erros comuns relativos a
construgdo a mao livre, sejam de tracado, de truncamento, ou de precisdo, uma vez que nossos
melhores graficos ndo passam de representacdes grosseiras, suficientes para analises iniciais,
como nos informa Kaplan (1972, p. 18).

A histdria nos revela, que o primeiro a se debrugar sobre o problema da identificagdo
da curva formada por uma corrente suspensa sob a acao nica de seu proprio peso e fixada pelas

suas extremidades como representada na Figura 37 !, foi Galileu.

Figura 37 — Representacio da catendria na conjectura de Galileu

Fonte: Retirada de Engineering Models.

Tanto ele, quanto boa parte dos matematicos da €poca, perderam bastante tempo
tentando provar que a curva, que ficou conhecida como catendria era uma parabola. Entretanto,
apesar de seus esfor¢os, ninguém conseguiu demonstrar que a conjectura formulada por Galileu
fosse verdadeira. A descoberta de que a catendria ndo era uma parabola foi inicialmente apre-
sentada por Huygens, que aos 17 anos afirmava: “a catendria nao pode ser uma parabola, pois
estas curvas apresentam propriedades que as distinguem uma da outra”. Entrementes, somente
em meados do século XIX, depois que Jacob Bernoulli, revisitou esta conjectura e a publicou
no Jornal de cunho cientifico fundado por Leibniz em 1871, o “Acta eruditorium”, foi que os
matematicos, instigados pela publicagdo, voltaram a atacar novamente a conjectura de Galileu.
E a solucdo foi encontrada tanto por Johan Bernoulli quanto por Leibniz ¢ Newton, naquele
mesmo ano. A partir de entdo, a catendria, com vértice no ponto (0, a) , com a > 0, passou a

ser conhecida como a curva representada pela Equacao 68 (LEITHOLD, 2002, p. 402).

y=a-cosh (2) ,a >0, (68)

ou seja,

' Esta figura foi retirada de um dos videos do “Canal de Modelos de Engenharia”. o qual apresenta o video inti-

tulado: Modelos Mecanicos que inclui trechos de 18 de seus filmes. Para saber mais e ver modelos adicionais,
acesse: https://www.civil.uwaterloo.ca/brodland/models.html.
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- g (€54 + e/9), (69)

A catenaria apresenta propriedades que a colocam num lugar de destaque na arqui-
tetura, pois, as estruturas construidas com base nesta curva apresentavam grande resisténcia e
estabilidade, possibilitando a construgdo vertical com mais seguranca. Um bom exemplo disso
¢ 0 Gateway Arch: que ¢ um Arco em forma de catendaria invertida, achatada (St. Louis, Estados

Unidos), ilustrado na Figura 38.

Figura 38 — Gateway Arch

Fonte: https://commons.wikimedia.org.

Como j& abordado no Capitulo 4, podemos encontrar fungdes hiperbolicas em diver-
sos ambientes, tais como no choque entre ondas, na arquitetura, nos cabos e fios suspensos em
nossas ruas, uma vez que, por definicdo, a catendria “e a curva formada por um cabo flexivel
com densidade uniforme, pendurado entre dois pontos, sob a a¢ao tnica de seu proprio peso,
onde o seu ponto minimo ¢ (0, @), com a > 0” (ALHADAS, 2013, p. 46), como podemos ver
na Figura 39.

Figura 39 — A catendria no cotidiano

Fonte: Retirada de Engineering Models.

E, cuja expressdo algébrica, estd representada pela Equacdo 68.

De acordo com Almeida (2014), outra aplicacao interessante da catenaria pode ser
vista com muita frequéncia , tanto no trabalho de um topografo, quanto na construcao civil como
um todo. E neste caso, a catenaria é considerada uma fonte de erro recorrente, que nao pode ser
desprezada por nenhum construtor. Uma vez que nas medi¢gdes com trena, esta ndo conseguira
obter a medida real devido ao efeito catendria. Este fato pode ser percebido na Figura 40.

Para a referida autora “ainda no sentido vertical, o proprio peso da trena descreve
uma curva ou “barriga”, provocando o erro de catendria ao medir d4 em vez de d, como repre-
sentado na Figura 40.
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Figura 40 — Erros na medida direta de distincias
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Fonte: Retirada de (ALMEIDA, 2014, slides. 8, 27).

Assim, para entender melhor qual foi a dificuldade encontrada por Galileu e os de-
mais matematicos em confirmar que a catendaria nao ¢ uma parabola, pode-se fazer uma experi-
mentagao utilizando-se do software GeoGebra, com a atividade proposta abaixo, a qual podera
ser visualizada, ou acompanhada de modo simultaneo, visando uma melhor compreensao dos
procedimentos descritos, no repositorio de atividades do GeoGebra?. Onde o material foi dis-

ponibilizado por Souza (2024c).
4.1 Comparacao entre a parabola e a hipérbole utilizando o software GeoGebra

Com o GeoGebra aberto, acompanhe as observagdes das atividade como descritas

abaixo:

1) Como a equagdo geral de uma conica 3¢ do tipo:
Ax> +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, (70)

entdo, deve-se criar, inicialmente, os controles deslizantes * que representardo a variagao
dos coeficientes reais A, B, C, D, E ¢ F da Equagdo 70. Uma vez criados os controles
deslizantes, ¢ nomeados com as respectivas letras, deve-se inserir, na barra de férmulas,
a equagdo geral das cOnicas na forma descrita pela Equacdo 70. Neste caso, o objetivo
pode ser brincar com os valores dos coeficientes para ver o que acontece com o grafico
na representacao do GeoGebra.

2) Para criar uma parabola, devemos considerar A %20, e C = 0, donde se obtera uma

parabola, cuja reta focal é paralela ao eixo Oy se D # 0. > Assim, considerando que:

Disponivel em:https://www.geogebra.org/m/fj9xfu6x

3 Ha uma discussio detalhada sobre a equacio geral de uma conica e as condigdes desta para que esta resulte na
equacdo quadratica que representa um elipse, ou uma hipérbole ou uma parabola em Delgado, Frensel ¢ Crissaff
(2017, p. 168 - 188)

4 Para aqueles que ndo tiveram nenhum contato com o GeoGebra pode ser interessante assistir a aula do professor
Tondinelli. (2020) sobre a definicdo e utilizagcdo dos controles deslizantes.

> Uma apresentagdo simplificada sobre as condigdes para que a equagdo geral das conicas possa representar um

parabola pode ser encontrada em (KAPLAN, 1972, p. 9).
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3)

4)

5)

6)

A=—-1,B=C=D=0,comE = 1¢ F =0, obtém-se a fungdo y = x> , que representa
uma parabola centrada na origem, cujo eixo de simetria é coincidente com Oy.

Agora, fazendo F = —1, conseguimos transladar esta parabola verticalmente, em uma
unidade para cima, obtendo assim V = (0,1), como sendo o novo vértice da parabola
transladada.

Para incluir uma hipérbole, cujo eixo focal esteja sobre o eixo Oy, devemos criar os se-
guintes controles deslizantes: g, h, m, n com variacdo de uma unidade, exceto para o
controle deslizante n, cuja variag¢do sera de 0, 1 unidades, o que nos permitird uma analise
mais detalhada da situagdo, e posteriormente, uma comparagdo mais assertiva entre os
dois graficos. Desta forma, ao se variar o valor de n, buscaremos uma sobreposi¢ao total
entre as duas representagdes graficas, caso a catendria seja, realmente uma parabola, ou
uma nao sobreposicao total, em caso contrario. Em seguida, sera necessario inserir, na
caixa de Entrada, a equagdo geral de uma hipérbole com eixo real sobre o eixo Oy, con-
forme vemos na Equacdo 19, com os coeficientes equivalentes aos controles deslizantes
criados logo a cima, para obter a seguinte equacao:

—g? (=h?_|
m? n?

Neste caso, observe que foram feitas as seguintes modificacdes na Equacdo 19: yg =ge
xo = h, com a finalidade de usar oscontroles deslizantes definidos para esta equagao.
Note ainda que, ao definirmos que a =m e b = n, na formula geral da hipérbole transla-
dada, entdo, obtemos a hipérbole equilatera de vértices V; = (0,1) e Vo, =(0,—1); Donde,
ao realizar as etapas anteriores, vé-se surgir uma parabola e uma hipérbole com um vértice
em comum, digamos V =V = (0,1), como na Figura 41.

Nota-se também, que a hipérbole representada, em nota¢do moderna pelo GeoGebra, apre-
senta dois ramos, o que a diferencia claramente da parabola como pode-se observar na
Figura 42.

Agora, Fazendo n variar, pode-se notar que as duas curvas ndo se sobrepdem totalmente
mas, somente em algumas partes de seus graficos, o que poderia ser suficiente para que
se refutasse a conjectura de Galileu, através de analise grafica comparativa obtida, ou
pelo principio do terceiro excluido ©, caso este fosse um problema da atualidade, uma
vez que, mesmo numa andlise mais rdpida das Figuras 41, 42 e 43, pode-se constatar
que apenas partes dos graficos se sobrepdem. E, tendo em vista esta possibilidade, ¢ que
sugere-se, que tal atividade seja proposta como situa¢ao problema, para que, com o uso
da ferramenta tecnologica sugerida, o educando possa tirar suas proprias conclusdes e

construir um conhecimento consistente nesta etapa de estudo.

6

Uma definigio sobre este principio pode ser encontrada em WIKIPEDIA (2023).
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Figura 41 — Parabola e hipérbole com vértice comum V = (0, 1)
| /!

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 42 — Diferenciaciio grafica entre parabola e hipérbole pelos ramos da hipérbole

1%

eq2: =24y’ =1

Fonte: Elaborado pelo autor.

*

Figura 43 — A parabola e a hipérbole nio se sobrepéem

eql:y=x"+1 eq2: —2.003 +y* = 1

a

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, de modo similar ao que foi discutido anteriormente, pode-se verificar que
“resolve-se” a conjectura de Galileu, via GeoGebra ao se comparar a equacao geral das conicas,

descrita acima, com a expressdo geral da catenaria na forma

y = cosh (kt), (71)
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, com vértice comum V = (0, 1), criando-se os controles deslizantes para a equagdo geral das
cOnicas e um para o parametro k da catendaria, conforme vé-se nas Figuras 44, 45 e 46. As estra-
tégias para esta nova comparagdo entre a caftendria e a parabola sdo similares as apresentadas
na atividade anterior, diferenciando-se daquela, somente por usar a equagao geral da catendria
no lugar da equacdo geral da hipérbole transladada. E, esta por sua vez, pode ser visualizada em

Souza (2024a). Logo a baixo, podemos ver algumas imagens desta atividade.

Figura 44 — A parabola e a catendria com vértices comuns

cosh(kt)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 45 — Pontos de intersec¢do entre parabola e catendria de vértices comuns V = (0,1)

cosh(kt)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Donde conclui-se, que ndo ha uma sobreposi¢do entre as curvas que representadas
por parabolas e a catenaria. E assim, de maneira intuitiva, pode-se inferir que estas ndo repre-
sentam a mesma curva, apesar de possuirem pontos em comum. Similarmente, com o auxilio
do GeoGebra, em sala de aula, o professor pode mostrar, empiricamente, que uma catendria
com mesmo vértice que uma hipérbole, também nao representam a mesma curva.

Contudo, observa-se que, dadas as ferramentas matematicas e tecnoldgicas de que
Galileu e seus contemporaneos dispunham a época, tal conjectura ¢ perfeitamente compreen-
sivel, e representava a visdo de alguém que estava a frente de seu tempo, e cuja perspicacia,
explicitada ao apenas conjecturar a comparagao, sem fechar a questao, deixando assim, espaco
para que o desenvolvimento de novas formas de compreender e de se pensar a matematica pu-

dessem, preencher e corrigir, o que faltava aos seus esforgos, realca ainda mais esta impressao.
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Figura 46 — Pontos comuns sem sobreposi¢cao entre a parabola e catendria

=|cosh(kt)

y=2x

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, esta atitude fez com que a conjectura recebesse contornos de desafio
intelectual enfrentado por muitos matematicos desde entdo. A solugao deste impasse surge, de
modo inicial, com o jovem Huygens, e depois com Johann Bernoulli, Leibniz, Newton, ¢ mais
recentemente, por voc€ que foi capaz de utilizar o GeoGebra para verificar, de modo empirico,
aquilo que os matematicos levaram séculos para descobrir: que a catendria nao ¢ uma parabola,
mas que representava a ponta de um grande iceberg conceitual, o qual que se revela, apenas
parcialmente, aos desbravadores que se arriscam nessa jornada da (re)descoberta destas ricas
estruturas geomeétricas e algébricas, bem como das motivagdes, das implicacdes e das frustra-
¢des que nos inquietaram ao longo da historia de nosso desenvolvimento matematico, € cujo
conhecimento, hoje, foi capaz de trazer sentido e vigor aos conceitos que relacionam as fungdes
circulares com as fungdes hiperbdlicas. Sabe-se hoje, que o fundamento desta geometria ndo-
euclidiana ainda ¢ extremamente amplo, e percebe-se que as possibilidades de descobertas e de
aplicacdes apenas comegaram a surgir, timidamente, no horizonte da educagao sob a efigie de

“Func¢des Hiperbolicas”.
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5 CONCLUSAO

Desenvolver uma proposta de trabalho voltada para a educacao bésica, considerando
todo o arcabougo teérico do qual dispomos, ndo é uma tarefa simples nem facil, posto que muitas
vezes, precisamos langar mao de conceitos que ainda se encontram em constru¢do nesta etapa
formativa, o que dificulta a realizacdo de uma abordagem mais completa ¢ cabal do ponto de
vista do rigor matematico exigido para algumas das demonstragdes. No entanto, como este traba-
lho buscou balizar o estudo das fung¢des hiperbdlicas desde a educagao basica, priorizando tanto
a construgdo de uma visdo panoramica mais homogénea acerca da teoria das fungdes hiperboli-
cas, por parte do professor/estudante que vai ensinar ou que busca aprender sobre este assunto,
quanto trazer o tema para o debate, na forma de questionamentos sobre o tipo de relagdo exis-
tente entre a hipérbole equilatera, a hipérbole rotacionada de 45° no sentido anti-horario, o seno
e o cosseno hiperbolicos e a exponencial natural, direcionando o caminho da (re)construcao
dos nossos conhecimentos sobre as fungdes hiperbolicas e suas aplicagdes, através da analise
comparada de sua relacdo com a circunferéncia unitaria, € com as funcdes circulares elemen-
tares. Donde, instigados pelo conhecimento etnomatematico, apresentamos a compreensao da
defini¢do das razoes trigonométricas na hipérbole equilatera, de modo similar as construgdes
realizadas na circunferéncia unitaria, através de um panorama historico-cultural, rico e fecundo,
para desenvolver o estudo proposto aqui. Indicando um caminho que aponta para a compreen-
sdo, de algumas, das nuances da teoria das fun¢des hiperbolicas, explicitando como e, porque,
estas podem ser expressas em funcdo da exponencial natural? O que contribuiu significativa-
mente, para o desenvolvimento/constru¢do de uma argumentagao matematica consistente, desde
a educacao basica.

Entretanto, para que este desenvolvimento seja possivel, € necessario que haja um
trabalho didatico consciente, por parte do responsavel pela educacdo formal de nossos educares:
O professor. E, pensando em contribuir com esta conscientiza¢do ¢ que apresentamos, nao
somente os questionamentos mas, sobretudo, alternativas para o desenvolvimento conceitual do
tema, desde o ensino médio, visando o ensino das fun¢des hiperbdlicas, na educagao basica,
dentro de um planejamento didatico gradativo e consciente. Assim, o professor interessado
pode comegar com a descoberta do nimero de Euler através da matematica financeira, como
sugerido, através do uso das TDIC’s, ou somente da calculadora, podendo utilizar-se também
de planilhas eletronicas para dinamizar os calculos. E, ao inserir o estudo de potenciagao com
nimeros naturais e racionais, pode-se introduzir a defini¢cao da func¢ao que rege a exponenciagao,
ou seja, a funcdo exponencial natural, trazendo assim, familiaridade ao trabalho com o nimero
e, ao coloca-lo mais proximo do fazer escolar dos educandos, possibilitando assim, o estudo
das fun¢des exponenciais de base e mais precocemente, visto que tais conceitos sao explorados,
hoje em dia, somente nos cursos de graduacao.

As atividades que envolvem as fungdes exponenciais podem ser desenvolvidas,

desde o inicio do primeiro ano do ensino médio, quando a construgdo de graficos ¢ trabalhada
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de forma mais intensa, ndo havendo a necessidade de se esgotar os temas para seguir em frente,
uma vez que se almeja a constru¢do de uma visdo panoramica e integradora destes conceitos.
Nesta série, também se iniciam os estudos sobre trigonometria e razdes trigonométricas. Tais
conceitos sdo, geralmente, complexos para os alunos desta fase, visto que a forma com que os
mesmos sao tradicionalmente desenvolvidos, em sala de aula, englobam predominantemente,
as relagoes de congruéncias de tridngulos, ¢ o estudo dos sinais das fungdes no ciclo trigono-
métrico e da expressdo geral dos arcos, dentre outros. Por exemplo, as relagdes do cosseno e
senos da soma e diferenca, sdo extremamente complicados de se deduzir da maneira cléssica.
Neste ponto, tem-se um terreno fértil para iniciar a segunda parte deste projeto, na qual se busca
introduzir os conceitos de seno, cosseno e tangente hiperbolicos, sem citar nomes mas, apenas
as estruturas relacionadas com a exponencial natural. Note que, como desenvolvido neste texto,
as relagdes de soma e produto de fungdes hiperbdlicas sdo resultados de calculos algébricos,
sem a necessidade de se explorar interpretagdes engenhosas na forma de desenhos, como acon-
tece na trigonometria circular. E neste ponto, o uso de calculadoras, de planilhas eletronicas
e de softwares, tais como o GeoGebra, serdo de extrema relevancia para o €xito dos educares
nas atividades do ensino bdsico, devendo ser parte integrante das ferramentas tecnologicas de
uso didatico e pedagogico, constantes das estratégias de ensino do professor, como disposto na
BNCC em sua competéncia 5, BRASIL (2018, p. 531). E, analisando por esta otica, poderia-
mos nos perguntar: por que nao aproveitar, o estudo deste tema, para inserir a Formula de Euler,
¢'® = cos(0) +isen(0) desde o ensino basico, claramente sem uma demonstrago, o que facilita-
ria diversas abordagens sobre as fungdes trigonométricas circulares na educacao basica, onde os
nameros +i poderiam, simplesmente, ser ditos como sendo as solugdes da equagao do segundo
grau x> — 1 = 0, visto que no tiltimo ano do ensino fundamental, tal equacio é dita sem solugio,
mas na verdade estas equagdes com discriminante (Delta) negativo possuem solugdes, que mais
tarde serdo ditas complexas. Observe ainda, que no nivel superior, também cabe a discussao,
haja vista que, resolver a integral [ e* - cos(x)dx, por fragdes parciais ¢ demasiadamente chato,
enquanto que, usando-se a formula de Euler, pode-se obter o resultado rapidamente, desde que
se saibam as propriedades de integrais, e a integral da composta de uma fun¢@o exponencial
natural.

A utilizagao do GeoGebra, enquanto recurso didatico, inclusive para uso em tra-
balhos e exames, deve ser iniciada o quanto antes sob pena de frustrar o projeto ou dificultar
demasiadamente o desenvolvimento deste.

As formas como estes conceitos estdo relacionados e imbricados, foram elucidadas,
de modo singelo, mas consistente, ao longo deste texto. Entretanto, ndo se pode dizer que sejam
a unica forma de desenvolvé-los dado o amplo espectro referente aos niveis de compreensao,
as estratégias de trabalho, de aplicacdo ou da expertise dos envolvidos no processo de ensino/a-
prendizagem, o que pode alterar, significativamente, tanto a compreensdo, como as ferramentas
e as estratégias de trabalho, bem como a forma de defini¢do dos temas aqui abordados e, conse-

quentemente, os resultados obtidos.
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Discutiu-se e demostrou-se as propriedades e identidades trigonométricas das fun-
¢oes hiperbdlicas e de suas inversas, bem como suas relagdes com a funcao exponencial natural
e logaritmica. Destacando, ao longo de todo o texto as contribui¢cdes de Menaecmus, Vincenzo
Riccati, Galileu, Jacob, Johan Bernoulli e Lambert, entre outros, no desenvolvimento desta
teoria. Diversas tabelas foram criadas com o intuito de resumir e também elucidar as muitas
semelhangas entre as fungdes circulares e as hiperbolicas, embora as segundas nao sejam perio-
dicas como sdo as primeiras.

Uma aplicagao das fungdes hiperbdlicas utilizando-se matrizes também foi feita para
realizar a rotagdo da hipérbole equilatera no sentido anti-horario num angulo de 45° no Apéndice
A. Cabe ressaltar ainda, que esta teoria esta associada a Teoria da Relatividade de Einstein, mas
1sso foge ao escopo deste texto. E nessa etapa, também se pode fazer um estudo minucioso sobre
a condicao de inversibilidade das fungdes reais, e sobre a necessidade de se restringir o dominio
e/ou o contra-dominio de algumas fungdes, para que a sua inversa possa existir.

Entrementes, com intuito de explicar os graficos das fungdes hiperbdlicas, fez-se ne-
cessario a utilizagdo de ferramentas do Calculo Diferencial e Integral, sendo estes assuntos nao
comuns nos cursos da educacdo basica. Ainda assim, o docente que trabalha com este publico
pode utilizar de recursos computacionais como o GeoGebra para a confecgao destas curvas. Ou-
trossim, aproveitou-se para se discutir diversas identidades trigonométricas hiperbdlicas e suas
relagdes com as derivadas, que sdo ferramentas indispensaveis para a construg¢do de graficos.

E por fim, apresentou-se uma atividade que buscou verificar a veracidade da conjec-
tura de Galileu, que sugeria que, a curva que descreve a deformidade de uma corda de densidade
uniforme, suspensa por suas extremidades e sujeita somente a agdo da for¢a peso, era uma pa-
rabola. Isso foi feito utilizando-se, para tal, a expressao geral das conicas, a equagdo geral da
hipérbole transladada com eixo real sobre o eixo das abscissas, a equagdo geral da catenaria ¢ o
software GeoGebra, numa atividade ludica que podera ser extremamente proveitosa.

Desta forma, salienta-se que a proposta apresentada neste trabalho, acompanha a
legislagdo que disciplina e direciona a Educa¢do Nacional, ao possibilitar o desenvolvimento
integrado do conhecimento de modo que este possa fazer sentido, proporcionando ao individuo
a possibilidade de continuidade de estudos, como preconizado pela Lei de Diretrizes e Bases da
Educagao Nacional, e contribuindo assim, para o desenvolvimento pleno dos nossos educares
nos moldes encontrados na nova Base Nacional Comum Curricular.

Portanto, com este texto, convidamos nossos colegas professores a implementar,
corajosa e confiantemente, o estudo didatico das fung¢des hiperbdlicas, desde a educagio basica.
Assim como, a incentivar e possibilitar a utilizacdo didatica de ferramentas tecnologicas open
source como 0 GeoGebra em suas salas de aula, uma vez que, como viu-se neste trabalho, boa
parte da base conceitual necessaria ja faz parte do curriculo da educagdo basica, o que torna essa

implementagdo, ndo apenas possivel, mas necessaria.
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APENDICE A — A AREA SOB A FAIXA DA HIPERBOLE E ROTACOES

Em toda nossa exposic¢ao até aqui, temos considerado que o pardmetro 6 esteja sendo
expresso como uma determinada area de um setor hiperbdlico, como ilustrado na Figura 47, ou

seja, da area sob a faixa da hipérbole, sem contudo haver determinado o seu valor.

Figura 47 — Angulo Hiperbélico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Deste modo, como precisamos definir este valor, lancaremos mao de algumas fer-
ramentas matematicas que podem estar um pouco além do conhecimento de uma turma do pri-
meiro ano do ensino médio, ao abordarmos as matrizes, mas serd apresentada uma defini¢do
alternativa baseada nas propriedades das funcdes reais em estudo, que possibilitard o prossegui-
mento dos estudos, sem comprometer nossa abordagem, com a vantagem de agregar novas estra-
tégias de célculo capazes de formalizar os conceitos dentro das necessidades de rigor matematico
necessario. Observe-se no entanto, que os conceitos basicos necessarios para desenvolver esta
proposta, utilizando-se das nog¢des de calculo de areas, agregadas a construgdo de graficos de
funcdes, com valores irracionais, aproximados, bem como, em alguns casos, da utilizagcdo de
Progressdoes Geométricas e Matrizes para as quais, evidentemente, em algum momento, sera ne-
cessaria alguma justificativa ou demonstra¢ao da validade da argumentagao utilizada. Tendo isto
em vista, o que propomos aqui deve ser visto como possibilidade, tanto de justificativa, como
de motivacao para a busca de oportunidades propicias a partir das quais possamos implementar
de forma fecunda, através da utilizagdo ou ndo das Tecnologias Digitais da Informacdo e Comu-
nicac¢do - TDICs ! e do uso do computador, propostas de trabalho que contemplem abordagens
mais ricas e significativas deste tema, de forma a integrar o conhecimento sobre a trigonometria
circular ao da trigonometria hiperbdlica, o que até aqui, temos visto ser extremamente salutar e

desejavel. Ressaltando entretanto, o papel singular e dinamizador que a tecnologia através do

' Definidas na BNCC no tépico: Tecnologias Digitais da Informagao e Comunicagio no contexto escolar: pos-
sibilidades. As TDICs tém sido incorporadas as praticas docentes como meio para promover aprendizagens
mais significativas, com o objetivo de apoiar os professores na implementagdo de metodologias de ensino ati-
vas, alinhando o processo de ensino-aprendizagem a realidade dos estudantes e despertando maior interesse e
engajamento dos alunos em todas as etapas da Educagdo Basica BRASIL (2018).
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uso do computador e de programas de geometria dinamica , a exemplo do GeoGebra utilizado
neste trabalho, podem vir a desempenhar neste processo.

Note que a fungdo y = % representa uma hipérbole equildtera, e agora estaremos
vendo como ela esta relacionada com a hipérbole equilatera dada pela Equacao (13).

Pensando nisso, apresento aqui uma inquietacao que pode nos direcionar e ajudar
a delimitar melhor o caminho que ser-nos-4 necessario percorrer, nesta busca por uma justifi-
cativa/prova que nos permita agregar ao rigor matematico necessario, uma argumentagdo mais
proxima do publico alvo que ¢ foco de nosso estudo que ¢ a educagdo basica. A inquietagdo ¢ a
seguinte: O que acontecera se rotacionarmos a hipérbole que encontramos na forma cartesiana
na Equacao (13), num angulo de 45° no sentido horario? E, para desenvolver este questiona-
mento de forma adequada estaremos utilizando a matriz de rotagdo encontrada em Delgado,
Frensel e Crissaff (2017, p. 171-174), que apresenta a rotagdo sugerida, a partir da forma carte-
siana da hipérbole, encontrada na Equac¢ao (13), com eixo focal sob o eixo das abscissas para um
“eixo obliquo” com inclinagdo de 45°, em relagdo a horizontal, e no sentido “horario”. Neste
ponto ressalto que Santos et al. (2015), Freitas et al. (2015) , Santos (2022), Rodrigues (2014)
, Silva (2019a) e Vasconcelos et al. (2013) inserem esta ideia de rotacao da hipérbole equila-
tera no sentido horario, a partir da hipérbole de equagdo xy = a, numa das formas xy =1 ou
2xy=1=xy= %, situada sobre a reta de equacdo y = x. Entretanto, nesta abordagem ja admite-
se que a fungdoy = %, ¢ uma hipérbole sem apresentar algo que a identifique com a hipérbole da
Equagao (13). Desta forma, com o objetivo de construir uma argumentac¢ao “a partir de onde nos-
s0s pés pisam” como diria Leonardo Boff 2, utilizaremos uma rotagdo no sentido “anti-horéario”
num angulo de 45°, o que ¢ suficiente para reposicionar a hipérbole de equagio x> —y> =1,
com eixo focal sobre o eixo Ox, e cuja equagdo parametrizada foi definida anteriormente, sob
um eixo obliquo em relagdo ao eixo original, e, cujos novos eixos repousam sobre as bissetrizes
dos quadrantes impares e dos quadrantes pares do plano cartesiano ortogonal inicial, a exemplo
do que encontramos em Habib (2013), Campolino (2014) e em Sousa e Almeida (2016).

Nossa intengdo € gerar um nova interpretagdo a partir do conhecimento ja construido,
uma vez que isto € perfeitamente realizavel para o nivel de ensino proposto, embora a utilizagao
da matriz de rotacdo ja nos situe no ambiente do segundo ou terceiros anos. Assim, para efetuar

a rotagdo sugerida utilizaremos a seguinte matriz de rotagao:

w| | cos (6) sen(0) | x 72)
v —sen(0) cos(0) y
A esta matriz Delgado, Frensel e Crissaft (2017) chamam de “matriz de passagem”

das coordenadas (x, y) para as coordenadas (u, v).

2 Leonardo Boff, pseudonimo de Genézio Darci Boff, ¢ um tedlogo, escritor, filésofo e professor universitario

brasileiro. Simpatizante do socialismo, ¢ expoente da teologia da libertagdo no Brasil é conhecido internacio-
nalmente por sua defesa dos direitos dos pobres e excluidos. Atualmente ¢ professor emérito de Etica, Filosofia
da Religido e Ecologia na UERJ.
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Como para as referidas turmas, as operagdes com matrizes ja sdo conhecidas, entdo

esta ¢ uma abordagem plausivel. Entretanto, as discussdes sobre a origem da matriz utilizada
aqui estdo para além dos nossos objetivos e ficam para aprofundamento do leitor podendo ser

encontradas boas referéncias nos autores citados acima.

Desta forma, notamos que, para 0 = 45°, temos,
w | | cos(45°) sen(459) x| 4 X
v —sen (45%)  cos (459) y —4 y

H:g“ i”y] )

Agora fazendo ¢ =2, ¢ a = b = +/2, para simplificar os calculos. E, considerando

ol

Donde

que os eixos u e v, representam os novos eixos da hipérbole rotacionada, e cujo eixo focal esta
sobre a reta y = x, enquanto o eixo imaginario figura sobre a reta y = —x, podemos dizer, que a

equagao reduzida da hipérbole obtida da Equagdo (11) sobre os eixos u e v ¢ tal que,

2 2
u y
=1 74
) (74)
Donde obtemos:
u :\/Ti.x—i—\/Tj.y
14 —@-x—i—@-y

E substituindo estes valores na Equacao (74), vem que
2 2
(+0+%) (-5-o+%)

(£x080)" (forfn) .
2 2 2 2

2
= =1=x=1

Donde obtemos,

y=- (75)
X

A Equagao (75), representa entdo a hipérbole equilatera de eixo focal sobre a bisse-
triz dos quadrantes impares, se quisermos manter o plano cartesiano ortogonal como referencial.
Esta funcdo apresenta algumas propriedades particulares interessantes e que conectam as hipér-
boles de Equacdo (13) e a de Equagdo (75). Inicialmente, podemos obter uma a partir da outra
através de uma rotagao, tanto no sentido anti-horario, como a realizada aqui, quanto no sentido
horario como podemos ver nos trabalhos dos autores citados no inicio de nossa discussao sobre
a rotacao da hipérbole. O procedimento aqui descrito de modo algébrico, pode ser verificado

utilizando-se de um software de geometria dindmica como o GeoGebra, o qual foi utilizado
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Figura 48 — Hipérbole rotacionada 45° no sentido anti-horario

Fonte: Elaborado pelo autor.

para representar a hipérbole unitaria, Figura 47, e sua rotagdo num angulo de 7, no sentido

anti-horario como podemos ver na Figura 48.

As informagdes ¢ propriedades apresentadas até este ponto sdo cruciais, se deseja-
mos explorar algumas das relagdes existentes entre as duas representacdes da hipérbole equila-
tera. E, de posse destas, ¢ possivel verificar que o eixo de simetria da primeira € eixo Ox, ou
seja, y = 0, enquanto o da segunda ¢ y = x, o qual divide e segunda hipérbole em duas partes
iguais dada a semelhancga das figuras antes e apos a rotagdo. Entdo, fazendo 6 = Ap;~, vem
que a area do setor hiperbdlico sera igual a metade da area sob a curva desta hipérbole, o que

caracteriza o parametro 6 como sendo igual a metade deste; ou seja,

0
Asn =Apop =Ayop = DR

donde cada ponto sob esta curva apresentara a seguinte caracteristica

1

Xy = <
y 2 )

ou ainda .
y= 567

que pode ser reescrita como
11
V=i

Neste ponto, pode ser extremamente salutar verificar que de acordo com Rodrigues (2014), a
hipérbole xy = a, donde para a = 1, obtemos xy = 1, ou ainda,

y:

)

1
X
que constituem as hipérboles de nossa base argumentativa e apresentam as seguintes proprieda-

des apds uma rotagdo:

1. O segmento da tangente a hipérbole xy = a, limitado entre os eixos coordenados e a curva,

divide-se pelo ponto de tangéncia em duas partes iguais;
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i1. De acordo com Rodrigues (2014, p. 26), as coordenadas do ponto médio do segmento da

tangente a hipérbole xy = a, sdo tais que

Y <2kx—|—07 %Jro) _ (k)@ X)

2 2 k

onde M pertence a hipérbole, pois
y
k - - = =
X ? Xy =a

donde, obtemos que se os pontos P = (x,y), Qo = (0,2y) e Ry = (2x,0), pertencem a hipérbole
Xy = a, entdo, apds uma rotagao hiperbolica, notamos que o novo triangulo hiperbolico formado

terd area: 5
2x-2y xy 2kx-F
TmT T2 2 Y
que resulta em,
1
== 76
Xy =5 (76)

E a partir da Equacao (76), podemos escrever que

|

y:2_x’

o que vincula todas as formas da equacao da hipérbole unitaria com as hipérboles rotacionadas,
agregando-se a propriedade de que todo ponto sob a hipérbole rotacionada apresenta area igual
a meio.

Entrementes, como buscamos uma justificativa que envolva uma nogdo de area que
se aproxime mais daquela estudada na educagdo basica, langcaremos mao da abordagem encon-
trada em Freitas et al. (2015), na qual percebemos que esta justificativa ,voltada para uma abor-
dagem geométrica, pode ser melhor compreendida quando encontramos a area sob a faixa da
hipérbole rotacionada, apresentada na Figura 23, para s6 depois retornarmos ao grafico da hi-
pérbole unitéria.

E, Para isso, precisamos destacar que os pontos: D, FF e H, E, foram construidos
como coordenadas dos pontos A’ ¢ B, ouseja, F = (0,y(A")), D = (x(A),0), e assim suces-
sivamente, como vimos acima, brevemente 3, enquanto o ponto G representa a interse¢do entre
0s segmentos FA' ¢ HB'.

Assim, analisando a Figura 49, da hipérbole xy = 1, considere A’ ¢ B’ dois pontos
quaisquer no mesmo ramo da hipérbole. O ponto A’ tem coordenadas x = OD e y= OF
enquanto o ponto B’ tem coordenadas x=OH ¢ y=OE.

Deste modo, denotaremos a area dos retingulos OHB'E e , ODA’F respectivamente,

por:

3 Para mais detalhes sobre as propriedades da hipérbole rotacionada deve-se consultar o excelente trabalho de

Rodrigues (2014).
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Figura 49 — Angulo sob a faixa da Hipérbole rotacionada

Y 1
y=%
Elb-- BI ‘
: y=x
F ¢ -?I-———,I’A'
i
,’,i i X
0| H D

Fonte: Elaborado pelo autor.

AOHB’E :0_Hﬁ:xy:1

AODA'F :O_Dﬁ:xy: 1
logo,
AoHBE = AoDA'F
donde temos que
ArGRE = AHDA'G

Assim, para calcular area do setor A’OB’, precisaremos girar a Figura 49, num angulo

de 7 rad e retornar a hipérbole x?> —y?* = 1 Figura 50, como segue.

Figura 50 — Angulo sob a faixa da Hipérbole equilatera

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para tanto, note que

1 1
Aonp = 5 -AoHBE = 5 “AODA'F
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Aopars = Aoup +Aupas = Aopa’ +Anpars
Por outro lado,
Aopap =Aopa’ +Aoap
Logo,
Aoa's = AHpA'B

e através de um raciocinio andlogo, verificamos que

Aoas = Agra'p = ArpA'B!

Donde podemos perceber que precisamos definir a area HDA'B’, 0 que pode ser mais
pratico ao trabalharmos com a hipérbole xy = % Entretanto, para compreender esta “aparente”
alteracdo na formula da hipérbole reveja nossa discussdo que resultou na Equacao (76). Agora,
com o intuito de voltar a aproximar a linguagem do nosso publico podemos definir “ utilizando o
Teorema da Caracterizacdo das Func¢des Logaritmicas que existe um numero real positivo e, tal
que f(x) = log. x , e desta forma, o nimero e, base dos logaritmos naturais ¢ caracterizado pelo
fato de seu logaritmo natural ser igual a 1, ou seja, a area da faixa da hipérbole Hf = 1” como
vemos em Lima (2013, pg. 173). Fato este que coloca o nimero e como solugdo da equagao
xy =1, logo, devemos ter xy = e, e por extensdo das propriedades da hipérbole rotacionada,
temos que xy = 5, donde vemos emergir algo do pensamento que pode ter levado Lambert a
definir o senh (x) e o cosh (x) em relagdo a funcao exponencial natural. Por conseguinte, como
estamos trabalhando com areas sob uma curva entdo, precisaremos langar mao de uma estraté-
gia para dar significado ao calculo de uma area que estard abaixo do eixo das abscissas como
podemos perceber nas Figuras 47 e 50.

Para tal, utilizaremos a mesma estratégia do referido autor, uma vez que normal-
mente, a area de uma figura nao ¢ um numero negativo. E devido a isto estaremos utilizando
“areas orientadas” para representar com valores positivos uma area que esteja acima do eixo das

abscissas, e com o sinal negativo quando esta estiver localizada abaixo deste. Convencionando

que:
AREA H’ = area H? >0,se a <b (77)
AREA Hfj = area Hfj <0,seb<a (78)
AREA H? = — area HY (79)
AREAH? =0 (80)

Note agora, que na Figura 47, fazendo 6 = Ay, entdo, como o €ixo Ox € eixo de

simetria da hipérbole equilatera, vem que
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donde
6 = 2A0B = 2A0C,
ou seja,
AOB = 0
=

a exemplo do que aconteceu com o parametro 6 no circulo.
Outrossim, como a figura ¢ simétrica em relacao ao eixo Ox, podemos concluir que

o produto

Xy = —
2
nos eixos x e y na Figura 50 representa a area sobre o grafico de

1

yzz_xa

compreendida entre x = OH' ¢ x = OD’. Donde encontramos que

OH' 1 1 OH' |
—dx| == -d
/OD’ 2x x' 2 /OD’ P

Se B estd a esquerda de A, entdo , pelo convencionado na Equagdo 77, temos que,

1 oD’
ABH/D/A = Eln ( )

oD’
n
OH'’

l

_l /I /_l
_2}zn01) anH\_2

ABr'piA =

OH'

Donde através da analise das Figuras 19 e 21 (b), respectivamente, verificamos que

senh (x) = BQ
que
cosh (x) = OQ
e ainda que
tgh(x) = AT

E se B esta a direita de A entdo pelo convencionado na Equagao (79), obtemos,

1 OH'’ 1 oD’
ABH’D/A = Eln (OD’) :>ABH’D/A = —Ell’l (0H’>

donde conclui-se que
senh (—x) = B'Q = senh CQ = — senh BQ

e que,
cosh (—x) = 0Q = cosh CQ = — cosh 0Q

e ainda que
tgh(—x) = AT’ = —AT
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De modo anélogo podemos encontrar Ap/4gr  integrando a fungdo

)C:E,

donde

1 OE’
AAF/E/B = Eln (0F’>

Observe que se A = B, entdo, Agyipa =0 ese A# B entdo, Agyipa > 0. E
que quando B se afasta de A pela esquerda, o segmento OH’ tende a zero e o In (OH') decresce

indefinidamente. E devido a isso
1
Appa = —In (OD' — OH'
BH'D'A = 5 n( )

, cresce indefinidamente.
Por outro lado, quando B se afasta de A pela direita, o segmento OH' cresce indefi-

nidamente. Assim, como o tamanho OD’ esta fixo,
]‘ !/ /
ABH’D’A = Ell’l (OH —O0D )

cresce indefinidamente. Logo,
AoaB =ApH'D/A
varia de 0 a —eo. Bem como,
AoaB = —ABH'D'A
caso B esteja abaixo do eixo Ox. O que nos permite concluir que um angulo hiperboélico, assu-
mira valores entre —co e oo,

Deste modo, com esta abordagem, conseguimos, ao mesmo tempo, discutir fulcros
axiomaticos importantes para o desenvolvimento do arcabouco tedrico necessario ao desenvol-
vimento do nosso estudo, uma vez que na tltima relagdo que acabamos de analisar encontramos
que o logaritmo natural [n, e = 1, representa a area sob a faixa da hipérbole xy = % Lembrando

que, anteriormente mostramos que, a fung¢@o f(x) = e* apresenta inversa

!

&) = (logex) =

E ainda que, a hipérbole xy =a pode ser reescrita como xy = 1 = e, donde obtemos que

como demonstrado nas se¢des 2.3, ¢ 2.4.1. Ademais, ao generalizar estes conceitos, consi-

derando que a rotacdo da hipérbole de acordo com Santos (2022), ¢ uma transformacao que
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preserva areas ¢ que resulta de repetidas interagdes do tipo (01,20,36;,---), onde 6 repre-
senta o angulo hiperbodlico em analise, para o qual constatamos a validade da propriedade
f(x+y) = f(x)- f(y), para quaisquerx,y € R, de acordo com Lima (2013, p.158), o que carac-
teriza as funcdes exponencias e transforma esta soma, em produtos da poténcia e*, levando-nos

de xy = 3, para a forma geral

.Xy:?,

o que nos revela que a fungdo area, dessa hipérbole, pode ser expressa pela exponencial natural
e’
Aplicando agora estes conceitos a hipérbole rotacionada, podemos ver claramente

que as coordenadas (u,v) desta hipérbole, sdo tais que

S 2 2
u=0E = %_(x—l—y) = %_(cosh(e) + senh (6))
) V2 V2
- 2 2
v=0H = T(x—y) = T(COSh(B) —senh (0)).
Por sua vez, como A = (1,0), no plano xOy, entdo, verifica-se que
—— V2 V2
OD = ~=(1-0) = —
2 ( ) 2
e que
V2 V2
Fl=L2(1+40) = —=
o 5 (1+0) 5
logo, como
A L (OD/) L 5 L1 (cosh (8) — senh (8)
BH'D'A = 71 = sin = —=lIn(cos —sen
2 \oH' 2 ‘/Ti(cosh(ﬂ)—senh(e)) 2
e

1 (OE’) 1 (@(cosh(@)—l—senh(@))

AAF’E’B = Ell’l OF/ =—In \ﬁ
2

1
- ) = Eln(cosh(@)—i—senh(e))

segue que como A, 5p = % ¢ Aupp =ABH'D'A =Aape'p VOM quE,

1
Apnipia = —Eln (cosh (0) —senh (0))

& g = —%ln (cosh (0) — senh (0))

< —0 =In(cosh(0)—senh(0))

donde, aplicando a exponencial natural a ambos os membros da equacdo obtemos,

e” % = cosh (0) — senh () (81)
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Por outro lado, como |
Appipg = Eln (cosh (0)+senh(6))

0 1
© 5= Eln(cosh (0) +senh(0))

< 0 =1In(cosh(0)+ senh(0))
& e% = cosh (0)+ senh (0) (82)

Assim, ao obtermos a média da soma e da diferenca das Equagdes (81) e (82). E, aplicando a

propriedade da fungdes reais descritas por Demana et al. (2013) obtemos,

0 -0
cosh () = e'tre -
2
© 0 -6
senh (0) = %

O que fecha a questdo sobre os motivos pelos quais as razdes trigonométricas na hi-
pérbole sdo expressas através de uma média entre a soma e a diferenca das exponencias naturais

e* e e *. E agora podemos seguir com nosso estudo de forma segura e fundamentada.
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