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Resumo

Esta dissertagao, pensada inicialmente como um capitulo de outra bem maior,
foi produzida com a intengao de fornecer a alunos, professores e também ao publico
em geral um maior entendimento acerca das fungdes quadraticas. Forneceremos a
base para a resolucdo de exercicios envolvendo este tipo de funcdo. Para o aluno,
este trabalho pode ser visto como um manual; para o professor interessado em
aplicar determinados exemplos em sala de aula, sugerimos a leitura deste volume
juntamente com as obras referenciadas na bibliografia, a fim de provocar no aluno
o questionamento natural do que caracteriza um determinado tipo de funcéao; ja
para o publico em geral, esperamos que seja uma leitura agradavel e prazerosa.
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CAPITULO 1

Um Problema Muito Antigo

Parte integrante da matemaética na educacgao basica, as funcoes sao assunto
fundamental no ensino de matematica. A partir dela, o aluno estuda a relacdo entre
duas ou mais grandezas, infere o que a variacdo de uma delas implica na variacao
da(s) outra(s) e cria modelos para exprimir este comportamento variacional.

De fato, conforme SEEDUC (2012), ha a determinacao de que o aluno desen-
volva as seguintes habilidades e competéncias no que tange ao estudo de fungoes:

- Compreender o conceito de fungao através da dependéncia entre
variaveis.

- Identificar a expressao algébrica que expressa uma regularidade
ou padrao.

- Representar pares ordenados no plano cartesiano.

- Construir graficos de fungoes utilizando tabelas de pares ordena-
dos.

- Analisar graficos de fungoes (crescimento, decrescimento, zeros,
variagdo do sinal).

Além disso, o uso de funcoes se estende a praticamente todas as outras areas do
conhecimento humano, abrangendo, naturalmente, algumas daquelas com as quais
os alunos do ensino médio tém contato, como Fisica, Quimica e Biologia.

Dentre os vérios tipos de fungoes que sao tratadas no ensino médio, este tra-
balho dard mais énfase & fungao quadratica.

Contudo, nao é interessante (nem mesmo recomendavel), falar de fungdes qua-
draticas sem focar inicialmente no trindomio que as define.

Comumente identificado como o problema da soma e produto, este problema
é bem antigo e, segundo Boyer (2003), “a solugdo de uma equagido quadratica com
trés termos (...) tinha sido tratada eficientemente pelos babilonios em alguns dos
mais antigos textos de problemas", que remontam ao segundo milénio a.C.

Ainda segundo Boyer (2003), até recentemente ndo se sabia resolver uma equa-
¢do de 2° grau da forma 22 +px +q = 0, p,q > 0, pois isso implicaria em ambas as
raizes negativas. Assim sendo, s6 havia trés tipos de equagdo do 2° grau, e todas
elas “encontradas em textos do periodo babilonio antigo, de uns 4.000 anos atras".
Sao elas:

x2—|—px:q
a? =pr+q

x2+q:px

1



2 1. UM PROBLEMA MUITO ANTIGO

Como dissemos acima, a resolucdo da equacdo de 2° grau ax?+bzx+c =0, a # 0
tem sua origem no problema que consiste em descobrir dois nimeros® inteiros e
positivos conhecendo-se sua soma s e seu produto p.

Ora, seja x um desses numeros. Consequentemente, como a soma é conhecida,
o valor do outro ntmero é s — z. Logo, temos:

p=xz.(s—1z)ep=as— 2’

g ’X2—sx+p:0‘ (1)

Na equacdo acima o coeficiente de 22 ¢ 1, de x é —s e o termo independente é
p. Ao trabalharmos com uma equacao de 2° grau qualquer, ndo é sempre verdade
que o coeficiente de z? é sempre igual a 1. Ele pode assumir qualquer valor real,
desde que nao se anule, pois neste caso nossa equacao do 2° grau resumir-se-ia
numa equagcao do 1° grau.

Entretanto, ao garantir que estamos tratando de uma equagao do 2° grau,
podemos reescrevé-la, de forma que sua expressao seja idéntica a forma (1). Basta
que, para isso, dividamos toda a equacdo pelo coeficiente de 22, o que é possivel
pois estamos considerando que a # 0:

ar® bxr ¢

b
ax2+bx+c:0:>—+—+f:0:>a:2+fa:+520.
a a a a a

E, comparando a expressdo acima com (1), temos:

—s5=—=>8=—-
a a

c

p=-.

a

Logo, o problema classico de soma e produto continua a existir, sé que agora
devemos descobrir dois nimeros z’ e z” tais que

A maioria dos exercicios de equag@o do 2° grau que sdo apresentados em sala
de aula, principalmente nos ensinos fundamental e médio, possuem raizes inteiras,
de certa forma para forcar o aluno a descobri-las sem o uso de féormulas, apenas
usando raciocinio. Logo, é extremamente benéfico ao aluno que seja estimulado a
manipular a equagao do 2° grau de forma a descobrir suas raizes. Vejamos alguns
exemplos:

e Equacgao do 2° grau completa
Dizemos que uma equacio do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0 é completa se
seus coeficientes a, b, ¢ # 0.

EXEMPLO 1.1. Determine as raizes da equagio x> — 9z + 14 = 0.
INa verdade, uma equacao do 2° grau pode ter apenas uma raiz, de multiplicidade 2. Quando

dizemos “descobrir dois ntimeros", queremos dizer “descobrir no méximo dois ntiimeros", ou, ainda,
“descobrir dois nimeros nao necessariamente distintos."
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Analisando a fung¢éo acima, devemos descobrir dois nimeros z’ e z”

tais que
42" =—(-9)=9
2.2 =14

Ou seja, devemos encontrar dois niimeros que somados deem 9 e mul-
tiplicados deem 14. Como o produto p é positivo, ambas as raizes possuem
o mesmo sinal. Sendo a soma positiva, concluimos que as possiveis raizes
sao também positivas.

Procederemos por tentativas, na esperanca de as raizes serem inteiras.
Nao ha uma regra para se fazer isso, mas uma forma de pensar pode ser
a seguinte: vamos numerar pares de niimeros naturais que multiplicados
sao iguais a 14:

1.14=14
2.7=14

Como estamos analisando os pares de nimeros, as tnicas combinagoes
possiveis sdo as acima. Analisando uma a uma em relacao & soma, temos:

14+14=15
24+7=9

E, com isso, descobrimos que as raizes da equacao 22 — 92+ 14 = 0 sdo
7' =2ex” =7, pois sao dois nameros que somados dao 9 e multiplicados
dao 14.

Caso nao tivesse tao facil assim descobrir estas raizes, ou caso o lei-
tor ndo tenha tanta facilidade com nimeros, ha outras formas (ndo tao
imediatas mas mais completas) de se resolver a equagao.

EXEMPLO 1.2. Calcule as raizes da equagio 3z2 — 36z + 96 = 0.

Queremos descobrir um par de nimeros z; e 2? tais que:

—36
1'1+I2:7T = x1+x0=12

T1.Tg = ? = T1.T9 =32
Se conseguirmos achar as raizes por soma e produto, 6timo; se nao
iremos proceder de outra forma, conforme veremos mais & frente. Sendo a
soma e o produto positivos, as raizes, caso existam, sdo também positivas.
Vamos agora listar os casos possiveis de pares de nimeros naturais que
multiplicados dao 32:

1.32=32
2.16 =32
4.8=32

Listados os pares, vejamos qual deles apresenta a soma pedida:

14+32=233

2Tanto faz a denominagio que se d4 a essas raizes: se x’ e '/, ou se x1 e x2, ou ainda a e 3,
ou qualquer outra. O importante é sabermos os valores de sua soma e do deu produto.
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2416 =18
448=12
Com isso, concluimos que 1 = 4 e x5 = 8, pois sdo dois nameros que
somados dao 12 e multiplicados dao 32.

EXEMPLO 1.3. Determine as raizes da equacdo x> — 3z — 4 = 0.

Queremos descobrir dois nimeros 1 e x5 tais que

x1+x10 =3
1’1.132:74

Neste caso, diferentemente dos outros, o produto é negativo, isto é, x;
e T2 nao possuem o mesmo sinal. Listemos os pares de niimeros naturais
que multiplicados dao 4.

1.4=4
2.2=4

Apos isso, sabemos que um deles tem sinal negativo. Como, porém,
a soma é um numero positivo, concluimos que dentre os dois ntmeros

o maior, em modulo, é positivo e 0 menor, negativo. Logo, 1 = —1 e
Ty = 4.
Com efeito,
—14+4=3
—1.4=—4.

EXEMPLO 1.4. Sabendo que a1 e o sdo raizes de x% 4+ 9x + 18 = 0,

) 1
oy < ag, determine o valor de —.
(6%
Temos:
a; +as =—9
a1 . Qg = 18.
Como o produto é positivo, ambas as raizes possuem o mesmo sinal.
Sendo a soma negativa, devemos ter, necessariamente, ambos os nimeros

negativos. Procedendo mais uma vez por tentativa, vamos listar os pares
de nimeros inteiros e negativos cujo produto é 18:

-1.-18=18

—-2.-9=18

-3.—-6=18

Basta procurar, entre os pares acima, aquele cuja soma é igual a —9.

Uma rapida analise nos mostra que as raizes sao a; = —6 e as = —3, ja
que —3 + (—6) = —9. Logo:

a1 ;6 -9

Qo -3

ExeEMPLO 1.5. Calcule as raizes de x% + Tz — 30 = 0.
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Denotando essas raizes por x; e Ta, temos:
1+ 19 = —7

Tr1 . T2 =-30

Como o produto é negativo, as raizes tém sinais opostos. Além disso,
como a soma é negativa, a maior dentre elas, em moddulo, é negativa;
consequentemente a menor em modulo é positiva.

Vamos listar os pares de niimeros inteiros cujo produto é —30, sempre
pondo o sinal negativo no maior (em moédulo):

1.-30=-30
2.-15=-30
3.—-10=-30
5.—6=-30
Destes pares, o Ginico cuja soma é —7 é x1 = —10 e 2 = 3.

Devemos prestar atencao ao fato de que o método de soma e produto
¢ apenas um macete, e deve ser tratado como tal. Ao nos depararmos com
uma equagao de segundo grau qualquer, nao custa nada tentar resolvé-la
usando este método. Costuma ser bem mais rapido, o que poupa tempo
caso se esteja fazendo alguma prova.

Contudo, nem todas as equacoes de 2° grau podem ser resolvidas
com o método de soma e produto. Existem equacoes que possuem raizes
fracionérias, irracionais e outras que nem raizes possuem.

Em algumas situagoes dos dois primeiros casos é até possivel resolver
usando o método anterior. Teriamos porém que desmembrar em varios
casos, 0 que nao é interessante, ja que existe um método denominado Com-
pletar Quadrados que resolve qualquer equacao de segundo grau, inclusive
as que fizemos usando soma e produto.

Como dissemos, nossa inten¢ao é trabalhar este texto em escolas pu-
blicas que ndo sao ilhas de ensino de qualidade. Assim, fizemos exemplos
até agora de equagoes de segundo grau cujas respostas sao apenas nimeros
inteiros.

E possivel mostrar, mas foge da proposta deste trabalho, que o con-
junto Z dos numeros inteiros, apesar de infinito, tem cardinalidade menor
do que o conjunto R dos ntimeros reais o que implica que, dentre todas as
possiveis equacoes de 2° grau az? +bxr+c=0,coma, b, c € R,a # 0,
é muito mais provavel que suas raizes, caso existam, nao sejam inteiras.

Explicaremos, a partir de agora, um passo a passo do que fazer em
qualquer equacao de segundo grau e, na seccao 2.2, chegaremos a uma
formula bem especial.

EXEMPLO 1.6. Determine as raizes da equacdo 9% — 9z + 2 = 0.

Primeiramente devemos dividir toda a equacgao pelo coeficiente a:

2
922 - 92 4+2=0 =9 = :1727517+§:O
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c T
Passando — para o outro lado, nosso objetivo é fazer com que aparega,
L. A . 2

no primeiro membro, um binémio elevado ao quadrado, ou seja, (:L' + y)

b
Para tanto, colocaremos y = 5, © somaremos no segundo membro o valor

de (%)2:

Logo, chegamos as duas raizes
1 4 2

1

xr1 = — =
'T67276 3
1 n 1 2 1

To = —— =
7762 6 3
Faremos novamente o Exemplo 1.1 para que o leitor perceba que os

valores de z que encontraremos serdo exatamente 0os mesmos:

2 81 9\2 —56+381
2 9rt14=0 & 2 9r=-14 & (x—f> - U s (a:—f> _0Fel
2 4 2 4
Asgsim:
9 ) 9 5
242 242
TToT Y T TT R,
Donde tomamos dois valores x’ e x”, a saber:
4
2 = 9.5 =_=2
2 2 2
9 5 14
m_ 2 2 _ 1= _
2 + 2 2 7

EXEMPLO 1.7. Calcule as raizes da equagio x> —4x +1 =0

Procedendo como acima, temos:
P —dr=-1 & 2-2°=-1+4 & (z—-2)*=3

Logo,
(x—2)=4+V3 & z=+V3+2

E as duas raizes sao
Ir1 = 2+ \/g
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1‘122—\/§

EXEMPLO 1.8. Determine as raizes de z> + 2z + 6 = 0.

2’ +22=-6 & (2+1)P*=-6+1 & (z+1)°=-5

Esta ultima expressao nos diz algo que merece ser discutido. Ela
afirma que ha um termo que elevado ao quadrado é igual a um ndmero
negativo. Tal fato no campo dos nameros reais é impossivel, e tal equacao
nao possui raizes em R.

No caso de equacoes do 2° grau incompletas, apesar de podermos
continuar a utilizar o método que usamos acima, é recomendavel uma
abordagem mais direta. Dizemos que uma equacgao do 2° grau é incom-
pleta quando pelo menos um de seus coeficientes b, ¢ = 0.

e Equagao do 2° grau incompleta, com b=0e c=10

Neste caso mais trivial a tinica solucao é zero.

1
EXEMPLO 1.9. Calcule as raizes de ng =0.

Resolvendo, vemos imediatamente que
1

312:0 s 22=0 & x=0.

e Equacgao do 2° grau incompleta, com b=0e c# 0
Nesta situagao podemos obter explicitamente os valores das duas rai-
zZes.
EXEMPLO 1.10. Descubra as raizes de x> — 32 = 0.
Desenvolvendo a equacdo acima isolando o termo 2, temos:
?-32=0 & 2°=32 & 2=4V32 & r=14V2
Logo, x1 = —4/2 e 9 = 4V/2.
EXEMPLO 1.11. Calcule as raizes da equacdo x + 10 = 0.
Resolvendo, temos:
22410=0 & 2°=-10 & z==+V-10.

Mas o namero /—10 ¢ R. Logo, a equacdo acima ndo possui raizes
reais, seu conjunto solucao seria S = ().

Assim, concluimos que no caso da equacdo do 2° grau az?+bxr+c =0,
com b =0 e ¢ # 0 s6 existem raizes reais se ¢ < 0.
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e Equacao do 2° grau incompleta com ¢ =0 e b # 0.

Neste caso usamos o artificio, conhecido desde os tempos do ensino
fundamental, conhecido como “p6r em evidéncia", que consiste basica-
mente em colocar o fator comum a dois termos explicito na equacao.

EXEMPLO 1.12. Determine as raizes da equacdo 3x% + 9z = 0.

Observando a expressdo acima vemos que o fator 3z aparece nas duas
parcelas da soma no primeiro termo. Logo, devemos colocé-lo em evidén-
cia:

322 4+92=0 < 3z.(x+3)=0

Assim, temos um produto de nimeros reais sendo igual a zero. Para
que isto ocorra é necessario que pelo menos um dos nimeros seja zero.
Como, obviamente, 3 # 0, temos = = 0 ou

z4+3=0 & z=-3.
Logo, as raizes da equagao sao x1 = —3 e x5 = 0.
Nos exemplos anteriores - nos quais trabalhamos com equacées de 2° grau
incompletas - poderiamos ter aplicado o método da soma e produto da mesma

forma como fazemos quando a equacao possui todos os termos diferentes de zero.
De fato, voltando ao Exemplo 1.10, temos:

1+ 120 =0

Ty . Ty = —32
Analisando acima, vemos que o produto das raizes é negativo. Consequen-
temente, tém sinais opostos. Contudo, sua soma é nula, o que implica em am-
bas serem iguais em moédulo. De imediato, para que isso ocorra devemos ter

T =—V32 =1 =—-4V2exs=132 = x5=4V2.

Retornando agora ao Exemplo 1.12,
9
.’E1+(E2:—§ = T1+x0=-3

. x2 = 0.

Como o produto se anula, pelo menos uma das raizes é zero. Ja que a soma é
igual a —3, a outra raiz tem, obrigatoriamente, este valor. Logo, z; = —3 e 22 = 0.

O fato de uma equagao do 2° grau nao ter raizes reais ndo significa que ndo tenha
solucdo em qualquer conjunto. Ao estudarmos o corpo C dos nimeros complexos,
veremos que toda equacao de grau n tem n raizes complexas, nao necessariamente
distintas entre si. Porém, a menos que seja explicitado em algum exemplo ou
exercicio, trabalharemos apenas com o conjunto dos nimeros reais.



CAPITULO 2
Funcgao Quadratica

DEFINIGAO 2.1. Definimos uma func¢do quadrdtica como
f: R — R
T — f(x)=ax’ +bx+c, a#0

ou seja, uma funcao real, de variavel real, definida por um trinémio do 2° grau.
Obviamente, para garantir que o trinémio seja de fato do 2° grau, faz-se necessaria
a ressalva de que a # 0.

DEFINIGAO 2.2. Seja a fungdo quadrdtica f(z) = ax? + bx + c. Dizemos que
um mimero « € raiz da equacio ax® + br +c =0 se f(a) = 0. Como a fun¢io se
anula em © = «, dizemos também que o é um dos zeros da fungio f(x).

PROPOSICAO 2.1. Seja a wma raiz da equacdo x> —sx+p =0, entio 8 = s —«
também € raiz desta equagao.
DEMONSTRAGAO. De fato, como « é raiz da equagdo, temos
a® —sa+p=0
Substituindo 5 = s — « na equacao, temos:

2

(s—a)?—s(s—a)+p =0 e s> —2sa+a’—s’+sa+p =0 <. a®’—sa+p =0, c.q.d.

Existem duas formas interessantes de se representar uma funcdo quadratica.
Uma delas é a

2.1. Forma Fatorada

Seja f(x) = ax? + bz + c. Suponhamos que « seja raiz desta fungao. Logo:

f(a) = aa® +ba+c=0.
Logo, podemos escrever f(z) = f(x) — f(«). Entdo, temos:

f(z) = fla) =a(z® —a®) + bz —a) +c—c

Colocando a e (x — a) em evidéncia, vem:

f(w)—a(x—a)<x+a+2)

b
. Denotando — = a + —, temos:
a

(@) = ale —a)(@ - 8)]

9
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A expressdo acima é conhecida como a forma fatorada da fun¢do quadrdtica.
A maior vantagem de se escrever uma fungdo quadrética na sua forma fatorada é
determinar, visualmente, os zeros da funcdo. De fato, analisando a expressao de

f(@):
f(z) = a(z — a)(z = P),

vemos que a fungao s6 se anula quando pelo menos um de seus termos é igual
a zero. Como supomos desde o inicio que f(z) é quadrética, sabemos que neces-
sariamente a # 0. Logo, algum dos outros dois termos deve ser igual a zero, isto
é
r—a=0 & z=aq,
r—0F=0 & z=p
Além disso, podemos inferir a variagao do sinal de f(z). De fato, considerando

de inicio que a > 0 e supondo, sem perda de generalidade, que a < [, temos
f(x) > 0 se um dos seguintes casos acontecer:

x>0 ou z<a

Se, ao contrario, a < 0, para que f(x) > 0 é necessario apenas que

a<zcr<pf

Para ilustrar o que dissemos acima, vejamos alguns exemplos:
EXEMPLO 2.1. Estude o sinal da funcgdo f(x) = 222 — 10z + 12.

Devemos, primeiramente, descobrir as raizes de 2z — 10z + 12 = 0.
Sejam « e (3 estas raizes. Temos:
-10
atf=-— = atf=5
12
a.p= 5 = a.0=6
Ou seja, devemos descobrir dois ntimeros que somados dao 5 e multiplicados dao
6. Como a soma e o produto sdo positivos, ambas as raizes (se existirem) também
sao positivas. Listando os pares de nimeros naturais cujo produto vale 6, temos:

1.6=6
2.3=6
Logo, dos pares de nimeros acima, o Gnico cuja soma é 5 é o segundo: « = 2,

B8 =3.

De posse das raizes da fungao, podemos reescrevé-la na sua forma fatorada:

flz) =2(x =2)(x - 3)
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e
L

FIGURA 1. Variagdo do sinal de f(z) = 222 — 10z + 12

Logo, vemos que

fl@a) <0 & 2<z<3;
flz)=0 & x2=2 ou x=3;
flz) >0 & <2 ou z>3.
EXEMPLO 2.2. Analise a variagio do sinal da funcio f(x) = x> + 10x + 21.
Primeiro precisamos descobrir os zeros da func¢ao, ou seja, descobrir se existem
x1 e Ty tais que 22 + 10z + 21 = 0. Usando soma e produto, temos:
xr1 + x9 = —10

ml.x2:21

Sendo o produto positivo, as raizes, caso existam, possuem o mesmo sinal.
Como sua soma é negativa, devem, pois, ser negativas, ja que dois niimeros positivos
somados jamais resultardo num nimero negativo.

Listaremos os pares de nimeros naturais que multiplicados sao iguais a 21.
Caso nao encontremos, iremos proceder conforme o Exemplo 1.7.

-1. —-21=21
-3. -7=21
E, destes, h& apenas um cuja soma é —10. Entao 1 = —7 e 22 = —3.

Reescrevendo f(x):
f(@) = (@ +7)(x+3)
Variagdo do sinal de f(x):
flz) <0 = —-T<ax<-=3;
flz)=0 = x=-7 ou x= -3,
flx)>0 = <=7 ou x> -3.
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6

FIGURA 2. Variagdo do sinal de f(z) = 22 + 10z + 21

EXEMPLO 2.3. Seja f(x) = —22% + 10x. Determine os valores de x tais que

f(z) <o0.
Colocando o fator comum em evidéncia:
222 +102 =0 & —2z.(x—5)=0
Como o produto é zero, devemos ter pelo menos um dos fatores igual a zero,
ouseja: a=00u f—5=0 < g =5. Entao:
f(z) = =2(x)(x - 5)
Consequentemente:
f(x) <0 = z<0 ou z>5;
fz)=0 = 2=0 ou z=2>5;
flx)>0 = 0<z<5.
Como queremos f(z) < 0, nosso conjunto solugaoé S ={z € R| 2 <0 ou = >
5}.
EXEMPLO 2.4. Estude o sinal da funcio f(x) = —222+8 = 0.
O primeiro passo é descobrir os zeros da fun¢ao. Como a equagio de 2° grau

associada & funcao tem o termo b = 0, podemos resolvé-la diretamente, isolando o
termo 22

—22248=0 = —-222=-8 = x2:—2 = z=4V4 = =42

Isto é, x1 = -2 e xy = 2.
A forma fatorada de f(x) é, pois:

flz) ==-2(x+2)(z—2)

Podemos resumir ainda mais as informagoes acima dizendo simplesmente o
seguinte: a funcdo quadratica f(z), com raizes o e § (a < (), cuja expressao
fatorada é, pois



2.2. FORMA CANONICA 13

20

FIGURA 3. Variagdo do sinal de f(z) = —2z2% + 10z

f(z) = a(z — a)(z - B)
possui sinal oposto ao de a se = € Ja, 8] e mesmo sinal de a caso contrario, ou
seja, se x ¢ |a, B
E claro que nem sempre é facil descobrir as raizes da equacdo de segundo grau

utilizando soma e produto. Realmente, é dificil perceber, por exemplo, que as raizes
2

1
de6x2—5x+2:05ejamx/:§ex”zf.

Contudo, ndo custa tentar. Até porque, como ja dissemos, a maioria dos exerci-
cios trabalhados nos ensinos fundamental e médio possuem raizes inteiras, o que faz
com que o processo de deduzir raizes pelo método de soma e produto perfeitamente
possivel.

Outro exemplo de equagao do 2° grau cujas raizes nao sao faceis de se encon-
trar pelo método de soma e produto sdo aquelas em que estas raizes sao nimeros
irracionais. Tentar encontrar, por exemplo, as raizes de 22 — 2 — 1 = 0 com este
método serd bastante trabalhoso.

Nao conseguindo, veremos a seguir como calcular explicitamente os valores das
raizes x1 e x2 de uma equagao de segundo grau a partir de seus coeficientes a, b e
c.

2.2. Forma Canénica

Esta é uma outra maneira de se expressar uma funcao quadratica, e baseia-se
na técnica conhecida como “completar quadrados". Tal técnica tem por fim criar
um quadrado perfeito, fazendo os devidos ajustes na expressio da fun¢do. Vejamos
um exemplo:
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EXEMPLO 2.5. Seja a funcdo f(x) = 2% — 3z — 4.

Vamos comparar os dois primeiros termos dessa funcdo com a expressao - co-
nhecida desde o 8° ano do ensino fundamental - abaixo:

(r+a)* = 2%+ 2ax +a®
Asgsim,

3
2ax=—3xz>a:—§.

3
Somando e subtraindo agora o quadrado de —5 temos:

f(x):x2—3x+i—i—4:>f(x):(x—g)Q—(i+4>

que é a forma canonica de f(z).

6]
y, = (0, 6.251

vertice.png
FIGURA 4. Coordenadas do vértice de f(z) = 22 — 3z — 4

Generalizando, seja f(z) = ax? + bx + ¢. Como a # 0, podemos colocé-lo em
evidéncia: ; .
f(:z:)a<x2+x+c> = a(12+2x+c>
a a 2a a

Assim, basta que completemos o quadrado:
b b2 b2 c
_ 2
f@—a(x +a“4az—4az+a)
b\> b2

b\?  dac— b2
= f(x)a(:z:+2a) +T,
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_dac— b2

Chamando m = —— e k = 1 , chegamos a relacao
a

f(z)=a(z fm)z +k

A expressdo acima é chamada forma candnica de f(x). Para o aluno, pode
parecer complicado e até mesmo initil num primeiro momento representar uma
funcao quadratica na sua forma canonica. Porém, com uma observacao mais deta-
lhada da mesma, vemos que ela nos fornece o valor minimo (no caso de a > 0) ou
maximo (no caso de a < 0) de f(x) e o valor de x para o qual um desses dois casos
ocorre.

De fato, supondo, sem perda de generalidade, a > 0, como o termo entre
parénteses esta elevado ao quadrado, ele serd minimo quando o binémio for igual a
7€ero, ou seja:

b
r—m=0&r=m=——.
2a
Consequentemente, o valor minimo da funcao, que aparece explicitado na ex-

2
pressdo canoénica de f(x), é k = M.

A forma canoénica de f(z) nos diz mais um fato que ndo é nem um pouco
intuitivo: todas as parabolas sao semelhantes.

De fato, como todas tém a forma acima, a partir da mais simples dela, f(z) =
x2, é possivel fazer as seguintes consideracoes:

e sendo m € R* o grafico de f(z) translada-se para a direita, caso m > 0 ou
para a esquerda, caso contrario;

e sendo k € R* o grafico de f(x) translada-se para cima, caso k > 0 ou para
baixo, caso contrério;

e 0 coeficiente a traz a ideia de zoom: quanto maior o valor de a mais "afas-
tado"parecemos ver a pardbola, ou mais "proximo'"caso contrario. Ainda, se a < 0,
isso apenas nos diz que a parabola rotacionou em torno do eixo .

Seja f(z) = az? +bx + c tal que a > 0. O valor de z que faz com que f(z) seja
minimo ser4 denotado, por enquanto, por Zmin. Ja f(Tmin) = fmin ().

Se, ao contrério, f(z) = ax® + bz + ¢ é tal que a < 0, o valor que faz com que
f(z) seja maximo serd denotado, por enquanto, Por Tmax; j& f(Tmax) = fmax ().

Voltando ao Exemplo 2.5, temos a seguinte expressao de f(z):

Claramente, como 0 < a = 1, vemos que o menor valor assumido pela funcao é
3
f(xz) = ——, o que ocorre para x = —

Além disso a forma canonica da funcao quadratica nos ensina como calcular
suas raizes a partir dos valores de seus coeficientes a, b e c.
De fato, igualando f(z) a zero, temos:

2
flz)=0 < a(m+2ba> +(4ac4;b2>:0

Isolando o termo com x, temos:
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o d > —dac e (e b > b —dac
2a)  4a 2a,)  4a?

Portanto:

Temos, finalmente,

. —b 4+ Vb% — dac

2a ’

que ¢é a tao conhecida férmula geral de resolugdo de equacao do 2° grau.

OBSERVAGAO 2.1. Como nos alerta Wagner (2010), a férmula acima ndo foi
desenvolvida pelo matemdtico indiano Bhaskara, que, conforme Boyer (2003), foi
“o mais importante matemdtico do séc. XII". Porém, tal método de resolugio,
sequndo dissemos no inicio desta obra, jd era conhecido pelos babilonios hd quase
dois milénios antes de Cristo. Ainda, Wagner (2010) diz que as “férmulas (mate-
mdticas) s6 apareceram no séc XVII", ou seja, cinco séculos depois.

Jd em Hefez (2012), nos é esclarecido que tal expressio “leva o nome de formula
de Bhaskara devido ao fato de ter sido publicada em um livro escrito por esse outro
famoso matemdtico hindu do Século 12".

Na Formula 2.2, o termo dentro do radicando recebe uma denominagcao especial.
Representado pela letra grega A, tal termo chama-se discriminante:

A = b% — 4ac

Este nome naturalmente nao é dado & toa. Dependendo da natureza do discri-
minante, podemos concluir se uma equacao de 2° grau possui ou nao raizes reais.
E, possuindo, podemos saber se sdo duas raizes distintas ou nao.

De fato, ha trés casos possiveis:

e A<O

Neste caso, como mostramos no Exemplo 1.11, a equagao nao possui
raizes reais. Sendo f(x) = 2% + 10, temos:

—0++v0%—-4.1.10 N +v/—40
Tr = x€X J—

2.1 2
Logo, # z | f(z) = 0.

e A=0

Quando o discriminante se anula temos apenas uma raiz da equacao
(ou duas raizes iguais), a saber:

—b++0 —b
r=—F—""—" =T

A= = —
0 2a 2a
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e A>0

Enfim, temos o caso em que, sendo A positivo temos duas raizes reais
distintas:

b+ VA
2a

—b— VA —b+ VA
2a 2a
Como um resumo do que dissemos até agora, resolveremos trés exerci-
cios, fazendo uma anélise da variagdo de sinal de f(x) e seu ponto extremo.

A>0 ==
Logo:

1 X2

EXEMPLO 2.6. Analise o comportamento de f(z) = x® — 2z — 8.

Vamos manipular f(z), explicitando suas formas fatorada e canonica.
Primeiramente, vamos descobrir os zeros da funcao:

a = 1
f(z)=0 & 22-22-8=08 b = -2
c = =8

Inicialmente podemos determinar o valor do discriminante, para sa-
bermos se f(z) possui e raizes e, possuindo, se sdo distintas:

A=b—4dac=(-2)?—41.(-8)=4+32 .. A=36

Com a informacgado de que A > 0, sabemos que existem dois pontos
nos quais a func¢ao se anula.
Chamando estes pontos de oy e as, temos:

a + as = 2; oy .o =—8

Como o produto das raizes é negativo, elas tém sinais opostos. No
entanto, como a soma é positiva, a maior das raizes, em modulo, é positiva.
Vamos aos casos:

-1.8=-8
—2.4=-8

Logo, devemos ter oy = —2 e ay =4, pois —2+4=2e -2 .4=-8

Assim, f(z) = (z + 2)(z — 4) é a forma fatorada de f(z).

Vamos agora manipular a expressao de f(x) de forma a encontrar sua
forma canénica:

flx)y=2>-22-8=2*-212+1*-12-8=(z—-1)* -9

Assim, como a primeira parcela é sempre positiva ou zero, serd minima
justamente neste tltimo caso, ou seja, quando x —1=0 .. =z =1. E,
quando isso acontece, temos f(1) = (1 —1)2 -9 = —9.

Concluindo, o grafico de f(z) tem as seguintes caracteristicas:

flz) <0 = —-2<z<4
flx)=0 = z=-2 ou z=4
flz)>0 = x<-2ou z>4
Tmin = 1 ; fmin(aj) =-9.
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vertice.png
FiGURA 5. Coordenadas do vértice de f(z) = 22 — 2z — 8

EXEMPLO 2.7. Analise o comportamento da funcao f(x) = —4a? —8.

Vamos determinar se f(z) possui raizes reais:

a = —4
fx)=0 = —42°-8=0< b = 0
c = =8

A=0—4dac=0%—4.(-4)(-8) .. A=-128
Sendo A < 0, a func¢do f(z) ndo possui zeros. Como a < 0, f(x)
é sempre negativa. Ja como b = 0, sua forma canénica serd a prépria
expressao de f(x), ou seja, fmax = —8, 0 que acontece para —4x? = 0
Tmax = 0. Resumindo:
flx)<0 Vz eR
Tmax = 0 5 fmax(x) = -8

|v=0.-8

FIGURA 6. Coordenadas do vértice de f(z) = —42? — 8
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ExeEMPLO 2.8. Determine os intervalos de crescimento e decresci-
mento e as coordenadas do ponto de mdzimo da fungdo quadrdtica f(x) =
2
—x° + 6z — 9.

Vamos tentar, utilizando o artificio de soma e produto, determinar as
raizes de f(x). Sejam « e § estas raizes. Temos:

b 6
c -9

. :7:7:9
a.p a -1

Como a soma e o produto sdo positivos, as raizes sdo ambas positivas.
Vamos listar os pares de nameros inteiros cujos produtos dao 9.:

1.9=9

3.3=9
Vemos, dos pares acima, que o tinico que possui soma igual a 6 é o
segundo, ou seja, @ = 3 = .
Neste caso, temos apenas uma raiz real, ou, da mesma forma, duas
iguais. Isso acontece quando A se anula. De fato, temos:

A=b>—4dac=(-6)*—4(-1).(-9)=36—-36=0

A forma fatorada de f(x) fica:
fl@) = (= 3)%,

que também é sua forma canonica.
De posse dessas informacoes, concluimos que:

flz) <0 = V z#3
flz)y)=0 = xz=3
Tmax = 3 5 fmax(m) =0

vertice.png

FIGURA 7. Coordenadas do vértice de f(x) = —2% + 6z — 9
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2.3. Caracterizagao das Fungoes Quadraticas

Diferentemente do que acontece nas fun¢oes afim, exponencial e lo-
garitmica, detalhadas em Azevedo (2013), Reis (2013) e Mussel (2013),
respectivamente, a caracterizacao de fungoes quadréticas nao é de tao facil
compreensao.

Apenas relembrando, uma Progressdo Aritmética de primeira ordem,
ou simplesmente uma Progressdo Aritmética ou apenas P.A. é uma sequén-
cia de numeros na qual a diferenca entre dois termos consecutivos é cons-
tante.

EXEMPLO 2.9. A sequéncia (—4,—7,—10,—13,...) é uma P.A, pois a
diferenca entre dois termos consecutivos quaisquer € constante:

13— (~10) = —3;
10— (=7)=-3;
()=,

e assim seria para quaisquer dois termos subsequentes. O nimero —3
acima € conhecido como a razdo v da P.A.

Uma Progressao Aritmética tem esse nome porque dado trés termos
consecutivos, o central é a média aritmética! dos outros dois.

De um modo geral, podemos caracterizar uma func¢do afim como a
que transforma uma P.A. em outra P.A., a exponencial transforma uma
P.A. em uma P.G. e a logaritmica o contrario, ou seja, uma P.G. em uma
P.A.

J&a uma Progressao Geométrica - P.G. - é uma sequéncia de nimeros
na qual o quociente entre dois termos consecutivos é sempre o mesmo.
Seja o

33
EXEMPLO 2.10. A sequéncia (12,6,37 AR ) é uma P.G., pois o

quociente entre dois termos consecutivos quaisquer é sempre 0 MeESMo:

6+12—1
2

. _1
3
37373
3 3 1
17272

Ao quociente acima calculado damos o nome de razao q da P.G.

Analogamente, uma Progressdo Geométrica é assim chamada porque
dado trés termos consecutivos, o central ¢ a média geométrica dos outros
dois.

Ja a funcdo quadratica é definida como a que transforma uma P.A.

de primeira ordem em uma P.A. de segunda ordem nao-trivial. Contudo,

. L. e 1 +x2+ ...+
IDefinimos a média aritmética A entre T1,T2, ..., Ty COMO A= ———————————
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tal contetido raramente é explorado no ensino médio, e sua demonstragao,
além de trabalhosa, acaba sendo de pouca utilidade. Para quem deseja
ver a demonstracao completa desse resultado, sugerimos a leitura de Lima
(2006).

A titulo apenas de curiosidade, definimos uma P.A. de segunda ordem
como uma sequéncia de ntmeros tal que as sucessivas diferencas de um
termo para o seu antecessor forma uma P.A. (de primeira ordem).

EXEMPLO 2.11. Seja a funcdo quadrdtica definida por f(z) = 2% +
3z — 1. Vamos calcular alguns valores de f(n), n € N:

f(0)=0*+30-1=-1
f()=1"+31-1=3
f(2)=2*+32-1=9
f3)=3*+33-1=17
f4)=4*+34—-1=27
Denotando por 6,, a diferenca f(n) — f(n — 1), temos:

=f(1) f0)=3—-(-1)=4

=f(2)-f1)=9-3=6
63 fB)=f(2)=17-9=38
S1=f(4)— f(38)=27T—17=10

Observamos que a sequéncia (01,02, 03,04, ...,0p,...) forma uma P.A.
ndo-trivial, ou seja, com razdo r # 0. Logo, os valores de f(n), n € N,
formam uma P.A. de sequnda ordem. Como o0s valores de n estdo variando
em uma P.A. (cuja razdo r = 1), a expressio de f(x) é uma fungao
quadrdtica.

Podemos mostrar que dados trés pontos nao colineares, existe apenas
uma parabola® que passa por estes pontos, isto ¢,

PROPOSIGAO 2.2. Sejam f(z) = az?+bx+c e g(x) =d'z* +Vx+¢
duas fungées quadrdticas tais que f(x1) = g(x1), f(xa) = g(as) e f(xs3) =
g(x3), para distintos x1, x2, e x3 € R. Vamos mostrar que f(z) = g(x).

DEMONSTRAGAO. Como f(z1) = g(z1), f(z2) = g(a2) e f(as) =
g(x3), podemos escrever:

—g( i
—g(x2) = azj+bra+c— (a5 +bao+) = 23(a—a')+z2(b—b)+c—c =0
—g(x3) = azi+brs+c— (daf+Vas+) = 23(a—a')+z3(b—b)+c—c =0

Denotando
a=a—a
B=b-0b
y=c—¢

3Ver defini¢do e propriedades no proximo capitulo.
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temos o seguinte sistema:

x4 Bry +v
ox3 + Brg + v

arl + Brs+y =
Fazendo (1) — (2) e (1) — (3), temos:
a(z% — x%) + B(x1 —x2) =0
a(x? — acg) + Bz —x3) =0
Como estamos supondo x1, zo e xg distintos entre si e relembrando

um dos produtos notéveis vistos no ensino fundamental, a diferenca entre
dois quadrados:

(a®> = b%) = (a+b)(a — ),
podemos dividir a primeira equacdo por (z1 —x2) e a segunda por (z1—1x3):
a1 +z2)+ =0 (4)
a1 +a3)+B8=0 (5)
Fazendo (4) — (5):
afxy +xg—x1 —23) =0 alxg —x3) =0

Como x5 # 3, temos o = 0. Substituindo acima e em (1), vemos que
8 =~v=0. Isto &

Lima (2006) nos diz que, dados trés pontos ndo-colineares A = (1, y1),
B = (x2,12), e C = (x3,y3) em R?, existe uma, e somente uma fungao
quadrética f(z) = az?+br+ctal que f(z1) = y1, f(22) = yo e f(x3) = y3.

Ja Wagner (2006) nos mostra as condi¢oes para que estes trés pontos
sejam colineares: existe uma funcdo afim f(z) = az + b, cujo grafico
contém os pontos A, B e C. Ou, em outras palavras, que

tan BAD = tan CAD,

onde D é a projecao de C sobre a reta y = y;.

Ficura 8. Condigao para a colinearidade de trés pontos
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Vemos que

tan BAD = Y2791 _ Y74 = tanCAD
T2 —T1 xr3 — T1

23






CAP{TULO 3

Parabola

Antes de prosseguirmos nosso estudo sobre a funcao quadratica, ire-
mos definir um tipo de conica que nos serd muito util:

DEFINIGAO 3.1. Sejam d uma reta e F' um ponto ndo pertencente a
d. Definimos a pardbola P de foco F e diretriz d ao conjunto dos pontos
P que equidistam de d e F.

d

Ficgura 1. Parabola

DEFINIGAO 3.2. A reta focal, também conhecida como eizo r da pard-
bola P € a reta que passa que passa pelo foco F' e é perpendicular & diretriz
d.

Seja A =rNd. Como F ¢ d, existe um ponto V € P sobre o eixo r,
denominado o vértice da parabola. O tnico ponto do eixo r que pertence a
parabola é justamente o vértice V. E, como pela Defini¢ao 3.1, um ponto
qualquer P pertence & pardbola se, e somente se equidista da diretiz d e
do foco F, concluimos que o ponto médio do segmento AF coincide com
V.

Antes de concluirmos qual o desenho da pardbola, vejamos uma ca-
racteristica imediata dela:

PROPOSIGAO 3.1. Toda pardbola é simétrica em relacdo ao seu eizo
focal.

DEMONSTRAGAO. Seja P um ponto qualquer da parabola. Tomemos
seu simétrico R em relacao ao eixo. Seja Q) a intersecao do eixo r com
o segmento PR. Logo, @ ¢ ponto médio de PR. Os triangulos APQF e
ARQF sio congruentes, pelo caso LAL, pois PQ = RQ, Q éretoe QF é

25
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FI1GURA 2. Simetria da Parabola

lado comum. Em particular, as hipotenusas também sao congruentes, ou
seja, PF = RF. Além disso, como P e R sdo simétricos, se considerarmos
os pontos P’ e R’, proje¢des na diretriz L de P e R, respectivamente,
PP'R'R é um retangulo. Consequentemente os lados paralelos PP’ e
RR' sao congruentes c.q.d. |

Vamos agora, a partir da defini¢ao de parabola, descobrir sua equagao.
Iremos, convenientemente, coincidir a origem do plano cartesiano com o
vértice V. A reta focal sera identificada com o eixo y. Logo, o eixo x seréd
paralelo & diretriz L. Seja P = (z,y) um ponto qualquer da parabola.
Logo:

d(P,F) = d(P,L)
V@ =02+ y—p?2=V(@—2)?2+@y—(-p)?

Va2 +y2 —2py+p2 =/ (y +p)? = 22 + 9> — 2py +p* =y + 2py + p?

z? — 2py =2py ..
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Mas a expressao acima nos mostra explicitamente uma funcao qua-
dratica. Chamando y de f(x), temos

Dada a simetria da pardbola, podemos ’gird-la’ em qualquer multi-
plo de um angulo reto que ainda assim, refazendo as contas, teremos a
expressdao de uma funcdo quadratica. De fato, girando, sem perda de
generalidade, a pardbola em 180°, vemos que:

d(P,F) =d(P,L£) = \/(x = 02+ (y — (-p))? = /(z — 2)? + (y — p)?
oy’ 2oy +pP = g7 = 2py +p7 o 2 = —dpy
E, da mesma forma, chamando y = f(z) vemos que

72

f(f):—@'

Sendo o grafico de uma fun¢do quadratica uma parabola, a Proposicao
3.1 poderia ser deduzida pela Defini¢ao 2.2, pois:

b\>  dac—b? b\>  dac—b?
o = fla) e a(mt o) + 228 (s L) 2220

2a
Desenvolvendo o caso nao-trivial, temos:

(z)a:l—l-i::t (x2+b>
2a

b b 2b
:L‘1+2a:—<$2+2a><:>$1+$2=—2a
1‘1+1‘2_ b

2 2

) ~ .1 b .
Isto é 1 e x5 sdo equidistantes de %" Outra maneira de ver este
a

resultado é escrever

1'1+I’2:7*
a
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b .
Como —— ¢é a soma s das raizes de f(x), podemos dizer, de um modo
geral, que

’f(:cl) = f(z2) = x1 =22 ou 1+ 29 = s.‘

Numa fung¢io quadrética f(z) em que a < 0, o vértice da parabola é o
ponto no qual f(x) atinge seu valor maximo. Da mesma forma, se a > 0,
f(z) atinge seu valor minimo nesse ponto. Assim, o que antes chaméva-
mos de fimax(z) € fmin(z) serd chamado daqui pra frente de y,, isto é, a
coordenada y do vértice V. Ja a coordenada x de V serd, naturalmente,
Toye

Como a parabola é simétrica em relagdo ao seu eixo focal, podemos
afirmar que a coordenada z, é a média aritmética de suas raizes:

_T1+ 22
Ty = —p

A relacdo acima ainda ¢ verdade mesmo que as raizes da fun¢do qua-
drética sejam imaginarias. Reescrevendo-a com os coeficientes de f(z),
temos

b
2a’

Enumeraremos algumas proposi¢oes com relacao ao grafico de uma
funcdo quadratica - mostradas em Lima (2006) como exemplos. Para
maior clareza, expressaremos f(z) na sua forma canonica. Para todas
elas consideraremos um ponto P cujas coordenadas sdo P = (z, f(z)).

Ty =

2

PROPOSIGAO 3.2. O grifico da fun¢io quadrdtica f(x) = x* € a pard-

1 1
bola cujo foco F = (0, 4) e cuja diretriz € a reta horizontal d : y = T

DEMONSTRAGAO. Utilizando a Defini¢do 3.1, temos:

1\? x? 1
- —0)2 2__ ) — 2 4_ 7 4 -
d(P, F) (x—0)2+ (ac ) \/x +x 5 + 16
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— 4+£2+if 2+1 2*
VU T T T\ Ty T

Por outro lado:

a(P,d) = \/<x—x>2+ (- (—i)f:\/(xui):xui

E, assim, d(P, F) = d(P,d), ¢ ]
PRrROPOSIGAO 3.3. Seja f(x 2 a # 0. O grifico de f(z) ¢
1
pardbola cujo foco F = < e diretriz d = I
Y4 F—(O.:lj—| va

a=0 a<0

DEMONSTRACAO. Procedendo da mesma forma como fizemos anteri-
ormente, temos:

2
1 1 1
d(P, F) = \/(.’I} — 0)2 + (ax2 — 4@) = \/.'1,'2 + a2$4 — 2.@.5(}2.@ + (4a)2 =

\/Q2CC4+2+ 1 — al’2+i z—ax2+i
16a2 da ) 4a’

e = i (s () = (ot L) e L

c. q. d. [ |

No exemplo acima, se a > 0, a concavidade da parabola esta voltada
para cima. Se, ao contrario, a < 0, a mesma esta voltada para baixo.

Convém ressaltar mais uma vez que, sendo f(z) uma funcdo quadra-
tica, estamos considerando sempre que a # 0.

PROPOSIGAO 3.4. Para todo m € R, o grifico de f(z) = a(z —m)?
1
€ uma pardbola cujo foco é o ponto F = (m, 1a e a diretriz € a reta
a
1
d:y=——.
Y 4a
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- 15
F (711:4u;

DEMONSTRAGAO. Calculando as distancias:

2
d(P,F) = \/(x —m)? + [a(w —m)? — 41(J = \/(x —m)2+a?(z —m)* —2.a.(x —m)z.g + Toa? =

(x —m)? 1 \/
—Ja2(r —m)4 —m)2 — —Ja2(r —m)4 —
\/a (@ —m)t+(@—m) 2 T 1642 e —m)t+ 2 + 1642

ﬂa(m)u;ra(my%.

Por outro lado:

O que fizemos acima foi apenas uma translagio horizontal do grafico
de f'(x) = ax® - Proposi¢io 3.3 -, de forma que o eixo, que era a reta
x = 0 passa a ser a reta x = m.

PROPOSIGAO 3.5. Dados a,m,k € R, o grdfico da fun¢do quadrdtica
1
f(x) = alx —m)%+k é a pardbola cujo foco é o ponto F = (m,k+ 4),
a
e cuja diretriz € a reta d:y=k — —.
4a

DEMONSTRACAO. As contas vao aumentando, mas o que fizemos aqui
traduz-se apenas em outra translacao; desta vez, o foco da parabola da

1 1
Proposicao 3.4 F = (m, 4) se desloca para o ponto F’ = (m, k+ 4>.
a a



3. PARABOLA

il x- 'rru2 e

F Lkt
(m, rduj

Calculando as distancias, temos:

d(P,F/)\/(:cm)QJr {a(zm)2+k (k+41a>r \/(xm)2+ [a(e —m)?

\/(x - m)? (e~ myt - _2m)2 + 161a2 - \/@(I YA G m)*

d(P,d)_\/(xx)2+ [a(xm)QJrk (k;)}Q—\/[a(xm)QJr

J— 2 —
a(x —m)* + o
Logo, d(P, F') = d(P,d), c. q. d.






CAPI{TULO 4

Exercicios

Tendo fornecido a base teodrica, chega a hora de testar na pratica os
conhecimentos adquiridos. Nosso objetivo é, antes de tudo, servir de apoio
para professores de Matematica do Ensino Bésico.

E sabido que nossas escolas (municipais) e colégios (estaduais) sdo, via
de regra, muito fracos. Claro que ha excecoes, ilhas de bom ensino, mas
sao, apenas, excecoes. Instituicoes de ensino militares e federais também
sao, em geral, de alto nivel. Para esse publico, ja ha farto material de
qualidade & disposicao.

Porém, para a grande maioria das escolas piblicas, o desdnimo, a
dificuldade, a falta de vontade e o desinteresse imperam. Contra tal ce-
nério, nossa contribuicao se faz no sentido de propor exercicios de fungao
quadratica que, em sua grande maioria, atendem a um fim pratico.

Nao estamos com isso defendendo a tese de que o conhecimento s6 tem
sentido se pode ser aplicado em alguma utilidade. Esta questao, aliés, é
antiga. Boyer (2003) nos conta uma historia semelhante relacionada a
Euclides, autor de Os Elementos:

Evidentemente Euclides nao dava énfase aos aspectos pra-
ticos do assunto, pois hd uma estoéria contada sobre ele
que diz que quando um estudante perguntou para que ser-
via o estudo da geometria, Euclides disse a seu escravo
que desse trés moedas ao estudante, ‘pois ele precisa ter
lucro com o que aprende’.

Entretanto, dado o escasso tempo de que dispomos para fazer com que
nossos alunos apreendam o conteiido matemaético, somado aos problemas
comentados acima, faz-se necessario, na nossa opinido, a abordagem de
fungoes com o intuito de fornecer aos alunos uma problemética mais real,
voltada para assuntos do cotidiano.

Assim, na grande maioria dos exercicios aqui apresentados, procura-
mos exemplos préiticos. Entretanto, também ha aqueles nos quais apenas
a manipulacio algébrica dos contetdos estudados se faz necesséaria.

Na realidade, trés questoes se apresentam como essenciais:

e CONCEITUAGAO A parte conceitual foi, esperamos, suficientemente
tratada nos capitulos anteriores. Equagoes do 2° grau, fun¢des quadrati-
cas, aspectos histéricos, gréficos e etc.

e MANIPULAGAO A manipulagdo algébrica se da na verdade em todos
os momentos do trabalho. Manipular dados do problema em questao com
o objetivo de determinar sua resposta.

e APLICAGAO A aplicabilidade do contetdo estudado entrara basica-
mente neste tltimo capitulo, voltado para os exercicios.

33
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A maior parte destes exercicios constam de Elon (2005), Elon (1997)
e Reis (1902), alguns com adaptacoes.
Vamos, entao, a eles:

ExXERcicio 4.1. Um conhecido professor de matemdtica queria com-
prar uma mesa de jantar retangular. Como gostaria que a mesma tivesse
um perimetro firado 2p, jd que tinha em mente o numero de pessoas que
a utilizariam ao mesmo tempo, dirigiu-se a uma loja e indagou ao vende-
dor: “Gostaria de comprar uma mesa cujo perimetro é 2p, mas que ocupe
a menor drea possivel, ji que minha casa ndao é muito grande e preciso
otimizar o espago."Ao que o vendedor respondeu: “O senhor veio ao lugar
certo! Tenho aqui uma mesa quadrada de perimetro 2p que resolve o seu
problema."Analise a resposta do vendedor.

Talvez um dos mais cléssicos problemas envolvendo fungoes quadrati-
cas seja esse. Ao dizermos que a mesa tem perimetro 2p queremos apenas
enfatizar que ela precisa comportar um nimero n de pessoas previamente
sabido. Ao aplicar este exercicio em sala de aula, convém substituir o
perimetro por um numero real qualquer, para maior clareza dos alunos.
Trabalharemos aqui com 2p apenas para maior generalizagao.

Seja entao um retangulo qualquer cujo perimetro é 2p. Chamando
— 2T
um lado de z, o outro é pT = p—x. A area S deste retangulo é,

pois, dada por:
S=z(p—z) = S=-a’+pz

Assim, a expressdo de S é uma funcao quadratica. Como a < 0, a
fun¢do admite um maximo. Completando quadrados, temos:

2

st () + Q) -9+
2

Ou segja, o valor maximo de S é %, e isto acontece quando x — g =0,

. , p
1sto é, z = —.

O que isso quer dizer? Quer dizer que a medida do lado do retangulo
p

. R 2p R
que faz com que sua area seja maxima é x = 3= 71 Logo, tal retangulo

é na verdade um quadrado, cujo lado & 1 do perimetro 2p, donde podemos

concluir que o vendedor obviamente errou na sua argumentacao. Ele disse
que a mesa quadrada era a que ocupava a menor area, mas acabamos
de provar justamente o contririo: ela é a que possui, dentre todos os
retangulos de perimetro 2p, a maior area.

ExERrcicio 4.2. Uma senhora comprou uma quantidade de blusas e
gastou R$ 540,00. Contudo, observou que, se tivesse comprado trés blusas
a mais, pagaria R$ 15,00 a menos por cada uma. Quantas blusas esta
senhora comprou?

Este é o tipo de exercicio que, na nossa opiniao, deveria ser mais ex-
plorado em sala de aula. Em nenhum momento ha qualquer mencao de se
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tratar ou de uma equacao de 2° grau, ou fungao, seja ela afim, quadréatica,
e etc. No entanto, ao explorar os dados do exercicio, descobrimos do que
se trata.

De fato, denotemos por z a quantidade de blusas compradas pela

senhora. Como ela pagou no total R$ 540,00, o prego unitéario (de cada
540
blusa) ¢ R$ —.
z
Ao invés disso, se ela tivesse comprado trés blusas a mais, teria pago

quinze reais a menos por cada uma. Nessa situacao, o pre¢o unitario seria

4
R$ % Como ha uma diferenga de R$ 15,00 entre os dois pregos,
x

podemos escrever que

540 540
— = = 15.
x T+3
E ai estd a equagao que devemos resolver. Multiplicando os termos por

z.(x + 3):
(x + 3).540 — £.540 = 15.2.(z + 3)

Aplicando a propriedade distributiva da multiplica¢ao e passando to-
dos para o primeiro membro, temos:

5402+1.620—540x = 152°+452 = —1522—452+41620 =0 = 152°+452—1.620 = 0
Dividindo a expressao por 15, vem:

a = 1
22 +32—-108=0¢ b 3
c = —108

Claro que podemos utilizar a estratégia de soma e produto também
neste exemplo. Apenas iremos mais direto ao ponto. Lembrando que,

c . . , . , ..
como — = —108, isto é, o produto é negativo, as raizes possuem sinais
a

. b » C .
opostos. Ainda, a soma s = —— = —3 é positiva, o que indica que a maior

das raizes (em modulo) é nega%iva.

Como a soma das raizes é um nimero pequeno em modulo (compa-
rando com o valor do produto p), as raizes sdo nimeros proximos entre si
(desconsiderando-se o sinal). Desta forma, procuremos dois nimeros que
multiplicados dao 108, mas préximos um do outro:

3 e 36

6 ¢ 18

9 e 12
Dos pares acima, apenas o tltimo pode ser o par de niimeros procura-
dos. Logo, z1 =9 e x5 = —12. Contudo, como x é a quantidade de blusas

que a senhora comprou, a mesma jamais pode ser um nimero negativo.
Assim, temos apenas uma resposta: o numeros de blusas compradas foi
z=09.

EXERCICIO 4.3. Os alunos de uma turma fizeram uma coleta para jun-
tar R$ 405,00, custo de uma excursiao. Todos contribuiram igualmente.
Na dltima hora, porém, dois alunos desistiram. Com isso, a parte de cada
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aluno sofreu wm aumento de um real e vinte centavos. Quantos alunos
tem a turma?

Denotemos por o nimero de alunos da turma. O que era estipulado

que cada um pagasse era —. Com a desisténcia de dois alunos, passou
x

a ser . Se ha menos alunos dividindo a conta, é 6bvio que o valor

que cada um tem que pagar aumenta. A diferenca entre estes dois valores
é de R$ 1,20. Logo:

405 405 _
xr — 2 x

1,2

)

Multiplicando ambos os lados por z.(x — 2) e desenvolvendo, temos:

4052 — 405(x — 2) = 1,2z(x — 2) = 405z — 4052 + 810 = 1,2.(2? — 2z)

a = 1
22 -2 —-675=08 b = —2
¢ = —675

e —b+ Vb2 —4da.c I —(=2) & /(—2)% — 4.1(—675)

2a 2.1

244+ 2.700 2452

Como x é o nimero de alunos da turma, temos = > 0:

2+ 52
xTr =
2

x =27

Assim, ha na turma 27 alunos.

ExErcicio 4.4. Jodo tem uma fabrica de sorvetes. FEle vende, em
média, 300 caizas de picolés por R$ 20,00 cada. Entretanto, percebeu
que, cada vez que diminuia R$ 1,00 no pregco da caiza, vendia quarenta
caizas a mais. Quanto ele deveria cobrar pela caiza para que sua receita
fosse mdxima?

Este é um classico exemplo de funcao quadratica que ainda é pouco
explorado nos livros didaticos. Trata-se de uma situacdo problema na
qual uma varidvel, neste caso, a quantidade de caixas de picolés vendida,
determina o valor da outra variavel R(z), a receita de Jodo. Esta receita
é maxima para algum valor de x.

Ora, a receita é dada pelo produto de cada caixa de picolé vendida
pelo seu preco. Cada R$ 1,00 a menos no prego da caixa implica qua-
renta caixas vendidas a mais. Faremos uma tabela com as informagoes do
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problema:

Preco de cada caixa Quantidade de caixas vendidas Receita em R$

20 300 6.000
19 340 6.460
18 380 6.840
17 420 7.140
3 300 + 40.17 = 980 2.940
2 300 4 40.18 = 1.020 2.040
1 300 4 40.19 = 1.060 1.060

Com estes dados podemos montar a funcao
prego da caixa
——
R(x)= (20—z) . (3004 40x),
————
caixas vendidas

onde x é a variacdo, em R$, do preco da caixa de picolés.
Desenvolvendo a expressao, temos:

R(x) = 6.000 + 800z — 300z — 402> . R(z) = —402° + 500z + 6.000.

Esta é uma fun¢ao quadrética na qual o coeficiente a é negativo. Logo,
esta funcdo possui um valor méximo. Manipulando R(z):

25 25  /25\2 /25\2
- _ 2_ 29 _ - _ 2_9 2% b WY et _
R(z) = —40 (x 5 ) 6.000 = R(z) 40 (x 2. 1 +< 1 ) ( 1 ) ) 6.000.

R(x) = —40 (x - 245)2 - (—40).(%) +6.000

25\%  625.
R(z)=—40<x—45> +¥+6.000

Portanto

25) 2 15125
+ .

R(z) = —40 (az -3 5

A expressao acima nos diz que R(z) é maxima quando o termo elevado
ao quadrado é minimo. Logo z, = T e, nesta situacao,
25 15.125
R(Z) = 2= = R$ 7.562,50

O prego da caixa devera ser, entdo, igual a R$ 20,00 — 6,25 = R$ 13, 75.
Na mesma linha do exercicio acima, veremos o

ExEercicio 4.5. A R$ 30,00 o ingresso, os shows de uma banda
atraem 500 espectadores. Se cada variagcdo de R$ 1,00 no preco do in-
gresso faz variar o piublico em 40 espectadores, qual deve ser o pre¢o do
ingresso para que a receita seja mdxima?
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Novamente, a receita é o produto da quantidade de ingressos vendidos
pelo seu preco individual. Podemos montar a mesma tabela:

Valor do ingresso Publico Receita em R$
31 500 — 1.40 = 460 14.260
30 500 15.000
29 500 + 1.40 15.660
28 500 + 2.40 = 580 16.240
27 500 + 3.40 = 620 16.740
1 500 + 29.40 = 1.660 1.660

Tanto de cima para baixo quanto de baixo para cima os valores refe-
rentes a receita aumentam. Logo, existe algum valor espeifico do ingresso
para o qual esta receita seja maxima. Denotando por z o valor em R$ a
ser descontado de R$ 30,00 e a receita por R(z), temos:

valor do ingresso
—
R(z)= (30—=z) . (500 + 40z)
—_———
puablico presente

Para descobrir o valor de x que faz com que R(x) seja méximo, deve-
mos manipular a expressao acima, de forma a achar a forma canoénica de

R(x):
R(z) = 15.000 + 1.200z — 500z — 4022 = R(z) = —4022 + 700z + 15.000

35 /35\2 /35\2\° 35\ _ 352
- _ 2_o9 2% il I it - _ _2 hl
R(x) 40(:v 2. +( ) ( ) ) +15.000 = R(x) 40(x > +5. 2 +15.000

35\" 36125
4 2

R(z) = —40 <x -

35
Consequentemente, R(z) é méaximo quando z = = 8,75, o que

provoca uma receita de R(z) = R$ 18.062,50. Logo, o prego do ingresso
deve ser de R$ 30 — 8,75 = R$ 21, 25.

Naturalmente que em exercicios deste tipo podemos utilizar a férmula
geral de resolucao de uma equacao do 2° grau. Porém procuramos evitar
sua utilizacao mecénica, e fazer com que os alunos exercitem a técnica de
completar quadrados.

Nem sempre, como nestes dois dltimos exemplos, trabalhamos com
naumeros “pequenos”, numeros faceis de operar. Ao trabalhar com tais
exemplos em sala de aula, é recomendéavel o uso de calculadoras pelos
alunos. A intencdo é que eles consigam determinar a expressao da fun-
¢ao quadratica e manipulé-la, nao fazer contas. Elevar 35 ao quadrado,
como no exemplo anterior, pode ser trabalhado no ensino fundamental em
contetidos como o quadrado da soma, mas neste momento é meramente
operacional.
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H4 intimeros exemplos de exercicios que abordam funcoes quadrati-
cas como os dois acima. Como nao ha tanta variedade assim nos livros
didaticos utilizados no ensino médio, vamos a mais algun exemplos:

EXERciciO 4.6. Um avido de cem lugares foi fretado para uma ez-
cursdo. A companhia exigiu de cada passageiro R$ 800,00 mais R$ 10,00
por cada lugar vago. Para que miumero de passageiros a rentabilidade da
empresa € mdzima?

Obviamente, a rentabilidade serd o produto da quantidade de passa-
geiros pelo valor pago por cada um. Mais uma vez, faremos uma tabela
para ilustrar nosso raciocinio:

Lugares ocupados Valor a pagar por pessoa Rentabilidade em R$

100 800 800.100 = 80.000
99 800 + 10 = 810 810.99 = 80.190

98 800 4 2.10 = 820 820.98 = 80.360

Denotando por x a quantidade de lugares vagos e por r(x) a rentabi-
lidade da empresa, temos:

qde. de lugares vagos
—_—
r(z) = (100 — x) . (800 + 10z)
N————’

preco individual a pagar

r(z) = 80.000 + 1.000z — 800z — 1022 = r(z) = —102 + 200z + 80.000
Desenvolvendo a expressdo de r(x), temos:
r(z) = —10(2% — 2.10z + 100 — 100) + 80.000 = r(z) = —10(z — 10)2 + 81.000

Imediatamente vemos que r, = 81.000, para z, = 10.
Logo, a rentabilidade da empresa é maxima para 100 — 10 = 90 pas-
sageiros.

EXERcIcIO 4.7. Um caozinho estdi a 10m de um balao pousado no
solo. O cao comega a correr em dire¢io ao baldo mo mesmo instante
em que este se desprende do solo e inicia uma ascensdo vertical. Se o cio
corre com velocidade de 2 m/s e o baldo ascende com velocidade de 1 m/s,
qual € a distdncia minima entre o cio e o balao? Quantos sequndos apds
0 inicio da corrida essa distdncia € minima?

Uma outra aplicacdo interessante de funcao quadratica é vista aqui.
Em qualquer instante ¢ apés o inicio da aproximacgao, temos a seguinte
situacao:

Coincidimos os eixos x e y como de costume e a origem com a posicao
inicial do baldo. Definimos:

d : distancia entre o cao e o balao

dp : distancia percorrida pelo balao

d. : distancia entre a posi¢ao inicial do baldo (origem) e o cao
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Velocidade é a razao entre uma dada distancia d e o tempo ¢ gasto para
percorré-la. Logo, a distancia percorrida é igual ao produto da velocidade
pelo tempo:

d
'UZE = d=wu.t

Como vy, = 1 m/s, d, = 1.t =t. J4 v. = 2 m/s. Como o cdozinho
estd a 10 m do balao, transcorrido um tempo ¢ temos 10 — d. = 2.t =
d. = 10 — 2t. Pelo Teorema de Pitagoras, temos

& =dj+dl o d=./d} +d2

d=1\/t2+ (10-2t)° = —\/t> + 100 — 40t + 4¢?

d = +/5t? — 40t + 100

Como queremos que d seja minimo, devemos descobrir o valor de t que
minimize o radicando acima. Podemos verificar que a funcao quadratica é
sempre positiva, calculando o valor de A = b2 —4ac = (—40)? —40.5.100 =
1.600 — 2000 = —400. Para calcularmos t, e d,, basta completarmos os
quadrados:

w=¢%ﬂ—24r+M—1®+4m = d=+/5(t—4)2—80+ 100

d=+/5(t—4)2+20
Assim, vemos claramente que d é minimo parat, =4sed, = v20 =
dy = 2v/5 m.
Outra importante aplicacao de fungoes quadraticas se da em geome-
tria, no calculo de volumes e areas com valores maximos ou minimos:

ExErcicio 4.8. Um retdngulo de papelao tem base b e altura a. Fa-
zendo duas dobras de altura x, paralelas a altura do retdngulo, obtemos
trés faces de wm bloco retangular. Determine x de modo que esse bloco
tenha volume mdzrimo.

Exercicios deste tipo, embora excelentes para explorar o conceito de
funcao quadratica, devem ser abordados com certa cautela. Costuma
haver por parte dos alunos uma certa resisténcia quanto a exercicios cujos
dados, ao invés de niimeros, sao literais. Recomendamos que, se aplicados
em sala de aula, nao se trabalhar, pelo menos inicialmente, com medidas
a e b, mas, sem perda de generalidade, com 4 e 10, por exemplo.

Sabemos que o volume de uma caixa é dado pelo produto de suas trés
medidas: comprimento x altura x largura. Logo:

V(z) =ax.(b—22) = V(r)=—2ax*+ abx

Podemos trabalhar em cima de qualquer uma das expressoes acima
para definir o valor de x que faz com que V seja maximo.

Se olharmos para a primeira equagao e nos lembrarmos que a coorde-
nada z, é, de acordo com a relacao 3, na pagina 28, a média aritmética
das raizes, vemos claramente que os unicos dois valores de x que fazem
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~ . b
com que a expressao se anulesao zr =0eb—2z =0 = x= 5 Logo,

b
0+ 5 b
Ty = ——= . Xy =-—.
Tal raciocinio, obviamente, poderia ter sido aplicado em todos os pro-
blemas anteriores.
Ja olhando para a segunda expressdo de V(z) podemos fazer o mesmo
que nos outros exercicios, completar quadrados:

bbb b\>  ab?
V(z) = —2a<x2 - 2.1x+ yel 42> = V(z)= —2a<m - 4> + =
Assim, chegamos ao mesmo valor de x,,, com a vantagem de visualizar
ab?

o valor y, = =
ExERcicio 4.9. Com 80 m de cerca um fazendeiro deseja circundar
uma drea retangular junto a um rio para confinar alguns animais.
Quais devem ser as medidas do retdngulo para que a drea cercada seja
a maior possivel?

Chamando de x os lados paralelos do retangulo, o outro lado tem
80 — 2z m. Sua area sera:

S(z) =2.(80 — 2z) = S(z)=—22%+80x

Deixaremos que o leitor complete quadrados a fim de constatar que
ja domina a técnica. Neste exemplo, observando a primeira expressao de

S(x), vemos que ela s6 se anula em 2 =0e 8 —2x =0 = 2z = 40.

0+ 40
Logo, z, = 7+ Sox, =20

Assim, as medidas do retangulo devem ser 20 m e 80 — 2.20 = 40 m.
ExErcicio 4.10. Um restaurante a quilo vende 1.000 kg de comida
por dia, a R$ 20,00 o quilo. Uma pesquisa de opinido revelou que, por
cada real de aumento no preco, o restaurante perderia quarenta clientes,

com consumo médio de 500 g cada. Qual deve ser o valor do quilo de
comida para que o restaurante tenha a maior receita possivel?

Novamente faremos uma tabela para ilustrar a situacao:

Valor do kg Kg de comida vendida por dia Receita

20 1.000 20.000
21 1.000 — 40 = 960 20.160
27 1.000 — 2.40 = 920 20.240
Temos:
preco do kg
——
R(z) = (20 +z) .(1.000 — 40z)
—_———
kg vendidos

Desenvolvendo a expressao acima obteremos:

R(z) = 20.000 — 800z + 1.000z — 402 = R(z) = —4022 + 200z + 20.000



42 4. EXERCICIOS

5 25 25 5\°
R(z) = —40 (x2 - 2.530 + T 4> +20.000 = R(x)=—40 <x - 2) +20.250
Como, z, = g, o preco do kg que maximiza a receita € R$ 20+ 2,5 =

22, 50.

EXERCICIO 4.11. Sejam x, e x5 as raizes da equagdo x> —4x+5 = 0.
Determine o valor da expressio x3 + x3.

Apesar deste nao ser um exemplo pratico, for¢a o aluno a desenvolver
estratégias alternativas de resolucao. Num primeiro momento, pode-se
pensar em descobrir os valores por soma e produto, ou seja, descobrir dois
nimeros z; e xo tais que

r1+ T = 4
Ty, . Ty = 5

Apo6s uma rapida analise, vé-se que nao é tao facil assim. Ao calcular

o valor do discriminante da equacao, obtemos:
A=V —4ac=16-415=—4

Como A < 0, ndo existem raizes reais. Para se sair dessa situacao
sem apelar para o conjunto C dos ntimeros complexos, nos lembramos
mais uma vez de produtos notéveis:

(a+b)? =a®+2ab+b?
Assim: )
o} 423 =af + a3 + 2z.20 — 20100 = (31 + 22) — 20102 =57 —2p

= (—(-4))* —=25=16—10 = 6.
O exercicio a seguir também mostra uma importante aplicacao de
equagao do 2° grau, ainda mais pelo fato de em nenhum momento tal
contetido sequer ser mencionado.

ExErcicio 4.12. Trés homens, A, B e C, trabalhando juntos, rea-
lizam uma tarefa em x horas. Se trabalhassem sozinhos, A executaria a
tarefa em x + 1 horas, B em x + 6 horas e C' em 2x horas. Calcule x.

Num exercicio deste tipo, é interessante resumir o problema quanto
ao que cada um faria em 1 hora de trabalho.

do trabalho.

1
Ora, se A faz o servico em x+ 1 horas, em 1 h faria T
X
1

1
do trabalho e C, —. Além disso os trés
x+6 2x

1
juntos, em 1 A fariam — do trabalho. Nao custa lembrar que x > 0. Logo:
x

Analogamente, B faria

1 1 1 1

r+1 246 =z
Multiplicando por 2z.(z + 1).(z + 6):
20.(x+6)+2z.(z+ 1)+ (x+1).(x+6) =2.(x + 1).(xr +6)
20° + 122422 + 22 +2° + 62+ 2+ 6 =227 + 1204+ 20412 = 32°+T2—6=0
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Logo:
b2 —dac —7+4/49 — 4.3.(—6)
T = = x=
2a 2.3
—T7+/49+ 72 —7+11
r=—" - = pg=—"
6 6
Como z > 0, devemos ter:
=T+ 1 N 4 2
x = 5 r=g L T= g

2 2
Logo, A, B e C fazem o trabalho em 3 h, ou seja, 5.60 man = 40 min.

ExERrcicio 4.13. Nas dguas paradas de um lago, Marcelo rema seu
barco a 12 km/h. Num certo rio, com o mesmo barco e as mesmas rema-
das, ele percorreu 12 km a favor da corrente e 8 km contra a corrente,
num tempo total de 2 horas. Qual era a velocidade da correnteza do rio?
Quanto tempo ele demorou para ir? E para voltar?

Chamaremos de vy, a velocidade com que Marcelo rema seu barco e
v, a velocidade da correnteza do rio. Ida serd o percurso descendo o rio;
volta, a subida. Temos:

8
’l)M-i-’l}r:?; ,UM_,UT:ZT; tiotal = ti + 1ty
K3 v

Substituindo os valores de t; e t, das duas peimeiras equagoes na
altima, temos:

_ 12 8
1240, 12-w,
Multiplicando todos os termos por (12 + v,.)(12 — v,.), temos:

2.(124v,)(12—v,) = 12(12—0,)+8(12+v,) = 2(144—0?) = 144—12v,+96+8v,

2

a = 1
288 — 202 — 240 +4v, =0 = V220, -24=0{ b = -2
c = =24
 —(2) £ /(—2)2 —4.1.(-24) _ 244496
o= 2.1 U= 2
Como a velocidade v, com que Marcelo rema o barco é positiva, de-
vemos ter:
241 2+1
v = + Oio = Up = +10 ’UTZka/h/
2 2
Logo,
12 12
s = * . = — = 4 3 .
t; or6 t; 18h 0 min
8 8

t, = oty = —h =80 min.
5 min
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—b+ Vb? — dac g
r=———— =7z

4. EXERCICIOS

EXERcICIO 4.14. Uma pedra é deizada cair num pogo e o som da
mesma batendo na dgua é ouvido t sequndos depois. Desprezando-se a re-
sisténcia do ar, e sabendo-se que a velocidade do som no ar vs € constante
e igual a 340 m/s, que a distdncia percorrida pela pedra é proporcional
ao quadrado do tempo e que essa constante de proporcionalidade € igual
a metade da acelera¢ao da gravidade g, determine a profundidade h do

pogo.

Temos dois movimentos distintos. O primeiro, acelerado, da pedra
caindo no poco. E o segundo, com o som subindo do fundo do pogo até
a borda com velocidade constante. Chamando de ¢ o tempo tanscorrido
entre 0 momento em que a pedra é largada até o momento em que o som
chega ao ouvido de quem esta na borda do pogo, ¢’ o tempo de queda da
pedra e t” o tempo que o som leva para subir, temos:

'+t =t

.E34():vs:ﬁ

O exercicio nos diz que h = k.t'’2, onde k =
t//

[2h R
— =t
g U

Devemos manipular a equagado acima de forma a encontrar a expressao de

h em funcao de t:
(3 =(=5)
) =(t=- =
g Us

2h ., 2ht h?
=t — + —
9 vs V3

(VRS

h
t" = o Logo:

S

A seguir, nossa intencdo é explicitar uma equacdo do 2° grau com
variavel h, e calcular suas raizes utilizando a Formula 2.2:

g
a = 1
2 S t S S S
p2 _ 2vs (99+U<)h+(vzt2)_0 b — v (gt + vs)
g
c = v2t?
204 (gt + vs 20, (gt +v,)\ >
v<9+v>i\/<v<g+v>) a1 2e)
g

2a 2
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Resolvendo esta singela expressao, obteremos dois possiveis valores de
h:
Vs

hy = Us (gt + vs + Vvs(vs + 2gt)> e hy = (gt + vs — \/vs(vs + 2gt))
g g

Contudo, devemos nos lembrar de dois fatos: primeiro, que h é a altura
do poco, logo, h > 0. Além disso, como v, = 340 m/s, em t segundos o
som percorre um espaco muito maior do que a profundidade h do poco.
Assim, a soluc@o que nos serve é

h = &(gt +vs — Vus(vs + 2gt)).
g

EXERcIcIO 4.15. Numa concorréncia piublica para a construc¢do de
uma pista circular de patinagao, apresentam-se as firmas A e B. A firma
A cobra R$ 20,00 por metro quadrado de pavimentag¢io, R$ 15,00 por
metro linear do cercado, mais uma taza fiza mensal de R$ 200,00 para
administragdo. Por sua vez, a firma B cobra R$ 18,00 por metro quadrado
de pavimentacdo, R$ 20,00 por metro linear do cercado, mais uma taza
fiza mensal de R$ 600,00 para administragdo. Para quais valores do raio
da pista a firma A € mais vantajosa? FEsboce um grifico que ilustre a
situagao.

Chamaremos de r a medida do raio da pista de patinagdo. Assim,
temos:

Ca(r) =20mr® + 15271 +200 =  Ca(r) = 207r? + 307 4 200

Cp(r) = 187r? +20.27r + 600 = Cp(r) = 187r? + 407r + 600
Para que A seja mais vantajosa, devemos ter Cp(r) — Ca(r) > 0:

Cp(r) — Ca(r) = —2rr? + 1077 + 400 > 0

c — .
Como — < 0, as raizes tém sinais opostos. Logo, as raizes de Cp(r) —
a

C(r) sao:
—107 £ /10072 — 4.(—27).400
T =
2.(—2m)
—107 £ v/10072 + 3.2007 5.5 32
r= =-+4/1+=
—47 2 2 T

2
Como r > 0, devemoster0<r<;<1+ 1+3>
T

EXERCICIO 4.16. Para determinar o valor a de uma grandeza, foram feitas, em
laboratdrio, n medigées. Os wvalores encontrados foram xi,xs,...,x,. Resolveu-se
adotar como estimativa de a o valor para o qual a soma dos quadrados dos erros
das medidas fosse minimo. Que valor é esse?

Definiremos a estimativa do valor de a como e(a). Segundo o problema, temos:
e(a) =(a—z1)% + (a—22)° + ... + (a — z,)?

Desenvolvendo esta expressao, obteremos:

e(a) = a® — 2ax; + 23 + a® — 2axy + 25 + ... + a® — 2ax, + 22
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e(a) =a*+a*+..+a*> 2a(xy + 22+ ... +x,) ]+ 25+ a2
—_————
n vezes

Logo:
e(a) =na® —2(x1 + 29+ ... +xp)a + 27 + a5+ ... + 22

A expressdo acima é minima para

o — _i B _—2(9&1 + oot T,) AT T,
Y 24 2n N n
Assim, o valor procurado é 2 B B xn, que é definido como a média
n

aritmética dos naimeros xi, o, ..., Tp.

Recomendamos que estes iltimos trés exercicios s6 sejam aplicados em turmas
com um conhecimento ja avancado de funcbes quadréticas, sob o risco de nao se
chegar a uma conclusao clara e mostrar certo pedantismo perante os alunos.
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