&

Universidade Federal do ABC

Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Dissertacao de Mestrado

SIMETRIAS PLANAS
E ALGUNS PROBLEMAS DE
LADRILHAMENTO

Aguinaldo Manoel Silva

Orientador: Prof. Dr. Armando Caputi

Santo André
2013



&

Universidade Federal do ABC

Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Dissertacao de Mestrado

SIMETRIAS PLANAS
E ALGUNS PROBLEMAS DE
LADRILHAMENTO

Aguinaldo Manoel Silva

Trabalho apresentado como requisito parcial para
obtencao do titulo de Mestre em Matematica

sob orientacao do Prof. Dr. Armando Caputi

Santo André
2013



&

Universidade Federal do ABC

Universidade Federal do ABC

Assinaturas dos membros da Banca Examinadora.

Prof. Dr. Armando Caputi (UFABC) - Orientador
Prof*. Dr*. Bérbara Corominas Valério (USP)

Prof. Dr. André Ricardo de Oliveira Fonseca (UFABC)



Dedico este trabalho a minha familia,
pelo seu apoio incondicional em espe-
cial & minha esposa Aldeir



Agradecimentos

Agradeco a Deus pelo dom da vida e pela presenca constante.

Aos meus pais, Maria das Gragas e Ananias que, com muito carinho, me
incentivaram durante toda a minha caminhada académica e nao mediram
esforgos para que eu chegasse até aqui.

Aos meus irmaos Ademir e Aline que sempre me apoiaram com atengao
e carinho.

A minha esposa Aldeir, que de forma amorosa e especial me deu forca e
coragem, me apoiando nos momentos de dificuldades.

Aos meus colegas de curso Roberta, Marcelo, Guilherme, Mariane, Cintia,
Jeovah e Clayton, que fazem parte da minha histéria no PROFMAT e cuja
experiéncia e amizade foram muito importantes para chegar até aqui.

Aos meus amigos Carlos Tofélis e Samuel Francisco, que compartilharam
comigo tantos trajetos de estudo e risadas até a UFABC. Aprendi muito com
voces e agradeco por todo o apoio e amizade.

A todos os professores do curso, em especial ao meu orientador professor
Armando Caputi, que lancou a ideia e me ajudou, com paciéncia e dedicagao,
a concluir esse trabalho.

Enfim, a todos os amigos que participaram comigo dessa jornada, o meu
muito obrigado.



” A matematica é o alfabeto com o qual Deus
escreveu o mundo”. Galileu Galilei



Resumo

O objetivo do trabalho é apresentar a classificacao das figuras planas
simétricas, de acordo com seus grupos de simetria.

Iniciamos falando sobre as isometrias do R? e suas propriedades, desta-
cando quatro tipos de isometrias: translagoes, rotacoes, reflexdes e glissore-
flexoes).

Em seguida, no segundo capitulo, definimos o conceito matematico de
simetria, de figuras simétricas e de grupos de simetria. A partir desses grupos
de simetria, procedemos a classificacao das figuras simétricas, analisando
separadamente as classes das rosetas (figuras cujos grupos de simetrias sdo
finitos), dos frisos (figuras para as quais as translagoes formam um subgrupo
ciclico do grupo de simetria) e dos papéis de parede (figuras cujos grupos
de simetrias possuem um subgrupo gerado por duas translagoes linearmente
independentes).

O terceiro capitulo é dedicado a um breve estudo sobre os ladrilhamentos
com poligonos regulares, de acordo com os tipos e quantidade de poligonos
utilizados no ladrilhamento.

Encerramos com um série de atividades que podem ser desenvolvidas no
Ensino Médio.



Abstract

The purpose of this work is to present the classification of symmetric
plane figures according to its symmetry groups.

We start talking about isometries in R? and its properties, highlighting
four kinds of isometries: translations, rotations, reflections and glide reflec-
tions.

In the second chapter, we define the mathematical concept of symmetry,
symmetrical figures and symmetry groups. We use such groups in order to
classify symmetric figures, analasing independently: rosettes (figures with
a finite symmetry group), frizes (figures whose symmetry group has a uni-
que infinite ciclic subgroup of translations) and wallpapers (figures whose
symmetry group has a subgroup generated by two translations linearly inde-
pendent).

The third chapter is devoted to a brief study on regular tesselations of the
plane, according with the number and type of the regular poligons involved.

Finally, we propose some activities that can be developed in high school.
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Introducao

Durante nossa vida escolar, nos deparamos algumas vezes com a palavra
simetria, tanto na Matematica como no estudo de outras disciplinas.

A palavra Simetria tem origem no grego cvuuetpie (de ovr ”com”e
petpov "medida”).

Mas, de uma maneira geral, temos uma concepcao instintiva do significado
de simetria. Muitos dos nossos ideais de beleza estao intimamente ligados
a ela: quanto mais simétrica, mais bela. Podemos observar essa visao da
simetria em diversas manifestacoes: nas Artes, Arquitetura, Musica, Danca,
Fisica, Biologia e claro, na Matematica.

Nosso objetivo nesse trabalho é, além de definir matematicamente uma
figura simétrica, classifica-la de acordo com seu grupo de simetria, que sao
grupos compostos por conjuntos de isometrias planas.

Durante o desenvolvimento do trabalho, nao iremos demonstrar todos os
teoremas e definigoes, mas somente os mais importantes para a compreensao
do mesmo.

Iniciamos falando sobre as isometrias planas e suas propriedades basicas,
dando énfase a algumas que serao importantes nas demonstragoes seguintes.

Definiremos os tipos de isometrias no plano : Transla¢cao, Rotagdo, Re-
flexao e Glissoreflexdao, determinando a expressao analitica de cada uma de-
las.

Em seguida, mostraremos alguns exemplos de que uma composi¢ao de
isometrias planas sempre resulta em uma das quatro isometrias estudadas.

Assim, teremos a base necessdria para estudar os diversos tipos de si-
metria em figuras planas. Iniciamos o estudo falando de figuras planas fini-
tas, utilizando como exemplo dois poligonos regulares (quadrado e triangulo
equildtero), encontrando o conjunto de simetrias de cada uma dessas figuras.

Apresentaremos entao, o conceito matematico de grupo que, como dito
acima sera usado para classificar as figuras planas simétricas. Inicialmente
vamos dividir as figuras em 3 grandes classes: Rosetas, Frisos e Papéis de
parede.

As Rosetas sao figuras cujo grupo de simetria contém um nidmero finito



de isometrias. Nesse grupo nao estao contidas translagoes e pode ser um
grupo ciclico ou um grupo diedral.

Os Frisos sao grupos de simetria que possuem translacoes em apenas
uma direcao, ou seja, as translagoes formam um subgrupo ciclico infinito.
Veremos que existem 7 tipos de grupos de frisos.

Os Papéis de parede sao grupos de simetria em que as translagoes sao
geradas por duas translagoes de amplitude minima e linearmente indepen-
dentes. Podemos classifica-los em 17 tipos diferentes e, assim como nos frisos,
definiremos critérios para classificd-los num determinado grupo.

A seguir, faremos um breve estudo sobre o ladrilhamento com poligonos
regulares, definindo a quantidade e os tipos de poligonos regulares que podem
ser usados para ladrilhar o plano.

Por fim, apresentamos algumas atividades podem ser desenvolvidas no
Ensino Médio,com o software GeoGebra ©, que visam levar o estudante a
tentar encontrar ele mesmo critérios de classificacao para as simetrias de
algumas figuras apresentadas.

Esperamos que esse trabalho possa oferecer informacoes importantes para
aqueles que desejam estudar sobre simetria de figuras planas.
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Capitulo 1

Isometrias em R?

Neste capitulo, vamos desenvolver o conceito matematico de isometria (iso
= igual, metria = medida), mostrando as principais propriedades e demons-
trando aquelas que serao utilizadas nos capitulos seguintes. A seguir, defini-
remos analiticamente as quatro isometrias planas que nos darao a base para
o estudo das simetrias planas.

1.1 Conceitos e propriedades basicas

Denotando com d(P, Q) a distancia euclidiana entre os pontos P e @,
podemos definir isometria da seguinte maneira:

Definicao 1.1 Uma transformacao T do plano é uma isometria quando:
dT(P), T(Q)) = d(P,Q)
para quaisquer pontos P e Q).

Assim, T' é uma isometria se preserva distancias.
Duas figuras sao ditas congruentes quando existe uma isometria que
transforma uma na outra.

Vejamos algumas propriedades basicas das isometrias:
Propriedade 1.2 Toda isometria leva pontos distintos em pontos distintos.

Propriedade 1.3 Toda isometria leva pontos colineares em pontos colinea-
res preservando a relagao de um ponto estar entre outros dois e, consequen-
temente, leva retas em retas.
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Propriedade 1.4 Toda isometria preserva angulos. Isto €, se A, B e C sao
pontos nao colineares, e A" = T(A) , B =T(B) e C' =T(C), entio ABC
= ABC".

Propriedade 1.5 Toda isometria preserva a relagao de paralelismo entre
retas. Isto €, leva retas paralelas em retas paralelas.

Propriedade 1.6 Toda isometria preserva a relagao de perpendicularismo
ente retas. Isto €, leva retas perpendiculares em retas perpendiculares.

Propriedade 1.7 Toda isometria é uma transformacdao invertivel e a in-
versa € também uma isometria.

Propriedade 1.8 A composta de duas isometrias € uma isometria
Demonstracao: Sejam 7 : R? — R? e S : R? — R? isometrias.
Queremos mostrar que d((7' 0 S)(X), (T o S)(Y)) = d(X,Y), para todos

X,Y € R2
Temos entao que:

d((T 0 S)(X), (T o S)(Y)) = d(T(S(X)), T(S(Y))
=d(S(X), ( )), pois T' é isometria
=d(X,Y) pois S é isometria
Portanto, T' o S é uma isometria.

OJ

Propriedade 1.9 Se T : R? — R? ¢ wma isometria que fiza dois pontos
distintos de uma reta £, entao T fixa todos os pontos de L.

Demonstracao: Seja T uma isometria que fixa dois pontos distintos A
e B de uma reta ¢, ou seja T(A) = A e T(B) = B.

Suponhamos que exista um ponto C' € ¢ tal que C' = T(C') # C. Nesse
caso d(A,C) = d(T(A), T(C)) = d(A,C"), ou seja A estd na mediana do
segmento C'C’.

Da mesma forma, terfamos que B estaria na mediana de CC’. Temos

entao, 2 casos a considerar:
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1°) Se CC" C ¢ entao A e B sao pontos médios de C'C’, logo A = B, uma
contradicao.

2°) Se CC" ¢ (¢, entao A e B sao pontos de intersec¢ao entre a mediana de
CC" e (. Como a interseccao entre duas retas é um ponto, temos novamente
uma contradi¢ao, A = B.

Portanto, temos que T fixa qualquer ponto da reta ¢.
O

Propriedade 1.10 Se T : R? — R? ¢ uma isometria que fiza trés pontos
nao colineares, entao T’ € a identidade.

Demonstracao: Seja 7" uma isometria que fixa trés pontos nao alinha-
dos P, Q, R e seja X um ponto qualquer de R2.

Pela propriedade 1.9 segue que as retas PQ), PR e QR sao fixadas pon-
tualmente por 7.

Tracemos entao por X uma reta ¢ que intercepte o triangulo PQR em
pelo menos dois pontos distintos. Como estes dois pontos sao fixos por T,
entao ¢ também ¢é fixa pontualmente por 7'

Logo, T(X) = X para todo X € R? portanto T é a Identidade.

O

Propriedade 1.11 Se duas isometrias coincidem em trés pontos nao coli-
neares, entao elas coincidem.

Demonstracao: Sejam T) e T, duas isometrias que coincidem em treés
pontos nao colinares P, () e R. Temos que:

T\(P) = Ty(P) = P’
T(Q) =TQ)=Q
T\(R) = To(R) = R

Logo, se tomarmos:



Assim, segue da propriedade 1.10 que:

Tlil O TQ - Id

Portanto, T} =15

1.2 Tipos de isometria no plano

1.2.1 Translagao

Definicao 1.12 Considere um vetor o do plano. Uma translacao de vetor
T € uma transformacao T= que a cada ponto P do plano faz corresponder

um ponto P’ tal que PP = .
Escrevemos a translagao pelo vetor ¥ como:
TH(P)=P+ 7

O vetor ¥ é denominado vetor de translacao.
Vamos determinar a expressao analitica de uma translagao de vetor .

Seja P = (z,y) e U = (20,%). A translacio T3 (P) = P’ é dada por:

P' =Ty(P) = (x4 0,y + %0)

Figura 1.1: Translagao T,(P)
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A transla_g%o ¢ uma iﬁletria. De fato, dados P’ = T3 (P) e Q' = T(Q),
temos que PP = ¥ = QQ'. Isto é, os segmentos PP’ e QQ’ sdo equipolen-
tes ! e, portanto, PP'QQ’ é um paralelogramo. Em particular, d(P’, Q') =
d(P, Q).

Aplicando uma translagao numa figura G do plano, obteremos uma figura
G', que é congruente a G, conforme a Figura 1.2:

G=G+7

Figura 1.2: Translagao de uma figura G por um vetor v

1.2.2 Rotacao

Definicao 1.13 Considere um ponto Py fizo do plano. Uma rotacao de
angulo 8 (0 < 6 < 2m) em torno do ponto Py é uma transformagao Re p, que
a cada ponto P do plano faz corresponder um ponto P’ desse mesmo plano,
de forma que P'Py = PPy, PPyP' = 6 e o sentido de P para P’ € o sentido
anti-horario.

O angulo 6 é chamado de angulo de rotag¢ao e o ponto Py é o centro de
rotacao.

'Dois segmentos orientados AB e C'D , que ndo pertencem a mesma reta, sio equipo-
lentes quando tém a mesma direcao, sentido e comprimento.
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Queremos entao determinar a expressao analitica de uma rotacao de cen-
tro Py e angulo 6. Vamos dividir em 2 casos:

1) Py =(0,0)
Neste caso, temos um rotagao Ry em torno da origem. Sejam O = (0,0),
P = (z,y) um ponto, e P' = Ry = (2/,y') sua imagem.
Se ¢ é o angulo que o segmento O P faz como eixo OX no sentido positivo,
entdo P = (z,y) = (|OP]cos ¢, |OP|seny) e, portanto:
Ry o(z,y) = (|OP|cos(p +6),|OP|sen(p + 0))
<= Ryo(z,y) = (|OP|(cos b cos p— senf senyp), |OP|(cos O senp+ send cos ¢))
<= Ryo(z,y) = (|JOP| cosf cos p—|OP| send senyp, |OP|seny cos +|OP| cos ¢ send)
<= Ryo(z,y) = (zcosf — ysenb, y cos O + x send)

Logo,

Ryo(z,y) = (xcos@ — ysend, x senf + y cos )

PI

Figura 1.3: Rotagao Ry

2) Py = (w07y0) # (070)

Se P = (z,y) é um ponto do plano, vamos determinar Ry p,(P) = P’ da
seguinte maneira:

e Consideremos o vetor ¥ = O_P()) onde O = (0,0). Assim ¥ = (zo,%o).
Tomemos os eixos =’ e y' como os eixos x e y respectivamente transladados
pelo vetor . Entao, determinaremos o ponto P, tal que P, = P — V. Dessa

16



forma as coordenadas do ponto P; no sistema xy sao iguais as coordenadas
do ponto P no sistema z'y’.

Assim P, = (x,y) — (20,%) = (x — 2o,y — Yo)-

e Realizamos a rotagdo Ryo(P1) = ((z — x¢)cosd — (y — yo) send, (v —
xg) send + (y — yo) cos 0) = Ps.

e Realizamos a translagao T4 (P,) = P’, tal que o ponto P’ serd a rotacao
Ry p,(P).

Assim:

Ry p,(P) = ((x—x) cos 0 — (y—yo) senf+x, (x —x¢) senf+ (y—1yo) cos 0+yo)

P,

Figura 1.4: Rotagao Ry p,

Aplicando uma rotagao numa figura G do plano, obteremos uma figura
G’ como ilustrado na Figura 1.5:

Figura 1.5: Rotacao da figura G em torno do ponto D
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1.2.3 Reflexao

Vamos encontrar a expressao analitica para a projecao ortogonal de um
ponto P sobre uma reta . A partir dessa expressao definiremos a isometria
de reflexao.

Definicao 1.14 A projecao ortogonal de uma reta £ no plano € uma trans-
formacao designada Proj, , que a cada ponto do plano associa o ponto P’
onde a reta ¢ intersecta a reta perpendicular a ¢ que passa pelo ponto P.

Se ¢ é uma reta que faz um angulo « , no sentido positivo, com o eixo
OX, entao (cosa, sena) é um vetor paralelo a £ e £ : —zsena + ycosa = ¢
é a sua equagao cartesiana para algum c € R.

Se P = (g, Yo) é um ponto do plano, entao

0+ : xcosa + ysena = xq cos a + 1o sena

é a reta perpendicular a ¢ que passa pelo ponto Fy.
Entao, se P’ = Proj,(P) = («/,y'), temos que (z/,y') é a solucao do
sistema

—x'sena + 1y cosa = ¢
a2’ cos a + 3 senav = g cos a + Yo sena

Resolvendo esse sistema, obtemos:

P’ = Projy(P) = (w0 cos® a+yg cos asena—c sena, o cos asena-+y sen’a-+c cos )

Assim,

P’ = Proj,(P) = (z cos® a+yo cos a sena, z cos a sena+yo sen’a)+c( — sena, cos a)

PI"Ojg

Figura 1.6: Projecao ortogonal Proj,
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Definicao 1.15 Considere uma reta ¢ do plano. A reflexao F, em relacdo
a reta ¢ € a transformacao que a cada ponto P do plano associa o ponto
P’ = Fy(P), de modo que { é a mediatriz do segmento PP'.

Assim, P' = (2/,y') é o ponto do plano, tal que Proj,(P) é o ponto médio
do segmento PP’

Logo, se P = (z,y) e { : —xsena+y cosa = ¢, temos, pela defini¢ao 1.14,
que:

Fg(ﬁ(],y) = (Z)Z'/,y/) = QPTOjg(ZL',y) - (ZE,y)

= Fy(x,y) = (2z cos® a + 2y cos a senaw — 2csena —
2z cos asena + 2y sen’a + 2ccos o — )

= Fy(x,y) = (x(2cos’> a — 1) + 2y cos asena — 2csenq,
2z cos asena + y(2sen’a — 1) + 2ccos @)

= Fy(z,y) = (x cos 2a+y sen2a;, x sen2a—y cos 2a)+2¢ (— sena, cos «)

/

\
8

Figura 1.7: Reflexao F
A reta ¢ é chamada de eizo de reflexao.

Aplicando uma reflexao numa figura G do plano, obteremos uma figura
G', que é congruente a GG, como na Figura 1.8
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/ G’

Figura 1.8: Reflexdo da figura G em torno da reta ¢

1.2.4 Glissoreflexao

Definicao 1.16 Considere uma reta £ do plano e um vetor o paralelo a (.
A glissoreflexao de vetor VU e eizol éa transformagao Gy, que a cada ponto
P do plano associa o ponto P’, que € obtido através da reflexdao F, em torno
da reta ¢ sequida da translacao T ao longo do vetor .

Se {: —zsena +ycosa = cev = \cosaq, sena), com A # 0 , temos que
para todo P = (z,y):

Gru(P) = (x cos 2a+y sen2aq, x sen2a—y cos 2 )+2¢ (— sena, cos a)+A(cos «, sena)

— -

Figura 1.9: Glissoreflexao Gy,
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De modo analogo as isometrias anteriores, aplicando uma glissoreflexao
a uma figura G do plano, obtemos uma figura G’ que é congruente a figura
G. E o que ilustra a Figura 1.10

Y

/ v

Figura 1.10: Glissoreflexao da figura G em torno da reta ¢ pelo vetor v

1.3 Composicao de isometrias no plano

De acordo com a propriedade 1.8, provamos que a composta de duas iso-
metrias é uma isometria. Pode-se provar que qualquer isometria do plano é
de um dos quatro tipos estudados anteriormente.

Vamos entao dar exemplo de duas composicoes de isometrias e determinar
a isometria resultante.

1.3.1 Translagao seguida de uma translacao

Seja T e Ty , sendo T} uma translacao da forma P’ = P + v; e Ty uma
translagao da forma P” = P+ v,. Aplicando T} seguida de T; num ponto P,
temos:

(T1) Transforma o ponto P em P’ = P+ v;

(T3) Transforma o ponto P’ em P” = P’ 4 vy. Como P’ = P + v; temos
que P" = P + vy + vs.

Fazendo v3 = v1 + v9, temos que T seguida de Ts, pode ser definida como
uma translacao T3, sendo 73 = P + v3. Portanto, uma translagao seguida de
uma translacao é uma translacao.
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Figura 1.11: Composigao T o T}

1.3.2 Translagao seguida de uma rotacgao

Seja P € R? tal que P = (z,y), T% uma translacdo onde v = (zo, yo) €
uma rotagao Ry ¢, onde C' = (x1,y1) é o centro dessa rota¢ao. Aplicando T+
seguida de Ry ¢, num ponto P, temos que:

e Aplicando T" ao ponto P temos:

T+(P) —P =P+ = (x 4+ xo,y + Yo)
eEm seguida aplicando Ry ¢ ao ponto P’, temos que:

Ryc(P') = P" = (((x + x0) — 1) cos 0 — ((y + yo) — y1) send + x1),
((x +x0) — 1) send — ((y + yo) — y1) cos O + y1) (1)

P
\ 0
C -

g

Figura 1.12: Composic¢ao Ry c o T,

Vamos mostrar que Ry c(P’) é uma rotacao de angulo 6.
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Para isso, precisamos encontrar um ponto A(zs,ys) tal que Rgo o1, =

A rotagdo Ry 4(P) é dada por:
Ry 4(P) = ((x—x3) cos —(y—ys) senf+z3, (r—x3) senf+(y—ys) cos 0+ys3)(2)

Igualando (1) e (2), temos que o ponto A serd dado pela solu¢ao do
sistema:

x3(1 — cos ) + yssend = (xg — x1) cos @ — (yo — y1) send + x;
—x3senf + y3(1 — cos ) = (g — x1) send + (yo — y1) cos O + 1,

Resolvendo o sistema acima, encontramos o novo centro de rotagao :

A:<$_r_o_ wo _y_o+&>
1 2 2tgg’y1 2 2tgg

Portanto, uma translacao seguida de uma rotagao de angulo 0 resulta
numa rotagao de angulo 6.

A Figura 1.13 ilustra a composi¢do como uma tnica rotacao de centro A
e angulo 6.

P

Figura 1.13: Rotacao Rg 4
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Capitulo 2

Simetrias

Neste capitulo, vamos desenvolver as ferramentas necessarias para classifi-
car as figuras simétricas do plano. Iniciamos analisando os diferentes tipos de
simetria em dois poligonos regulares: quadrado e triangulo equilatero. Em
seguida, vamos definir grupo algébrico e veremos que as simetrias de uma
figura plana formam um grupo.

Em seguida, vamos dividir as figuras planas em trés tipos de classes:
Rosetas, Frisos e Papéis de Parede, enunciando os teoremas e mostrando a
classificacao das figuras segundo seus grupos de simetria.

2.1 Simetrias Planas

Definicao 2.1 Uma simetria de uma figura F C R? € uma isometria g :
R? — R? tal que g(F) = F.

Uma simetria de F' é sempre uma bijecao de R? sobre R?, portanto se
g(F) = F, também g(CF) = CF, em que CF designa o complementar de F.
As simetrias de F' coincidem com as simetrias do CF.

A Identidade é a simetria trivial de qualquer figura e a tinica que preserva
todas as figuras. Figuras simétricas sao aquelas que possuem outras sime-

trias além da Identidade.

Vejamos alguns exemplos de figuras simétricas:
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Figura 2.1: Figuras simétricas

As simetrias das figuras na Figura 2.1 sao descritas da seguinte forma:

1) Identidade
2) Reflexao no eixo m;

1) Identidade

2) Rotacdo de & de volta ! e centro O
3) Rotacao de 3 de volta e centro O.

'Indicaremos as medidas de rotacio como fracoes de uma volta completa no sentido
anti-horario
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(

Ny

\/

)

I
|
I
I
|
|
I
I
|
1
I
I 1
|

I

1) Identidade

2) Reflexao no eixo my

3) Reflexao no eixo msq
)

4) Rotacao de % volta e centro O
Definicao 2.2 Uma figura simétrica é dita finita quando nao tem nenhuma
simetria de translacao nao trivial.
2.2 Analise das simetrias

Nesta secao identificaremos as diversas simetrias do quadrado e do triangulo
retangulo. Vamos determinar as tabelas de produto das simetrias desses
poligonos e, através da analise das composicoes, determinar um processo de
classificagao dessas simetrias.

Vamos iniciar indicando as vérias simetrias do quadrado:

1) Identidade

2) Rotacao de  de volta
3) Rotagao de 5 de volta
4) Rotacao de 2 de volta
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5) Reflexdo no eixo m;
6) Reflexao no eixo my
7) Reflex@o no eixo mg
8) Reflex@o no eixo my

Se considerarmos a identidade como uma rotacao, a rotacao de angulo
nulo, verificamos que o quadrado tem 4 simetrias de rotacao e 4 simetrias de
reflexao.

. ~ . ~ n
Seja m,, a reflexao do quadrado no eixo m,, e r™ a rotacao de 1 de volta

do quadrado. A Figura 2.2 mostra o efeito de m,, e r":

|
|
b a a b : b a b a
my I r0
— | —
|
|
c d d ¢ T d ¢ d
I
|
b a d a : b a a d
ma 1 rl
— I —
|
d |
c c b | c d b ¢
I
I
b a c d : b a d c
mg | r?
— I —
I
c d b a Loc d a b
|
|
b a b c : b a c b
my | ’!‘3
> | >
|
c d a d : c d d a
I

Figura 2.2: Simetrias do quadrado

De um modo geral, o poligono regular com n lados, tem exatamente n
simetrias de rotacao e n simetrias de reflexao.

2.2.1 Composicao de simetrias

Vamos agora mostrar um exemplo que compondo duas simetrias do qua-
drado, o resultado é uma das oito simetrias indicadas anteriormente. Toma-
remos como exemplo o quadrado, mas o raciocinio é analogo para os outros
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poligonos regulares.

1 1

Usaremos a notacao r'my para escrever a composicao r+ o my.
Combinando os diagramas adequados da Figura 2.2,vamos determinar o
efeito de r'my.

Figura 2.3: Simetria r'my

Observando a figura 2.2, verificamos que, de acordo com a propriedade
1.11, a simetria r'my é igual a reflexao no eixo ms.

Vamos definir entao as seguintes notagoes que serao utilizadas na identi-
ficacao das simetrias dos poligonos regulares:

e 1 equivale a simetria identidade da figura

e 1 equivale a menor simetria de rotacao de um poligono regular no sentido
anti-hordrio. Para o quadrado r equivale a i de volta, para o pentagono a %
de volta e assim por diante.

e r" equivale a operar r um numero n de vezes. Por exemplo, no quadrado
r? equivale a % volta. Observa-se que valem as propriedades da potenciacao
a saber: r¢.r® = ritb ¢ 0 =1,

e ! equivale a menor simetria de rotacao da figura no sentido hordrio.
Ou seja, r~! ¢é a rotacao inversa a rotacao de r.

e Utilizaremos m para designar a simetria de reflexao de eixo m. Vejamos
alguns exemplos:

m m

Figura 2.4: Reflexao de eixo m

e m? equivale a operar a reflexdao m duas vezes. Portanto m? = 1.
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Observe que r* = 1 quando ¢ é o ntimero de lados do poligono regular.

Nessa notagao, as quatro simetrias de rotagao do quadrado sao escritas
como 1,7,7% e 13,

Dado um poligono de n lados as simetrias de rotacao: 1,7, r?, r3, ... e de
reflexao m, mr, mr?,..., sao chamadas de simetrias na forma-padrao.

De acordo com a afirmacao acima, as 8 simetrias do quadrado podem
ser representadas por 1,7,72 13, m, mr,mr?> e mr3. Assim, as reflexoes no
eixos my, mo, mg € my da figura 2.2 sao representadas respectivamente por
m, mr,mr? e mr3.

E possivel provar que essas oito simetrias sao as Unicas simetrias do qua-

drado.
Exemplo 2.3 Determinar qual das 8 simetrias é equivalente a r*mrmr3mr.

Utilizando os diagramas da figura 2.2, temos:

b a a d d a c d
r m r®
— — —
c d b c c b b a
d c c b b c
m r m
— — —
a b d a a d
d a
2
—
[ b

Figura 2.5: Simetria r2mrmr3mr

3Smr é equiva-

De acordo com a propriedade 1.11 concluimos que r?mrmr
lente a simetria mr.

Mas, visto que o método acima exige um grande trabalho, precisamos
determinar um método mais eficiente de identificar uma composicao de duas

ou mais simetrias. A proxima secao é dedicada a esse estudo.

2.2.2 Tabelas de Produtos

As tabelas de produtos de simetria tém como objetivo combinar duas si-
metrias de uma figura e escrever o resultado na forma padrao.
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Vejamos uma tabela inicial de produtos das simetrias de um triangulo
equilatero:

3 3
A 1 r 1 m mr mr-

1 1 r 1-2 m mr 1111~2

r r I I m mr e

2 2 3 4 ) ) 3.2
I T T I m o o

m m mr e mim mnr |
. . 2 3 . 2
mr Jib} 1 I mrm | memro |
2 2 3 4 2 2 2.2
mr mr nr nu nrm | oo | oo

Figura 2.6: Tabela de Produtos - Simetrias do Triangulo Equilatero

Cada elemento da tabela representa a composicao da simetria associada
a linha pela simetria associada a coluna.

Entretanto, observamos que nem todos os elementos da tabela estao es-
critos na forma-padrao. Precisamos encontrar as simetrias na forma-padrao
que sao equivalentes a esses elementos.

De uma maneira geral, isso significa "mover o m”para a esquerda da
representacao.

Utilizaremos, entao, a seguinte proposicao:

Proposicao 2.4 Dado n > 1 e dado qualquer poligono reqular de £ lados,
com U > n, resulta

{—n

r'"m = mr

onde v € a rotagao de angulo minimo e m um dos eixos de reflexio do
poligono.

Demonstracao: Provaremos por indugao.
Vamos mostrar que a proposi¢ao vale para n=1.
Queremos provar que:

rm = mrt!

Para mostrar que duas simetrias g e h sao equivalentes, de acordo com a
propriedade 1.11, basta provar que, para trés pontos distintos A, B e C"
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9(A) = h(4)
9(B) = h(B)
= h(C).

Tomemos o poligono regular de ¢ lados, sendo m um eixo de reflexao desse
poligono.

Fazendo g = rm e h = mr'~!, temos que:

g(Ar) = Ay h(Ay) = Ay
g(A2) = A1 h(Ay) = A
g(Az) = Ag h(Ag) = Ag

Logo, g =h

Assim a proposicao vale para n = 1.

Suponha que vale para um certo n. Queremos provar que vale para n + 1
ou seja, que r"tm = mrt-(+D

r"tim
=r".rm
= r".m.rt!
= m.rt !

= m.rt =t

Como 7* = 1 para todo poligono regular temos

=m.rtnll

= m.rtnl

31



Utilizando a proposi¢ao 2.4, podemos reescrevar a tabela de produtos das
simetrias do triangulo:

(&)
(5]

A 1 T I m mr mr

1 1 r r m nr mr

T I 1‘2 1 11].1‘2 m nmr

2 2
T I 1 I mr nmr 111

m 11l n l'l'll‘2 1 I I

mr nw n 1 1

ml nr 111 nr T I

Figura 2.7: Tabela de Produtos - Simetrias do Triangulo

Da mesma forma, podemos encontrar a tabela de produtos das simetrias
do quadrado.

0J 1 r r P mr mr’ mr
1 1 r r* r m mr mr mr
r r i i 1 mr® m mr mr
r2 r? r? 1 r mr? mr® m mr
r3 i 1 r r? mr mr? mr? m
m m mr mr? mr 1 r r? r
mr mr mr’ mr® m r 1 r r?
mr2 mr’ mr? m mr r? r 1 r
mr3 mr® m mr mr’ r r* r? 1

Figura 2.8: Tabela de Produtos - Simetrias do Quadrado

Analisando as simetrias nos poligonos regulares e suas composicoes, pode-
mos perceber que elas possuem uma estrutura de grupo algébrico. Nas se¢oes
seguintes, vamos definir grupo e identificar os diferentes grupos de simetria,
de acordo com as isometrias que cada um deles possui.

2.3 Grupos

Definicao 2.5 Seja G um conjunto e * uma operag¢ao bindria definida so-
bre G. O par ordenado (G,*) € um grupo se sio satisfeitas as sequintes
propriedades:

32



e Associatividade: Para quaisquer elementos a, b, ¢ € G temos que
(axb)xc=ax(bxc).

e Elemento Neutro: Fxiste um elemento e € G tal que exa = axe = a,
para todo a € G.

e Elemento Inverso: Para todo elemento a € G, existe a’ € G, tal que
axa =a xa=e, onde e € o elemento neutro do grupo.

Para o estudo das simetrias, tomamos o conjunto GG formado pelas sime-
trias de uma dada figura e a operagao binaria de composicao de fungoes. O
grupo G ¢é chamado de grupo de simetria da figura.

A simetria identidade é o elemento neutro do grupo. Se S é uma simetria
do grupo, a simetria S~! é o seu elemento inverso no sentido algébrico.

Denotando Q(F') como o grupo de simetrias de uma figura F' e I a sime-
tria identidade, vamos analisar trés exemplos:

Exemplo 1:

Para o triangulo acima, o grupo de simetrias é dado por Q(F) = {I, F,,,}

Exemplo 2:
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Para a circunferéncia acima, o grupo de simetrias ¢ dado por Q(F) =
{Rp.0 com 0 <0 < 27} U{F, onde £ sdo todas as retas que passam por O}.

Exemplo 3:

Para a figura acima, o grupo de simetrias é dado por Q(F) = {I, Rz o, Rx 0, R:%T, O}.

Observacao: O numero de isometrias de uma figura pode ser finito,
como nos exemplos 1 e 3, ou infinito, como no exemplo 2.

Iremos agora subdividir os grupos de simetrias planas em trés classes:
Rosetas, Frisos e Papéis de Parede. Identificaremos os tipos de grupos de
simetria e enunciaremos os Teoremas de Classificacao das figuras simétricas
de cada classe.

2.4 Rosetas

Vamos agora classificar as simetrias que possuem grupos finitos formados
apenas por rotacoes e reflexoes.

Definicao 2.6 Dizemos que um grupo de simetria de uma figura F fixa um
ponto P, se qualquer isometria g do grupo € tal que g(P) = P.

Nos exemplos 2 e 3 da secao anterior, verificamos que o ponto O do plano
se mantém fixo por qualquer isometria do grupo de simetria da figura. Ja no
exemplo 1, qualquer ponto P da reta m se mantém fixo.

Definicao 2.7 Uma figura cujo grupo de simetria € finito € chamada de
roseta.

Pode se provar que um grupo finito de simetrias sempre possui ponto fixo.
A seguir, enunciaremos o Teorema de Classificacao das Rosetas
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Teorema 2.8 Se G € um grupo de simetria de uma roseta, entio G € um
grupo ciclico ou um grupo diedral. Mais especificamente, se G € formado por

n rotacoes, entao é um grupo ciclico de ordem n. Se G é formado por n
rotagoes e n reflexoes, entao ¢ um grupo diedral de ordem 2n.

Os grupos ciclicos de ordem n sao representados por C, e 0s grupos
diedrais de ordem 2n sao representados por D,.

As figuras seguintes sao exemplos de rosetas do tipo Cy, C3, Cy e C}
respectivamente:

/

/]

/

As rosetas do tipo C] tém apenas a Simetria Identidade como tnica si-
metria.

As figuras seguintes sao exemplos de rosetas do tipo Dy, D3, Dy e Dy,
respectivamente:

Uma roseta do grupo D; também é definida com tendo Simetria Bilateral.

Observacgao: Os grupos C, e D, com n > 2 possuem um unico ponto
fixo.

2.5 Frisos

Na secao anterior estudamos figuras que nao tém simetria de translacao.
Agora abordaremos os frisos: figuras que possuem grupos com simetria de
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translacao em uma tnica direcao. As figuras seguintes apresentam alguns
exemplos desses casos:

5555555555

—_—

t
5252525251

t

FEFBEFPBEFRBEFRPGE

t

Figura 2.9: Exemplos de Frisos

Para o estudo dos frisos,vamos adotar a seguinte notagao:
e { representa a menor simetria de translacao para a direita.
e t71 ¢ 0 inverso de t.

Vamos estudar os frisos, de acordo com os seus grupos de simetria.
Nas figuras abaixo, os frisos tem simetria de rotacao e o sinal o indica os
centros de rotacgao:

Fed-F-d°-F-d-F-d-F

[e]oLedeLede el o [e] o Lo o L]

As figuras seguintes mostram exemplos de frisos com simetria de reflexao
vertical:

252525

525

NVNY-SV-SVNV-NY

As figuras abaixo mostram exemplos de frisos com simetria de reflexao
horizontal:
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SEEEEE-
SESESHREeEg-

Por fim, as figuras seguintes mostram exemplos de frisos com simetria de
glissoreflexao:

g
PEFPBFBEFPGB

—-——

g

Adotaremos g como a menor simetria de glissoreflexao para a direita.

2.5.1 Notacao e classificacao dos frisos

Um grupo de friso, por definicao, deve ter simetria de translacao em uma
Unica direcao. E também possivel que tenha simetria de glissoreflexao, de
rotacao, reflexao horizontal ou reflexao vertical - mas nem todas as com-
binagoes dessas simetrias podem ocorrer.

Existem varias notacoes utilizadas para classificar os tipos de frisos. Utili-
zaremos a notagao standard cristalografica, que é constituida por 4 simbolos,
que sao:

(A) 1° simbolo

e p é igual para todos os tipos de frisos e representa a repeticao na
direcao horizontal (translagao) caracterisitcas deste tipo de padrao.

(B) 2° simbolo

e m - o friso tem reflexao de eixo vertical

e 1 - o friso nao tem reflexao de eixo vertical
(C) 3° simbolo

e m - o friso tem reflexao de eixo horizontal

e a - o friso tem glissoreflexao mas nao tem reflexao horizontal

e 1 - o friso nao tem reflexao de eixo horizontal nem glissoreflexao.
(D) 4° simbolo

e 2 - existe rotagao (meia-volta)
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e 1 - nao existe rotagao.

Vamos entao, enunciar o Teorema de Classificagao dos Frisos, utilizando
a notagao standard cristalografica:

Teorema 2.9 Seja G o grupo de simetrias de um friso. Entao G pode ser
classificado em 7 tipos diferentes de acordo com as simetrias que o compoem,
a saber: p111, pml1l, pIml, plal, pma2, pmm2 e p112.

Podemos utilizar o fluxograma abaixo como algoritmo para classificar os
7 grupos de frisos:

| Existe wna reflexfio de eixo vertical? |

Sim Nio
Existe una reflexfio de Existe wina reflexfio de eixo horizontal ou
eixo horizontal? glissoreflexfio?
Sim | | Nio | | Sim | | Nio |
prmm2 | | |
Existe rotacfio? Existe uma reflexiio de Existe uma rotacio?
(meia-volta) eixo horizontal? (neia-volta)

[ Sim | | Mo || ®im | | Nao | [ Sim | [ Nie |

pma2 pmll plml plal pll2 plll

Figura 2.10: Algoritmo de classificagao dos frisos

2.5.2 Os 7 grupos de frisos

Vamos ilustrar os sete grupos de friso a partir do mesmo padrao:
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6. pmm?2

7. pl112

AN ANV AV

2.6 Papéis de Parede

Estudaremos agora os grupo de papéis de parede, que sao grupos que
possuem isometrias de translagoes em mais de uma direcao. Estudaremos o
Teorema da Restrigao Cristalogréafica, que afirma que os centros de rotagao
de um grupo de papel de parede podem ser somente de ordem 2,3,4 ou 6. A
seguir, utilizaremos a notacgao cristalografica para definir e classificar os 17
tipos de papéis de parede e daremos um exemplo de cada um deles.

Definicao 2.10 Um grupo de isometrias G é chamado de grupo crista-
lografico se, e somente se, o subgrupo de todas as translacoes de G € gerado
por duas translagoes linearmente independentes.

Dados duas translagoes T) e Ty denotaremos como (T3, Ts) o grupo das
isometrias de translacao geradas por T; e T. Assim, qualquer grupo de pa-
pel de parede G pode ser considerado como um grupo de isometrias cujas
translagoes estao em um subgrupo do tipo (77, T5).

A figura abaixo mostra um exemplo de papel de parede gerado por T e
TQI
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Uma dos critérios importantes para classificar os papéis de parede é a
existéncia ou nao de simetria de rotagao no mesmo. Por isso, vamos estudar
a simetria de rotacao em um papel de parede.

Inicialmente, vamos construir um papel de parede com simetria de rotagao
de % volta:

I I I D I I
O X 0O X O X O X O

I I I N
O X o X o X o X o
I I I O O
O X O X O X o X o

1 L O [
O X O X O X O X o
I I I B B O I
O X O X O X O X o

- O O [
O X 0 X O X O X o
I I I B B O I

O X 0 X O X O X o
1 T I A I e

[ [ [

Os simbolos o e x indicam alguns dos centros de rotagao (simetria de
rotacao de % volta) do papel de parede.

Vamos entao contar os centros de rotacao num papel de parede. Apesar
de parecer absurdo, ja que os mesmos sao infinitos, usamos a idéia de simetria
para distinguir os diferentes centros de rotacao.
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Definicao 2.11 Dois centros de rotacio A e B num papel de parede sao
equivalentes, quando eziste uma simetria g do papel de parede tal que g(A) =

B.

No exemplo abaixo, os centros de rotagao e sao todos equivalentes uns
aos outros, assim como os centros de rotacao o, X e ®.

joEo:‘oEo:‘oEo:‘o[
x ® X ®:|x ® X
.EO oEo oEo OE
:|>< ®:|>< @jx ®:|><
oEo .EO o[o .E
:|>< ®jx ®:|x ®:|x
o[o .EO oEo .E
:|>< @jx ®:|>< ®:|x
.[O oEo oEo o[

Cada simetria de rotacao tem um centro. Vamos analisar quais rotacgoes
podem ocorrer para cada um deles. Se a menor simetria de rotacao com esse
centro é a rotacao de % volta, diz-se que o centro de rotacao tem ordem 2;
se a menor rotacao é de % de volta, entao o centro de rotacao é de ordem 3
e assim por diante. A préxima secao sera dedicada ao estudo dos possiveis
valores dos centros de rotagao.

2.6.1 A Restricao Cristalografica

Definicao 2.12 Sejam G um grupo cristalogrdfico e P um ponto no plano,
o reticulado por P determinado pelo grupo G € o conjunto de todas as
imagens de P pelas translacoes de G.

Tx(P) T, 0 T»(P)

P T\(P)

Figura 2.11: Quadrilatero
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Como toda translacio de um grupo de papel de parede é da forma Ty’ oT}",
entao todos os pontos A;; formam um reticulado translagao, onde A;; =
ng O Tli.

A /

Aoq Ay Asy Az

A=Ay A Az Asp

Ap,—1 Ay Az 1 Az _1

Figura 2.12: Reticulado Translacao

Utilizaremos algumas defini¢oes para classificar os grupos cristalogréficos:

Definicao 2.13 Seja G um subgrupo cristalogrdafico com subgrupo de translagoes
dado por (Ty,Ts), uma célula unitaria determinada por G com respeito ao
ponto A;; é um quadrildtero com vértices A;j, Aiv1j, Aiji1, Air1 41

Uma célula unitaria é sempre uma regiao do plano determinada por um
paralelogramo.

Um reticulado com uma célula unitaria retangular é chamado retangular,
um reticulado com uma célula unitdria rombica é chamado rémbico?.

Definicao 2.14 Seja G um grupo cristalogrdfico, dotado de uma reflexao Fy.
Seja A um ponto em ¢ e Tap uma translacao em G. Dizemos que Tap € uma
translacao de amplitude minima se, e somente se, para toda translacao Top
em G tivermos ||ﬁ|| < ||C"§||

Definicao 2.15 Uma isometria é impar quando é dada pela composicao de
um numero impar de reflexoes e par quando € dada por um niumero par de
reflexoes. Portanto, temos que as reflexoes e glissoreflexoes sao isometrias
impares e as translacoes e rotacoes sao isometrias pares.

Proposicao 2.16 Se G um grupo cristalogrdfico contém isometrias impares,
entao o reticulado translagao € rombico ou retangular

2Um quadrildtero rémbico é um quadrildtero com todos os lados iguais, mas nao é um
quadrado
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Demonstracao:

Suponhamos F; € G, vamos mostrar que ¢ é paralela a uma diagonal de
uma célula unitaria rombica ou que ¢ é paralela a um lado de uma célula
unitaria retangular.

Sejam A um ponto em ¢ e T)4p uma translacao de amplitude minima em
G. Vamos analisar 2 casos:

1° caso - AP # (e AP [ (, consideremos entdao @) = R,(P). Vemos
entao que Ry oTyp o Ry = Tag, entao temos que Tyg € G.

P

Como AP = AQ e A, P,() nao sao colineares, temos que as translacoes
de G estao no conjunto (Tap, Taq)-

Além disso, Tap(Q) = B € { e ABPQ é uma célula unitaria rombica do
reticulado translagao de G, e como A e B € { e AB é a diagonal desta célula,
segue que ¢ contém a diagonal da célula unitaria rombica.

2° caso- AP C {ou AP 1 (. Consideremos a a reta perpendicular a reta
que contém o segmento AP em A e sejam m a mediatriz de AP e n = F,(m).

Considerando T4y, a translacao de amplitude minima em G que nao esta
em (Tap), temos que M estd em m,n ou entre m e n, pois caso contrario
Tapto T'so € menor que Typ;.

Logo, considerando T'4p; e sua inversa, podemos supor, sem perda de
generalidade que T4y € tal que M estd em m, em a ou entre m e a.

Seja S = Fy(M), podemos assumir que M estd entre m e a.

Se ¢ = AP, entao Tsg o Txps € uma translacao em G menor que Typ; se
¢ 1 AP, entao Tsy o T'aps é uma translacao em G menor que Typ.

Portanto, devemos ter M em m ou em a. Se M estd em m, entao
(Tant, Tas) = (Tap, Tam), ja que Tag o Tapr = Tap.

Logo, ¢ é paralela a diagonal de uma célula unitaria rombica com relagao
ao ponto A e gerando translacoes Ty € Tlas.
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Por outro lado, se M estd em a, entao (Tap, Tap) é 0 grupo de todas as
translagoes em G e ¢ é paralela ao lado de uma célula unitaria retangular
para G.

Assim, segue o seguinte corolario:

Corolario 2.17 Se F, estd em um grupo de papel de parede G, entao { ¢
paralela a diagonal de uma célula unitdria rombica para G ou £ € paralela ao
lado de uma célula unitaria retangular para G.

Suponhamos agora, que o grupo de papel de parede GG nao contém re-
flex0es mas contém uma reflexao com deslizamento com eixo ¢.

Teorema 2.18 Se um grupo de papel de parede G contém uma glissoreflexao,
entdo G tem um reticulado translacao que € rombico ou retangular.

Seja Gy uma glissoreflexao de eixo £ em um grupo de papel de parede G.

O menor grupo que contém uma reflexao com deslizamento e uma translacao
¢ o grupo de friso do tipo plal que contém uma glissoreflexao GG, de eixo ¢
e G,* uma translacdo ao longo de .

Portanto, podemos supor que G2 é a translacdo de amplitude minima
que fixa /.

Sejam A € { e a a reta perpendicular a £ em A, m = Gy(a), p = G¢*(a) e
P = G/*(A). Temos entdo que Typ é a translacio de amplitude minima em
Gy.

Seja Tp a translacio de amplitude minima em G que nio estd em (G,?),
j4 que Tap™' o Ty ndo pode ser menor que Tup, podemos supor, sem perda
de generalidade, que B estd em a ou entre a e p.

Se B estd em a, entao G tem um reticulado translacao retangular e ¢ é
paralela ao lado de uma célula unitaria retangular.

Se B estd entre a e p, considerando C' = Fy(b), entdo Tac estd em G, pois
TAC = G@ o TAB ¢ Gg_l.

Portanto, Tyc o TAB = G,* e B estd em m.

Logo, ABPC é uma célula unitaria rombica com ¢ contendo uma diagonal.

O

Se uma glissoreflexao Gy leva o ponto A ao ponto P no reticulado translagao
determinado por A para um grupo de papel de parede G, entao G, seguida
pela T'yp deve ser uma reflexao, pois a composicao Gy, o T4p é uma isometria
impar fixando o ponto A. Em particular, isso prova que:

Teorema 2.19 Se uma glissoreflexao em um grupo de papel de parede G fixa
um reticulado translacao para G, entao G contém uma reflexao.
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Assim, concluimos os resultados sobre grupos cristalograficos que contém
isometrias impares e translagoes. Analisemos agora, os grupos desse tipo que
contém rotagoes.

Seja um grupo G de isometrias que contém rotacoes, dizemos que um
ponto P é um n-centro de G se, e somente se, o subgrupo das rotagoes de G
com centro em P é um grupo ciclico finito.

Essa afirmacao pode ser traduzida da seguinte forma: P é n-centro de G
& o subgrupo H = {Ryp € G;0 <0 <27} = C,, para algum n > 1.

Assim, seja P um n-centro de um grupo de simetria 2(F') de uma figura
I, entao P é chamado n-centro de F' ou n-centro de simetria de F'.

E facil verificar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.20 Seja P um n-centro de um grupo cristalogrdfico G. Se @)
€ a 1magem de P por uma isometria de G, entao () € um n-centro de G.

Proposigao 2.21 Se ¢ é um eixo de simetria de uma figura F' e m € a
imagem de ¢ por alguma isometria do grupo Q(F), entdo m é um eizo de
simetria de F.

Teorema 2.22 Se Rax 4 € Rax p, com P # Aen > 1, estao em um grupo de
papel de parede G, entio 2AP nio é menor que o comprimento da translagdo
de amplitude minima em G.

Demonstracao:

Suponhamos que as rotagoes Rzx 4 e R?Tr pycom P # Aen > 1 estao em
um grupo de papel de parede G. Entio G contém a composicao sz POl 2n 4
é uma translacio nao trivial 757 o T} para algum i e j.

Assim,

Rox p =Ty 0Ty 0 Rox y €

n

RQJ’P(A> = ng o Tli o R2l7A<A> = ng o Tﬁ(A) = Az’j

Portanto P ¢ ponto médio de A e A;; (quando n = 2) ou entdo AAPA,;
é isosceles.

Pela desigualdade triangular temos ainda que 2AP = AP + PA;; >
AA;; > 0, desta forma, 2AP nao é menor que o comprimento da translacao
de amplitude minima. O
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O teorema acima mostra que:

1. Dois n-centros para um mesmo n, nao podem estar préximos.
2. Um 2-centro e um 4-centro nao podem estar proximos.
3. Um 3-centro e um 6-centro nao podem estar proximos.
4. Um 2-centro e um 6-centro nao podem estar proximos.

Utilizaremos entao a conclusao (1) para mostrar que os possiveis valores
de n tal que existe um n-centro em um grupo de papel de parede G sao
restritos.

Teorema 2.23 (Teorema da Restricao Cristalogrdfica)
Se P ¢ um n-centro para um grupo de papel de parede, entdo n € igual a
2,8, 4 ou 0.

Demonstracao

Suponhamos que um ponto P é um n-centro para um grupo de papel de
parede G.

Consideremos () um n-centro para algum n, com a minima distancia
possivel de P com P # (), a existéncia do ponto () é assegurada pelos 2
teoremas anteriores.

Sejam R = RQ,%(P) e S = RR%(Q), logo R e S sdo n-centros, e PQ) =
QR e RQ = RS.

Se S = P, entao n = 6, conforme a figura abaixo:

Figura 2.13: Caso n=6
Se S # P, entao devemos ter SP > PQ = R(Q, portanto, se S # P,

entao n < 4.
Assim concluimos que n = 2, 3, 4 ou 6.
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Figura 2.14: Caso n = 2, 3 e 4 respectivamente

2.6.2 Notacao e tipos de papel de parede

Utilizaremos a notacao cristalografica para a classificacao dos 17 tipos de
papéis de parede. Ela ¢é constituida da seguinte maneira:
(A) 1° simbolo
e p: utilizado quando temos uma célula unitdria simples.
e c: utilizado quando temos uma célula unitaria de face centrada.
(B) 2° simbolo
e n:digito que representa a maior ordem de simetria rotacional. Como
provado na secao anterior pode ser 1(nenhuma rotagao), 2,3,4 ou 6.
(C) 3° e 4° simbolos
e m: o papel de parede possui reflexao
e g: 0 papel de parede possui glidereflexao
e 1: o papel de parede nao possui reflexao nem glissoreflexao.

Vamos agora enunciar o Teorema de Classificacao dos papéis de parede,
utilizando a notacgao standard cristalografica.

Teorema 2.24 Seja G o grupo de simetria de um papel de parede. FEntao
G pode ser classificado em 17 tipos diferentes de grupos de acordo com as
isometrias que o compoem, a saber: pl, p2, pm, pg, cm, pmm, pmg, pgy,

cmm, p4, p4m, p4g, p3, p3lm, pb e pOm.

Utilizando a tabela abaixo, podemos realizar um algoritmo para a classi-
ficacao dos papéis de parede:
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. Me'!':" Existe uma reflexio?
simetria de

rotagao Sim Mo
1 - -
— pom o
&
1 Ha eixos de reflexdo que se intersectam a 457 A
= - p
4 Sim: pdm | Mao: pdg
1 Ha centro de rotacies fora dos eixos de reflexio? ;
Z - p
3 Sim: p3tm | Mao: p3mi

Ha eixos de reflexao perpendiculares Existe uma
1 Sirm Mo glissoreflexio?
5 Ha centros (Io.a rotacoes Sim Mo
fora dos eixos de
! PR pmyg
reflexdio? Pag p2
Sim: cmm | Mao: pmm
Ha eixos de glissoreflexio fora - .
b e 9 . b Ha glissoreflexies?
Merhurma dos eixos de reflexao?
Sim: cm | Mao: pm Sim: pg | Mao: p1

Figura 2.15: 17 tipos de papéis de parede

2.6.3 Os 17 tipos de papéis de parede

Vejamos algumas caracteristicas dos 17 grupos de papéis de parede.

1. p1 - Os dois vetores geradores T} e Ts podem ser inclinados em qualquer

angulo um em relacao ao outro.

2. p2 - Assim como o anterior, os dois vetores geradores 17 e T, podem
ser inclinados em qualquer angulo um em relagao ao outro.

3. pm - Os eixos de reflexao sao paralelos a um vetor gerador e perpen-

dicular ao outro.
4. pg - O vetor v da glissoreflexao é paralelo a um dos vetores de

translacao e perpendicular ao outro.
5. cm - Neste grupo, o eixo de reflexao é paralelo ao vetor da glissore-

flexao.
6. pmm - Este grupo de simetria possui eixos de reflexao perpendiculares.
7. pmg - Os centros de rotacao nao se encontram nos eixos de reflexao.
8. pgg - Os vetores das glissoreflexdes sao perpendiculares e os centros

de rotagao nao estao sobre esses eixos.
9. cmm - Os centros de rotacao nao estao sobre os eixos de reflexao.
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10. p4 - Os centros de rotagao de ordem 2 estao entre os centros de
rotacao de ordem 4.

11. p4m - Os eixos de reflexao formam um angulo de 45° um com o outro,
de modo que os quatro eixos de reflexao passam pelos centros de rotagao de
ordem 4.

12. p4g - Os eixos de reflexao sao perpendiculares e nenhum dos centros
de rotacao encontram-se em eixos de reflexao.

13. p3 - Eo grupo mais simples que possui uma rotacao de ordem 3.

14. p31m - Os eixos de reflexao formam um angulo de 60° um com o
outro. Alguns dos centros de rotagao encontram-se nos eixos de reflexao e
outros nao.

15. p3ml - Os eixos de reflexao formam um angulo de 60° um com o
outro. Todos os centros de rotagao estao sobre os eixos de reflexao.

16. p6 - Eo primeiro grupo que possui uma rotacao de ordem 6.

17. p6m - Os eixos de reflexao encontram-se nos centros de rotacao. Nos
centros de rotacao de ordem 6, seis eixos de reflexdao se encontram e estao
inclinados a 30° um do outro.

Utilizando o programa Kali®, vamos dar um exemplo de cada tipo de pa-
pel de parede.

1. p1

PP %
T~~~ ~F ~&

- - -

3Software livre, disponivel para download em http://www.geom.uiuc.edu/software/download /kali.html,
em 31/08/2013.
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FLUXOGRAMA PARA CLASSIFICACAO DE FIGURAS SIMETRICAS

| Existe um ponto fixo? |

O grupo de simetria é formado por translacées numa inica direcio?

|
[ Sim |
|

Roseta | Friso | | Papel de parede |
! | |

Ver pidgina 55 Ver pdgina 35 Ver pagina 56

Figura 2.16: Fluxograma para classificacao de figuras simétricas
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Dn

Ch

pmmz2

pmaZz pmll plml plal

Figura 2.17: Fluxograma para classificacao das Rosetas e Frisos
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Papel de parede

9¢

Menor simetiia de rotaciio |
1 1 1 1
— = = = Nenhumna
£ 4 3 2
Existe wma : . . .
Existe mna reflexfio? Existe uma reflexfio? Existe uma reflexiio? Existe uma reflexfio?
reflexiio?
Simn | | Nio | | Sim | | Nio | | Sim | | Nio | | sim | | nio | | s | | Nio
pém PG | p4 | p3 | | | |
Ha eixos de Ha centros de Hi eixos de reflexies Existe uma Ha eixos de Ha
. rotaciio fora dos glissoreflexio
reflexfio que se . .
eixos de fora dos eixos
mtersectam a 45°7 reflexfio? perpendiculares? ghssoreflexiio? de reflexiio? ghssoreflexies?
[ sin | [ do | Sim | [ Mo | [ Sim | [ Nio | [ Sim | [ Nao | [ Sim | [ Mo |
pdm pdg p3lm  p3ml Ha centros de pmg Pag p2 cm pm Pg pl

rotacies fora dos

eixos de reflexio?

| sim | | niiul

Cmim pmm

Figura 2.18: Fluxograma para classificagao dos Papéis de Parede




Capitulo 3

Ladrilhamentos

A arte do ladrilhamento consiste no preenchimento do plano, por figuras
planas, sem sobreposicoes ou "buracos”. Ela existe desde que o homem
comecou a usar pedras para cobrir o chao e as paredes da sua casa. Existem
pecas de ladrilhos que datam de 5000 a.C..

Neste capitulo estudaremos os casos de ladrilhamentos com poligonos
regulares .

O estudo do ladrilhamento com poligonos regulares estd diretamente re-
lacionados aos grupos cristalograficos estudados anteriormente.

De uma maneira informal,um ladrilhamento em R? é um conjunto (77, 15, ...
de regioes poligonais que cobrem todo o plano sem deixar brechas, nem so-
breposicoes de areas nao-nulas.

Formalmente podemos definir assim:

Definicao 3.1 Ladrilhamento em R? é uma familia de regioes poligonais
{T;, com i € N} tal que:

.Tl U T2 U T3 = Rz

e A interseccao de dois poligonos € sempre um lado, ou um vértice ou
vazia

3.1 Ladrilhamentos com poligonos regulares

Nesta secao, queremos mostrar que existem apenas 11 tipos de ladrilha-
mentos do plano que obedecem as seguintes condicoes:
1. Os ladrilhos sao poligonos regulares.
2. A distribuicao ao redor de cada vértice é sempre a mesma.
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Esse tipo de ladrilhamento é chamado de mosaico reqular e é o que estu-
daremos neste capitulo.

Observagao: Uma condi¢ao importante para construir um ladrilhamento
é que a soma dos angulos dos poligonos ao redor de cada vértice deve ser 27.

Inicialmente, vamos provar que nao é possivel ladrilhar o plano com 4 ou
mais tipos distintos de poligono regulares em cada vértice do ladrilhamento.

Considere quatro poligonos regulares com numero distintos de lados, di-
gamos k < | < m < n. Chamando de A;, A;, A, e A, as medidas dos
angulos internos de um poligono com k, [, m e n lados respectivamente,
temos que a soma dos angulos desse poligonos é dada por:

3 2
Ak+Al+Am+An2A3+A4+A5+A6:g+%+%+§>27r

Portanto, nao existe ladrilhamento com 4 ou mais tipos de poligonos.

Vamos entao abordar os casos de ladrilhamentos de acordo com os tipos
distintos de poligonos regulares que sao usados como ladrilhos.

e 1° caso: 1 poligono regular
Para ladrilharmos o plano com p poligonos regulares de n lados em cada
vértice, devemos ter:

pr(®=2) =27

= pr(l-2)=2r

2
= P= a0

—p-—2= ﬁ
Como p — 2 é um nimero inteiro positivo, entao n — 2 é divisor positivo
de 4 (1,2, ou 4). Temos entao as seguintes possibilidades:
en—2=1=n=3ep==©6
en—2=2=>n=4ep=4
en—2=4=n=6ep=3
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Os resultados acima sao visualizados na seguinte tabela:

n m
numero de lados do poligono | numero de poligonos por véttice
3 6
4 4
6 3

Assim, utilizando apenas 1 tipo de poligono regular, podemos ter em cada
vértice 6 triangulos ( que denotaremos por 3.3.3.3.3.3), 4 quadrados (4.4.4.4)
ou 3 hexdgonos (6.6.6). As figuras a seguir sdo exemplos de cada tipo de
ladrilhamento.

NAANN/N/
INONININEN
\AANN/

3.3.3.3.3.3 4.4.4.4 6.6.6

Figura 3.1: Ladrilhamentos com 1 tipo de poligono regular

e 2° caso: 2 poligonos regulares

Considere dois poligonos regulares com m e n lados. Esses poligonos tem
angulos internos A, = 7(%=2) e A,, = 7(”=2) respectivamente.

Se considerarmos em um vértice p cépias do primeiro e g cépias do

segundo, a soma dos angulos internos destes poligonos deve satisfazer a

equagao:
(5 ) (57
s p+7m|— ) qg=2nm
n m

que é equivalente a equagao

() (757 o2

Sem perda de generalidade, vamos assumir 3 < m < n.
Queremos provar que m < 6.
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Concluimos entao que:

() (55202 (5 (55) 0= (25 e

Observamos que, se m > 6, entao

m— 2 6—2
>
m 0

2
e
de modo que devemos ter (%) (p+4q) <2
Como o nimero p + g de poligonos que se encontram em cada vértice é
ao menos 3, temos um absurdo, de modo que nao podemos ter m > 6.

Vamos entao, estudar os casos m = 3, 4, 5 ou 6.
e m=6 - Neste caso, temos um hexagono regular com angulo interno

igual a 2?” Se tivermos 2 copias deste poligono, a soma dos seus angulos
sera %’r e os %’r restantes nao sao suficientes para acomodar um poligono com

n > 6 lados. Logo, nao podemos ter m = 6.

e m=>5 - Com raciocinio andlogo ao caso m = 6, provamos que nao
podemos ter m = 5.

e m=4 - Neste caso, temos um quadrado cujo angulo interno é 7. Sendo
assim, devemos ter ¢ < 3 e restam 2 casos a analisar:

* q=2

Anp+ Ap.q=2m

App+35.2=2r

Ayp=m

Precisamos encontrar poligonos regulares de n > 4 lados que tenham
angulos internos submuiltiplos de 7. Concluimos que nao existe o poligono

procurado.

* q=1
Ap,p+ An.qg=2m

Precisamos encontrar poligonos regulares de n > 4 lados que tenham
angulos internos submultiplos de 37“ A tnica opcao én =8e p=2.

e m=3 - Neste caso, temos um triangulo com angulo interno de Z. Sendo
assim, devemos ter ¢ < 5 e sobram 4 casos para analisar.

60



Precisamos encontrar poligonos regulares de n > 3 lados que tenham
angulos internos submultiplos de %’r A tnica opcao én=6e p=1.

* q=3
App+ Apq =27
App+35.3=2m
A,p=m

Temos entao que encontrar poligonos regulares com n > 3, que tenham
angulos internos submultiplos de pi. A tinica opcao én =4¢e p = 2.

* q=2
A,p+A,.qg=2m
App+32=2m
An-p = 3
Assim, devemos encontrar poligonos regulares com n > 3, que tenham

angulos internos submultiplos de %’r. A tnica opcao én =6e p = 2.

* q=1

App+ An.qgq=2m

Precisamos encontrar poligonos regulares com n > 3, que tenham angulos
internos submultiplos de %’r A tinica opgao én=12ep =2

Os resultados acima podem ser visualizados na seguinte tabela:

m q n P
nmero de lados do nmero de poligonos nimero de lados do nimero de poligonos
poligono m "m" por vérice poligono 1 "n" por vértice
4 1 8 2
3 4 6 1
3 3 4 2
3 2 6 2
3 1 12 2
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As figuras abaixo sao exemplos de cada tipo de ladrilhamento.

AN/ \/\
/N/\/\/\
N\ N \/\/\
I\ \/\A/\
N\ ' \/
\ S \/\/\/

4.8.8
3.3.3.3.6

3.3.3.4.4

3.6.3.6

3.12.12

Figura 3.2: Ladrilhamentos com 2 tipos de poligonos regulares

e 3° caso: 3 poligonos regulares

Sejam [, m e n o nimero de lados dos poligonos envolvidos, com | < m <
n, e sejam A;, A,, e A,, as medidas dos angulos internos de um poligono com
[, m e n lados respectivamente.

Considerando em um vértice p; copias do primeiro, p,, copias do segundo
e p, copias do terceiro, a soma dos angulos internos destes poligonos neste
vértice é dado por

plAl + pmAm + pnAn

Vamos analisar as possibilidades de acordo com os possiveis valores de
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o 1=3

Neste caso teremos p;.5 + pm Ay, + pndn = 27

Se p; = 1, temos p,, A, + P, =
opcao é m =4, p,p, =2en==6, p, =

5

o
1.

Como m,n > 3, temos que a tnica

Se p; = 2, temos p, Am+pn A, = %. Como m,n > 3, e m # n concluimos
que nao existem os poligonos procurados.
Se p; > 3, temos que p,, A, +pnA, < . Considerando os menores valores

possiveis para m e n respectivamente 4 e 5, temos que pp.5 + Pn.

Assim, nao podemos ter p; > 3.

o]l—=4

Neste caso teremos p;.5 + pmAm + pnAn = 27

3

5 > T

Se p; = 1, temos p,, Ay + prA, = %’r Como m,n > 4, temos que a tnica
opcao ém=6,pp,=1len=12ep, = 1.
Se p; > 2, temos p,, A, + pnA, < m. Considerando os menores valores
para m e n, respectivamente 5 e 6, temos que pm.%’r —|—pn.%7r > 7. Assim, nao
podemos ter p; > 2.

Os resultados acima sao visualizados na seguinte tabela:

[ P: m Pm n Pn
numero de numero de numero de numero de numero de numero de
lados do poligonos "n" lados do | poligonos "m" lados do poligonos "n"
poligono [ por vértice poligono m por véitice poligono n por vértice
3 1 4 2 6 1
4 1 6 1 12 1
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As figuras abaixo sao exemplos de cada tipo de ladrilhamento:

ARALAY

A YAXA XN
H B

w
»
o
FS

4.6.12

Figura 3.3: Ladrilhamentos com 3 tipos de poligonos regulares
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Capitulo 4

Atividades sobre simetria

Neste capitulo, vamos apresentar algumas atividades que podem ser de-
senvolvidas com os estudantes do Ensino Médio sobre simetria. Para isso
utilizaremos o programa GeoGebra ©.

4.1 GeoGebra ©

GeoGebra © é um aplicativo de matematica dinamica que combina con-
ceitos de geometria e algebra numa unica interface grafica.

Ele permite realizar construgoes geométricas como a utilizacao de pontos,
retas, segmentos de reta, poligonos etc, assim como permite inserir funcoes
e alterar esses objetos dinamicamente, apds a construcao estar finalizada.
Equagoes e coordenadas também podem ser inseridas diretamente.

Assim, o programa reune as ferramentas tradicionais de geometria com
outras mais adequadas a dlgebra e ao calculo. Temos entao a vantagem
didatica de representar, ao mesmo tempo em um tnico ambiente visual, as
caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto.

No site oficial podem ser obtidas mais informacoes sobre instalacao e
ajuda para utilizagdo do GeoGebra ©:

www.geogebra.org
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A figura a seguir mostra a pégina inicial do GeoGebra ©:

GeoGebra [BEE

Auwo_ Ediar Bubr Opgges Feramentas Janela Auta

DR EEE

» Janeta de Algebra > Janela de Visuazagio

e
05

Al
L

Enfrade: 5]
*3 Iniclar. Seodatra & BR e

Figura 4.1: Tela Inicial do programa GeoGebra ©

Realizaremos as atividades considerando que os alunos ja tém conheci-
mento prévio das principais fungdes do GeoGebra ©

Atividade 1 -Identificacao de figuras simétricas

O objetivo da atividade é encontrar os eixos de simetria nas figuras dadas,
para que o aluno conclua que ha figuras que possuem um ou mais eixos de
simetria de reflexdo (que chamaremos simétricas) e algumas que nao possuem
eixo de simetria de reflexao (assimétricas).

Figura6 Figura7

Evata 5]

Figura 4.2: Atividade Eixos de Simetria
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Desenvolvimento

e Abra o arquivo Figura 1 (veja Figura 4.2) da pasta Fizos de simetria’.

e Construa a(s) reta(s) que é(sdo) eixo(s) de simetria(s) de reflexdo da
figura.

elissa figura tem simetria de rotagao? Em caso afirmativo, encontre o
centro de rotacao.

e Repita as operacoes anteriores para os arquivos Figura 2, Figura 3, Fi-
gura 4, Figura 5, Figura 6 e Figura 7.

Observacao: Como atividade complementar, pode-se solicitar aos alunos
que encontrem as equacoes das retas que sao eixos de simetria de reflexao
das figuras, assim como as coordenadas dos pontos que sao centros de rotacao.

Atividade 2 - Completando figuras simétricas.

O objetivo da atividade é completar as figuras, de modo a gerar novas
figuras com simetria de reflexao.

il

El-]

Figuras.

Figura 4.3: Atividade Completando Figuras
Desenvolvimento

e Abra o arquivo Figura 1 (veja Figura 4.3) da pasta Completando figu-

TCLSQ.

IEssa pasta deve ser preparada com antecedéncia pelo professor e contera as figuras de
1 a 7 dessa atividade

2Essa pasta devera ser preparada com antecedéncia pelo professor e conters as figuras
1 a 5 dessa atividade
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e Complete a figura, de modo que a(s) reta(s) indicada(s) seja(m) eixo(s)
de simetria de reflexao.

e A figura formada tem simetria de rotacao? Em caso afirmativo, encontre
o centro de rotacao.

e A figura formada tem outros eixos de simetria de reflexao além da
reta indicada na figura? Em caso afirmativo, encontre o novo(s) eixo(s) de
reflexao.

e Repita as operacoes anteriores para os arquivos Figura 2 a Figura 5.

Na proxima atividade, vamos construir figuras simétricas finitas com si-
metria de rotacao.

Atividade 3- Construindo figuras com simetria de rotacao

O objetivo da atividade é construir rosetas, ou seja, figuras simétricas
finitas com simetria de rotacao.

Nesta atividade, vamos construir rosetas que tem simetria de rotagao de
ordem 6. Para isso, construiremos no GeoGebra®uma ferramenta na qual
clicamos num hexdgono qualquer e num ponto P do plano e teremos uma
roseta com centro (ponto fixo) em P.

Desenvolvimento
12parte - Construcao da ferramenta Roseta de ordem 6.

1°) Construimos uma circunferéncia ¢ de centro A e raio AB.

2°) Utilizando a ferramenta Angulo com amplitude fiza construimos um
angulo de 60° com vértice em A. Chamaremos de angulo BAB'.

3°) Construimos os segmentos AB e AB'.

4°) Construimos o hexdgono CDEFGH interno ao setor circular BAD'.

|- =%
&
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5°) Utilizando a ferramenta Rota¢do em torno de um ponto por um dngulo
realizamos a rotagao de 60° do poligono CDEFGH obtendo o poligono
C'D'E'F'G'H’. Realizamos a mesma operacao para esse novo poligono, e
assim sucessivamente até preechermos a circunferéncia. O resultado final é
mostrado a figura a seguir.

[BEE
[BC]

o 2]

6°) No menu Ferramentas, clicamos na guia Criar nova ferramenta. Apa-
recerda entao uma guia Objetos Finais. Clique em todos os hexdgonos que
sao reflexao do primeiro (5 no total).

7°) Clique no botao Prdrimo e aparecera a guia Objetos iniciais. Apague
todos os pontos que aparecerem na guia e clique no hexdgono CDEFGH e
no ponto A.

8°) Clique no botao Prérimo e crie um nome para sua ferramenta (por
exemplo Roseta Ordem 6).

22parte - Determinacao das rotacoes e reflexoes contidas numa roseta de
ordem 6.

1°) Construa duas rosetas de centro P e ordem 6 utilizando a ferramenta
construida na 1* parte. A primeira roseta devera ser construida com um
hexagono nao regular e a segunda roseta com um hexagono regular.

2°) Existem retas que sao eixos de reflexdao na 1* roseta? E na segunda?
Em caso afirmativo, construa os eixos de reflexao da figura.

3°) Observando a figura construida, responda:

a) Quais sao os possiveis angulos de rotacao com centro em P dessas
figuras?

b) Caso a figura tenha eixos de rotagao, existe relagdo entre o nimero de
eixos de reflexao e os angulos de rotacao dessa figura?
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OBS: Podemos obter rosetas com outras ordens e outros poligonos como
base utilizando o mesmo método, basta adequarmos os procedimentos de
construcao da ferramenta. A figura abaixo mostra algumas rosetas construi-
das utilizando-se a ferramenta da 1*parte da atividade.

Figura 4.4: Rosetas de ordem 6

Podemos entao construir rosetas com outras ordens, para levar o aluno a
inferir que, quando existem reflexoes, o niimero de eixos de simetria na figura
¢é igual ao ntimero de rotacoes da mesma.

Desenvolvemos nesse trabalho atividades relacionadas a rosetas, mas po-

demos também construir atividades semelhantes para estudar os frisos e os
papéis de parede.
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