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INTRODUCAO

O trabalho estd dividido em 4 partes. Na primeira parte, apresentaremos o
contexto historico da Geometria Plana Euclidiana, seus axiomas, o metodo dedutivo,
uma breve discussdo sobre o V. Postulado de Euclides, algumas tentativas de

demonstracdes durante os séculos e finalmente o surgimento da Geometria Hiperbdlica.

Na segunda parte, o estudo de algumas Geometrias ndo Euclidianas;
apresentaremos também a geometria neutra e alguns teoremas e da geometria
Euclidiana Plana dificilmente encontrados nos livros de ensino médio adotados pela

Rede Estadual de Ensino, além de alguns teoremas da Geometria Hiperbdlica.

Por fim, apresentaremos um modelo de Geometria Hiperbdlica: O Modelo de
Poincaré. Ainda, iremos propor uma atividade baseada no Modelo de Poincaré, factivel
ao Ensino Médio, com a utilizagdo do software GEOGEBRA no laboratério de

informatica.

Palavras-chave: Geometria Hiperbdlica, Geometria Plana, V Postulado de

Euclides, Modelo de Poincaré.



RESUMO

A intrigante procura pela demonstracdo do V. postulado de Euclides levou
diversos matematico a conjecturarem se o V. postulado poderia ser demonstrado pelos
quatro postulados anteriores. Por dezenas de séculos, diversas tentativas foram
apresentadas ao meio académico e, para “tristeza” de muitos, apenas no século XIX
provou-se que ele ndo poderia ser demonstrado. A inquietude dos mateméaticos durante
este &rduo trabalho culminou na descoberta de uma nova geometria, independente do V.

postulado, chamada geometria hiperbdlica.

Palavras-chave: Geometria Hiperbdlica, Geometria Plana, V Postulado de Euclides,
Modelo de Poincaré.



ABSTRACT

The intriguing search for the demonstration of V. postulate of Euclid led to
many mathematical conjecturarem the V. postulate could be demonstrated by the four
previous postulates. For dozens of centuries, several attempts were made to academia
and to "sadness" of many, only in the nineteenth century proved that it could not be
demonstrated. The restlessness of mathematicians during this hard work culminated in
the discovery of a new geometry, independent of V. postulate, called hyperbolic

geometry.
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l. Contexto Historico.

A A Logica Dedutiva e 0o Método Axiomatico

O grande passo evolutivo que ocorreu com a matematica grega foi a mudanca da
prépria concepcdo da matematica e do modo de estabelecer e justificar os fatos. Os fatos
matematicos agora deveriam ser estabelecidos, justificados por procedimentos ndo

empiricos (de carater indutivo) e sim por argumentos dedutivos.

A deducdo como método de obten¢do de conhecimento ndo exclui a indugdo e
analogia do ambito matematico, mas se sobrepde a esse método exigindo que os fatos
descobertos, conjecturados (pelo método indutivo, intuitivo) passem pelo crivo de uma

justificacao.

Assim, a inducdo/intuicdo continua a desempenhar um papel importante na
descoberta de novos fatos matematicos associando-se a conjectura ou a hipdtese. A

justificacdo corresponde a nogdo de demonstragdo (prova), métodos e critérios.

O nascimento do método dedutivo implicou num abandono dos métodos
empiricos de estabelecer conhecimento e numa incisiva insisténcia em que toda
conclusdo ou fato matematico deve ser estabelecido por intermédio de um argumento

(formal de raciocinio) de carater conceitual e abstrato conforme um método.

Diversas razbes podem ser conjecturadas para explicar o porqué do nascimento

do método dedutivo entre os gregos, entre elas:

1. Inclinacdo dos gregos por questbes filosoficas. Nas investigacdes filosoficas,
0 argumento utiliza-se e baseia-se em conceitos abstratos e generalizagOes, e
entre seus tracos distintos estdo a preocupacdo com a clareza, a elaboracao
de argumentos sélidos e com a preocupacdo com a obtencdo de conclusdes
inevitaveis a partir de proposicOes assumidas. Nas questbes filosoficas,
também é importante a distingdo entre argumentos corretos e incorretos, bem
como critérios e métodos validos de inferéncia.

2. Estética. Os valores de ambito estético sdo marcantes na cultura grega e no
método dedutivo, a ordem, a clareza, a consisténcia, completude e conviccao
dos fatos matematicos e de sua exposicdo sdo superiores ao receituario

empirico.



3. Segregacdo senhores/escravos. No modo de existir e no cenario
socioecondmico e cultural grego, ao qual os filosofos, matematicos e artistas
pertenciam geralmente a uma classe econbmica que ndo reconhecia mérito

intelectual na atividade pratica e no trabalho.

Em sintese, o raciocinio logico dedutivo consiste em provar a veracidade de uma
declaracdo exclusivamente baseado na wveracidade de outras declaracbes e o uso de

regras de inferéncia bem delineadas.

Com isso, ha (pelo menos) trés exigéncias para o bom funcionamento desse

método de raciocinio dedutivo:

e Exigéncia 1. Teremos a certeza da veracidade de certas declaracbes
chamadas de premissas ou hipoteses (ou axiomas ou postulados).

e Exigéncia 2: Concordamos no que diz respeito a como e quando uma
declaracdo segue logicamente de outra.

e Exigéncia 3: Para aplicar o raciocinio dedutivo temos que dominar bem a

linguagem comum e escolher os termos primitivos.

N&o se sabe se 0s gregos escreveram algum tratado especifico sobre o método
dedutivo utilizado na matematica, apesar disso a analise dos textos que dispomos e em
especial dos Elementos de Euclides' permitem a construcdo de um quadro relativamente
coeso do gque os matematicos gregos entendiam com demonstracdo, das regras validas,

de como uma estrutura dedutiva se constituia.

O método argumentativo/dedutivo grego era um discurso lbgico-tedrico racional
a respeito de um objeto. E, formalmente, se organizava através de uma sequéncia de
proposicdes obtidas por intermédio do argumento dedutivo — demonstracdo — a partir de

uma colecéo inicial de preposicdes aceitas.

Para 0 estudo da geometria plana Euclidiana, por meio da logica dedutiva, €
necessario escolher certas declaracbes que diremos ser verdadeiras (ndo precisaremos
mostrar que seguem de outras), antes de poder comegar a raciocinar. Estas declaragbes
iniciais sdo chamadas axiomas ou postulados. Assim, um sistema axiomatico e 0

raciocinio dedutivo estdo intimamente relacionados um com outro.

! Euclides de Alexandria (300 AC) foi um professor, matematico platénico e escritor. Além de sua principal obra, Os Elementos,
Euclides também escreveu sobre perspectivas, se¢des conicas, geometria esférica, teoria dos nimeros e rigor.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Magist%C3%A9rio
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Plat%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/Literatura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Os_Elementos
http://pt.wikipedia.org/wiki/Perspectiva_(gr%C3%A1fica)
http://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%B4nica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_esf%C3%A9rica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_n%C3%BAmeros
http://pt.wikipedia.org/wiki/Rigor

B.

Os Elementos

No Livro | da obra “Os Elementos” de Euclides, encontramos 23 (vinte e trés)

definicbes, 5 (cinco) postulados, 9 (nove) nocbes comuns e 48 (quarenta e o0ito)

proposicdes.

Abaixo, apresentaremos as nove NocGes comuns e 0s cinco postulados que

aparecem no Livro |. Optamos por manter as transcricOes tais quais aparecem no livro

traduzido por Irineu Bicudo (Bicudo, 2009).

Nocdes comuns:

As coisas iguais @ mesma coisa sdo também iguais entre si;
E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, 0s todos sao
iguais;

E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sdo iguais;

IV. E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, 0s todos sdo desiguais;
V. E osdobros da mesma coisa sdo iguais entre si;
VI.  E as metades da mesma coisa sdo iguais entre si;
VII.  E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si;
VIII.  E otodo [é] maior do que a parte;
IX.  E duas retas ndo contém uma area.
Postulados:
I.  Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto;
Il.  Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta;
IIl.  E, com todo centro e distancia, descrever um circulo;
IV.  E serem iguais entre si todos 0s angulos retos;
V. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e

do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas
retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores

do que dois retos.
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C. O Quinto Postulado

Durante anos, matematicos ficaram intrigados com o quinto postulado; seja pelo
contraste deste enunciado com a clareza que foram enunciados os demais postulados ou
ao fato de Euclides utilizd-lo pela primeira vez na proposicdo 29: A reta, caindo sobre
as retas paralelas, faz tanto os angulos alternos iguais entre si quanto o exterior igual

ao interior e oposto e os interiores e no mesmo lado iguais a dois retos.

Um enunciado equivalente, mas consideravelmente mais transparente, foi feito

por John Fairplay?:

Postulado das paralelas: Dada uma reta £ e um ponto P ndo pertencente a ¢,

existe uma e apenas uma reta passando por P e paralela a reta 4.

Em sintese, o quinto postulado ndo é um fato facilmente aceitavel pela sua
natureza; se assim o fosse, por que Euclides ndo o utilizou antes da proposicdo 29?7 Esse
questionamento fez com que muitos estudiosos pesquisassem a possibilidade do quinto
postulado ser demonstrado a partir dos outros quatro anteriores. Tal investigacdo
culmina no aparecimento da axiomatizacdo das Geometrias ndo euclidianas no século

XIX.

Figura 1: O Quinto Postulado de Euclides.

2 John Playfair (10 de margo de 1748- 20 de julho de 1819) matematico e gedlogo escocés. Foi o primeiro presidente do Instituto

Astronémico de Edimburgo e professor de matemética e filosofia na Universidade de Edimburgo.
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D. Tentativas de Demonstragdes do 5° Postulado

Claudio Ptolemeu® (306-283 a.C.) que viveu em Alexandria escreveu um livro
que apresenta a prova do quinto postulado, mas essa demonstragdo tinha um erro:
assumia que o paralelismo acarreta a congruéncia de duas figuras. A justificativa estava
apoiada na ideia de que se uma reta intercepta uma outra reta entdo interceptara todas as

retas paralelas a esta segunda.

O francés Adrien Marie Legendre* (1752-1833) foi um dos grandes matematicos
do seu tempo, contribuindo com importantes descobertas para diversos ramos da
matematica. No entanto, ele estava tdo obcecado em provar o postulado das paralelas
que, durante um periodo de 29 anos, ele teria publicado diversas tentativas, uma atras da
outra, em diferentes edicbes de seu Elements de Géometrie. A seguir, temos uma

tentativa:

“Seja P um ponto do plano ndo pertencente a reta r. Tragamos, por P, uma reta s,
perpendicular a reta r, tal que rns ={Q}. Por fim, tragamos uma reta t, perpendicular a

reta s, que contenha o ponto P. Entdo, a reta t ¢ paralela a reta r”.

De uma maneira mais simples, a tentativa de Adrien provar o quinto postulado

resumiu-se ao fato: Se duas retas tém uma perpendicular em comum, elas sdo paralelas.

Saccheri® (1667-1733) apresenta uma tentativa de demonstrar o quinto postulado
que ficou registrada na historia. Sua contribuicdo é considerada a mais importante.
Comecgou por um tipo especial de quadrilateros (os quadrilateros de Saccheri), que se
caracterizam por terem um par de lados opostos de mesma medida e perpendiculares a

um terceiro lado. Os angulos y e ¢ sdo os angulos de topo.

% Claudio Ptolemeu ou Ptolomeu (90— 168), foi um cientista grego que viveuem Alexandria. Ele é reconhecido pelos seus trabalhos
em matemadtica, astrologia, astronomia, geografia e cartografia. Realizou também trabalhos importantes em dptica e teoria musical.

* Adrien Marie Legendre (Paris, 18 de Setembro de 1752 — Paris, 10 de Janeiro de 1833) foi um matemético francés. Fez
importantes contribui¢des a estatistica, teoria dos nimeros, algebra abstrata e analise matematica.

> Giovanni Girolamo Saccheri (Sanremo, 5 de setembro de 1667 — Mildo, 25 de outubro de 1733) foi um padre
jesuita e matematico italiano. Ensinou Filosofiaem Turimde 1694 a 1697, e filosofia, teologia e mateméatica em Padua de 1697 até
asua morte. Publicou varios trabalhos incluindo Quaesita geometrica (1693), Logicademonstrativa (1697) e Neo-statica (1708).
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http://pt.wikipedia.org/wiki/90
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%A9cia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Alexandria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Astrologia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geografia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Cartografia
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93ptica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_musical
http://pt.wikipedia.org/wiki/Paris
http://pt.wikipedia.org/wiki/18_de_Setembro
http://pt.wikipedia.org/wiki/1752
http://pt.wikipedia.org/wiki/10_de_Janeiro
http://pt.wikipedia.org/wiki/1833
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7a
http://pt.wikipedia.org/wiki/Estat%C3%ADstica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_n%C3%BAmeros
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sanremo
http://pt.wikipedia.org/wiki/5_de_setembro
http://pt.wikipedia.org/wiki/1667
http://pt.wikipedia.org/wiki/Mil%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/25_de_outubro
http://pt.wikipedia.org/wiki/1733
http://pt.wikipedia.org/wiki/Companhia_de_Jesus
http://pt.wikipedia.org/wiki/Companhia_de_Jesus
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http://pt.wikipedia.org/wiki/It%C3%A1lia
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Turim
http://pt.wikipedia.org/wiki/Teologia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/P%C3%A1dua

Figura 2: Quadrilatero de Saccheri.

As proposicOes de Saccheri sdo:

e Se nos extremos de um lado de um dado tridngulo, forem levantadas
perpendiculares a uma reta r que passa pelos pontos medios dos outros dois lados,
formando um quadrilatero, entdo o quadrilatero formado é um quadrilatero de
Saccheri, no qual o topo € o lado do triangulo de cujos extremos levantam-se as
perpendiculares, ou seja, a base do triangulo;

e A soma dos dois angulos do topo € a mesma que a dos trés angulos internos do

triangulos

Figura 3: Angulos de Topo do Quadrilatero ABGF.

Saccheri provou algumas equivaléncias ao quinto postulado:

e Todos os quadrilateros de Saccheri sdo retangulos;

e A soma dos angulos internos de um triangulo € 180°

Essas equivaléncias demonstradas por Saccheri permitem analisar que a soma
dos angulos internos de um triangulo pode ser considerada de trés maneiras

excludentes:

e A soma ser igual a180° (hipétese do angulo reto);
e A soma ser maior que 180° (hipotese do angulo obtuso);

e A soma ser menor que 180° (hip6tese do angulo agudo).
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Saccheri também tentou provar que os quadrildteros por ele criados seriam
retangulos mesmo que ndo se considerasse 0 quinto postulado. Desta forma, ambos 0s

angulos poderiam ser retos, agudos ou obtusos.

Saccheri tentou provar que os angulos C e D sé poderiam ser retos mediante
demonstracdo por absurdo das possibilidades deles serem obtusos ou serem agudos. Ao
tentar provar que os angulos congruentes C e D ndo poderiam ser agudos, obteve varios

resultados estranhos, mas que ndo chegavam a um absurdo.

Foi entdo que enunciou a proposicdo XXXIII: “a hipotese de ambos os dngulos
serem agudos é falsa, pois repugna a natureza da reta.”(Saccheri apud Bonola 1911,
p.43) Enunciou isso, pois nessa situacdo dos angulos C e D serem agudos, as retas por
CD e por AB deveriam ser “curvas”, o que era muito estranho para um observador que
desejava manter-se num espaco euclidiano. Sem saber, Saccheri dava 0s primeiros

passos em direcdo a Geometria Hiperbdlica.
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E. O Nascimento da Geometria Hiperbolica

Encontrar uma demonstracdo do quinto postulado de Euclides sempre foi
objetivo de muitos matematicos. No entanto, todos os esfor¢os para alcangé-lo foram
frustrados. Essas tentativas ndo renderam o esperado, mas resultaram em caminhos na

descoberta de novas geometrias por outros pesquisadores.

As tentativas de Gauss ndo demonstraram o postulado, mas serviram como base
para outra geometria que o destacou dos demais matematicos de sua época. No entanto,
esse reconhecimento se deu postumamente, pois, durante sua vida, os resultados de sua
pesquisa ndo tiveram grande repercussao Visto que viveu durante a Inquisicdo, que
adotava as teorias de Kant, cuja filosofia se opunha as suas. Kant defendia que a
intuicio se sobrepunha ao rigor das demonstracbes, Gauss afirmava justamente o
contrario. Por temer represalias, ndo discordava publicamente de Kant, cujas ideias

eram tomadas como dogma pela igreja catolica.

Nas discusses sobre o espaco euclidiano, Kant o denominou como “necessidade
nevitivel de pensamento” em seu livro “Critica da razio pura™®. Contudo, as
correspondéncias de Gauss com outros matematicos mostraram que ele tentou provar o
quinto postulado por reducdo ao absurdo, como fizeram Saccheri e Lambert. Mas,

posteriormente, deduziu uma nova geometria formulando ideias e teoremas.

Num trecho de uma carta a F. A. Taurinus em 1824’, Gauss provou que a
diferenca entre dois angulos retos e a soma dos angulos internos de um tridngulo
tracado numa superficie de curvatura negativa constante € proporcional a area do
triangulo. Ao mesmo tempo, os estudos de Lambert apontavam uma nova geometria

que invalidava o postulado das paralelas.

® Citar o trabalho da professora que recorreu ao critica da razéo pura.
7 «_.. A hipétese que a soma dos dngulos ¢ menor que 180° leva a uma geometria curiosa, muito diferente da nossa (a euclidiana),
mas totalmente consistente, a qual desenvolvi a um ponto que me satisfaz plenamente, no sentido de que posso resolver qualquer

problema nela, com excecédo da determinacéo de uma constante que ndo pode ser fixada a priori. ...

... Osteoremas dessa geometria parecem paradoxais e absurdos para um néo iniciado; mas reflexdo cuidadosa sobre o assunto revela

que eles ndo contém nada de impossivel. ...

... Todos os meus esforgos para descobriruma contradi¢do, uma inconsisténcia, nesta geometrian&o euclidiana ndo tiveram suc esso,
ea Unica coisa nela que se opde a nossa concepcao é que se for verdade, deve existir no espago uma unidade universal de medida

linear (desconhecida por nos). ...”
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Em outras correspondéncias com seu amigo Wolfgang Boylai, vé-se o empenho
de ambos na demonstracdo do quinto postulado. Boylai enviou seu trabalho a Gauss,
Que contrariou suas expectativas encontrando um erro da prova. Mesmo diante da
critica, Wolfgang continuou estudando e, depois de quatro anos, encontrou uma prova
que corroborava sua demonstracdo anterior. Gauss ndo comentou esse segundo estudo e

Boylai publicou essas ideias num livro de dois volumes — “Tentamen”.

Posteriormente, o filho de Wolfgang Boylai - Johann Boylai — desde cedo se
interessou por matematica e também se prop6s a demonstrar o quinto postulado, mesmo
diante dos apelos de desisténcia de seu pai. Depois de muito tempo nessa tentativa, em
1820, resolveu negar o quinto postulado e obteve resultados interessantes. Johann
propunha a existéncia de uma geometria geral, em que a geometria euclidiana seria um

caso particular.

Diante da negacdo do quinto postulado, surgiram duas possibilidades: (i) ndo
existe qualquer reta paralela a uma reta dada passando por um ponto fora da reta, (ii)

ndo existe mais de uma reta paralela a uma reta dada passando por um ponto.

A primeira possibilidade é facilmente eliminada porque o0s quatro primeiros
postulados afirmam a existéncia de retas paralelas. Entdo, aconselhado por seu pai,
Johann publica um apéndice no Tentamen e envia suas ideias para Gauss, que se

surpreende com a inteligéncia do filho de seu amigo e responde com uma carta.®

Outro estudioso que colaborou foi o russo Lobachewsky. Formou-se na
Universidade de Kasan em 1813, tornou-se instrutor e, aos 21 anos, professor de sua
universidade. Foi nomeado reitor aos 35 anos e é considerado 0 maior matematico russo
de seu tempo. Dois anos antes da publicacdo de Johann, Lobachewsky ja havia

publicado suas conclusdes sobre a geometria ndo euclidiana. E, em 1826, durante uma

8 «“Se eucomegasse com a afirmagio de que ndo ouso louvar tal trabalho, vocg, é claro, se sobressaltaria; mas néo
posso proceder de outra forma, pois louva-lo significaria louvar a mim mesmo, visto que todo conteddo do trabalho, o
caminho que seu filho seguiu, os resultados dos quais ele chegou, coincidem quase exatamente com as meditagdes que tém
ocupado minhamentepor (um periodo de) trintaa trintae cinco anos.Por isto mesmo encontro-me surpreso ao extremo.”
(v.[5]p. 49)”

Johann ficou desapontado por saber que outro fizera, antes dele, as mesmas descobertas. Durante sua vida ndo
publicou mais nada, porém dedicou-se ao estudo de extensdes de suas ideias em espagos tridimensionais e também na
comparagdo de sua geometria ndo euclidiana com a trigopnometria esférica conhecida na época. (v.[5] p.50)
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conferéncia, negou o quinto postulado e afirmou que por um ponto exterior a uma reta
passa mais do que uma paralela. Escreveu um artigo com essas ideias, mas foi rejeitado

pela Academia de Ciéncias de S. Petersburgo.

Em 1829, publicou toda sua teoria das paralelas, que também ndo teve
repercussdo nem em seu pais, nem fora dele, uma vez que o russo ndo era uma lingua
popular no meio académico. Sua Ultima publicacdo foi em francés, quando ja estava

cego.

O reconhecimento de seu esforco é importante, pois foi o primeiro a publicar
sobre o assunto, ndo temendo 0s possiveis impactos a teoria Kantiana, apesar de Boylai
e Gauss também estudarem o mesmo assunto durante 0 mesmo periodo. Em 1871, Klain

batizou essas descobertas de “Geometria Hiperbdlica™.

Outros nomes também se destacaram por trabalharem com a Geometria ndo
Euclidiana, como Poincaré, Beltrami, Klein e Riemann, estes desenvolveram os temas
aplicando a outras areas da matematica. Beltrami, em 1826, provou que ndo era possivel
demonstrar 0 quinto postulado alegando que a geometria hiperbolica é tdo consistente

guanto a geometria euclidiana. Sendo assim, ndo haveria contrarias.

Essa nova visdo da geometria, resultante da independéncia do postulado das

paralelas, ndo seria mesmo facilmente aceita. Mas isso, Gauss ja havia previsto.
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II. Geometrianao Euclidiana

A A Geometria Neutra

Apresentaremos um conjunto de axiomas para a geometria plana equivalente ao
sistema proposto por Hilbert. Assumimos que o conjunto dos ndmeros reais R é um
corpo completo ordenado. As geometrias euclidiana e hiperbdlica diferem apenas
quanto ao Postulado das Paralelas (e resultados que decorrem deste). Se considerarmos
apenas o0s resultados que independem deste postulado, temos o que costumamos chamar
de geometria neutra. As propriedades e resultados da geometria neutra sdo exatamente
aqueles que sdo validos tanto para o plano euclidiano quanto para o hiperbolico.
Denotaremos o plano euclidiano por E? e o hiperbdlico por HZ?. Quando ndo for
importante distingui-los, ou seja, quando estivermos tratando de resultados da geometria
neutra, adotaremos a notacdo P. Os elementos de P sd&o chamados de pontos e
denotados por A4; B; C; ... Certos subconjuntos de P sdo chamados de retas, denotadas
por a; b;c; ... Diremos que a passa por A se A € a. A seguir, apresentaremos 0S Cinco

axiomas que sdo comuns as duas geometrias:

e Dados dois pontos distintos A; B € P, existe uma e apenas uma reta, denotada por
AB, passando por ambos 0s pontos.

e Toda reta possui ao menos dois pontos.

e Existem pelo menos trés pontos ndo colineares.

e Existe uma fungdo F:Px P— R tal que |AB| =[(4;B)| =0 ¢e |AB| =0 se, €
somente se, A = B.

e Dada uma reta a, existt uma bijecdo x:a—> R tal que |[AB| =|x(4)—
x(B)|;VA,B € a. Assim, podemos identificar cada reta com o conjunto R de modo
que a distancia de P restrita a reta seja compativel com a estrutura da reta real.

Chamamos a bijecdo A — x(A) de um sistema de coordenadas em a.

B. Alguns Teoremas da Geometria Plana
. Relacéo de Stewart’
Ceviana € um segmento com uma extremidade em um Vértice de um tridngulo e
a outra extremidade no lado oposto ou ao prolongamento deste. Assim, se a extremidade

no lado oposto for o ponto médio, esta serd a mediana; se a ceviana dividir o angulo em

® Matthew Stewart nasceunoanode 1717em Rothesay, na parte inferior do Firth of Clyde, na Escdcia, numa pequenailha chamaca
Ilha Bute.
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outros dois angulos congruentes, esta serd a bissetriz interna e se a ceviana for

perpendicular ao lado oposto ou ao prolongamento deste, esta sera a altura.

Teorema: Considere uma ceviana qualquer AP de um triangulo ABC.
Considerando as medidas indicadas na figura abaixo, chamamos de Relacdo de

Stewart a seguinte igualdade:

a’x + b*y — z%c = xyc

Demonstracdo: Como « e 8 sdo angulos suplementares, cos(B) = —cos(a). Aplicando

a lei dos cossenos no triangulo ABD e ACD, temos 0 sistema:

{az = y? + z* = 2yzcos(a) { a? = y2 + z2 — 2yzcos(a)
b? = x? + z? — 2xzcos(p) b? = x? +z? — 2xz[— cos(a)]

{azx = y2x + z%x — 2xyzcos(a)
b?y = x%y + z%y + 2xyzcos(a)

a’x+ b*y =y*x +x*y+ z°x+ 2}y &
a’x+ b’y =xy(y+x) +z2(x + y) © a’*x + b*’y = xyc + z%’c &

a’x + b*y — z%c = xyc
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Teorema: A bissetriz interna (s,) relativa ao lado a de um triangulo ABC pode

ser dada pela formula s, bep(p —a)emquep =

b+c . . p
€ 0 semi-perimetro.

Demonstragdo: Pelo teorema da bissetriz interna (TBI), temos:

b a—-n _a-c
b_m ¢ n “b+c

_ = m =

cC a—m b+c

Aplicando a relacdo de Stewart, temos:

b*n + c*m — (s,)*a = amn <

b2 ac e _(S)Z ab ac -
b+c b+ b+cb+c
b%c c?b a’bc
(sg)? =

b+c b+c_(b+c)2(:)

be[b(b+ c) +c(b + ¢) —a?] -

(s)? =

(b+c)?
.,  bc 5 ,  bc
(sg) —(b+c)2[(b+6) —a’] & (s,)? = b1 o2
,  bc ) ) ,  4bcp(p—a)
(s)? = b+ 0)2 (p—a)2p < (s,) ~ T hto?
Sa =7——Vbep(p—a)

“b+

b+c—a)(b+c+a) &



Teorema: A bissetriz externa (S, ) relativa ao lado a, se b > ¢, de um triangulo

a+b+c

ABC pode ser dada pela formula S, = ﬁ\/bc(p —b)(p—c)emquep = — éo
semi-perimetro.

Demonstracdo: Pelo teorema da bissetriz interna (TBI), temos:

= S m=

b a+m ac
c m b—c

(*)
Aplicando a relagdo de Stewart, temos:

b*m + (S)%a—c*(a+m) =am(a+m) <

ac ac ac
(a + ) =

ac
b—c):ab—c

be_C+(Sa)2a—c2 (a+

b? b 2 b
a C+(Sa)2a—c2(a )zaC(ba )(:)

b—c b—rc b—c\b—c

bbicc G <bbi2c> _ (baz_bcc)z o (5,92 = LheHbE (éab—_cz); be(b—c) _
(52 = gz [ 4 c(b = ) = b(b — O] & (5)° = o [a* = (b = )]
(57 = gz la+ b —clla=b+ d & (5)? = s 20— O2(p= )

2
Sa = m\/bC(P —b)(p—c)
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. Férmula de Herdo (Heron)
Teorema: A altura relativa ao lado a (h,) de um triangulo ABC de lados

a,b e cpode ser dada pela formula h, = %Jp(p —a)(p—b)(p—c) em que p =

a+b+c . . ,
T eo seml-perlmetro.

Demonstracdo: Sendo 2p = a + b + ¢ o perimetro do tridngulo, podemos escrever:

at+b—c=a+b+c—2c=2p—-2c=2(p—c)
xia+c—b=a+b+c—2b=2p—-2b=2(p—>b)
b+c—a=a+b+c—-2a=2p—2a=2(p—a)

Por Pitdgoras nos triangulos ABH e ACH, temos o sistema:

em=
c? = a* + 2am + m? + (h,)? - 2a

{ b? =m? + (h,)? c? —a® - b?
Substituindo o valor de m na primeira equagao do sistema, temos:

(c? — a? — b?)?

4a?

+ (h,)? =b* & 4a%(hy)?* =4a*b* — (¢* - a* - P?*)* &
4a*(h,)? = (2ab+c* — a* —b*)(2ab — c* + a* + b?) &

4a%(h,)? = [c*— (a—Db)?*][(a+ b)* - ?*]l &

4a2(h)? = (c+a—-b)(c—a+b)a+b+c)(a+b—c) o

4a*(h)?*=2(p—b)2(p—a)2p-2(p—c) &

a*(h)?*=4p(p—a)(p—-b)(p—c) = h, = g\/P(P —a)(p-b)(p-oc)
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Teorema: A area de um triangulo ABC de lados a, b e c pode ser expressa

a+b+c

porA=p(p—a)(p—b)(p—c)emquep = > € 0 semi-perimetro.

~ b-h .
Demonstragcao: Como A = > e, do teorema anterior, temos:

A=22=22 p(p—a)p-b)p—c) =/pp— - b)p—c)

2
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C. Geometria Hiperbdlica: Modelo e Consisténcia

Para construirmos um modelo para a geometria hiperbolica, lancaremos mao dos
recursos de geometria diferencial, que por sua vez, do ponto de vista axiomatico, estdo
baseados na construcdo dos numeros reais R e em resultados de geometria euclidiana
plana. Assim, se assumirmos a consisténcia dos numeros reais e da geometria
euclidiana, ou seja, que a partir dos axiomas de um corpo ordenado completo e a partir
dos axiomas da geometria euclidiana ndo podemos demonstrar resultados contraditorios
(inexisténcia de paradoxos), entdo podemos assumir que a axiomatica do plano

hiperbdlico também é consistente.

Existem diversos modelos interessantes para a geometria hiperbdlica, cada qual
com suas propriedades. Assim como ocorre com mapas distintos, dependendo da
circunstancia e dos objetos que queiramos estudar, podemos facilitar enormemente o
nosso trabalho escolhendo o modelo mais adequado. Contudo, neste texto exploraremos
com um minimo de detalhes apenas o modelo conhecido como semi-plano de Poincaré
ou Modelo de Poincaré. Realcamos ainda que a palavra modelo é empregada aqui no
sentido pleno do termo, ou seja: qualquer afirmacdo que seja provada a partir de algum
modelo pode ser demonstrada a partir do corpo de axiomas da teoria. Em outras
palavras, sob o ponto de vista de conteudos, nada perdemos ao trabalharmos

diretamente com os modelos, sem fazermos mengdo a estrutura axiomética.
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D. Alguns Teoremas da Geometria Hiperbodlica:

e Lema: Nageometria hiperbdlica, existe triangulo com defeito positivo.

Demonstracdo: Seja £ uma reta e P um ponto ndo pertencente a ¢ tal que por P
existam ao menos duas paralelas a £. Seja PQ a altura da reta £ com Q pertencente a £ e
m a reta passando por P e perpendicular a PQ. Como m é paralela a #, seja n outra
paralela a ¢ passando por P. Escolhemos um ponto Y pertencente a reta m e X

pertencente a reta n tais que X esteja contido no interior do angulo YPQ. Seja Z um
ponto pertencente & reta ¢ no mesmo lado de PQ que os pontos X e Y. Escolhemos um

ponto R pertencente & reta QZ tal que m(QRP) = m(XPY). Se mostrarmos que m(RPQ)

<m(QPX), concluiremos que:

D(ARPQ) = —m(RPQ) — m(PQR) —m(QRP) > —m(QPX) — g— m(XPY)

= Z-m(ePY) =0

Mas dizer que m(RPQ) < m(QPX) é equivalente atermos R pertencente ao
interior do angulo QPX e se isto ndo acontecesse, terlamos PR e £ de lados opostos da

reta n, implicando em termos as retas PR e n se interceptando, por absurdo, em um
segundo ponto distinto de P. Assim, segue que R pertence ao interior do angulo QPX e,
consequentemente, m(RPQ) < m(QPX).

Figura 4: llustracdo Lema 1.
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Definicdo: Sejam A;,4,, ...,A,;n = 3 uma sequéncia de pontos distintos em

IP tais que:

A sei+1=j

AA N A]A]+1 = Aj+1’se jt1=i
@,seli—jl#1

Onde entendemos que se i =n entdo i + 1 = 0. Entdo, a unido dos segmentos:

P,=VUL, A4, ¢é dito um poligono de n lados, com Vértices A, 4,,..,4,. O

poligono € dito estritamente convexo se para todo i = 1,2,...n todos os Vértices A;, com

j=1ii+1 estiverem contidos em um Unico semi-plano H e definido pela reta
At 2

A,A,,,. Diremos que o poligono é convexo se admitirmos o caso limite em que 4;,, ou

A;_, néo estejam contidos no semi-plano Hyz—— que contém os outros vértices, mas na
{2

—> n - -
reta A A,,,. Em qualquer um destes casos, chamamos NiL; Hy—— de interior de 7,.

o Definicéo: O defeito D(P,) de um poligono convexo P, € o nimero

(n—2)r— X", m(6;),onde 6; é o angulo formado pelas semi-retas 4,4, .,

Figura 5: Decomposicao de um poligono com defeito positivo.
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e Teorema: Sejam P e P’ dois poligonos convexos tais que P c int(P").
Entéo D(P) < D(P).

Demonstracdo: Seja P € int(P) c int(P"). Sejam n e m os ndmeros de lados
de P e P’ respectivamente. Unimos P com cada um dos Vértices de P’, de modo que
decomporemos P’ em tridngulos. Considere dois vértices consecutivos A’;, A’; ., de P’
e o tridngulo correspondente PA’;A’;,,. O lado PA’, desse tridngulo intercepta o lado
A A, de P em um ponto E;, para algum j e i, e o lado PA",,, algum outro lado
m em um ponto D;,,. Para cada A, com j, <I<j+k +1,
consideremos a semirreta PA;, e sua interseccdo B,; = PA,, N P'. Temos entdo que o
triangulo PB;;B,;,, pode ser decomposto como a unido APA;;A; ;U AA;A B U
AAy,1;By B, Similarmente, o ftridngulo PB; ., ;A; pode ser decomposto nos
triangulos B,;B,,,; e o triangulo PB; ., ;A’;,; pode ser decomposto nos triangulos

PA; 4 1,iDis1 YU Aj 1, iDiv1Aivs Y Aj ik, iA 141Bj 4 k,i- Mas 0s triangulos:
PA A 11,5 AyiAi B PByiBiy i = 1,2, ..,m,
Ji<l<ji+k;+1;

PAji+1,iEiiAji+1,iEiA'iiAj,-+1,iA'iBji+1,iri =1,2,..,m;

] ’ . ! y — .
PAji+kiDi+1'Aji+ki,iDi+1A i+1'Aji+ki,iA i+1Bji+ki,i'l =12,..,m;

decompdem P’. Enquanto os tridngulos:

PA ;A 41, PA E PA-iJ,ki,l-DHl,i =12,...,m

ji+1'i i J

decompdem o poligono P. Enfim, encontramos uma decomposi¢do em triangulos de P’
que contém uma decomposicdo de P. Como o defeito de um poligono é a soma dos

defeitos dos triangulos que o decompdem, segue que D(P’) = D(P).
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e Teorema: Todo h-tridngulo possui defeito positivo ou, equivalentemente,
todo h-tridngulo possui a soma dos angulos internos menores que 180°.

Demonstragdo: Consideraremos que um AABC tenha defeito nulo. A partir de A,

tracamos a semirreta AD com m(DAB) = m(CBA), D e C de lados opostos da reta 4B e
m(AD) = m(BC). Segue que o triangulo ABD é congruente ao triangulo original ABC,
portanto este também tem defeito nulo. Colocando lado a lado cdpias do poligono
ADBC, obtemos poligonos tdo grandes como queiramos, sempre com defeito nulo.
Podemos nesse processo aumentar o poligono até que este contenha em seu interior um
triangulo 77 dado qualquer. Mas pelo teorema anterior, o defeito de 7" deve ser menor
que o do poligono que o contém, ou seja, defeito nulo, um absurdo, pois sabemos que

existe ao menos um triangulo com defeito positivo.

Figura 6: h-triangulo com defeito positivo.
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e Teorema: Em geometria hiperbolica, dois triangulos semelhantes sdo

congruentes (caso AAA).

Demonstracdo: Sejam ABC e A'B'C’ dois triangulos semelhantes. Vamos supor
por absurdo que estes ndo sejam congruentes. Entdo nenhum lado é congruente aos seus
correspondentes, pois, do contrério, 0 segundo critério de congruéncia nos garantiria a
congruéncia dos triangulos (caso LLL). Segue, entdo, que um deles tem dois lados

maiores que 0s Seus correspondentes no outro tridngulo. Sem perda de generalidade,

vamos supor que m(AB) > m(A' B e m(AC) > m(A' C").

Tomamos entdo um ponto B” € AB e C" € AC tais que m(A'B’) = m(A"B") e
m(A’C") = m(A"C™). Pelo primeiro critério de congruéncia, os tridngulos A'B'C’ e

AB'"'C" sdo congruentes, donde segue que:
m(AB"C") =m(A'B’C") = m(ABC) e m(AC"B") = m(A'C'B") = m(ACB).
Agora, se considerarmos o quadrilaitero BB''C'"'C, temos que seu defeito é dado por:

D(BB"C"C)=2n—m(BB"C") —m(B"C"C) —m(C"CB)—m(CBB")
= 2m —m(CBA) — (m = m(4B"C")) - (m — m(AC"B"))
—m(ACB) =0

Um absurdo, pois todo poligono hiperbdlico tem defeito positivo.
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I1l. O Modelo de Poincaré

Neste modelo, o plano é mapeado num disco limitado denominado circulo dos

infinitos.  As retas euclidianas sdo transformadas em circunferéncias  (circulos)

ortogonais (circunferéncias que possuem retas tangentes no ponto de interseccdo
perpendiculares entre si) ao circulo dos infinitos.

Figura 7: As circunferéncias A e 1, s8o0 ortogonais

Abaixo ilustramos o postulado de determinacdo de uma reta no modelo de
Poincarg.

Figura 8: As retas no modelo de Poincaré sdo arcos de circunferéncias ortogonais ao circulo dos infinitos
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Figura 9: Segmentos de reta no modelo de Poincaré.

Neste modelo, temos uma infinidade de paralelas a uma dada reta, passando por

um ponto fora desta, contrariando assim, neste modelo, o V postulado de Euclides.

Abaixo ilustramos (pelos menos) duas retas paralelas (t e s) a reta r passando por

um Unico ponto (C).

Figura 10: retas re s, paralelas a retar, passando por C.

Ao considerarmos duas retas no modelo de Poincaré que se interceptam num
ponto P, conforme figura abaixo, a medida do angulo ECD é definida como sendo a
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menor medida do angulo euclidiano formado pelas retas tangentes aos arcos que se

cruzam em C.

Figura 11: O angulo entre duas retas no modelo de Poincaré é definido como o angulo euclidiano formado

pelas duas retas tangentes as circunferéncias emseu ponto de interseccéo.

Constataremos na atividade proposta no laboratério de informatica que no
modelo de Poincaré a soma dos angulos internos é sempre menor do que 180°. Este é

apenas um dos primeiros resultados surpreendentes que nos reserva este novo mundo.

Chamamos de Defeito de um tridngulo ao que falta a soma dos seus angulos
internos para chegar a 180°. Na geometria hiperbdlica, o defeito de um tridngulo sera
sempre positivo e menor do que 180° no caso de igualdade, o tridngulo tera todos os
angulos iguais a zero, mas area diferente de zero; ainda assim serd um triangulo e ndo

um tridngulo degenerado num segmento de reta, como na geometria euclidiana.

Na geometria euclidiana, dois triangulos que tém os mesmos angulos sao
chamados semelhantes. Podem ser de varios "tamanhos” e terdo a razdo entre suas areas
proporcionais ao quadrado da razdo entre seus lados. Na geometria hiperbolica, um
triangulo fica perfeitamente determinado pelo valor de seus angulos. Ndo existem
triangulos semelhantes, ou melhor, dois triangulos semelhantes sdo congruentes, isto é,

iguais. E interessante lembrar que Wallis, famoso mateméatico inglés do século XVII,
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tentou provar o quinto postulado de Euclides postulando a existéncia de dois triangulos
semelhantes. Infelizmente, os dois resultados sdo equivalentes: quinto postulado se e
somente se existem triangulos semelhantes. Mais uma vez a sonhada prova foi adiada e
0 raciocinio circular e vicioso prevaleceu. Ora, se dois tridngulos com os mesmos
angulos sdo congruentes, terdo a mesma area. Podemos entdo deduzir que a area de um
triangulo na geometria hiperbolica depende apenas dos seus angulos. De fato isto é

verdade, e esta relacdo é dada pela férmula:

m-k® D
180

Onde A representa a area do triangulo, Do seu defeito ek é uma constante de
proporcionalidade que depende da unidade de medida no modelo. Observe que nas
geometrias hiperbdlicas existe uma area maxima possivel para todos os tridngulos. Esta
area se da quando o defeito D = 180° o que equivale a um tridngulo com todos os

angulos iguais a zero.

Distancias entre dois pontos, independente do modelo utilizado, sempre seréo
distorcidas, pois as distancias devem crescer a medida gque 0s postos se aproximam do
circulo dos infinitos. Temos que criar uma formula para distancia que reproduza esta
caracteristica destes modelos, isto €, que transformam o plano todo em um disco
limitado, além disso, sera preciso que a nossa nova formula para distancia satisfaca as

propriedades tradicionais de uma distancia:

e Seja sempre positiva;
e Seja igual a zero apenas quando os dois pontos sdo coincidentes e;
e Seja também simétrica, pois a distancia de um ponto A a um ponto B tem

que ser igual a distancia de B a A.
Chamamos de razéo cruzada entre dois pontos do Disco de Poincaré, ao produto:

4Q  BP
BQ AP

Porém, ainda ndo podemos utilizar essa formula para a distancia de dois pontos no

R(AB) =

modelo de Poincaré, pois R(AA)=le ndo a'0" como desejariamos. Finalmente,
podemos encontrar uma formula apropriada para a distancia entre dois pontos no disco

de Poincaré, se tomarmos o logaritmo natural da Razdo Cruzada, isto é,
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R(AB) =In|—

4Q  BP
BQ " AP
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IV. Atividade no Software Geogebra— Medida dos Angulos Internos

de um h-triangulo — Modelo de Poincaré
Objetivos: Constatar graficamente que a soma dos angulos internos de um h-triangulo é

menor que 180° ou, equivalentemente, que um h-triangulo possui defeito positivo.
Laboratorio de informatica: Uso do software livie Geogebra

Conhecimentos bésicos: propriedades das retas tangentes na geometria euclidiana,

familiaridade com o software.

Inicialmente, sugerimos desabilitar os eixos coordenados clicando no icone e

habilitar a malha no icone . Com isso, nossa tala inicial sera:

Construcdo 1: Circulo dos infinitos.

No menu principal, selecionar a constru¢do de uma circunferéncia dado seu centro e a

medida do seu raio no icone ®_.
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£ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgdes

Janela Ajuda

D.
» Janela de Algebra ¥ Janela de

= Cénica Eh [
U cix-5F+(y-6F=32 HE o
= Ponto
3 A=(56)
-3 B=(9,10)

Construcdo 2: Trés circulos ortogonais aos circulos dos infinitos. Explicitaremos apenas
a construcdo de um deles. Os outros dois, seguem de maneira analoga.

No menu principal, selecionar a construcdo de um segmento de reta dado dois pontos, A

e B, no icone "/

Nquwa Editar Exibir Dp;aes Ferramentas Janela Ajuda

¥ Janela de A\Igehra ~ Janela de\hsuauza;ao
= Cénica J_ﬁcvl.v
@ c{x-TP+({y+3F=25
=/ Ponto
3 A=(7,3)

..... 2 B=(11,0)
= Segmento
..... @ a=5
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Pelo ponto B, construr uma reta tangente a circunferéncia. No menu principal
’
selecionar o icone —7.

» Janela de Aigebra ~ Janela de\llsllahli.lgi.m

LﬁC'\I'

Cén -
L@ c(x TF+ly+3F=25

= Ponto

0 A=(7,3)
L@ B=(11,0)

= Reta

f brAx-3y=-44
= Segmenta

0 a=s5

A sequir, construir um circulo ortogonal ao circulo dos infinitos passando por B. No

menu principal, selecionar o icone @

Arquivo Edtar Exibir Opgdes Femamentas Janela Auda

| o [8 Tl ~ e N\ |
5 Gigebra 5] | = Janela de Visualizagho
HE e~
TFelys3y=25 B
G- 1442 o (y + 4567 =
5 =821

Ponto
3 A=(7,3)
s B=(11,0)

>
3 D=(9.46,-7.35)
Reta

5 boAx.dy=44

Segmento
s a-5
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Construcdo 3: Apo6s os trés circulos ortogonais aos circulo dos infinitos, os angulos
internos de um h-tridngulo € definido como o angulo euclidiano formado pelas retas

tangentes aos Vértices do h-triangulo formado.

€7 GeoGebra
lArauwo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

DNEER s BENTED

» Janela de Algebra ~ Janelade

= Conica c~ - CE—
-3 C(x-TF+ly+3F=25 @& o

“D 0 (X-14.42) + (y+ 4.56) =
9 e=82

9 h(x-B.58) +(y+9.237 =1
D Ki(R- 14745+ (y+ 8 =59

o
=(7,-3)

=(11,0

=(14.42, 4.56)

Te3

=(9.46,7.35)
=(8.94,-2.98)

zommon@m

1,6
=(8.58,9.23)
-7,8)
1-(14.74,8)
J=(8.76,-5.2)
9 K-(747,-535)
@ L-(8.16,-5.21)
@ M=(875,4.02)
@ N=(7.96,4.27)
-@ 0=(9,28)

= Reta

P bAx-3y=-44
O grax+3y=-62
e

= segmento

0 a=5

00000000002

T

9 f=5
9 i=5

nica - Tle - - =
Cx-TF ety 3= 25 +Ee=-10

d: (X - 14.42F = {y + 4.56)
e-021

B ix - 8.58)" + (y + 9.237
Kk 14T4F <ty + 8P =
p-13

q=223

r=299

ato

=(7,3)

=(11,0)

Smmoam»

CEPEUEPEEEEUTIOOEEEOOED

3 048K+ 400y =194
5 €, 566X 08k = 46.2]
3 1;574x+52y= 6622
3 gdxedp- 52

5 07 541X+ 175y = 536
3 NT2TX 285y =804
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