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RESUMO

Inicialmente, o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) foi criado para o egresso do
ensino médio avaliar seus conhecimentos. Contudo, desde a sua reformulacao em 2009,
passou a ser um dos principais meios de acesso as universidades ptuiblicas e privadas brasi-
leiras, bem como ao acesso de bolsas de estudo e, também, norteador de politicas piblicas.
A vista disso, a pratica pedagogica de professores e instituicoes de ensino mudaram dras-
ticamente com o intuito de preparar melhor os alunos para o exame. Nesse sentido, este
trabalho tem como objetivo investigar a eficiéncia das deducoes das formulas de Ana-
lise Combinatoéria na resolugao de problemas do ENEM, para tal se propoe a analisar
a seguinte problemética: como a deducao de féormulas de Analise Combinatéria podem
colaborar na resolucao de problemas do ENEM? Para isso, lista-se os problemas em que
a Anélise Combinatoéria é tema central ou tema suporte das edigoes de 2018 a 2023 atra-
vés da plataforma Super Professor, em uma tentativa de reconhecer os impactos para a
resolucao das questoes, analisando a similaridade das resolugoes com os raciocinios uti-
lizado nas deducgoes das formulas. A principio, espera-se que as deducoes das formulas
possam colaborar de alguma maneira na resolugao dos problemas do ENEM. Todavia, ao
final deste trabalho, percebe-se a baixa eficiéncia das dedugoes das formulas de Anélise

Combinatoria no que se refere a resolugao dos problemas da prova do ENEM.

Palavras - chave: Formulas Matematicas; ENEM; Analise Combinatoria.



ABSTRACT

Initially, the National High School Exam (ENEM) was created for high school graduates
to assess their knowledge. However, since its reformulation in 2009, it has become one
of the main means of access to Brazilian public and private universities, as well as to
scholarships and a guide for public policies. In view of this, the pedagogical practices of
teachers and educational institutions have changed drastically in order to better prepare
students for the exam. In this context, this work presents an analysis aimed at inves-
tigating the efficiency of the deductions of Combinatorial Analysis formulas in solving
ENEM problems. It seeks to answer the following question: How can the deduction of
Combinatorial Analysis formulas aid in solving ENEM problems? For this, the problems
in which Combinatorial Analysis is a central or supporting theme from the 2018 to 2023
editions are listed through the Super Professor platform, in an attempt to recognize the
impacts on problem-solving, analyzing the similarity of the solutions with the reasoning
used in the deductions of the formulas. Initially, it is expected that the deductions of
the formulas may somehow aid in solving ENEM problems. However, at the end of this
work, the low efficiency of the deductions of Combinatorial Analysis formulas in solving

the problems of the ENEM exam becomes apparent.

Keywords: Mathematical Formulas; ENEM; Combinatorial Analysis.
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1 Introducao

Segundo [Brito et al. (2012, p. 02), o processo de demonstragdes e provas de teore-
mas e formulas restringe-se quase em sua totalidade aos cursos superiores de Licenciatura
e Bacharelado em Matematica. Ao ingressar no curso de Matemética, seja na modali-
dade de bacharelado ou licenciatura, o estudante é normalmente surpreendido com uma
maneira diferente de ver a matematica. Formulas e teoremas sao apresentados no ensino
bésico sem acompanhar suas demonstragoes e dedugoes. Essa realidade nos faz questionar
o porqué desse olhar matematico nao ser apresentado no ensino basico, em particular, no
contexto de preparacao para o Exame Nacional do Ensino Médio.

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), foi criado no ano de 1998 com
o objetivo de avaliar o desempenho dos alunos que concluiram o Ensino Médio |Brasil
(1998). Medidas governamentais, como o uso da nota do ENEM para fins do ProUni, a
criacao de Comités Técnicos e Consultivos entre outros, que se sucederam ao longo dos
anos, tornaram o Exame um grande norteador de politicas educacionais. Dessa forma, o
ENEM tornou-se, nao somente avaliador da qualidade de ensino, mas também, requisito
de ingresso ao ensino superior.

Desde a sua criagao, a prova do ENEM tem ganhado importancia como principal
meio de acesso ao ensino superior no Brasil. Sua influéncia se estende, nao apenas ao pro-
cesso seletivo para institui¢oes de ensino superior, mas também aos curriculos do ensino
médio. O formato e os contetidos cobrados tém incentivado escolas e professores a adapta-
rem suas praticas pedagogicas visando preparar melhor os alunos para este exame. Como
resultado, o ENEM se tornou referéncia central no planejamento educacional, moldando
tanto o ensino quanto a aprendizagem.

Além disso, o ENEM cumpre um dos seus objetivos quando exige dos candidatos,
habilidades avancadas de compreensao, explicacao e resolucao de problemas em diversos
contextos e, principalmente, aplicagoes. Nos graficos das analises dos problemas, é possivel
perceber que o baixo percentual de colaboragao das dedugoes das féormulas demonstra que
a prova se preocupa mais com a aplicacao das formulas do que com o que é chamado de
matematica pura. As questoes sao elaboradas para avaliar a capacidade dos alunos de

aplicar conhecimentos teodricos a situacoes praticas, conforme (Costa-Beber e Maldaner
(2012, p. 02)

O Novo ENEM é uma tentativa valida de influenciar o curriculo escolar
adotado, redirecionar processos seletivos de Institui¢oes de ES e a vida
das pessoas que participam da escola com diversas formas de incentivo,
principalmente, pela expansao de suas funcoes. Infere-se, a partir das
fundamentacgoes teéricas do Novo ENEM, que questées propostas para
os estudantes devem exigir a compreensao, explicacao e resolucao de
problemas com abordagens multidimensionais e de diferentes contextos,
além da proposicao de solugoes e construgao de argumentagao com base
nos sistemas conceituais das diferentes dreas de conhecimento.



12

A escolha da Anélise Combinatoria se da devido recorrentes estudos a respeito da
dificuldade que os alunos tém para resolver as situagoes-problema propostas sobre essa
tematica. Segundo Alvim| (2013, p. 10)

[...] a disciplina é Matematica, estaremos no Ensino Médio, mas a difi-
culdade nao se encontra nos céalculos que serdo utilizados! A dificuldade
seré ler, analisar, interpretar, reescrever e, finalmente, utilizar alguma(s)
dentre as quatro operagoes fundamentais (somar, subtrair, multiplicar
ou dividir para obter solu¢ao de situagao-problema).

Nos anos 70, um estudo feito por Bachx, Poppe e Tavares (1975) destaca que a
Analise Combinatoéria é um desafio significativo para os alunos do ensino médio e tem
como principal causa o estudo e uso limitado de defini¢oes e féormulas, que conduzem os
estudantes a um processo educacional mecanico, comprometendo a compreensao daquilo
que estdo aprendendo. E importante que o aluno compreenda a origem e como é feita
a deducao das formulas que sao utilizadas nos problemas de Analise Combinatoéria para
que ele possa distinguir o uso de cada uma delas.

Handaya| (2017, p. 13-14) elenca quatro dificuldades na resolucao de problemas em
Analise Combinatoéria, sao eles: a variedade de problemas, dificuldade em ler e interpretar
o enunciado dos problemas, a memorizacao de formulas e a falta de padronizagao dos
termos utilizados em diferentes livros. A consequéncia direta dessas dificuldades é a
promoc¢ao de raciocinios equivocados na resolucao dos problemas, fazendo com que o
aluno se sinta desmotivado, desistindo de compreender o conteido e, posteriormente,
prejudicando-se no momento da prova.

Para além da sala de aula, observa-se a recorréncia do tema em 69 dissertagoes
apresentadas no programa PROFMAT nos tdltimos 5 anos, nas quais, apenas 1 foi abor-
dada no programa da Universidade Estadual do Piaui, 3 na Universidade Federal do Piaui
e 1 no Instituto Federal do Piaui, o que evidencia a escassez de estudos sobre o tema no
ambito piauiensd]

Assim, o tema deste trabalho é a deducao das férmulas na resolugao de problemas,
sendo delimitado pela contribui¢ao das dedugoes de férmulas na resolucao de problemas
do ENEM envolvendo a Anélise Combinatoéria. Este trabalho tem como problema de
pesquisa: como a dedugao de féormulas de Anélise Combinatoria podem colaborar na
resolucao de problemas do ENEM? Assim, o objetivo geral desta pesquisa é investigar a
eficiéncia das deducgoes das formulas de Anélise Combinatoéria na resolugao de problemas
do ENEM, nos anos de 2018 a 2023.

Nesse sentido, tragam-se os seguintes objetivos especificos: 1) Levantar dados his-

toricos acerca do ENEM como instrumento avaliativo; 2) Mensurar a importancia da

'Disponivel em: https://profmat-sbm.org.br/dissertacoes,/
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Analise Combinatoria nas provas do ENEM, apresentando a recorréncia do tema nas pro-
vas através de graficos; 3) Estruturar as definigoes e as dedugoes das formulas de Anélise
Combinatoria; 4) Analisar a eficiéncia das dedugoes na resolugao de situagoes-problema
nas provas de 2018 a 2023.

O trabalho esta estruturado em 6 capitulos. No capitulo[I], foi realizada uma breve
introducao a respeito da Analise Combinatoria, do ENEM e o tema que se pretende abor-
dar neste trabalho. O capitulo [2] aborda os aspectos historicos do ENEM e a recorréncia
do tema nas edi¢oes do Exame. O capitulo [3| traz os conceitos e as dedugoes das formulas
abordadas. No capitulo [, encontra-se a metodologia utilizada neste trabalho. No capi-
tulo [5] concentram-se as questoes do tema presentes nas provas do ENEM, nos anos de
2018 a 2023, divididas em dois grupos. Imediatamente apos os grupos de questoes, ainda
no capitulo[f] encontra-se a anélise das questoes. Por fim, no capitulo[6] as consideragoes
finais acerca da dissertacao. Nos apéndices A e B, encontram-se as resolugoes sugeridas

pela plataforma Super Professor das questoes analisadas neste trabalho.
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2 Analise Combinatéria na conjuntura do ENEM

O presente capitulo relata a trajetoria historica do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM), identificando os principais eventos que marcam sua historia até o cha-
mado ‘novo ENEM” — nome dado a reformula¢ao do exame no ano de 2009. Além disso,
apresenta a matriz de referéncia do ENEM na area de matemaética e suas tecnologias. Ao
final, aborda o quantitativo de questoes de Analise Combinatéria cobradas nas provas do

ENEM no periodo de 2009 a 2023.

2.1 Historico do ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM foi criado em 1998, como disposto
no Brasil (1998, p. 178):

Instituir o Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM, como proce-
dimento de avaliagdo do desempenho do aluno, tendo por objetivos:
I — conferir ao cidadao pardmetro para auto-avaliagdo, com vistas &
continuidade de sua formagcao e & sua inser¢ao no mercado de trabalho;
II — criar referéncia nacional para os egressos de qualquer das modali-
dades do ensino médio;

IIT — fornecer subsidios as diferentes modalidades de acesso & educagao
superior;

IV — constituir-se em modalidade de acesso a cursos profissionalizantes
pos-médio.

De acordo com Brasil (2002, p. 09), a prova era constituida por 63 questoes de
miltipla escolha e uma proposta de redagao com o objetivo de avaliar as competéncias e
habilidades desenvolvidas pelos alunos participantes do exame. Segundo Brasil (2002, p.

11) as competéncias avaliadas pelo exame sao:

I. Dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das
linguagens matemaética, artistica e cientifica.

II. Construir e aplicar conceitos das varias areas do conhecimento para a
compreensao de fendmenos naturais, de processos histérico-geograficos,
da producao tecnoldgica e das manifestagoes artisticas.

III. Selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e informagoes
representados de diferentes formas, para tomar decisdoes e enfrentar
situacoes-problema.

IV. Relacionar informacgoes, representadas em diferentes formas, e
conhecimentos disponiveis em situacées concretas, para construir
argumentacao consistente.

V. Recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para elaboragao
de propostas de intervencao solidaria na realidade, respeitando os
valores humanos e considerando a diversidade sociocultural.

Na sua primeira edicao, o ENEM registrou 157.221 inscri¢oes, com aplicagao em
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184 municipios brasileiros. No que se refere ao acesso a Instituicao de Educacao Su-
perior, apenas duas instituicoes utilizaram a nota da primeira edicao do ENEM como
meio de selegao, sendo estas a Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP) e a Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro (PUC-RJ). Ao final do ano de 1999, em sua
segunda edi¢ao, houve um aumento significativo no ntimero de participantes, de 157.221
para 315.960, atribuido ao aumento de institui¢oes de ensino que utilizariam a prova como
instrumento de selecao. O numero de instituicoes parceiras aumentou de duas em 1998
para noventa e trés em 1999.

Em 2004, o Programa Universidade para Todos (ProUni)ﬂ adotou a nota do ENEM
para a concessao de bolsas de estudos integrais e parciais. Neste ano, o Exame contou
com 1.552.316 inscritos e a prova foi aplicada em 608 municipios.

O emprego da pontuacao do ENEM como critério para o acesso as universidades
publicas resultou em um aumento significativo no nimero de participantes do exame ao
longo dos primeiros 11 anos de criacao. Esse aumento encontra justificativa nas politicas
governamentais de facilitagao de acesso ao ensino superior, a exemplo da criacao de bolsas

de estudo em institui¢oes privadas. O aumento no nimero de inscritos ¢ ilustrado na

Figura

Figura 1: Namero de Inscritos no ENEM de 1998 a 2008
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Com a crescente demanda e a criagao do Sistema de Selecao Unificada (SISU)El,

em 2009 o exame foi aperfeicoado e passou a ser chamado de Novo ENEM. Naquele ano,

20 Programa Universidade para Todos (Prouni), ¢ um programa do governo federal destinado & conces-
sdo de bolsas de estudo integrais e bolsas de estudo parciais de 50% (cinquenta por cento) para estudantes
de cursos de graduagao e sequenciais de formagao especifica, em institui¢oes privadas de ensino superior,
com ou sem fins lucrativos .

3“Trata-se de um sistema informatizado, gerenciado pela Secretaria de Educacdo Superior, por meio
do qual instituicdes publicas gratuitas de educagao superior ofertam vagas em cursos de graduacao a

estudantes, que sao selecionados exclusivamente pelas notas obtidas no Enem” (2014} p. 60).
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as matrizes de referéncia sao reformuladas com base nas Matrizes de Referéncia do Exame
Nacional para Certificagdo de Competéncias de Jovens e Adultos (Encceja). Junto com
a reformulacao da matrizes de referéncia, o ENEM tornou-se opc¢ao para a obtencao do
certificado de conclusao do Ensino Médio [Sakalauskas e Trevisan (2017, p. 02). Contudo,
em 2017, o MEC adotou algumas mudancas e, dentre elas, o fim da certificacao do Ensino
Médio através do ENEM Almeidal (2020, p. 17), tendo como consequéncia a redugao no
ntmero de inscritos, em relagao a edigdo de 2016, conforme mostra a Figura [2]

Assim, com a mudanga nas matrizes de referéncia, a prova passou a ser dividida em
quatro areas do conhecimento: linguagens, codigos e suas tecnologias, matemaética e suas
tecnologias, ciéncias da natureza e suas tecnologias e ciéncias humanas e suas tecnologias,
cada area é contemplada com 45 questoes, além de uma proposta de redacao que devera
ser escrita em lingua portuguesa e na estrutura de um texto dissertativo-argumentativo
Andriola (2011, p. 115-116). Outra mudanca que o Novo ENEM trouxe consigo foi a
utilizagdo da Teoria de Resposta ao Item (TRI) em suas provas desde 2009 até os dias
atuais. Em suma, a TRI leva em consideragao as caracteristicas psicométricas de cada
item, que sao capazes de distinguir os individuos que realizaram um teste Costa et al.
(2017, p. 14).

Sete competéncias sao delineadas na nova matriz de matematica e suas tecnolo-
gias, cada uma associada a um numero especifico de habilidades. O escopo deste estudo
concentra-se nas competéncias e habilidades relacionadas aos objetivos da Analise Com-
binatéria da seguinte forma, segundo |ENEM) (2013)):

Competéncia de area 1 - Construir significados para os nime-
ros naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e represen-
tagoes dos nimeros e operagoes - naturais, inteiros, racionais ou reais.
H2 - Identificar padrées numéricos ou principios de contagem.

H3 - Resolver situagao-problema envolvendo conhecimentos numeéricos.
H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numeérico na construcgao de
argumentos sobre afirmacoes quantitativas.

HS5 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conheci-
mentos numeéricos.

Em 2013, além de ser utilizada na concessao de bolsas de estudos do programa
Ciéncias sem Fronteiras, a nota do ENEM foi adotada como critério de selecao para
quase todas as instituicoes federais. A substituicdo dos vestibulares tradicionais pelo
Novo ENEM visa instigar a reestruturacao dos curriculos do Ensino Médio, almejando
aprimorar a qualidade da educacao Costa-Beber e Maldaner| (2012, p. 02). Dessa maneira,
o Novo ENEM torna-se uma tentativa de adequar os processos seletivos das Instituicoes
de Ensino Superior, a fim de democratizar o acesso, reduzir a evasao escolar e possibilitar
a mobilidade académica daqueles que estdao concluindo o ensino béasico. Ademais, as

mudancas ocorridas em 2009 refletiram no aumento de inscricbes nos anos seguintes,
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como mostra a Figura

Figura 2: Numero de inscritos no ENEM de 2009 a 2023
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

E importante salientar que, no ano de 2020, dos 5.616.115 inscritos no ENEM,
apenas 2.795.369 candidatos compareceram aos dois dias de prova ou a, pelo menos,
um dia. Isso representa, aproximadamente, 49% dos inscritos e, nos anos subsequentes,
observa-se uma queda acentuada no nimero de inscritos. Essa queda no nimero de
participantes e no niimero de inscritos nos anos posteriores, é reflexo do agravamento da
pandemia da COVID-19 que, indiscutivelmente, afetou a educacao, conforme se observa
na Figura

2.2 Analise Combinatéria nas provas do ENEM

Em 16 de fevereiro de 2017, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) foi in-
tegrada a legislacao nacional por meio da Lei 13.415, apés a aprovagao da Resolucao do
Conselho Nacional de Educagao (CNE) n® 2, datada de 22 de dezembro de 2017. Essa
resolu¢ao nao apenas estabelece como também orienta a implementacao da BNCC, que
formaliza o conjunto de aprendizagens essenciais para as etapas que compoem a Educacao
Basica.

A BNCC divide os componentes curriculares do Ensino Médio em quatro areas:
Linguagens e suas tecnologias; Ciéncias da natureza e suas tecnologias; Ciéncias humanas
e sociais aplicadas; Matemaética e suas tecnologias. Este trabalho concentra sua atencao

na area de Matematica e suas tecnologias.
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A Matematica, assim como outras dreas do conhecimento, inclui habilidades espe-
cificas em cada etapa do Ensino Fundamental e Médio. Antes de detalhar as habilidades
relacionadas & Analise Combinatoéria, é importante entender o processo de identificagao
deste codigo alfanumérico que simplifica a localizacao das habilidades em cada etapa da
Educagao Bésica. Por exemplo, no codigo EM13MAT311, existem quatro sequéncias
intercaladas, duas alfabéticas e duas numéricas, que variam de acordo com a etapa da
Educagao Bésica. De acordo com Brasil (2018) o primeiro par de letras (EM) indica a
etapa da educac@o bésica, neste caso, Ensino Médio. O primeiro par de nimeros (13)
indica que a habilidade descrita pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Mé-
dio. A segunda sequéncia de letras (MAT) indica a area ou o componente curricular,
neste caso, Matemaética e suas tecnologias. Por fim, os nimeros finais (311) indicam a
competéncia especifica a qual se relaciona a habilidade (1° namero) e a sua numeragao no
conjunto de habilidades relativas a cada competéncia (dois tltimos numeros).

No Ensino Fundamental, é possivel destacar trés habilidades que estao diretamente

ligadas ao estudo de Contagem, Principio Aditivo e Principio Multiplicativo. Segundo

Brasil (2018)

(EF04MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipu-
lavel, problemas simples de contagem, como a determinacao do niimero
de agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma cole-
¢ao com todos os elementos de outra, utilizando estratégias e formas de
registro pessoais.

(EFO5MAO09) Resolver e elaborar problemas simples de contagem envol-
vendo o principio multiplicativo, como a determinacdo do ntmero de
agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma colegao
com todos os elementos de outra colegao, por meio de diagramas de
arvore ou por tabelas.

(EFO8MAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao
envolva a aplicagao do principio multiplicativo.

Para o Ensino Médio, sao apresentadas duas habilidades que estao associadas a

Anélise Combinatoria. De acordo com [Brasil (2018]) sao elas:

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios
multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o dia-
grama de arvore.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos ale-
atoérios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar
problemas que envolvem o célculo da probabilidade.

As habilidades que envolvem o contetido de Anéalise Combinatoéria estao presentes
desde a criagao do ENEM e ganharam maior destaque com a implementacao da BNCC,
tornando-se temas de grande importancia na Educacao Basica, assim como na prova de

selecao para cursos superiores.
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Um levantamento feito por |Costa et al.| (2021, p. 68) indicou que, apos a refor-

mulagao da Matriz Curricular, foi observada uma incidéncia relevante do conteido das
provas do ENEM e que, por vezes, o contetudo de Anélise Combinatoria foi utilizado como
suporte para resolver as questoes de Probabilidade. De acordo com a plataforma Super
Professorﬂ7 a Anéalise Combinatoria tem um quantitativo de 44 questoes aplicadas nas
provas do ENEM, nos anos de 2009 a 2023, incluindo as provas ENEM Libras, Enem 22
aplica¢do (quando houve), ENEM digital e ENEM PPL e, ainda, as questoes em que a
Anaélise Combinatoéria foi contetido suporte para resolucao de questoes de Probabilidade.
A Figura[3] a seguir, mostra o histérico das questoes de Analise Combinatoria no ENEM
a partir do ano de 2009 até o ano de 2023.

Figura 3: Questoes de Analise Combinatoria no ENEM
7

6

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Analisando a Figura [3] percebe-se que o conteido de Analise Combinatoria esté
presente em todos os anos na prova do Novo ENEM, com destaque nos anos de 2017
e 2020, seja como tema central das questoes ou como tema suporte das questoes de
Probabilidade. Isso mostra a importancia e o desafio de preparar adequadamente os

alunos para responderem a esse tipo de questao.

40 SuperPro, como ¢é mais conhecido, foi desenvolvido para ser um gerenciador de
questoes que possibilitasse ao professor rapidamente elaborar suas atividades de avaliagao.
Hoje, contendo um banco de itens com mais de 189.400 questoes [..] Disponivel em:
https://www.sprweb.com.br/mod _superpro/index.php?PG=EMPRESA
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3 Analise Combinatoéria

Este capitulo aborda fatos histéricos relacionados a Analise Combinatoéria, ramo da
Matematica presente nas provas do ENEM, como visto no capitulo anterior. Apresenta os
conceitos basicos da Analise Combinatoéria, como o Principio Fundamental da Contagem,
e as dedugoes das formulas de Combinagao Simples, Arranjo Simples, Permutacao Simples

e Permutacao com Elementos Repetidos.

3.1 Aspectos Histoéricos

Esta secao, apresenta alguns aspectos e contribuicoes histéricas acerca da Anélise
Combinatoéria. Para Biggs (1979, p. 179)

A combinatoria foi bastante negligenciada pelos historiadores da mate-
matica. No entanto, existem boas razoes para estudar as origens do as-
sunto, uma vez que é um tipo de subcultura matematica, nao exatamente
paralela em seu desenvolvimento as grandes disciplinas de aritmética, al-
gebra e geometria.

A formalizagao e o desenvolvimento da teoria da Analise Combinatoéria ocorreram
a partir do século XVI, contudo ha registros de problemas de contagem na antiguidade.
Os registros mais antigos sao atribuidos aos chineses, e datam de quatro milénios na obra
[-King (ou I Ching), na qual consta os Quadrados Magicos, segundo |Oliveira/ (2023))

Em 1856, o escocés Alexander Henry Rhind (1833-1863) adquiriu um papiro no
qual constavam escritos de matemética. Tal papiro foi nomeado de Papiro de Rhind em
homenagem ao escocés. Segundo [Oliveira, (2023, p. 35) data do Papiro de Rhind é de 1650
a.C. aproximadamente e contém 85 problemas matematicos. Dentre esses problemas, o

problema 79 esta associado a contagem. De acordo com Boyer (1974 p. 33):

Assim o Pro. 79 cita apenas “sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas
de trigo, 16807 hectares”. E presumivel que o escriba estava tratando
de um problema, talvez bem conhecido, em que em cada uma das sete
casas havia sete gatos, cada um deles come sete ratos, cada dos quais
havia comido sete espigas, cada uma delas teria produzido sete medidas
de grao. O problema evidentemente nao pedia uma resposta pratica,
que seria a quantidade de grao poupadas, mas a nao-pratica soma dos
nimeros de casas, gatos, ratos, espigas e medidas de grao.

Poucos registros se tem das contribuicoes gregas a respeito do que hoje chamamos
de Analise Combinatoéria. Acredita-se que os gregos estariam mais interessados no campo
visual da matemaética, como na geometria. Assim, um dos registros que foi atribuido a

Arquimedes (287 a.C - 212 a.C) foi o jogo chamado Stomachion semelhante ao Tangram

como ilustra a Figura

O Stomachion é um desafio composto por 14 formas geométricas, primariamente
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Figura 4: A esquerda o jogo Stomachion, & direita o tabuleiro Tangram.

Fonte: Wikipedia

tridngulos. Ao serem combinadas, essas pegas se organizam em um quadrado. Conforme
relata p. 18), o historiador da Matemaética Reviel Netz publicou um artigo
em dezembro de 2013 no jornal norte-americano The New York Times, sob o titulo “In
Archimedes Puzzle”, da Universidade de Stanford, Califérnia. Netz conclui que Arquime-
des estava interessado em determinar quantas maneiras existem de encaixar as 14 pecas
para formar o quadrado.

Apos a Idade Média, a Analise Combinatoria teve um avango significativo devido a
contribuigoes de diversos estudiosos que deixaram obras importantes, seja individualmente
ou por meio de colaboragoes académicas, a exemplo dos mateméticos Blaise Pascal (1632-
1662) e Leonhard Euler (1707-1783) que contribuiram significativamente em diversas areas

da matematica, desenvolvendo teorias que sao aplicadas atualmente.

Figura 5: Blaise Pascal

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Blaise Pascal

Pascal dedicou-se nos estudos sobre o Tridngulo Aritmético, uma contribuigao
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chinesa que ja existia ha aproximadamente 600 anos, descobrindo propriedades que nao
foram estudadas antes. Devido a essas descobertas significativas, a tabela numérica passou
a ser chamada de Triangulo de Pascal, no qual os elementos sao dispostos de acordo com
as propriedades das combinagoes e auxiliam em alguns calculos probabilisticos. Pascal
demonstrou, dentre outras propriedades, a propriedade associada a soma dos elementos
de uma linha, que resulta em 2", onde n é o ntimero da n-ésima linha. A Figura [6] mostra

o Triangulo de Pascal e a propriedade citada anteriormente.

Figura 6: Triangulo de Pascal e a soma dos elementos de uma linha
1—(2%).

1—+—{2%)

Fonte: https://vestibulares.estrategia.com/portal /materias/matematica/triangulo-de-pascal/

J& o suigo Leonhard Euler, deixou contribuicoes relevantes nos mais diversos cam-
pos da matematica. Um dos marcos fundamentais é a origem do conceito das Permutacoes
Caoticas, como as conhecemos atualmente, que se desenvolveu a partir da colaboragao
académica entre Euler e Nicolau Bernoulli (1687-1759), mediada por correspondéncia.
Em uma dessas trocas de cartas, Euler foi desafiado por Nicolau a resolver um problema
intrigante: enumerar quantas sao as possiveis formas de se colocar uma certa quantidade

de cartas, na mesma quantidade de envelopes com destinatéarios distintos, de modo que

nenhuma das cartas esteja no envelope correto |Filho e Ferreiral (2017, p. 01).

Figura 7: Leonhard Euler

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler
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3.2 Principios e métodos de contagem

Para |Morgado et al.| (2006, p. 01), a parte da Matemaética que estuda as relagoes

e estruturas discretas ¢ a Analise Combinatoria. Segundo Morgado et al. (2006, p. 01):

O que é Analise Combinatoria ou simplesmente Combinatéria? A maior
parte dos alunos do Ensino Médio responderia que ela é o estudo das
combinagoes, arranjos e permutagoes. Isso no entanto é uma resposta
parcial, pois embora combinagoes, arranjos e permutagoes fagam parte
da Analise Combinatoéria, sdo conceitos que permitem resolver tipos de
problemas de Analise Combinatoria: os de contagem de certos tipos de
subconjuntos de um conjunto finito, sem que seja necessario enumerar
seus elementos.

Dessa maneira, apresentam-se os conceitos bésicos que regem a Analise Combina-
toria do Ensino Médio, os principios de contagem e as dedugoes das féormulas que derivam
dos principios de contagem. O principio a seguir consta no livro “Introducao a Anélise
Combinatoria” de Santos, Mello e Murari (2007, p. 39):

3.2.1 Principio Aditivo: Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos (AN B = &) com,
respectivamente, p e ¢ elementos, entao A U B possui p + ¢ elementos.

Para ilustrar o Principio Aditivo, observa-se o exemplo 1: Numa confeitaria, ha 5
sabores de picolés e 3 sabores de salgados. Suponha que Maria s6 tenha permissao para
tomar um picolé ou comer um salgado. Quantos sao os possiveis pedidos que Maria pode
fazer?

Veja que Maria pode escolher entre 5 sabores de picolés ou 3 sabores de salgados.
Portanto, Maria tem 8 possibilidades diferentes de fazer o seu pedido.

E importante destacar que o conectivo “ou” carrega consigo a ideia de unido entre
conjuntos. Quando nao ha interseccao entre tais conjuntos, a operagao matemaéatica que
deve ser realizada, entre a quantidade de elementos dos conjuntos envolvidos, é a adicao.

A seguir, o Principio Multiplicativo, de acordo com o livro “Anélise Combinatoria
e Probabilidade” de Morgado et al.| (2006, p. 16):

3.2.2 Principio Multiplicativo: Se uma decisao d; pode ser tomada de x maneiras
e se, uma vez tomada a decisao dy, a decisao d, puder ser tomada de y maneiras entao o
nimero de maneiras de se tomarem as decisoes d; e ds é x - y.

Para representar o Principio Multiplicativo, observa-se o exemplo 2: Para fazer
uma viagem Teresina-Corrente-Teresina, posso usar como transporte o 6nibus das empre-
sas: Real Maia, Guanabara e Real Sul. De quantos modos posso escolher a empresa se
nao desejo usar, na volta, a mesma empresa utilizada na ida?

Perceba que, para a decisao d; (ida para Corrente), ha 3 modos de escolher a
empresa e, para a decisdo dy (volta para o Teresina), ha 2 escolhas possiveis (visto que
nao é possivel escolher a mesma empresa de ida). De acordo com o Principio Multiplicativo

hé 3 -2 = 6 maneiras de escolher as empresas que farao a viagem.
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Note a presenca do conectivo “e” para a solucao do problema. Veja que para realizar
o trajeto o viajante precisa fazer a decisao d; e a decisao dy. Assim, nos problemas de
contagem, deve-se observar as decisoes sucessivas para resolugao e, em seguida, utilizar o
Principio Multiplicativo.

Para além dos principios multiplicativo e aditivo, este trabalho aborda os métodos
de contagem: Permutacao Simples, Permutagao com elementos repetidos, Combinagao
Simples e Arranjo Simples. Para isso, é importante exibir as deducoes das férmulas
desses métodos de contagem a partir do Principio Multiplicativo.

Os métodos de contagem a seguir sao chamados de Permutagao Simples e Permu-
tagao com Elementos Repetidos.

3.2.3 Permutacao Simples: Seja X um conjunto com n elementos distintos, define-se
como Permutacgao Simples cada uma das sequéncias ordenadas, formada pelos n elementos
de X. A formula utilizada para encontrar o niimero de permutagoes simples de n objetos

¢ denotada por:

A seguir, a dedugao da féormula anterior, apresentada no artigo Aratjo, (2019, p. 23):
Para ocupar a primeira posi¢ao da sequéncia, temos a disposicao, n elementos;
para ocupar a segunda posicao, temos n — 1 elementos a disposicao, ja que um deles

ocupou a primeira posicao. Seguindo esse raciocinio, temos que:
Po=n-n—1)-(n—2)-...-2-1=n!
[ |

Quando ha elementos repetidos, deve ser utilizada a férmula de permutacao com
n!

elementos repetidos. Assim, chamamos de P;1" " = o total de permu-

rilergl e,
tagoes de n objetos, onde elementos se repetem ry, o, ..., 71"Z ve22es. A sfeguir, a deducao da
formula de Permutagao com Elementos Repetidos de acordo com |Aratjo| (2019, p. 24):
Considere os elementos ai, as,as, ..., a,, onde o elemento a; se repete r; vezes, o
elemento ay, se repete ry vezes, até o elemento a, que se repete r, vezes, e a0 somarmos
r1 + ro+, ..., +7r, = n, ou seja, temos n elementos. Podemos permutar os n elementos de
P, = n! maneiras, mas repare que o elemento a; pode ser permutado de P,, = r;! ma-
neiras, porém isso nao gera novas permutagoes, o0 mesmo ocorre com os demais elementos
repetidos, portanto para deixarmos de contar essas “falsas” permutagoes devemos realizar

a seguinte divisao
n!

— !)T17T27"'1TZ
N n
1- 20 ... o
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As definigoes 3.2.4 e 3.2.5 sao relativas aos métodos de contagem, os quais sao uti-
lizados em problemas de agrupamentos. As defini¢oes sao encontradas no artigo Oliveira
(2023} p. 41-42):

3.2.4 Arranjo Simples: Seja X um conjunto com n elementos distintos, define-
se como Arranjo Simples dos n elementos, tomados p a p, com p < n, cada um dos
agrupamentos formados por p elementos distintos entre si pela ordem ou pela espécie, do

conjunto X.

A férmula de Arranjo Simples é denotada por A, , = e deduzida, de

(n—p)!
acordo com Araujo (2019} p. 23), a seguir:

Para ocupar a primeira posicao podemos escolher entre n elementos, para a se-
gunda n—1 elementos até chegarmos a escolha do p-ésimo elemento onde temos n—(p—1),
pois ja haviamos escolhido p — 1 elementos para ocupar as posi¢oes anteriores, logo temos

que o total de possibilidades seré

Ap=n-n—1)-(n—-2)-...-(n—(p—1)=n-(n—1)-...-(n—p+1)

—n)!
Ao multiplicar a expressao por n—p)., obtemos
(n —p)!
n-m—1)-n—=2)-...-(n—p+1)-(n—p)! n!
Anp = ! - !
(n —p)! (n —p)!

3.2.5 Combinagao Simples: Seja X um conjunto com n elementos distintos, define-
se como combinagoes simples dos n elementos, tomados p a p, p < n, cada um dos
agrupamentos formados por p elementos, distintos entre si, do conjunto X, ou como o

nimero de subconjuntos com p elementos de um conjunto com n elementos.
n!

A férmula de Combinacao Simples ¢ denotada por C,, , =
pt-(n—p)!

e deduzida,

de acordo com |Aratujo| (2019, p. 23-24), a seguir:

Se a ordem importasse poderiamos utilizar a formula anterior para calcular, donde

n!

terfamos A, , = Como a ordem nao importa, devemos inicialmente pensar

(n —p)!
de quantas formas diferentes poderiamos permutar p elementos, para isso recorremos a
formula de permutacao simples dai P, = p!

Portanto, basta realizar a divisao

Este trabalho destaca a diferenca entre arranjo simples e combinacao simples.

Santos, Mello e Murari (2007, p. 57) afirmam que o arranjo simples sao todos os grupos
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de p elementos distintos, que diferem entre si pela natureza e pela ordem dos elementos
agrupados. Ainda, segundo [Santos, Mello e Murari| (2007, p. 62), deve ser considerada
combinacao simples quando se tem agrupamentos de elementos que diferem entre si so-
mente pela sua natureza. A diferenca entre arranjo e combinacao é exemplificada nos
exemplos 3 e 4. Veja:

Exemplo 3: Uma competi¢ao de natagao no Circulo Militar de Teresina conta com
8 atletas. Sabendo disso, calcule de quantas maneiras podemos entregar os troféus de 1°,
2° e 3° lugar.

Comentario: Perceba que os elementos que compoem o poédio sao diferentes tanto
pela sua natureza, considerando que sao pessoas distintas, quanto pela ordem, pois ao
trocar o posicionamento, cada pessoa recebera um troféu diferente. Assim, esse problema
pode ser resolvido com o uso da férmula de Arranjo Simples.

Exemplo 4: Em uma sala de aula do Instituto Federal do Piaui, ha vinte alu-
nos dos quais trés serao selecionados para representarem a escola em uma Olimpiada de
Matematica. De quantas maneiras esses alunos podem ser selecionados?

Comentario: Neste problema, é possivel observar que, independentemente da or-
dem em que forem escolhidos os trés alunos, eles formarao um grupo que ird representar
a escola na Olimpiada. Portanto, esse problema pode ser resolvido com o uso da férmula

de Combinagao Simples.
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4 Metodologia

A metodologia utilizada no trabalho aborda as provas do ENEM realizadas no
periodo de 2018 a 2023. Assim, ela é caracterizada como uma pesquisa de procedimento
bibliografico e documental uma vez que, segundo |Gil (2002, p. 45), o documento pesqui-
sado nao sofreu nenhum tratamento analitico. Além disso, para|LUdke e AndrE| (2018, p.
45), a analise documental busca identificar informagoes factuais nos documentos a partir
de questoes ou hipoteses de interesse. Para tanto, busca-se em quais situagoes-problema
as deducoes das formulas de Anélise Combinatoria podem contribuir na resolucao de
questoes do ENEM.

Nesse sentido, ao analisar as provas do ENEM, faz-se uma pesquisa qualitativa
e quantitativa envolvendo as situagoes-problema referente ao conteiido de Analise Com-
binatoéria, com o intuito de quantificar os problemas e descrever as situagoes em que as
deducgoes das formulas, através dos principios de contagem, podem colaborar nas suas

resolugoes. Nesse sentido, segundo [Matias-Pereira et al| (2016), pode-se afirmar que:

No método qualitativo a pesquisa é descritiva, ou seja, as informagoes
obtidas nao podem ser quantificiveis. Por sua vez, os dados obtidos sao
analisados de forma indutiva. Nesse sentido, a interpretacdo dos feno-
menos e a atribuicao de significados sao bésicas no processo de pesquisa
qualitativa.

Diante do exposto, o campo utilizado para a pesquisa é a plataforma Super Pro-
fessor, banco de questoes comumente utilizado pelos professores para a elaboracao de
avaliacoes e atividades em que constam as provas do ENEM e as respectivas resolucoes
dos problemas.

Para a analise quantitativa, foi feito o levantamento do nimero de problemas envol-
vendo a Analise Combinatoria nas provas do ENEM, de 2018 a 2023. Apo6s o levantamento
e apresentagao das questoes, é feita a andlise a que se propoe este trabalho. Posterior-
mente a anélise das questoes, é feito um grafico apresentando o percentual de questoes em
que as deducgoes das formulas foram eficientes para a resolucao do problema. Conforme
Costal (2019} p. 45), no que diz respeito a anélise quantitativa, o levantamento de dados
envolve graficos, tabelas e outras ferramentas mostrando as categorias e apresentando as
suas frequéncias.

No que diz respeito a analise qualitativa, os dados foram divididos em dois grupos,
de acordo com a forma em que as alternativas das questoes foram apresentadas. Por fim,
ainda conforme |Costal (2019, p. 45), para cada categoria ou agrupamento foi feito um

texto sintetizando a anélise de cada grupo.
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5 Situacoes-Problema do ENEM

Este capitulo apresenta questoes do ENEM, dos anos de 2018 a 2023, em que se faz
o uso do conteudo Anélise Combinatoria para resolvé-las, seja como contetido principal
ou como contetido suporte. Além disso, analisa-se em quais contextos as deducgoes das
formulas podem contribuir na resolu¢ao. Nesse sentido, apresentam-se a seguir as questoes
levantadas e a anédlise proposta por este trabalho, de maneira agrupada, conforme se
apresentam as alternativas de resposta em cada situacao-problema. Ao final do trabalho,
nos apéndices A e B, encontra-se a resolugao sugerida pela plataforma Super Professor
dos problemas analisados. Com efeito, as questoes anuladas pelo INEP foram retiradas

desta anélise.

5.1 Questoes que apresentam férmulas, expressoes algébricas ou

numéricas como resposta

Problema 1: (Enem 2018)
O Salao do Automével de Sao Paulo é um evento no qual varios fabricantes expoem
seus modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principalmente, suas inovagoes em

design e tecnologia.
Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado).

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada
e outro na regiao central do salao, expondo, em cada um deles, um carro compacto e uma
caminhonete. Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro
carros compactos, de modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem
escolhidos aqueles que serdao expostos. A posicao dos carros dentro de cada estande é
irrelevante.

Uma expressao que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes

podem ser compostos é

a) Ailo

o

) C
0)02x02x2><2
d) A2 x A2 x 2 x 2
e) C? x C2



29

Problema 2: (Enem 2019)

Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo formado por uma locomo-
tiva, pintada na cor preta, mais 12 vagoes de iguais formato e tamanho, numerados de 1
a 12. Dos 12 vagoes, 4 sao pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2
na cor amarela. O trem é montado utilizando-se uma locomotiva e 12 vagoes, ordenados

crescentemente segundo suas numeragoes, conforme ilustrado na figura.

o |

Fonte: Prova ENEM

De acordo com as possiveis variacoes nas coloracoes dos vagoes, a quantidade de

trens que podem ser montados, expressa por meio de combinagoes, é dada por
a) Oy x Oy x CF, x Cf

b) Cfy + C3 + C2 + C3

c) Oy x 2 x Cg x C2

d) Cfy +2 x CH, + Cf,

e) Oy x C3 x C2 x C2

Problema 3: (Enem digital 2020)

Um modelo de telefone celular oferece a opcao de desbloquear a tela usando um

padrao de toques como senha.

Fonte: Prova ENEM

Os toques podem ser feitos livremente nas 4 regioes numeradas da tela, sendo que

o usuério pode escolher entre 3, 4 ou 5 toques ao todo.

Qual expressao representa o namero total de codigos existentes?
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Problema 4: (Enem PPL 2020)

O governador de um estado propoe a ampliagao de investimentos em seguranca
no transporte realizado por meio de trens. Um estudo para um projeto de lei prevé que
se tenha a presenca de trés agentes mulheres, distribuidas entre os 6 vagdes de uma com-
posicao, de forma que duas dessas agentes nao estejam em vagoes adjacentes, garantindo

assim maior seguranca aos Usuarios.

Disponivel em: www.sisgraph.com.br. Acesso em: 29 jan. 2015 (adaptado).

A expressao que representa a quantidade de maneiras distintas das trés agentes serem

distribuidas nos vagoes é
a) C3 + 3!

b) C,
c) CF x 3!
d) A

A3

e) Ay x 3!

Problema 5: (Enem 2020)

Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem “TOM MARVOLO
RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”. Suponha que Harry quisesse
formar todos os anagramas da frase “I AM POTTER”, de tal forma que as vogais e
consoantes aparecessem sempre intercaladas, e sem considerar o espagamento entre as
letras.

Nessas condigoes, o niimero de anagramas formados é dado por
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Problema 6: (Enem PPL 2020)

A prefeitura de uma cidade esta renovando os canteiros de flores de suas pracas.
Entre as possiveis variedades que poderiam ser plantadas, foram escolhidas cinco: amor-
perfeito, cravina, pettunia, margarida e lirio. Em cada um dos canteiros, todos com
composigoes diferentes, serao utilizadas somente trés variedades distintas, nao importando
como elas serao dispostas. Um funcionério deve determinar os trios de variedades de flores
que irao compor cada canteiro. De acordo com o disposto, a quantidade de trios possiveis

¢ dada por

a) b
b)5-3
5!

) 5-3)
51
(5—3)l2!
5!

) G=am

d)

Problema 7: (Enem PPL 2021)

Um diretor esportivo organiza um campeonato no qual havera disputa de times
em turno e returno, isto ¢, cada time jogara duas vezes com todos os outros, totalizando
380 partidas a serem disputadas.

A quantidade de times (x) que faz parte desse campeonato pode ser calculada pela

equacao

a) r = 380 — z*
b) 22 — z = 380
c) x? = 380

d) 2z —x = 380
e) 2z = 380

Problema 8: (Enem 2021)

Uma pessoa produzird uma fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de tecidos
diferentes e 5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem & sua disposicao 6
tecidos diferentes e 15 pedras ornamentais distintas.

A quantidade de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é

representada pela expressao

) 6 15!
& a1 105!
6 15!

) 120 T 108!
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6! 15!
P
6! 15!
R TR
21!
714!
Problema 9: (Enem 2022)

Um prédio, com 9 andares e 8 apartamentos de 2 quartos por andar, esta com todos

)

os seus apartamentos & venda. Os apartamentos sao identificados por ntumeros formados
por dois algarismos, sendo que a dezena indica o andar onde se encontra o apartamento,
e a unidade, um algarismo de 1 a 8, que diferencia os apartamentos de um mesmo andar.
Quanto a incidéncia de sol nos quartos desses apartamentos, constatam-se as seguintes
caracteristicas, em funcao de seus niimeros de identificacao:

- naqueles que finalizam em 1 ou 2, ambos os quartos recebem sol apenas na parte
da manha;

- naqueles que finalizam em 3, 4, 5 ou 6, apenas um dos quartos recebe sol na
parte da manha;

- naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os quartos recebem sol apenas na parte
da tarde.

Uma pessoa pretende comprar 2 desses apartamentos em um mesmo andar, mas
quer que, em ambos, pelo menos um dos quartos receba sol na parte da manha. De quantas
maneiras diferentes essa pessoa podera escolher 2 desses apartamentos para compra nas

condicoes desejadas?

6!
a)9><—(6_2)!

6!
B)Ix —
)9 G
. 41
)X %

2!
d -
)9 %

e)9><<<8+)!!><2!—1)

5.1.1 Analise do grupo 5.1

Observa-se que, neste grupo de questoes, ¢ essencial que o aluno saiba diferenciar
as situagoes em que deve utilizar o principio multiplicativo e o principio aditivo, além de
distinguir entre o uso da féormula de arranjo e a de combinacao simples. Nao é neces-
sario calcular os valores numéricos, mas apenas encontrar as expressoes que levariam ao

resultado correto.



33

Dentre esses problemas, verifica-se que as deducgoes das formulas de arranjo, combi-
nacao, permutacao simples e permutagao com elementos repetidos podem ajudar o aluno
a inferir a resposta correta apenas no problema 5.

A semelhanca entre a resposta correta do problema e a deducao da formula de
permutacao com elementos repetidos é evidente quando é necessério incluir, no calculo
do problema, a divisao da permutacao das letras repetidas. Para eliminar a troca de
elementos repetidos, deve-se dividir o célculo pela permutacao do ntimero de vezes que
cada elemento se repete, conforme demonstrado na dedugao da férmula de permutagao
com elementos repetidos.

E importante destacar que os problemas 6, 8 e 9, embora sejam semelhantes ao
problema 5 no que diz respeito as opgoes apresentadas, podem ser resolvidos pelo aluno
mesmo sem ter visto a demonstragao das féormulas de arranjo e combinacgao simples. Para
resolvé-los, é necessario e suficiente lembrar das féormulas e compreender a diferenca entre
o uso do arranjo e da combinacao simples.

Nos problemas de 1 a 4, é fundamental que o aluno seja capaz de distinguir entre
o uso de arranjo e combinagao simples, bem como compreender os principios aditivo e
multiplicativo. Para resolver o problema 7, é necessario que o aluno utilize a férmula
de arranjo simples e realize manipulagoes algébricas para chegar ao resultado. Nesses
problemas, a aplicacao correta das féormulas e conceitos é fundamental, exigindo do aluno
um entendimento sélido das técnicas matematicas envolvidas.

A Figura [§ a seguir, apresenta os resultados percentuais da anélise do grupo 5.1
sobre a eficiéncia das dedugoes de féormulas na resolucao de problemas deste grupo. Das
9 questoes analisadas, em 8 as dedugoes das formulas nao contribuiram para a resolugao
e, em apenas 1 problema, a deducao da férmula pode contribuir.

Observa-se que a dedugao da férmula contribuiu para um problema de permutagao
com elementos repetidos, em que a alternativa correta resulta na formula da permutagao
com elementos repetidos. Contudo, ainda que a deducao da férmula possa contribuir
para a resolucao do problema, é possivel resolver o problema utilizando apenas a for-
mula da permutacao com elementos repetidos, sem que seja necessario o aluno ter visto

anteriormente a deducgao da féormula.
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Figura 8: A eficiéncia das deducgoes de formulas na resolucao de problemas do grupo 5.1

m Colabora

m N3o colabora

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Esta figura ilustra a baixa utilizagao das deducgoes de féormulas em diferentes proble-
mas, proporcionando uma visao clara das limitacoes e potencialidades dessa abordagem.
Assim, conclui-se que apresentar ao aluno a deducao das formulas de Anélise Combinato-
ria nao produz resultados significativos na resolucao de problemas nos moldes do grupo
5.1.

5.2 Questoes que apresentam um ntmero real como resposta

Problema 1: (Enem PPL 2019)

Uma pessoa comprou um aparelho sem fio para transmitir musicas a partir do seu
computador para o radio de seu quarto. Esse aparelho possui quatro chaves seletoras
e cada uma pode estar na posicao 0 ou 1. Cada escolha das posicoes dessas chaves
corresponde a uma frequéncia diferente de transmissao. A quantidade de frequéncias

diferentes que esse aparelho pode transmitir é determinada por

a

Lz e
—_ = (@)
5o %

)
~—

[\

L

Problema 2: (Enem 2019)

Durante suas férias, oito amigos, dos quais dois sao canhotos, decidem realizar
um torneio de volei de praia. Eles precisam formar quatro duplas para a realizacao do
torneio. Nenhuma dupla pode ser formada por dois jogadores canhotos. De quantas

maneiras diferentes podem ser formadas essas quatro duplas?

a) 69
b) 70
c) 90
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d) 104
e) 105

Problema 3: (Enem 2020)

Trés amigos, André, Bernardo e Carlos, moram em um condominio fechado de
uma cidade. O quadriculado representa a localizacao das ruas paralelas e perpendiculares,
delimitando quadras de mesmo tamanho nesse condominio, em que nos pontos A, B e C

estao localizadas as casas de André, Bernardo e Carlos, respectivamente.

Fonte: Prova ENEM

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem passar pela casa
de Carlos, seguindo ao longo das ruas do condominio, fazendo sempre deslocamentos para
a direita (—) ou para cima (1), segundo o esquema da figura. O nimero de diferentes
caminhos que André podera utilizar para realizar o deslocamento nas condi¢oes propostas

é

oY)
~— —
| S
=N

caeg
N
o X

Problema 4: (Enem digital 2020)

Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama exclusivamente com as
sete letras que compoem o seu nome, antes do simbolo @ . O e-mail terd a forma
kX Qsite.com.br e sera de tal modo que as trés letras “edu” aparecam sempre juntas
e exatamente nessa ordem. Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por
outro usuario e que qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail
que ainda nao foi cadastrado.

De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?
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Problema 5: (Enem PPL 2020)

Um determinado campeonato de futebol, composto por 20 times, é disputado no
sistema de pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga contra todos os demais times
em dois turnos, isto ¢, cada time joga duas partidas com cada um dos outros times, sendo
que cada jogo pode terminar empatado ou haver um vencedor.

Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, o ntimero de jogos em

que houve ganhador ¢é igual a

Problema 6: (Enem 2022)

Uma montadora de automdveis divulgou que oferta a seus clientes mais de 1.000
configuragoes diferentes de carro, variando o modelo, a motoriza¢ao, os opcionais e a cor
do veiculo. Atualmente, ela oferece 7 modelos de carros com 2 tipos de motores: 1.0 e 1.6.
Ja em relacao aos opcionais, existem 3 escolhas possiveis: central multimidia, rodas de
liga leve e bancos de couro, podendo o cliente optar por incluir um, dois, trés ou nenhum
dos opcionais disponiveis. Para ser fiel & divulgacao feita, a quantidade minima de cores

que a montadora deverd disponibilizar a seus clientes é

o &
~— —
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Problema 7: (Enem PPL 2023)

Uma costureira tem a sua disposigao pelo menos duas unidades de cada um dos
quatro tipos de retalhos retangulares com as estampas e os tamanhos apresentados.

Para confeccionar um tapete em formato retangular de 10cm x 50cm, ela utilizara
os retalhos, na posicao indicada na figura, costurando um lado de um a um lado do outro,

sem que haja rotacoes desses retalhos. O modelo de tapete que pretende confeccionar
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Fonte: Prova Enem

devera conter um tnico retalho de 10em x 20em e mais trés retalhos de formato 10em x
10cm, sendo que retalhos de mesma estampa nao poderao ficar lado a lado. Quantos

modelos diferentes de tapetes poderao ser confeccionado?

a) 1
b)
)

2
4

c)

8

o,

2

34

4

e) 60
Problema 8: (Enem PPL 2023)

Um funcionario de uma loja de computadores misturou, por descuido, trés com-

putadores defeituosos com sete computadores perfeitos que estavam no estoque. Uma

pequena empresa fez a compra de cinco computadores nessa loja, escolhendo-os aleatori-

amente dentre os dez que estavam no estoque. Qual é a probabilidade de essa empresa

ter levado, em sua compra, todos os trés computadores defeituosos?

5.2.1 Analise do grupo 5.2

Neste grupo, pode-se observar que as dedugoes das féormulas foram importantes

apenas no problema 2, onde é necessario que o aluno desconsidere a permutacao dos
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elementos. Essa técnica é abordada na deducao da férmula da permutagao com elementos
repetidos. Parte dos problemas deste grupo exige uma habilidade na montagem eficiente
dos calculos, e nao apenas a aplica¢ao de uma férmula ou o uso do Principio Multiplicativo.

Para resolver os problemas 1, 6 e 7, o aluno deve empregar os principios multipli-
cativo e aditivo. O problema 1 possui uma solugao relativamente simples, baseada no uso
do principio multiplicativo. Por outro lado, nos problemas 6 e 7, além de utilizar os prin-
cipios multiplicativo e aditivo, o aluno precisa adotar estratégias especificas de resolugao e
contagem para chegar ao resultado correto. Isso envolve uma abordagem mais detalhada
e estruturada, onde o aluno deve analisar cuidadosamente as etapas do problema, aplicar
corretamente os principios, e implementar técnicas de contagem eficientes.

Nos problemas 3, 4 e 5, o aluno deve aplicar a teoria dos conjuntos, com énfase
no conceito de conjunto complementar, para resolver esses problemas de maneira mais
eficiente. Isso envolve um processo especifico: primeiro, o aluno precisa calcular o total
de possibilidades abrangentes, considerando todas as combinagoes possiveis. Em seguida,
deve subtrair desse total as possibilidades que nao sao requeridas pelo problema, identi-
ficando e eliminando as opgoes que nao atendem aos critérios especificados. Esse método
permite refinar os resultados, isolando apenas as solugoes corretas.

Por fim, o problema 8 aborda o contetudo de probabilidade, no qual a Analise
Combinatoria serve como fundamento essencial para a resolucao. Inicialmente, é neces-
sario aplicar a formula de combinacgao simples para determinar as possiveis combinacoes
dos elementos envolvidos. Em seguida, o aluno deve utilizar o principio multiplicativo,
que permite calcular o nimero total de resultados possiveis em eventos sucessivos. Por
ultimo, a regra do produto deve ser empregada para resolver questoes de probabilidade
sucessiva, assegurando que todos os calculos estejam devidamente integrados e corretos.
Este processo nao apenas refor¢a a compreensao dos conceitos de Analise Combinatoria,
mas também demonstra a interconexao entre diferentes areas da matematica na resolugao
de problemas complexos.

A Figura [9] a seguir, apresenta os resultados percentuais da analise do grupo
5.2 sobre a eficiéncia das deducgoes de férmulas na resolucao de problemas deste grupo.
Dos 8 problemas analisados, em 7 as deducoes das féormulas nao contribuiram de forma
significativa para a resolucao e, em apenas em 1 questao, a deducao da férmula pode

contribuir para a resolucao do problema.
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Figura 9: A eficiéncia das dedugoes de formulas na resolucao de problemas do grupo 5.2

M Colabora

m N3o colabora

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Esta figura ilustra a baixa utilizagao das dedugoes de formulas em diferentes pro-
blemas. Dessa forma, conclui-se que ensinar aos alunos a dedugao das formulas de Anélise
Combinatoria nao resulta em melhorias significativas na resolucao de problemas do tipo
5.2.
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6 Consideracoes Finais

O presente trabalho foi estruturado em quatro partes, delineados pelos objetivos
especificos a seguir: Inicialmente, levantar dados histéricos acerca do ENEM e, também, o
crescimento de sua importancia para aqueles que almejam ingressar no Ensino Superior.
Em seguida, mensurar a importancia da Analise Combinatoria nas provas do ENEM,
a partir dos dados encontrados no banco de questoes da plataforma Super Professor e
graficos elaborados pelo autor, apresentando a recorréncia do tema nas provas do ENEM.
Por fim, estruturar as defini¢goes e as deducgoes das férmulas de combinatoéria para, entao,
analisar a eficiéncia das deducoes na resolucao dos problemas propostos nas provas de
2018 a 2023.

Para isso, foi feita a busca das questoes de Anélise Combinatéria que estiveram
presentes nas tltimas cinco edigoes do ENEM, em todas as aplicagoes: ENEM Regular,
ENEM Libras, Enem 2? aplicacao, ENEM digital e ENEM PPL, através da plataforma
Super Professor. Desta maneira, foi possivel observar que a deducgao das formulas podem
contribuir para que o aluno obtenha a resposta correta nos problemas em que hé a ne-
cessidade de desconsiderar a ordem dos elementos, tal qual é demonstrado na dedugao da
formula de permutacao com elementos repetidos e apresentado na anélise de questoes.

Desta forma, por meio deste trabalho, infere-se que a prova do ENEM nao exige
do aluno o conhecimento e habilidades de demonstracao e dedugao de férmulas, mas sim,
aplicagao destas em diferentes contextos e situagoes. Conclui-se entao que é imprescindivel
o aluno compreender as mais variadas aplicagoes dos métodos de contagem para lograr
éxito na resolucao de problemas da prova do ENEM, sem se ater ao rigor matemético das
deducoes de formulas de contagem.

Portanto, ainda que as dedugbes apresentaram uma baixa eficiéncia para a reso-
lugdo dos problemas na prova do ENEM, conforme apresentada na analise dos grupos
de questodes, destaca-se que para melhorar o entendimento dos alunos acerca da Anélise
Combinatoria é importante que seja apresentada aos alunos a deducgao das férmulas. To-
davia, as deducgoes de férmulas nao sao uma prerrogativa para responder aos problemas
do ENEM, mas servirao de apoio para que os alunos possam desenvolver a habilidade para
resolver problemas, partindo de um pensamento critico, reflexivo e matemaético-cientifico,
fazendo com que os alunos desenvolvam seus proprios métodos de resolugao, conforme
mostrado por |Aratjo (2019, p. 28).

Com a finalidade de enriquecer as discussoes no que se refere ao tema e, tendo
em vista que esta dissertacao tem como caracteristica um estudo bibliografico acerca do
tema, para futuros trabalhos indica-se a aplicacao de testes em pesquisas de campo, que

possam investigar a eficiéncia das dedugoes das formulas na resolucao de problemas do

ENEM.
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APENDICE A - RESOLUCAO DOS PROBLEMAS
GRUPO 5.1

Problema 1

€]

Em relagao aos carros que ficarao na entrada, existem maneiras de escolher o
compacto e modos de escolher a caminhonete. J& para o estande da regiao central, tem-se
escolhas para o compacto e para a caminhonete. Portanto, pelo Principio Multiplicativo,

segue que o nimero de possibilidades para compor os estandes é igual a

6 4
4-6-3-5= .9 )
4
()
2 2
Problema 2

[E]

8
Existem (4) modos de escolher os vagoes pintados na cor vermelha, <3> ma-
5
neiras de escolher os vagoes pintados na cor azul, (3) modos de escolher os vagoes que

2
serao pintados na cor verde e 5 maneiras de escolher os vagoes pintados na cor amarela.
Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue que a resposta é
12 8 5 2
X X X .
4 3 3 2
Problema 3
B
O ntmero de codigos possiveis é dado por:
Para 3 toques: 4 -4 -4 = 43
Para 4 toques: 4 -4 -4 -4. = 4*
Para 5 toques: 4-4-4-4-4. =45

Portanto, a expressao representa o nimero total de codigos existentes é: 43+4*+4°.

Problema 4
C]
Se denota um vagao com agente e um vagao sem agente, entao o ntimero de

configuragoes possiveis é igual a conforme o diagrama abaixo.

SR S
< < <«
< ® < ©
» < o<
< < < @
» o <



44

Fixada a ordem dos vagoes, ainda é possivel permutar as agentes de P; = 3! modos.

Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue que a resposta ¢ 4 - 3! = C% - 3\.

Problema 5
[E]

Como existem quatro vogais e cinco consoantes, a tnica configuragao possivel é
C1U1C2V2C3V3C4V4C5V5

em que cada ¢; representa uma consoante e cada v; representa uma vogal. Desse modo,
|

temos P? = o maneiras de dispor as consoantes e P, = 4! modos de intercalar as vogais.

Em consequéncia, pelo Principio Multiplicativo, segue que a resposta ¢é 3 4!,

Problema 6
[E]

Sabendo que a ordem nao importa, a resposta é

(8) =55

Problema 7
B
O ntmero de partidas disputadas em turno e returno corresponde ao niimero de

arranjos simples de x times tomados dois a dois, ou seja,

|
Az o =380 < ﬁ:380<—>I(x—1):380<—>12—x:380
x—2)!

Problema 8

A 6 6! 15 15!

Existem o) = ﬂ maneiras de escolher os tecidos e (5) = 1'0! modos

de escolher as pedras. Logo, pelo Principio Multiplicativo, segue que a resposta é
6! 15!
21-4! 5!.10!

Problema 9
B

Existem 9 possibilidades de escolher o andar. Em cada andar, as escolhas possiveis
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estao entre os apartamentos de final 1 a 6 Logo, em cada andar, é possivel escolher 2

6 6!
apartamentos de <2> = 1l maneiras. Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue

6!

que a resposta ¢ 9 x m
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APENDICE B - RESOLUCAO DOS PROBLEMAS
GRUPO 5.2

Problema 1
D]
Como cada chave pode assumir apenas duas posicoes, pelo Principio Multiplica-

tivo, é imediato que a resposta é 2-2-2-2-2. = 32.

Problema 2
[C]

6 destros
Grupo
2 canhotos

Imposicao: 4 duplas, sendo que nao havera dupla com 2 canhotos.

Neste caso, teremos:

Todas as duplas: TD = Cs2 - 06724"04,2 O

= 105
Cs2-Cua-Cho

Duplas com uma dupla de canhotos: TC = Cy5 - i =15
Total: T =TD —TC =105 — 15 = 90. '

Problema 3

Cl

O namero de maneiras de ir de A até B passando ou nao por C é dado por

7!

4,3 _
P C41.31

35

O numero de maneiras de ir de A até C é igual a

4!

2,2 .
Py T2l

6

enquanto que o nimero de maneiras de ir de C até B é

2 9
Py = 51 = 3
Desse modo, pelo Principio Multiplicativo, é possivel ir de A até B passando por
C de 6 - 3 = 18 maneiras.
A resposta é 35 — 18 = 17.

Problema 4
D]

O ntmero de anagramas em que as letras “edu” estejam juntas e nessa ordem é
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dado pela permutacao das 4 letras com o bloco composto pelas trés letras que devem
permanecer juntas. Ou seja: 5! = 120

Descontando a sequéncia “eduardo”, teremos: 120 — 1 = 119.

Problema 5

X 20!

O ntmero total de partidas é dado por Ay o = 1_8' = 380

Portanto, se ocorreram 126 empates, entao houve ganhador em 380 — 126 = 254
jogos.

Problema 6

[B]

Seja n o nimero de cores que a montadora devera disponibilizar a seus clientes.
Sabendo que existem 7 modelos de carros, 2 tipos de motores e n cores, pelo Principio
Multiplicativo, segue que o niimero de configuragoes, sem opcionais, é dado por 7 -2 -
n = 14n As configuracoes possiveis com opcionais tém um, dois ou trés dos opcionais
disponiveis.

3 3
Desse modo, existem (1) = 3 maneiras de escolher um opcional, (2) = 3 ma-

neiras de escolher dois opcionais e = 1 maneira de escolher trés opcionais. Em

3

consequéncia, pelo Principio Aditivo, existem 3 4+ 3 + 1 = 7 maneiras de escolher pelo
menos um opcional e, portanto, o niimero de configuragdes, com opcionais, pelo Principio
Multiplicativo, ¢ 7-2 -7 -n = 98n.

Logo, para que a montadora cumpra a oferta, deve-se ter

1000 13
14 1 — —
n + 98n > 1000 < n > 112<—>n>8+14

O menor valor inteiro de n que satisfaz a desigualdade é n = 9.

Problema 7
[E]

Como héa apenas 1 retalho de 10cm x 20cm, temos as seguintes possibilidades:

1-3-2-2 = 12
3-1-3-2 = 18
3-2-1-3 = 18
3-2-2-1 = 12

Logo, a quantidade de modelos diferentes de tapetes é: 12 4+ 18 + 18 + 12 = 60.

Problema 8
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B
O nimero de maneiras de permutarmos 3 computadores defeituosos e 2 computa-
!
dores perfeitos vale: 39 = 10

E a probabilidade de escolhermos 3 computadores defeituosos dentre os 5 compu-

tadores comprados (dentre os 10 disponiveis) é igual a:

3 2 1 7

10 9 8 7 6
o o
def def def perf perf

6 1
10 = —
12
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