&

Universidade Federal do ABC

Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Dissertacao de Mestrado

GEOMETRIA DAS TRANSFORMACOES
UM ENFOQUE DA GEOMETRIA A PARTIR
DO PROGRAMA DE ERLANGEN DE
FELIX KLEIN

Carlos Eduardo Tofolis

Orientador: Prof. Dr. Armando Caputi

Santo André
2013



&

Universidade Federal do ABC

Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Dissertacao de Mestrado

GEOMETRIA DAS TRANSFORMACOES
UM ENFOQUE DA GEOMETRIA A PARTIR
DO PROGRAMA DE ERLANGEN DE
FELIX KLEIN

Carlos Eduardo Tofolis

Trabalho apresentado como requisito parcial para
obtencao do titulo de Mestre em Matematica

sob orientacao do Prof. Dr. Armando Caputi

Santo André
2013



&

Universidade Federal do ABC

Universidade Federal do ABC

Assinaturas dos membros da Banca Examinadora.

Prof. Dr. Armando Caputi (UFABC) - Orientador
Prof*. Dr®. Rosa Maria dos Santos Barreiro Chaves (USP)

Prof. Dr. Sinué Dayan Barbero Lodovici (UFABC)



Dedico este trabalho & minha familia, pelo
seu apoio incondicional em especial & minha
esposa Fabiola



Agradecimentos
A Deus, por me conceder as oportunidades, a satde, a luz, a familia e os amigos.

Aos meus pais, tios e primos que sempre me encorajaram a persistir, em especial minha
mae Maria Elena.

As minhas avos Olinda e Ilda pelo carinho, amor e paciéncia.

Aos meus irmaos pelo apoio e o carinho, em particular ao Marco Aurélio que por
diversas vezes foi meu pai, amigo, e exemplo e sem o qual jamais chegaria aqui.

A minha familia "herdada": Rosangela, Laura, Gé, Telma e Ramon, pelo carinho e
momentos de muita alegria sem os quais eu ja teria "surtado".

Aos amigos: Jacson, Flavia, Daniela, Silmara, Daniel, Adriana, Carlos, Fabricio Dias,
Roberta, Marcelo, Guilherme, Mariane, Cintia, Jeovah, Clayton, e em especial, Aguinaldo
e Samuel que me ajudaram e muito nesse projeto.

Aos meus professores por nos orientar com toda motivacao necessaria aos sabados,
com énfase aos professores Rafael, Joao, Sinué e claro, professor Armando Caputi, que
acreditou e nao mediu esforcos para me auxiliar aos sdbados, domingos, feriados, tornando
possivel a concretizacao deste sonho. Meu muito obrigado Caputi.

A minha companheira, amiga e esposa Fabiola Rejane Bravi pela forca, amor, pacién-
cia, companherismo, alegrias, e tudo que faz minha vida valer a pena. No6s conseguimos.

Aos que por ventura me esqueci de mencionar aqui por essa minha memoria falha.



Resumo

A proposta deste trabalho é fornecer uma visao do Ensino - Aprendizagem de Geome-
tria em alternativa a perspectiva axiomatica, além de mostrar ferramentas interessantes
na resolucao de problemas classicos como o Porisma de Steiner e o Problema de Apolo-
nio. No primeiro capitulo, apresentamos o ponto de vista de Klein sobre a Geometria.
No capitulo seguinte, apresentamos as inversoes circulares juntamente com algumas de
suas propriedades que serao tuteis as resolucoes do Porisma de Steiner e do Problema do
Apoloénio, discutidos nos capitulos 3 e 4, respectivamente. No tltimo capitulo, é sugerida
uma atividade com o GeoGebra® para resolucdo do Porisma de Steiner.



Abstract

This dissertation aims at providing a teaching-learning view of Geometry as an alter-
native to the axiomatic perspective. In addition, it shows interesting tools for working
out Classical problems such as the Steiner ’s Porism and the Problem of Apollonius. In
the first chapter, it is presented Klein’s viewpoint of Geometry. In the following one,
Circular Inversions are introduced, regarding its useful properties for solving Steiner’s
Porism and the Problem of Apollonius, highlighted in chapters 3 and 4, respectively. In
the last chapter, it is suggested an activity with GeoGebra® for working out Steiner s
Porism.
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INTRODUCAO

[O trabalho de Klein/, baseado em pesquisa desenvolvida por ele proprio e Sophus Lie
(1842-1899) em teoria dos grupos, apresentava a notdvel defini¢cio de "geometria"que
serviu para codificar essencialmente todas as geometrias existentes & época e apontou o
caminho para novas e frutiferas avenidas da pesquisa geométrica. Tornou-se conhecido
como Programa de Erlanger e apareceu exatamente na época em que a teoria dos grupos
estava invadindo quase todos os dominios da matemdtica e alguns matemdticos comecavam
a achar que toda a matemdtica nao passaria de alguns aspectos dessa teoria .

Esse trabalho visa dar uma ideia inicial sobre as Geometrias de Klein, e como essas
geometrias podem nos auxiliar a resolver problemas de uma maneira mais simplificada.

Apresentamos o ponto de vista de Klein, comecando com a definicao de grupos de
transformacoes e a definicao de Geometria por Klein além de algumas propriedades, de-
finicoes basicas e relagoes entre diferentes geometrias. No segundo capitulo comentamos
um pouco sobre Geometria Inversiva e iniciamos o estudo da inversao circular, uma tran-
formacao que inverte os pontos de um plano com excecao do centro da circunferéncia
fazendo com que os pontos internos a ela passem a ser externos e vice-versa, e algumas
propriedades.

Em seguida apresentamos dois problemas classicos da geometria: o Porisma de Steiner,
que consiste em construir uma cadeia de circunferéncias tangentes a duas dadas, e o
Problema de Apolonio, que consiste em construir todas as circunferéncias tangentes a trés
circunferéncias dadas. Um pouco antes, definimos produto inversivel entre circunferéncias,
que serd necessario para saber se um Porisma de Steiner tem ou nao solucgao.

No quinto capitulo sdo sugeridas duas atividades com o GeoGebra® | para a elaboracao
de uma ferramenta para a inversao circular, com o intuito de oferecer ao aluno uma com-
preensao melhor dessa transformacao e auxiliar na segunda atividade que é a construcao
de um Porisma de Steiner.

Durante o desenvolvimento do trabalho, nao iremos demonstrar todos os teoremas e
definicoes, mas somente os mais importantes para a compreensao do mesmo. Relacoes
geométricas conhecidas do ensino médio utilizadas em algumas das nossas demonstracoes
sao mencionadas no apéndice.

1[1] p. 605



1 PONTO DE VISTA DE KLEIN

Felix Christian Klein (1849-1925) foi um matemético alemao. Seu trabalho incidiu na
geometria e nas interligacoes entre a teoria dos grupos e a geometria. Foi indicado com
apenas vinte e trés anos de idade professor titular da Faculdade de Filosofia e membro do
Conselho da Universidade de Erlangen. Em sua aula inaugural, falou do seu campo de
pesquisa em geometria. Klein tinha a ideia de relaciona-las e classifica-las de acordo com
os grupos de transformacoes (isometrias, similitudes, inversoes, etc). Esse programa ficou
conhecido como Programa de Erlangen.

Apresentamos a seguir as ideias basicas do Ponto de Vista de Klein como contextuali-
zagao e depois nos aprofundamos em uma das transformagoes que é pouco usual no ensino
médio, mas que possibilitaria resolucoes de situacoes problemas desse nivel de ensino com
relativa facilidade.

1.1 GRUPOS DE TRANSFORMACOES

Para dar inicio ao ponto de vista de Klein, vamos primeiro ver alguns conceitos basicos
de grupos de transformacdes.

Lembremos que um conjunto G, dotado de uma operacao - € um grupo se

a) Je€ G, talquee-g=g-e=g Vg € G,

b) Para cada g € G, existe um g7 ' € G, talque g-g ' =g '-g=ce

¢) E associativo, ou seja: g1 - (g2 - g3) = (g1 - g2) - g3
Seja S um conjunto nao vazio. Uma transformacao de S é uma funcao bijetora
t:S — 5. O conjunto de todas as transformacoes de S, dotado da operacao de compo-

sicao, constitui um grupo. Tal grupo, assim como o0s seus subgrupos, sao genericamente
chamados de grupos de transformacoes de S.

Exemplos
1) S = R?, G = Grupo das isometrias.

Uma isometria é uma transformacao T : R? — R? tal que d(T(z),T(y)) = d(z,y).
Seu elemento neutro é a identidade. Rotagoes, translagoes e reflexoes sao exemplos de
isometrias.

2) S =R? G = Grupo das similitudes.

Uma similitude é uma transformagao T : R? — R? tal que d(T'(z),T(y)) =k - d(z,y),
para algum k > 0. Se k > 1 chamamos a similitude de dilatagao, se 0 < k£ < 1, a chamamos
de contracao. Note que se k = 1 a similitude é uma isometria. A menos de isometrias, elas
sao homotetias. Enquanto as isometrias preservam distancia, nas similitudes as distancias
Sao proporcionais.



1.2 GEOMETRIAS DE KLEIN

Uma Geometria de Klein ¢ um par (S,G) onde S é um conjunto nao vazio e G é um
grupo de transformacgoes de S. Uma figura geométrica ¢ um subconjunto de S. Uma
propriedade geométrica é uma propriedade invariante por transformacoes de G, isto é, se
F' é uma figura que possui tal propriedade, entdo ¢(F') também possui, Vi € G. Duas
figuras geométricas F' e F' sao ditas G-congruentes, se existe uma transformacao ¢t de G,
tal que ¢(F) = F".

Note que se F' e F’ sao G-congruentes, entdo F e [’ possuem as mesmas propriedades
invariantes.

O estudo da geometria de S definida por GG consiste em:

1- A descricao das classes G-congruentes,

2- A identificacao das propriedades invariantes pela acao de G, e

3- Teoremas sobre as classes G-congruentes e as propriedades invariantes por G.
Exemplos

A Geometria Euclidiana plana pode ser descrita assim:

(a) O conjunto R? e

(b) O grupo G das isometrias de R2.

Uma vez que cada transformacao acima preserva a distancia entre pontos, a distan-
cia é uma propriedade geométrica da Geometria Euclidiana. Também sao propriedades
invariantes da Geometria Euclidiana: areas, angulos, a colinearidade de trés pontos, o
paralelismo e o perpendicularismo entre retas, dentre outras.

A Geometria das Similitudes:
(a) O conjunto R? e
(b) O grupo G das similitudes de R?.

Sao propriedades invariantes da Geometria das Similitutes: angulos, a colinearidade
de trés pontos, o paralelismo e o perpendicularismo entre retas, dentre outras.

Uma das vantagens da abordagem de Klein é que podemos relacionar diferentes geo-
metrias. Suponha que G é um grupo de transformacgoes de S, e que H é um subgrupo de
G. Entao H define uma outra geometria em S. Temos entdo o seguinte

Teorema 1.1 Se duas figuras sao H-congruentes, entdo elas sao G-congruentes.

Demonstracao Sejam P e () H-congruentes, entao existe um elemento h de H tal que
h(P)=Q. Como H é um subgrupo de G, entdo h é também um elemento de G, logo P e
@ sao G-congruentes. O
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Segue-se que cada classe G-congruente é uma uniao de classes H-congruentes, de modo
que na geometria definida por GG, ha menos classes de congruéncias, porém elas sao mais
abrangentes. Sobre as propriedades invariantes temos o seguinte

Teorema 1.2 Se P é uma propriedade invariante de G, entao P é uma propriedade in-
variante de H.

Demonstracao Seja F' C S uma figura com a propriedade P. Como P é G-invariantes,
entdao g(F') possui a propriedade P Vg € G. Assim, dado h € H, como h € G, h(F') possui
a propriedade P. Logo P ¢ H-invariante. [

Assim a geometria de S definida por G pode ter menos propriedades que a definida
por H.

11



2 INVERSOES CIRCULARES

A Geometria Inversiva, dita de forma imprecisa, é a geometria do R? definida pelas
inversoes circulares. Mais precisamente, é a geometria do plano estendido R% = R? U oo
definida a partir do grupo gerado pelas inversoes circulares (o que inclui, nesse contexto,
também as reflexoes).

Nesse trabalho, nao pretendemos explorar as propriedades gerais dessa geometria.
Estudaremos apenas as propriedades das inversoes circulares em R? e algumas aplicacoes
que podem ser de interesse nas praticas de ensino-apredizagem da Geometria, no Ensino
Meédio.

Defini¢do 2.1 Uma inversao circular I é uma funcio Iy : R?\ {O} — R?*\ {O} , onde
A € uma circunferéncia de centro O e raio v, que leva cada ponto A do dominio em um
ponto A" da semirreta OA, tal que

OA-OA =r?

Sempre que nao houver perigo de confundirmos o segmento OA com a distancia entre
A e O, vamos denotar esta ultima apenas com OA. Nos demais casos explicitaremos
quando formos nos referir a segmentos.

Observe que OT—A = 5 € logo todo ponto interior a A tem como imagem um ponto

exterior a \ e vice-versa, além de que os pontos na circunferéncia sao fixos.

Também usaremos a notacao A\(A) = I,(A) para simplificar, sempre que nao houver
perigo de confundir a inversao A com a circunferéncia .

2.1 CONSTRUCAO GEOMETRICA DA INVERSAO

Seja uma circunferéncia \ de centro O e raio r e seja A um ponto interior a A. Entao
para encontrar o ponto A(A) construimos uma semirreta OA. Depois tracamos uma
perpendicular s & semirreta OA passando por A, marcamos um ponto P de interseccao
de s e A, tracamos a tangente de A por P e por ultimo encontramos o ponto A’ que é a
interseccao desta tangente com a semirreta OA, como mostra a figura 1.

Afirmacao: A’ = A\(A)

Justificativa: OP = r, o triangulo OPA é retangulo assim como o triangulo OA'P,
além de possuirem outro angulo em comum. Logo os triangulos OPA e OA'P sado seme-
lhantes. Dai tiramos a seguinte relacao:

r OA

OA r

12



Figura 1: Imagem de um ponto A interno a .

o que nos da:

OA-OA =r?

Observagao: A construgao acima independe da escolha de P.

Seja agora um ponto A exterior a A. Construimos a semirreta OA, tracamos uma
tangente de A passando por A (sec¢ao 6.4), chamamos de P; a interseccao de A com a
tangente, construimos a reta ¢t perpendicular ao segmento OA passando pelo ponto P,
obtendo o ponto A’ de intersec¢ao dos segmentos OA com t.

Figura 2: Imagem de um ponto A externo a \.

Afirmacao: A’ = \(A)
Justificativa: Anéloga & anterior.
Observagao: A construgao independe da escolha da tangente.

Vamos ver agora algumas propriedades da inversao.

13



2.2 PROPRIEDADES DA INVERSAO CIRCULAR

2.2.1 Inversa de uma Inversao

Teorema 2.2 Seja A\ uma inversao circular, entao a inversa de \ € a propria \, ou seja,

Ao = 1d

Demonstracao Seja A\(A) = A’, entao temos:

OA-OA =1* — OA"-OA =r? = MA)=A

Observacao: Na notagao acima, A e A’ sdo ditos pontos inversos relativos a .

2.2.2 Circunferéncias Ortogonais

Definicao 2.3 Sejam duas circunferéncias distintas Ay e Ay que possuam pelo menos um
ponto em comum. O angulo entre estas duas circunferéncias € o dngulo formado pelas
tangentes a cada uma delas no ponto de intersec¢ao de Ay com Ay, com 0 < a < 7.

X)

Figura 3: Angulos entre Circunferéncias.

Observagoes:
1) A1 e A2 s@o tangentes se, e somente se, o angulo entre elas é zero.

2) Se o angulo entre elas for igual 7, dizemos que elas sdo ortogonais.

Teorema 2.4 Sejam A e A’ pontos inversos referentes a A1 e seja Ay uma circunferéncia
que passa por A e A'. Entao A\ e Ay sdo ortogonais.

14



Demonstragao Seja P um ponto de intersecao de \; com \;. Como A’ é a inversao de
A em relacdo a A, temos entdao que OA - OA’ = r? = OP?. Por outro lado, a reta OP ¢
tangente a Ay por poténcia de pontos (Veja sec¢ao 6.1) e é perpendicular a tangente de
A1 por P, pois OP é uma reta radial de \{, concluimos assim que as circunferéncias sao
ortogonais. [

Figura 4: Circunferéncias Ortogonais.

2.2.3 Pontos Conciclicos

Definicao 2.5 Quatro ou mais pontos sao conciclicos, se existe uma circunferéncia que
0s contém.

E sabido que dois pontos ou trés pontos nao colineares sempre sao conciclicos.

Teorema 2.6 Sejam A’ e B’ inversos A\ de A e B respectivamente, entao:

ZOAB = Z0OB'A’

/OA'B"=/0OBA

Demonstracao Pela hipotese temos que:

, , _OA OB
0A-OA'=0B-0B = = = o=

O que significa que os AOAB e AOB’A’ que tém um angulo em comum sao semelhantes
e portanto, angulos correspondentes sao congruentes, como queriamos demonstrar. O

Corolario 2.7 Os pontos A, B, A" e B' sao conciclicos.

15



Figura 5: Pontos Conciclicos.

Demonstragao Observemos que os angulos ZA’AB e /BB'A’ sao suplementares, logo
pela propriedades dos quadrilateros inscritos a uma circunferéncia (secgao 6.3) aplicada
ao quadrilatero determinado pelos pontos A’, A, B e B’, temos que A’, A, B e B’ formam
uma circunferéncia Ao O

Figura 6: Pontos Conciclicos.

Corolario 2.8 Seja C' um ponto na semirreta OA entre A e A, entao ZABC = ZA'B'C".

Demonstracao Seja A um ponto interno a circunferéncia de inversao, entao temos:

LABC = Z0BC — ZOBA

16



/ABC = /0C'B' — ZOA'B’
LABC = LA'B'C'

Figura 7: Angulo entre trés pontos.

Suponha agora A externo a circunferéncia de inversao, entao temos:
/ABC = Z0OBA - Z0BC

/ABC = Z/OA'B' — Z/0C'B’
LABC = LA'B'C'

Figura 8: Angulo entre trés pontos.

Algumas observacoes:

17



1- Nas condigoes do Corolario 2.7, as circunferéncias Ai, Ay sao ortogonais pela pro-
priedade 4;

2- Conhecendo A, A\(A), B nao colineares, é possivel encontrar A\(B) facilmente, tra-
cando a circunferéncia que passa por A, A\(A), B e encontrando o ponto de interse¢ao de
OB com a circunferéncia anterior;

3- Nas condigoes do Corolario 2.8, se C' for um ponto na semirreta OB entre os pontos
B e B, entao ZBAC = ZB'C'A".

4- Qualquer circunferéncia que passa por A e A(A) tem como inversdo por A ela mesma.
Com efeito, seja ¢ uma circunferéncia que passa por A e A(A), e seja X um ponto qualquer
de ¢. Sabemos que esses trés pontos definem uma tnica circunferéncia que é ¢. Pelo
teorema anterior sabemos também que A\(X) também pertence a ¢ e como X é um ponto
qualquer, temos que todos os pontos X € ¢ terdo com imagem os pontos A(X) € p. O

2.2.4 Inversoes de Circunferéncias e Retas

Teorema 2.9 As inversoes levam circuferéncias e/ou retas em circunferéncias e/ou re-
tas, dependendo se elas passam?® ou ndo no centro O da circunferéncia \, como se seque:

a) Retas que nao passam pelo centro de inversao sao levadas em circunférencias que
passam pelo centro de inversao;

b) Circunferéncias que nao passam pelo centro de inversao sao levadas em circunfe-
réncias que também nao passam pelo centro de inversao;

¢) Circunferéncias que passam pelo centro de inversao sio levadas em retas que nao
passam pelo centro de inversao;

d) Retas que passam pelo centro de inversio sao levadas nelas mesmas.

Demonstragao a) Seja s uma reta que nao passa pelo centro O de A. E seja A o pé
da perpendicular a s passando por O e A\(A) = A’. Pegue agora qualquer ponto X € s.
Considere A\(X) = X', observe que ZOAX = ZOX'A" = 90°. Logo, AOA’ X" é retangulo
e pode ser inscrito em uma circunferéncia de diametro OA’. Como X é um ponto qualquer
de s, temos entao que todo e qualquer ponto de s pertence a esta circunferéncia. Para
mostrar que todos os pontos da circunferéncia sao imagens da reta s pegamos um ponto
B pertencente a essa circunferéncia. Observe que ZOBA' = 90° (Veja corolario 6.1) e
que pelo Teorema 2.6 temos que ZOAB' = 90°. Onde concluimos que qualquer que seja
o ponto B da circunferéncia, sua imagem estara sobre a reta perpendicular & reta OA’
passando por A que é a reta s. Logo, pelo Teorema 2.2, temos que todo ponto B da
circunferéncia é imagem de um ponto da reta s.

2Sabemos que o centro de inversdo nio possui inversio, e que portanto, quando dizemos inversdo de
uma circunferéncia que passa pelo centro de inversao queremos, na verdade, dizer uma inversao de todos
os pontos da circunferéncia menos o ponto O que é o centro da inversao.

18



Figura 9: Inversao de uma Reta.

b) Seja Ay uma circunferéncia que nao passa pelo centro O da circunferéncia \. Seja
O o centro de \y. Sejam ainda A e B os pontos de intersecao de OO, com Ay, A(A) = A’
e A(B) = B’. Pegue um X € Xy. Seja X' = A(X), temos que ZOBX = ZOX'B' e
ZOAX = ZOX'A'. Como ZOAX é o suplementar de ZBAX e ZOX'A’ é o suplementar
de ZAX'X temos que /B'X'A = ZAXB = 90° pois ZAX B esta inscrito em uma
circunferéncia de didmetro AB. Logo X' esta inscrito em uma circunferéncia de didmetro
B'A’. Como X é qualquer, temos que a imagem de A\, é uma circunferéncia.

¢) Para fazermos essa demonstragao, utilizamos um argumento similar ao utilizado no
item a. Seja A3 uma circunferéncia de centro Oz que passa pelo centro de inversao de
A. Sejam A o ponto de interseccao da reta OOz com A3 diferente de O e A" = A(A).
Pegue agora qualquer ponto X € A3, e seja X’ = A\(X). Observe que ZOX A = 90° (Veja
corolario 6.1) e que pelo Teorema 2.6 temos que ZOA'X’ = 90°. Onde concluimos que
qualquer que seja o ponto X € A3 sua imagem estard sobre a reta perpendicular & reta
005 passando por A’'.

d) E consequéncia direta dos itens a, b e ¢ anteriores e do Teorema 2.2(Inversa de uma
Inversdo). O

2.2.5 Conservacio de Angulos

J& sabemos medir o angulo entre duas circunferéncias, e é sabido calcular o angulo
entre duas retas. Vamos definir o dngulo entre uma reta e uma circunferéncia. Seja r uma
reta qualquer e A uma circunferéncia concorrente a r nos pontos A e B, o seu angulo é
formado por r e a reta tangente a A por A ou B. Observe que o angulo independe do
ponto escolhido.

As inversoes conservam angulos entre retas e circunferéncias conforme veremos a seguir.
Antes uma observacao: Seja s uma reta secante a uma circunferéncia \. E sejam A e B
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Figura 10: Inversao de uma Circunferéncia que passa pelo centro de inversao de \.

os pontos de intersecao de s com A. Vamos aceitar de forma intuitiva que a tangente a A
passando por A é obtido quando B desloca em \ até chegar em A, em outras palavras, a
tangente ¢ uma posicao limite das secantes.

Teorema 2.10 As inversoes conservam dngulos entre retas e retas, retas e circunferén-
cias e entre circunferéncias.

Demonstracao

(I) Vamos primeiro demonstrar que as inversoes conservam angulos entre uma reta que
passa pelo centro de inversao e uma circunferéncia que nao passa pelo centro de inversao.

Sejam A, uma circunferéncia que nao passa pelo centro de inversao e r uma reta que
passa pelo centro de inversao. Seja A uma interseccao entre r e Ay. Como a reta r é fixa,
basta mostrar que o angulo formado por r e por A no ponto A é o mesmo que o angulo
formado por r e por X, que é a inversao de Ay no ponto A’ que é o inverso de A.

Seja X um ponto qualquer de Ay e X' € X} seu inverso. Seja também Y o ponto de
intersecao das retas AX e A’X’. Sabemos pela propriedade 6 que ZOAX = LZOX'A'.
Observe agora a figura 13:

LOAX' + ZAOX = ZOXA+ LZAOX =7 — LOAX

Por outro lado, considere que o angulo formado pela reta r e Ay é o suplementar ao
angulo limite de ZOAX quando X tende a A. Este angulo se transforma pela inversao
ao angulo limite de ZOA’X’ quando X’ se aproxima de A’.

Tomando entao o limite da igualdade anterior quando X tende a A temos:
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Figura 11: Angulo entre reta e circunferéncia.

lim ZOA'X'+ lim ZAOX = lim (7 — ZOAX)
X—A X—A X—A

lim ZOA'X' = lim (7x — ZOAX)
X—A X—A
O segundo membro é o angulo entre a reta r e Ay como tinhamos dito anteriormente,
e o primeiro membro é a imagem deste angulo formado pela inversao.

(IT) A inversao conserva angulos entre circunferéncias que ndo passam pelo centro de
inversao.

Basta notar que o angulo entre duas circunferéncias no ponto A de interseccdo é a
soma dos angulos da reta OA com cada uma destas circunferéncias, observe figura 14:

(IIT) A inversdo conserva angulos entre uma reta que passa pelo centro de inversao e
outra que nao passa pelo centro de inversao.

Sejam r e s duas retas concorretes em A e que uma delas passa pelo centro de inversao.
Considere sem perda da generalidade que seja r essa reta.

Sejam s’ a inversao de s, A" a inversdo de A, P e P’ o pé da perpendicular a s passando
pelo centro O de inversao e seu inverso respectivamente. E seja ainda ¢ a tangente a s’ por
A’. Sabemos que ZOPA = OA’P' = 90°, sabemos também que os angulos de segmentos,
assim como os angulos inscritos, medem a metade do arco entre eles secao6.2, ou seja,
o angulo inscrito ZPOA e o de segmento /P’ A’B sao congruentes pois ambos medem a
metade do arco A’P’. Como a soma dos angulos o+ 5 = 90° e que a soma dos angulos (3,
90° e o angulo entre s’ e ' = r forma um angulo raso, temos entdo que o angulo entre s’
e " = a. Logo o angulo entre s’ e ' & igual ao angulo entre s e r como podemos observar
na figura 15:
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Figura 12: Secante para Tangente.

Figura 13: Os angulos se conservam.

(IV) A inversdo conserva angulos entre duas retas que ndo passam pelo centro de
inversao.

Sejam r e s duas retas concorrentes que nao passam pelo centro O de inversao, podemos
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Figura 14: Os angulos se conservam.

Figura 15: Os angulos se conservam.

mostrar de modo anélogo (IT) que o angulo entre elas se conservam.

(V) A inversao conserva angulos entre duas circunferéncias que passam pelo centro de
inversao.

Pelos Teoremas 2.2 e 2.9 e por (IV).
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(VI) A inversdo conserva angulos entre duas circunferéncias, sendo uma que passa pelo
centro de inversao e outra que nao passa pelo centro de inversao.

Pelos Teoremas 2.2 e 2.9 e por (I). O

2.3 INVERSAO QUE COLOCA DUAS CIRCUNFERENCIAS
CONCENTRICAS

Sejam A\, e Ay duas circunferéncias nao concéntricas de modo que A\, esta contida na
regiao interna delimitada por A;. Queremos encontrar uma inversao ¢ tal que p(\;) e
©(A2) sejam duas circunferéncias concéntricas. Se aplicarmos uma inversao circular A de
centro em P € Ay, teremos as imagens A(A;) = A} e A(A2) = A, que serdo uma reta e uma
circunferéncia respectivamente, conforme ilustra a figural6.

Inverséo A de centro em P

e

Figura 16: Inversao que coloca duas circunferéncias concéntricas: Passo 1.

Vamos agora construir duas circunférencias A3 e A4 ortogonais a A} e \;,. Tomemos dois
pontos A e B € X, tais que A e B nao pertencam ao didmetro de X\, que é perpendicular
a A]. Sejam C e D os pontos de intersecdo de A} com as tangentes a A\, que passam por
A e B respectivamente, observe a figura 17.

Entao as circunferéncias \3 de centro em C' e raio CA e Ay de centro em D e raio DB
sao ortogonais a A} e A}, por construgao, e se cortam nos pontos R e S.

Para mostrar que A3 e A4 sdo secantes (distancia de C até D é menor que a somas dos
raios de A3 e A4 e é maior do que a subtragdo dos mesmos.) basta observar na figura 18
que \| é externa a A, e que portanto temos:

r+y=va2—224+V2—22< Va2 —r24+ V2 —r2=r.4+ry

€

re—rag=Va2—12 =V —r2<vVa?—r2-R+r2=vVa? - <V -2=x<z+y
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Figura 17: Inversao que coloca duas circunferéncias concéntricas: Passo 2.

Figura 18: ] e A} s@o secantes

Vamos mostrar que qualquer inversao circular de centro em R transforma A} e A, em
duas circunferéncias \{ e A concéntricas.

Com efeito, temos que A3 e A4 passam pelo centro de inversao, entao pelo Teorema 2.9
temos que A e N sdo retas concorrentes em S’ que é a inversao de S. A reta \| se
transforma em uma circunferéncia \{ ortogonal a \j e X ja que as inversoes conservam

7

angulos, e portanto S’ é o centro de \]. E analogamente temos que a inversao de A, que
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vamos chamar de \] é também ortogonal a A\; e A}, o que nos garante que S’ também ¢
o centro de A, O

Figura 19: Inversao que coloca duas circunferéncias concéntricas: Passo 3.

2.4 PRODUTO INVERSIVEL DE CIRCUNFERENCIAS

Para os resultados abaixo, utilizaremos o conceito de angulo orientado entre circunfe-
réncias secantes.

Sejam O7 e Oy 0s centros respectivos de A\; e Ay e seja A um dos pontos de interseccao
entre elas, angulo orientado entre duas circunferéncias é obtido medindo o angulo 0 <
a <, entre os segmentos 01 A e Oy A como ilustra a figura 20.

Tal angulo é chamado de angulo orientado porque coincide com o angulo entre as
tangentes a essas circunferéncias, orientadas (as tangentes) de acordo com o sentido anti-
horario nas circunferéncias. Tal enfoque, porém, demandaria o uso do conceito de orien-
tacao de curvas, o que preferimos evitar por fugir ao ambito do Ensino Médio.

Definicao 2.11 Sejam duas circunferéncias Ay e Ay secantes nos pontos A e B. Seja
ainda o o dngulo orientado formado pelas duas circunferéncias em A. O produto inversivel
entre elas é definido por:

Al * Ay = cOoS o

Se as equacoes de Ay e \y sdo dadas por:
M= (z—a)*+(y—b)’ =R

N = (&= ) + (y— d)’ =1
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A

Figura 20: Angulo orientado entre duas Circunferéncias.

entao:

1 1
/\1*)\2:cosoz:—R(ac—l—bd—§(a2+b2+c2+d2—R2—7’2)>. (1)
r

Com efeito, sejam O e Oy 0s centros respectivos de A\ e Ay e seja A um dos pontos
de interseccao entre elas e utilizando a lei dos cossenos no A O1 A0, temos:

(0105)* =R*+71*—2-R-r-cosa

2
(\/(a—c)2+(b—d)2) =R*+7r*—2-R-7-cosa
Isolando cos o temos:

a?+c—2ac+b+d>—2bd—R*—1r*=—-2-R-r-cosa

a’?+ c —2ac+b* +d?> — 2bd — R? — r?
—2Rr

= COS &

1 1
cosa:—R(ac—i—bd—§(a2+b2+02+d2—R2—r2)>

r
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E portanto:

1 1
)\1*)\2:cosa:—R(ac—i—bd—§(a2—|—b2+02+d2—R2—r2))
r

/
N

Figura 21: Lei dos cossenos.

O segundo membro da equagdo (I) tem sentido tanto se A\; e Ay sdo secantes ou nao.
Logo podemos tomé-la como definicao do produto inversivel de duas circunferéncias, sejam
elas quais forem. Quando A\; e Ay sdo secantes, entao A * \y é invariante por inversao, ja
que os angulos se conservam.

Mais em geral, vale o seguinte teorema, cuja demonstragao omitiremos:

Teorema 2.12 O nidmero A\ x Xy € invariante por inversao. Tanto para circunferéncias
secantes ou nao.

Teorema 2.13 Se \; e Ay sao duas circunferéncias concéntricas de raios R e r respecti-
vamente, entao

1R r
)\1*)\225(?+E)-

Demonstragao Sejam A\, e Ay concéntricas e O = (a,b) o centro de ambas, temos entao
que:

1 1
)\1*>\2:E(anrbb—§(a2+b2+a2+b2_32_r2))

1 1
ALk Ay = EQIQ + b — 5(2a2 +202 — R? — 7’2))
N I T
)\1*)\2—TR(G +0"—a b—|—2(R +7%))
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_ L 2, 2
>\1*)\2—TR(2(R +177))
1, R? 4+ r?
M = 5( )
1 R T
e =50 R)

Teorema 2.14 Sejam A\ e Ay duas circunferéncias, entao:

M x Al <1 <= A ey sdo secantes
M1 Xo] =1 <=\ e Ay sdo tangentes

Demonstragao Sejam(a,b) e (¢, d) centros de A\; e Ay respectivamente e raios R e r:
(a) Se A\ e A\g s@o secantes, entao:
AL * Ay = cos o

—1§/\1*/\2§1

Porém, essa desigualdade s6 ¢ 1 ou —1 quando elas sao tangentes internas ou externa-
mente, e & = 0 ou @ = 7 conforme Defini¢do 2.3. Logo |A; x Ao| < 1.

Reciprocamente suponha que |A; * Ag| < 1

—1<AxA<l1

1 1

’E(CLC‘de—§(G2+b2+02+d2—R2—7'2))‘<1
1 Lo 2, 2, » 2 _ 2

—1<E(ac+bd—§(a +b°+c*+d"—R —1r7)) <1

Como Rr > 0, entao:

1
—Rr<ac+bd—§(a2+b2+c2+d2_R2_T2)<RT

2Rr > —2ac —2bd+a*> +b*+ A +d*>— R> —r* > —2Rr

ORr + R2+1%> —2ac—2bd+ a> + V> + P +d*> > —2Rr + R? + r*
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(R+7)?>(a—c)*+ (b—d)? > (R—r)?

Dai concluimos que R+1 > y/(a —¢)? + (b — d)?, ou seja, a soma dos raios é maior
que a distancia entre os centros de A\; e Ay, logo elas sao secantes.

(b) Sejam A; e \y tangentes internas ou externas, entao seu angulo « =0 ou o =7 e
temos: A; * Ay = cos(0) =1 ou Ay x Ay = cos(m) = —1.

’)\1*}\2’:1
AM*xXda=—1loulxX=1

1 1
?(ac—irbd—§(a2+b2+c2—|—d2—R2—7’2)) =1
.

1
ac+bd—§(a2+b2+02+d2—R2—r2)):_Rr
—2ac —2bd+a®> + b+ +d*— R>—r?> =2Rr

(a—c)2+(b—d)2:(R+r)2

Dai concluimos que a soma dos raios é igual & distancia entre os centros de A e Ao,
logo elas sao tangentes externas e portanto A\ x Ay = —1.

Analogamente é facil mostrar que R —r = y/(a — ¢)2 + (b — d)?, ou seja, a diferenga
entre os raios ¢é igual a distancia entre os centros das circunferéncias, o que nos faz concluir
que elas sao tangentes internas e portanto Ay x Ay = 1. O
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3 PORISMA DE STEINER

Qualificado como "o maior dos gedmetras desde Apolonio”, Steiner possuia um poder
incrivel para o tratamento sintético da geometria. Assim é que contribuiu prolificamente
para esse campo e escrevey tratados do mais alto padrao. Diz-se que ele detestava o método
analitico, que considerava uma muleta para os espiritos menos dotados. FEle produzia
geometria nova com uma rapidez tao grande que as vezes nao tinha tempo de anotar suas
demonstracoes, resultando dai que muitas de suas descobertas permanecessem por anos
como quebra-cabecas para aqueles que procuravam demonstracgies.’

Um problema famoso proposto por Steiner é possivel resolver utilizando inversao cir-
cular: Porisma de Steiner.

O problema consiste em: Dadas duas circunferéncias nao concéntricas, uma interior a
outra, é possivel encontrar uma cadeia de circunferéncias, cada uma tangente a anterior
e a posterior, e todas elas tangentes as duas circunferéncias dadas?

Este problema ou nao tem solucao, ou tem infinitas solucoes, e dizemos entao que

temos um "Porisma'e neste caso, Porisma de Steiner *.

Usando inversao, podemos demonstrar de forma relativamente facil o seguinte resul-
tado de Steiner:

Teorema 3.1 Duas circunferéncias Ay e Ao admitem uma cadeia de n circunferéncias se,
e somente se:

)\1>x<)\2:1+2tau1r12z
n

Antes vamos mostrar o seguinte lema:

Lema 3.2 Duas circunferéncias concéntricas de raios R e r com R > r, admitem uma
cadeia de n circunferéncias, n > 3, se, e somente se:

Demonstracao E facil ver que se tal cadeia existe, os centros das n cincunferéncias da
cadeia forma um n-dgono regular, como ilustra a figura 22.

Como o raio das n circunferéncias da cadeia é R;T, temos que o lado do n-dgono vale

R — r, a distancia entre o centro de Ay até o centro de cada circunferéncia da cadeia vale
% eo ZCAB = . Temos:

3[1] pp.592-593
4 Ao longo desse texto, sempre que falarmos de "cadeia de circunferéncias"sera no sentido acima
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i§
1

R+r
n 2
T R—r
sen — =
n R+r

Reciprocamente, suponha agora que dn € N : sen = = L=r Tome o n-dgono regular

~ R+r
R+r

inscrito na circunferéncia de centro O e raio =+. E observe que seu lado é R — 7.

Figura 23: n-dgono no centro de A\ e Ao

Se construirmos circunferéncias 1, ¢a, ..., @, com centros nos n vértices do n-agono e
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raios iguais a R; ” entao teremos n circunferéncias tangentes a A1 e \y e cada circunferéncia

©; sera tangente as circunferéncias ;1 e ;11 como ilustra a figura 24

Figura 24: n Circunferéncias Tangentes

Justificativa: Sabemos que a distancia do centro de ; com ¢ = 1...n para o centro de Ay
é R;T que ¢ igual a soma dos raios de s e ;, portanto ¢; é tangente a A\, analogamente
podemos mostrar que cada ; é tangente as circunferéncia ¢; | e ;1. E por fim, a
diferenca entre o raio de A\ e ¢; é igual a distancia entre os centros destas mesmas

circunferéncias, o que mostra que toda ¢; é tangente interna a ;. [

Agora podemos demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstracao Sejam A\; e \; duas circunferéncias nao concéntricas, e seja ¢ uma inver-
sao que leva \; e Ay a serem concéntricas. Sabemos pelo Teorema 2.13 e pelo Teorema
2.12 que
1 /R r
AMxAd=pA)xpX) == —+—=],
1% A2 = (A1) * p(A2) 2(7“ R)

onde R e r sdo os raios das circunferéncias p(A1) e @(A2) respectivamente. Podemos
assumir, sem perda da generalidade que r < R.

R—r
R+r

Pelo Lema 3.2, sen = = e portanto

T
r_l sen -

R 1+sen®
Fazendo algumas substitui¢coes obtemos:

)\*)\_1 R+r _1 1+sen§+1—sen%
! 7o\ r R) 2 l—seng 1+senZ

n
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1 ((1+Sen§)2+(1—sen§)2) 1 (2+2sen2;—r> _ L4sen®Z

2 1 —sen?Z 2\ 1—sen?Z 1 —sen?Z
n n n
sen’Z 4+ cos? T +sen’T  cos?ZE 4+ 2sen’E  cos? T sen? ™
— n n n — n n — n n
sen?Z 4 cos?2 X —sen? cos? X cos? cos? X
n n n n n n

)\1>s<)\2:1+2tar12z
n

Figura 25: Porisma de Steiner para n = 4.
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Figura 26: Porisma de Steiner para n = 6.

3.1 CONSTRUCAO DO PORISMA DE STEINER

Sejam A1 e Ay, tais que A; * Ay = 14+ 2tan(Z). Pelo Teorema 3.1, sabemos que existe
uma cadeia de n circunferéncias. Vejamos como construir tal cadeia.

Passo 1) Aplique o, uma inversao que transforma A\; e Ay em circunferéncias concén-
tricas, por exemplo aquela contruida na segao 2.3.

)\ll

Figura 27: Porisma de Steiner: Passo 1.
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Passo 2) Divida ¢(A;) em n setores iguais com segmentos mq, mg, ms, ...m,,, onde m;
com?=1,2,3,..n € N sao raios de \;.

Figura 28: Porisma de Steiner: Passo 2.

Passo 3) Encontre todas as intersec¢oes A; e B; entre m; com A; e Ay respectivamente.

Figura 29: Porisma de Steiner: Passo 3.

Passo 4) Encontre todos os pontos médios M; de A; e B; com i =1,2,3,..n € N

Figura 30: Porisma de Steiner: Passo 4.

Passo 5) Trace todas as n circunferéncias de centro M; com raios M;A; com i =
1,2,3,..neN.
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Figura 31: Porisma de Steiner: Passo 5.

Temos agora uma cadeia de n circunferéncias tangentes a \| e X).

Passo 6) Aplique ¢ nas n circunferéncias tragadas no Passo 5.

Figura 32: Porisma de Steiner: Passo 6.

As circunferéncias construidas no passo 6 constituem uma cadeia de circunferéncia
como desejado.
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4 O PROBLEMA DE APOLONIO

FEuclides, Arquimedes e Apolonio sao os trés gigantes da matemdtica do século II a.C.
Apolonio, que era cerca de vinte e cinco anos mais novo do que Arquimedes, nasceu por
volta de 262 a.C em Perga, no sul da Asia Menor.

[-..[Embora Apolonio fosse um astronomo notdvel e embora ele tivesse escrito sobre
multiplos assuntos matemdticos, sua fama se deve principlamente a "Seccoes Conicas”,
uma obra extrordindria, gracas & qual seus contempordineos lhe deram o cognome de "O
Grande Geometra". Com cerca de 400 proposicoes em seus oito livros, Seccoes Conicas
€ um estudo exaustivo dessas curvas que supera completamente os trabalhos anteriores de
Menaecmo, Aristeu e Euclides sobre esse assunto.”

[-..[Tangéncias aborda o problema da constru¢ao de uma circunferéncia tangente a trés
circunferéncias dadas, permitindo-se a estas ultimas que se degenerem independentemente
em retas ou pontos. O problema, agora conhecido como problema de Apolonio, atraiu a
atencao de muitos matemdticos, entre eles Viéte, Fuler e Newton. Uma das primeiras
solugoes empregando geometria cartesiana foi dada por uma discipula de Descartes, a
princesa Elizabeth, filha do rei Frederico V da BoémiaS.

Antes de enunciar o Problema de Apoldnio, vamos primeiro abordar um caso particular
deste problema. Dadas duas circunferéncias A;, Ay e um ponto P, tracar uma nova
circunferéncia tangente as duas primeiras e que passa por P.

Figura 33: Caso particular do Problema de Apolonio

Utilizando inversao circular, o problema se torma muito facil de se resolver.

Seja ¢ uma inversao circular de centro em P e raio arbitrario. Vamos primeiro aplicar
© em A\ e Ay e construir uma reta tangente A as duas circunferéncias ¢(A1) e p(A2) e que
nao passe por P (se¢do 6.4). Observe a figura 34, na qual ¢(\) = \] e p(A\2) = A,

®[1] p-198
611] p. 201
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Figura 34: Prob. Apolonio Particular - Passo 1

Vamos agora aplicar ¢ novamente. Teremos as duas circunferéncias A; e Ay, além de
uma nova circunferéncia \' que é a imagem da reta A e que passa por P. A\’ é uma solucao.
Observe que existem até 4 solucoes, dependendo é claro, da posicao das circunferéncias

dadas.

Figura 35: Prob. Apolonio Particular - Passo 2
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Vamos agora ao caso geral do Problema de Apolonio, que consiste em contruir todas
as circunferéncias tangentes a trés circunferéncias dadas.

4.1 CONSTRUCAO DA SOLUCAO DO PROBLEMA DE APO-
LONIO

A seguir, montamos os passos para a solucao do problema de Apolénio. Nos casos em
que nao haja solucao, devemos passar para o proximo passo. Dadas trés circunferéncias,
A1, A2, A3, vamos construir uma circunferéncia tangente ao mesmo tempo as trés dadas.
Vamos considerar, sem perda de generalidade que r;, < ry < r3, onde r; é o raio da
circunferéncia \;, com ¢ = 1,2,3 e que Oy, 0y, O3 sao os seus centros.

Figura 36: Problema de Apolonio

Passo 1) Construa duas circunferéncias: Ay com centro em Os e raio ry =13 — 11 € A5
com centro em Oz e raio r5 = r3 — 1.

Passo 2) Construa, caso exista, a circunferéncia A, tangente as circunferéncias Ay e A5
passando pelo centro O de Ay, tais que estas duas estejam exteriores a A, como ilustra a
figura 37(utilize o caso particular do problema de Apoldnio visto acima).
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Figura 37: Problema de Apolonio - Passos 1 e 2

Sejam O, e R,, respectivamente o centro e o raio de A,. Entao a circunferéncia \, de
centro em O, e raio S, = R, — r; ¢ uma solucao, observe a figura 38.

Figura 38: Problema de Apolonio - Uma solugao
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Passo 3) Construa, caso exista, a circunferéncia A, tangente as circunferéncias Ay e A5
passando pelo centro O; de \q, tais que estas duas estejam interiores a A, como ilustra a
figura 39.

Figura 39: Problema de Apolonio - Passo 3

Seja O, e R, o centro e o raio respectivamente de A,, entdo a circunferéncia A\, de
centro em O, e raio S, = Ry, + 1 é uma solucao, observe a figura 40.

Figura 40: Problema de Apolonio - Uma solugao
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Passo 4) Construa duas circunferéncias: \g com centro em Oy e raio 14 =19+ 171 € A7
com centro em Oz e raio r; = r3 + r; como ilustra a figura 41.

A A
A

Figura 41: Problema de Apolénio - Passo 4

Passo 5) Analogamente ao passo 2, construa, caso exista, a circunferéncia A. tangente
as circunferéncias A\g e \; passando pelo centro O; de A{, tais que estas duas estejam
exteriores a A, como ilustra a figura 42

Figura 42: Problema de Apolonio - Passo 5
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Seja O. e R. o centro e o raio respectivamente de A, entao a circunferéncia \. de
centro em O, e raio S. = R. + 1 é uma solucao, observe a figura 43.

Figura 43: Problema de Apolonio - Uma solugao

Passo 6) Analogamente ao passo 3, construa, caso exista, a circunferéncia A, tangente
as circunferéncias A\g e \; passando pelo centro O; de \{, tais que estas duas estejam
interiores a A4, como ilustra a figura 44.
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Figura 44: Problema de Apolonio - Passo 6
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Seja Oy e Ry o centro e o raio respectivamente de Ay, entao a circunferéncia \; de
centro em Oy e raio Sy = Ry — r1 € uma solucdo, observe a figura 45.

Figura 45: Problema de Apoloénio - Uma solugao

Passo 7) Construa, caso exista, a circunferéncia A, tangente as circunferéncias Ag e
A5 passando pelo centro O; de \q, tais que A5 seja exterior e \g seja interior a A, como
ilustra a figura 46.

(%

Figura 46: Problema de Apolénio - Passo 7
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Seja O, e R, o centro e o raio respectivamente de A., entao a circunferéncia A\, de
centro em O, e raio S, = R. — r; é uma solucao, observe a figura 45.

Figura 47: Problema de Apolonio - Uma solugao

Passo 8) Construa, caso exista, a circunferéncia A; tangente as circunferéncias \g e
A5 passando pelo centro O de Aq, tais que A5 seja interior e \g seja exterior a A, como
5 ’ 5 6 f

ilustra a figura 48.

Figura 48: Problema de Apolonio - Passo 8
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Seja Oy e Ry o centro e o raio respectivamente de Ay, entao a circunferéncia A\ de
centro em Oy e raio Sy = Ry + 1 ¢ uma solugao, observe a figura 49.

Figura 49: Problema de Apolénio - Uma solugao

Passo 9) Construa, caso exista, a circunferéncia A, tangente as circunferéncias \; e
A4 passando pelo centro O; de Ay, tais que A7 seja exterior e A4 seja interior a A,, como
ilustra a figura 50.

(L

N—

Figura 50: Problema de Apoléonio - Passo 9
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Seja Oy e R, o centro e o raio respectivamente de Ay, entdao a circunferéncia A, de
centro em O, e raio Sy = R, + r; ¢ uma solucao, observe a figura 51.

Figura 51: Problema de Apolonio - Uma solugao

Passo 10)Construa, caso exista, a circunferéncia Aj, tangente as circunferéncias \; e
A4 passando pelo centro O; de A, tais que A7 seja interior e A4 seja exterior a Ay, como
ilustra a figura 52.

(>

A

Figura 52: Problema de Apolonio - Passo 10
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Seja Oy e Ry o centro e o raio respectivamente de Ay, entao a circunferéncia A, de
centro em Oy, e raio S, = Rj, — r; é uma solucao, observe a figura 53.

Figura 53: Problema de Apolonio - Uma solugao

Figura 54: Problema de Apolénio com as 8 solugoes
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5 GeoGebra®

GeoGebra® (Aglutinacdo das palavras Geometria e Algebra), ¢ um aplicativo de mate-
matica dinAmica que combina conceitos de geometria e algebra em uma tunica GUI(Graphical
User Interface). Sua distribuigdo é livre, nos termos da GNU General Public License, e é
escrito em linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em varias plataformas.

Foi criado por Markus Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula.
O projeto foi iniciado em 2001, na Universitit Salzburg, e tem prosseguido em desenvol-
vimento na Florida Atlantic University.

O programa permite realizar construcoes geométricas com a utilizagao de pontos, re-
tas, segmentos de reta, poligonos etc., assim como permite inserir funcoes e alterar todos
esses objetos dinamicamente, apds a construcao estar finalizada. Equacoes e coordenadas
também podem ser diretamente inseridas. Portanto, o GeoGebra® é capaz de lidar com
varidveis para nimeros, pontos, vetores, derivar e integrar funcoes, e ainda oferecer co-
mandos para se encontrar raizes e pontos extremos de uma funcao. Com isto, o programa
retne as ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas & algebra e ao
calculo. Isto tem a vantagem didatica de representar, ao mesmo tempo e em um Unico
ambiente visual, as caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto.”

Nosso objetivo, neste capitulo, é ilustrar o uso do GeoGebra®em sala de aula, propondo
a construcao do Porisma de Steiner nesse ambiente de geometria dindmica. Para tanto,
criaremos uma ferramenta no GeoGebra®para realizar a inversao circular.

Para o uso desse software, indicamos a pagina oficial do GeoGebra®: www.geogebra.org,
de onde é possivel baixar instaladores para todos os sistemas operacionais ou tablets, além
de permitir o uso online, sem necessidade de instalacao. Indicamos também o GeoGebra
Tube: http://www.geogebratube.org/, no qual encontram-se disponiveis inimeros proje-
tos de interesse geral.

A seguir,propomos uma atividade para ser realizada por professores, com alunos do
ensino médio. Apesar da ferramenta inversao circular ja existir no GeoGebra® ;| sugerimos
que os professores criem tal ferramenta com seus alunos, para que ele possa assimilar
melhor o conceito de inversao circular.

5.1 CRIANDO UMA FERRAMENTA: INVERSAO CIRCULAR
DE PONTOS.

Para a construcao da ferramenta no GeoGebra® , a inversao circular de pontos, vamos
construir uma circunferéncia ¢ de centro A e raio AB, como ilustra a figura 55.

Coloque um ponto C' externo a circunferéncia de inversao ¢ construida anteriormente.
Encontre a inversao do ponto C' como explicado no capitulo 2.1. No nosso caso, a inversao

TTexto extraido do site: http://pt.wikipedia.org/wiki/geogebra, Acessado em: 31/07/2013
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[[ © wanw.geogebra.org/mebs x

« C [ www.geogebra.org/webstart/geogebra.htm! Qi =

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Ajuda

A D

] | o[
9L 5 )

9 I £
= Cénica

U Gi(x-418F (=0,
Ponto

.

L

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos.

ABC A
Selecione o centro ¢, depois, UM ponto do circulo

E]

)

9 A=14.18,-0.92)
9 B=16.04,028)

Figura 55: Construindo uma circunferéncia

de C' é o ponto E como ilustra a figura 56.

/Owww‘geogebva‘mg/weh: x

< C' | [) www.geogebra.org/webstart/geogebra.html Qx| =

Arquivo_Editar_Evibir_Opgoes Ferramentas Ajuda

. D - Mover
] az2
>(v ././v L I>'V ®, @, '4-v \v ABC 22 Q*V Anaste ou selecions um ou mais bjetos (Esc)
= Conica J
5 (k- 418F+ (v +0,
= Ponto

9 A=(4.18,0.92)
9 B=16.04,0.28)
9 C=18.42,06)
9 D=(4.55,1.26)
9 E=(52,055)

= Reta
9 b056x-38Ty=7
9 d:2.97x-257y=23 2

D e 42x-15%y=2
= Semireta
9 aA5xea24y="

Figura 56: Inversao de um ponto Externo

Observe que ao deslocarmos C' o ponto E se desloca também, porém se colocarmos
o ponto C' "dentro"da circunferéncia, £ desaparece, assim como as retas que aulixiaram
a sua construcao. Isso ocorre porque construimos o ponto F quando C' estava externo a
circunferéncia de inversao. Construa agora a inversao de C', com C'interno a circunferéncia
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conforme explicado no capitulo 2.1, observe a figura 57.

|/ © ww.geogebraorg/mebs x

€« C | [} www.geogebra.org/webstart/geogebra htm Qe =

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Ajuda

[IK SO S

1A O
nica
5 cilx- 4187 +(y+0.

= Ponto
O A=(4.18,092)
9 B=(6.04,0.28)
9 C=(5.48,1.08)
> Dindefinido
> Eindefinido
@ F=(5.26,-2.85)
9 6=(57,069)
@ H=(7.89,1.38)
= Reta
> bindefinido
> dindefinido 2
> eindefinido
9 EA3X+016y=7.
9 g:152x+1.61y=9 i o
= Semirreta
9 a:046x+1.3y=-0¢

ABC
E)

222
l_" ‘%'v Araste ou selecione um ou mals objetos (Esc)

7N

s

Figura 57: Inversao de um ponto Interno

Surge entao o ponto H, que é a inversao de C' quando este esta interno a circunferéncia
de inversao c.

Agora vamos criar a ferramenta "Inversao Circular". Clique em "Ferramentas'e depois
em "criar uma nova ferramenta". Abrird uma tela solicitando "Objetos Finais", observe
a figura 58. Selecione da lista o ponto E e o ponto H, que sao as inversoes de C' ora
externo, ora interno.
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X 1
= Semireta
O a:022+13%=20
5 4 2 T 0 1

Figura 58: Criando Ferramenta - Objetos Finais

Clique em proximo e a tela ira solicitar "Objetos Iniciais". Selecione da lista o ponto
C, a circunferéncia c e seu centro A. Observe a figura 59.

[/ © wmgeogebmsorg/mebs x

= €' [ www.geogebra.org/webstart/geogebra htm Qi
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Ajuda
0 .
B ENEVE = o] B PN
= Coni E

ca
(x-418P +(y+0,

ABC

22| || SelecionarObieto
=) %Y ciaue no oieto para seteciona-io

18,-092) " L Crar uma Nova Feramenta =)
04,0. =
Objetos Finais| Obietos i

Selecione 0s objetos na construgo ou escolha-0s de uma lista

Ponto C
Circulo c: Girculo por B com centro A

(el
bomon =R
==

©POO000BOOE00000

Figura 59: Criando Ferramenta - Objetos Iniciais
E por fim ao clicar em proximo ele pede o "Nome e Icone"da ferramenta como ilustra

a figura 60. Preencha com o nome e o icone que desejar, clique em concluido e pronto.
Nossa ferramenta foi construida.
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m |

& - € [[) wwwgeogebra.org/websta

Arquio_Editar Exibir Opgies Ferramentas Ajuda

Al o4l 5 Selecionar Objeto
= Cénica E
9 c(x-418F+(y+0.
Ponto
5> A=(18,-092) - L T =)
J B=(6.04,0.28)
9 C=(55-1.14) Obijetos Finais | Objetos Iniciais| Nome e icone |

Nome da feramenta  Inversao Circular

5 H=(7.79,-1.52) 3 Nome do comando  InversdoCircular]
= Reta
5 EA3X+02y=17 Auda da ferramenta |a circunferéncia e seu centro de Inverso
5 g1sAx 152y =10 2
=/ Semimeta

; @
> a022x+132%=20 X Exibir na Barra de Ferramentas

G icone.

Figura 60: Criando Ferramenta - Nome e Icone

Obs2: Quando utilizarmos a ferramenta criada acima, ela criard dois pontos, que serao
a inversao do ponto X quando X for externo a circunferéncia de inversao, e a inversao
do ponto X quando X for interno a circunferéncia de inversao. Porém, é claro que nao
pode ocorrer as duas coisas ao mesmo tempo, por isso, quando X for externo, aparecera
apenas um ponto como inversao, e o outro ponto aparecera como indefinido e vice-versa,
conforme mostra a figura 61.

Obs3: Para renomear os pontos, cirunferéncias, etc, selecione o objeto desejado, clique
no botao direito do mouse e renomei-o.

5.2 CONSTRUINDO O PORISMA DE STEINER COM GeoGebra®

Construa uma circunferéncia e renomeie para A;. Renomeie também o seu centro para
O,. Construa uma nova circunferéncia de raio menor do que \; e que seja interna a esta.
Renomeie para s assim como seu centro para O,. Construa o segmento O1 B e renomeie-o
para R. Construa o segmento O>0; e renomeie-o para 7.

E importante lembrar que o Porisma de Steiner s6 possui solucao se, e somente se

A kg =1+ QtanQ(E)
n

Logo é interessante adotarmos alguns "facilitadores'"como se segue.

r O; na origem 1stem rtesian 5 re um us eix ra com
Colocar O; na origem do sistema cartesiano e Oy sobre de seus eixos, fara co
que:

1 1
)\1*)\2:E(ac—i-bd_§<a2+b2+02+d2_R2_T2>>
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Bl LA rele
[

A o/}
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e
9 Gi(K-4.04) + (y- 145 =9.02
Pont;

Mover

ABC
Araste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

=)

)&

nto
2 A=(4.04,1.4)
38)

7 B=(6.46,0
7 €=(8.2,282)

Figura 61: Inversao Circular e ponto indefinido

se torne: R 2 p
+re—
Avrde =g
Onde:
R: raio de A\

r: raio de Ao
d: Ponto sobre y onde estara o centro de \g

Como vimos acima, para que A; e A\ tenham uma cadeia de 4 circunferéncias, temos
que ter necessariamente: Ay x Ay =1+ 2tan(§) =3

Vamos fazer com que o GeoGebra® calcule para nés o valor de A\; x A\o. Na barra de
"Entrada"digite o seguinte comando: Pic =(R" 2+ 1" 2-y(O_ 2)" 2)/(2*r*R) e pressione
enter. Pic: Produto Inversivel Circular. Observe a figura 63

Coloque O; no centro do plano cartesiano e o ponto B nas coordenadas (3,0) fazendo

R = 3. Coloque agora O, nas coordenadas (0, %) e faca r = % conforme ilustra a figura
63. Como podemos observar naquela figura, temos que A\; e A\ admite uma cadeia de 4

circunferéncias. Vamos construi-las seguindo os passos das secoes 3.1 e 2.3.

Construa uma inversao ¢, de centro em B e raio arbitrario. Faca as inversoes de \; e
Ao que sao respectivamente uma reta e uma circunferéncia.
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Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Ajuda
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3 Agxry=9
5 AFX+-057=025
= Ponto

2 B=(3,0)

e 0,=(0,0)

@ 0,=(0,05)

74N

3
L

ABC.

Entrada

Figura 62: Passo 1- Adotando facilitadores

[ Entrada (3:8%9) - tofolis®. X (O www.geogebra.org/webst x (|

L C' | [) www.geogebra.org/webstart/geogebra.html
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Ajuda
— =AY
A ; P NS o[ [y e @
{ el e D% b‘v @V Ov A.v Sz B U] At ou seiecione wm ou mais obistos sy D &

= Cénica

9 B=03,0)
@ 0,=(0,0)
@ 0,-(0,05)
= segmento
~@ R=3
5 =05

g
<Emrada Pic=(R*2+1"2-y(0_2)*2)/(2'r'R) > @: &

Figura 63: Passo 2 - Calculando PIC

Algumas observagoes importantes:

a) Como sabemos que uma reta é definida por dois pontos e que a inversao dos pontos
pertencentes a 1 sdo eles proprios, entdo a imagem de (A1) é a reta que passa pela

interseccao de Ay com ;.
b) Para encontrar a inversao de uma circunferéncia que nao passa pelo centro de
inversao, basta inverter 3 pontos quaisquer desta circunferéncia.

¢) Apo6s encontrar a inversao desejada, é interessante ocultar alguns objetos para que
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o desenho nao fique carregado, dai a importancia de renomear os objetos criados para nao
"perde-los" (Vamos ocultar também os eixos x e y do plano cartesiano). Vamos também

colorir os objetos inversos de uma mesma cor para uma melhor visualizacao. Assim, A,

I, A terdo a mesma cor, tal como Ay, N, \J terdo uma outra cor, diferente da usada

anteriormente (Selecione o objeto, clique no botao direito do mouse, v em propriedades
e altere a cor).

DM Entrada (3899) - tofolis@: X J ) www.geogebra.org/webst x

& - C [} wawgeogebra.org/ue

A
0

T
Be

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Ajuda
||| Morer
A Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

DBEBECBEAR

3y 70:’ 7 \

3 Oil-3pey

ABC,
=

B

= Nimero

@ F 3¢
O F-(156,04
) G indefinido
) Hindefinido
) Iindefinido
5 0',=(233,0/
2 0,=(0
0,=(0,0.5)

2 0
< Reta
5 Nix=033

= Segmento
@ R=3
9 r=08

Entrada

Figura 64: Passo 3 - Criando ¢, e construindo A} = ¢1(A1) e Ay, = p1(A\2)

Oculte A; e A bem como seus elementos (Clique no objeto com o botao direito do
mouse e selecione "Exibir Objeto").

Agora vamos construir uma inversao circular ¢, que coloca concéntricas A} e A, con-

forme o passo 2 da se¢ao 2.3, como ilustra a figura 65. Construa A/ = pa(\]) e Aj = pa(N})
como ilustrado na figura 66.

d) Como vimos na se¢io 2.3, o centro das cincunferéncias circunscritas sera no inverso

de S, entdo para construirmos A/ e AJ basta achar a inversdo de S e um ponto de \] e
outro de A .
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Dividimos agora A] em quatro partes iguais, e construimos quatro circunferéncias
tangentes a \] e \J simultaneamente como na sec¢ao 3.1, Passos 2, 3, 4 e 5.

I Entrada (3:8%9) - tofolis®. X | (O www.geogebra.org/webst x

< C' | [) www.geogebra.org/webstart/geogebra.html | =
Arquivo Editar Exivir Opgdes Femamentas Aluda
7 = ~
. - | mover [
Xv )/v .Ov I’\‘v @7 gifEa= xv Aecliest) ’I"v L) amaste ou setecions um o mats obtos (Esc) D &
= conica - 2
o Nylx+2]

F = (1.56,

G indefinidy
O Hindefinid
) lindefinido

< Segmento  ~
< [ 3

Entrada )

Figura 65: Passo 4 - Ocultando A\; e Ay e construindo ¢,

Chamando de 1, ¥9, V3 e 14 as circunferéncias construidas no passo anterior, aplique
primeiro a inversao ys e em seguida a inversao ¢, a cada uma das circunferéncias 1y, 1o,

3 e 1y

Para isso, em cada circunferéncia 1;, construa 3 pontos: Ps;1,Ps;2 e Ps;3 e construa
as inversoes 1 0 pao( Ps;1), o1 0 pa(Ps;2), 1 0 pa( Ps;3).
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Construa as circunferéncias ¢, ¢4, 1§ e 1}, onde 9] passa pelos pontos ¢0ps(Ps11), 10

©2(Ps12), p10p2(Ps13) , 1Y passa pelos pontos p10pa(Psal), p1092(Pse2), @1 0ps(Psy3)
€ asslm sucessivamente.
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Figura 66: Passo 5 - Construindo \] = pa(A\]) e Aj = ¢a(A})
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Figura 67: Passo 6 - Dividindo A} em quatro partes iguais e construindo ¢y, 19, 13 € 14

29



[ Entrada (B.900) - Eofolish | X ] ) wewgeogebra.org/websi X

€ - C [} www.geogebra.org/webstart/geogebra.htm

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Ajuda

Y IS B R4 o [7 e N 25 5 3 (o - et

033,44

W indefinid
N indefinids
0 indefinid
0, =23
0,-(0,0)
0,=(0,05
Porisma =
Ps 1-(04
Ps,2=(3
Ps3-108

Entrada:| i@

Figura 68: Passo 7 - Construindo os pontos Ps;j
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Figura 69: Passo 8 - Construindo v¥f, ¥5, % e ¢y
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Agora é s6 ocultar as construgoes e exibir as circunferéncias Ay, A2, ¥, V5, ¢4 e 9.

I 1 Entiada 3900) “EoTols@ X €7 wonwgeogebra.org/webs: x LY C=Tra
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Figura 70: Passo 9 - Ocultando as construgoes e exibindo Ay, Ao, ¥, ¥5, 5 e ¢
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6 APENDICE

Nesta secao iremos mostrar algumas propriedades que utilizamos nos capitulos ante-
riores, mas porém nao iremos demonstra-las por se tratar de contetido basico do ensino
meédio.

6.1 POTENCIA DE PONTO

Teorema das cordas: Seja A uma circunferéncia de centro O e raio r, e seja ainda, AB
e C'D duas cordas de A que se cortam em P como ilustra a figura 71 :

Figura 71: Poténcia de Pontos - Teorema das cordas

Temos que PA- PB = PC'- PD.

Teorema das secantes: Seja A uma circunferéncia de centro O e raio r e seja P um
ponto externo a A, sejam ainda dois segmentos PB e PD que cortam A em A, B e C,D
respectivamente como ilustra a figura 72.

N

Figura 72: Poténcia de Pontos - Teorema das secantes

Temos que PA- PB = PC - PD.
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Teorema da secante e da tangente: Seja A\ uma circunferéncia de centro O e raio r e
seja P um ponto externo a A, sejam ainda dois segmentos P71’ tangente a A e PB secante
a A que interceptam A em T e A, B respectivamente como ilustra a figura 73

Figura 73: Poténcia de Pontos - Teorema da secante e tangente

Temos que PT? = PA- PB. A volta também vale, ou seja, se PT? = PA- PB entao
PT é tangente a \.

6.2 ANGULOS CENTRAIS, INSCRITOS E DE SEGMENTO
EM UMA CIRCUNFERENCIA

Angulos centrais a uma circunferéncia é o angulo formado por trés pontos onde dois
estao na circunferéncia e seu vértice no seu centro O, sua abertura corresponde ao tamanho
do arco, como ilustra a figura 74

Figura 74: Angulo Central

Angulos incritos a uma circunferéncia é o angulo formado por trés pontos que estao
na circunferéncia, escolhendo um deles como vértice. Podemos relacionar o angulo incrito
com o central, o angulo incrito tem a metade da abertura do central como ilustra a figura
75
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Figura 75: Angulo Inscrito

Corolario 6.1 Todo triangulo inscrito em uma circunferéncia cujo um lado € o didmetro
€ um tridngulo retangulo.

O lugar geométrico dos vértices de um triangulo retangulo, cuja hipotenusa vale h é
uma circunferéncia de diametro h menos os dois pontos de intersecao da circunferéncia
com a hipotenusa como ilustra a figura 76:.

Figura 76: Lugar Geométrico do Triangulo Retangulo de Hipotenusa h

Angulos de segmento tem o vértice na circunferéncia, e um dos seus segmentos é
tangente a ela, como ilustra a figura 77.

Sua abertura equivale a metade do arco localizado entre os dois segmentos e formado
pelo segmento secante.
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Figura 77: Angulo De Segmento

6.3 QUADRILATEROS INSCRITOS A UMA CIRCUNFEREN-
CIA

Um quadrilatero pode ser inscrito em uma circunferéncia se, e somente se, seus angulos
opostos sao suplementares.

a+y = 180°

B+5=180°

Figura 78: Quadrilatero Inscrito

6.4 TANGENTES EXTERNAS E INTERNAS A DUAS CIR-
CUNFERENCIAS DADAS

E sabido que para tracar uma tangente a uma circunferéncia A de centro O, passando
por um ponto P de A, basta construir o segmento OP e tracar uma perpendicular & OP
passando por P. Seja agora P um ponto externo a A. Para construir uma tangente a
A passando por P, encontramos o ponto médio M de OP, construimos a circunferéncia
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de centro em M e raio OM. Chamando de T o ponto de interseccao entre as duas
cirncuferéncias, temos que a reta P71 é tangente & A e portanto ¢ uma solucao.

jam A\q o circunferénci rai Tr 1vamen nsider m per
Sejam \; e A\ circunferéncias de raios R e r respectivamente, e considere se erda
da generalidade que R > r.

Para tracar as tangentes externas a A\; e Ay construa uma circunferéncia A3 de raio
R — r e centro em Oy de \;. Trace as tangentes a A3 pelo ponto Oy que é o centro de
Ag. Chame de P; e P, os pontos de intersecao das tangentes com A3, trace as semirretas
O1P; e O1P,. Encontre os pontos T7 e Ty de intersecao das semirretas com A; e trace as
tangentes a Ay por 17 e Ts.

Figura 79: Tangentes Externas

Para tracar as tangentes internas a A\; e Ay construa uma circunferéncia A3 de raio
R+ r e centro em O de \;. Trace as tangentes a A3 pelo ponto O, que é o centro de
Ao. Chame de P; e P, os pontos de intersecao das tangentes com A3, trace as semirretas
O, P, e O1P,. Encontre os pontos T e T, de intersecao das semirretas com A; e trace as
tangentes a A\; por 11 e T5.

Figura 80: Tangentes Internas
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