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Resumo

Diante das mudancas com a substituicao dos antigos vestibulares pelo Exame Nacio-
nal do Ensino Médio (ENEM), percebemos significativas altera¢oes nos curriculos de
Matematica. Nas provas do ENEM, alguns contetidos de Matematica sao bastante
recorrentes (Razao/Propor¢ao, Matematica Financeira, Geometria Espacial, etc), en-
quanto outros passaram a ser pouco cobrados e até excluidos (Conicas, Determinantes,
Numeros Complexos, Sistemas, etc). Tudo isso tem causado grande prejuizo para
aqueles que pretendem ingressar em algum curso como Engenharias, Computacao e
especialmente, Matematica, pois alguns desses conteidos sao pré-requisitos para al-
gumas disciplinas desses cursos. Analisaremos o curriculo e quais os contetidos eram
cobrados em periodos anteriores e posteriores aos vestibulares da Universidade Federal
de Campina Grande (UFCG). Dentre os contetidos que estdo ausentes, destacamos os
Determinantes que nao tem sido cobrado nas provas do ENEM e tem sido abordado
brevemente em livros didaticos. Diante disso, fizemos uma abordagem nao encontrada
em livros didaticos direcionada para professores que pretendem aprofundar os conheci-
mentos sobre determinantes e apresentando também algumas aplicagoes. Elaboramos
um questionario para sondar, através dos professores de alguns cursos da UFCG, qual
a relevancia do estudo dos determinantes, se os alunos do curso irdo precisar desses
conhecimentos em cursos superiores e qual a opiniao sobre os determinantes nao serem
cobrados nas provas do ENEM. Por fim, elaboramos uma sugestao de Itinerario For-
mativo através de uma eletiva apresentando os determinantes de foma clara e objetiva,

contribuindo para a formacao futura de calouros de alguns cursos universitarios da

UFCG.

Palavras-chave: Vestibulares. BNCC. UFCG.



Abstract

Given the changes with the replacement of the old entrance exams by the National
High School Examination (ENEM), we noticed significant changes in the university
curricula. mathematics. In the Enem tests, some mathematics content is quite com-
mon (Ratio/Proportion, Financial Mathematics, Spatial Geometry, etc.), while others
began to be little charged and even excluded (Conics, Determinants, Complex Num-
bers, Systems, etc.), resulting in great loss for those who intend to enroll in a course
such as engineering, computing and especially, mathematics, as some of these contents
are prerequisites for some subjects of these courses. We will analyze the curriculum
and what content was required in periods before and after the entrance exams at the
Federal University of Campina Grande (UFCG). Among the contents that are absent,
we highlight the Determinants that have not been covered in the Enem tests and have
been briefly addressed in Didatic books. In view of this, we took an approach not
found in textbooks aimed at teachers who intend to deepen their knowledge about
determinants and also presenting some applications. We developed a questionnaire to
investigate, through the teachers of some UFCG courses, the relevance the study of
determinants, whether course students will need this knowledge and what is the opin-
ion about determinants not being covered in the Enem tests. Finally, we developed a
suggestion for Training Itineraries through an elective presenting the determinants in
a clear and objective way, contributing to the formation future of freshmen in some

university courses at UFCG.

Keywords: Entrance Exams. BNCC. UFCG.
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1 Introducao

O presente trabalho discorre em breve abordagem sobre o curriculo de matematica
baseando-se em documentos oficiais como Constituicao Federal, Lei de Diretrizes e
Base da Educagao Nacional (LDB), Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN’s) e Base
Nacional Comum Curricular (BNCC). Procuramos analisar as mudancas corridas apds
os antigos vestibulares serem substituidos pelo Novo Exame Nacional do Ensino Médio,
isto é, quando passou a ser a principal forma de ingresso as universidades do pafis.

Para realizar uma analise minuciosa sobre como funcionavam e quais contetdos
eram cobrados nos vestibulares da UFCG, usamos o programa de vestibular do ano
2010 disponibilizado pela Comprov (Comissao de Processos Vestibulares), fizemos a
comparag¢ao com o que tem sido cobrado no Exame Nacional do Ensino Médio, tomando
como base a sua matriz referéncia. Percebemos que ao longo dos anos, muitos contetidos
tem sido extintos das salas de aula, devido a sua nao cobranga no Exame Nacional do
Ensino Médio.

Desenvolvemos em nosso trabalho um levantamento referente aos anos 2020, 2021,
2022 e 2023 sobre os contetidos que estao presentes no Exame Nacional do Ensino Mé-
dio, demonstrando os resultados obtidos através de tabelas e graficos. Apresentamos
mais adiante os critério utilizados na escolha do contetdo por questao e construimos
também uma tabela comparativa com os assuntos apresentados no programa de vesti-
bular 2010 da UFCG e os que constam na Matriz referéncia do ENEM. Mediante essa
andlise, buscamos entender como essas mudancas interferem em livros didaticos e nas
salas de aula do Ensino Médio.

No decorrer da pesquisa, constatamos que Determinantes é um dos assuntos que nao
tem sido recorrentes no Exame Nacional do Ensino Médio nos tltimos anos. Desenvol-
vemos um estudo sobre Determinantes, com uma abordagem diferenciada, inclusive nao
encontrada em livros didaticos, contendo uma apresentagao inicial dos Determinantes
em Sistemas Lineares, a construcao e definicdo por permutacao para Determinantes
de ordem qualquer, apresentando também as propriedades e teoremas que auxiliam
na resolucao simplificada de alguns Determinantes como também as suas respectivas
demonstracgoes.

Ainda na abordagem sobre Determinantes, apresentaremos aplicagoes em diversas
areas as quais consideramos primordial na motivacao desse estudo. Destacamos que
essa abordagem sobre Determinantes é voltada para o professor de Matematica, onde
o objetivo principal é auxiliar no aprofundamento dos conhecimento sobre o assunto.

Fizemos em nosso trabalho uma pesquisa com professores da UFCG de alguns curso

universitarios como Engenharia Elétrica, Computacao, Estatistica, Fisica e Matema-
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tica. Buscamos através da ferramenta Google Forms identificar qual a importancia
do estudo de determinantes para um profissional formado no curso (Estatistica, En-
genharia Elétrica, Fisica e Matematica), se um estudante ingressante ird precisar dos
conhecimentos de Determinantes, caso a resposta seja sim, constatar quais disciplinas e
qual o periodo em que o aluno precisara desses conhecimentos, por fim, qual a opiniao
do professor em relagao aos Determinantes estarem saindo do Ensino Médio devido a
sua nao cobranca nos ultimos anos do Exame Nacional do Ensino Médio.

Referente a elaboracao do itinerario formativo, faremos uma proposta de eletiva
destinada a alunos do Ensino Médio que pretendem ingressar em curso que seja ne-
cessario o estudo sobre determinantes. A proposta do curso é apresentar conceitos,
definicao, propriedades, exemplos e aplicacoes de forma clara, despertando o interesse
no estudo dos Determinantes e contribuindo para os que ingressarem no curso desejado

nao tenham dificuldade no que se refere a essa tematica.

1.1 Objetivos

Nosso trabalho possui como principal objetivo, contribuir para o ensino e a apren-
dizagem dos Determinantes de forma clara, objetiva e eficiente. Mostrando a sua
importancia e aplicagoes nas diversas areas, contribuindo para professores e alunos que
pretendem ingressar em alguns cursos universitarios como matematica, engenharia elé-
trica, fisica e estatistica, como também analisar os assuntos que sairam do curriculo de

matematica na etapa do Ensino Médio com a inser¢cao do ENEM.

1.1.1 Objetivos Especificos

Destacamos alguns objetivos especificos, os quais consideramos importantes na ela-

boracgao e desenvolvimento do nosso trabalho:

o Realizar uma abordagem sobre o curriculo de Matematica e suas modificacoes,

antes e depois do Exame Nacional do Ensino Médio;

o Identificar os conteidos mais frequentes, pouco cobrados e até excluidos no

Exame Nacional do Ensino Médio;

o Fazer uma andlise comparativa dos contetidos que eram cobrados nos antigos
vestibulares da UFCG com os que sao cobrado no Exame Nacional do Ensino
Médio;

o Mostrar uma abordagem diferenciada para Determinantes nao encontrada em

livros didaticos que auxiliem professores do Ensino Médio;
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o Apresentar a presenga dos Determinantes em Sistemas Lineares de ordem até 3;
e Mostrar a definicao dos Determinantes por permutagao;

o Apresentar as propriedades dos determinantes com suas respectivas demonstra-

coes;

o Abordar Teoremas como Laplace e Jacobi e também regras como Sarrus, Chio e

Cramer.

o Apresentar aplicagoes sobre os Determinantes como forma de motivar o seu es-
tudo;

 Identificar se os Determinantes sao necessarios em cursos de Engenharia Elétrica,

Estatistica, Fisica e Matematica;

o Analisar a importancia do estudo de Determinantes para os cursos universitarios

citado acima;

« Entender como professores dos referidos cursos enxergam a auséncia dos Deter-
minantes no Exame Nacional do Ensino Médio e consequentemente das salas de

aula;

o Propor uma eletiva para alunos que pretendem ingressar em cursos superiores em

que os conhecimentos sobre Determinantes sao imprescindiveis.

1.2 Organizacao

Nosso trabalho ficou dividido em 11 capitulos, onde no primeiro trazemos a intro-
ducao, onde falamos sobre as etapas e desenvolvimento do trabalho e apresentamos os
objetivos gerais e especificos de nossa pesquisa e mais 10 capitulos.

No Capitulo [2| falamos sobre o curriculo no periodo dos vestibulares baseados nos
principais documentos que norteavam o curriculo e o programa de vestibular da UFCG.

No Capitulo [3] abordamos sobre o curriculo de mateméatica apds o surgimento do
Exame nacional do Ensino Médio, os reflexos dessa mudancas, destacamos o que en-
contramos em sua Matriz Referéncia e também falamos brevemente sobre a Reforma
do Ensino Médio.

No Capitulo 4] foi realizada uma analise das questoes do ENEM durante os anos de
2020 a 2023, esses resultados foram apresentados por meio de graficos e tabelas e fizemos
também uma comparacao sobre o que era cobrado dos conteudos de Matematica dos
programas de vestibulares da UFCG e como tem sido cobrado na Matriz Referéncia do
ENEM.
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No Capitulo |5 apresentamos a motivacao para definicio dos Determinantes, em
seguida algumas defini¢oes preliminares para finalmente apresentar a definicao geral de
determinantes por permutacdo. Serao expostas algumas observagoes da definigdo que
serao base para demonstracao das propriedades de determinantes, sendo apresentado
também a matriz em blocos.

No Capitulo [6] apresentaremos definigoes preliminares, motivagao para definigdo e
o Teorema de Laplace, contendo nesse capitulo uma breve abordagem sobre matrizes
triangulares, Regra de Chid e alguns exemplos desses resultados.

No capitulo [7] falaremos sobre o cdlculo da matriz inversa através do Determinante
e exemplos.

O Capitulo 8| foi destinado a aplica¢oes dos Determinantes na Geometria Analitica,
Plana e Espacial e até na Fisica, como também presentacao sobre a Regra de Cramer.

No Apéndice[A]sera abordada uma proposta de eletiva para alunos do Ensino Médio
que pretendem ingressar em cursos superiores que seja necessario conhecimentos sobre
determinantes.

No Capitulo [J] discorreremos sobre uma entrevista realizada com professores dos
cursos de Engenharia Elétrica, Computacao, Estatistica, Fisica e Matematica.

No Capitulo [10| teremos as consideragoes finais do nosso trabalho.
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2 O Curriculo Escolar no Periodo dos Ves-

tibulares - Antes do Enem

No decorrer dos anos a educacao tem passado por expressivas alteracoes que se
fazem necessarias devido as mudanga do publico alvo (alunado) e até da propria soci-
edade. Tem-se buscado uma educacao efetiva, em meio a atrativos, como tecnologias
e redes sociais. Tudo isso reflete em alteragoes nos importantes documentos que fun-
damentam e regem a educacao brasileira.

Atualmente, vemos que nao é suficiente o aluno dominar aquilo que é ensinado,
mas saber aplicar e desenvolver habilidades que o ajudem a desempenhar um papel de
forma consciente e critica na sociedade. Quando adentramos nessas mudangas ocorri-
das na educagao, destacamos, frente ao ingresso as universidades, a substituicdo dos
antigos vestibulares pelo Exame Nacional do Ensino Médio, havendo na época, bas-
tante resisténcia por parte das institui¢des como também dos candidatos aos cursos
superiores.

Neste capitulo falaremos brevemente sobre o Ensino Médio, apresentaremos como
se davam os programas dos vestibulares da UFCG, destacaremos documentos oficiais
que foram fundamentais para a selecao do que foi ensinado em Matematica na época
dos vestibulares, considerando que esses documentos serao uma importante ferramenta

para fundamentar nosso trabalho.

2.1 Documentos Oficiais Sobre o Curriculo no Periodo dos Ves-
tibulares

O Ensino Médio, com excegao da modalidade EJA (Educacao de Jovens e Adultos) é
considerado a iltima etapa da Educagao Béasica, com duracao minima de trés anos e tem
sido bastante discutido devido as constantes mudancas ao longo dos anos. Inicialmente,
consideramos importante destacar a Constituicao Federal de 1988 (BRASIL, 1988)) ,
onde o Ensino Médio estava previsto como Educacao Basica, isso é percebido em seu
inciso II do artigo 208, onde garantia como dever do estado:

Progressiva extensao da obrigatoriedade e gratuidade ao ensino mé-
dio. (Brasil, 1988, p. 127).

Logo depois, com a Emenda Constitucional n® 14/96, esse texto é modificado para

Progressiva universalizagdo do ensino médio gratuito. (Brasil, 1988,
p. 127).
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O Ensino Médio deixa de ser obrigatorio para as pessoas e a sua oferta passa a ser
dever do estado, ou seja, podendo ter acesso a esse nivel de ensino todos aqueles que
tiverem interesse. Neste mesmo documento, em seu Art. 2010, ja se falava sobre
contetidos minimos para o Ensino Fundamental, que posteriormente seria considerado
uma espécie de base para uma formacao nacional comum curricular.

Em 20 de dezembro de 1996 com a aprovagao da Lei de Diretrizes e Bases da Edu-
cacao (BRASIL,|1996), Lei 9394, em seu artigo 26, a Base Nacional Comum Curricular
é regulamentada da seguinte forma:

Os curriculos do Ensino Fundamental e médio devem ter uma base
nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino
e estabelecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas

caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura, da econo-
mia e da clientela. (Brasil, 1996, p.10).

Neste caso, percebemos que as discussoes sobre os curriculos escolares é uma tema-
tica atual, mas estd presente em varios documentos oficiais ha bastante tempo.

O ministério da educacao, com o desejo de auxiliar os profissionais de educagao em
seu desenvolvimento do curriculo, elaborou os Parametros Curriculares para o Ensino
Fundamental do 1° ao 5° ano (BRASIL; |1997)), distribuidos em 10 volumes, com sua
consolidagao em 1997. Segundo o documento referido, um dos principais resultados
esperados com a sua consolidacao é o desenvolvimento do aluno para:

...enfrentar o mundo atual como cidadao participativo, reflexivo e
auténomo, conhecedor de seus direitos e deveres. (Brasil, 1997, p.7).

No documento referente aos PCN’s que tratam da area de Matematica, tanto o En-
sino Fundamental como o Ensino Médio (néo obrigatério), destaca-se como obrigatério
o ensino da Matematica, interferindo

...fortemente na formagao de capacidades intelectuais, na estrutura-

¢ao do pensamento e na agilizacdo do raciocinio dedutivo do aluno.
(Brasil, 1998, p. 15)

No ano seguinte, em 1998, tivemos a criacao do Exame Nacional do Ensino Médio
(Enem), com o principal objetivo de avaliar o ensino das escolas no Brasil.

Em 2000, foram lancados os Pardmetros Curriculares para o Ensino Médio (EM)
(BRASIL; 2000a), com o intuito de propagar a reforma curricular, como também,
orientar e atualizar o professor na elaboracao do seu planejamento, obtendo assim,
uma melhoria na qualidade da educacao brasileira.

Esse documento é dividido em 4 volumes, onde o primeiro volume aborda sobre as
Bases Legais, o segundo sobre Linguagens, Cédigos e suas Tecnologias, o terceiro Cién-
cias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias e por ultimo e ndo menos importante,

Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.
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Com o passar dos anos, ocorreram varias mudancgas na humanidade, destacamos a
inser¢ao das novas tecnologias, ocorridas principalmente nas décadas de 60 e 70, com
o elevado nivel no desenvolvimento da industria. Uma outra mudanga foi o aumento
consideravel de cerca de 90% das matriculas no Ensino Médio, apenas no periodo de
1988 a 1997, onde o publico entre 15 e 17 anos nao ultrapassam 25%, isso segundo o
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais (INEP).

Foi constatado também nos Pardmetros Curriculares do Ensino Médio (BRASIL),
2000a)) que grande parte dessas matriculas foram para o ensino noturno, dessa forma,
acreditamos que grande parte dos matriculados sao pessoas que nao tiveram acesso ao
ensino na idade propria.

Portanto, diante de todas essas mudancas, faz-se necessario uma reformulagdo no
curriculo e nas metodologias aplicadas pelos professores, até porque além das decor-
rentes mudancgas da sociedade, o publico alvo do Ensino Médio tem mudado.

Dessa forma, foi necessario refletir sobre o papel da educacao brasileira, dentre elas
a necessidade da escola integrar-se as dimensoes de cidadania e trabalho. De acordo
com os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) (BRASIL,
2000a)), tinhamos um ensino descontextualizado, compartimentado e baseado no act-

mulo de informagoes, desencadeando em desinteresse por parte dos alunos.

2.2 Reforma do Ensino Médio

O Ministério da educagao, por intermédio da Secretaria de Educacao Média e Tec-
nologica organizou a reforma para o ensino médio, com a primeira proposta elaborada
pelo Diretor Ruy Leite Berger Filho do departamento da Educagao Média e Tecnolégica
e pela coordenadora do projeto, professora Eny Marisa Maia. Na primeira proposta
dessa reforma, tem-se uma organizacao curricular em Areas de Conhecimento, com
o objetivo de facilitar o desenvolvimento dos contetidos, buscando por esse angulo, a
interdisciplinaridade e contextualizacgao.

Foram realizadas reunides com a equipe técnica de coordenacgao do projeto e repre-
sentantes de todas as secretarias Estaduais de Educagao. Posteriormente os documen-
tos foram submetidos a apreciacao dos secretarios de estado em reunides da CONSED
(Conselho Nacional dos Secretarios de Educagao). Vale lembar que este documento
foi discutido em debates com a populagao, temos como exemplo o debate organizado
pela Folha de Sao Paulo em 1997, havendo a participacao de sindicatos dos professores,
a associacao de estudantes, representantes de escolas particulares, obtendo assim sua
aprovacao pelo Conselho Nacional de Educacao em 01 de junho de 1998.

Com todas essas mudangas na educacao, faz-se necessario a formagao do professor

para estar preparado frente aos novos desafios, no entanto, as entidades responsaveis
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pouco investem nesse sentido, embora grande parte dos documentos oficias ressaltem
a importancia da formacao dos professores. Apesar da pés-graduacao ser uma forma
de capacitar o professor e melhorar o ensino das escolas, muitos sao os relatos de pds-
graduandos que possuem cargas horarias exorbitantes e que para concluirem seus cursos
precisam se desdobrar, justamente por nao terem o apoio dos estados ou municipios
nos quais atuam.

A UNESCO (Organizacao das Nagoes Unidas para a Educagdo, a Ciéncia e a Cul-
tura), ao elaborar as diretrizes gerais para orientar a proposta curricular, aponta como

Eixos Estruturais, também conhecido como os 4 Pilares Da Educacao :
e Aprender a Conhecer;
o Aprender a fazer;
o Aprender a Viver;
e Aprender a ser.

O curriculo devera estar vinculado a esses pilares, com a sele¢ao dos contetidos signifi-
cativos de acordo com a proposta do ensino médio.
Com essa reforma Curricular do Ensino Médio, foi determinado que as disciplinas

fiquem divididas em areas do conhecimento:
« Linguagens, Codigos e suas Tecnologias
» (Ciéncias da Natureza, Mateméatica e suas Tecnologias

» Ciéncias Humanas e suas Tecnologias

2.3 Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio

Os PCN’s sao um importante documento que no periodo dos vestibulares norteava e
orientava o professor no que deveria ser ensinado nas institui¢oes de ensino. De acordo
com a Complementacao dos PCN’s lancada no ano 2000 (BRASIL; 2000b) os Eixos

Estruturadores desenvolvidos de forma concomitante nas 3 séries do Ensino Médio sdo:

1. Algebra Nimeros e Funcoes

» Variacoes de Grandezas

o Trigonometria
2. Geometria e Medidas

¢ Geometria Plana
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o Geometria Espacial
e Geometria Métrica

¢ Geometria Analitica
3. Andlise de Dados

o Estatistica
« Contagem

« Probabilidade

2.4 Programa dos Vestibulares da UFCG

E importante identificar quais contetidos tem saido do ensino médio apds a substi-
tuicao dos antigos vestibulares pelo ENEM, sendo assim, realizaremos uma andlise dos
conteiidos cobrados antes do ENEM, neste caso, focaremos nos contetidos de Matemé-
tica cobrados nos vestibulares, especificamente nos da UFCG. E importante observar
que estes conteudos influenciavam diretamente nos temas que eram abordados nas salas
de aula, pelos professores, neste caso, nao fazia muito sentido para os alunos estudarem
aquilo que nao seriam cobrado nos vestibulares.

Ao pesquisar documentos que contemplassem os contetiddos de Matematica cobrados
nos vestibulares da Universidade Federal de Campina Grande (UFCG), encontramos
um Programa de Matematica do ano 2010, elaborado pela Comissao de Processos e
Vestibulares (Comprov), acreditamos que nao diferem muito dos contetidos cobrados
no vestibulares dos anos anteriores. Em uma breve apresentacao deste documento, é
enfatizado que os contetidos basicos cobrados nos vestibulares, sao os mesmos ensinados
no Ensino Médio.

Segundo (COMPROV/ 2005)) o vestibular da UFCG era dividido em duas etapas, a
primeira etapa poderia ser realizada ao final da 2° série do Ensino Médio e a segunda
etapa ao final da 3° série do Ensino Médio, uma outra forma de ingressar seria rea-
lizando as duas etapas ao final da 3° série do Ensino Médio ou quando o candidato
houvesse concluido o Ensino Médio. Para cada uma dessas etapas, apresentaremos a

lista dos conteudos de Matematica cobrados:
PROGRAMA PARA A PRIMEIRA ETAPA

e Nocoes Bésicas de Conjuntos;
o Relagoes e Funcoes;

o Funcoes Reais de Variavel Real;
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o As Fungoes Exponencial e Logaritmica;

e Sequéncias;

o Trigonometria;

o Geometria Plana;

o Geometria Espacial;

o Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares.

PROGRAMA PARA A SEGUNDA ETAPA

o Geometria Analitica;

o Nimeros Complexos;

e Polinémios;

o Analise Combinatoria e Probabilidade;
o Nocgoes de Matematica Financeira;

o Nocgoes de Estatistica.

Mais a frente veremos que muitos desses conteudos que estavam presentes nesse
programa nao constam no que ¢ cobrado no ENEM e , consequentemente, no que ¢
ensinado no Ensino Médio.

Produzimos uma linha do tempo destacando a criagao de alguns documentos oficias
e fatos que consideramos importantes para compreender e nos situarmos na construgao

dos curriculos antes e depois dos vestibulares da UFCG.
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Figura 1 — Linha do Tempo
|
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3 O curriculo Escolar Posterior aos Vestibu-
lares - Periodo do ENEM

Neste capitulo, falaremos brevemente sobre pontos que consideramos importantes
em alguns documentos oficiais, abordaremos sobre o ENEM e como a sua Matriz de

Referéncia interfere nos conteudos ensinados na etapa do Ensino Médio.

3.1 Documentos Oficiais Sobre o Curriculo Apés os Vestibulares

Nesta sessao, falaremos sobre o ENEM e sua Matriz de Referéncia, pois é um
importante documento que acaba influenciando no que é ensinado no Ensino Médio,
abordaremos um pouco sobre a BNCC e destacaremos também algumas mudancas no

curriculo com o Novo Ensino Médio.

3.1.1 Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB)

Consideremos algumas mudancas recentes na LDB, (BRASIL;, [1996), temos uma
de 2017 sobre como devem se dar os curriculos:

Os curriculos do ensino médio deverdo considerar a formacgao integral
do aluno, de maneira a adotar um trabalho voltado para a constru-
¢ao de seu projeto de vida e para sua formagao nos aspectos fisicos,
cognitivos e socioemocionais (Incluido pela Lei 13.415 de 2017, p.15)

Percebemos que algumas palavras chaves deste trecho sao bastante utilizadas e
destaca a importancia de o curriculo estar relacionado com o aluno em sua totalidade,
diferente do que era encontrado em documentos mais antigos, principalmente quando

¢é enfatizado os aspectos do desenvolvimento cognitivo e socioemocionais do individuo.

O que é ensinado no Ensino Médio esta diretamente vinculado ao Ensino Funda-
mental, isso é percebido na propria finalidade do Ensino Médio no artigo 35 da LDB
(BRASILY 1996)):

I - a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos
no ensino fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos;
(Brasil, 1996, p.15)

3.1.2 Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM

No ano de 1998 foi criado o Exame Nacional do Ensino Médio, aplicado pelo INEP
(Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira), a principio,

com o objetivo de avaliar o ensino da Educacao Basica Brasileira nas escolas publicas
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e privadas. Ja em 2009 o ENEM passou por mudancas significativas, substituindo os
vestibulares e tornando-se a principal forma de ingresso as universidades de todo pais.
E importante evidenciar que faz-se necessario a realizacdo do ENEM para ter acesso a
programas como PROUN]E , FIESﬂ e SISUE|

Segundo uma nota emitida pela UFCG em 04 de maio de 2010, a universidade
passou a utilizar, neste mesmo ano, os resultados do ENEM em seu processo de selecao
do vestibular, no entanto, ndo houve a adesao do SISU no primeiro momento. Na época,
o entao atual reitor elogiou o Enem e considerou o exame melhor que os vestibulares
(ver anexo).

No ano de 2014 a UFCG adere ao SISU, dessa forma, passa a considerar a pontuagao
do Enem de forma integral e como consequéncia, os vestibulares da UFCG deixam de
existir.

O ENEM ¢é composto por 180 questoes objetivas, sendo uma producao de redacao

e 45 questoes para cada area do conhecimento, sao elas:

Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias: Quimica, Fisica e Biologia;
» (Ciéncias Humanas e suas Tecnologias: Historia, Geografia, Filosofia e Sociologia;

« Linguagens, Coédigos e suas Tecnologias: Lingua Portuguesa, Literatura, Lin-
gua Estrangeira (Inglés ou Espanhol), Educagao Fisica, Artes e Tecnologias da

Informagao e Comunicacao;
o Matematica e suas Tecnologias: Matematica.

A prova é dividida em dois dias, isto é, cada dia é composto por 90 questoes,
incluindo a redagao no segundo dia, vale lembrar que a prova de Matematica possui
peso de 25% da prova objetiva.

As questdes, com excecao da redagao, sao corrigidas pelo TRI (Teoria de Resposta
ao Item), no qual é avaliado ndo apenas a quantidade de acertos, como também a
quantitativa e qualitativa do candidato, baseada em alguns parametros e evitando um
bom desempenho para os que resolvem a prova no chute.

As provas do ENEM sao baseadas em competéncias e habilidades, as habilidades
sao o saber fazer, imaginamos que vocé ja deve ter visto alguém que sabe acelerar,
trocar de marchas e frear um automavel, serd que podemos afirmar que esta pessoa é

um bom motoristas?! Na verdade, ndo, para ser um bom motorista, nao é suficiente ter

L Foi criado pelo governo federal em 2004, ofertando bolsas de estudo integrais e parciais (50%) em

instituigdes particulares de educagao superior.

E considerado uma acao do ministério da educagao para financiar cursos superiores nao gratuitos,
criado em 1975 e reformulado em 1999.

Criado em 2009, é um sistema gerenciado pelo Ministério de Educacao em que institui¢oes publicas
de ensino superior ofertam vagas para cursos de graduagao para participantes do ENEM.



Capitulo 3. O curriculo Escolar Posterior aos Vestibulares - Periodo do ENEM 27

a habilidade de acelerar, trocar de marcha e frear, faz-se necessario a pratica e o saber
lidar com as situacoes adversas do transito. Adquirindo essas habilidades e colocando-
as em pratica constantemente, obtem-se a competéncia de ser um bom motorista, desse

modo, a competéncia é algo mais abrangente e pode ser entendida como o conjunto de
habilidades.

3.1.3 Matriz Referéncia do Enem

A Matriz Referéncia do ENEM é o documento que possui em sua estrutura os
contetudos exigidos, assim como competéncias e habilidades que podem ser cobradas
nessa avaliacao nacional de larga escala.

Este documento possui 5 eixos cognitivos comum a todas as areas:
+ Dominar linguagens (DL);

« Compreender fenomenos (CF);

o Enfrentar situagoes-problema (SP);

o Construir argumentagao (CA);

 Elaborar propostas (EP).

Em Matematica e suas Tecnologias, a Matriz Referéncia do Enem destaca 30 Ha-

bilidades e 7 Areas de Competéncias. Destacaremos aqui essas competéncias:

o Competéncia de Area 1: Construir significados para os niimeros naturais, inteiros,

racionais e reais;

o Competéncia de Area 2: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a lei-

tura e a representacao da realidade e agir sobre ela;

o Competéncia de Area 3: Construir nogoes de grandezas e medidas para a com-

preensao da realidade e a solucao de problemas do cotidiano;

o Competéncia de Area 4: Construir no¢oes de variacao de grandezas para a com-

preensao da realidade e a solugdo de problemas do cotidiano;

o Competéncia de Area 5: Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis

socioeconomicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas;

« Competéncia de Area 6: Interpretar informacoes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extra-

polacao, interpolagao e interpretacao;
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o Competéncia de Area 7: Compreender o carater aleatorio e ndo- deterministico
dos fenomenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas,
determinacao de amostras e calculos de probabilidade para interpretar informa-

¢oes de variaveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

3.1.4 Base Nacional Comum Curricular

No decorrer dos anos ocorreram diversas conferéncias, discussoes, seminarios e re-
solugbes que levaram a constru¢ao da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para
etapa do Ensino Médio, o I Seminario que ocorreu entre os dias 17 a 19 de junho de
2015, onde foi instituido a Comissao de Especialistas para elaboracao da BNCC. Sua
primeira versao foi promulgada em 16 de setembro de 2015. A sua terceira e tltima
versao foi entregue em 02 de abril de 2018 pelo Ministério da Educacao ao Conselho
Nacional de Educagao (CNE). A Base Nacional Comum Curricular é considerada de
acordo com o documento (BRASIL, 2017, p. 517):

um documento de cardter normativo que define o conjunto organico
e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem
desenvolver ao longo das etapas e modalidades da educagao bésica.
(Brasil, 2018, p. 517).

Como destacado no Capitulo 1, a BNCC é um documento anunciado na propria
Constituicao Federal como também na Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional,
o principal intuito é uma formagao nacional comum com contetidos minimos baseado
em 10 competéncias gerais. B considerado um documento obrigatério para as escolas
publicas e particulares, contribuindo na elaboracao de seus curriculos e fazendo com
que ocorra uma evolugao na qualidade do ensino no Brasil.

Uma informagdo importante é que lingua portuguesa e Matematica sao as Unicas
disciplinas que fazem parte dos 3 séries do Ensino Médio, isso é o que afirma na BNCC-

Ensino Médio pg. 32:

...Lingua Portuguesa e Matematica, considerando que esses compo-
nentes curriculares devem ser oferecidos nos trés anos do Ensino Mé-

dio. (Brasil, 2018, p.32).

Encontramos em mais um documento que os conhecimentos adquiridos no Ensino
Fundamental devem ser a base e o aprofundamento do que sera ensinado na etapa do
Ensino Médio, isto é, segundo a BNCC- Ensino Médio (BRASIL, 2018) na Area de

Matemaética e suas Tecnologias pg. 517:

A BNCC da area de Matemética e suas Tecnologias propoe a ampli-
acdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas
até 0 9° ano do Ensino Fundamental. (Brasil, 2018, p.517)
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E por meio de questdes contextualizadas do ENEM que se avaliam as competéncias
que constam na BNCC. Percebemos que o tema de determinantes nao consta nesse do-
cumento e consequentemente nao tem sido abordado no Ensino Médio. Consideramos
importante apresentar alguns dos impactos que a auséncia desse conteiido tem causado
para alguns cursos universitarios.

Na area de Matematica e suas Tecnologias encontramos Competéncias Especificas e
para cada uma, um conjuntos e habilidades associadas que devem ser alcancadas nessa
etapa. Destacamos mais adiante as Competéncias Especificas de Matematica e suas

Tecnologias para o Ensino Médio:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar si-
tuagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ci-
éncias da Natureza e Humanas, das questoes socioeconomicas ou tecnoldgicas,

divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

« Habilidade 1: Interpretar criticamente situagoes econdmicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas,
pela andlise dos graficos das fungoes representadas e das taxas de variacao,

com ou sem apoio de tecnologias digitais.

« Habilidade 2: Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas
apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicacao,
identificando, quando for o caso, inadequacoes que possam induzir a erros

de interpretacao, como escalas e amostras nao apropriadas.

o Habilidade 3: Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados
pelas midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as
conversoes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema Internacional
(SI), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados,

ligadas aos avangos tecnologicos.

» Habilidade 4: Interpretar taxas e indices de natureza socioecondémica (indice
de desenvolvimento humano, taxas de inflagao, entre outros), investigando os
processos de cédlculo desses niimeros, para analisar criticamente a realidade

e produzir argumentos.

» Habilidade 5: Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translagao,
reflexdo, rotagdo e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para
construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes producoes

humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte, entre outras).

« Habilidade 6: Identificar situa¢oes da vida cotidiana nas quais seja neces-

sario fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este
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ou aquele método contraceptivo, optar por um tratamento médico em de-

trimento de outro etc.).

2. Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contempora-
neo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de
problemas sociais, como os voltados a situagoes de satude, sustentabilidade, das
implicagbes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e

articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica.

o Habilidade 1: Propor ou participar de acoes adequadas as demandas da
regiao, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigoes e cél-

culos de perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

o Habilidade 2: Planejar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevan-
tes, usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comu-
nicar os resultados por meio de relatério contendo graficos e interpretacao
das medidas de tendéncia central e das medidas de dispersao (amplitude e

desvio padrao), utilizando ou nao recursos tecnolégicos.

« Habilidade 3: Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execugao
e na analise de ac¢oes envolvendo a utilizagao de aplicativos e a criagao de
planilhas (para o controle de orgamento familiar, simuladores de célculos de

juros simples e compostos, entre outros), para tomar decisoes.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solugoes propostas, de modo a

construir argumentacao consistente.

« Habilidade 1: Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemética e
de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares simulta-
neas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

« Habilidade 2: Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de 1°
ou 22 graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem

apoio de tecnologias digitais.

« Habilidade 3: Interpretar e comparar situagdes que envolvam juros simples
com as que envolvem juros compostos, por meio de representacoes graficas
ou analise de planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de

cada caso.
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« Habilidade 4: Resolver e elaborar problemas com func¢des exponenciais nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas

envolvidas, em contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

« Habilidade 5 Resolver e elaborar problemas com fungoes logaritmicas nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas
envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade,

Matematica Financeira, entre outros.

o Habilidade 6: Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem
fenémenos periédicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,
entre outros) e comparar suas representacoes com as fungoes seno e cosseno,

no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

« Habilidade 7: Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da
area de uma superficie (reconfiguragoes, aproximagao por cortes etc.) e
deduzir expressoes de calculo para aplicd-las em situagoes reais (como o
remanejamento e a distribuigdo de plantagoes, entre outros), com ou sem

apoio de tecnologias digitais.

« Habilidade 8: Aplicar as relacoes métricas, incluindo as leis do seno e do
cosseno ou as nogoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar

problemas que envolvem triangulos, em variados contextos.

o Habilidade 9: Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de areas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagoes
reais (como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de
objetos cujos formatos sejam composigoes dos sélidos estudados), com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

o Habilidade 10: Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agru-
pamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multi-
plicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de

arvore.

« Habilidade 11: Identificar e descrever o espago amostral de eventos ale-
atérios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar

problemas que envolvem o calculo da probabilidade.

« Habilidade 12: Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de

probabilidade de eventos em experimentos aleatérios sucessivos.

« Habilidade 13: Utilizar, quando necessario, a notacao cientifica para ex-
pressar uma medida, compreendendo as nogoes de algarismos significativos
e algarismos duvidosos, e reconhecendo que toda medida é inevitavelmente

acompanhada de erro.
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o Habilidade 14: Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas de-
terminadas pela razdo ou pelo produto de outras (velocidade, densidade

demogréfica, energia elétrica etc.).

« Habilidade 15: Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

o Habilidade 16: Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que
envolvem cédlculo e interpretacao das medidas de tendéncia central (média,
moda, mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, varidncia e desvio

padrao).

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de re-
presentacao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.),

na busca de solucao e comunicagao de resultados de problemas.

o Habilidade 1: Converter representagoes algébricas de fung¢oes polinomiais
de 1° grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo
0S €asos nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a

softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica.

« Habilidade 2: Converter representacoes algébricas de fungoes polinomiais de
2° grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
casos nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da
outra, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria

dindmica, entre outros materiais.

« Habilidade 3: Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tecno-
logias digitais, entre as representacoes de fungoes exponencial e logaritmica
expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristi-

cas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada fungao.

» Habilidade 4: Analisar fungoes definidas por uma ou mais sentencas (tabela
do Imposto de Renda, contas de luz, dgua, gas etc.), em suas representagoes
algébrica e grafica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento
e decrescimento, e convertendo essas representagoes de uma para outra, com

ou sem apoio de tecnologias digitais.

o Habilidade 5: Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programa-
¢ao na implementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matematica.

« Habilidade 6: Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com
base em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou

nao o uso de softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.
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« Habilidade 7: Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por
meio de diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot),
de ramos e folhas, entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua

analise.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e proprieda-
des matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes,
experimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de

uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

« Habilidade 1: Investigar relagoes entre niimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjec-
turas para generalizar e expressar algebricamente essa generalizagao, reco-

nhecendo quando essa representacao é de fungao polinomial de 1° grau.

o Habilidade 2: Investigar relagoes entre niimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjec-
turas para generalizar e expressar algebricamente essa generalizagdo, reco-
nhecendo quando essa representacao é de fungao polinomial de 2° grau do
tipo y = ax?.

o Habilidade 3: Investigar pontos de médximo ou de minimo de fung¢oes qua-
draticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Ci-

nematica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

o Habilidade 4: Investigar processos de obtencao da medida do volume de
prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para

a obtencao das formulas de célculo da medida do volume dessas figuras.

« Habilidade 5: Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou
sem apoio de aplicativos de geometria dinamica, para conjecturar a respeito
dos tipos ou composicao de poligonos que podem ser utilizados em ladrilha-

mento, generalizando padroes observados.

o Habilidade 6: Representar graficamente a variacdo da area e do perime-
tro de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam,

analisando e classificando as fung¢oes envolvidas.

» Habilidade 7: Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungoes
afins de dominios discretos, para analise de propriedades, deducao de algu-

mas formulas e resolucao de problemas.

» Habilidade 8: Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a fungoes
exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades, deducao

de algumas férmulas e resolucdo de problemas.
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o Habilidade 9: Investigar a deformacao de adngulos e areas provocada pelas
diferentes projegoes usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica),

com ou sem suporte de tecnologia digital.

o Habilidade 10: Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento
de duas varidveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacgao, e,
quando apropriado, levar em conta a variacao e utilizar uma reta para des-

crever a relacao observada.

« Habilidade 11: Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amos-
trais, discretos ou nao, e de eventos, equiprovaveis ou nao, e investigar im-

plicacoes no calculo de probabilidades.

Neste caso, além dessas habilidades destacadas na BNCC outras podem ser con-
templadas de acordo com a realidade e necessidades da escola. Diante dessa nova
abordagem, baseada em competéncias e habilidades, a matematica nao sera fragmen-
tada e estard vinculada a aplicagoes, buscando desse modo, um maior interesse por
parte do estudante.

Neste documento é destacado também os objetos do conhecimento:

o Conhecimentos numéricos: operagoes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros,
racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoragdo, razoes e proporgoes,
porcentagem e juros, relagoes de dependéncia entre grandezas, sequéncias e pro-

gressoes, principios de contagem.

o Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geométricas planas e es-
paciais; grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos, areas e volumes;
angulos; posicoes de retas; simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia
e semelhanca de tridngulos; teorema de Tales; relacbes métricas nos triangulos;

circunferéncias; trigonometria do angulo agudo.

o Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representagao e andlise de dados;
medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios e variancia;

nogoes de probabilidade.

o Conhecimentos algébricos: gréaficos e fungoes; fungoes algébricas do 1.° e do 2.°

graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas; equagoes e inequagoes;

relacdes no ciclo trigonométrico e fungoes trigonométricas.

o Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas; circunferéncias;

paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equacoes.
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3.1.5 Novo Ensino Médio

O Novo Ensino Médio surge com Lei 13.415/2017 que altera a LDB trazendo consigo
mudancas significativas para o Ensino Médio. Dentre elas destacamos que a carga
horaria sera ampliada de 2.400 para 3.000 horas, destinando dessa carga horéria, pelo
menos 1.200 horas para os itinerarios formativos.

Uma das propostas é tornar o Ensino Médio mais flexivel, o aluno como protago-
nista, possibilitando a escolha dos itinerarios formativos de acordo com o seu projeto

de vida.
Segundo o Portal do (MEC, ) :

Os itinerarios formativos sd@o o conjunto de disciplinas, projetos, ofi-
cinas, nucleos de estudo, entre outras situagoes de trabalho, que os
estudantes poderao escolher no ensino médio. (MEC, 2017).

O Ensino Médio passara por uma nova organizagao curricular, onde uma parte sera
baseada na BNCC e também na oferta de diferentes itinerarios formativos, onde o foco
serao as areas do conhecimento (Linguagens, Matematica, Ciéncias Humanas e Sociais
e Ciéncias da Natureza) como também a formagao técnica e profissional.

E importante destacar que a BNCC ndo serd trabalhada por disciplinas, e sim
por areas do conhecimento, fazendo com que os professores tralhem em conjunto e
estimulando o desenvolvimento de projetos, oficinas e atividades que nao tenham como

foco as aulas expositivas e os conhecimentos fragmentados.

3.2 Influéncia do Novo ENEM em Alguns Assuntos Explanados

no Ensino Médio

Como ja citado, encontramos em alguns documentos oficiais que uma das finalidades
do Ensino Médio ¢ a consolidacao e o aprofundamento do que é ensinado até o 92 ano do
Ensino Fundamental, isso impacta diretamente nos livros didaticos, no que é cobrado no
Exame Nacional do Ensino Médio e nas salas de aula do Ensino Médio. Hoje a proposta
tem sido bem diferente da época dos antigos vestibulares, pois tem-se uma maior
preocupacao em mostrar a importancia e a aplicacao do que ¢é ensinado, inclusive, como
vimos, os conhecimentos sao ensinados baseados em competéncias e habilidades, por
outro lado, com as mudancas do Novo Ensino Médio, o tempo destinado a Matematica
propriamente dita, tem ficado cada vez mais reduzido.

Ao fazer a selecao do que é ensinado, os professores buscam abordar contetidos que
constam na Matriz de Referéncia do ENEM, pois ensinar aquilo que nao sera aplicado

de forma imediata, acaba nao despertando o interesse dos alunos. E importante re-
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fletir se o que é cobrado no ENEM sera suficiente para dar prosseguimento a estudos
posteriores nas diversas areas.

Ao analisar o documento que norteia o que é cobrado no ENEM, percebemos os
conhecimentos matematicos de forma sucinta e é assim que tem sido repassado nas
salas de aula atualmente, principalmente devido ao fator tempo. Para os professores
que conhecem a realidade da sala de aula, sabe que muitos assuntos levam bastante
tempo para que os alunos consigam assimilar.

Alguns questionamentos que sdo importante fazermos: serd que essa reducao dos
contetdos ensinados no Ensino Médio esta sendo benéfica para a aprendizagem? Sera
que os professores estao sendo capacitados para atuar de forma eficiente nas suas salas
de aula com as constantes mudancas e com as diversas disciplinas que sao necessarias

para complementar sua carga horaria e que pouco tem a ver com a area de formacao

do professor?

3.3 Alguns Assuntos Deixam de Ser Cobrados

O documento que consta nos programas de vestibulares da UFCG ressalta que o
vestibular iria avaliar o dominio dos conteiidos do Ensino Médio e é percebido que
h& um maior nimero de contetidos cobrados nos antigos vestibulares comparado com
os que constam na Matriz de Referéncia do ENEM. Isso acaba gerando um desfalque
nos conhecimentos propostos nessa etapa de ensino, a longo prazo, para aqueles que
pretendem dar prosseguimento aos estudos ou ingressar em algum curso onde esses
contetidos sdo necessarios, sentirdao bastante dificuldade. Sabemos que a dificuldade
nao é de hoje, no entanto, o fato de nao ter visto esses contetidos, ao menos de forma
superficial acaba gerando grandes problemas futuros, até porque os cursos superiores
sao desafiadores, principalmente nos primeiros semestres.

Como sera o desempenho de um ingresso no curso de Matematica que nao possui
conhecimentos sobre fun¢ao inversa? E quanto aos alunos de Engenharias e Fisica nao
ter visto Numeros Complexos no Ensino Médio? E para os de Engenharia Civil nao
ter conhecimentos sobre Determinantes, que acaba sendo um facilitador na reducao
do tempo que os computadores levam para resolver Equagoes Diferenciais necessarias
para a construcao da estrutura de um prédio?

Ficam os questionamentos, mas consideramos que possivelmente a auséncia de con-
teudos que eram ensinados na época dos vestibulares e atualmente tenham sido dei-
xamos de lado no Ensino Médio, possa gerar dificuldade para dar prosseguimento a

estudos posteriores.
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4 Analise do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM) e das Provas dos Vesti-

bulares

Alguns contetidos acabam sendo bastante recorrentes em questoes do Exame Naci-
onal do Ensino Médio, enquanto outros, sao pouco cobrados ou até mesmo excluidos.
A auséncia desses contetidos acaba gerando prejuizo, principalmente para aqueles que
pretendem realizar algum curso superior em que esses conteidos sejam pré-requisitos
para algumas disciplinas.

Os contetidos mais cobrado nas provas do ENEM tem sido Razao/Proporgao, Geo-
metria Plana, Geometria Espacial e Aritmética, enquanto os poucos cobrados referem-
se a Sistema de Numeragao, Trigonometria, Conjuntos, Matrizes/Determinantes e Ex-
ponencial /Logaritmo, temos que Conjuntos e Ntimeros Complexos nao tem sido cobra-
dos no ENEM durante os anos pesquisados.

Mais a diante, na Secao 4.1 apresentaremos a pesquisa que realizamos com as ques-
toes do Exame Nacional do Ensino Médio, nela foi analisado quais os contetidos que
foram cobrados nos anos de 2020, 2021, 2022 e 2023, partindo dos resultados obtidos,

reafirmaremos o que foi dito no pardgrafo anterior.

4.1 Critérios Utilizados na Selecdo das Questdes/Contelidos

H&4 um grande nimero de questoes requerendo mais de um assunto para sua reso-
lugao, desse modo, para cada questao fizemos a escolha de apenas um desses assuntos
e um dos critérios utilizados para essa escolha foi definir qual desses assuntos foram
mais importante na resolucao da questao.

Assim, segue as especificacoes dos contetidos para se chegar nos resultados apresen-

tados acima.
FUNCOES: Constantes, identidade , linear e afim, quadratica, modular.
ARITMETICA: Fracoes, ntimeros decimais, ntmeros e calculos simples.

RAZAO E PROPORCAO: Regra de trés (simples e composta), razio, escala, de-

pendéncia linear, vazao, velocidade média, divisao proporcional.
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ANALISE COMBINATORIA: Principio fundamental da contagem, principio adi-

tivo, arranjos, permutacoes, fatorial e combinagoes.
PROBABILIDADE: Experimento aleatorio, espaco amostral e evento.

ESTATISTICA: Representacio e analise de dados, média, moda, mediana, desvio

padrao e variancia.
GEOMETRIA PLANA: Caracteristicas das figuras, area e perimetro.

GEOMETRIA ESPACIAL: Caracteristicas das figuras, planificacao, simetrias, pro-

jecoes, volume.

GEOMETRIA ANALITICA: Ntimeros na reta, coordenadas cartesianas, plano, es-

paco e conicas.

EXPONENCIAL LOGARITMO: Equacgoes, inequagoes, fungoes e logaritmos de-

cimais.

SEQUENCIAS E PADROES NUMERICOS: Lei de formacao de sequéncias, PA e
PG.

TRIGONOMETRIA: Razoes trigonométricas no triangulo retdngulo, trigonometria

na circunferéncia, arco, angulo, relacdes fundamentais e fung¢oes trigonométricas.

MATRIZES / DETERMINANTES: Tipos de matrizes, operagoes,matriz transposta
e inversiveis, definicdo de determinantes, teorema fundamental de Laplace, proprieda-

des, abaixamento de ordem de um determinante e matriz de Vandermonde.
EQUACOES / SISTEMAS: Equacdes, sistema de equacdes e sistemas lineares.

ANALISE DE GRAFICOS E TABELAS: Interpretacio dos dados e informacoes
de gréficos / tabelas.

ANALISE DE FIGURAS: Quando néo hé conceito sobre geometria, apenas a ané-

lise metodolégica de figuras.
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CONJUNTOS: Linguagem dos conjuntos, unido, intercessao e complementar.
SISTEMA DE NUMERACAO: Sistema decimal posicional.
MATEMATICA FINANCEIRA: Porcentagem, juros, descontos.

NUMEROS COMPLEXOS: Operacoes, forma geométrica e trigonométrica, poten-

ciacao, radiciacao e equagoes binomiais

A seguir, serao apresentadas as tabelas e os respectivo grafico referente a pesquisa

realizada;:

Tabela 1 -~ ANALISE DAS QUESTOES - ENEM 2020

| TEMAS | QUANTIDADE DE QUESTOES |
Funcoes

Aritmética

Razao/ Proporgao

Analise Combinatoéria
Probabilidade

Estatistica

Geometria Plana

Geometria Espacial
Geometria Analitica
Exponencial/ Logaritmo
Sequéncias Padroes Numeéricos
Trigonometria

Matrizes/ Determinantes
Equagoes/ Sistemas

Analise de Tabelas/ Graficos
Analise de Figuras
Conjuntos

Sistema de Numeragao
Matematica Financeira
Numeros Complexos
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Fonte: Autores, 2024.
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Figura 2 - ANALISE DAS QUESTOES - ENEM 2020

ANALISE DAS QUESTOES ENEM 2020
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Fonte: Autores, 2024.
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Tabela 2 -~ ANALISE DAS QUESTOES - ENEM 2021

| TEMAS | QUANTIDADE DE QUESTOES |
Funcoes

Aritmética

Razao/ Proporgao

Analise Combinatoéria
Probabilidade

Estatistica

Geometria Plana

Geometria Espacial
Geometria Analitica
Exponencial/ Logaritmo
Sequéncias Padroes Numéricos
Trigonometria

Matrizes/ Determinantes
Equagoes/ Sistemas

Anadlise de Tabelas/ Graficos
Analise de Figuras
Conjuntos

Sistema de Numeragao
Matematica Financeira
Numeros Complexos

O U OO UTTUlHEFFEFOOKRTTULHFHE F O

Fonte: Autores, 2024.
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Figura 3 — ANALISE DAS QUESTOES - ENEM 2021

ANALISE DAS QUESTOES ENEM 2021

13,3%

14,0% -
12,0% -
10,0% -
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6,0% 17

4.0% 132
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Fonte: Autores, 2024.
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Tabela 3 -~ ANALISE DAS QUESTOES - ENEM 2022

| TEMAS | QUANTIDADE DE QUESTOES |
Funcoes

Aritmética

Razao/ Proporgao

Analise Combinatoéria
Probabilidade

Estatistica

Geometria Plana

Geometria Espacial
Geometria Analitica
Exponencial/ Logaritmo
Sequéncias Padroes Numéricos
Trigonometria

Matrizes/ Determinantes
Equagoes/ Sistemas

Anadlise de Tabelas/ Graficos
Analise de Figuras
Conjuntos

Sistema de Numeragao
Matematica Financeira
Numeros Complexos

O R P ONEPFRPNOOROOTNB®DNKR Lot

Fonte: Autores, 2024.
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Figura 4 - ANALISE DAS QUESTOES - ENEM 2022

ANALISE DAS QUESTOES ENEM 2022

15,6%

Fonte: Autores, 2024.
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Tabela 4 -~ ANALISE DAS QUESTOES - ENEM 2023

TEMAS | QUANTIDADE DE QUESTOES |
Funcoes

Aritmética

Razao / Proporgao

Analise Combinatoéria
Probabilidade

Estatistica

Geometria Plana

Geometria Espacial
Geometria Analitica
Exponencial / Logaritmo
Sequéncias / Padroes Numéricos
Trigonometria

Matrizes / Determinantes
Equacoes / Sistemas
Anélise de Tabelas/ Graficos
Analise de Figuras
Conjuntos

Sistema de Numeragao
Matematica Financeira
Numeros Complexos

O WHR OO UTLWORF WHFOWN W+t WwrFDNotw

Fonte: Autores, 2024.
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Figura 5 -~ GRAFICO (ENEM 2023)

ANALISE DAS QUESTOES ENEM 2023

15,6%
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Fonte: Autores, 2024.
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4.2 Andlise Geral das Questdes Durante os Anos de 2020 a 2023

TEMAS 2020 | 2021 | 2022 | 2023 | TOTAL
Funcoes 1 1 5t 3 10
Aritmética 5 2 5 5 17
Razao / Propor¢ao 7 6 5 2 20
Anélise Combinatoria 2 1 4 1
Probabilidade 3 1 2 3
Estatistica 2 5 4 4 15
Geometria Plana 3 5 2 7 17
Geometria Espacial 6 4 7 3 20
Geometria Analitica 0 0 0 0 0
Exponencial / Logaritmo 2 0 0 1 3
Sequéncias / Padroes Numéricos | 2 1 1 3 7
Trigonometria 1 1 0 1 3
Matrizes / Determinantes 0 1 0 0 1
Equagoes / Sistemas 1 5 2 3 11
Anélise de Tabelas/ Graficos 6 5 1 5 17
Analise de Figuras 1 0 2 0 3
Conjuntos 1 0 0 0
Sistema de Numeragao 0 2 1 1 4
Matemaética Financeira 2 5 4 3 14
Numeros Complexos 0 0 0 0 0

Durante nossa pesquisa bibliografica, encontramos duas dissertagoes do PROFMAT
(MENEZES| 2021) e (FILGUEIRAS| 2019) as quais realizaram uma pesquisa referente
aos conteudos que cairam no Exame Nacional do Ensino Médio nos anos de 2009 a
2019 e referente ao conteiddo de matrizes e determinantes foram apresentadas tabelas
que mostraram que esse tema foi cobrado apenas nos anos de 2012, 2018 e 2019. Ao ir
em busca dessa questoes, vimos que no ano de 2012 foi cobrado o produto de matrizes,
em 2018 soma do elementos das linhas de uma matriz e em 2019 a soma dos elementos
das colunas de uma matriz.

Um fato que consideramos importante destacar é que os registros de questoes co-
brando Geometria Analitica tem se reduzido ao longo dos anos, pois segundo (FIL-
GUEIRAS, 2019) temos um registro de 12 questdes durante os anos de 2015 a 2018 e
ao comparar com os anos da nossa pesquisa (2020 a 2023) nao encontramos questoes
abordando esse tema.

Decidimos dar continuidade a essa andlise, realizando a pequisa durante os anos de

2020, 2021, 2022 e 2023. Um diferencial em nossa pesquisa e que julgamos importante
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Figura 6 - GRAFICO (ENEM DE 2020 A 2023)

ANALISE DAS QUESTOES ENEM DE 2020 A 2023

12 0% - 1T.1T% 1T.1T%

10,0%
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Fonte: Autores, 2024.

apresentar quais os critérios utilizados na selegao que fizemos dos contetidos/questoes
do Exame Nacional do Ensino Médio, até porque dependendo do critério utilizado,
os resultados obtidos serao distintos. Mesmo quando o Exame Nacional do Ensino
Médio nao era utilizado como forma de ingresso as universidades (1998-2008), segundo
(MENEZES| 2021)) nao houve aparigdo de Matrizes e Determinantes.

De acordo com nossa pesquisa, percebemos que o contetido de Matrizes/Determinantes

foi cobrado apenas 1 questao no ano de 2021 (Questao 156 da prova amarela) e vimos
que sua resolucao se da por soma dos elementos de uma matriz, para consultar a resolu-
cao ver (TEODISTA, 2021)). Portanto, desde a criagio do ENEM, ndo houve questoes

cobrando os conceitos sobre Determinantes.

Assim, escolhemos o conteiido de Determinantes para elaborar uma proposta de
itinerario formativo, através de uma eletiva. Essa escolha se justifica pelo fato do
contetido de determinantes nao estar frequente nas provas do ENEM, e sua abordagem
no Ensino Médio ser de forma superficial. Isso baseado em alguns livros didaticos

pesquisados, os quais citaremos mais adiante, na Secao 5.1.
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4.3 Contelidos cobrados nos Vestibulares x Enem

Muito se fala sobre os contetidos de Matematica que antigamente eram abordados no
Ensino Médio e atualmente tem sido suprimidos com a implementac¢ao do Novo ENEM.
De fato, isso é percebido quando comparamos os programas dos antigos vestibulares
com os contetidos que sao contemplados na Matriz Referéncia ENEM.

Nesta secao apresentaremos os contetidos que constam no programa de vestibular
da UFCG no ano de 2010 e analisaremos se eles constam ou nao no Exame Nacional

do Ensino Médio, tomando como base a sua Matriz de Referéncia do ENEM.
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Percebemos que dentre os 33 conteidos encontrado no programa do vestibular da
UFCG 2010, 14 deles nao estao presentes, ao menos de forma explicita na Matriz
de Referéncia do ENEM, isso corresponde aproximadamente 42%, quase metade dos
conteudos.

Por sua vez, dentre os contetidos que estao ausentes no Exame Nacional do Ensino
Médio e que geralmente nao sao apresentadas aplicagoes quando ensinados, sendo mui-
tas vezes considerados contetdos intteis e desconexos da nossa realidade, escolhemos
estudar detalhadamente os Determinantes. Iremos presenta-lo de forma diferenciada
em nosso trabalho, fazendo uma abordagem nao encontrada em livros e apresentando
uma interessante construcao para esse tema.

E provével que nosso aluno se pergunte onde eles irdo usar o Determinante, para os
que pretendem ingressar em algum curso superior, talvez nao saibam que dependendo
do curso, os conceitos de Determinantes serao imprescindiveis para dar continuidade
ao curso, dentre eles Matematica, Fisica, Computacao e Engenharias.

Cabe destacar que nem tudo que é ensinado e que nao ¢ utilizado na pratica ou que
nao conseguimos identificar de forma explicita em nosso cotidiano é inutil, podemos
citar o estudo sobre conicas que apesar de ser um dos contetidos extintos do ENEM e
consequentemente do Ensino Médio, engana-se quem pensa que nao possui aplicagoes,
a propria propriedade referente dos focos de uma parabola é usada na construcao de
Antenas parabdlicas, em espelhos parabdlicos (encontrados em automoveis) e até fogdes
solares.

Quando consideramos o estudo sobre determinantes, que apesar de nao ser apresen-
tado de forma palpéavel, possui diversas aplicagoes que serao apresentadas mais adiante,
no Capitulo 9. Para ter uma ideia, ao ligar um celular ou tv, temos implicitamente um

circuito elétrico, onde é utilizado Determinantes.
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Tabela 5 — ANALISE DOS CONTEUDOS

X : consta
e : N30 consta

| ASSUNTOS | VESTIBULAR UFCG | ENEM
Nogoes de conjuntos X °
Conjuntos Numéricos

Relagoes

Estudo de Fungoes do 1° e 2° Grau
Médulo (Fungoes, Equagoes e Inequagoes)
Composicao de Funcgoes

Fungoes Injetivas, Sobrejetivas e Bijetivas
Funcao Inversa

Fungbes Exponencial e Logaritmica
Progressoes

Circulo Trigonométrico

Lei do Senos e Cossenos

Férmulas de Transformagoes Trigonométricas
Identidades Trigonométricas

Fungoes, Equagoes e Inequagoes Trigonométricas
Teorema de Tales

Congruéncia e Semelhanga de Tridngulos
Areas de Figuras Planas

Comprimentos, Areas e Volumes de Sélidos Geométricos
Matrizes e Determinantes

Sistemas de Equagoes

Posicoes de Retas

Distancia entre Dois Pontos

Equacoes a Reta

Distancia de um Ponto a uma Reta
Condicao de Alinhamento entre trés pontos
Angulo e Intersecdo entre Retas

Estudo das Conicas

Numeros Complexo

Polinémios

Anaélise Combinatéria e Probabilidade
Nogoes de Matematica Financeira

Nocoes de Estatistica

I T T T T T T B T B T T B T T T T B T T B e T T T T T T B
MM X K e e X 88 K K K X e K K KX X e e e X X K e e e e X e

Fonte: Autores, 2024.
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5 Determinantes

De acordo com os livros do Ensino Médio pesquisados, a abordagem de determi-
nantes é reduzida a matrizes de até 3* ordem, em consequéncia disso, as propriedades
de Determinantes, assim como importantes teoremas nao sao apresentados.

Apresentaremos a definicio de matrizes e a seguir uma abordagem diferenciada
direcionada a professores, onde apresentaremos uma os conhecimentos sobre determi-
nantes que nao sao encontrados em livros didaticos, desenvolvendo uma construcgao
partindo da finalidade inicial na criacdo dos Determinantes, que era resolver sistemas
lineares, apresentaremos também a definicdo de determinantes para ordem qualquer,
suas propriedades, importantes teoremas que facilitam a resolucao de Determinantes

de ordem superior a 3, assim como exemplos e importantes aplicacoes.

5.1 Matrizes

Definicao 5.1. Vamos trabalhar com uma classe de objetos, as matrizes, que agora
definiremos. Consideremos um corpo K e dois numeros inteiros m,n > 1. Uma

matriz de ordem m x n é uma disposicio de m -n numeros de K da forma

@11 a2 @13 - Qip
Q21 Q22 Q23 - Q2n
Am1 Gm2 Am3 - Omp
Podemos abreviar a notagdo dessa matriz, escrevendo [a;;], i =1,--- ,mej=1--- n.

Dizemos que a matriz acima tem m linhas e n colunas. Por exemplo, a primeira coluna

da matriz é

Am1
e a sequnda linha da matriz € [as, g, - -+ , a2,]. Chamamos o elemento a;; de entrada
de posicao (i,j) da matriz. Se indicarmos por A a matriz acima, entdo a i-ésima

linha de A ¢ indicada por A;, e é definida como sendo

A = [ailaai27 T 7az‘n]-
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A j-ésima coluna de A é indicada por A7, e é definida como sendo

Cllj

Cle

Al =

U]

Os exemplos de matrizes sdo bem conhecidos e seguirao ao longo de todo texto. A

seguir definiremos o determinante de uma matriz.

5.2 Motivacao para a Definicao de Determinante

Apresentaremos alguns conceitos iniciais sobre determinante através da solucao de

sistemas lineares.
o Consideremos o sistema de ordem 1, com a # 0:
ar =b

Sua solucao é dada por —.
a

Notemos que numerador esta associado a matriz [b} que possui como unico ele-
mento o termo independente do sistema, ja o denominador esta associado a matriz

que possui como tnico elemento o coeficientes do sistema, isto €, M.

o Consideremos um sistema de ordem 2, onde as operacoes sejam possiveis:

a11T1 + 129 — b1 (51)
a2171 + Q22T = by (5.2)
Para determinar o valor de x5 multiplicaremos a equacao [5.1| por as; e a equacao

6.2 por aqs:

1102171 + 120212 = brag (5-3)

a11a2171 + A11022T2 = ay1by (5.4)

Fazendo a diferenga entre as equagoes (5.4)) e (5.3), temos:

(allazz - a12a21>:1:2 = ajiby — bray
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implicando que:
a11b2 — brag

To =
11022 — Q12021

Ja para determinar o valor de x, multiplicaremos a equagao (5.1]) por asy e a
equacao (5.2)) por ajz, dai ficamos com:

a1102271 + A12a22T2 = bragy (5.5)

1202171 + Q120222 = A12b2 (5.6)
Fazendo a diferenga entre as equacoes ((5.5)) e ([5.6)), obtemos:
(a11a22 - a12a21>x1 = bia — aisby

implicando que:
biase — ay12bo

Ir =
a11Q22 — A12G21

Logo, percebemos que os denominadores de x; e x5 sao iguais e veremos mais
adiante que serd o determinante associado a matriz cujos elementos sao os coefi-

cientes do sistema:

@11 a2

Q21 A2

Percebamos também que, o numerador de x; corresponde a matriz:

bi a2

by a
Temos que, os elementos correspondentes aos coeficientes de x; foram substitui-
dos pelos respectivos termos independentes do sistema, o mesmo ocorre para o
numerador de x», isto é, os coeficientes de x5 foram substituidos pelos respectivos

termos independentes do sistema, onde a matriz associada sera:

a; by

as  bo
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Agora, consideremos um sistema de ordem 3 de modo que sejam possiveis as

operacoes para determinar os valores de x1, z9 € x3:

a1 + 1272 + a1373 = by (5.7)
211 + a92T9 + A923T3 = bg (58)
a31%1 + azaT2 + azzxrz = b (5.9)

Para determinar o valor de x; multiplicaremos a equagao (5.7)) por as; e a equagao

(5.8) por a1, logo

112171 + 120212 + 13042173 = brag (5.10)
1102171 + A11G22T2 + A11023T3 = Q112 (5.11)
a3121 + 322 + A33r3 = bg. (512)

Substituindo (5.8) pela diferenca entre (5.11)) e (5.10)) no sistema inicial, temos
a11T1 + a12T9 + a13T3 = bl (513)

(a11a22 - a12a21)$2 + (a11a23 - a13a21):€3 = (anbz - b1a21)

a31T1 + A3o0x9 + G33T3 = bg. (514)
Agora, multiplicando (5.13)) por a3 e a equagao (5.14) por ai;, obteremos:
a1103171 + 1203172 + a13a3173 = a31b (5.15)

<a11a22 - 61126121)5C2 + (G11a23 - a13a21)$3 = (anz - b1G21>

a11a3171 + Q110322 + 1103373 = A11b3. (5.16)

Ao substituir a equagao pela diferenga entre as equagoes e[5.15] ficamos

com

(113171 + 120312 + a13031T3 = as1by
(ay1a2 — a12a21>x2 + (a11a23 — &13@21)563 = (alle — bias) (5.17)

(a11a32 - a12a31)$2 + (G11G33 - a13a31)x3 = ay1b3 — azb;. (5-18)

r a11a32 — A12a31

Consideremos (ajjaze — a12a21) # 0, multiplicando ([5.17] ,
A11022 — (12021

ficamos com
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(113171 + 120312 + a13031T3 = as1by

(a11a32 - a12a31)<a11a23 - CL13G21) (CL11G32 - alzasl)(anbz - b1a21)
(ay1a39 — ay2as31) T+ T3 =
a11G22 — A12G21 A11Q22 — A12021
(5.19)
(a11a32 - CL12CL31)$2 + (a11a33 - Cl136l31)$3 = a11b3 - a3lbl (5-20)

Substituindo a equacao (5.20) pela diferenca entre as equacoes (5.19)) e (5.20))

teremos

1103171 + Q120312 + Q1304313 = G310

(a11a22 - a12a21>a:2 + (a11a23 - Cl13a21)$3 = (allbz - 510021) (5-21)

(a11a32 - CL12CL31)(CL116L23 - a13a21)

(a11a22 - CL12G21)

- (a11a33 - a13a31) xs

_ by — b
_ (a11a32 a12a31)(&11 2 1a21) . (a11bs _ aglbl) (5.22)
11022 — G12021

Desenvolvendo a equacgao ((5.22)):

(CL116L32 - Cl12a31)(a11a23 - a13a21) - (a11a22 - CL12CL21)(6L116L33 - a13a31)

T3
a11G22 — A12G21

(a11a32 - alzasl)(aan - bla21) - (a11b3 - a3lb1)(a11a22 - (112(121)

a11G22 — A12021
Desse modo, temos

(a11a32 - a12a31)(a1lb2 - b1a21) - (a11b3 - a3151)(a11a22 - a12a21)

€T g
’ (a11a32 - a12a31)(a116l23 - a13a21) - (G11G22 - CL12CL21)(CL116L33 - C1136131)

1143201102 — a11a3201021 — a12a31a11b2 — a11b3a11a22 + 1103012091 + asz1b1a11a92

11032011023 — Q11032013021 — A12A310A11023 — Q11022011033 + Q11022013031 + A12021011033
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Colocando aq; em evidéncia:

- C111(@32@1152 - a3261a21 - Cl12a3152 - b3a11a22 + b3a12a21 + a31b1a22)
3 p—

C111(@32@11@23 — A32G13021 — Q12031023 — Q22011033 + A22Q13A31 + (12021033

as2a11by — asebras; — ajpasiby — bsajiags + bzaizag; + asibiags

32011023 — (32013021 — (12031023 — (22011033 1 A22013G31 + Q12021033

a21a32b1 + a120l3152 + a11a22b3 - a11a32b2 - Cl120l2153 - Cl22a31b1

13021032 + G12023031 + 011022033 — Q11023032 — (13022031 — G12021033

Substituindo x3 na equacao (5.21)), ficaremos com

ay1aszby + agzas1b; + ai3a21bs — ajzazi by — ajjagsbs — agiassby

Ty = .
13021032 + (12023031 + A11G22033 — A11023032 — A13022031 — Q12021033

Ja para determinar x; substituiremos os valores de x5 e x3 na equagao (5.13),
dai:

R a11G22b3 + 1203102 + a21a3201 — 2203101 — a11a32b2 — a12a91b3
1 =

13021032 + (12023031 + A11G22033 — A11023032 — A13022031 — Q12021033

Diante das solug¢oes encontradas de x1, x5 e x3, percebemos que os denominadores

serao o determinante (veremos mais adiante) da matriz dos coeficientes do sistema

com 3 equagdes: (5.7), (0.8) e (5.9), isto ¢,

11 a1z A3
Q21 Q22 Q23

as1 azz2 Gsg
Por outro lado, o numerador de x; esta associado ao determinante da matriz:
b1 apx a

by a9 ag3

bz azx ass
J& o numerador de x, estd associado a matriz:

a; by ais
as  bo as3

as; bz ass
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5.3

E, por fim, o numerador de x3 esta associado ao determinante da matriz:

a;; a2 by
as; Gz b

as; asy bz

Donde concluimos que os numeradores de x1, x5 e x3 serao o determinante das
matrizes associadas aos coeficientes do sistema dado, onde para cada numerador
dos niimeros x1, x5 € x3 trocamos os coeficientes das suas colunas pelo respectivo

termo independente do sistema.
Para mais detalhes ver (BOLDRINI, [1986)).

Inicialmente o conceito apresentando em alguns livros didaticos é dito que o

determinante considerado niimero associado a uma matriz, isso ¢ percebido no

livro (DANTE; VIANA] [2020):

O determinante de uma matriz quadrada de ordem n é um
numero real associado a ela. Toda matriz quadrada tem deter-
minante. (Dante, 2020, p. 141)

Nesse caso, consideramos que esse é um conceito incompleto sobre um determi-

nante.

Em contrapartida, as definigoes de Determinantes encontradas em livros do En-
sino Médio estao limitadas a determinantes de ordem 1, 2 e 3, isso é percebido
em (SOUZA; GARCIA| 2016|) e (IEZZI, |1997)).

Vejamos adiante, a construcao que elaboramos para se chegar a definicdo geral

de Determinantes.

Definicao de Determinante de ordem n, com n < 3

Faremos a definicao de determinante para matrizes de ordem 1, 2 e 3 e na sequéncia

generalizaremos a definicdo para uma matriz qualquer de ordem n.

Determinante de uma matriz de ordem 1:
det[a] = |a| = a
Determinante de uma matriz de ordem 2:

@11 A12
det =
Q21 Q22

@11 A12
= A11022 — Q124921

Q21 Q22
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Essa defini¢ao corresponde a solucao do sistema de ordem 3 cujas equagoes sdo
B e 6.

¢ Determinante de uma matriz de ordem 3:

a1; Qa2 Qi3
det ao1 Q922 Q923

ag1 asz g3
a1; a2 i3
= Q21 Q22 A23

31 a3z ass
= Q11622033 + Q12023031 + Q13021032 — Q13022031 — A11A23032 — A12021033

Essa definicao de determinante para matrizes de ordem 3 pode ser apresentada
por alguns métodos, que irdo ajudar em sua memorizacao, apresentaremos dois desses

métodos.

5.3.1 Regra de Sarrus

Consideramos importante apresentar essa regra, por nao ser facil a memorizacao
da definicao de Determinante para Matrizes de ordem 3.

Considere uma matriz A de ordem 3:

11 diz2 A3
A= Q21 A22 (23

a31 daz2 a33

Para aplicar a regra de Sarrus, desenvolveremos as etapas abaixo:

1. Repetiremos as duas primeiras colunas a direita da terceira coluna da matriz, ou

as duas primeiras linhas abaixo da terceira linha da matriz.

Observemos as representagoes abaixo:
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|.:,f /; i | +
| a1 ¢ -
L,,&Q”i 22 a‘?s.;:;.il N

2. Os termos precedidos com o sinal positivos serao obtidos multiplicando os elemen-
tos segundo as flechas situadas na diregdo da diagonal principal (representadas

e1m azul), 1sto €, 110922033, A120923031 € A13A21A32.

3. Os termos precedidos com o sinal negativo serao obtidos multiplicando os elemen-
tos segundo as flechas situadas na dire¢ao da diagonal secunddria (representadas

em vermelho), isto é, —aj3a00a31; —a11093a32 € —A12a21A33.

4. Por fim, somam-se os 6 produtos encontrados nos itens 2 e 3 acima, dessa forma

det A = ay1a22a33 + a12a23a31 + Q13021032 — A13022031 — A11023032 — (12021033

2 30
Exemplo 1. Seja A= | =3 1 4 |, determine o det A utilizando o método de Sarrus.
6 1 3

Solugao: Consideremos a imagem a seguir:

2 3 0] 2 3
-3 1 4] =31
6 1 3|6 1

Temos,

detA = 2-1-34+3-4-640-(=3)-1-0-1-6—2-4-1—[3-(=3)-3]
= 6+72—8+27
— 97
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5.3.2 Regra Através de Diagrama

Uma outra forma de memorizar a definicio de determinantes para matrizes de or-

dem 3 é com o uso dos diagramas, observemos a representacao abaixo:

[+ + .

air Q12 %
A= \an 22  A23\

a3l G332 A33 )

Para cada uma das trés setas acima, teremos um produto e neste caso cada produto

possui sinal positivo:

+a11a22a33; +G12G23031 € + G13G21032. (5.23)

7

a1y //GLZ/CL 13

A= as asx as3

‘a3zl a3z (33

Para cada uma das trés setas teremos um produto e, neste caso, cada produto

possui sinal negativo:
—@13022031; —Q11023032 € — A12021033 (5.24)
O det A sera soma das expressoes e acima representadas:
det A = ay1a22a33 + 412023031 + 13021032 — (13022031 — A11023032 — Q12021 033.

Para mais detalhes sobre essa regra através de diagrama, consultar o livro do (IEZZI,

2006).

Exemplo 2. Calcular det A =

N W N
S = Ot

7
4 | através do método do diagrama.
3

Solugao: Considere a imagem abaixo:
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Neste caso,

detA = 2-1-3+5-4-243-6-7—-7-1-2-3-5-3—-6-4-2
= 6440+ 126 — 14 — 45 — 48
= 65.



Capitulo 5. Determinantes 63

5.4 Definicoes Preliminares

Apresentaremos algumas defini¢oes preliminares, que serao base para a compreensao
da definicao de determinantes por permutacao. Utilizamos nesta tematica, referéncias
como (MORGADO, [2015), (STEINBRUCH, [1987) e (MADEIRA, |2017).

5.4.1 Permutacao

Definicao 5.2. Dados n objetos distintos ay, as, . .., a,, uma Permutacao destes obje-
tos consiste em dispo-los em uma determinada ordem.

A escolha do primeiro objeto pode ser feita de n modos; a escolha do objeto que
ocupard o sequnda posi¢io pode ser feita de n — 1 modos; a escolha do objeto que
ocupard a terceira posi¢ao pode der feita de n — 2 modos, etc ...; a escolha do objeto

que ocupard a ultima posicao pode ser feita de 1 modo, isto é, n(n—1)(n—2)...1 =nl.

Exemplo 3. Sejam os nimeros 1,2 e 3. Determine suas possiveis Permutagoes.

Solucao: Note que a quantidade de Permutagoes dos ntimeros 1,2 e 3 é dada por
3l=3-2-1=06, sao elas:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2) e (3,2,1).

5.4.2 Inversao

Definicao 5.3. Dada uma permutagdo de niumeros inteiros 1,2,...,n, dizemos que
existe uma inversao quando um inteiros que ndo estd em sua posicao original precede
outro menor que ele.

Quando a permutagdo possuir um nuamero par de inversoes o termo correspondente
a essa permutacao terd o sinal positivo e quando a permutacdo possuir um nuamero

impar de inversoes o termo correspondente a essa permutacao terd sinal negativo.

Exemplo 4. Consideremos as permutacoes dos niumeros 1,2 e 3. Encontre o nimero

de inversoes de cada uma de suas permutacoes.

Solucao: observemos a tabela que criamos para facilitar o que abordamos anterior-
mente, constando as possiveis permutacoes e os respectivos nimeros de inversoes dos

numeros 1,2 e 3:
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Permutagoes | Quantidade de Inversoes | Sinal

+ +

NN == O

5.5 Construcao da Definicao de Determinantes

Nesta se¢ao, calcularemos o determinante de matrizes particulares (ordem 1, 2 e 3)
através da definicao de determinante que apresentaremos na sequéncia.

Consideramos importante relembrar o conceito de diagonal principal de uma matriz.

Definicao 5.4. Dada uma matriz A de ordem n:

a1; Az -+ a3

Q21 dAg2 -+ a23
A=

an1 Ap2 - App

os elementos da diagonal principal da matriz A corresponde a sucessio dos ele-

mentos

(a117 A9, A33, *** 7ann)a

cujos primeiros e sequndos indices sao todos iguais.

5.5.1 Determinantes para Matrizes de Ordem 1

Consideremos a matriz A = [a1].
Notemos que a diagonal principal é composta pelo tinico elemento que compoe a
matriz, ou seja, o elemento a;; e ao realizar a permutagao do segundo indice desse

elemento, temos uma tnica forma de permuta-lo. Observe a tabela:

Permutacoes | Quantidade de Inversoes | Sinal

(1) 0 +

Desse modo, o termo referente a essa permutacgao serd o préprio aq; e pelo fato da

permutagao possuir zero inversoes (par), o sinal desse termo serd positivo, dai temos

det A = |CL11| = +ai1 = a11-
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-

Para matrizes de ordem superiores a 1, essa definicdo ficarda mais clara. E o que

veremos na Sec¢ao [5.5.2

5.5.2 Determinantes para Matrizes de Ordem 2

Consideremos a matriz

A= ail G2
a21 Q22

Para calcularmos o Determinante de A faremos a soma dos produtos dos elementos

dessa matriz, obtidos permutando-se de todos os modos possiveis os segundos indices

dos elementos da diagonal principal, estando fixados os primeiros indices.

No caso da matriz A a sua diagonal principal é dada por

a11a22.

Permutando-se de todas as formas possiveis os segundos indices do produto dos

elementos da diagonal principal (1,2) apresentado acima, ficamos com:

Permutacoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(1,2) 0 +
(2,1) 1 -

De acordo com o apresentado na tabela, os termos referentes ao produto dos ele-
mentos da diagonal principal da matriz permutando-se os segundos indices e fixando os
primeiros sao ai1ass € —a12a91. Fazendo soma algébrica para encontrar o determinante

da matriz:

det A = a11Q922 — A12Q921.

5.5.3 Determinantes para Matrizes de Ordem 3

ailz a2 ais
Seja a matriz A = | ag; ase  ass

Ga31 a3z ass
Pelo que vimos na definicado de determinantes de ordem 3,
det A = ar1a22a33 + a12a23a31 + Q13021032 — A13022031 — 11023032 — Q12021033

Reparemos que os produtos que aparecem no determinante podem ser reescritos,

de modo geral, como
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@15, 424, @353
onde (j172J3) corresponde as permutagoes dos nimeros 1, 2 e 3.
Além disso, temos trés termos com o sinal negativo, isso ocorre pelo fato de existirem
trés permutacgoes correspondentes a esses produtos com um ntmero impar de inversoes.

De acordo com a tabela apresentada no Exemplo 1 teremos 6 permutagoes para os

numeros 1, 2 e

Permutagoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(1,2,3) 0 +
(1,3,2) 1 —
(2,1,3) 1 —
(2,3,1) 2 +
(3,1,2) 2 +
(3,2,1) 1 —

Note que ao realizar o produto dos elementos da diagonal principal da matriz A,
fixando os primeiros indices e os segundos indices correspondendo a permutacgdo dos
elementos 1, 2 e 3 destacado na tabela, ficamos com os seguintes produtos referente as

permutacoes:

+aaza;s
—a110a23032
—aj202103
+a2a23a3;
+ay;a21a32

—Q1302203]

Efetuando a soma algébrica desses 6 termos, obteremos o det A, isto é,

det A = 4a11a9203; + a12a23a31 + A13021A30 — A13022031 — G1102;032 — G12021033 (5.25)

Logo, a expressao ([5.25)) corresponde a definigdo de determinantes para matrizes de

ordem 3, apresentada acima.
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5.5.4 Matrizes de Ordem n

Apresentaremos a generalizacao da definicdo de determinantes que foi apresentada
nas secoes anteriores para matrizes de ordem até 3.

E importante destacar que, ndo é comum encontrar este tipo de definicdo em livros
didaticos e ha livros atuais em que a definicdo é apresentada apenas para determinantes

de ordem até 3.

Definicao 5.5. Seja

a1; Qa2 @13 ... Qaip
Q21 Q22 G23 ... dgp
A= = [aij]
a1 Qj2 443 Ajn
Ap1 Ap2 Ap3 ... QApp

Dizemos que,

det [a;;] = > (—1) a1 ,azj, - - any,,
p

onde j = j(j1jo- - Jn) € 0 nimero de inversoes da permutacao (j1jo- -+ jn) € p indica
que a soma € feita considerando-se as parcelas referentes a cada uma das n! permutacoes
de (1,2,3,--- ,n).

Essa defini¢ao é extremamente importante, pois abrange o determinante de matrizes
com ordem qualquer, no entanto, acaba sendo trabalhosa para matrizes de ordem 4 ou

superior.

ail a2 a1z Qig

ag1 Q22 Q23 Q24

Exemplo 5. Considere a matriz A = e calcule seu determi-

azyp azz az3 as4

aq1 Q42 Q43 Q44
nante.

Solugao: Inicialmente iremos determinar as 4! =4 -3 -2 -1 = 24 permutagoes para

os numeros 1,2,3 e 4:
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Permutagoes

Quantidade de Inversoes

Sinal

—~
—_ =
[\)
~—

[N}

N DO
—_

R CR
[ N =t

—_

—
RS

— o =
a2

N N

N =
o

[\
=

l\.’):[\:)“}—\
DN

— =
o o

o
—

o
e

o~ o~ TN o o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~
—_
o [\

N~ N O Y Y T N N N N N N N N N N

o
—_

N N W N W W N N W N WD DN WD R~ = NN = = O

+ o+ 1+

+

+

Note que, ao realizar o produto dos elementos da diagonal principal da matriz A,

fixando os primeiros indices e os segundos indices correspondendo a permutagao dos

elementos 1, 2,

as permutagoes:

€

destacado na tabela, ficamos com os seguintes produtos referente
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+aji1azas;04
—Q110A2303204
—Q1202103304
+aj2a9;:a3104
+a13a21a3204
—A1302203104
—Q1102203,1G4
+ay1a23a3:a42
—Q13021031042
+a13a2203104,
+aj2a21a3.04
—A12023031041
+a11a21a3204
—Q11021033042
+ay;az.a31042
—Q1302103204]
—A1202403104
+a1202,a33041
—a1402103204
+0a1.021033042
—Q11023031042
+ay.az;3a32041
+ayaxasz104

—Q1402203304]

Efetuando a soma algébrica desses 24 termos, obteremos o det A, isto é,

det A = +a11a20a3304: + 12023031041 + Q15021 G32041 + 11025031042 + Q13022031041 + Q1202103104
011021032043 + Q13021031049 + A1202:A33041 + Q14021033042 + Q14023032041 + A1402903104
—Q11023A32041 — A12021033Q41 — A13A22031041 — Q1102203143 — A13A21031A42 — A1202303104]

—@11021033042 — A13021A32041 — Q12021031043 — A11A21A32043 — A11A23031A42 — A11A2203304] -
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5.5.5 Observacoes da Definicdo

Destacaremos algumas observagoes em relagao a definicdo de determinantes que

serao uteis para realizar as demonstragoes das propriedades de determinantes:

(i) Se a permutacao (jijo---Jn) possui um nimero par de inversoes, o coeficiente
(—1)7 do termo correspondente no somatério terd sinal positivo, caso contrério,

terd sinal negativo.

(ii) Em cada termo do somatério, existe um e apenas um elemento de cada linha, e

um elemento de cada coluna da matriz.

(iii) Através de uma reordenagdo conveniente dos termos, mostra-se que também é

possivel definir um determinante por

det [a;;] = > (=1)aj1a5,2 - - -
P

variando os primeiros e deixando fixos os segundos indices.

Apresentaremos a seguir as propriedades de determinantes que irdo facilitar e, na

maioria das vezes, reduzir o cdlculo do determinante de uma matriz.

5.6 Propriedades de Determinantes

Talvez nos perguntemos qual a necessidade do estudo das propriedades de deter-
minantes, em verdade, elas serdo tuteis para reduzir os célculos dos determinantes,
principalmente os que possuem ordem n > 3.

As demonstracoes das propriedades de determinantes serdo aplicadas através das
linhas da matriz, mas todas as propriedades apresentadas se estendem também para
as colunas dessa mesma matriz.

Na construcao desta se¢do, tivemos como base algumas referéncias como os livros

(COELHO, 2013) e (LIPSCHUTZ; LIPSON| 2011).

o Propriedade 1: Linha nula

Se todos os elementos de uma linha de uma matriz A sao nulos, det A = 0.

Demonstragio. Podemos realizar essa prova pela observagao |(ii), em cada termo
que aparece no calculo de determinante ha um dos elementos da linha nula e,

portanto, todos os termos se anulam, e em consequéncia o determinante é zero.
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8 15 7 -9
0O 0 0 O

Exemplo 6. Seja A = , calcular det A.
44 —78 3 103

20 18 30 903

Solucao:

82 15 7 -9
0O 0 0 O

Pela Propriedade 1, apresentada: det A = =0.
44 —-78 3 103

20 18 30 903

o Propriedade 2: Matriz transposta

Se A é uma matriz de ordem n e A' é sua transposta, entao

det At = det A.

Demonstragio. Seja A = [a;;] e A' = [b;], onde b;; = aj;. Entao, pela defini¢do

Determinante, temos

det[bi;] = > (=1)b1;,baj, -~ byj,
p
= > (Vajnap2- ajn
= di}t[aij].

[

—1 -1 6 0
Exemplo 7. Seja A=| 6 7 2| eB=| 3 7 —=9 |. Calculardet A e

-9 8 2 8

det B

Solucao: Determinemos inicialmente o Determinante da matriz A:

-1 3 5
detA = 6 7 2
0 -9 8

= (=1)-7-843-2:04+6-(=9)-5—[5-7-04+(=1)-(=9)-2+6-3-§]
= —56+0—270 — [0+ 18 + 144]

= —326 — 162

= —488.
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Notemos que a matriz B corresponde a transposta de A e pela Propriedade 2 de

Determinantes, temos:

-1 6 0
detB=| 3 7 —9|=detA=—488.
5 2 8

o Propriedade 3: Multiplicacao de uma linha por uma constante

Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o Determinante fica

multiplicado por uma constante.

Demonstragio. Para verificarmos, chamemos de A a matriz original e B a matriz
obtida de A, multiplicando uma linha de A por uma constante K. Entao, pela

definicao:

det [bij] = > (=1)7byj,baj, - - - by, -

P

Pela observagao (ii) temos em cada produto do somatério pelo menos um ele-

mento dessa linha a qual foi multiplicada por K referente a matriz obtida de A,

isto é,
bij, = Kaijy.,
dai,
det [b;] = D (1) Kayaz, - an;,
P
= K (~1Yaijaz5 - an,
P
= Kdet [aij].
Portanto, det B = K - det A. [ |
31 9 3 1 9
Exemplo 8. Seja A=|2 0 —-5|eB=| 2 0 -5 |. CalculardetA
7 12 —4 21 36 —12.

e det B.
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Solucao: Calculemos inicialmente o Determinante da matriz A:

3 1 9
detA = |2 0 -5
7 12 —4

= 3.0-(—4)+1-(=5)-T+2-12-9—[9-0-7+3-(=5)-12+2-1-(—4)]
= 0—35+216— (0— 180 — 8)

— 181+ 188

— 369

Notemos que a matriz B foi obtida a partir da matriz A, multiplicando a 3° linha

de A por 3. Desse modo, pela 3* Propriedade de Determinantes:

3 1 9
detB=| 2 0 -5 |=3-detA=3-369=1107.
21 36 —12.
546 —273 819
Exemplo 9. Calculemos o determinante da matriz A = 4 6 12

—100 5 25

Solucao: De acordo com a propriedade 3 de Determinantes:

546 —273 819

det A = 4 6 12
—100 5 25
2 -1 3
= 273-2-5| 2 3 6
—20
2 -1 3
= 2730-| 2 3 6
—-20 1 5

= 2730 -[30 + 120 + 6 — (—18 + 12 — 10)]
— 3730 (156 + 16)

— 2730172

= 469560.
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e Propriedade 4: Troca de linhas paralelas Uma vez trocada a posicao de duas

linhas o Determinante troca de sinal.

Demonstragio. Para facilitar a compreensao da demonstracao para o caso de

matrizes de ordem n, apresentaremos a demonstracao para matrizes de ordem 3.

Seja a matriz

11 a1z 413
A= Q21 Q22 (23
a31 daz2 a3s3

Analisaremos a partir de agora os varios casos de troca de linhas.

Seja B a matriz obtida de A trocando as linhas 1 e 3 de posicao:

az1 azz Gas3
B = a21 A2z A23

air a2 a3
Para a matriz A ver a tabela das permutacoes [5.4.2]
Para encontrar os Determinantes das matrizes A e B, fixaremos os segundos

indices dos elementos da matriz e permutaremos os primeiros de todos os modos

possiveis.

Temos a tabela das permutacoes para a matriz B a seguir:

Permutacgoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(3,2,1) 0 +
(3,1,2) 1 —
(2,1,3) 2 +
(2,3,1) 1 —
(1,2,3) 1 —
(1,3,2) 2 +
Diante do apresentado na tabela, temos
det B = —a11a22033—12025031 — 013021 Q32013022031+ 11 23032 +012021 a33 = — det A.

Seja C' a matriz obtida trocando as linhas 1 e 2 da matriz A:

Q21 Q22 A23

C= a1; a2 aiz |,

a3; asz2 as3
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onde a tabela das permutagoes da matriz C' sera:

Permutagoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(2,1,3) 0 +
(2,3,1) 1 —
( ’1’ ) 1 -
(3,2,1) 2 +
(1727 ) 1 -
(1,3,2) 2 +
Assim,
det C' = —ay1a22033—0a12023031 — 013021 A32+013022031+011G23032 012021 a33 = — det A.

Por fim, consideremos D a matriz obtida trocando-se as linhas 2 e 3 da matriz
A:
a1x a2 a13
D=1 a3 ax as

A21 Q22 23

A tabela das permutacoes da matriz D estd representada a seguir:

Permutagoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(1,3,2) 0 +
(1727 ) 1 -
(2,3,1) 1 —
(2,1,3) 2 +
(3,1,2) 1 —
(3,2,1) 2 +
Logo,
det D = —a11a22a3;—012023031 — Q13021 A32 0130220311011 023032 +a12a21a33 = — det A.

Desse modo, ao trocar a posicao de duas linhas de uma matriz, alteramos a

paridade do ntmero de inversoes dos indices e, portanto, trocamos o sinal de

todos os termos, ocorrendo o mesmo fato para matrizes de ordem n. [ |
-3 1 7 5 4 2

Exemplo 10. Consideremos A=| 2 1 -3 |eB=| 2 1 -3 |, deter-
5 4 2 -3 1 7

mine det A e det B.
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Solucao:
-3 1 7
det A = 2 1 =3
4 2

= (=3)-1-24+1-(=3)-54+2-4-T—[T-1-5+(=3)-4-(=3)+2-1-2]
= —6—15+56 — (35+ 36 +4)

= 35-75

= —4o.

Perceba que a matriz B é obtida da matriz A trocando de posicao as linhas 1 e

3 . Dai, pela P Propriedade 4 apresentada:

5 4 2
detB=] 2 1 —3 |=—detA=—(—40) = 40.
31 7

o Propriedade 5: Linhas paralelas iguais

Se uma matriz A de ordem n > 2 tem duas linhas formada por elementos res-

pectivamente iguais, estao

det A = 0.

Demonstragio. Suponhamos as linhas de indices ¢ e k sejam formadas por ele-

mentos respectivamente iguais, isto €,

aij = bkj,Vj € {1,2, e ,n}.

De acordo com a Propriedade 4, se trocarmos a posi¢ao destas duas linhas, ob-

teremos uma nova matriz B, tal que

det B = —det A. (5.26)
Por outro lado, A = B, pois as filas trocadas sao iguais, assim

det A = det B. (5.27)
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Das equacgoes 5.26 e 5.27 concluimos que

det A = —detA—=
det A+detA = 0=
2detA = 0=
detA = 0.

19 26 53 -3
1 44 -7 16

Exemplo 11. Consideremos A = . Calcular det A.
19 26 53 -3

15 0 —-83 17

Solugao: Temos que a matriz A possui as linhas 1 e 3 com elementos respectiva-

mente iguais e pela Propriedade 5 apresentada o seu determinante é

19 26 53 -3
1 4 - 1

det A = ’ 0 = 0.
19 26 53 -3

15 0 —-83 17

« Propriedade 6: Soma de linhas

Consideremos uma matriz A de ordem n, onde

air Q2 - Qi3 v Qip

Q21 Q2o ~-- A2j; --- d2p
A= . . . . ’

ap1 Ap2 - anj st Qpn

em que os elementos da j-ésima coluna sao tais que:

alj = blj + Clj

azj = sz + ng

(nj = bpj + Cnj
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isto é,
ann a0 byytcay oo an
ag1 g -+ byjtcop e agy
A= _
ap1 Qp2 - bnj + an crr Qpp
Sejam
@11 a2 - blj st Qip
Qo1 Q22 - ij crr Q2n
B =
Gp1  Qp2 bn] QAnp,
e
@11 Q12 -+ Ciy o Q1p
Q21 Q2 -+ C25 -+ Q2p
C= ,
Qp1 Ap2 **° Cpj - QApp
entao teremos
det A = det B + det C,
ou seja,
all e bl] + Clj N aln all N bl] [N a/ln all e Clj
a21 e sz _|_ C2j e a2n a21 e b2] e a2n a21 P 02].
. = + .
anl P bn] + an e ann aTL]. e bn] “e ann anl P C’nj
Demonstragio. Pela definicao de determinante, temos
T
det [aij] = Z(—l) A1y AQ2py * * * (bkrj + Ckrj) cc o Angy, (528)

P

onde,

J=jlrira-(rj+r;) 1)

corresponde ao nimero de inversoes da permutagoes ryrg---(r; + ;) -1, ¢ P
indica que a soma ¢é estendida a todas as n! permutacoes de ri7y -« - (1;47;) - - - 7.

Ao fazermos a distributiva na equacao [5.28t

A1n

(57
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det A - Z(_l)ralrla%"g s Qppy, (bkrj) + A1y Q2pgy * * " Ay, * * (Ckrj)
P
- Z<_1)Ta1r1a2r2 v anrn e (bkrj) + Z(_l)ralrla&m et am"n et (Ckrj)
P P
= det B+ det C.
[ |
6 8 13
Exemplo 12. Seja A= | 2 10 9 |, calcular det A.
15 5 5
Solucao:

Podemos reescrever a matriz A da seguinte forma:

6 8 13
det A = 2 10 9
15 5 5
6 8 845
= 2 10 10—-1
15 5 540
6 8 8 6 8 5
= 2 10 10 |+| 2 10 -1
15 5 5 15 5 0

Pela tdltima expressao, como as colunas 2 e 3 da matriz a seguir sao iguais, tere-

mos pela Propriedade 5 de determinantes:

entao,

6
2
15

8 8
10 10 | =0,
5 5
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det A

6 8 5
O+ 2 10 —1
15 5 0

6 8
5-12 10 -1

31 0

[0— 24+ 10 — (150 — 6 + 0)]
(—14 — 144)

(—158)

—790.

5

5.
5.
5.

o Propriedade 7: O determinante nao se altera se somarmos a uma linha outra

linha multiplicada por uma constante (Teorema de JACOBI).

Adicionando a uma fila de uma matriz A, de ordem n, uma outra fila paralela,

previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova matriz B, tal

que

Demonstragio. Seja

det B = det A.

[ a1 G12 G1n ]
a21  G22 A2n,
Gp1  Ap2 Apn,
Qi1 Q52 Ajn

L apl  Ap2 Qpn 1

Adicionando a j-ésima linha a p-ésima multiplicada pela constante K. Obteremos

a matriz:
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a1 12 ce A1n
21 22 te QA2n
Ayl Ao e a
P P pn
B =
;1 -+ KCLpl 52 + KCLPZ crr Qgp -+ Kapn
L An1 Ap2 te Apn ]

De acordo com a Propriedade 6:

aji; Q2 -+ Aip a1 Q12 s Qip
a1 Q22 -+ QAgp 21 22 R ¢ 577
a 1 a 2 “ee Qa a 1 a 2 PP a
D P pn P P pn
det B = . R . . o
a1 Qjo Qjn, Ka, Kap Kaypy,
ap1 Qp2 - App an1 an2 e Ann

ja pela Propriedade 3:

ailz Az - Aip
ag1 Q22 -+ A2pn
Ap1  Ap2 a

P P pn

detB = detA+ K
Gp1  Ap2 Qpn,
Ap1 Gp2 - App
= detA+ k-0

= det A.

Portanto, det B = det A.

Esse fato ocorre devido o determinante abaixo possuir duas linhas com elementos
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respectivamente iguais e pela Propriedade 5, temos

app Q2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2p
Ap1 a.pz Apn, —0.
Ap1  Ap2 Apn
An1 QAp2 - Gpp
[ |
1 5 6
. . 4 2 7 10
Exemplo 13. Consideremos a matriz A = 0 - , calcule o seu de-
3 -1 2 4

terminante.

Solugao: Adicionando, a 2® linha da matriz A, a 1° linha multiplicada por (—1),

obteremos uma uma nova matriz:

1 3 5 6 1 3 56
g | ATED 24 (3) TH(=5) 104(=6) | _|3 ~1 24
0 1 7 2 0 1 72
3 ~1 2 4 3 -1 2 4

Como a matriz B possui as linhas 2 e 4 iguais, entao pela Propriedade 5:

det B = 0 = det A.

Essa propriedade sera bastante 1itil para introduzir zeros nos elementos das linhas

de uma matriz, o que facilitara o calculo do determinante dessa matriz.

e Propriedade 8: Filas paralelas proporcionais

Se uma matriz A de ordem n > 2 tem duas linhas formadas por elementos

respectivamente proporcionais, entao

det A = 0.
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Demonstragio. Suponhamos que as linhas de indices ¢ e p da matriz A sejam

formadas por elementos proporcionais , isto é,

Entao:
11 Q12
21 @22
K ap1 K Ap2
apl Clpg
an1 an?2

Clij = Kapj,‘v’j € {1,2, ,Tl}.

A1n @11 Q12 - Alp
Q2n, G217 Q22 --- dgp
Ka,, a a A
R "= K-0=0.
Qpn, Gp1  Ap2 Apn
Apn Qp1 Ap2 *** Gpp
[ |
2 7 -6 11
-2 14 9 22
, calcule o det A.
4 21 15 55

Exemplo 14. Consideremos A =

6 49 30 121

Solucao: Notemos que de acordo com a Propriedade 8, termos:

det A

2 7
-2 14
4 21
6 49

N W NN =
Nw N E g9
N W NN = N W N

—6

11
22
95
121

11
22
95
121

11
22
95
121
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5.6.1 Matriz em Blocos

Definicao 5.6. Uma matriz triangular superior é uma matriz quadrada cujos ele-
mentos abaizo da diagonal principal sdo todos nulos, isto €, a;; = 0, sempre que i > j.
De modo andlogo, uma matriz triangular inferior é uma matriz quadrada cujos
elementos acima da diagonal principal sao todos nulos, isto €, a;; = 0, sempre que

1< 7.

Exemplo 15. Sejam as matrizes triangulares superiores (A) e inferiores (B):

1 4 -6 0

03 9 -1 90
A= eB=1 10

00 5 7 )

00 0 -2

Teorema 5.1. Seja A uma matriz triangular superior ou inferior em blocos com blocos
diagonais Ay, Ag, -+ , A, entdo
det A = det Ay - det Ay - - - det A,,.

Esse é um resultado o qual consideramos importante, onde considera-se uma ma-
triz como sendo formada por blocos de outras matrizes menores. Para mais detalhes
consular (IME, ), (COELHO, 2013) e (LIPSCHUTZ, [1972)).

Exemplo 16. Consideremos a matriz de ordem 5

3 -2 1
e -1 2 3 =
0 9 —1
5 1
Solucao: A matriz A pode ser reescrita:
| B C
o D’
onde,
3 =2 1 6 —1
B: s = eD: 9 3
-1 2 3 m 5 1
dai,
3 =2
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Portanto,

det A=detB-detD =4-14 = 56
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6 Teorema de Laplace

Ao realizar o calculo do determinante para matrizes de ordem superior a 3 nao
existe um método especifico como o apresentado para matrizes de ordem 1, 2 e 3 no
Capitulo [6] Assim, apresentaremos o Teorema de Laplace, sendo bastante util para
facilitar o calculo do determinante de uma matriz, reduzindo o seu desenvolvimento a
determinantes de uma ordem inferior ao determinante da matriz original.

Com o auxilio das propriedades de determinantes, os elementos das linhas ou colu-
nas podem tornar-se zero ou um, dai teremos um calculo ainda mais simplificado ao
utilizar o Teorema de Laplace.

Baseados nos livros mais antigos do Ensino Médio, o Teorema de Laplace ¢ usado
para definir determinantes de ordem maior do que 3, ja em nosso trabalho, apresenta-

mos a defini¢ao geral determinantes.

6.1 Definicoes Preliminares

Definicao 6.1. Consideremos uma matriz quadrada de ordem n. Representemos por
M;; o submatriz quadrada de ordem (n — 1) de A, obtida suprimindo sua i-ésima

linha e j-ésima coluna. O determinante |M;;| é chamado menor do elemento a;; de

A.

-1 4 8
Exemplo 17. Considere a matriz A= | 9 7 =3 | e determine o menor do ele-
0 6

mento aio.
Solucao: Iremos determinar inicialmente a submatriz Mis:
9 -3
B =
5 6
O menor do elemento a;; serd det B:

9 -3

=9.6—[(—3)-5] =54+ 15 = 69
5 6

Defini¢ao 6.2. Chamamos co-fator do elemento a;;, denotado por A;j, como o de-

terminante da submatriz M;; com sinal:
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Observe que os “sinais” (—1)"™ que acompanham os menores formam uma disposi¢ao

quadriculada com os 4+ na diagonal principal:

+ - 4+ -
-+ - +
+ - o+ -
2 3 4
Exemplo 18. Seja A= | 5 6 7 |. Determine o menor e o co-fator do elemento
8 9 1

a923.

Solugao: Para determinar o menor do elemento as3, eliminaremos a linha 2 e a

coluna 3 da matriz A, observemos:

Figura 7 — Exemplo 1: Menor e Co-fator

A —

Fonte: Autores, 2024.

Desse modo, a matriz obtida é

e o menor do elemento a;; sera:

| Mas| = — 18 — 24 = —6.

J& para determinar o co-fator do elemento referido, fazemos

Az = (=1)"F° | May|.
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6.2 Motivacao para Definicao de Determinantes

Apresentaremos a definicdo de determinantes para matrizes de ordem 3, isto é, um
caso particular dessa definicao.

Pela definicao de determinantes, temos
a11 a2 i3
Q21 Ag2 (23 = (11022033 + G12G23031 + Q13021032 — Q13022031 — Q11023032 — A12021033-
31 dazz G33

Podemos reescrever essa soma de parcelas colocando em evidéncia os elementos das

linhas da matriz A:

|A| = a11(a22a33 - a23a32) - alz(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31),
|A| = —a21(a12a33 - CL136L32) + a22(a11a33 - a13a31) - a23(a116l32 - a12a31),
|A| = a31(012a23 - a13a22) - a32(a11a23 - Cl136l21) + a33(a11a22 - a12a21)-
Isto é,
A22 A23 Q21 A23 Q21 A22
|A| = an — Q12 + a3 )
a32 as3 a31 ass a3 as2
Q12 Q32 11 Aa31 ail aig
|A| = —an + Q99 — (23 )
a13 Aa33 13 Aa33 azy as2
aiz2 a3 a11 Az a11 a2
|A| = as — a3 + ass
Q22 Aa23 Q21 A23 Q21 A2

Desse modo, ¢é percebido que o determinante de uma matriz de ordem 3 pode ser escrito

em funcao dos determinantes das submatrizes de ordem 2, ou seja,

det A = ay1| M| — aia| Mia| + a13| Mis|,

det A = —(Z21|M21‘ + CL22‘M22’ - al23‘M23’7

det A = as1|Ms1| — ase|Mso| + ass| Mss, |

Essa propriedade apresentada referente as linhas de uma matriz também é valida
para as colunas e se estende para matrizes de ordem qualquer, e é o que provaremos

na secao seguinte, ainda neste capitulo.
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Teorema 6.1. O determinante da matriz A = [a;;] € igual a soma dos produtos obtidos

multiplicando os elementos de qualquer linha ou coluna pelos seus respectivos cofatores.

Considere
11 Az - A1 - Aip
Q21 Q22 -+ A2 -+ dap
A=
Aix Qg2 ccc Qi ot Qip
Ap1 QAp2 **+ Apj - App

Eliminando a linha i e a coluna j da matriz A, ficamos com a submatriz:

an a2 T ai(j—-1) A1(541) T Q1n
a21 22 T A2(5-1) A2(5+1) T A2n
Mij = | ag-11 a@-12 - Ga-nG-1) GE-DG+) T G-
A+ Ae+1)2 0 A+ (G-1) AE)G+H) T A3t
! QA2 T QAn(j-1) An(j41) T Gnn |
Assim,
|A| = anAi + apAio + - - ainAin
2
Al = a1 A1; + agj Agj + - - - anjAnj,
Demonstragio. Seja A = [a;;] a matriz considerada e A;; o cofator do elemento a;;

dessa matriz. Entao, queremos provar que para quaisquer ¢ ou j,

|A| = ainAin + ainAio + - - - ain A,

’A‘ = Cllelj + angQj + - anjAnj-

Vimos que |A| = |A"|, desse modo, basta provar uma das expressoes acima, pro-
varemos a primeira, em fungdo das linha de A. Cada parcela de |A| contém uma, e

apenas uma, entrada da i-ésima linha (a;, @, - , ;) de A. Logo, podemos escrever

|A| = ailAzl + CLZ'QA;E + -+ aznA;kn
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Note que A;; corresponde a uma soma de parcelas que nao tem elemento algum da

i-ésima linha de A. Desse modo, o teorema estara mostrado se conseguirmos mostrar:

(Yt
Aij = (=)™ - [ M1,
onde M;; € a matriz obtida suprimindo a linha e a coluna que contém o elemento
Qjj-
Assim, serd necesséario mostrar que Aj; ¢ igual ao cofator A;;. Inicialmente, consi-

deraremos o caso em que ¢ = n = j. Entdo a soma das parcelas de |A| contendo a,,

é
o — 1\, . . .
annAnn == Qnn Z( 1) A151yA25 ) An—1)jn-1)>
P

onde somamos sobre todas as permutagoes p para os quais j(n) = n, isso equivalente

a somar sobre todas as permutagoes de {1,2,---  (n —1)}. Assim,

Consideremos o caso em que 7 e j sdo arbitrarios trocaremos a i- ésima linha com
cada linha que sucede até ela ser a tultima e, em seguida, trocamos a j- ésima coluna
com cada coluna que a sucede até ela ser a tltima. Note que o determinante |M;;| nao
se altera, por que as posicoes relativas das outras linhas e colunas nao sao afetadas por
essas trocas. Contudo, o sinal de |A| e de A;; foi trocado n — i vezes e depois n — j

vezes. Em vista disso,

Ay = (1) M|
= (=1 (=) My
1
L Ty 1Ml
= (=)™ My,

|
4 2 1
. . 2 -1 =2

Exemplo 19. Calculemos o determinante da matriz A = Lo 5 pelo
-1 0 3 3

Teorema de Laplace.
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Solugao: Para resolver o determinante de A faremos o célculo pela linha ou coluna

que possuir a maior quantidade de zeros, neste caso utilizaremos a linha 3 por possuir

2 zeros:
4 2 1 3 2 1
det A=0-(=1P"-]2 —1 =2 [4+1-(=1)*2-] 5 —1 —2[40-(=1)*".
0 3 3 -1 3 3
3 4 1 3 4 2

5 2 =2 |—2-(=1p*".| 5 2 —1|=0—-[-9+4+15—(1—-18+30)]+0
-10 3 -10 3

—2-[184+4—(-4+60)] =—(10—-13) —2- (22 —56) = 3+ 68 = 71.

Portanto, det A = 71.

Como ja falamos acima, o Teorema de Laplace é muito 1til, no entanto, ao consi-
derar matrizes com ordem superior a 4 ha um esforco computacional de calculos muito

grandes.

6.3 Dificuldade operacional

Dependendo do grau da matriz considerada, o calculo do seu determinante nem
sempre sera simples de calcular, dai a importancia de conhecer as propriedades, te-
oremas e ferramentas (apresentadas em nosso trabalho) que podem simplificar esse
calculo. Apresentaremos nessa sessao a quantidade de determinantes que serdao neces-
sarios calcular para o determinante de uma matriz de ordem n utilizando o Teorema

de Laplace.

e Determinante de ordem 6:
Para um determinante de ordem 6 devemos calcular 6 determinantes de ordem
5.

¢ Determinante de ordem 5
Para um determinante de ordem 5 devemos calcular 5 determinantes de ordem
4.

e Determinante de ordem 4

Para um determinante de ordem 4 devemos calcular 4 determinantes de ordem

3.

Em resumo, para um determinante de ordem 6 devemos calcular 6 - 5 -4 = 12

determinantes de ordem 3.
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¢ Determinante de ordem n:

Para um determinante de ordem n devemos calcular n-(n—1) - - - 4 determinantes

de ordem 3. O que darda um trabalho tremendo.
6.4 Calculo do Determinante de Matrizes Triangulares
Seja A uma matriz triangular (superior ou inferior) de ordem n, entao

det A = a11a99 * * * App -

Demonstragio. Consideremos

a1y 0O --- 0

ag1 Qg2 - 0
A= ,

Ap1 Gp2 - App

uma matriz triangular inferior, isto ¢, a;; = 0 quando ¢ < j, o determinante de A pode
ser calculado recursivamente pela primeira linha utilizando o Teorema de Laplace,

podendo ser expresso como:

Qoo -+ 0
detA = a11<—1)1+1
Qp2 -+ App
isto é,
det A = a11A11 (61)

A expressao[6.1]justifica pelo fato dos elementos da primeira linha que sao diferentes
de ai; serem iguais a zero.

Calculando A;;, temos

ass --- 0
Ay = a22(—1)2+2 = a2 A2
Ap3 - Qnn
A expressao [6.1] pode ser reescrita:
det A = (111(122./422 (62)

Calculando Ass, temos
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ay - 0
_ 343 . -
Ayy = azs(—1) : © | = ag3Ass
Apg - App

A expressao pode ser reescrita:
det A = ay1a0a33A33
Procedendo recursivamente, de modo analogo, encontraremos
det A = a11a22033  * * A(n—1)(n—1)0nn

Em resumo,

det A = CLHAH

detA = a11a22A22

det A = anagaszAss

det A = aja2a33- - ap-1)n-1)Am-1)
det A = a11622a33 - A(n—1)(n—1)0nn;

onde A;; representa a submatriz obtida ao excluir a i-ésima linha e a j-ésima coluna da

matriz original. Note ainda, que cada uma das submatrizes A;; é de ordem (n — 1).

Portanto,

det A = a11a220a33 - - - A(n—1)(n—1)Cnn-

De modo analogo, mostramos para matriz triangular inferior.

z 00 0 00
a y 0 0 0 0
Exemplo 20. Calculemos o determinante da matriz A = L2000
m n p x 0 0
b ¢ d e y O
a b c d e z

Solugao: Notemos que a matriz A é uma matriz triangular, desse modo, pelo que foi
demonstrado acima, seu determinante é o produto dos elementos da diagonal principal,
isto é,

detA:x'y'Z'I-y~Z:x2.y2.22'
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6.5 Regra de Chid

Essa regra consiste em um modo de reduzir em uma unidade a ordem do determi-
nante de uma matriz quadrada de ordem n > 2 com o objetivo de facilitar os calculos.
A regra também é importante, pois pode ser utilizada em um determinante de ordem
qualquer, baixando a sua ordem em 1 unidade.

Essa regra acaba sendo uma consequéncia da 7% propriedade de determinantes ,

também é conhecida como Teorema de Jacobi.
Para mais detalhes consultar (BOLDRINI, 1986) e (BEZERRA| [1977).

Teorema 6.2. Considere uma matriz M de ordem n > 2

11 Ai12 Az ... QAip

Q21 Q22 QA23 ... d2p
M =

a1 Qjo A3 ... Qjp

an1 Ap2 Ap3 ... Qpp

Um determinante de M que possui a;; = 1, € igual ao determinante, obtido suprimindo
em | M| alinha 1 e a coluna 1, e substituindo os elementos restantes pela diferenga entre
eles e o produto dos dois termos que estejam nas filas suprimidas e que pertencam a
linha e a coluna do elemento considerado. FEsse determinante obtido serd precedido do

sinal positivo, pois 1+1=2 € par.

Demonstracdo. Seja o elemento a;; # 1 na matriz M, substituindo uma linha dessa
matriz por uma combinacao linear de outra linha, obtemos uma matriz N, perceba que
det M = det N.

Neste caso, para obtermos o elemento a;; = 1, faremos a operagao entre as linhas,
ou seja, escolhemos a j-ésima linha da matriz a qual multiplicaremos cada elemento
dessa linha por uma constante K, por fim, adicionaremos a esse produto os respectivos
elementos da linha 1, isto é,

1 —aq
aji - K+an=1= K= )

Cljl

onde a;; # 0.
Desse modo, obteremos a;; = 1. Caso a matriz ja possua o elemento a;; = 1, esse
passo acima deve ser desconsiderado.

Sendo o elemento a;; = 1, basta realizar as operacoes indicada nos itens abaixo.

e Adicionaremos, a 22 coluna, a 1* multiplicada por —aqs.
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Adicionaremos, a 3* coluna, a 1* multiplicada por —ay3.

Adicionaremos, a 4% coluna, a 1* multiplicada por —ayy.

o
>
=
2.
o
=
&
=
@
=
]

\_(/J
®
hlu

D~
=.
=
®
(@]
=5
o=
=
o
—_

»
=

o
=

=
=

&

o

o
o]

o

=

|
=
&

e Adicionaremos, & n-ésima coluna, a 1# multiplicada por —ay,,.

Seja N a matriz obtida ao efetuar as operacoes acima e de acordo com a 7% propri-
edade de determinantes, temos det N = det M.

1 0 0 - 0
21 A22 — A21G12 G23 — G21Q13 ... G2p — G210Q1p
N = | a3 azgx —azia12 a3z — aza13 ... a3, — (3101,
| An1  Gp2 — Ap1Q12 Ap3 — Ap1G13 ... Opp — Ap10in |

Percebamos que os elementos diferentes de a;1 sao todos iguais a zero, isso na 12
linha da matriz N e aplicando o Teorema de Laplace pela 1° linha (o mais recomendado

em termos de célculo), teremos:

det M = detN:1A11+OA12+OA13++OA1n

= Ap
Q22 — Q21Q12 A23 — G21A13 ... d2p — G210A1n
32 — 31012 A33 — A31013 ... a3p — A31Q1n
Ap2 — Ap1d12 Ap3 — AGp1aA13 ... App — Qp1Qin

Portanto, o det N corresponde a um determinante de ordem (n — 1).

Em resumo, de acordo com a regra de Chié:

o Para obter a;; = 1, basta proceder como presentado no inicio da demonstracao.

e Desde que M tenha a;; = 1, eliminando a 1? linha e a 12 coluna de M.
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e De cada elemento restante na matriz M subtraimos o produto dos elementos
que se encontram nas “extremidades das perpendiculares”, tracada do elemento

considerado a 12 linha e & 12 coluna.

o Através das diferencas obtidas, construimos uma nova matriz de ordem n — 1

onde o determinante é igual ao det M

1 2 3 2
. . 4 5 7 3
Exemplo 21. Consideremos a matriz A = e calculemos o seu deter-
3 10 12 9
3 8 2 6

minante pela Regra de Chio.

Solucao: Visto que nessa matriz o elemento a;; = 1, efetuando as operagoes indi-

cadas na regra de Chié:

Figura 8 — Regra de Chi¢- Exemplo I

1 2 3 2
=® 7 3
10 12 9
8 2 6

Fonte: Autores, 2024.

Pela Regra de Chid, o determinante acima é igual ao determinante que segue:

1 2-2-1 3-3-1 2-2-1 1 0 0 O
4 5-2-4 7-3-4 3-2-4| |4 -3 =5 =5
3 10-2-3 12—-3-3 9-2.3| |3 4 3 3
3 8-2-3 2-3-3 6-2-3 3 2 =7 0

Calculando o determinante de ordem 4 pelo Teorema de Laplace usando a primeira

linha, temos:

-3 =5 =5
detA=| 4 3 3
2 =70
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Percebamos que o determinante de ordem 3 acima, possui a;; # 1, dai utilizaremos
a propriedade de determinante onde faremos o produto do nimero —1 pelos elementos
da segunda linha e subtrairemos desse produto os respectivos elementos da 1? linha do
determinante da matriz A, sabendo que o determinante da A e o determinante da nova

matriz serd o mesmo, ficamos com:

2 (=3) —(=T)—(=5) —0—(=5) 112 5
det A = 4 3 3 =4 3
2 —7 0 2 —7 0

Aplicando a regra de Chié no determinante de ordem 3 encontrado, obteremos:

Figura 9 — Regra de Chi6 - Exemplo |

1 12 5
4O 3
2 —7 0

Fonte: Autores, 2024.

O determinante de ordem 3 ¢ igual a:

1 12-12-1 5-5-1 1 0 0
detA=|4 3-12-4 3-5-4|=|4 —45 —-17
2 =7-12-2 0-5-2 2 =31 —-10

Portanto, aplicando a Regra de Chi6 no determinante de ordem 3 e eliminando a

sua 1? linha e 1* coluna, esse determinante sera:
—45 —17
=31 —10

= (=45) - (=10) = [(=17)( = 31)]
= 450 — 527

= —T7.

detA = ‘
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7 Calculo de Matriz Inversa por Determi-

nantes

A principio, os determinantes eram utilizados para a resolucao de sistemas lineares,
1&4 por volta do século XVII. Mais adiante, os determinantes passaram a ser estudados
de forma sistematizada, é o que afirma (BOLDRINI| 1986):

A partir de entdo, o uso de determinante difundiu-se muito e este
conceito de um niimero associado a uma matriz quadrada mostrou-
se extremamente Util para caracterizar muitas situacdes, como a de
saber se uma matriz é invertivel, se um sistema admite ou nao solu-
¢do.(BOLDRINI, 1986, p.64)

7.1 Aplicacoes Lineares

Nesta se¢ao introduziremos alguns conceitos e defini¢oes encontrados no livro (LANG],
1996) que serao necessarios na demonstracao de alguns resultados. Sejam dois espagos

vetoriais V' e V' sobre um corpo K. Uma aplicac¢do linear ou transformacao linear:
F:V =V
¢ uma aplicagao que satisfaz as duas propriedades seguintes:
1. Quaisquer que sejam u e v em V', vale
FU+V)=FU)+ F(V).
2. Quaisquer que sejam c em k e v em V', vale

F(cv) = cF(v).

Teorema 7.1. A cada matriz A de ordem n sobre o corpo K podemos associar um ele-
mento de K, denominado seu determinante, e indicado por det A, ou por det(A*,--- | A™)

se Al --- | A" sdo as colunas de A, e que verifica a propriedade sequinte:

e como uma fungdo de cada vetor-coluna, o determinante € linear, isto é, se a j-
ésima coluna de A’ for iqual a soma de dois vetores coluna, digamos A’ = C+C",

entao

det(Al, -+, C+C", -+ A" = det(AL, -+ O, A" +det(AL, - O, A™).

Por outro lado, set € K, entdo

det(Al, -+ tAT ... A") =tdet(Al, .- AT, A"
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Para uma abordagem mais detalhada consultar o livro (LANG; 1996).

7.2 Definicoes Preliminares

Definicao 7.1. Definimos a Matriz Identidade de ordem n como sendo a matriz
na qual todos os elementos sao nulos, exceto os elementos da diagonal principal, que
sao iguais a 1. Indicamos por I,,, ou I se nao for especificar a ordem da matriz. Dessa

forma,

Definicao 7.2. Uma submatriz de uma dada matriz A é uma matriz obtida de A

eliminando alguma(s) das suas linhas e/ou colunas.
Defini¢ao 7.3. Dada uma matriz A, dizemos que o cofator A;; do elemento a;; da
matriz é:

Ay = (1) My,

onde M;; € a submatriz de A, obtida extraindo-se a i -ésima linha e a j-ésima

coluna. Com esses fatores formamos uma matriz A, a qual chamaremos de matriz dos

cofatores:
A Ap At
A A A‘22 Agy,
Anl An2 e Ann

Definicao 7.4. Dada uma matriz A, chamaremos de matriz adjunta de A a trans-

posta da matriz dos cofatores (A), representada por

A Ay o An

A/ _ A'IQ A22 e An2

Aln AQn Ann
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7.3 Determinante e Matriz Inversa

Nesta secao provaremos que o determinante do produto é o produto dos deter-
minantes para matrizes de ordem 2 (faremos duas demonstrages) e 3, sendo que a
demonstracao para matrizes de ordem 3 irda ajudar na compreensao da demonstragao

do caso geral, apresentada no livro (LANG;, [1996).

7.3.1 Produto de Determinantes
Proposigao 7.2. Sejam A e B duas matrizes de ordem 2. Entao
det(A- B) = det A - det B.

. . . ain  ai2
Demonstracdo. Considere as matrizes quadradas A =

Q21 A22

by b
e B — | 01 e
a1 bao

de ordem 2. Assim,

a1l Q12
det A= = A11Q29 — A12021
21 A22
(§
bll b12
det B = = b11b22 — b12b21
b21 b22
dai,

det A-det B = (aj1a22 — a12a21) - (b11b2a — b12bor)
= a11a2b11baa — a11a22b12b21 — a12a21011b22 + a12a21b12091

= 11022011022 + 12021012021 — a11a22012b21 — a12a21011b22.

Seja C' o produto da matriz A pela matriz B, isto é,

ailz aig ] ) b1 512] _

a1 Q22 ba1 Do

a11011 4+ a12b21  a11b12 + aj2ba

C=A-B=

a21011 4 azbar  ag1bia + agbas

Temos,

detC = a1bi1 + ai2bar  aribiz + a12bg

a21b11 + ag2ba1  a21b12 + azabao

= (anbi + a12ba1) - (a1biz + agebaa) — (a11biz + a12b22)(a21b11 + ag2bsr)

= a11b11a21012 + a11011a22022 + @12021G21012 + a12D21A22020 — 11012021011 — a11b12a2202;
—a12b22a21011 — a12b22a22D21

= aj1bi1asebag + a12ba1a21b12 — a11b12a22b21 — a12b22a21b1;.
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Portanto, chegamos que

det(A- B) =detC = det A-det B

Logo, fica mostrado que o determinante do produto é o produto dos determinantes

para matrizes de ordem 2. [ |

Faremos uma segunda demonstracao para as matrizes de ordem 2 que ajudara na

compreensao da demonstracao das matrizes de ordem n.

bll b12

621 22

ailr aig

e B=

Demonstragdo. Sejam A =
Q21 G22

a11 a2 ) b1 bio
Q21 A22 bai by

Seja A- B = (' e seja C* a k-ésima coluna de C' e A* a k-ésima coluna de A:

A-B=

C = [ aribir + aigbar  a11biz + araba ]

a21011 4 az2bar  ag1bia + agebas
Dali,
C! = by A + by A
C? = b A + byy A2,

Assim,

det(A-B) = det(C',C?
= det(by A" + by A%, bip At 4 by A?)
= det(by A, b1 A + by A?) 4 det(by A2, by A + byy A?)
= det(b;1 A", b1 AY) + det(by1 A, by A%) + det(by A% byp AY) + det(byy A2, byy A?)
= bybipdet(AY, AY) + byyboy det (AL, A%) 4 byybyg det( A2 AY) + byybyy det (A%, A?)
= bybipdet(A, AY) + byyboy det (AL, A%) — byybyy det( AL, A%) + byybyy det (A2, A?)
= byybiodet(AY, AY) + by gy det(A?, A?) 4 det(AY, A?)(b11bg — baybio).

Note que det(A!, A1) e det(A?, A?) sdo iguais a zero, pois se trata do determinante

de matrizes com colunas iguais.

Dad,

det(A . B) = det(Al, A2)<b11b22 — b21b12)
= det A-detB.
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Portanto, fica mostrado que o determinante do produto é o produto dos determi-

nantes para matrizes de ordem 2.

Proposigao 7.3. Sejam A e B duas matrizes de ordem 3. Entao,

det(A- B) = det A - det B.

11 aiz2 A3 bii bz bis
Demonstracio. Considere as matrizes A = | as; a9 a3 | € B= | by byy bos
a31 az2 a33 bsi  bsa  bss

e seja C' o produto da matriz A pela matriz B, isto é,

a11011 4 a12b21 4 a13bs1  ajibiz + a1abee + a13bse  ai11b13 4 ai2bas + aizbss
C = | agibi1 + aoboy + ao3bzy  a21b1a + agobag + aggbsy  as1bi3 + aogbos + ao3bss

a31011 4 asabor + assbsy  asibia + agabae + aszbsa  asibiz 4 asebas + assbss

Seja C* a k-ésima coluna de C' e A* a k-ésima coluna de A:

C* = by A + by A + by A3,

Dai,
Ct = b A" + by A® + by A®
02 == blgAl + b22A2 + b32A3
03 = b13A1 + b23A2 + b33A3.
Assim,

det(A-B) = detC
= det(C',C?,C?)
= det(by A" + bor A% + by A% big A 4 byg A%+ b3g A3 b AT+ by A + bz A?).

Desenvolvendo a expressao, temos
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det O = det(byy A* + by A? + by A big A' 4 byg A% + b3a A% b3 AT + by A® + bz A?)

= det(b1 A, b1 At + bag A? + by A? big A' 4 by3 A% + byz A%) 4 det (bay A2, b1 A + boy A?
by A%, byg AL 4 by3 A% + bz A%) 4 det (b3 A®, 1oAY + bog A% 4 bgg A% big A' 4 by3 A% + baz A

= det(b Al 1oAY bz A + byg A + b3z A®) + det(biy A, by A bz A + bog A + b3z A?)
+det (b1 A", b3a A% b3 A + bag A% + by A®) + det (b A%, bigA' big A + boz A + b33 A°)
+det(by A%, byg A% big A' 4 by3 A% + b3z A%) 4 det(bay A?, b3 A® big A' + bog A? + by3 A®)
+det(bg A%, big AY, bis At 4 by3 A% + bz A%) 4 det(bs1 A®, bag A big A + bog A% 4 by3 A®)
+ det(bg A, bgy A®, bis At 4 by3 A% + b3z A?)

= det(b AL, 1oAY b3 AY) + det(by1 AL, bia AL, bos A%) + det(byy AL, bo AL byz A%)
+ det(by1 A, by A% b3 AY) + det(by AL, bya A%, bys A%) + det(byy AL, bya A%, byg A?)
+det (b1 AY, byp A% bis AY) 4 det (b1 AY, bsy A by3 A?) + det(by A bag A® by3 A?)
+det(by A%, byp A, bz AY) + det(byy A% bip AY, by3 A?) + det(byy A®, big A b3z A%)
+ det(bay A% byg A%, b1z AY) + det(by A%, bag A2 bz A?) + det(bgy A2, byg A% b33 A?)
+ det(byy A% bya A% b1z AY) + det(by A%, sy A byz A?) + det(bgy A2, bsg A? b33 A?)
+ det(bgy A%, b1o AL b3 AY) + det(bg1 A3 bia AL, bos A%) + det(bgy A%, b1o AL byz A%)
+ det(bgy A%, bag A%, by3 AY) + det (b1 A3, by A2, bog A%) + det(bsgy A%, byy A2, byz A?)
+ det(bgy A%, b3a A b3 AY) + det(bg1 A3 by A3, bag A%) + det(bsy A%, b3y A byz A?)

= byibiobysdet(AY, AN AY) 4 byybiobys det( AL AL, A%) + byibiobgs det( A, AL, A%)
+D11boabis det (AL, A% AY) + by1bogbys det(AY, A% A?) + byyboybss det (AL, A% A3
+-b11bsabis det(AY, A3 AY) 4 by1bsgbog det(AY, A% A?) 4 byibsybss det(AY, A3, A3
+Dg1b1abis det (A2, AL, AY) + byybiobys det(A2, AL, A?) + byybrobss det( A2, AL, A3)
+Dg1bosbys det (A2, A2 AY) + byybosbys det(A2, A2, A?) + byyboybss det (A2, A%, A3)

)
( ( ) ( )
( ( ) (
( ) ( ) (
Fho1bgabs det( A2, A%, AY) + baibasbas det(A2, A3, A%) + by byobss det (A%, A%, A%)
( ( ) (
( ( ) (
( ( ) (

N

o

+b31b12b13 det (A%, A, AY) + ba1biabas det(A®, A, A) + by1biobss det(A%, A, A?)
+b31baob13 det (A%, A% AY) + b31bagbas det (A%, A%, A%) + by1bagbss det(A°, A%, A%)
3 A2 -+ b31b32b33 det AS, AB, AS)

+b31b32()13 det AB, A3, Al) + b31b32b23 det A3

Percebam que na ultima expressao aparecem varios termos com determinantes cujas

colunas sao iguais, e neste caso, temos pela propriedade que o determinante sera
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igual a zero, desse modo

detC = b11b22b33 det(Al, AZ, AS) + b11b32b23 det(Al, A3, A2) —+ b21b12b33 det(A2, Al, A3)
—f—bglbggblg det(AQ, A3, Al) + b31b12b23 det(A3, Al, AQ) + b31b22b13 det(A3, A2, Al)

Fazendo a troca das colunas, pela propriedade [5.6] o determinante troca o sinal,

assim

det C' = bybygbss det(AY, A% A3) — byybggbog det (AL, A%, A%) — byybigbss det( AL, A% A®)
—Dy1bsabis det(AY, A3 A?) — babyobos det(AY, A3 A%) — bgybygbys det (AL, A2, A®)

= byibygbgz det( Al A%, A%) + boybsabys det (AL, A%, A?) + bsybiobog det( A, A% A?)
—by1bsabos det (AL, A%, A3) — by byobss det(AY, A%, A%) — bgybagbys det (AL, A2, A%)
= det(A17 A27 A3)(bllb22633 + b21b32b13 + b31b12b23 - b11632b23 - b21612b33 - b31b22b13)

= det A-detB.
Portanto,
det C' =det(A-B) =det A-det B
¢ valido para matrizes de ordem 3. [ |

Teorema 7.4. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Entao

det(A- B) = det A - det B.

Ver demonstragao do Teorema no livro (LANG/ (1996) na pagina 101, que utiliza
a ideia parecida com a demonstracao que apresentamos para determinantes de ordem
3.

Definigao 7.5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é uma matriz

inversivel se existir uma matriz A~ tal que

AA =A" A=,

Exemplo 22. Considere a matriz A =

2 1
] e determine a inversa da matriz A.
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a

b
Solucdo: Seja a matriz inversa de A representada por A1 = [ J ] , pela Defini-

cao [7.5] temos
2 1 a bl |10
34 |cd| |01

2a+c¢c 2b+d B 10
3a+4c 3b-+4d 01

C

o que implica,

ficamos com os sistemas

20 +c=1 26+d=0
3a+4c=0 3b+4d =1

Resolvendo os sistemas ficamos,temos

Logo,

4 =1

-1 _ 5 5
A7 = =3 2 ’

5 5

Vejamos agora uma condi¢do necessaria e também suficiente para que uma matriz
A admita inversa. Seja A nao é invertivel, dizemos que A é uma matriz singular. De

acordo com a definicdo apresentada acima,

A-ATM =1,
Aplicando o determinante em ambos os membros, temos:
det(A-A™') = detl,.
Pelo de demonstramos no Teorema, [7.4]

det A-det A~ =1.

Seja det A # 0, dai
det A det A1 1

det A T det A
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Assim,

1
det A1 = Tt A7 para det A # 0.
e

Logo, para que a matriz A admita inversa, devemos ter det A # 0.

7.3.2 Matriz Adjunta

Apresentaremos nessa secao, uma forma diferente para calcular a inversa de uma

matriz.

Utilizaremos para isso um teorema que trata do cdlculo da matriz inversa

através da adjunta da matriz, faremos inicialmente a demonstragdo para matrizes de

ordem 3 e posteriormente apresentaremos a demonstracao para o caso geral.

Proposicao 7.5. Seja A uma matriz de ordem 3 e A’ a matriz adjunta de A, entdo

Demonstracao.

A- A=A (AdjA) = (det A) - I,,.

a1x a2 Q13 Ay An Agy

A-(AdJA) = | as1 aoy ags | - | Alx Ay Asp

azy azz Aass Az Aoz Asg

Calculemos os elementos b;;:

bir = a11 A + a12A12 + a13413 = det A

bio = a11 A9 + a12As + a13As;

bis = a11 Az + a12Ase + a13As;3

ba1 = a9 A11 + ag2A1a + assAss

boo = a21A21 + a2 Asy + a23A23 = det A

bas = a1 Az1 + agaAss + aszAss

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)



Capitulo 7. Cdlculo de Matriz Inversa por Determinantes 107

bs1 = a1 A1n + agaAia + assAss (7.8)
bse = as1 A9y + agaAos + aszAss (7.9)
bss = as1As1 + agaAss + azsAss = det A (7.10)

ail G2 013
Aplicando o desenvolvimento de Laplace na matriz M; = | a;; a1 a3 | em

asy @z Gsg
relacao a primeira linha, temos:

Q12 Q13 ailz as

det M1 = a1 + a2 + a3

a11 a2
a31 a3z

a3z Q33 @31  a33

= an Ay + a2 + a3l = 0.

Isso pela 12 propriedade de determinantes. Por outro lado, temos pela equacao ([7.7))
que
det M1 = b23 = 0.

ann G2 a13
Aplicando o desenvolvimento de Laplace na matriz My = | a9 a9y as3 | em

Q21 Q22 A23
relacao a segunda linha, temos:

Q12 Q13 ailz as

det My = ag + ag + aos3

Q22 Q23 ag1 A3

aix a2
Q21 A22

= a9 A3 + axAss + agAsz = 0.

Isso pela 1* propriedade de determinantes. Por outro lado, temos pela a equacgao (|7.3))
que
det MQ = blg = 0.
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i1 Qiz2 a3
Aplicando o desenvolvimento de Laplace na matriz M3 = | ag; a9y ag3 | em

il G2 013
relacdo a terceira linha, temos:

Q12 Q13 ailz as aix a2
det M3 = an + a9 + a3

Q22 Q23 ag1 A3 Q21 A22
= anAs) + a2z + a;3As3 = 0.

Isso pela 1* propriedade de determinantes. Por outro lado, temos pela equagao (|7.4))
que
det M3 = 513 = 0.
21 G22 (23
Aplicando o desenvolvimento de Laplace na matriz My = | a9y a9y a3 | em

31 @32 a33
relacdo a primeira linha, temos:

Q22 A23 a1 Q23 Q21 Q22
det My = an + a9 + a93

32 A33 ag1 ass a31 as2
= anAi + axAis + agAiz = 0.

Isso pela 1* propriedade de determinantes. Por outro lado, temos pela a equacgao ([7.5))
que
det M4 = b21 =0.
agy Qagz2 ass3
Aplicando o desenvolvimento de Laplace na matriz Ms = | a9 a9y a3 | em

asy aszz Gss
relacao a primeira linha, temos:

Q22 Q23 a1 Q23 Q21 A22
det Ms = asz + aso + ass

Q32 Aa33 azyp ass a3y as2
= as Ay +aseAis + agsAis =0,

isso pela 1* propriedade de determinantes. Por outro lado, temos pela equagao (|7.8))
que

det M5 = 631 = 0.
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ail @12 Q13
Aplicando o desenvolvimento de Laplace na matriz Mg = | a3, a3y ass | em

31 Gz2 0a33
relacdao a segunda linha, temos:

Q12 Q13 ailz as

detM6 = asi

+ aso + ass3

aix a2
a31 a3z

as2 ass asy ass

= a3 An + azxdp +azzAiz = 0.
Isso pela 1% propriedade de determinantes. Por outro lado, temos pela equagao que
det Mg = b3y = 0.

Portanto, de acordo com a equagao [7.1] concluimos que

det A 0 0
0 0 det A

Teorema 7.6. Seja A uma matriz de ordem n e A’ a matriz adjunta de A, entdo

A- A=A (AdjA) = (det A) - I,,.

Demonstracao.
a1 Q2 - A1t Aip An Ay - An - A
Q21 Qg2 -+ Q25 -+ Aoy Arg Agg - A - Apo
A-(AdjA) = :
G G e @i G Ay Ay oo Ay Ay
Qp1 Qp2 " Apj - Qpp Aln AQn e Azn e Ann
= [Cy].

Calculemos os elementos Cj;:
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C11

C12

C1;

Cin

a1y +apAig + -+ ajAy + -+ ap Ay, = det A
aj1 Aoy + ajglog + -+ arjAg; + - 4 a1 Aoy

artAin +apAp + -+ adig o+ an A

allAnl + alQAHZ + -+ alenj 4+ alnAnn

Aplicando o desenvolvimento de Laplace em relacao a linha 7, temos:

11 Q2 - A1 ot Alp
Q21 Qg2 -+ Q25 -+ QAgp
C1; = det ) ) . . = O,
Aix Qg2 - Qg ot Qip
Qp1 Qp2 " Apj - Qpp

pois duas linhas da matriz acima sao iguais e pela 1° propriedade de determinantes

det = 0. Analogamente,

Ci; — det A

cij =0, parai # j.

Entao,
[detA 0 - 0 ]
0 detA --- 0
A-(AdjA) = 0 0 <o detA - 0 = (det A) - I,,.
0 0 0 oeodet A
Portanto,
A-(AdjA) = (det A) - I,,. (7.11)
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Multiplicando toda expressao por AL

AT AL (AdA

( = A'.(detA)-I,
= [,(AdjA
(

)
) = A7 (det A)I,

— (AdjA) = A7'-(detA)
= A" = detA - (AdjA).
Portanto,
= I agiay, (7.12)
det A
Dad:

Teorema 7.7. Uma matriz quadrada A admite inversa se, e somente se det A # 0.

Assim,

1
-1 ) .
= ImA (AdjA). (7.13)

Sendo uma nova forma de calcular a inversa de uma matriz.

1 2 3
Exemplo 23. Encontremos a inversa da matriz | 0 1 4 | através do cdlculo do
5 6 0

determinante.

Solugao: Inicialmente, calcularemos o determinante de A:

1 2 3
detA = |0 1 4
5 6 0
= 40— (15+24)
= 40— 39
= 1.

Calculemos os cofatores de cada um dos elementos da matriz:

—0—24=-24
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0 4
Alg— :0—20:—20
5 0
01
A = =0-5=—5
13 5 6
2 3
Agl— :0—18:—18
6 0
1 3
Aoy = =0—-15=-15
22 50
1 2
Aoy = =6—-10=—-4
23 5 6
2 3
31 1 4
1 3
Asze = 0 4 =4-0=4
1 2
Aszz = =1-0=1
33 0 1

Desse modo, a matriz dos cofatores é representada por

Ay A Agg —24 20 -5
A= | Ay Ay Ay | =| 18 —15 4
Az Aszpy Aszs 5 -4 1
Dad,
Ay Ay Ag 24 18 5
AdjA=| Ay Ay As | =] 20 —15 —4
Az Ay Ass -5 4 1

De acordo coma equagao (A.18):

~24 18 5
A= 20 —-15 —4
-5 4 1

Esse resultado nos fornece outra forma de calcular o determinante de uma matriz.

Para mais detalhes sobre a o calculo do determinante por matriz adjunta, consultar

(RONCHI, ) e (BEZERRA], [1977).
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8 Aplicacoes de Determinantes

Nesta secao sera apresentada algumas aplicagoes de determinante em diversas areas,
pois consideramos primordial mostrar a utilidade do que é ensinado, especialmente no
ensino basico, onde os alunos além de se submeter em ENEM, estao em processo de
decisao para qual area seguir, para isso, precisam ter conhecimento basicos nas diversas
area. Para os que escolham os cursos de Fisica, Matematica, Computacao, Engenharias,
entre outros, por exemplo precisam ter conhecimento e saber onde os determinantes

sao utilizados.

8.1 Condicao de Alinhamento de Trés Pontos

Consideremos trés pontos alinhados: P, = (z1,y1), Po = (22,y2) € P3 = (x3,y3)

representados abaixo. Consideremos também os pontos A = (z2,y1) € B = (23, y2):

Fonte: Autores, 2024.

Percebamos que os triangulos AP, P, e BP, P sao retangulos em A e B, respecti-
vamente.

Temos,

/AP Py = /BP,P;,

pois as retas suporte dos segmentos AP} e BP, sao paralelas, desse modo, pela soma

dos angulos internos de um triangulo, temos
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P, P,A = P,P3B.

Assim os triangulos AP, P, e BP, P3 sao semelhantes, donde segue que

Y2—"4% _ Y3~ Y
Ty — T T3 — Ty
= (Yo —w1) - (3 —22) = (Y3 —y2) - (22 — 11)
= Y23 — Y2T2 — Y173+ Y1Tz = Y3T2 — Y3T1 — Yal'a + Y2l
= Y23 — Yoo — Y103 + Y1T2 — Y3Ta + Y31 + Y229 —y2z1 = 0
= Y23 — Y1T3 + Y102 — Y32 + Y31 —Y2x1 = 0

A expressao acima se assemelha ao calculo do determinante.

Observemos:
oy 1
To Y3 1| = Y221 —+ Y13 —+ Y3To — Y23 — Y31 — Y1T2 = 0.
3 ys 1

Portanto, para que os pontos P, P, e P3 estejam alinhados, devemos ter
det A =0,
onde, A é a matriz formada pelos pontos dados.

Exemplo 24. Sejam os pontos A = (z,1), B = (5,0) e C = (11,x) Determinemos

para quais valores de x existe o triangulo ABC.

Solugao: Para que exista um tridngulo devemos ter z € R e os pontos A, B e C

devem ser ndo colineares. Considerando o alinhamento:

r 1 1
5 0 1|=0+11+5x—(0+2°+5)=—2+5x+6=0.
11z 1

Desse modo, para obter o triangulo ABC', os pontos nao podem estar alinhados,

dai:
—2* 452+ 6#£0= 12 #6ex # —1.

Logo, para obtermos o tridngulo ABC', devemos ter x # 6 e x # —1, isto é,
para x = 6, os pontos sao A = (6,1), B = (5,0) e C = (11,6) e pertencem a uma

Unica reta, graficamente:
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Figura 10 — Condi¢ao de Alinhamento: Exemplo I

e

Fonte: Autores, 2024.

para x = —1, os pontos sao A = (—1,1), B = (5,0) e C' = (11,—1) e também

pertencem a uma Unica reta, graficamente:

Figura 11 — Condigao de Alinhamento: Exemplo I

Fonte: Autores, 2024.

8.2 Equacao Geral da Reta

Sejam os pontos P;, P e P, pertencentes a reta r, dessa forma, podemos afirmar

que eles estao alinhados e usando a condicao de alinhamento de trés pontos:
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Figura 12 — Equacao da Reta

X
Fonte: Autores, 2024.
z y 1
x1 1 1| =xy1 + 2y + 21y2 — oy — xY2 —yr1 =0 (8.1)
To Y2 1
= (y1 — yo)x + (2 — 1)y + 21y2 = 0. (8.2)

Consideremos a = y; — ya, b = 13 — x1 € ¢ = x1Y9, temos pela equagao (8.2)):

z y 1
1y 1 |=ar+by+c=0.
Ty Yo 1
Exemplo 25. Dados os pontos A = (1,5), B = (2,—-2) e C = (4,6), determine a

equagao da reta que passa por A e pelo ponto médio de BC.

Solugao: Determinemos inicialmente o ponto médio de BC"

BC 442 —246
—= == 2
2 < 2 72 ) (3:2)

Para que a reta passe pelo ponto A e pelo ponto médio de BC', devemos ter

=br+3y+2—(154+2x+y)=3x+2y—13=0.

w = 8
[NORIN G I
—_ =
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Logo, a equacao procurada é

3z +2y—13=0.

8.3 Area de Trisngulos

Sejam T : ACC'A", Ty : BCC'B" e Ty : ABB'A’ trapézios. Com A, B’ e C'

correspondendo a projecao ortogonal no eixo x dos pontos A, B e C, respectivamente.

Figura 13 — Area de Tridngulos

AY

Ve

¥B
Ya

V=

Fonte: Autores, 2024.

Note que a area do tridngulo ABC' pode ser escrita por:

Sapc =

Logo,

T+ 15— T3
(atyc) (rc—=a)  ptyc) (tp—2c) (ya+typ) (5 —xa)
2 2 2
1
B [(ya+yc) - (xec —za) + (Y +yeo) - (2 —20) — (ya +yB) - (x5 — x4)]
1
§[QA$C —YATA + Yoo — YoxXa +YBTB — YBTC + YoXB — YoTo — YATRB

YATA — YBTE + YBT A

1

B [YATc — YoTa — YpTe + Yoxp — YATp + YT A)

Sapc = 2 [Z/Axc —Ycxa —YpTc +YoTp — Yarp + Z/BCUA] . (8-3)
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Note que a expressao 8.3 sera:

) g ya 1
SABC = 5 B YB 17. (8-4)
ro yo 1

Exemplo 26. Dados os pontos A = (2,3), B=(0,—1) e C = (1,4), vamos determinar

a drea do triangulo cujos vértices sao os pontos A, B e C'?

Solucao: Determinemos a area de ABC":

. 3 1
Sapc = 5 0 —1 1
4 1
1
= Sl-2+43) = (-1+8)
1
= 71—
S(1-17)
1
— 5-(—6)
= —3.
Portanto,
Sapc =|—3|=3.

8.4 Area do Paralelogramo

Considere os vetores @ = (a,b) e U = (c,d) representados a seguir:
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Figura 14 — Area do Paralelogramo I

AY

<l
2l
V=

Fonte: Autores, 2024.

Para determinar a area de um paralelogramo em funcao de @ e U, consideraremos

um paralelogramo qualquer:

Figura 15 — Area do Paralelogramo I1

Fonte: Autores, 2024.

onde,
h = altura
a = base

0 = angulo oposto a altura
S =area do paralelogramo

Assim,
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e ainda,
h
senf = 3 = h=2">-senb.

Substituindo h na equacao [8.5

S=a-b-senf.
Usando vetores, temos:
lw—ol* = Jul* +[[o][* = 2 [Jul| - [Ju]] - cos
<u—v,u—v> = <u,u>+<v,v>-=2-|ull-||v]]cosa
<uu>—<u,v>—<vu>+<v,0> = <uu>+<v,v>-=2-|ul|-||v|]-cosa
-2 <u,v> = =2-||ul|l-||[v]] - cosa
<u,v> = |[u]|-||v]] - cosa
<u,v >
cosq = ——0
[lull - [Jv]]
w-v
cosq = ————
[lul| - []v]]-
Dai, temos
S = |l - [|o]] - sen o = [[a x ]|
§* = la* - 1|#1]* - (sena)?
§* = lal* - [1#]]* - (1 — cos )
a-0)?
5 = e (1 )
[l | - [[o1?
st o=l - [|o]]* - (@ )*

S? = (a®+b*) - (+d®)—(a-c+b-d)?
S? = a’ +dPd® + VP 4 bAd? — a*c? — 2achd — b d?
S? = a*d® +b*c® — 2achd
S? = (ad — bc)?

S = lad —be|.
a b
c d

Note que S corresponde ao determinante:

Exemplo 27. Determinemos a drea do paralelogramo obtido pelos vetores © = (7,2) e
U= (3,5)

Solucao: Basta encontrarmos o determinante abaixo:
7 3

2 5

Assim, a drea S do paralelogramo obtidos a partir dos vetores @ e ¢ sera S = 29.

=35—-6=29.
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8.5 Volume do Paralelepipedo

Apresentaremos uma breve abordagem sobre produto misto, isso para uma melhor

compreensao do célculo do volume de um paralelepipedo através do determinante.

8.5.1 Produto Misto

Definicao 8.1. Sejam os vetores @ = (x1,11,21), b = (x2,Ya, 22), € € = (23,93, 23)

-

pertencentes ao R®, O mimero (@ x b) - ¢ é produto misto de a, b e C, onde:

T Y1 21
(@Xxb)-C=|zy yo 2

T3 Ys Z3
De fato, aplicando a definicdo de produto vetorial:
ixb= (Y122 — Y221, Taz1 — T122, T1Y2 — TaY1)
Logo,

=,

(@ xb)-C= (Y122 — Yo21)T3 + (1221 — T122)Y3 + (T1Y2 — Tay1) 23

8.5.2 Calculo do Volume de um Paralelepipedo

Considere trés vetores @ = (x1,y1, 21), b = (za, Y2, 22), € € = (x3,y3, 23) nao copla-

nares e Ay e h a area da base e a altura do paralelepipedo, respectivamente.

Figura 16 — Volume de um Paralelepipedo

Fonte: Autores, 2024.

Vamos calcular o volume V' do paralelepipedo acima:
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pr— Ab-h
— la@x Bl - ||el] - | cos(@ x B,)

= |(@xb)-c
= |[@b,a).

< < < <

Exemplo 28. Determinemos o volume V' do paralelepipedo determinado pelo vetores
u=(-1,-1,0), v=(1,0,1) e W = (2,2, —1).

Solucao: Para determinarmos o volume do paralelepipedo, serd necessario calcular

o determinante abaixo:

-1 -1 0
1 0 1 |=—2—-(-2+4+1)=-2+1=-1.
2 2 -1
Logo,
V=|u,vuw=|-1 =1

8.6 Regra de Cramer e Aplicacao

Apresentaremos a regra de Cramer que é usada na resolucao de sistemas lineares,
porém, quando consideramos um sistema com muitas equagoes e incégnitas, o proce-
dimento de resolugao acaba sendo muito longo, isso é o que afirma o professor Elon
no video (APLICADA| 2008), para ter uma nocao, um exemplo apresentado por ele
é considerar um sistema com 20 equacoes e 20 incégnitas, ao resolvé-lo por essa regra
serao necessarios o calculo de 21 determinantes, cada um com 20! parcelas, onde cada
parcela é o produto de 20 fatores o que daria um calculo tremendo, que ao ser realizado
por um computador que suportasse e fosse programado para resolver o sistema por essa
regra, levaria aproximadamente 2700000 anos.

Apesar de ser uma regra interessante na resoluc¢ao de sistemas lineares, no entanto,
nao é pratica, computacionalmente.

Decidimos apresentar essa regra também por possuir uma importante e interessante

aplicacao de determinantes no estudo de circuito elétrico.

8.6.1 Regra de Cramer

Considere um sistema com o nimero de equacdes e o numero de incégnitas sao

iguais a n:
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a1, + @122 + - - + a1z, = by

211 —+ 22X 2 + -+ a9n Ty — b2

Ap1T1 + GpaZo + - -+ + ATy = bn

Esse sistema pode ser escrito na forma de matrizes:

@11 a2 - Qip T by

Q21 Qg2 -+ Q2p X2 by

= )
An1 Ap2 -+ App Tp bn
isto é,
A X =B, (8.6)

donde a matriz dos coeficientes é dada por

ailr Az - Aip

ag1 Q22 -+ Aa2pn
A= ,

Qp1 Qp2 - App

a matriz dos termos independentes

e a matriz dos coeficientes é dada por
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X1

X2

Tn

Consideremos que det A # 0 para a equagao [8.6] desse modo, A admite inversa,

denotaremos a sua inversa por A~!. Entdo

A-X = B
A'A-X = A'B
(A7'A)- X = A'B
I,-X = A'B
X = A'B.
Escrevendo na foma de matriz:
-1
€ a1; a2 - Qip by
X2 - Q21 Q22 -+ Q2p by
Tp ap1 QAp2 - App bn

Veremos no Capitulo [7] na relagdo de matriz inversa que

1 =
~1
- A
detA 7
onde A é dita a matriz adjunta de A.

Assim, pela equagao (A.17)),

T Ay An - A

Ty | 1 Arg Asy -+ Ao
~det A : : :

Tn Aln A2'n, Tt Ann

Dali,

bAoAy + -+ by A
B det A ‘

X1

b
by
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Perceba que o numerador de z; é igual ao determinante da matriz obtida de A,
trocando a primeira coluna pela matriz dos termos independentes, o qual denotamos

por B. De fato, usando o Teorema de Laplace pela primeira coluna:

by aix -+ ai
by axp - ag
= b1 A + b Agy + -+ b, A,
bn an2 Ann
isto é,
b a2 Q1n
by as Q2n,
bn an2 Ann
I =
a11 Qa2 Q1n
Q21 Q22 Q2n,
An1  Ap2 Ann
De modo analogo, obtemos
a1 by Q1n
a21 by Q2n,
an1 bn Ann
a11 a2 Q1n
a21 A22 Qo
Anp1  Ap2 Ann
parai =1,2,3,--- ,n. Percebamos que no denominador de z; temos o determinante

da matriz dos coeficientes do det A # 0 (veremos no capitulo seguinte), j4 no numera-
dor aparece o determinante da matriz obtida de A, substituindo a i-ésima coluna pela
coluna dos termos independentes. Esse método pode ser aplicado quando o determi-

nante da matriz dos coeficientes for nao nulo e o nimero de equagoes do sistema for
igual ao nmero de incognitas.
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Inicialmente analisemos se o determinante da matriz dos coeficientes do sistema é

diferente de zero:

3 2 =5
detA = |2 —4 -2
1 -2 -3
= 3(=4) (=3)+2-(=2) - 1+2-(=2)- (=5) = [(=5) - (—4) - 1+2-2-(=3)
+(=2)-(=2) - 3]
= 36—4+20— (20+12—12)
= 52—-20
= 3240

Determinemos o valor do numerador de x, o qual denotaremos por N,:

8§ 2 =5
N, = | -4 -4 =2
-4 -2 =3

= 8 (4) (-3) 42+ (=) (~4) + (~4) - (-2) - (5)
[(=5) () (<) + 2 (~1) - (=3) + (-2) - (-2) - §
= 96+ 16 — 40 — (—80 + 32 + 24)

= 72— (—24)
= 72+ 2
— 96.

Dai, temos como solucao para x:

N, 96

xr = = —

det A 32

Determinemos o valor do numerador de y, o qual denotaremos por V,:

= 3.
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3 8 =5
Ny=|2 —4 -2
1 —4 -3

= 3 () (23) + 8 (=2) 142+ () (=5) = [(=5) - (~4) 1
+(=2)-(—=4)-3+8-2-(—3)]
= 36— 16440 — (20 + 24 — 48)

— 60— (—4)
= 40+14
— 64

Dai, temos como solucao para y:

N, _@_2
detA 32 7

Determinemos o valor do numerador de z, o qual denotaremos por N.:

y:

3 2 8
N, = |2 —4 —4
1 -2 —4

= 3 (=4) (—4)+2-(=4) 142 (=2)-8—[8-(=4)-14+2-2-(=4) + (—4) - (=2) - 3]
= 48-8-132—(—32—16+24)

= 8—(-24)

— 8+24

= 32

Dai, temos como solucao para z:

N, 32
det A 32
Portanto, a solucao do sistema é =3, y=2e 2z = 1.

=1

8.6.2 Aplicacdo: circuito elétrico

O Circuito elétrico é o conjunto de equipamentos (geradores, resistores, receptores,
capacitores, etc.) que promovem a passagem da corrente elétrica ligados por um fio
condutor.

O circuito elétrico estd presente em grande parte dos equipamentos eletronicos como

celulares e computadores, no entanto, trata-se de circuitos complexos, pois cada pega
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possui mais de uma funcao. Algumas pecas na placa mae do computador possuem

circuito elétricos:

o Fonte: Serve para levar energia para a placa mae, processador placa de video,
disco rigido, unidades de CD e DVD.

e Processador: Também conhecida de CPU, essa peca é responsavel por processar

os dados e transformar em informacao.

o Resistores: Componentes eletronicos cuja fungao principal é limitar o fluxo de

cargas elétricas por meio da conversao da energia elétrica em energia térmica.

» Capacitores: Sua principal funcdo é armazenar cargas elétricas em seu interior
durante cargas e descargas, essa peca pode fornecer grandes quantidades de ener-

gia elétrica.

No Ensino Médio sao estudados circuitos mais simples e inclusive tem sido um
contetdo bastante presente no Enem. O circuito elétrico possui algumas grandezas,

encontramos as defini¢oes apresentadas abaixo podem ser encontradas no livro de fisica

(ALEXANDER; SADIKU, 2013), sio elas:

o Tensao: ¢ a energia necessaria para deslocar uma carga unitaria através de um

elemento, medida em volts (V).
» Corrente: é o fluxo de carga por unidade de tempo, medido em amperes (A).

+ Resisténcia(R): representa a capacidade de um elemento de resistir ao fluxo de

corrente elétrica; ela é medida em ohms (V).

Um dos livros consultados e do qual apresentaremos um exemplo foi (ALEXAN-
DER; SADIKU, [2013) e ainda (BOLDRINTI, |1986) e videos do youtube como (PROE-
NEM, [2019).

Exemplo 29. Obtenhamos as tensoes nodais no circuito da Figura abaixo:
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Figura 17 — Aplicacao Circuito Elétrico |

| 68 2

3a(h) 20 7Q ()12

Sadiku, 2013

Para resolver esse problema sera necessario conhecer algumas leis de Kirchhoff e de
George OHM:
Leis de Kirchhoff

o A soma das correntes que entram em um né de um circuito é igual a soma das

correntes que saem deste no.

e A partir de um ponto qualquer de uma malha se percorrermos em um sentido
qualquer ao voltarmos ao mesmo ponto, a soma algébrica das quedas de potencial

é nula.
Lei de George OHM

« A tencao é proporcional a corrente elétrica e a constante de proporcionalidade é
a resisténcia, isto é:
Y_R
1
Essas leis sdo encontradas no exemplo 58 do livro (BOLDRINI, |1986)), pdgina 58.
Solugao: Sejam V; e V5 nos, i1, 15 € i3 as correntes e 1, 2 e 3 as malhas do circuito.

Adotaremos o sentido das correntes apresentados na imagem a seguir:
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Figura 18 — Aplicacao Circuito Elétrico II

Vi, 62 v
il\L l/%
3AG> 29 79 G)le

Sadiku, 2013

De acordo com as leis apresentadas, temos para o né 1:

3 - i1+i2
Vi Vi—V,
3 = —
2776
18 = 3+ Vi -V,
4v — Vo = 18 (8.8)
Ja para o no 2:
ig = i3+ 12
Vi—V, Va
= —=+12
6 7jL
hoWe % _ g
6 7
VL —TVy —6V% _ 19
42
Vi —13V, = 504. (8.9)

Escrevendo as equagoes [A.7] e na forma de matriz:
4 -1 [ s
7 —13 504

Determinaremos inicialmente os denominadores de V; e Va:

Vi
Va

4 -1
7 —13

= —52+7 = —45.
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Denotaremos o numerador de V; por Ny, , assim:

18 —1
Ny, =
504 13

1

= —234 4 504 = 270.

Denotaremos o numerador de V2 por Ny,, assim:

4 18
7 504

Ny, = = 2016 — 126 = 1890.

Portanto, as solugoes dos sistema sao dadas por

Ny, 270
g 1 = — = — 1
i TR 6 volts
¢ Ny 1890
Vo= "2 = — 49 volts.

45 —45
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O Entrevista Realizada com Professores de

Alguns Cursos da UFCG

Esse capitulo foi destinado a abordar sobre a pesquisa realizada com professores
da UFCG de cursos como Estatistica, Fisica, Matematica e na area de Engenharia
Elétrica, realizamos a pesquisa com um professor do Instituto Federal do Rio Grande
do Norte, que possui formacao pela UFCG.

A pesquisa foi realizada através de um questionario com 7 questoes e utilizamos o
Google Forms como principal ferramenta e buscamos identificar se os conhecimentos
basicos sobre determinantes serao necessarios para os que irao ingressar no curso, qual
a importancia desse assunto na area e qual a opiniao do professor em relagdo ao ENEM
nao cobrar esse conteiido em suas provas.

Para uma melhor apresentacao dos resultados obtidos em nossa pesquisa, faremos
uma divisdo em se¢oes, de modo que em cada uma delas sera abordado sobre os resul-

tados obtidos referente a cada curso pesquisado.

9.1 Estatistica

Foi destacado na pesquisa que a principal motivagao para o estudo dos determinan-
tes é resolucao de sistemas lineares.

Segundo o professor pesquisado, os conhecimentos sobre determinantes possui bas-
tante relevancia para os ingressantes no curso a partir do segundo semestre, precisando

dos conhecimentos bésicos sobre esse tema nas disciplinas:

o Teoria das Matrizes e Aplicagoes;

Analise de Regressao;

Modelos Lineares;
o Planejamento de Experimentos.

O professor ressaltou ser contrario a nao cobranca dos conhecimentos sobre os deter-
minantes nas questoes do ENEM, respondendo a esse questionamento:

Sou contrdrio.
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9.2 Engenharia Elétrica

Realizamos a pesquisa com um professor que atua no Instituto Federal do Rio
Grande do Norte e que possui formacao em Engenharia Elétrica pela UFCG.

Sendo destacado que a principal motivagao para o estudo desse tema é que se utiliza
em varios conteidos de matematica, com diversas aplica¢oes na resolucao de problemas
praticos area de engenharia.

O professor destacou que o aluno ird precisar dos conhecimentos sobre determinan-
tes a partir do segundo semestre e em 9 disciplinas do curso, no estagio e também na

disciplina do TCC. As disciplinas destacadas pelo professor sdo:
e MAéquinas Elétricas;
o Principios de Comunicagoes;
« Controle Analogico;
« Controle Digital;
o Sistemas Elétricos de Poténcia;
o Analise de Sistemas Elétricos de Poténcia;
o (Célculo Numérico; Eletronica Analdgica;
e Circuitos Elétricos;
o Dentre outros.

Quando questionamos sobre a sua opinido em relagdo aos determinantes nao estar
sendo cobrado no ENEM, consideramos importante destacar tal qual foi respondido:
Acredito que o nao ensino de determinantes no ensino médio, deve-se ao fato de ser
um contetudo 'mais avangado’, no entanto isso nao € justificativa suficiente para o nao
estudo deste contetdo. As reformas recentes mo ensino médio, muito provavelmente,
suprimiram conteudos matemdticos importantes em detrimento de outros sem tanta
importancia e aplicabilidade para os profissionais de engenharia. O estudo de deter-
minantes no ensino médio ndao so enriquece o entendimento matemdtico dos alunos,
mas também os prepara para uma ampla gama de aplicagoes prdaticas e estudos futuros.
Certamente promove o desenvolvimento de habilidades analiticas e logicas essenciais e
estabelece uma base solida para disciplinas cientificas e tecnoldgicas avancadas, vistas
majoritariamente nos cursos superiores de Engenharia, Fisica, Matemdtica e Estatis-

tica.
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9.3 Fisica

Foi destacado como importante os conhecimentos sobre determinantes tanto para
profissionais da area como para alunos do curso fisica.

A principal motivacao ressaltada foi a importancia nos conhecimentos apresenta-
dos na disciplina de Fisica Quantica 1 do sexto periodo, onde esse conhecimento sera
necessario para acompanhar o formalismo matematico, cujos objetos de estudo sao
operadores matriciais.

As disciplinas do curso em que o aluno ird precisar dos conhecimentos sobre deter-

minantes sao:
o Métodos Matemaéticos;
e Mecéanica Quéantica.

Por fim,foi destacado que auséncia dos determinantes nas provas do ENEM é con-
siderado prejudicial na aprendizagem do estudante do curso superior de fisica, sendo
respondido pelo professor:

Um prejudicial ao processo de aprendizagem do estudante para o curso superior de

Fisica.

9.4 Matematica

De acordo com o professor pesquisado os conhecimentos sobre determinantes pos-
suem grande importancia e serao necessarios aos alunos a partir do segundo semestre
e também para os profissionais da area.

Foi ressaltada como principal motivagao que os determinantes possuem diversas

aplicacoes na Matemaética, dentre elas:

Algebra Linear;

Geometria Analitica;

Equagoes Diferenciais;

Teoria de Grupos;

Teoria de Anéis.

Como também em outras areas do conhecimento que precisam do estudo de matrizes.
Um informacao importante é que para o curso de bacharelado em matematica os

determinantes sao usados em praticamente todas as disciplinas.
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Destacamos a opinido do professor pesquisado em relacao aos determinantes nao
estar sendo cobrado nas provas do ENEM e consequentemente nao estar sendo abordado
no ensino médio:

O fato do conceito de determinante, bem como outros conceitos bdsicos importan-
tes, nao estar sendo estudado no ensino médio é um absurdo! Devido a falta de estudo
desses conceitos, a formagao basica dos alunos esta comprometida, e isso estd prejudi-
cando, cada vez mais, o desempenho deles nas disciplinas da drea de ciéncias exatas

que devem cursar no ensino superior.

9.5 Consideracoes

Baseados na pesquisa realizada, vimos que os conhecimentos sobre determinantes
possuem importante influéncia em nos cursos com Estatistica, Engenharia Elétrica,
Fisica e Matematica. Isso é percebido nas diversas disciplinas que fazem parte da
grade dos cursos em que serao necessarios o estudo sobre os determinantes.

Todos os professores pesquisados foram contrarios aos conhecimentos sobre os de-
terminantes nao estarem sendo cobrados nas provas do ENEM e consequentemente
estarem saindo do ensino médio.

Tudo isso reforca quanto que nossa pesquisa tem muito a contribuir para os que pre-
tendem ingressar nos cursos pesquisados e que talvez nao possuam bagagem suficiente
sobre os determinantes para dar prosseguimento aos estudos nas diversas disciplinas

acima citadas através da nossa eletiva,como proposta de itinerario formativo.
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10 Conclusoes

Ao término desta pesquisa conseguimos importantes resultados que servirdo de
aprendizagem e reflexdo sobre os impactos no curriculo de Matematica com a substi-
tuicao dos antigos vestibulares pelo ENEM, que inclusive se tornou a principal forma
de ingresso as universidades de todo pais durante o ano de 2009. Tentando reparar
o desfalque de alguns contetidos que deixaram de ser cobrados com o surgimento do
ENEM, elaboramos uma proposta de itinerario formativo por meio de uma eletiva
intitulada: Explorando Determinantes Através da Teoria e Aplicagoes.

A escolha do tema nao foi aleatéria, em verdade, o assunto de determinantes nao
consta na Matriz de Referéncia do ENEM e também nao é encontrado na BNCC,
mas de acordo com a pesquisa (através da ferramenta google forms) que realizamos
com professores de alguns cursos da UFCG, constatamos que calouros de cursos como
engenharia Elétrica, Estatistica, Fisica, Computacao e Matematica, irao precisar dos
conhecimentos sobre determinantes durante o seu curso, desse modo, buscamos con-
tribuir para a formacao futura desses alunos, que por sua vez estudaram de forma
superficial ou nao viram o conteido de Determinantes no Ensino Médio. Infelizmente,
devido a falta de tempo nao conseguimos aplicar a eletiva proposta, no entanto, faremos
o possivel para uma aplicagao futura.

Fizemos a comparacgao e percebemos que alguns dos contetidos cobrados no pro-
grama do vestibular da UFCG de 2010 (acreditamos nao diferir muito de anos anteri-
ores) nao contam na Matriz de Referéncia do ENEM e isso reflete diretamente no que
tem sido ensinado nas salas de aula e também no que tem sido abordado em livros
didaticos, até porque nao faz sentido para o professor ensinar aquilo que nao é cobrado
no ENEM, pois acaba sendo desmotivador para o alunado que pretende ao final do
Ensino Médio se submeter a esse exame. Analisando documentos oficiais que orientam
o curriculo antes e depois dessas transicao do vestibular para o ENEM, apresentamos
uma linha do tempo para situar o leitor dando énfase aos anos da criacao de impor-
tantes documentos que norteavam ou norteiam o curriculo, fatos importantes como o
surgimento do ENEM, criacao da UFCG, seus vestibulares, ano de aderéncia ao ENEM
e ao SISU.

A LDB, lei que rege a nossa educacao, trata do Ensino Médio como a consolidagao
e o aprofundamento do Ensino Fundamental, creditamos esse ser um dos motivos que
levam muitos contetidos ensinados no Ensino Fundamental serem bastante frequentes
no ENEM. Em virtude disso, realizamos uma pesquisa com as questoes do ENEM
durante os anos de 2020, 2021, 2022 e 2023, onde utilizamos alguns critérios que foram

apresentados no trabalho para escolha do contetido/questao e constatamos que dentre
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os conteudos que mais caem no ENEM temos Razao/Proporc¢ao, Geometria Espacial,
Anélise de Tabelas/Gréficos, Aritmética e Matematica Financeira. Outros contetdos
deixaram de ser cobrados, dentre esses temos Conicas, Niumeros Complexos, Geometria
Analitica e Determinantes o qual daremos destaque em nosso trabalho, pois desde a
criacdo do ENEM, nao temos registros de questoes que cobraram esse assunto, pois
apesar de nossa pesquisa ter sido realizada durante os anos de 2020 a 2023, encontramos
dissertacoes do PROFMAT que realizaram essa pesquisa em anos anteriores, apesar de
sdo destacarem os critérios utilizados para essa escolha do contetido/questao.

Fizemos inicialmente uma abordagem direcionada para professores de Matematica
sobre determinantes, que nao é encontrada em livros didaticos, pois os livros atuais do
Ensino Médio se limitam a determinantes de matrizes de ordens até trés. Em nosso
trabalho, destacamos a defini¢do geral de determinantes por permutacao, justificando
inclusive as defini¢oes encontradas em livros didaticos, abordamos cuidadosamente a
construcao da definicdo de determinantes e a apari¢ao dos determinantes em solugoes
de sistemas lineares, como também suas propriedades, regras e teoremas que facilitam
a resolucao de alguns determinantes, como também suas respectivas demonstragoes
necessarias para o aprofundamento sobre o estudo desse tema.

Apresentamos também aplicagoes importantes sobre determinantes, as quais con-
sideramos acessiveis aos alunos do Ensino Médio como uma forma de motiva-los a
estudar essa tematica. Constatamos que nao existe uma receita para a resolugao de
um determinante, existem na verdade ferramentas que podem facilitar os calculos de
alguns determinantes, no entanto, dependendo da ordem da matriz considerada para o
calculo do determinante, sua resolucao pode ser muito trabalhosa e talvez sé realizada
por computadores.

Mais adiante, destacamos as etapas da eletiva destinada a alunos do Ensino Médio
que pretendem ingressar em alguns cursos universitarios em que os conhecimentos
sobre determinantes sao imprescindiveis. Tentamos trazer uma abordagem acessivel
aos alunos de modo que compreendam de forma clara e objetiva os conhecimentos
sobre esse tema, buscando que o aluno obtenha a compreensao de conceitos, definig¢oes,
exemplos e aplicacoes, tentando nao focar nas demonstracoes dos resultados.

Consideramos nossa pesquisa muito rica em informacoes, pois além estarmos ba-
seados em documentos oficiais como Constituicao Federal, LDB, PCN’s, Matriz de
Referéncia do ENEM e BNCC, realizamos pesquisas as quais consideramos bastante
pertinentes ao tema. Esperamos contribuir para que as discussoes sobre os contetdos
que tem saido do Ensino Médio, nao fique apenas no senso comum e que passemos a
refletir se as mudancas no curriculo de Matematica ao longo do tempo tém contribuido
de forma positiva para o ensino e aprendizagem da Matematica e a educacao de modo

geral.
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Quando tratamos sobre o ensino dos determinantes, percebemos que aos poucos
esse tema tem saido do Ensino Médio, isso é percebido nos préprios livros didaticos,
podemos justificar esse fato por sua nao cobranga em questoes do ENEM, inclusive
desde a sua criacao, mas consideramos que essa mudanga tem causado um desfalque
no curriculo, pois como faz um aluno do curso de engenharia elétrica que nao possui
conhecimentos sobre determinantes? Apesar de muitas vezes os conteidos nao possui-
rem uma aplicabilidade direta em nossas vidas, isso nao significa que o conhecimento é
inutil, podemos ressaltar a aplicacao acima sobre os determinantes em circuito elétrico

encontrados em equipamentos eletronicos.
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APENDICE A — Sugestio de Eletiva para

o Aprofundamento de Determinantes

A.1 Sugestao de Eletiva
Titulo: Explorando Determinantes Através da Teoria e Aplicagoes

Apresentagao: Esse curso pretende proporcionar uma abordagem abrangente e
pratica para o estudo de Determinantes, nao encontrados na abordagem de livros di-
daticos, permitindo que os alunos desenvolvam uma compreensao sélida desse conceito
matematico e suas diversas aplicacoes em diferentes areas. Essa eletiva é um recorte
da nossa dissertacao de mestrado intitulada: Uma Anélise Curricular do Ensino Mé-
dio Antes e Depois do ENEM e uma Contribuicdo com Itinerarios Formativos sobre
Determinantes (PROFMAT-UFCG), podendo ser consultada para mais informagoes e
respaldo sobre o que sera abordado na eletiva.

Apresentaremos a seguir as etapas do curso, as quais serao abordadas os contetdo

sobre determinantes:

o Etapa 1: Discussao

Inicialmente sera organizado um momento de discussao com a intensao de iden-
tificar se os alunos estudaram determinantes no Ensino Médio e falar sobre sua
importancia em diversas areas e cursos universitarios como fisica, matematica, es-
tatistica e engenharia elétrica, tentando convencé-los a estudar esse tema devido

a sua cobranca em diversas disciplinas dos cursos:

— Estatistica

x Teoria das Matrizes e Aplicagoes;

x Anadlise de Regressao;

x Modelos Lineares;

* Planejamento de Experimentos.
— Engenharia Elétrica

x Maquinas Elétricas;

x Principios de Comunicagoes;

x Controle Analdgico;

x Controle Digital,
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*

Sistemas Elétricos de Poténcia;

*

Analise de Sistemas Elétricos de Poténcia;

*

Célculo Numérico; Eletronica Analdgica;
x Circuitos Elétricos;

x Dentre outros.

— Fisica
x Métodos Matematicos;
x Mecéanica Quantica.

— Matematica

Algebra Linear;

*

*

Geometria Analitica;

*

Equacgoes Diferenciais;

*

Teoria de Grupos;

Teoria de Anéis.

*

Topicos que consideramos importante destacar nessa etapa:

— Falar sobre a auséncia dos determinantes nas provas do Exame Nacional do
Ensino Médio (ver apéndice);

— Destacar sua importancia em algumas disciplinas de cursos como fisica, ma-
tematica, estatistica, computacao, engenharia elétrica e dentre outros;

— Destacar que esse tema possui importantes aplicacoes;

— Deixar claro que o apresentado durante o curso serd uma abordagem dife-
rente da encontrada em livros didaticos e consequentemente no que tem sido

ensinado no ensino médio.

o Etapa 2: Aplicagoes

Apresentaremos nessa etapa algumas aplicacoes sobre determinantes como forma
de motivar os alunos que pretendem ingressar em alguns cursos universitarios a
estudarem sobre esse tema. Buscamos abordar aplicacoes acessiveis a esse nivel

de ensino e que serao uteis para estudos posteriores. Sao elas:

Aplicagao 1: Condi¢ao de Alinhamento de Trés Pontos;
— Aplicagao 2: Equacao Geral da Reta;
Aplicagio 3: Area de Tridngulos;

— Aplicacdo 4: Area do Paralelogramo:
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— Aplicagao 5:
Circuito Elétrico (Sugerimos que essa aplicagao seja abordada por um pro-
fessor de fisica, como uma forma de relacionar as disciplinas através da

transdisciplinaridade).

o Etapa 3: Definicao de determinantes por permutacao

Desenvolvemos uma construgao da definicdo de determinantes para matrizes de
ordem qualquer e por meio dela justificaremos as definicdes de determinantes

para matrizes de ordem 1, 2 e 3 apresentada em livros didaticos.

Definicao de determinantes de ordem 1, 2 e 3;

— Regras de Sarrus e diagrama;

Defini¢do de permutacao e niimero de inversoes;

Construcao da definicdo de determinantes por permutacao;

Definicao de determinante para uma matriz de ordem qualquer usando per-
mutacao que nao é encontrada em livros didaticos por ser mais geral.
o Etapa 4: Propriedades de determinantes

Apresentaremos algumas propriedades cruciais para o determinante de matrizes
grandes, inclusive as estudadas no ensino superior, em que o desenvolvimento do
calculo ¢ realizado por computadores e ao aplicar alguma das propriedades, re-
duziremos o trabalho operacional do célculo do determinante. As demonstragoes

dessas propriedades sdo encontradas em nossa dissertacao.

— Propriedade 1: Linha nula;
— Propriedade 2: Matriz transposta;

— Propriedade 3: Multiplicagao de uma linha por uma constante;

Propriedade 4: Trocas de linhas paralelas;

Propriedade 5: Linhas paralelas iguais;

Propriedade 6: Soma de linhas;

Propriedade 7: O determinante nao se altera se somarmos a uma linha outra

linha multiplicada por uma constante (Teorema de JACOBI);

— Propriedade 8: Filas paralelas proporcionais.

« Etapa 5: Resultados importantes

Os resultados apresentados serao uteis na redugdao da ordem do determinante em

uma unidade e consequentemente do seu calculo. O Teorema de Laplace também
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é utilizado em alguns livros como a defini¢cdo de determinantes, onde na verdade

¢ uma consequéncia da definicao.

— Teorema de Laplace;

— Regra de Chié.

o Etapa 6: Regra de Cramer e Matriz inversa

Apresentaremos a regra de Cramer e uma forma diferente para calcular a inversa
de uma matriz, baseados em um teorema que trata do calculo da matriz inversa

através da adjunta da matriz.

— Regra de Cramer;

— (Calculo de matriz inversa por determinantes.

o Etapa 7: GEOGEBRA E ALINHAMENTO DE PONTOS

Elaborar um produto final desenvolvido com os alunos, podendo utilizar umas
das aplicacoes apresentadas durante o curso, uma sugestao ¢ a condi¢ao de ali-

nhamento de trés pontos.

Finalidade: Apresentar os conhecimentos sobre determinantes, realizando a cons-
trucao dos resultados, ajudando-os a compreender os conceitos e aplicagoes apresenta-
dos ao longo do curso e contribuindo para a formacao daqueles que pretendem ingressar

em cursos que sejam necessarios os conhecimentos basicos sobre determinantes.
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A.2 Abordagem detalhada da Eletiva

« ETAPA 1: DISCUSSAO

Duracao: 50 minutos

Nessa etapa faremos um levantamento com os alunos para saber quais estudaram
determinantes no ensino médio, se ja ouviram falar em aplicagoes desse tema e
quais os cursos superiores pretendem ingressar. Aproveitaremos a oportunidade
para uma discussao sobre como tem sido trabalhado os determinantes nas salas
de aula devido a sua nao cobranca no Exame Nacional do Ensino Médio desde
a sua criagao. Destacaremos que muitos sao os cursos universitarios os quais
sdo necessarios o estudo sobre determinantes, por exemplo: fisica, matematica,
estatistica, computacao, engenharia elétrica e dentre outros. Falar sobre qual o
objetivo do curso e ressaltar que nao é encontrado em livros didaticos o que sera

abordado na eletiva.

« ETAPA 2: APLICACOES

1. Condigao de Alinhamento de Trés Pontos

Duragao: 50 minutos

Consideremos trés pontos alinhados: P, = (z1,91), P» = (72,y2) € P3 =

(x3,y3) representados acima. Consideremos também os pontos A = (2, 41)

e B = (r3,y2):

Figura 19 — Condigao de Alinhamento de Trés pontos

/

V3

Y2

Y1

Fonte: Autores, 2024.
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Percebamos que os triangulos AP, P, e BP,P; sao retangulos em A e B,
respectivamente.
Temos,

/AP, P, = /BP,P;,

pois as retas suporte dos segmentos AP} e BP, sdo paralelas, desse modo,

pela soma dos angulos internos de um triangulo, temos

/P P,A = /P,P;B.

Assim os triangulos AP, P, e BP, P sao semelhantes:

Y2="Y _ Ys— Y2
To — Iq T3 — X2
(Y2 —y1) - (23 — 22) = (Y3 — ¥2) - (22 — 71)

Yoz — Yo2To — Y123 + Y1202 = Y3To — Y3T1 — YoT2 + Y2T1

Yo'y — Yoy — Y103 + Y102 — Y3T2 + Y321 + Y229 — Y221 =0

A

Y23 — Y103 + Y1T2 — Y3T2 + Y3x1 — Yo = 0.

A expressao acima sera o calculo do determinante, que sera visto posterior-

mente.

Observe:
1 oy 1
T Y3 1| = Yo + Y13 + Ys3Log — Y23 — YsT1 — Y1L2 = 0.
3 ys 1

Exemplo 30. Sejam os pontos A = (0,5), B=(1,3) eC' = (2,1). Verifique

se 0s pontos dados sao colineares.

Solugao: Para que os pontos A, B e C' estejam alinhados:

A= =0+10+1—-(64+0+5)=11-11=0.

o = O
== W Ot
e

Portanto, podemos afirmar que os pontos A, B e C sao colineares, pois
det = 0.

2. Equacao Geral da Reta

Duragao: 50 minutos
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Sejam os pontos P;, P e P, pertencentes a reta r, dessa forma, podemos
afirmar que os mesmos estao alinhados e usando a condicao de alinhamento

de trés pontos:

Figura 20 — Equacao Geral da Reta

ANy

X
Fonte: Autores, 2024.
z y 1
ry y1 1| =xy1+ @y + T1y2 — oy — xY2 —yr1 =0
To Y2 1
= (1 — y2)z + (22 — 1)y + 12 = 0. (A1)

Consideremos a = y; — y2, b = 9 — 11 € ¢ = 1Y, temos pela equacao [A.1}
r y 1
1 y1 1| =ar+by+c=0.
Ty y2 1
Exemplo 31. Dados os pontos A = (1,5) e B = (2,—2), determinemos a
equagdo da reta que passe por esses pontos.
Solugao: Para que a reta passe pelo ponto A e pelo ponto B, devemos ter
z y 1
1 5 1|=br+2y—2—(10—-22+y)=Te+y—12=0.
2 =21
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Logo, a equacao procurada é

Tx+y—12=0.

3. Area de Tridngulos

Duragao: 50 minutos
Sejam 17 : ACC'A", Ty : BCC'B’' e Ty : ABB'A’ trapézios. Com A’, B’

e C' correspondendo a projegao ortogonal no eixo x dos pontos A, B e C,

respectivamente.

Figura 21 — Area de Tridngulos

AY

Ye

YB
Ya

A B

Fonte: Autores, 2024.

Notemos que a area do tridngulo ABC pode ser escrita por:

Sapc

Logo,

T+ 15 —1T;
(Watyc) (rc—z4)  (Ystyc) (@5 —2c) (ya+tys) (z5—4)
2 2 2
1
3 [(ya+yo) - (x¢ —xa) + (yp +yo) - (¥ — 2c) — (Ya +yB) - (x5 — 74)]
1
§[l/Axc —YATA +YoTo — Yo A + YT — YBTo + Yo — YoTc — YATB
YATA — YBTE + YBT A
1

5 |YaTc — YoTa — YpTe + Yo — YaTp + Yptal -

1

Sapc = §|yAIc —YoTa — YBTo + YoTp — YaTp + YpTal. (A.2)
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Notemos que a expressao da equacao equivale ao calculo do determinante

a seguir:
ra ya 1
xp yg 1. (A.3)
rc Yo 1

Exemplo 32. Dados os pontos A = (2,3), B =(0,—1) e C = (1,4), qual

a drea do triangulo cujos vértices sao os pontos A, B e C'?

Solugao: De acordo com a equagao [A.2] temos:

2 3 1
1 1 1 1
Sanc = 3| 0 <1 1| =5(-2+3) = (-14+8)) = 5(1-T) = 1(-6) = =3
2 2 2 2
1 4 1
Portanto, Sapc = | — 3| = 3.

4. Area do paralelogramo
Duragao: 50 minutos

Consideremos o paralelogramo ABC'D abaixo:

Figura 22 — Area do Paralelogramo

A_ B

Fonte: Autores, 2024.

Percebamos que o paralelogramo é uma figura formada por 2 triangulos
ACD e ABC, assim a area do paralelogramo sera o dobro da area do trian-

gulo. E de acordo com a equagao [A.2], a drea do trapézio sera:

Sapcp = 2- 3 [Yaze — yora — Yo + yorp — yarp + ypral (A4)

Sapcp = |yAxc —Yoxa — YpTc +YocTp — Yarp + yBxAI. (A~5)

Exemplo 33. Determine a drea de do paralelogramo formado pelos vértices

A=(1,2), B=(5,7),C=(84) ¢ D= (4,-1).
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Solugao: Para determinar a area do paralelogramo, consideraremos inicial-

mente:

A = (z1,;)=(1,2)
B = (z3,52) = (5,7)
C = (73,43) = (8,4)
D = (x4,ys) = (4,-1).

Observe a imagem do paralelogramo representado abaixo:

Figura 23 — Area do Paralelogramo I

B
7 o

-1 0 1 2 3N 4 S5 6 7 8 9

-1 | ]

Fonte: Autores, 2024.

Consideremos a matriz formada pelos vértices do triangulo ABC:

(A.6)

co Ot =
=N
O S

A area do tridangulo formado pelos vértices A, B e C' serd metade do médulo
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do determinante da matriz [A.6k

1 21
1 1
SABC:§ 5 7 1 - 5’7+16+20—56—4—10|
8§ 4 1
1
= —143-70
5143 = 70
1
= |-27
o127
_

A area do paralelogramo sera o dobro de Sapc, isto é,

5. Aplicagao: circuito elétrico
Duragao: 1 hora e 40 minutos

— Fonte: Serve para levar energia para a placa mae, processador placa de
video, disco rigido, unidades de CD e DVD.

— Processador: Também conhecida de CPU, essa pega é responsavel por

processar os dados e transformar em informacao.

— Resistores: Componentes eletronicos cuja fungao principal é limitar o
fluxo de cargas elétricas por meio da conversao da energia elétrica em
energia térmica.

— Capacitores: Sua principal funcao é armazenar cargas elétricas em seu
interior durante cargas e descargas, essa peca pode fornecer grandes

quantidades de energia elétrica.

No Ensino Médio sao estudados circuitos mais simples e inclusive tem sido
um conteido bastante presente no Enem. O circuito elétrico possui algumas

grandezas, sao elas:

— Tensao: ¢é a energia necessaria para deslocar uma carga unitaria através
de um elemento, medida em volts (V).

— Corrente: é o fluxo de carga por unidade de Duragao, medido em ampe-
res (A).

— Resisténcia (R): representa a capacidade de um elemento resistir ao

fluxo de corrente elétrica; ela ¢ medida em ohms (V).

Um dos livros consultados e do qual apresentaremos um exemplo foi (ALE-
XANDER; SADIKU, 2013) e ainda (BOLDRINI, 1986) e videos do youtube
como (PROENEM; [2019).
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Exemplo 34. Obtenhamos as tensoes nodais no circuito da Figura abaizo:

Figura 24 — Circuito Elétrico: Exemplo [

| 6Q 9

3a(d) 20 7Q (})12a

Sadiku, 2013

Para resolver esse problema serd necessario conhecer algumas leis de Kir-
chhoff e de George OHM:

Leis de Kirchhoff
— A soma das correntes que entram em um né de um circuito é igual a
soma das correntes que saem deste no.

— A partir de um ponto qualquer de uma malha se percorrermos em um
sentido qualquer ao voltarmos ao mesmo ponto, a soma algébrica das

quedas de potencial é nula.
Lei de George OHM

— A tencao é proporcional a corrente elétrica e a constante de proporcio-

nalidade é a resisténcia, isto é:
- =R.

v
1

Solucao: Sejam Vi e V5 nos, iy, 19 € i3 as correntes e 1, 2 e 3 as malhas do cir-

cuito. Adotaremos o sentido das correntes apresentados na imagem a seguir:
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Figura 25 — Circuito Elétrico: Exemplo I
Vie, 69 v
il\L e J/is
3AG> <20 703 CD]‘_)A
1 2 3
l
Sadiku, 2013
De acordo com as leis apresentadas, temos para o no 1:
3 = le + ig
Vi Vi—V,
3 = —
> "%
18 = 3Vi+ Vi =V,
4o — Vo = 18. (A.7)
Ja para o no6 2:
19 = i3+ 12
Vi—1, Vs
= =412
6 7 *
Vi-V: Vo _ o,
6 7
V=TV —6V5 _ 19
42
Vi — 13V, = 504. (A.8)

Escrevendo as equagoes [A.7] e na forma de matriz:

4 -1 vi| | 18
7 —13 | 504 |

Va

Determinaremos inicialmente os denominadores de V; e V5:

4 -1
7 —13

= —52+7 = —45.
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Denotaremos o numerador de V; por Ny, , assim:

18 -1
504 —13

Ny, = = —234 4 504 = 270.

Denotaremos o numerador de V2 por Ny,, assim:

4 18
Ny, = = 2016 — 126 = 1890.
7 504
Portanto, as solu¢oes dos sistema sao dadas por
Ny, 270
e = — = — 1
Vi STy 6 volts
¢ Ny, 1890
Vi
= —2 = —— = —42 volts.
T volts

« ETAPA 3: DEFINICAO DE DETERMINANTES POR PERMUTACAO

Duracgao: 1 hora e 40 minutos
1. Determinante de uma matriz de ordem 1:
det[a] = |a| = a.

2. Determinante de uma matriz de ordem 2:

a11 A12 11 A12
det =
ag1 A2 Q21 Q22

= a11Q22 — A12G21.

3. Determinante de uma matriz de ordem 3:

a11 daiz2 A3 11 Q12 413
det | ag1 aga ass | =| a: axn as (A,9)
a31 daszz2 G33 a3; Aaszz ass

= (11022033 + Q12023031 + A13021A32 — A13A22031 — Q11023032 (A~10)

—a12021033. (All)

a) Regra de Sarrus
Consideramos importante apresentar essa regra por nao ser facil a me-
moriza¢ao da definicdo de determinante para matrizes de ordem 3.
Consideremos uma matriz A de ordem 3:
ai; Gi2 @3
A= axn axn ay
az1 a3z @33

Para aplicar a regra de Sarrus, desenvolveremos as etapas abaixo:
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i. Repetiremos as duas primeiras colunas a direita da terceira coluna
da matriz, ou as duas primeiras linhas abaixo da terceira linha da
matriz.

Observemos as representagoes abaixo:

| @11

) Imam (22 a23 .
ii. Os termos precedidos com o sinal positivos serao obtidos multipli-
cando os elementos segundo as flechas situadas na direcao da dia-
gonal principal (representadas em azul), isto é, ajjageass; a12a93a31
€ a13021032.
iii. Os termos precedidos com o sinal negativo serdao obtidos multipli-
cando os elementos segundo as flechas situadas na diregao da diago-
nal secundéria (representadas em vermelho), isto é, —a13a92a31; —a11a23a32
€ —G12021G33-
iv. Por fim, somam-se os 6 produtos encontrados nos itens 2 e 3 acima,

dessa forma

det A = a11a22a33+0a12023031+a13021 32— Q13022031 — Q11 G23032 — A12021A33

2 30
Exemplo 35. Seja A= | —3 1 4 |, determine o det A utilizando o
6 1 3

método de Sarrus.

Solugao: Consideremos a imagem a seguir:

2 3 0|2 3
~3 1 4| -3 1

6 1 3|6 1

- - + + +
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Temos,
det A = 2-1-34+3:4-64+0-(—3)-1-0-1-6—2-4-1—3-(—3)-36+72—8+27 = 97.

b) Regra Através de Diagrama
Uma outra forma de memorizar a definicao de determinantes para matri-
zes de ordem 3 é com o uso dos diagramas, observemos a representagao

abaixo:

[+ - LN

11 @12 Gﬁ
A= \aﬂ Q22  A23"\

a3y a3 as3 )

Para cada uma das trés setas acima, teremos um produto e neste caso

cada produto possui sinal positivo:

+a11a92a33; +a12a23a31 € + a13a1a32. (A.12)
_ T
/@1&/’?12/0313,‘ \

A= asi ax ass :
| a31 a32 (433

Para cada uma das trés setas teremos um produto e, neste caso, cada

produto possui sinal negativo:

—@13022031; —Q11023032 € — A12021033. (A-13)
O det A serd soma das expressoes e acima representadas:
det A = a11a22a33+012023031+0 13021032 — 13022031 — 011023032 — 12021 A33.

Para mais detalhes sobre essa regra através de diagrama, consultar o

livio do (TEZZI, [2006).

Exemplo 36. Vamos calcular o determinante da matriz A =

O W N
S = ot
U

através do método do diagrama.
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Solugao: Consideremos a imagem abaixo:

+

X )

+
a9
A

6

/

/|
4\
AN AY

=

2
detA = 3.
2 )

o

Neste caso,

detA = 2-1-3+5-4-243-6-7—-7-1-2-3-5-3-6-4-2
= 6+40+126 —14 — 45— 48
= 69.

4. Defini¢des Preliminares

Duragao: 50 minutos

Apresentaremos inicialmente algumas defini¢oes que serao base para a com-

preensao da definicdo de determinantes por permutacao. Utilizamos nesta
temaética, referéncias como (MORGADO. [2015), (STEINBRUCH, [1987) e
(MADEIRA, 2017)).

a)

Permutacao

Definicao A.1. Dados n objetos distintos aq,as, ..., a,, uma Permu-
tacao destes objetos consiste em dispo-los em uma determinada ordem.
A escolha do primeiro objeto pode ser feita de n modos; a escolha do
objeto que ocupard o sequnda posicao pode ser feita de n — 1 modos; a
escolha do objeto que ocupard a terceira posicao pode der feita de n — 2
modos, etc ...; a escolha do objeto que ocupard a ultima posicao pode

ser feita de 1 modo, isto é, n(n —1)(n —2)...1 =nl.

Exemplo 37. Sejam os numeros 1,2 e 3. Determine suas possiveis

Permutacoes.

Solucao: Notemos que a quantidade de Permutagoes dos niimeros 1,2 e
3 é dada por 3! =3-2-1 =06, sao elas:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2) e (3,2, 1).

Inverséao

Definicao A.2. Dada uma permutacao de niumeros inteiros 1,2,...,n,
dizemos que existe uma inversdio quando um inteiros que nao estd em

sua posicao original precede outro menor que ele.



APENDICE A. Sugestio de Eletiva para o Aprofundamento de Determinantes 159

Quando a permutacao possuir um numero par de inversoes o termo
correspondente a essa permutacao terd o sinal positivo e quando a
permutacdo possuir um nuamero impar de tnversoes o termo cor-
respondente a essa permutacao terd sinal negativo.

Exemplo 38. Consideremos as permutagoes dos niumeros 1,2 e 3. En-

contre o numero de inversoes de cada uma de suas permutagoes.

Solugao: observemos a tabela que criamos para facilitar o que aborda-
mos anteriormente, constando as possiveis permutacgoes e os respectivos

numeros de inversoes dos ntmeros 1,2 e 3:

Tabela 6 — Nome da tabela
’ Permutacgoes \ Quantidade de Inversoes \ Sinal ‘
(1,2,3) 0 +

+
+

AN TN AN N
[\
w
[
S N N N
NN =

Fonte: Autores, 2024.

5. Construcao da definicdo de determinantes por permutacao
Duragao: 50 minutos

Nesta se¢ao calcularemos o determinante de matrizes particulares (ordem 1,

2 e 3) através da definicao de determinante que apresentaremos na sequéncia.

Consideramos importante relembrar o conceito de diagonal principal de uma

matriz.

Definicao A.3. Dada uma matriz A de ordem n:

ai; Q2 -+ 13

Q21 Q22 --° (23
A=

Ap1 Ap2 -+ Qpp

os elementos da diagonal principal da matriz A corresponde a sucessao

dos elementos

(all; Q22, 33, * - 7ann)7
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cujos primeiros e sequndos indices sdo todos iguais.

a)

Determinantes para matrizes de Ordem 1

Consideremos a matriz A = [ay1].

Notemos a diagonal principal é composta pelo tinico elemento que com-
poe a matriz, ou seja, o elemento a;; e ao realizar a permutacao do
segundo indice desse elemento, temos uma tnica forma de permuté-lo.

Observe a tabela:

Permutacgoes | Quantidade de Inversoes | Sinal

(1) 0 +

Desse modo, o termo referente a essa permutagao serda o proprio aq

e pelo fato da permutagdo possuir zero inversoes (par), o sinal desse

termo serd positivo, dai temos

det A = |a11| = +a11 = a1;-

Para matrizes de ordem superiores a 1, essa defini¢ao ficara mais clara.

E o que veremos mais adiante,na secao 5.4.2.

Determinantes para matrizes de Ordem 2

Consideremos a matriz

ail Az

A—

21 Qa22

Para calcular o determinante de A faremos a soma dos produtos dos
elementos dessa matriz, obtidos permutando-se de todos os modos pos-
siveis os segundos indices dos elementos da diagonal principal, estando
fixados os primeiros indices.

No caso da matriz A a sua diagonal principal é dada por

a11022.

Permutando-se de todas as formas possiveis os segundos indices do pro-
duto dos elementos da diagonal principal (1,2) apresentado acima, fi-

caImnos CcoIm:

Permutagoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(1,2) 0 +
(2,1) 1 —

De acordo com o apresentado na tabela, os termos referentes ao pro-

duto dos elementos da diagonal principal da matriz permutando-se os
segundos indices e fixando os primeiros sao aiase € —aisas. Fazendo

soma algébrica para encontrar o determinante da matriz:
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det A = a11A92 — Q12027 .

¢) Determinantes para matrizes de Ordem 3
Duragao: 50 minutos.
aixz G2 013
Seja a matriz A = | ag asy  ass

31 Aazz a3s3

Pelo que vimos na definicdo de determinantes de ordem 3,
det A = a11a22a33+012a23031 +A13021 032 — Q13022031 — 011023032 — Q12021 (33

Reparemos que os produtos que aparecem no determinante podem ser

reescritos, de modo geral, como

15, A25,A355

onde (j17273) corresponde as permutagoes dos numeros 1, 2 e 3.

Além disso, temos trés termos com o sinal negativo, isso ocorre pelo fato
de existirem trés permutacoes correspondentes a esses produtos com um
nimero impar de inversoes.

De acordo com a tabela apresentada no Exemplo 1 teremos 6 permuta-

¢oes para os numeros 1, 2 e

Permutacgoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(1,2,3) 0 +
(1,3,2) 1 —
(2,1,3) 1 —
(2,3,1) 2 +
(3,1,2) 2 +
(3,2,1) 1 —

Notemos que ao realizar o produto dos elementos da diagonal principal
da matriz A, fixando os primeiros indices e os segundos indices corres-
pondendo a permutacao dos elementos 1, 2 e 3 destacado na tabela,

ficamos com os seguintes produtos referente as permutagoes:
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+ay1az20a3
—0a11G23032
—01202103
+aj2a23a3;
+ay;a21a32

—a130220A31

Efetuando a soma algébrica desses 6 termos, obteremos o det A, isto é,

det A = +aj1a9as; + 12023031 + a15a21a32 — 13022031 — A11Q2:A32 — a12a216(ﬁ-14)

Logo, a expressao 7?7 corresponde a definicdo de determinantes para

matrizes de ordem 3, apresentada acima.

6. Determinantes para matrizes de Ordem n

Apresentaremos a generalizacao da definicdo de determinantes que foi apre-

sentada nas secoes anteriores para matrizes de ordem até 3.

E importante destacar que nao é comum encontrar este tipo de definicao em

livros didaticos e ha livros atuais em que a definicao é apresentada apenas

para determinantes de ordem até 3.

Definicao A.4. Seja

aii

a21

71

Gn1

Dizemos que,

a12

22

CLjQ

Ap2

ais

as3

(ljg

an3

A1n

Aon

ajn

a“l’LTl

det [a;;] = > (=1)aij,azj, - - @nj,,
p

onde j = j(j1ja-*Jn) € 0 nimero de inversoes da permutac¢io (jijs -+ jn)

e p indica que a soma € feita considerando-se as parcelas referentes a cada

uma das n! permutacoes de (1,2,3,--- ,n).
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Essa definicdo é extremamente importante, pois abrange o determinante
de matrizes com ordem qualquer, no entanto, acaba sendo trabalhosa para

matrizes de ordem 4 ou superior.

« ETAPA 4: PROPRIEDADES DE DETERMINANTES

Apresentaremos a seguir as propriedades de determinantes que irdo facilitar e na
maioria das vezes reduzir o calculo do determinante de uma matriz. Os resultados

podem ser verificados usando exemplos particulares.

1. Linha nula
Duragao: 50 minutos.

Se todos os elementos de uma linha de uma matriz A sdo nulos, det A = 0.

1 4 5
Exemplo 39. Calcular o determinante da matriz A= |5 -3 7
0 0 0
Solugao: Calculemos o det A:
1 4 5
detA=|5 -3 7|=1(-3)-04+4-7-0+5-0-5—[5-(—3)-0+7-0-145-4-0] = 0.
0 0 0
82 15 7 -9
o 0 0 0
Exemplo 40. Seja A = , calcular det A.
44 —78 3 103
20 18 30 903
Solugao:
8 15 7 -9
o 0 0 0
Pela propriedade 1, apresentada: det A = =0.

44 —-78 3 103
20 18 30 903

2. Matriz transposta

Se A é uma matriz de ordem n e A’ é sua transposta, entao

det A" =det A
-1 -1 6 0
Exemplo 41. Seja A=| 6 7 2| eB=| 3 7 -9 |. Calcular
-9 8 2 8

det A e det B.
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Solucao: Determinemos inicialmente o determinante da matriz A:

-1 3 5
detA=]6 7 2|=(-1)-7-84+3-2-04+6-(—9)-5—[>-7-0+
0 -9 8

(=1)-(=9)-246-3-8] = —56+0—270—[0+18+144] = —326— 162 = —488.

Note que a matriz B corresponde a transposta de A e pela propriedade 2 de

determinantes, temos:

-1 6 O
detB=] 3 7 —9 |=detA=—488
5 2 8

3. Multiplicacao de uma linha por uma constante

Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinante

fica multiplicado por uma constante.

3 1 9 3 1 9
Exemplo 42. Seja A=|2 0 -5 |eB=| 2 0 =5 |. Calcular
7 12 —4 21 36 —12.

det A e det B.

Solugao: Perceba que de acordo com a propriedade 3:

Calculemos inicialmente o determinante da matriz A:

31 9
detA={2 0 -5|[=3-0-(—4)+1-(=5)-7+2-12-9—-[9-0-7+3-
7 12 —4

(=5)-1242-1-(=4)] = 0 — 35+ 216 — (0 — 180 — 8) = 181 + 188 = 369

Notemos que a matriz B foi obtida a partir da matriz A, multiplicando a 3°

linha de A por 3. Desse modo, pela 3% propriedade de determinantes:

3 1 9
detB=] 2 0 -5 |=3-detA=23-369=1107.
21 36 —12.
546 —273 819
Exemplo 43. Calcule o determinante da matriz A = 4 6 12

—100 5 25

Solucao: De acordo com a propriedade 3 de determinantes:
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546 273 819 2 -1 3 2 -1 3
det A = 4 6 12 | =2732:5| 2 3 6|=2730-| 2 3 6|=
—100 5 25 -20 1 5 —20

2730-[30+120+6—(—18+12—10)] = 3730-(156+16) = 2730-172 = 469560.
4. Troca de linhas paralelas
Duragao: 50 minutos

Uma vez trocada a posi¢do de duas linhas o determinante troca de sinal.

-3 1 7 5 4 2
Exemplo 44. Considere A = 2 1 -3|eB=| 2 1 -3/, de-
5 4 2 -3 1 7
termine det A e det B .
Solucao:
-3 1 7
det A = 2 1 =3
4 2

= (=3)-1-241-(=3)-54+2-4-7—[7T-1-5+(=3)-4-(=3)+2-1-2]
= —6—15+56— (35 +36+4) = 35 — 75 = —40.

Percebamos que a matriz B é obtida da matriz A trocando de posicao as

linhas 1 e 3 . Dai, pela propriedade 4 apresentada:

5 4 2
det B = 2 1 =3
-3 1 7
= —detA
= —(—40)
= 40.

5. Linhas paralelas iguais
Duracao: 50 minutos

Se uma matriz A de ordem n > 2 tem duas linhas formada por elementos

respectivamente iguais, estao

det A = 0.
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9 2 5
Exemplo 45. Considere A= | 1 4 —7 |, Calcule det A.
9 2 5

Solugao: Teremos que a matriz A possui as linhas 1 e 3 com elementos

respectivamente iguais:

5)
detA = |1 4 -7
)
= 94542 (=7)-9+41-2-5-[5-4-942-(=7)-9+2-1-5]
= 180—-126+ 10— 180+ 126 — 10
= 0.

6. Soma de linhas

Consideremos uma matriz A de ordem n, onde

ay;p Qi -0 Al o Alip

Q21 Qg -+ Q25 -+ Ap
A=

Ap1 Gp2 -+ Qpj - Gpp

em que os elementos da j-ésima coluna sao tais que:

alj = blj + clj

agj = ij + CQJ'

(nj = bnj + Cn;

isto é,
apnp a2 o blj +cy o Qi
a1 G2 -+ byjtocay - ag,
A= :
Qp1 Qp2 bnj + an st Qpp
Sejam
a1 Q12 - blj cr Aip
Q21 Az - sz HRR 057

Qp1 Ap2 - bnj R 79
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e
11 aig -+ Ciy o Aip
Q21 Q22 -+ C25 -+ Q2
C = ,
Ap1 Qp2 *++ Cpj - Gpp
entao teremos
det A = det B + det C,
ou seja,
ap -0 by tey oo an
agr v bgjtcgy e agy
Qpy - bnj + an HR ¢ 799
all .. bl‘] “ .. aln all ... Clj ) aln
a21 .. b2] DRI a/2n a21 o .. CQ] PR a2n
+
anl .. bn_] DRI ann anl .. an PRI ann
6 &8 13
Exemplo 46. Seja A= | 2 10 9 |, calcular det A.
15 5 5
Solugao:

Podemos reescrever a matriz A da seguinte forma:

6 &8 13
detA = 2 10 9
15 5 5
6 8 8+5
= 2 10 10-1
15 5 540
6 8 8 6 &8 5
= 2 10 10 |+| 2 10 -1
15 5 5 15 5 0

Pela tdltima expressao, como as colunas 2 e 3 da matriz a seguir sao iguais,

teremos pela propriedade 5 de determinantes:
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6 8 8
2 10 10 | =0,
15 5 5

entao,

6 8 5
detA = 0+| 2 10 —1
15 5 0
6 8 5
- 5|2 10 -1
3 1 0
[0=24+ 10 — (150 — 6 + 0)]
(—14 — 144)
- (—158)
= —790.

T
oroor o

7. O determinante nao se altera se somarmos a uma linha outra linha multi-

plicada por uma constante (Teorema de JACOBI).
Duragao: 50 minutos
Adicionando a uma fila de uma matriz A, de ordem n, uma outra fila pa-

ralela, previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova

matriz B, tal que

det B = det A.

6

10

Exemplo 47. Consideremos a matriz A = , calcule o seu

w O A
NCREEN BEPN BS

—1
determinante.

Solugao: Adicionando, a 2% linha da matriz A, a 1° linha multiplicada por

(—1), obteremos uma uma nova matriz:

1 3 5 6 1 3 56
44 (=1) 2+4(=3) T+(=5) 10+ (-6 3 -1 2 4

qet g = | T (Y 24(=3) T4 (=5) 10+ (=6) | _ _
0 1 7 2 0 1 72
3 -1 2 3 -1 2 4
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det A.

Como a matriz B possui as linhas 2 e 4 iguais, entao pela propriedade 5:

det B =0 = det A.

Essa propriedade sera bastante ttil para introduzir zeros nos elementos das
linhas de uma matriz, o que facilitara o calculo do determinante dessa ma-

triz.
8. Filas paralelas proporcionais

Se uma matriz A de ordem n > 2 tem duas linhas formadas por elementos

respectivamente proporcionais, entao

det A = 0.
2 7 -6 11
-2 14 9 22
Exemplo 48. Consideremos A = , calcule o det A.
4 21 15 55

6 49 30 121

Solucao: Note que de acordo com a propriedade 8, termos:

2 7 —6 11
deta |29 2
4 21 15 55
6 49 30 121
1 7-1 —6 11
272 9 22
1373 15 55
7 7-7 30 121
11 -6 11
_ o229 2
33 15 55
7 7 30 121
= 7.0.
= 0

« ETAPA 5: RESULTADOS IMPORTANTES
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1. Teorema de Laplace
Duracao: 1 hora e 50 minutos

Ao realizar o calculo do determinante para matrizes de ordem superior a 3
nao existe um método especifico como o apresentado para matrizes de ordem
1, 2 e 3. Assim, apresentaremos o Teorema de Laplace, sendo bastante util
para facilitar o calculo do determinante de uma matriz, reduzindo o seu
desenvolvimento & determinantes de uma ordem inferior ao determinante

da matriz original.

Com o auxilio das propriedades de determinantes, os elementos das linhas
ou colunas podem tornar-se zero ou um, dai teremos um calculo ainda mais

simplificado ao utilizar o teorema de Laplace.

Baseados nos livros mais antigos do ensino médio, o Teorema de Laplace
¢ usado para definir determinantes de ordem maior do que 3, j4 em nosso

trabalho, apresentamos a definicao geral determinantes.

a) Definigoes Preliminares

Definicao A.5. Consideremos uma matriz quadrada de ordem n. Re-
presentemos por M;; a submatriz quadrada de ordem (n — 1) de A,
obtida suprimindo sua i-ésima linha e j-ésima coluna. O determinante

|M;;| € chamado menor do elemento a;; de A.

-1 4 8
Exemplo 49. Considere a matriz A = 9 7 -3 | e determine o
6

menor do elemento ais.

Solugao: Iremos determinar inicialmente a submatriz Mis:

9 -3
B—
O menor do elemento a;; serd det B:

9 -3

=9.6—[(—3)-5] =54+ 15 =69
5 6

Definicao A.6. Chamamos Co-fator do elemento a;j, denotado por

A;j, como o determinante da submatriz M;; com sinal:

Ay = (—1)"7 - | My].

Observe que os “sinais” (—1)"™/ que acompanham os menores formam

uma disposicao quadriculada com os + na diagonal principal:
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+ - + -
- 4+ - o+
+ - 4+ -
2 3 4
Exemplo 50. Seja A= |5 6 7 |. Determine o menor e o co-fator
8 9

do elemento ass.
Solucao: Para determinar o menor do elemento as3, eliminaremos a

linha 2 e a coluna 3 da matriz A, observemos:

3 )
A= 567
591

Desse modo, a matriz obtida é

2 3
Mos =
o leh

e o menor do elemento a;; sera:

2 3

| Mas| = =18 —24 = —6.

Ja para determinar o co- fator do elemento referido, fazemos

Ags = (—1)*" . | My (A.15)

Teorema A.l. O determinante da matriz A = [a;;] € igual a soma dos
produtos obtidos multiplicando os elementos de qualquer linha ou coluna

pelos seus respectivos cofatores.

Considere

a1 Q2 -+ A1t Aip

Q21 Qg2 -+ Q25 -+ A2y
A=

Aix Qi -0 Qg ot Qip

Ap1 Qp2 ** Qpj - App
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Eliminando a linha i e a coluna j da matriz A, ficamos com a submatriz:

a1 12 T A1(5-1) A1(5+1) T A1n
a21 22 T A2(j-1) A2(j+1) T Q2n
Mij = | A@-v1 A@E-1)2 " AG-1)(G-1) A6E-1)(G+1) T A6i-1)n
Ai+1)1 QG120 A1) AGE+)G+Y) T Ali)n
! Qn2 T Qn(j—1) QAn(j+1) T Gnn |
Assim,
Al = an Aj + apAip + - - ainAin
e

|A| = a1jA1; + agjAgj + -+ - an; Anj,

3 4 2 1

, . 5 2 —1 =2

Exemplo 51. Calculemos o determinante da matriz A = 0 1 0 5
-1 0 3 3

pelo Teorema de Laplace.

Solugao: Para resolver o determinante de A é necessario fazermos o calculo
pela linha ou coluna que possuir a maior quantidade de zeros, neste caso

utilizaremos a linha 3 por possuir 2 zeros:

4 2 1 32 1
detA = 0-(=1)*"-|2 —1 —2|+1-(=1)*2.| 5 —1 -2
0 3 3 -1 3 3

3 4 1 3 4 2

+0-(=1)*3 ) 5 2 —2|—=2-(=1)**.| 5 2 -1

-1 0 3 -1 0 3

= 0—[-9+4+15—(1—18+30)] +0—2-[18+4 — (—4 + 60)]
= —(10—13) —2- (22 — 56)
= 3468 ="TL.

Portanto, det A = 71.
Como ja falamos acima, o Teorema de Laplace é muito 1til, no entanto, ao
considerar matrizes com ordem superior a 4, ha um esfor¢co computacional

de calculos muito grandes.
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2. Regra de Chio

Essa regra consiste em um modo de reduzir em uma unidade a ordem do
determinante de uma matriz quadrada de ordem n > 2 com o objetivo de fa-
cilitar os calculos. A regra também é importante, pois pode ser utilizada em

um determinante de ordem qualquer, baixando a sua ordem em 1 unidade.

Essa regra acaba sendo uma consequéncia da 7% propriedade de determinan-
tes também ¢é conhecida como Teorema de Jacobi.

Para mais detalhes consultar (BOLDRINI, [1986) e (BEZERRA| 1977).

11 Q12 a3 ... Qip

G21 Q22 Q23 ... Q2
M =

a1 Q2 A3 ... GQjp

Ap1 Ap2 QAp3 ... dApp

De acordo com a regra de Chi6:

Duracao: 50 minutos.

— Desde que M tenha aq; = 1, eliminando a 1? linha e a 1? coluna de M.

— De cada elemento restante na matriz M subtraimos o produto dos ele-
mentos que se encontram nas “extremidades das perpendiculares”, tra-

cada do elemento considerado a 1? linha e a 1? coluna.

— Através das diferencas obtidas, construimos uma nova matriz de ordem

n — 1 onde o determinante ¢é igual ao det M.

1 2 3 2
. . 4 5 7 3
Exemplo 52. Consideremos a matriz A = e calculemos o
3 10 12 9
3 8 2 6

seu determinante pela Regra de Chio.

Solugao: Visto que nessa matriz o elemento a;; = 1, efetuando as operagoes

indicadas na regra de Chié:
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Figura 26 — Regra de Chi6: Exemplo I

1 2 3 2
+® 7 3
10 12 9
8 2 6

Fonte: Autores, 2024.

Pela Regra de Chid, o determinante acima é igual ao determinante que segue:

1 2-2-1 3-3-1 2-2-1 1 0 0 0
4 5-2-4 7-3-4 3-2-4| |4 -3 =5 =5
3 10-2-3 12—-3-3 9-2.3| |3 4 3 3
3 8-2-3 2-3-3 6-2-3 3 2 =70

Calculando o determinante de ordem 4 pelo Teorema de Laplace usando a

primeira linha, temos:

-3 -5 =5
detA=| 4 3 3
2 =7 0

Percebamos que o determinante de ordem 3 acima, possui ay; # 1, daif utili-
zaremos a propriedade de determinante onde faremos o produto do niimero
—1 pelos elementos da segunda linha e subtrairemos desse produto os res-
pectivos elementos da 12 linha do determinante da matriz A, sabendo que o
determinante da A e o determinante da nova matriz serd o mesmo, ficamos

CcOo1:

2= (=3) ~(-T)~(-5) ~0-(-5)
det A = 4 3 3
2 -7 0
1 12 5
= |4 3
2 =7 0
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Aplicando a regra de Chié no determinante de ordem 3 encontrado, obtere-

mos:
1 1¢2 D
4@ 3
2 =70

O determinante de ordem 3 ¢ igual a:

1 12-12-1 5-5-1
detA = |4 3-12-4 3-5-4
2 =7—-12-2 0-5-2
1 0 0
= |4 —45 17
2 =31 -10

Portanto, aplicando a Regra de Chi6 no determinante de ordem 3 e elimi-

nando a sua 1? linha e 12 coluna, esse determinante sera:

—45 —17
det A = |

-31 —10
= (—45) - (~=10) = [(-17)( = 31)]
= 450 — 527
= —T7.

« ETAPA 6: REGRA DE CRAMER E MATRIZ INVERSA

1. Regra de Cramer
Duragao: 1 hora e 40 minutos.

Apresentaremos a regra de Cramer que é usada na resolucdo de sistemas
lineares, porém, quando consideramos um sistema com muitas equagoes e
incognitas, o procedimento de resolucao acaba sendo muito longo, isso é o
que afirma o professor Elon no video (APLICADA| 2008]).

Considere um sistema com o ntimero de equagoes e o nimero de incognitas

sao iguais a n:

a1 + 199 + -+ ATy — bl
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A21T1 + Q2229 + -+ AonTy — bg

Ap1T1 + ApaZo + -+ - + AppTy = bn

Esse sistema pode ser escrito na forma de matrizes:

ailz Az - Aip T by
A1 Q22 -+ QA2p T2 by
- )
ap1 Qp2 - App Ty bn
isto é,
A-X =B, (A.16)

donde a matriz dos coeficientes é dada por

a1 Qa2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2y
A= ,

Ap1 Ap2 - App

a matriz dos termos independentes

b
by
B = ,
bn
e a matriz dos coeficientes é dada por
T1
)

Tn
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Consideremos que det A # 0 para a equagao [A.16, desse modo, A admite

inversa, denotaremos a sua inversa por A~!. Entao

A-X = B
A7'A.X = A'B
(ATTA). X = A'B

I,-X = A'B

X = A'B
Escrevendo na foma de matriz:
-1
T a1 @12 - Ain by
T2 21 G2 -+ d2p by
= : . (A.17)
T Ap1 Ap2 *** App bn
Por outro lado,
bi a2 - ai
by az - a,
bn Ap2 -+ Gpp
T =
ajp Q2 - Qi
Q21 Q22 - Q2q
An1 Gp2 - Gpp
De modo analogo, obtemos
a/ll e bl “ e @1n
a1 . e b2 e azn
anl . e bn e ann
xTr; = s
11 Q12 - Qin
Q21 Q22 - Q2p

Qp1 Ap2 - Gpp
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parat=1,2,3,--- n.

Percebamos que no denominador de z; temos o determinante da matriz
dos coeficientes do det A # 0, ja no numerador aparece o determinante da
matriz obtida de A, substituindo a i-ésima coluna pela coluna dos termos
independentes. Esse método pode ser aplicado quando o determinante da
matriz dos coeficientes for nao nulo e o nimero de equacoes do sistema for

igual ao niimero de incognitas.

Exemplo 53. Consideremos o sistema
3r +2y — 5z =38
20 —4dy — 2z = —4
r—2y—3z2=—4

Inicialmente analisemos se o determinante da matriz dos coeficientes do sis-

tema é diferente de zero:

3 2 =5
detA = |2 —4 -2
1 -2 -3

= 3+(—4) (-3) 42 (=2) - 142+ (=2)- (=5) = [(=5) - (-4) 1
2.2 (=3)+(=2) - (=2) - 3]

= 36—4+20—(20+12—12)

= 52-20

= 3240

Determinemos o valor do numerador de x, o qual denotaremos por N,:

8 2 -5
N, = | -4 -4 -2
—4 -2 -3

= 8 (4) (=) 42+ (=) (~4) + (~4) - (-2) (D)
~[(=5) - (=) () 42+ (=) (=3) + (-2) - (-2) - §

= 96+ 16 — 40 — (—80 + 32 + 24)

= 72— (—24)

= T2+ 24

= 96
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Dai, temos como solucao para x:

N, 96
detA 32

Determinemos o valor do numerador de y, o qual denotaremos por N,:

3.

3 8 -5
N, = |2 -4 -2
1 —4 -3

= 3 (—4)- (=3) 48+ (=2) 142+ (—4) - (=5) — [(=5) - (—4) - 1
+(—2)-(—4)-3+8-2-(—3)]
= 36— 16+ 40 — (20 + 24 — 48)

— 60— (—4)
= 40+4
= 64

Dai, temos como solucao para y:

N, _64_2
detA 32

Determinemos o valor do numerador de z, o qual denotaremos por IV.:

Y

3 2 8
N, = |2 -4 —4
1 -2 —4
= 3 () (—4) +2-(—4) 14+2-(=2)-8—[8-(—4)-1+2-2-(—4)
+(=4) - (=2) - 3]

— 48— 8-32—(—32—16+24)

= 8- (—24)

= 8+

= 32

Dai, temos como solucao para z:

N, _32_1
detA 32

Portanto, a solucao do sistema é =3, y=2e 2z = 1.
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2. Calculo da Matriz Inversa por Determinantes

a) Definigoes e Resultados Preliminares

Duragao: 50 minutos

Definicao A.7. Definimos a Matriz Identidade de ordem n como
sendo a matriz na qual todos os elementos sao nulos, exceto os elementos
da diagonal principal, que sdo iquais a 1. Indicamos por I, ou I se nao

for especificar a ordem da matriz. Dessa forma,

0 0
01 0

I, =
00 --- 1

Defini¢ao A.8. Uma submatriz de uma dada matriz A é uma matriz

obtida de A eliminando alguma(s) das suas linhas e/ou colunas.

4 1 =7
Exemplo 54. Seja a matriz A= | 2 11 3 |, determine uma sub-
5 =8 0

matriz de A.

4 1 =7
Solucao: Um exemplo de submatriz é [ = 8 0 ]

Defini¢ao A.9. Dada uma matriz A, dizemos que o cofator A;; do

elemento a;; da matriz é:

Ay = (1) | My,

onde M;; ¢ a submatriz de A, obtida extraindo-se a i’-ésima linha e
a j-ésima coluna. Com esses fatores formamos uma matriz A, a qual

chamaremos de matriz dos cofatores:

All A12 Aln
A _ A21 A'22 A2n
Anl An2 e Ann

Definicao A.10. Dada uma matriz A, chamaremos de matriz ad-

junta de A d transposta da matriz dos cofatores (A), representada por
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All A21 t Anl
A, . A12 A22 e An2
Aln A2n T Ann

Teorema A.2. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Entdo

det(A- B) = det A - det B.

Definicao A.11. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos

que A € uma matriz inversivel se existir uma matriz A7, tal que

A A=A A=1,

Vejamos agora uma condi¢ao necessaria e também suficiente para que
uma matriz A admita inversa.
Seja A nao é inversivel, dizemos que A é uma matriz singular.

De acordo com a definicao apresentada acima,

A-A =1,

Aplicando o determinante em ambos os membros, temos:
det(A- A7) = detl,.
Pelo de demonstramos no Teorema, [7.4]

det A-det A~t =1.

Seja det A # 0, dai

det A 1
~det A7t = .
det A ¢ det A
Assim,

1
det A~ = Tt A para det A # 0

Logo, para que a matriz A admita inversa, devemos ter det A # 0.

b) Célculo da Matriz Inversa

Duragao: 50 minutos
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Teorema A.3. Seja A wma matriz de ordem n e A' a matriz adjunta
de A, entao
A- A=A (AdjA) = (det A) - I,,.

Resultando apds alguns célculos:
1

-1 . .
AT = det A (Adj)

através do

S = W

1 2
Exemplo 55. Encontre a inversa da matriz | 0 1
5 6

calculo do determinante.

Solugao: Inicialmente, calcularemos o determinante de A:

det A = =40 — (154 24) =40 — 39 = 1.

o O =
S =N
S = W

Calculemos os cofatores de cada um dos elementos da matriz:

1 4
A = =0—-24=-24
6 0
0 4
A12: 20—20:—20
5 0
01
A = =0-5=-5
13 5 6
2 3
A21: :0—18:—18
6 0
1 3
Agy = =0-15=-15
22 5 0
1 2
Agg = =6—-10=—-4
23 5 6
2 3
31 1 4
1 3
Agze = 0 4 =4-0=14
1 2
Agy = =1-0=1
33 0 1
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Desse modo, a matriz dos cofatores é representada por

Al A Agg —24 20 -5
A= | Ay Ay Ay |=| 18 —15 4
Azr Asze Asg 5 -4 1
Dai,
Ay Ay Az —24 18 5
AdjA = | Ajp Ay Az | =] 20 —15 —4
Ag Ass Ass -5 4 1

De acordo com A.18:

~24 18 5
At=1] 20 —-15 —4
-5 4 1

Esse resultado nos fornece uma outra forma de calcular o determinante
de uma matriz.

Para mais detalhes sobre o célculo do determinante através da matriz
adjunta, consultar (RONCHI} ) e (BEZERRA| [1977).

« ETAPA 7: GEOGEBRA E ALINHAMENTO DE PONTOS

Duragao: 1 hora e 50 minutos

Buscamos por meio dessa etapa intensificar a importancia do calculo o determi-
nante na condi¢ao de alinhamento de trés pontos, onde sugerimos a utilizacao
do software geogebra como uma importante ferramenta para agregar na parte

analitica da identificagdo do alinhamento de trés ponto.

Observe os pontos A, B e C abaixo:
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Figura 27 — Condigao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo I

Fonte: Autores, 2024.

Podemos afirmar que esses pontos acima estao alinhados sabendo que suas coor-
denadas sao A = (1,1), B=(4.1,3.1) e C = (7,5)?

Nao. Apesar dos pontos na imagem acima parecer que estao alinhados, eles nao

pertencem a uma mesma reta. Observe:

Figura 28 — Condi¢ao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo I

c/

A,

A

Fonte: Autores, 2024.

Isso também pode ser verificado calculando o determinante dos pontos dados:

1 1 1
41 31 1| = 1-31-1+1-1-7+41-5-1—-(1-31-741-5-14+1-4.1-1)
7T 5 1

= 31+47+4+20,5-21,7—5—4.1
= —02
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Logo, concluimos mais uma vez que os pontos A, B e C' nao estao alinhados, pois seu
det # 0.

Portanto, a utilizacao do Geogebra também servira para reiterar que o cdlculo do
determinante é uma ferramenta eficaz na verificacdo do alinhamento dos pontos, pois
apesar de muitas vezes os pontos parecerem alinhados geometricamente, nem sempre
isso se confirma.

Considere agora os pontos F' = (—1,4), E = (2,2) e D = (—4,6) representados

abaixo:

Figura 29 — Condicao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo 11

Fonte: Autores, 2024.

Solugao: Para verificar se os pontos dados estao alinhados, calcularemos o seu de-

terminante:

1 41
29 21| = —2-16+12— (-8 —6+28)
—4 6 1

= —6+6

=0

Desse modo, teremos uma unica reta passando pelos pontos D, F' e E, observe a

imagem a seguir:
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Figura 30 — Condicao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo 1T

Fonte: Autores, 2024.
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EXERCICIOS

1. Utilizando os pontos A = (1,2), B = (3,4) e (5,6), calcule a area do tridngulo

cujos vértices sao formados por esses pontos.
2. Verifique através do determinante se os pontos (1,2), (4,4) e (8,6) sao colineares.

3. Determine o valor de y pata que os pontos (3,5), (=1, —3) e (4,7) sejam coline-

ares.

4. Dados os pontos A = (1,2), B = (1,—2) e C = (5,2). Determine a equacao da

reta que passa pelo ponto A e pelo ponto médio do segmento BC'.
5. Determine o nimero de inversoes das permutacoes de 1,2, 3, 4:
e 1342
e 4123

e No determinante de ordem 4, qual sinal precederia os termos a1as3a34a42 €

A140210A32043

4 -8 0
6. CalculeodetA=| 1 6 2
-7 3

o Pela definicao

e Por Laplace, usando a terceira coluna.

7. Calcule os determinantes, utilizando as propriedades estudadas.

1 3 1 2
5 7 5 6
19 0 9 9
—4 -1 -4 7
6 33 15 0 25
16 19 9 0 18
J 0O -1 11 0 12
—20 6 20 0 -3
15 10 37 0 O
a’> ab® a
e lab a® b
a? b a
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1 1 1 1

log®3 log®30 log?300 log® 3000
log®3 log®30 log®300 log® 3000
log3 log30 log300 log3000

8. Mostre pela regra de Chié que:

a a a a

bbb
B=1|" = a(b—a)(c—b)(d — ¢)

a b ¢ c

a b c d

9. Dado o sistema abaixo, resolva-o usando determinantes:

20 —dy+z=1
3r—y+2z2=3
dor —y —3z2=—1

4 2 —6
10. Dada a matriz | 0 2 1 |, calcule:
51 3
o AdjA
e det A

° A_l
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A.4 Apéndice da Eletiva

ANALISE GERAL DAS QUESTOES DURANTE OS ANOS DE 2020 A 2023

TEMAS 2020 | 2021 | 2022 | 2023 | TOTAL
Funcoes 1 1 5 3 10
Aritmética 5 2 5 5 17
Razao / Proporcao 7 6 5 2 20
Analise Combinatoéria 2 1 4 1 8
Probabilidade 3 1 2 3 9
Estatistica 2 ) 4 4 15
Geometria Plana 3 5 2 7 17
Geometria Espacial 6 4 7 3 20
Geometria Analitica 0 0 0 0 0
Exponencial / Logaritmo 2 0 0 1 3
Sequéncias / Padroes Numéricos | 2 1 1 3 7
Trigonometria 1 1 0 1 3
Matrizes / Determinantes 0 1 0 0 1
Equacoes / Sistemas 1 5 2 3 11
Analise de Tabelas/ Graficos 6 5 1 5 17
Analise de Figuras 1 0 2 0 3
Conjuntos 1 0 0 0 1
Sistema de Numeragao 0 2 1 1 4
Matemética Financeira 2 ) 4 3 14
Numeros Complexos 0 0 0 0 0
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Figura 31 — GRAFICO (ENEM DE 2020 A 2023)

ANALISE DAS QUESTOES ENEM DE 2020 A 2023

12 0% - 1T.1T% 1T.1T%

10,0%

8,0%

Fonte: Autores, 2024.

Referente aos graficos acima apresentados, desconsideramos os assuntos que nao
foram cobrados no respectivo ano. Durante nossa pesquisa bibliografica, encontramos
duas dissertagoes do Profmat (MENEZES| 2021)) e (FILGUEIRAS| 2019) as quais rea-

lizaram uma pesquisa referente aos contetidos que cairam no Exame Nacional do Ensino

Médio nos anos de 2009 a 2019 e referente ao conteiiddo de matrizes e determinantes
foram apresentadas tabelas que mostraram que esse tema foi cobrado apenas nos anos
de 2012, 2018 e 2019. Ao ir em busca dessa questoes, vimos que no ano de 2012 foi
cobrado o produto de matrizes, em 2018 soma do elementos das linhas de uma matriz

e em 2019 a soma dos elementos das colunas de uma matriz.

A.4.1 Demonstracao Regra de Chié

Para realizar essa prova, consideraremos 2 casos: quando o elemento a;; = 1 e
ap # 1.

Inicialmente, seja o elemento ay; # 1, aplicando a propriedades de determinantes
na matriz M a qual substituimos uma linha por uma combinagao linear de outra linha,
obtemos uma matriz N, perceba que det M = det V.

Neste caso, para obtermos o elemento a;; = 1, escolhemos a j-ésima linha da ma-

triz a qual multiplicaremos cada elemento dessa linha por uma constante K, por fim,



APENDICE A. Sugestio de Eletiva para o Aprofundamento de Determinantes 192

adicionaremos a esse produto os respectivos elementos da linha 1, isto é,

1-— a1
Cle'A+a11:1:>A:7,
aj1
onde a;; # 0.
Obtendo o elemento a;; = 1 ou para o caso em que a matriz ja possuir o elemento

a1 = 1, basta realizar as operagoes indicada nos itens abaixo.
o Adicionaremos, a 22 coluna, a 1* multiplicada por —as.

Adicionaremos, a 3% coluna, a 1* multiplicada por —ays.

Adicionaremos, a 4% coluna, a 1 multiplicada por —aq4.

Adicionaremos, a n-ésima coluna, a 1* multiplicada por —aq,.

Seja N a matriz obtida ao efetuar as operagoes acima e de acordo com a 7% propri-
edade de determinantes, temos det N = det M.

1 0 0 - 0
Q21 Q22 — A21Q12 Q23 — Q21413 ... Q2p — A2101p
N = | a31 a3 —az1@12 a3z — a31413 ... a3, — A3101,
| Gn1  Gnp2 — Gp1Q12 Gp3 — Ap1d13 ... OGpp — Gp1Qin |

Percebamos que os elementos da 1# linha da matriz N sdo em sua maioria iguais
a zero, aplicando o Teorema de Laplace, o mais recomendado em termos de calculo, é

encontrar o seu determinante pela 1# linha, vejamos:

det M = detN:1-A11+0~A12+0'A13+'--+O~A1n

= A;
Q22 — A21Q12 A23 — A21A13 ... Q2pn — A21Q1n
32 — a3z112 A33 — 431413 ... A3p — A31A1n
Ap2 — Ap1d12 Ap3 — Ap1aA13 ... App — Qp1ain

Portanto, o det N corresponde a um determinante de ordem (n — 1).
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ANEXO A - Programa de Vestibular 2010



PROGRAMA DE FiSICA @”‘f“”“"

Comissédo de Processos
Vestibulares

Orientacéo Geral :

Este programa apresenta os contelidos basicos da
Fisica ensinados no Ensino Médio. Para a realizacéo da
prova, espera-se que o Candidato ou a Candidata seja ca-
paz de compreender os principios da Fisica, de mobiliza-los
na solucéo de problemas (incluindo a linguagem grafica),
na analise e interpretacéo de dados e resultados obtidos
em experimentos, em observagées ou simulagdes realiza-
das por microcomputadores. Quanto aos contetdos da Fisi-
ca Moderna, seréo priorizados os aspectos qualitativos na
sua abordagem, explorando-se o0s aspectos historicos e
essenciais da Teoria da Relatividade, da Fisica Quéntica e
da Estrutura da Matéria. Vinte por cento (20%) das ques-
tOes da prova serdo abordadas considerando-se os contel-
dos da Fisica no desenvolvimento dos temas Fisica, Etica e

Meio Ambiente.
Programa para a 12 ETAPA

Tema: Fisica, Etica e Meio Ambiente - Contribuicdes
dos Principios da Conservagado da Quantidade de Movi-
mento e da Energia, da Mecanica dos Fluidos e da Ter-
modinamica na analise de questdes ambientais referen-
tes: (i) a converséao e uso das diversas formas de energia
em especial as questdes referentes a usinas hidrelétricas e
nucleares e fontes alternativas de energia; (ii) dindmica da

atmosfera no que se refere, especialmente, as mudancas

climaticas e ao fendbmeno El Nifio e La Nifia.

1. Mecanica: Cinematica

1.1. Introdugéo a Fisica (objetos de estudos da Fisica,
caracteristicas do trabalho cientifico em Fisica, medi-
das e grandezas fundamentais)

1.2. Cinematica (Conceitos Basicos)

1.3.Movimento em uma Dimensé&o: Movimento Retili-
neo Uniforme, Movimento Retilineo Uniformemente
Variado

1.4. Grandezas Vetoriais

1.5.Movimento em duas Dimensdes: Movimento Cir-

cular e Composicao de Movimentos

2. Mecénica: Dindmica

2.1. Significado histérico do trabalho de Isaac Newton
na construcdo do Conhecimento Fisico

2.2. As Leis de Newton

2.3. Forgas de Atrito

2.4. Dinamica do Movimento de Particulas em Trajeto-

rias Curvilineas

3. Principios de Conservagéo

3.1. Conceitos Trabalho, Poténcia e Rendimento

3.2. O Conceito Energia e o Principio da Conservacao
da Energia

3.3. Os Conceitos Quantidade de Movimento e Impul-
o)

3.4. O Principio da Conservacao da Quantidade de

Movimento

4. Gravitagao Universal

4.1. O conceito Campo Gravitacional

4.2. As Leis de Kepler

4.3. A abordagem Newtoniana da Gravitagédo

4.4, Aplicagbes da Lei da Gravitagdo Universal de
Newton
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5. Mecénica dos Fluidos

5.1. Hidrostatica:

5.1.1. Os conceitos Densidade e Pressao
5.1.2. Principio de Pascal

5.1.3. Press&o num Fluido em Equilibrio
5.1.4. Principio de Arquimedes

5.2. Hidrodinamica:

5.2.1. Conceito Fluido Ideal

5.2.2. Equagao de Continuidade

5.2.3. Equacéo de Bernoulli

5.2.4. Viscosidade

6. Termodinamica

6.1. O conceito Temperatura

6.2. Medida da Temperatura

6.3. Fendmenos Térmicos:

6.3.1. Dilatacdo Térmica dos sélidos e liquidos
6.3.2. Transferéncia de Calor

6.4. O conceito Calor

6.5. Calorimetria

6.6. Transi¢Oes de Fase

6.7. Comportamento Térmico dos Gases
6.8. Primeiro Principio da Termodinamica
6.9. Segundo Principio da Termodinamica
6.9.1. Maquinas Térmicas

6.9.2. Entropia

6.9.3. Relagdo Entropia e Ordem

7. Optica

7.1. Principios da Optica Geométrica

7.2. Reflexdo da Luz e Espelhos (Planos e Esféricos de
pequena abertura)

7.3. Refracdo da Luz e Lentes Esféricas Delgadas

7.4. Instrumentos Opticos

8. Ondas

8.1. Movimento Harmdnico Simples

8.2. Ondas

8.3.Reflexdo, Refragéo, Difracdo, Interferéncia e Polariza-
céo

8.4. 0 Som

Programa para a 22 ETAPA

Tema: Fisica Moderna, Cotidiano e Tecnologia -
Presenca dos conhecimentos em Fisica Moderna nas
aplicacdes tecnoldgicas e fendbmenos presentes no
dia-a-dia, tais como o0 GPS (Sistema de Posiciona-
mento Global), os semicondutores, as células fotoelé-
tricas, a fotossintese, as lampadas fluorescentes, a
producdo de imagens para subsidiar os diagndsticos
médicos (raios X, ressonancia magnética nuclear,

tomografia por emissao de poésitrons) e os lasers.

1. Eletrostéatica

1.1. Carga Elétrica e Eletrizacdo

1.2. Conservacao da Carga Elétrica

1.3. Lei de Coulomb

1.4. Conceito Campo Elétrico

1.5.Energia Potencial Elétrica e Potencial Elétrico
1.6. Condutores em Equilibrio Eletrostatico

1.7. Capacitores

2. Corrente Elétrica e Circuitos Elétricos

2.1. Corrente Elétrica e Resistores Elétricos

2.2. Combinacédo de Resistores Elétricos

2.3. Receptores de Energia Elétrica

2.4. A conservagdo da Energia e a Conservacéo da
Carga Elétrica em Circuitos Elétricos (Leis de Kirc-
hhoff)

3. Eletromagnetismo

3.1. Campo Magnético e Forga Magnética
3.2. Fontes de Campo Magnético

3.3. Inducao Eletromagnética

3.4. Corrente Alternada

3.5. Ondas Eletromagnéticas
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4. Fisica Moderna

4.1. Teoria da Relatividade:

4.1.1. O Principio da Relatividade de Albert Einstein e os
Problemas que originaram a Teoria da Relatividade
4.1.2. Relatividade do Tempo e do Espago na Relativi-
dade Restrita

4.1.3. A Relacédo Massa e Energia e o Significado de
E=mc2 na Relatividade Restrita

4.2. Relatividade Geral:

4.2.1. Problemas que Ihe deram origem,

4.2.2. Principio Equivaléncia

4.3. Fisica Quantica e Estrutura da Matéria:

4.3.1. A Quantizagao da Energia e os Problemas que lhe

deram origem

4.3.2. O Efeito Fotoelétrico

4.3.3. O Modelo de Bohr para o Atomo

4.3.4. Emisséo e Absorcédo de Energia pelo Atomo no Mo-
delo de Bohr

4.3.5. A Dualidade Onda-Particula
4.3.6. O Principio da Incerteza
4.3.7. A Estrutura Nuclear (caracteristica e estabilidade),
Radioatividade, Fiss@o e Fuséo Nucleares
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Orientacédo Geral:

Aprender Matematica deve ser um ato muito maior
do que memorizar resultados, pois 0 conhecimento mate-
matico deve estar vinculado ao dominio de um saber fazer,
de um saber pensar e de um saber aplicar a Matematica.
Sendo assim, na prova de Matematica, sera priorizada a
avaliacédo da capacidade de raciocinio do candidato, sem
dar-se énfase, exclusivamente, & memorizagdo de formu-
las, @ mecanizacao de técnicas ou a céalculos excessivos,
desvinculados de contexto significativo ou de aplicacBes
relevantes, dentro ou fora da Matemética. Com isso o can-
didato devera saber reconhecer representagcdes equivalen-
tes, relacionar procedimentos em diferentes areas, analisar
informacdes provenientes de diferentes fontes, utilizando as
ferramentas mateméaticas para resolver problemas desta e
das outras areas do conhecimento.

A prova teréa por objetivo avaliar o dominio dos conteudos
ministrados no ensino médio, a capacidade do candidato de
usar a linguagem matematica para expressar o raciocinio,
interpretar enunciados, analisar graficos, obter soluges de
problemas reais e compreenséo dos conceitos fundamen-
tais, de forma a saber aplica-los em situagdes diversas e

relaciona-los entre si e com outros conhecimentos.
Programa para a 12 ETAPA

1 - Nog¢des Bésicas de Conjuntos

Conjunto (conceito—notagdo) — Relacao de perti-
néncia — Relacdo de inclusédo — Igualdade de conjuntos —
Operages entre conjuntos — Conjuntos numeéricos: Natu-
rais e Inteiros (multiplos e divisores, divisibilidade, nimeros
primos, fatoracdo, mdc, mmc) — Racionais e Irracionais
(fracOes, representacéo decimal, dizimas periddicas e ndo
periddicas) — Reais (a reta numérica, operacdes, proprieda-

des, modulo, desigualdades, Intervalos) — Aplicagdes.

2 - Relagdes e Funcgdes

Par ordenado — Produto cartesiano — Siste-
ma de coordenadas cartesianas no plano — Relagbes
binérias (conceito — notagdo) — Funcéo (definicdo —
terminologia — dominio — contradominio — imagem) —

Operag8es com fun¢des—Graficos.

3 - Func8es Reais de Variavel Real

Estudo da fun¢éo afim — Inequacgdes do 1° grau
(resolugéo algébrica — resolucéo gréafica) — Estudo da
funcdo quadratica — Inequagdes do 2°grau (resolucéao
algébrica — resolucéo gréafica) — Valores extremos
(aplicagdes) — Médulo de um numero real — Fungao
modular — Equacdes e inequacdes modulares — Com-
posi¢éo de fungdes — Funcgéo injetiva — Fungéo sobre-
jetiva — Funcao bijetiva — Funcéo inversa — Aplica-

coes.

4 - As Funcgbes Exponencial e Logaritmica

Estudo da funcdo exponencial — Equages e
inequacdes exponenciais (resolugdo algébrica — reso-
lugdo grafica) — Estudo da fungédo logaritmica — Equa-
¢Oes e inequagdes logaritmicas (resolucéo algébrica —

resolucao gréfica).

5- Sequéncias
Estudo de seqiiéncias (conceito — notagdo) —

Progressfes aritméticas — Progressdes geométricas.
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6 - Trigonometria Programa para a 22 ETAPA

Trigonometria no triangulo retangulo — O circulo

trigonométrico — Arcos e angulos — Radiano— Arcos con-

~ . . . N 1 - Geometria Analitica
gruos — Relagdes fundamentais da trigonometria — Redugéo

~ A . . Distancia entre dois pontos — Divisdo de um
ao 1° quadrante — Resolugéo de triangulos quaisquer — A lei

. 3 segmento conforme uma razdo dada — Estudo da reta
dos senos e a lei dos cossenos — Férmulas de transforma-

. ) . ) ) . (definicdo — notagdo) — Equagbes de uma reta — Posi-
¢Oes trigonométricas — Identidades trigonométricas — Estu- ) . .
B . . . . ; ¢Oes relativas entre retas — Distancia de um ponto a
do das fungdes trigopnométricas (dominio — imagem — perio-

- N . . . . uma reta — Condigdo de alinhamento entre trés pontos
do — gréfico) — Equacgdes e inequagbes trigonomeétricas. ~ .
— Angulos entre retas —Intersecao entre retas — Medi-

. atriz de um segmento — Estudo da circun-feréncia —
7 - Geometria Plana

. - . . Estudo das cénicas (Elipse — Hipérbole — Parabola) —
Conceitos primitivos — Axiomas fundamentais da

. L . ) L Intersecéo entre curvas (resolucéo algébrica — resolu-
Geometria Euclidiana — Congruéncia de figuras geométri-

A A céo gréfica).
cas — Congruéncia de triangulos — Teoremas sobre retas

paralelas — Teorema de Tales — Semelhanca de triangulos 2 - NGmeros Complexos

— Areas de triangulos, quadrilateros e poligonos regulares — Definicdo — Representagao nas formas algé-

Areas do circulo e do setor circular. brica e trigonométrica — Operacées — Propriedades —

Formulas de Moivre — Aplicacdes.
8 - Geometria Espacial

Angulos poliédricos — Superficies poliédricas — 3 - Polindmios
Poliedros — Relagéo de Euler-Poincaré — Prismas e Pirami- Polindmio (definicdo — notagéo) — Operacgdes
des (comprimentos - areas - volumes) — Cilindros, Cones e - O teorema fundamental da algebra — Raizes sim-
Esferas (comprimentos - areas -volumes). ples e multiplas — Raizes racionais — Relagbes de

Girard — Raizes complexas.

9 - Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares

. . - . 4 - Anédlise Combinatodria e Probabilidade
Matriz (conceito — nota¢édo) — Igualdade — Tipos de

. - . O principio fundamental da contagem
matrizes — Transposta — Operacdes — Propriedades -

. . ~ ) (Fatorial — Permutacéo — Arranjo — Combinagéo) —
Determinante (conceito — notagéo) — Determinantes de ma-

) ) NUmeros binomiais — Binbmio de Newton — Espacgos
trizes 2x2 e 3x3 — Propriedades — Regra de Sarrus

amostrais — Eventos — Conceito de probabilidade —
Menor complementar e co-fator — Regra de Lapla-

. . . . . Probabilidade de uni&o e intersecdo de eventos.
ce — Matriz adjunta — Matriz inversa — Sistemas lineares
(conceito — notagdo) — Notacdo matricial — Conjunto solu- 5 - Nogbes de Matematica Financeira

¢do — Sistemas homogénios e sistemas equivalentes — Pro- Porcentagem — Juros simples e compostos.
cesso de escalonamento — Regra de Cramer — Discussao
de um sistema quanto ao nimero de solugées — Classifica- 6 - Nocdes de Estatistica

cao. Medidas de posicao (Média — Mediana —
Moda) — Medidas de disperséo (Amplitude — Desvio
médio — Variancia — Desvio padrao) — Gréficos esta-
tisticos (Histograma — Graficos de setores).
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ANEXO B - Nota sobre o Enem e Sisu -
UFCG



22/09/23, 00:30 UFCG

UFCG adotou o Enem!
Os interessados em fazer o exame do Enem tiveram até o dia 16 de julho para se inscrever!

No dia 04 de maio de 2010, o Reitor Thompson Mariz da Universidade Federal de Campina Grande
(UFCG), em entrevista a imprensa, declarou que a universidade utilizarad a partir deste ano, os resultados
do Enem (Exame Nacional do Ensino Médio) no seu processo de selegdo do vestibular.

Ha uma particularidade nesta adesdo, pois a UFCG ndo aderiu ao SISU (Sistema de Selegdo
Unificada). Isto significa que as vagas da UFCG nao estardo disponiveis a competicdo nacional, ou seja, sé
concorrera aos cursos da referida universidade, aquele que se inscrever também na Comprov (Comissao
de Processos Vestibulares da UFCG).

O exame do Enem é composto por uma redacdo e 200 questdes objetivas, bem diferente do tipo de
prova que a UFCG vinha adotando, como é possivel observar no site da em Comprov, o estilo de prova
adotado. Porém, o reitor elogiou muito a avaliagdo do Enem, destacando que o exame é bem elaborado e
muito melhor que o vestibular.

O desempenho dos candidatos no Enem ja podera ser aproveitado no PSS-2011, quando 10% das
vagas serdo direcionadas para quem participa do Sistema de Selecdo Unificada (Sisu) do Ministério da
Educacao (MEC). Ja no PSS 2012, esse percentual subird para 20%, no PSS 2013 para 40%, no PSS 2014
para 50%, até que em 2014 todas as vagas da UFPB serdo preenchidas a partir do Enem.

O Conselho Superior de Ensino, Pesquisa e Extensdo (Consepe) da Universidade Federal da Paraiba
(UFPB) também resolveu adotar a nota do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) como forma de
ingresso nos cursos de graduagao, substituindo gradativamente o Processo Seletivo Seriado (PSS).

O prazo para a inscricdo terminou no dia 16. As inscrigdes puderam ser feitas na pagina do MEC, por
uma taxa de R$ 35,00 para os nao-isentos. Todos estdo ansiosos para o ver o resultado desta adesdo,
que, certamente, vai beneficiar ainda mais a comunidade estudantil.

Por Maria Isabel Farias
(isabel@dsc.ufcg.edu.br)

www.dsc.ufcg.edu.br/~pet/jornal/julho2010/materias/ufcg.html 11
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ANEXO C - Questionario de Pesquisa com

Professores



30/06/2024, 10:13 QUESTIONARIO ACERCA DA APRENDIZAGEM E DO CONHECIMENTO DE DETERMINANTES PARAA FORMAGAO UNI...

QUESTIONARIO ACERCA DA
APRENDIZAGEM E DO
CONHECIMENTO DE
DETERMINANTES PARA A
FORMACAO UNIVERSITARIA

Formuldrio para Pesquisa de Dissertagdo de Mestrado (PROFMAT - UFCQG)
MESTRANDA: Fldvia Shirley Tavares Vieira
ORIENTADOR: Daniel Cordeiro de Morais Filho

* Indica uma pergunta obrigatdria

1. 01. Qual curso superior vocé é professor? *

Marcar apenas uma oval.

Matematica

Fisica

Engenharia Elétrica
Computagdo

Estatistica

2. 02.Paraalunos do seu curso nas disciplinas do profissional é necessario o
estudo de determinantes?

https://docs.google.com/forms/d/1BQwIffSIN1Tx-IMdbzKmYX0-_kaAHNQWon2tsjTllcc/edit 1/4



30/06/2024, 10:13 QUESTIONARIO ACERCA DA APRENDIZAGEM E DO CONHECIMENTO DE DETERMINANTES PARAA FORMAGAO UNI...

3. 03.Em sua opiniao qual a principal motiva¢ao e necessidade para o
estudo de determinantes para um profissional formado em seu curso?

4. 04.Em qual semestre o aluno do seu curso ira precisar dos
conhecimentos de determinantes?

5. 05. Poderia listar as disciplinas do profissional do curso nas quais o
determinante sera usado?

6. 06.Qual sua opinido sobre os determinantes nao estarem sendo cobrados
no Enem e consequentemente nao estarem sendo estudados no ensino
médio?

https://docs.google.com/forms/d/1BQwIffSIN1Tx-IMdbzKmYX0-_kaAHNQWon2tsjTllcc/edit 2/4
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